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1. GIRIS

Matematik, fizik, kimya, biyoloji, astronomi gibi temel bilimler ile endiistri,
tip ve miithendislik gibi uygulamali bilimlerde karsimiza ¢ikan pek cok problemin
¢oziimiinde ¢esitli  yontemlere bagvurulur. Bu yontemlerden kolaylikla
uygulanabilirlik agisindan en ¢ok tercih edilen metotlardan birisi ise Adomian
Ayrisim Metodu (AAM) dir [1]. Bu yontem George Adomian tarafindan 1980°1i
yillarda bilim diinyasina kazandirilmistir. Unlii matematik¢i bu metotla ilgili tiim
caligmalarii kitabinda toplamistir [2]. 1922-1996 yillar1 arasinda yasamis olan
Amerikal1 bilim adami tarafindan gelistirilen bu yontem, lineer veya lineer olmayan
denklemler, adi veya kismi diferansiyel denklemler, cebirsel, integral-integro-
diferansiyel denklemler ve denklem sistemlerini ¢oziime kavusturmada birgok
kolaylik saglamistir. Lineerlestirme ve pertiirbasyon gibi tekniklere bagvurulmadan
problemi ¢oziime ulastirma ve hizli yakinsama, bu yar1 analitik yontemin en 6nemli
avantajidir. AAM non-lineer denklemlerin ¢oziimiine uygulanirken bu metoda ait
serinin terimleri Adomian polinomlari adi verilen polinomlardan meydana gelir. Bu

polinomlar analitik fonksiyonun Kkuvvet serisine agilimindan olusturulur ve A,

semboliiyle ifade edilir.

Bir¢ok aragtirmaci, gerek uygulama, gerekse de bilinen diger yontemlerle
benzer ya da farkli yonlerini tespit etmek amaciyla AAM’yi kullanmistir. Wazwaz,
1998 yilinda Taylor Seri Metodu (TSM) ve AAM’yi kullanarak lineer ve non-lineer
denklemler igin bu iki metodu karsilastirmistir [3]. Bu karsilastirma ile, AAM’nin
TSM’ye gore daha giivenilir, etkili ve kolay uygulanabilir oldugu goriilmiistiir.
Ayrica AAM’nin daha hizli1 yakinsamaya sahip oldugunu da tespit etmistir. Wazwaz
daha sonra, olusturdugu algoritmayla non-lineer denklemlerin ¢6ziimiinde Adomian
polinomlarin1 hesaplamak igin onemli bir yaklasim ortaya koymustur [4]. Bunu
takiben 1995 yilinda Cherruault ve arkadaslari [5], 2006 yilinda ise Hosseini ve
Nasabzadeh [6] AAM’nin yakinsakligini incelemislerdir. Abbaoui ve Cherruault,
Cauchy probleminin ¢oziimiinde AAM’yi kanonik formu kullanmadan uygulamas,
ayrica Picard metodu ile AAM’yi kiyaslamistir [7]. Yine, Babolian ve Biazar,
beraber yasayan biyolojik canlilardan tiiretilen non-lineer integro-diferansiyel
denklem sistemini ¢ézmek icin AAM yi uygulamistir [8]. 2003 yilinda, Sayed ve
Abdel Aziz, integro-diferansiyel denklem ¢oziimiinde Galerkin ve AAM i



karsilagtirmiglar ve  AAM’nin daha etkili ve kolay uygulanabilir oldugunu
belirtmislerdir [9]. Abbasbandy, Blasius denkleminin sayisal ¢6ziimiinde, Homotopi
Pertiirbasyon Metodu ile AAM’nin Karsilastirilmasini yaparken, AAM’nin daha
dogru sonuglar verdigini ifade etmistir [10]. Lorenz sistemlerinde de AAM ile ilgili
olduk¢a 6nemli sonuglar elde edilmistir. Hashim ve arkadaglari, AAM’yi Lorenz
sistemine uygulamislar ve bunun sonucunda da olduke¢a yiiksek dogruluk elde
etmislerdir. Ayrica AAM ile Runge-Kutta metotlarin1 karsilastirmiglardir [11].
Guellal ve arkadaslari, meteoroloji alanindaki Lorenz sistemini ele alan diger bilim
adamlaridir [12]. Repaci, deterministik tipteki adi diferansiyel denklemi analiz etmis
olup, yakinsakligi ve kararliligmi da ele almigtir [13]. Hashim ve arkadaslari,
genellestirilmis non-lineer Burgers-Huxley denklemi igin AAM’nin yakinsakligini
gostermislerdir [14]. Ayrica Hashim, AAM’yi hem lineer hem de non-lineer sinir
deger problemlerine uygulamistir [15]. AAM Babolian ve arkadaslari tarafindan
ikinci ¢esit lineer ve non-lineer Fredholm integral denklemlere uygulanmis ve
metodun yakinsakligina dair 6nemli sonuglar elde edilerek ornekler verilmistir [16].
Bu yontemin kesirli diferansiyel denklemlere de uygulanabildigi goriilmiistiir. Ray
ve Bera, kesirli diferansiyel denklemin ¢oziimiinii AAM ile elde etmis ve Truncated
Seri Metodu ile karsilastirilmasini da elde etmislerdir [17]. Ayrica, AAM’yi kesirli
difiizyon denklemine uygulayarak, bu yontemin daha kullanighh ve kolay
uygulanabilir oldugunu vurgulamislardir [18]. Ismail ve arkadaslari, literatiirde iyi
bilinen Burger’s-Huxley ve Burger’s-Fisher denklemlerini baglangi¢ sartlari altinda
AAM ile ¢ozmiislerdir [19]. El-Tawil ve arkadaslar1, Riccati diferansiyel denklemin
¢oziiminde AAM’yi kullanmiglardir [20]. Gejji ve Jafari, kesirli diferansiyel

denklem sisteminin ¢6ziimiinii AAM uygulayarak elde etmislerdir [21].

Kiris ve kolon gibi yap1 elemanlari, basta insaat ve makine miihendisligi
olmak {izere bir¢ok alanda karsimiza ¢ikmaktadir. Euler-Bernoulli ve Timoshenko
kiris teorisi olmak tizere mekanikte iki temel kiris teorisi vardir. Euler-Bernoulli
kiris teorisi, diizgiin izotropik bir kirigin elastikliginin basitlestirilmis bir ifadesidir.
1750°1i yillarda Leonhard Euler ve Jacob Bernoulli tarafindan gelistirilen bu kirig
teorisi ile kirislerin yiik tasima ve ¢okme karakteristikleri hesaplanmaktadir. Euler-
Bernoulli’nin daha gelismisi olan Timoshenko kirigi ise, kiristeki kayma ve
donmenin olusturdugu eylemsizlik momentinin Euler-Bernoulli teorisine ilave

edilmis halidir. Kayma ve eylemsizlik momentinin de g6z 6niinde bulunduruldugu

2



Timoshenko kiriginin hesabinda, Euler-Bernoulli’ye kiyasla sonuglarin daha hassas
ve dogru oldugu belirgindir. Timoshenko kiris teorisinden 6zellikle biiyiik kesitli

kirisler i¢in daha kesin sonuglarin elde edildigi goriiliir.

Birgok bilim adami AAM’yi kiris denklemlerine uygulamis ve oldukga
basarili sonuglar elde etmistir. Hsu ve arkadaslari, diizgiin Timoshenko kirig
teorisinin titresim problemine AAM’yi uygulayarak hem analitik hem de yaklasik
coziimleri hesaplamis ve sonuglarin daha giivenilir oldugunu ortaya koymuslardir
[22]. Ardindan Farshidian ve arkadaslari, Euler-Bernoulli stepped kirisinin
deplasmanini ve dogal frekansini yiiksek dogrulukla hesaplamiglardir [23]. Mao ise
calismasinda, AAM’nin etkili ve dogru sonuglar verdigini savunmustur [24]. Ayrica
Mao ve arkadaslari, stepped kirisin titresim analizi ile ilgili yaptig1 ¢alismada,
karsilastirdigt ¢oziimler arasindan en iyi sonucu AAM’nin verdigini ortaya
koymuslardir [25]. Zu-feng ve Xiao-yan, keyfi baslangi¢ sartlarini dikkate alarak,
kesirli sonlimlii kiris denkleminin analitik ¢6ziimii icin AAM’yi kullanmislardir
[26]. Baker ve Zeitoun, elastik destekli kirisin AAM ile ¢Oziimiinii incelemislerdir
[27]. Yazarlarin bu c¢alismasinda ele aldiklar1 problemin ¢oziimiinde c¢oklu
integraller kullanilmistir. Yaman ise kiitle tasiyan konsol kirigsin dogal frekansini
AAM ile incelemistir [28].

Bu ¢alismada, oncelikle hareket denklemlerinin ¢ikarilisi ve Euler-Bernoulli
kirig teorisi hakkinda genel bir bilgi verilmistir. Daha sonra, insaat ve makine
miihendisliginde ortaya ¢ikan eksenel hareketli kiris denklemlerinin ve diizgiin
olmayan kiris denklemlerinin ¢oziimii AAM ile ele alinmistir. Herhangi bir
lineerlestirme veya pertiirbasyona gerek olmayan bu yontem, kolay uygulanabilirlik

acisindan olduke¢a kullaniglidir.



2. ADOMIAN AYRISIM METODU

F hem lineer hem de lineer olmayan terimleri i¢eren bir diferansiyel operator

olmak iizere,

Fu(x)=g(x) (2.1)
denklemini gboz Oniine alalim. L tersi mevcut olan ve diferansiyel denklemin en
yiiksek mertebeden tiirevini, N diferansiyel denklemin lineer olmayan terimini, R

de lineer operatoriin geriye kalan kismini temsil etmek tizere, (2.1) denklemi,

Lu+Ru+Nu=g (2.2)

bi¢iminde yazilir. (2.2) denklemi, yiiksek mertebeden tiirevi yalniz birakmak

amactyla tekrar diizenlenirse,
Lu=g—-Ru—Nu (2.3)
elde edilir. L operatoriiniin tersi olan
Lt = j j ()dt" (2.4)
(2.3) denkleminin her iki tarafina uygulandiginda,
L'Lu=L"g—-L'Ru—L"Nu (2.5)

bulunur. Boylece (2.5) denklemi,

2 n-1
t

L'Lu= u(x,t)—u(x,0)—tu’(x,0)—%u”(x,0)—---— : U™ (x,0) (2.6)

olarak yazilir. (2.6) denklemi (2.5) denkleminde yerine yazilirsa,



f(x,t)=u(x,0)+tu’(x,0)++ N u™(x,0) (2.7)

olmak iizere,
u(x,t)=f(xt)+L'g-L"(Ru)-L"(Nu) (2.8)

elde edilir. Bu metoda gdre u(x,t) bilinmeyen fonksiyonu,

u(x,t):iun(x,t) (2.9)

n=0

bi¢iminde, lineer olmayan terim olarak ifade edilen Nu ise

Nu=>"A (Up,uy,---u,) (2.10)

seklinde sonsuz serilerle gosterilir. A, terimleri Adomian polinomlari olmak iizere,

(2.9) esitliginin (2.8) esitliginde yerine yazilmasiyla,

o0 o0

u, = f(xt)+L7g(xt)-L'RY u, - L A (2.11)

n=0 n=0

[Ms

>
I
o

sonucuna ulasilir. Daha sonra,

(2.12)

terimleri bulunur. Bu sekilde devam edilerek,



u,, =-L"(Ru,)-L"(A), nx0 (2.13)

n+1

rekiirans bagmtisina ulasilir. Adomian polinomlart olarak isimlendirilen A,

polinomlarinda her bir non-lineer terim igin genellestirme yapilir. Bu
genellestirmede, A, terimi yalnizca u,’a, A terimi u,ve u,’e, A, terimi u,, u,ve u,

’ye baglhidir. Diger terimler ise benzer sekilde kolaylikla elde edilebilirdir.

Denklemin ¢6ziimiiniin sayisal verilerine ulagsmak igin,

n—

@0 (%)=t (x1), n20 (2.14)

1
i=0
olmak iizere,

lim% =u(x,t) (2.15)

limit ifadesi kullanilir [29]. Ayrica AAM, hizli yakinsayan sonsuz seriler yardimiyla,

birgok kosul altinda tam ¢6ztiimii bulabilmek i¢in yol gosterici olmaktadir [30].



3. HAREKET DENKLEMLERININ CIKARILISI

Bu boliimde, hareket denklemlerinin Hamilton Prensibi ile ¢ikarilmasi ele

alinacaktir. Burada kullanilacak olan tiirev tanimlar1 agagidaki gibidir.
o . e
()= rE Zamana gore tlirevi
ve
r 0 P
() == : Konuma gore tiirevi
OX

ifade etmektedir. Burada oncelikle uzama etkileri ve sistemin toplam hizlar1 goz

Oniine alinacaktir. Uzama etkilerini hesaplamak amaciyla Sekil 3.1. de goriildigii

lizere dx* uzunlugundaki bir pargay: ele alalim.

ds’

W'(x'+dx')=w‘(x')* w' (X )dX

w(x)

dx udx

(144" ) dxX

Sekil 3.1. Hareketli seritten alinan parca lizerinde yer degistirmelerin goriinilisti

Titresim aninda uzunluk ds”, eksenel uzama miktar1 ise u'dx" ile ifade edilir. Sol
uctaki yer degistirme W*(X*) ve sag ugtaki yer degistirme de W*(X*erx*) olmak

tizere, iki uctaki yer degistirmeler farki alindiginda,



W*(x*+dx*)—w*(x*)=w*'dx* (3.1)

elde edilir. Yer degistirme ardindan, buradaki dx* uzunlugu ds” uzunlugu seklini

alabilirdir. Yani

* *f 2 *2 *f *2 * 2 *f *
ds :\/(1+u ) dx” +w ?dx :\/(1+u ) +w2dx (3.2)
denkleminde,
s O (3.3)

dx

olmak {lizere yerine yazilir ve daha sonra da Taylor agilimi yapilip kiigiik terimler

ihmal edilirse,

ey’ 2y 4 Ly (3.4)
2 2

olarak bulunur. Boyuna yer degistirme enine yer degistirmeye kiyasla daha kiigiik

kabul edilir ve u” = O(W*Z) mertebesinde alinirsa, bu takdirde sekil degistirme,

*I 1 *(2 (3.5)

du" ou dx® ou” du ou” outdX . s
— =t =1 = — —+——5=U+UV (3.6)
dx ox dt ot dt o0 ox d

(;W _ow dx  ow 1 dw _ow ow dx T (3.7)
X

r=——+— = — —t——=
ox dt ot dt ot ox dt

dir.



Boylece yatay toplam hizin,

u'v U v (3.8)

ve, diisey toplam hizin ise,

W'V W (3.9

oldugu goriiliir. Kinetik ve potansiyel enerjiler ise sirastyla,

L 2 2
T :%ij{(u* +u”'v’ +v*) +(v‘v* +w*'v*) }dx* (3.10)
0
L 2 L L
VZEEAJ.(U*'+EW*'2) dx+1EIJ-W*"2dx+EJ.P(u*'+1w*'2jdx* (3.12)
2 9 T2 2 4 21 2

bi¢iminde yazilir. (3.11) denklemindeki ilk integral sekil degistirmeyi, ikinci integral
egilmeyi ve son integral ise eksenel gerilmeyi ifade eder. Burada p Kkiris

yogunlugunu, AXkirigin kesit alanini, | atalet momentini ve E elastisite modiiliinii

temsil eder. Boylece sistem Lagrangian’i,
£E=T-V (3.12)

seklinde kinetik ve potansiyel enerjiler farki olarak yazilir. Hamilton Prensibi geregi,

t
5 j £dt=0 (3.13)

4

olup, (3.10) ve (3.11) denklemleri, (3.12) denkleminde yerine yazilir, elde edilen
sonuglar yine (3.13) denkleminde yerine koyulursa,



2

4L 2
5”{3 pA[v’v* +W*'V*J +[u* +u'v' +v*}
t, 0 2

2 (3.14)
LAl iwe ] Slewr o tefu  tw Lot =0
2 2 2 2 2
elde edilir. Bunun yaninda, (3.14) denkleminin bir bagka varyasyonu ise,
tLL
”{pA((W* + w*'v*)(év'v* +vow” + W*'5v*)
40
+ (u* +u'v’ +v*)(5u'* +vou” +u’ov + §v*))
(3.15)

- EA(U*’ + %W*'ZJ(&*' +w + w*'5w*')

—Ew"sw” —P ( ou” +w”sw” )} dx'dt" =0

bi¢imindedir. Burada eksenel hiz 6v" =0 olup, bdylece

L
”{pA((W* + W*'v*)év'v* +(v’v* + W*'v*)v*§w*' +(u* +u'v’ +v*)§u*
t 0

(u* +u”v’ +v*)v*5u*')— EA(U*' + %W*'2j5u*' —(u*' + %W*'ij*'5w*' (3.16)

_ElW"sw” - Psu” — Pw*’&w*’} dx'dt” =0

yazilir. Bu denklemin ¢6ziimii i¢in kismi integrasyon islemi uygulandiginda,

10



tZ
j I {— pA(\i\’/* +2WV + WV w7 )

L
t 0
*| x| 3 x| x| x| *| * x| * * *
+EA(u "W'+EW'2W "ru"w” |- Elw" + Pw” L swidx dt

tLL
+I J' {—pA(v* +U 207V +UuV +uv ) + EA(u*" +ww” )} Su“dx"dt”
4 0

(3.17)

t
+J. {pA(W* + W*'V*)V* — EA(U*' + %W*'ij*' + EIW*"’ _ PW*V}aw*

4

*

S dt
0

*

dt

tz * o* *f  * * *I 1 *1 9 *L
+I pA(V +U +u v)v —EAj U +EW -P:ou .

4

L *
dt =0

0

t
_ j Elw”sw”
t1

bulunur. Bu denklemdeki iki katli integralin sifir olmasi igin,
ow=0 ve 6u=0

olmalidir. Bdylece, sirastyla SW'dx dt”ve Su’dx dt” terimlerinin katsayilart

—pA(\i\'/* + 20V + WV WV ) + EA[U*"W*’ L 3w u*'w*"j
2 (3.18)

—Elw"™ +Pw” =0
—pA(u* V20V UV u*"v*2)+ EA(u*” FWW ) —0 (3.19)

bi¢iminde elde edilir. Burada ortaya ¢ikan (3.18) ve (3.19) denklemleri hareket
denklemlerini verir. Geriye kalan terimler sifira esitlenerek sinir sartlar1 tespit edilir.

Diger yandan,

t
J.{,OA(W*V* +wWv ) - EA(u*'w*' + %W*':“j +Elw™
b (3.20)

L

—Pw*’} sw| dt" =0

0

11



ile ifade edilen (3.20) denkleminin saglanmasi i¢in, ya parantez i¢inin ya da ow nin
sifira esit olmasi gerekir. Boylece,

sw (0)=0
* (3:21)
sw (L)=0
denklemlerine ulagilir. Diger geriye kalan terimlerin sifira esitlenmesiyle
t
*2 R * KD *I 1 > * L *

j{pA(v LUV U )—EA[U = j—P}5u “dt"=0 (3.22)
4

bulunur. (3.22) denkleminin saglanmasi i¢in, benzer sekilde parantez i¢inin veya ou

nun hem x =0 hem de X =L de sifir olmasi gerekir. Boylece

su™(0)=0 (3.29
su"(L)=0 '

elde edilir. Sonug olarak en son terim de sifira esitlenerek

*/ !

d =0 (3.24)
oldugu goriiliir. Diger sinir sartlari ise
w" (0)=0
(0) (3.25)
w” (L)=0

seklindedir.

Zaman ve uzunluk gibi farkli boyutlara sahip fiziksel nicelikler, sayisal
degerlere sahip olsalar dahi

eslestirilemezler. Bu yilizden, denklemlerin
boyutsuzlastirilmasina ihtiyag¢ vardir. Boyutsuzlastirma igin

12



w u X P .
W=— U=—  X=—  t= _t
L L L AL
. (3.26)
v , EA , EI
V= Ny =— Vi =—
JPIpA P PL

bi¢imindeki boyutsuz terimler kullanilacaktir. Burada, v, boyuna direngenligi ve v,

ise enine direngenligi ifade etmektedir. Eksenel hiz olan v" ise durgun kiristeki dalga

hiz1 ile boyutsuzlagtirilmistir. Béylece boyutsuz terimler yerine yazildiginda,

P o S I\ ", ,2 EA hont 3 120001 (AL
—— (W 20V W WV )| UW S W U'W
L L 2

(3.27)
EI iv P "
—— W' +—=w'=0
L L
—%(U‘+\7+2u’v+u’\‘/+u”v2)—%(u”+w'w”) =0 (3.28)

bulunur. Bunun yaninda (3.27) ve (3.28) denklemlerinin her iki yani —% ile

carpilirsa,
N ¥ Y 1,2 EA Ihon,t 3 12y p /1 hatt
(W+2wv+wv+w v )—? u W+EW w'+u'w
(3.29)
El v
——W' -w'=0
PL
(L‘j+\'/+2u'v+u'\7+u” 2)—E?'A‘(u”jtw'w”):o (3.30)
- EA ., El 2 ; .
elde edilir. Burada, F=vb ve P—L2=vf olmak iizere, (3.29) ve (3.30) denklemleri
(\7\'/+ 2v‘v’v+w'\'/+w”v2)—[w’(l+v§ (u’+1w’2Dj +viw" =0 (3.31)
2
ve

13



!
S . w'?
V+U+UV+UV+UV+V] |:U,+7:| =0 (3.32)

bi¢ciminde yeniden diizenlenir. Bunun yaninda boyuna titresimler, enine titresimlere

kiyasla daha hizli yayildig1 i¢in, v >>1olarak kabul edilir. Buna gére,

!

(u'+%w’2j =0 (3.33)
denkleminin X e gore integrali alinirsa,
1 i
c(t)=(u’+—w’2j=EJ.W’2dx (3.34)
0
olarak bulunur. Diger yandan,
(\7\'/+ 2v‘v’v+w'\'/+w”v2)+[w' (l+ Vv (u’ +%w’2jn +viw" =0 (3.35)

denkleminde u’ degeri yerine yazilirsa,

17 1 w2 )))
o ¥ ' 1,2 ' 20 = 12 _ w2
(W+2WV+WV+W v )+ w(1+vb(2'([w dx 2W + 5 D (3.36)

+viw" =0

elde edilir. Bu denklemin ikinci terimindeki tiirevler dikkate alindiginda, denklemin

1
(W4 20V + WV + W'V ) + (w” + %vjw”'[ w’zde +v2w" =0 (3.37)
0

14



bi¢iminde oldugu goriliir. Sonugta gerekli diizenlemeler yapildiginda, eksenel
hareketli kiris i¢in genel hareket denkleminin,

Y

1
(W+2W'V+wV)+ (v2 —1) W Hviw" = %vﬁw"_[ w'?dx (3.38)
0

bi¢iminde oldugu agik¢a ortaya ¢ikar [31].
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4. EULER-BERNOULLI KiRIiS TEORISi

Sekil 4.1. deki biikiilmiis kiris ve Sekil 4.2. deki kiris elemanlar1 g6z 6niine

alindiginda, kirigin dikey yondeki gii¢ i¢in denge denklemi, 0 < X < L olmak iizere,

2

[Q(x,t)+%de—Q(x,t)+f(x,t)dx=m(x)dxw (4.1)

seklinde verilir. Burada kiris elemanlarinin momenti i¢in denge denklemleri 6nemsiz

olup, M(x,t) egilme momenti, Q(x,t) kesme kuvveti, f(x,t) enine giig

yogunlugu, m(x) birim uzunluk basina diisen kiitle olmak tizere (4.1) denklemi,

(m (x,t)+wdxj_|\ﬂ (x.t)

(4.2)
+[Q(X,t)+dejdx+ f (x,t)dx%:o

OX

bi¢iminde ifade edilir.

m{x),El(x) fix1)

Sekil 4.1. Biikiilmiis kiris

16



S(x,n)dx

I Otx, 1)+ 2200 4

< ) cM(x,
M(x.1) l df_ le.lh%.ﬁ

O(x,1)

Sekil 4.2. Biikiilmiis bir kiris elemaninin serbest cisim diyagrami

(4.2) denklemindeki dxin katsayilar1 olarak yer alan ikinci derece terimler ihmal
edilir, geriye kalan terimler (4.1) denklemine ilave edilir ve yine (4.1) denklemi dx

ile boliiniip, gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

—%+f(x,t):m(x)%,0<x<L 4.3)

elde edilir. Burada (4.3) denklemindeki, egilme momenti olan M (x,t) in, enine
kuvvet yogunlugu olan f(x,t) ile ilgili oldugu agiktir. Bu durumda, M (x,t)

y ( X, t) cinsinden yazilirsa,

%y (xt)

M (x,t)=El(x) v

(4.4)

oldugu goriiliir. Sonugta (4.4) denklemi (4.3) denklemine eklenirse, deplasman ile

enine kuvvet yogunlugu arasinda,

biciminde bir bagintinin ortaya ¢iktig1 gézlemlenir.

(4.5) denklemi egilme titresimine sahip bir kiris problemidir. Sinir sartlar1 ile

birlikte dordiincii mertebeden kismi diferansiyel denklem olan hareket denklemi,

17



degiskenlerine ayristirma metodu ile ¢oziilebilen bir sinir deger problemidir. Bu
problemi tamamlamak igin iki tane smir sartinin belirlenmesi gerekir. Bu sinir
sartlar1, temel ve dogal olmak iizere iki sinifa ayrilir. Temel sinir sartlar1 deplasman
fonksiyonunu ve onun birinci tiirevini igerirken, dogal sinir sartlar1 ise deplasman

fonksiyonun ikinci ve tigiincii tiirevlerinden olusur. Burada ug sabit tutuldugunda,

y(x,t)=0,x=0,L (4.6)
Y _o,x=0L 4.7)
OX

denklemlerinin saglanmasi i¢in, biikiilme ve biikiilme egrisinin egimi sifir olmak
zorundadir. Eger u¢ pimli ise, deplasman ve egilme momenti sifir olmalidir. Bu

durumda, sinir sartlari,

y(x,t)=0, x=0,L (4.8)

%y (x.t)

M (x,t)=EI(x) —=0,x=0,L (4.9

bicimindedir. Serbest uc¢lu kiriste ise, egilme momenti ve kesme kuvveti sifir

olmalidir. Bu pozisyonda sinir sartlari,

M (o) =E1 ()22 g w01 (4.10)
__ 0 Iyt 4
Q(x.t)= aX[El(x) v J_O,X_O,L (4.11)

seklindedir. Her iki sinir sart1 da dogaldir. Sinir sartlarini saglayan kisitl denklemler

homojendir. Cesitli kiris uglari i¢in farkli sinir sartlar1 yazilabilirdir.

18



(4.5) denkleminin,

m(x)%+§x—z[El(x)%j:0’O<x<L (4.12)

bicimine doniigsmesi i¢in, dis zorlama mevcut degilken kiris serbest olarak titresir. Bu

takdirde, enine kuvvet fonksiyonu olan f (x,t) sifir olmalidir. Bu durumda, (4.12)

eksenel hareketli kiris denklemi elde edilmis olur [32].
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5. UYGULAMALAR

5.1. Eksenel hareketli Kiris

Eksenel hareketli kirisler, basta serit testere, giic iletim kayislari, ving
kablolar1 ve robot manipiilatorleri olmak tizere birgok miihendislik cihazlarini temsil
eder. Eksenel hareketli kirislerin enine titresimleri, cihazlarin dizayni agisindan
oldukca biiylik bir 6neme sahiptir. Ayrica teorik olarak da énemli olan bu kirisler,
jiroskopik sistemlere bir ornektir. Jiroskopik terimi, donen cisimlerin dinamiginde
daha onceki problemin tahmininde de ortaya g¢ikar. Aslinda Coriolis ivmesinin
parcasi, korunum denklemine ters simetrik ve jiroskopik terimini kazandirir. Pratik
ve teorik Oneme sahip olan eksenel hareketli kirislerin, non-lineer titresimler

tizerindeki ¢alismalart oldukga merak uyandiricidir [33].

L
E- -3

Sekil 5.1. Eksenel hareketli kirisin fiziksel modeli

w enine yer degistirmeyi, V eksenel hizi ve v, boyutsuz enine direngenlik

katsayisini gostermek iizere, eksenel hareketli kiris denkleminin boyutsuz formu,
\7\'/+2v'v’v+w'\'/+vf2W”+(v2—1)W”:O (5.1)

seklindedir [34]. Hareket sabit olarak alindiginda wW'v terimi ortadan kalkacagindan,
(5.1) denklemi,

W+ 2W'V +Vv, 2w +(v2 —1)W”:O (5.2)

haline doniisiir [34]. Burada, (5.2) denkleminin

20



(5.3)

bi¢imindeki sinir sartlar1 altindaki zamana gore ¢oziimii AAM ile yapilacaktir.

d? d4

=—, LX
L[ dt2

tt

—ve L' =[[(.)dtdt
00

olmak iizere, L;* (5.2) denkleminin her iki yanina uygulanirsa,

w(x,t)=w(x,0)+tw (x,0)+(1-v*) L, (W)

(5.4)
—2vL (W) -v, L (Lw)

elde edilir. (2.9) denklemindeki sonsuz seri ¢oziimleri, (5.4) esitligine uygulanirsa

W, (x,0)=h(x)

olmak iizere,

W, (x,t) =th(x)

2 -1 -1 (5'5)
Woa (%8) = (12 ) L7 (W) = 20 (W) - v "L (Lw, )
bi¢iminde bulunur. Burada sirasiyla n=0,1,2,...1i¢in,
tz ’ tg 2 " 2 iV
Wl(X,t):—ZVEh (x)—a[(v 1)h"(x)+v,*h (x)}
2t3 ” t4 2 " 21V
w, (1) =4 = (x)+m[4v(v ~1)h" (x)+ 4w, h* (x) | 556)

5
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oldugu gorilir. (5.3) deki sinir sartlart burada g6z oniine alinirsa, (5.2) denkleminin

genel ¢coziimil,

w(x,t) :th(x)—2v—h’(x)—;—g![(—l—sz)h”(x)+vf2h”(x)]

+—|[4v(v2—1)h’”(x)+4wf2hv(x)] (5.7)

tS

a[(1_\/2 )2 hiv (X)+2sz (Vz _1) hui (X)+Vf4hviii (X)}

Burada Hermite Interpolasyon Metodu yardimiyla h(x) polinomu elde edilecektir.

Bu polinom ii¢lincli ve dordiincii mertebeden alindiginda, yaptigimiz uygulamalar

sonucunda ¢oziimii saglamadigindan h(x) polinomu,
h(x)= A +Bx" +Cx’ + DX’ + Ex+ F (5.8)

olarak kabul edilir. Burada baslangig sarti W(O,t) =e'"" olmak tizere alinir ve h(X) in

tiirevleri (5.7) denkleminde yerine yazilirsa, Taylor agilimindan,

(5.9)

D=i vie® -(1-v')o’ E-? Fiio
2(1—v2)(1+3v2)

katsayilari elde edilir. Boylece (5.2) denkleminin genel ¢oziimdi,
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80 24(1—v2)2 ' 24(v-v*) '

_vaza)s(lvz)af‘] , @ . ]
H X'+ X+

2 1—v2)(1+3v2)

—E (—1—3v2) ix3+i @ X%+ 2 X
3! 24 2(1_\,2)2 4(v—v3)

it | )

t4 1 ) o° W, —w
+o 4V(V2—1)[§Xz+'( )2X+4(v_vs)]+wf2} (5.10)

olarak bulunur.
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wire)

xe)

Sekil 5.3. Farkli v, icin yer degistirme-zaman grafigi
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Sekil 5.2. de hiz degeri artarken soniimlemenin azaldigir gézlemlenir. Sekil 5.3. ise
enine direngenlik katsayisinin degeri arttik¢a soniimlemenin benzer sekilde azaldigi

goruliir.

5.2. Diizgiin olmayan Euler-Bernoulli Kirisi

x eksenel koordinat, y deplasman, E elastisite modiilii, | (X) kesit alaninimn

atalet momenti, A(X) Kesit alani, p(X) kiitle yogunlugu olmak {izere, diizgiin

olmayan Euler-Bernoulli kiris denklemi,

*

=0 (5.11)

O | Ly o\ O | e O
ax*{a (x)axqm(x)ati

bigimindedir [35]. (5.11) boyutlu denklemi diizenlenirse,

OEI(X ) g2y 20E1°(X) @y _ .. 'Y ., O
7 e 5 tE (X)) == +m"(x )W=o (5.12)
elde edilir. Boyutsuz terimler,
t:t_z ﬂ, :X_’|:I_'m:m_,y:y_
L2\ m, L I m, L
olmak iizere, bu degerler (5.12) denkleminde yerine yazilirsa,
O*Elyl () az(yL)+28EIOI (x) o(yL)
(axL)" (oxL)”  A(xL) (exL)’
4 2 5.13
+EI0I(X)8 (yL4)+m0m(X)—8 L) ~=0 6.13)
El,
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El, O°1(x) 2%, El, 91 (x) &'y
L2 ox? ox° L2 ox ox

El o'y El, 8%y 5149
P0G ) =0
L3
bulunur. (5.14) denkleminin her iki tarafi =R ile carpilirsa,
0
o’y o’y o'y o’y
1"(X)—+21"(X)—+ 1 (X)—+m(X)—-=0 5.15
olur. Bu denklemin her iki yan1 m(x)ile béliiniirse,
4 ' 3 " 2 2
'(X)8§'+2'(X)a¥+'(X)8Z+a¥=o (5.16)
m(Xx) ox m(x) ox> m(x) ox= ot
bi¢ciminde boyutsuz denklem elde edilir. (5.16) denkleminde,
82
Ay
4 3 2
L, = 84 a_3 ¢ 2
ox" ox® ox
olarak alinirsa, bu takdirde denklem operator formda,
Ly+Ly=0 (5.17)

seklinde ifade edilir. L, operatorii ilgili tiirevler géz Oniine almarak yeniden

diizenlenirse,

Ly=—8y L, T (5.18)
m(x) m(Xx) m(Xx)
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tt
olur. Simdi de (5.17) denkleminin her iki yanmna, L*=[[()dtdt operatori
00

uygulanirsa,
L Ly]+LiLy =0
elde edilir. Burada
L [Ly]= y(x,t) = y(x,0) —ty,(x,0)
oldugundan, (5.20) denklemi (5.19) denkleminde yerine yazilmasiyla,
y(xt) = y(x,0)+ty,(x,0) - ' [L,Y]
bulunur. Ayrica baslangig sartlari,

Y(x,0) = 2,(x)
gy(x,m ~a,(x)

olmak iizere, y(X,t) ¢ozliim fonksiyonunun,

y(x,1) =a,(x) +ta, () - L 'L,y

biciminde oldugu goriiliir. Sonugta AAM’na gore, y(X,t) ¢6ziim fonksiyonu,

Y(x0= 2% (D)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

bi¢iminde sonsuz seri ile ifade edilir ve (5.24) denkleminin (5.23) denkleminde

yerine yazilmasiyla,
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D 360 =8,00 13,00~ L'L Yy (4D (5.25)

elde edilir. Bunun yaninda ayni1 indeksli terimlerin birbirlerine esitlenmesiyle,

Yo (X, 1) = 8, (X) + 12y (X) (5.26)
bulunur. Boylece iterasyon bagintist,

Y, (68 = LY, (). (5.27)
Bu denklemden n =1ig¢in,

Y, (x, 1) = =L 'Ly, (%, 1) = -1 {L, [a, (x) + ta, ()]}

_ 11 @ " M " ﬂ iv I"(X) " IV(X) " I(X) iv
y,(x,t) =-L, 00 a°+2m(x)a°+m(x) a, +t(m(x)a1+2m(x)a1+m(x)a1) (5.28)
A(x) B(x)
t)=-A v B v
Y, (x,t) =— (X)Z_ (X)a
n=2igin,
Y, (X t):—Lll{L 2{—A(X)E—B(X)E}} (5.29)
2 X 21 3!
n =3ig¢in,
RS T PO S 5.30
Ys(X,t) =L 1 L (X)m+ (X)a (5.30)

elde edilir. Bu isleme devam edildiginde genel ¢oziim,
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L)(I = LX LXi_l

olmak tizere,

o . : : i t2i+1
=L () = (DL 2,00 2,09 (M)J. (5.31)

Eger baslangig sartlari,

y(x,0)=2,() = f(x) (5.32)

gy(x,O) ~a,(x)=g(x) (5.33)

olarak verilirse, bu baslangi¢ sartlar1 ayn1 zamanda sinir sartlarini da saglar. C6ziim

ise f(X) ve g(X) fonksiyonlarina (—1)i L' nin uygulanmastyla bulunur. Ancak,
ui(x,t) fonksiyonlarimin sifir olabilme ihtimalinden dolayi, baslangi¢ sartlar1 olan

f (X) ve ¢ (X) fonksiyonlar1 ¢1(X),(,I52 (X),... biciminde ortogonal fonksiyonlar

cinsinden Fourier serisine acilir. Bundan dolay,

f(x)= Dby, ()
a (5.34)
g(x) = ZCjCDj (X)

seklinde tanimlanir ve bu fonksiyonlarin ortogonallik 6zelliginden faydalanilarak,

b,

f (X)p;dx
(5.35)

Ot O ey

C; g(x)¢p;dx
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katsayilar1 hesaplanir. Boylece,
Lo =2Ap(X) (5.36)
Bo(x)=0 (5.37)
ile verilen sistemden denklemin ¢oziimii bulunur. (5.36) ve (5.37) denklemlerinden,
Lp; (X) = 4;0;(X) (5.38)
L@, (X) = 2,'9;(x) (5.39)

A, zdegerleri ve ¢ (x)0dzfonksiyonlar: elde edilir. (5.18) denklemindeki L, degeri

(5.38) denkleminde yerine yazilir ve,

I (x) =exp(ox)
m(x) = exp(ox)

olarak alinirsa,
P" +26¢" + 5" - Ap=0 (5.40)
oldugu goriliir. Buradan da, (5.40) denkleminin ¢dziimii,
A=p
olmak tizere,

Volmamh Yol apm

+c,e
(5.41)
Yo7



seklindedir. (5.32) ve (5.33) denklemleri ile ifade edilen baslangic sartlari, (5.31)

denkleminde yerine yazilirsa,

Y00 =2y, ()

2 b, cos(\ffjt)+ \%sin(\//?jt) ?;(X)

J

genel ¢coziimii bulunur. Bu kirise ait sinir sartlart,

YO.)=0, Z3(0.)=0

YL =0, ~3(11)=0

ve baglangig sartlari da,

y(x,0) = f(x) =x-2x>+x*

%(x.m:g(x):o

bigiminde verilirse, bu takdirde (5.41) denkleminin diizenlenmesiyle,

P(x)= e;gx {Cl cosh {@ x}rc2 sinh {@ XJ
432 — 52 XJ+C4 Sin[@ XH

+C, cos(T 5

elde edilir. Bu durumda, ¢(X) ’e ait siur sartlari,

2(0) =0, d2¢£0)20
dx
@)

®=0, =20

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)



sekline doniigiir. Eger (5.46) smir sartlar1 (5.45) esitliginde yerine yazilirsa, bu
takdirde

J&+4p 45

2 2
olmak iizere,
@(0)=c,+¢c,=0 (5.47)
o(1) = efg [ ¢, cosh () +c, sinh (i) +c, cos(0)+c,sin(#)]=0 (5.48)
0"(0) = %2 [c, +¢;]-S[c,x+c,0]+ck® —c,60° =0 (5.49)

2

)
P"(1) = % e 2[ ¢, cosh(x)+c,sinh(x)+c,cos(d) +c,sin(é) |

5
— e 2[ ciesinh (i) +c,xccosh (k) —¢,0sin(0) +c,0 cos(d) | (5.50)

)
+e 2| ¢k’ cosh (k) +c,x” sinh (k) —c,6” cos(6) —¢,67 sin(6) | = 0

oldugu goriiliir. Elde edilen bu denklem sistemindeki, (5.47) ve (5.49) esitlikleri

yardimiyla, c,ve c,katsayilari, c,ve c,katsayilarina doniisiir. Boylece,

ac, +bc, =0

(5.51)
cc, +dc, =0

yazilir. Diger yandan bu denklem sistemi,
a bic 0
= (5.52)
c djc, 0
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bi¢iminde matris formunda ifade edilebilirdir. Eger burada c,=c, =0 alinirsa,
¢, =C;, =0olur. Bu ise titresim hareketinin olmamasi1 demektir. Bu sebeple, matrisin

determinantinin sifir olmasi gerekir. Burada gerekli islemler yapilirsa,
5=001ve 1=p*

olmak tizere,

2 2 + ;66 llzo (5.53)
cosh[d“;w ]cos[“‘w _1}—1 ( p- )

2

bulunur. Bunun yaninda dogal salinim (5.53) denklemindeki degerlerden bulunur.
Boylece (5.53) denkleminin ilk dort koki,

B, =3.14160 , B, =6.28319, [, =9.42478, B, =12.5832

biciminde olup, her g degerine karsilik gelen c,,C,,C, katsayilar1 bulunabilirdir.

Buna gore

B, =3.14160 i¢in, ¢, =1 olmak iizere,

¢, =0.133254,c, =0.136562,c, =—0.133254,

B, =6.28319 i¢in,

¢, =0.073486, ¢, = 0.0734189, c, = —0.073486,,

B, =9.42478 icin,
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¢, =0.0503039, ¢, =0.0503059, ¢, =—0.0503039
B, =12.5832 i¢in,
¢, =0.0381856, ¢, =0.0381857, ¢, =—0.0381856

elde edilir. Diger yandan problemin 6zfonksiyonlari olan ¢, (X)

i 2 ¢J
, ¢j dx = ¢j ,

bi¢iminde ortonormallestirilir. Boylece ¢; (X) fonksiyonlari, j=1,2,3,... i¢in,

¢,(X) =0.5583752310e °***[ 0.133254cosh (3.141603979x)
+0.136562sinh (3.141603979x) —0.133254 (5.54)
x 08 (3.141596021x ) + sin (3.141596021x) |

¢,(x) = 0.092913003¢ °****[ 0.073486 cosh (6.283191990x)
+0.0734189sinh (6.283191990 ) — 0.073486 (5.55)
x cos(6.283188010x)+sin (6.283188010x) |

¢,(x) = 0.006986020611e °*** [ 0.0503039 cosh (9.424781325x)
+0.05030595sinh (9.424781325x) —0.0503039 (5.56)
x 0s(9.424778675x) +sin (9.424778675) |

¢, =0.0004527105780e °**** [ 0.0381856 cosh (12.58320099x)
+0.0381857 sinh (12.58320099x) — 0.0381856 (5.57)
x 05 (12.58319900x) + sin (12.58319900x) ]
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bigiminde ifade edilir. Eger baslangic fonksiyonlari f(x)=sin(zx) ve g(X):O

seklinde alinirsa, (5.42) denklemi ile gdsterilen genel ¢dziimde yer alan b; ve c;

katsayilar sirastyla,

1 1 1 1
b, = [ f ()g,dx = [Sin(zx) gydx, c; = [ g(x),dx = [0-dx =0 (5.58)
0 0 0 0

olarak bulunur. Boylece,

j =1 i¢in b, =0.5668085689
j =2 i¢in b, =0.2337147283
j =3 i¢in b, =0.1380699939
j=4 icin b, =0.09375625048

elde edilir. (5.58) esitlifinden de goriildiigii gibi c; Katsayilari sifir olarak hesaplanr.

Buna karsin b; katsayilarina karsilik gelen ¢dziimler,

y, (x,t) = 0.3164918656e " [0.133254 cosh(3.141603979x)

+0.1365625sinh (3.141603979x) — 0.133254
x €05 (3.141596021x ) + sin (3.141596021x ) cos (9.869650560t ) |

(5.59)

Y, (x,t) = 0.02171513725¢ ™ [ 0.073486 x cosh (6.283191990x)

+0.0734189xsinh (6.283191990x ) —0.073486
xcos(6.283188010x ) +sin (6.283188010x ) cos (39.47847658t ) |

(5.60)

Y, (X,t) = 0.0009645598231e %% [0.0503039 cosh(9.424781325x)

+0.0503059sinh (9.424781325x) - 0.0503039
x €05 (9.424778675x) +sin (9.424778675x ) cos (88.82647805t ) |

(5.61)
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Y,(x,t) = 0.0004244444635¢ °*** [ 0.0381856 cosh (12.58320099x)
+0.0381857 sinh (12.58320099x) — 0.0381856
xcos(12.58319900x ) +sin (12.58319900x) cos (158.3369222t) |

(5.62)

bigimindedir. Boylece problemin ¢6ziimii ilk dort bilesen géz oniine alindiginda,

y(xt) =y, (%) + Yy, (%1)+y; (X,t)+y, (x1) (5.63)

olarak ifade edilir.

Sonug olarak problemin « =0.01i¢in niimerik ¢oziimlerinin karsilagtirilmasi

asagidaki tabloda sunulmustur.

Haddadpour Hata Hata
" [35] poca n=3 n=4
0 0 0 0 0
0.1 | —0.1042985695 | —0.1042985673 2.2x10 2.2x10°°
0.2 | —0.2052552455 | —0.2052552409 4.6x107° 4.6x10°°
0.3 | —0.2953711076 | —0.2953711009 6.7x10°° 6.7x10°°
0.4 | —0.3733052874 | —0.3733052788 8.6x10°° 8.6x10°°
0.5 | —0.4456007778 | —0.4456007677 1.01x10°® 1.01x10°
0.6 | —0.5284113891 | —0.5284113778 1.13x10°® 1.13x10°®
0.7 | —0.6517041149 | —0.6517041023 1.26x10° 1.26x10°®
0.8 | —0.8706658343 | —0.8706658194 1.49x10°® 1.49x10°
0.9 | —1.293965854 | —1.293965837 1.7x10° 1.7x10°®
1.0 | —2.151014466 | —2.151014446 2x10°® 2x10°8

Tablo 5.1. & =0.01igin niimerik sonuglarin karsilastirilmasi
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, bir¢ok miihendislik probleminde karsilasilan eksenel hareketli
kiris denklemi ve diizglin olmayan Euler-Bernoulli kiris denklemi gbz Oniine
alinmigtir. Daha 6nce pertiirbasyon yontemleri ile incelenmis olan bu modellere bu
calismada AAM uygulanmistir. AAM, pertiirbasyon veya lineerlestirme gibi
tekniklere ihtiya¢ duyulmadan uygulandigi i¢in oldukg¢a kullanish bir yontemdir.
Ayrica hizli yakinsama da AAM’nin diger onemli bir avantajidir. Literatiirde
coriolis terimi icermeyen kiris denklemlerine uygulanan AAM yontemi, mevcut
caligmada bu terimi de igeren hareketli kiris denklemine uygulanmis ve metodun
etkinligi arastirilmistir. Ayrica degisken katsayili kiris denklemi olarak diizgiin
olmayan Euler-Bernoulli kiris modeli gbz oniine alinmis, literatiirde yer alan genel
¢oziimle degisken kesit alan1 ve kesit alaninin atalet momentinin 6zel kabulii altinda

yapilan ¢6ziimiin karsilastirilmasinda bu iki ¢6zlimiin uyumlu oldugu goriilmiistiir.
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