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2.1. Fuzzy Sayıları ile İlgili Tanım ve Teoremler . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ

R Reel sayılar kümesi

[x ] x reel sayısının tam kısmı

N Doğal sayılar kümesi

K R üzerinde tanımlı aralıkların kümesi

E1 R üzerinde tanımlı fuzzy sayılarının uzayı

w(F ) Fuzzy sayı dizilerinin uzayı

l∞(F ) Sınırlı fuzzy sayı dizilerinin uzayı

cs(F ) Yakınsak seri oluşturan fuzzy sayı dizilerinin uzayı

bs(F ) Sınırlı seri oluşturan fuzzy sayı dizilerinin uzayı

xn = o(1) (xn) dizisi sıfıra yakınsak

xn = o(1/n) (nxn) dizisi sıfıra yakınsak

xn = O(1) (xn) dizisi sınırlı

xn = O(1/n) (nxn) dizisi sınırlı

σ(t) f nin integral fonksiyonunun Cesàro ortalaması

τ(t) f nin integral fonksiyonunun logaritmik ortalaması
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Bu tez çalışmasının belirlenme ve hazırlanma sürecinde bana yardımcı olan,
bilgi ve tecrübesiyle her zaman destek olan saygıdeğer hocam Prof. Dr. Hüsamettin
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ÖZET

Doktora Tezi

Fuzzy Sayı Uzayında Dizi ve İntegraller İçin Toplanabilme Metotları

Enes YAVUZ

Celal Bayar Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Prof. Dr. Hüsamettin ÇOŞKUN

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm olan giriş bölümünde tezin konusunu oluşturan toplanabilme
metodu ve fuzzy küme kavramları hakkında bilgi verilerek tezin önemi ve amacı
belirtilmiştir.

İkinci bölümde, tezde kullanılan temel tanım ve teoremler verilmiştir.

Üçüncü bölümde, fuzzy sayı dizilerinin Abel toplanabilmesi kavramı tanımlanmış
ve Abel toplanabilme ile ilgili Tauber tipi sonuçlar elde edilmiştir. Ayrıca fuzzy sayı
dizileri için logaritmik toplanabilme tanımlanmış ve logaritmik toplanabilme için Landau
tek taraflı ve yavaş azalan tip Tauber şartlar verilmiştir.

Dördüncü bölümde, fuzzy sayı değerli fonksiyonların integrallerinin Cesàro
toplanabilmesi ve logaritmik toplanabilmesi kavramları tanıtılmış ve bu metotlar için
Landau tek taraflı ve yavaş azalan tip Tauber şartlar elde edilmiştir.

Bu tezin orjinal bölümleri üçüncü ve dördüncü bölümlerdir.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy sayı dizisi, Fuzzy sayı değerli fonksiyon, Toplanabilme
metotları, Tauber tipi teoremler

2016, 42 sayfa
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This thesis consists of four chapters.

In first chapter, the concepts of summability method and fuzzy set are introduced.
Also, the purpose and significance of thesis are asserted.

In second chapter, basic definitions and theorems used in thesis are given.

In third chapter, Abel summability of sequences of fuzzy numbers is defined and
Tauberian results for Abel summability method are given. Also, logarithmic summability
of sequences of fuzzy numbers is defined and Landau one-sided, slowly decreasing type
Tauberian conditions are given.

In fourth chapter, Cesàro summability method and logarithmic summability
method for integrals of fuzzy-number-valued functions are introduced. Also, Landau
one-sided and slowly decreasing type Tauberian conditions for these summability
methods are obtained.

Original parts of this thesis are third and fourth chapters.
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1. GİRİŞ

Matematiğin birçok branşında verilen bir sonsuz serinin yakınsaklığının

bilinmesinden daha çok toplamının bulunması önemlidir. Yakınsak bir serinin toplamının

belirlenmesi her zaman kolay olmayabilir. Ayrıca ıraksaklığı bilinen bir serinin

uygun bir toplama yakınsaması istenebilir. Bu nedenle ıraksak bir serinin uygun bir

toplama yakınsaması için oluşturulan toplanabilme metotlarından faydalanılabilir. Bir

toplanabilme metodu genellikle verilen bir serinin kısmi toplamlar dizisinin ortalamasını

alma işlemidir. Örneğin;
∑
an serisinin kısmi toplamlar dizisi (sn) ise (sn) nin limiti

yerine bunun aritmetik ortalaması olan

σn =
s1 + s2 + · · ·+ sn

n
,

dizisinin limitine bakılabilir. Eğer limσn = a ise
∑
an serisi a ya Cesàro toplanabilirdir

denir ve bu metoda da Cesàro toplanabilme metodu adı verilir. Toplanabilme teorisi,

Ernesto Cesàro’ nun 1890 yılında bu metodu tanımladığı çalışmasıyla başlamıştır [1].

Cesàro metodu kısa zaman içinde uygulama alanı bulmuştur. Örneğin, 1900 yılında Lipot

Fejer, Fejer Teoremi olarak bilinen Lp(0, 2π) fonksiyon uzayındaki bir f fonksiyonuna

karşılık gelen Fourier serisinin f ye Cesàro toplanabildiğini göstermiştir [2].

Kuvvet serileri yardımıyla oluşturulması bakımından önemli diğer bir metod ise

Abel toplanabilme metodudur. |x| < 1 için
∑
anx

n kuvvet serisinin bir f fonksiyonuna

yakınsak olması halinde, f toplam fonksiyonu

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n =

∑∞
n=0 snx

n∑∞
n=0 x

n

olarak yazılabileceğinden (sn) nin bir ağırlıklı ortalamasıdır. Eğer, limx→1− f(x) = a ise

a ya
∑
an serisinin Abel toplamı veya

∑
an serisi a ya Abel toplanabilirdir denir. Bu

durumda,
∑
an = a(A) yazılır. Bu iki metodun dışında Riesz, Nörlund, Euler ve Borel

metotları gibi birçok toplanabilme metodu tanımlanmış ve yine bu metotlar da Fourier

analizi, olasılık teorisi, yaklaşım teorisi, kuantum mekaniği ve sabit nokta teorisi gibi

alanlarda uygulanmıştır [3–6].

Toplanabilme metotlarından herhangi biri yardımıyla toplanabilen bir seri

yakınsak olmayabilir. Böyle bir serinin hangi şartlar altında yakınsak olacağının

belirlenmesi yeni bir araştırma konusu olmuştur. Bu şekilde serinin terimleri üzerine
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konulan şartlara Tauber şartları ve ilgili teoremlere de Tauber tipi teoremler denir. Bu

tip bir teorem ilk olarak 1897 yılında Alfred Tauber [7] tarafından verilmekle birlikte

esas çalışmalar 1910 larda Hardy ve Littlewood tarafından yapılmıştır [8–12]. Bir çok

matematikçinin ilgilendiği bu teori hakkında pekçok çalışma yapılmıştır [3, 13–17].

∫∞
0
f(x)dx genelleştirilmiş integrali,

∑
an sonsuz serisinde (an) dizisi yerine

sürekli bir f : [0,∞) → R fonksiyonunun alınması şeklinde düşünülebilir. Bu nedenle

sonsuz seriler için tanımlanan toplanabilme metotlarının benzerleri genelleştirilmiş

integraller için verilebilir. Örneğin, verilen bir
∫∞
0
f(x)dx integrali için s(t) =

∫ t
0
f(x)dx

ise s = s(t) fonksiyonunun Cesàro ortalaması

σ(t) =
1

t

∫ t

0

s(u)du, t ∈ (0,∞)

olarak tanımlanır. Eğer limt→∞ σ(t) = a olacak şekilde bir a ∈ R varsa
∫∞
0
f(x)dx

integrali a ya Cesàro toplanabilirdir denir. Genelleştirilmiş integraller için verilen

toplanabilme metotlarının ilki olan Cesàro toplanabilme metodu Titchmarsh [18]

tarafından tanıtılmıştır. Birçok matematikçinin dikkatini çeken bu çalışmanın ardından

integraller için bazı toplanabilme metotları ve bunlara ait Tauber tipi teoremler verilmiştir

[19–29]. Ayrıca verilen bu metot ve teoremlerin Fourier integrallerine uygulaması da

mevcuttur [30–33].

1965 yılında Azeri bilim insanı Profesör Lotfi Aliasker Zadeh’ in Fuzzy küme

kavramını tanıtmasından sonra bu alandaki çalışmalar hız kazanmıştır. [34]. Matematiğin

hemen hemen her branşında fuzzy küme teorisiyle ilgili çalışmalar olmakla birlikte Analiz

branşında fuzzy sayı dizileri ve serileri tanımlanmış [35–48], ve bunların yakınsaklık

kriterleri verilmiştir [49–57]. Ayrıca fuzzy sayı değerli fonksiyonların integralleri ve

genelleştirilmiş integralleri üzerine çalışmalar yapılmıştır [58–62]. Bu çalışmalarda, fuzzy

sayı değerli dizi, seri ve integrallerin klasik analizde olduğu gibi, pek az bir kısmının

yakınsak olduğu görülür. Bu nedenle ıraksak fuzzy sayı değerli dizi, seri ve integralleri

için de toplanabilme metotlarının araştırılması ve bu metotlara ilişkin Tauber tipi şartların

belirlenmesi önem arzetmektedir.

Bu çalışmada; fuzzy sayı değerli dizi, seri ve integraller için toplanabilme metot-

larının tanıtılması ve bunlarla ilgili Tauber tipi teoremlerin verilmesi amaçlanmaktadır.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Fuzzy Sayıları ile İlgili Tanım ve Teoremler

Bu kısımda önce aralık sayıları ve fuzzy sayıları ile onlar üzerindeki cebirsel

işlemler ve bu işlemlerin bazı özellikleri verilmiştir. Daha sonra fuzzy sayı dizisi

tanımlanmış ve ilgili teoremler verilmiştir.

Tanım 2.1.1. Bir aralık

[a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b} (2.1)

ile tanımlanan reel sayıların kapalı ve sınırlı bir alt kümesidir.

Bir A aralığının uç noktaları A− ve A+ ile gösterilir. Böylece A = [A−, A+] olur.

Bir a reel sayısı [a, a] aralığıyla eş tutulur. R üzerindeki bütün aralıkların kümesi K ile

gösterilir. Aralıklar sayı gibi düşününülerek onlar üzerindeki sıralama bağıntısı ve cebirsel

işlemler şöyle tanımlanır:

Reel sayı aralıkları arasındaki kısmi sıralama bağıntısı

A ≤ B ⇔ A− ≤ B− ve A+ ≤ B+

şeklinde tanımlanır.

A ve B gibi iki aralığın C = A+B toplamı

C− = A− +B− ve C+ = A+ +B+

şeklinde tanımlanır. Başka bir yolla aralık tanımı kullanılarak

A− ≤ a ≤ A+ ve B− ≤ b ≤ B+

A− +B− ≤ a+ b ≤ A+ +B+

elde edilir. Böylece

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}

olması sebebiyle iki aralığın toplamının yine bir aralık olduğu görülür.

Bir A aralığının negatifi

−A = −[A− , A+] = {−a : a ∈ A}

3



olarak tanımlanır. A ve B aralıklarının farkı

B − A = B + (−A) = {b− a : a ∈ A, b ∈ B}

şeklinde tanımlanır. Daha kısa olarak aralıkların toplam ve fark işlemleri

[A−, A+] + [B−, B+] = [A− +B−, A+ +B+]

[A−, A+]− [B−, B+] = [A− −B+, A+ −B−]

şeklinde yazılabilir.

Sıfırı ihtiva etmeyen bir A aralığının tersi ise

1

A
=
{1

a
: a ∈ A

}
şeklinde tanımlanır. O zaman

1

A
=
[ 1

A+
,

1

A−

]
olur.

A ve B aralıklarının A ·B çarpımı

A ·B = {a · b : a ∈ A, b ∈ B}

olarak tanımlanır. A ·B çarpımının başlangıç ve bitim noktaları sırasıyla

(A ·B)− = min{A− ·B−, A+ ·B+, A− ·B+, A+ ·B−},

(A ·B)+ = max{A− ·B−, A+ ·B+, A− ·B+, A+ ·B−}

eşitlikleriyle verilir.

A ve B aralıkları arasındaki d(A,B) uzaklığı

d(A,B) = max{|A− −B−| , |A+ −B+|} (2.2)

şeklinde tanımlanır.

Teorem 2.1.1. (2.2) eşitliğinde tanımlı d dönüşümü ile (K, d) bir tam metrik uzaydır [35].

Tanım 2.1.2. Aşağıdaki şartları sağlayan R üzerindeki bir

u : R→ [0, 1]

fonksiyonuna bir fuzzy sayısı denir:
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1. u, normaldir. Yani en az bir x0 ∈ R için u(x0) = 1’dir.

2. u, konvekstir. Yani ∀x, y ∈ R ve ∀λ ∈ [0, 1] için,

u(λx+ (1− λ)y) ≥ min
{
u(x), u(y)

}
.

3. u, üstten yarı süreklidir.

4. [u]0 = {x ∈ R : u(x) > 0} kompakt bir kümedir [63].

Bir u fuzzy sayısının α-seviye kümesi,

[u]α =

{
{x ∈ R : u(x) ≥ α} , 0 < α ≤ 1 ise

{x ∈ R : u(x) > 0} , α = 0 ise

şeklinde tanımlanır. Herhangi bir r reel sayısı,

r(t) =

{
1 , t = r ise
0 , t 6= r ise

şeklinde tanımlı bir r fuzzy sayısı gibi düşünülür. R üzerindeki bütün fuzzy sayılarının

kümesi E1 ile gösterilir ve fuzzy sayı uzayı olarak isimlendirilir.

Açık olarak u ∈ E1 olması için gerek ve yeter şart her bir α ∈ [0, 1] için [u]α

kümesinin boş olmayan, kapalı ve sınırlı bir aralık olmasıdır.

Teorem 2.1.2. (Fuzzy Sayılarının Temsil Teoremi)

u ∈ E1 ve her bir α ∈ [0, 1] için [u]α = [u−(α), u+(α)] olsun. O zaman aşağıdaki şartlar

sağlanır:

1. u−(α); (0, 1] üzerinde sınırlı, soldan sürekli ve azalmayan bir fonksiyondur.

2. u+(α); (0, 1] üzerinde sınırlı, soldan sürekli ve artmayan bir fonksiyondur.

3. u−(α) ve u+(α) fonksiyonları, α = 0 noktasında sağdan süreklidir.

4. u−(1) ≤ u+(1).

Tersine; γ ve β, (1)− (4) şartlarını sağlayan iki fonksiyon ise, o zaman

[u]α = [γ(α), β(α)]

olacak şekilde bir tek u ∈ E1 vardır. γ ve β’ya karşılık gelen u fuzzy sayısı;

u : R→ [0, 1], u(x) = sup{α : γ(α) ≤ x ≤ β(α)}

olarak tanımlanır [64].

Bundan sonraki kısımda, fuzzy sayıları için bazı tanımlar ve onlar üzerindeki

cebirsel işlemler verilmiştir.

5



Tanım 2.1.3. u, v ∈ E1 olsun. Eğer ∀x ∈ R için u(x) = v(x) ise u ile v fuzzy sayıları

eşittir denir ve u = v yazılır. Bu tanım seviye kümeleri yardımıyla,

u = v ⇔ ∀α ∈ [0, 1] için [u]α = [v]α

şeklinde ifade edilir.

Tanım 2.1.4. u, v ∈ E1 olmak üzere, E1 üzerindeki kısmi sıralama bağıntısı

u � v ⇔ ∀α ∈ [0, 1] için [u]α � [v]α

⇔ ∀α ∈ [0, 1] için u−(α) ≤ v−(α) ve u+(α) ≤ v+(α)

şeklinde tanımlanır. Kesin küçüklük bağıntısı ise

u ≺ v ⇔ u � v ve ∃α0 ∈ [0, 1] için u−(α0) < v−(α0) veya u+(α0) < v+(α0)

şeklindedir [65].

Eğer u � v ve u � v bağıntılarından her ikisi de gerçekleşmiyorsa, u ve v fuzzy

sayıları kıyaslanamaz denir ve u 6∼ v yazılır.

Tanım 2.1.5. u ∈ E1 olsun. Eğer x > 0 olan her x için u(x) = 0 ise u fuzzy sayısına

negatif fuzzy sayısı denir.

Açık olarak u negatif bir fuzzy sayısı ise u � 0 olur.

u, v ∈ E1 iki fuzzy sayısı olsun. Bu fuzzy sayılarının

(i) u+ v cebirsel toplamları,

u+ v = w ⇔ [w]α = [u]α + [v]α

⇔ w−(α) = u−(α) + v−(α) ve w+(α) = u+(α) + v+(α),

(ii) u− v farkları,

u− v = w ⇔ [w]α = [u]α − [v]α

⇔ w−(α) = u−(α)− v+(α) ve w+(α) = u+(α)− v−(α),

(iii) uv çarpımları,

uv = w ⇔ [w]α = [u]α[v]α,

her α ∈ [0, 1] için

w−(α) = min{u−(α)v−(α), u−(α)v+(α), u+(α)v−(α), u+(α)v+(α)},

w+(α) = max{u−(α)v−(α), u−(α)v+(α), u+(α)v−(α), u+(α)v+(α)}.
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(iv) u sayısının k skaları ile çarpımı,

[ku]α = k[u]α

şeklinde tanımlanır.

Eğer u ∈ E1 ve 0 /∈ {t ∈ R : u(t) > 0} ise, o zaman(
1

u

)−
(α) =

1

u+(α)
ve

(
1

u

)+

(α) =
1

u−(α)

biçiminde tanımlıdır. Yukarıda tanımlı işlemlere göre fuzzy sayılarının sahip olduğu bazı

cebirsel özellikler aşağıda not edilmiştir.

Teorem 2.1.3.

(i) Toplama işlemine göre birim eleman 0 dır.

(ii) Toplama işlemine göre u 6= r, r ∈ R fuzzy sayılarının ters elemanı yoktur.

(iii) a, b ∈ R ve u ∈ E1 olsun. Eğer a, b ≥ 0 veya a, b ≤ 0 ise o zaman

(a+ b)u = au+ bu

eşitliği geçerlidir. Herhangi bir a, b ∈ R için bu eşitlik geçerli olmayabilir.

(iv) Herhangi bir a ∈ R ve u, v ∈ E1 için

a(u+ v) = au+ av

eşitliği geçerlidir.

(v) Herhangi bir a, b ∈ R ve u ∈ E1 için

a(bu) = (ab)u

eşitliği geçerlidir [66].

Teorem 2.1.4. u, v, w ∈ E1 ve k ∈ R olsun. O zaman

(i) uv = vu

(ii) (uv)w = u(vw)

(iii) ku = ku

eşitlikleri sağlanır [67].

Teorem 2.1.5. u, v, w ∈ E1 olsun. Eğer u sayısı 0 ile kıyaslanabilir ve v, w sayıları 0 ın

aynı tarafında, yani v � 0, w � 0 veya v � 0, w � 0 ise, o zaman

u(v + w) = uv + uw

eşitliği geçerlidir [67].
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E1 üzerindeki kısmi sıralama bağıntısının bazı özellikleri aşağıda not edilmiştir.

Lemma 2.1.1. u, v, w ∈ E1 olsun.

(i) Eğer u � v, v � w ise, o zaman u � w olur.

(ii) Eğer u � w, v � e ise, o zaman u+ v � w + e olur.

(iii) Eğer u � 0 ve v � w ise, o zaman uv � uw olur [67].

Bir fuzzy sayı dizisinin limitini tanımlamak için öncelikle fuzzy sayıları

üzerindeki metriği tanımlamak gerekir. Aşağıda önce bu metrik, daha sonra ise fuzzy

sayı dizilerinin yakınsaklığı ile ilgili tanım ve teoremler verilmiştir.

u, v ∈ E1 ve d, (2.2) eşitliğindeki gibi olsun. O zaman u ile v arasındaki D(u, v)

uzaklığı,

D(u, v) = sup
α∈[0,1]

d([u]α, [v]α) = sup
α∈[0,1]

max{|u−(α)− v−(α)|, |u+(α)− v+(α)|}

şeklinde tanımlanır. D metriğinin tanımından

D(u, 0) = sup
α∈[0,1]

max{|u−(α)|, |u+(α)|} = max{|u−(0)|, |u+(0)|}

olduğu görülür. D metriğinin bazı özellikleri aşağıda sıralanmıştır.

Lemma 2.1.2. u bir fuzzy sayısı olsun ve a, b reel sayıları için ab ≥ 0 sağlansın. O halde

D(au, bu) = |a− b|D(u, 0)

dir [69].

Teorem 2.1.6. u, v, w, z ∈ E1 ve k ∈ R olsun. O zaman,

(i) (E1, D) tam metrik uzaydır,

(ii) D(ku, kv) = |k|D(u, v),

(iii) D(u+ v, w + v) = D(u,w),

(iv) D(u+ v, w + z) ≤ D(u,w) +D(v, z),

(v) |D(u, 0)−D(v, 0)| ≤ D(u, v) ≤ D(u, 0) +D(v, 0) [66].

Tanım 2.1.6. Bir fuzzy sayı dizisiN = {0, 1, 2, ...} doğal sayılar kümesi ve değer kümesi

E1 fuzzy sayı uzayı olan bir fonksiyondur [35].

Bütün fuzzy sayı dizilerinin kümesi w(F ) ile gösterilir.

Tanım 2.1.7. (un) ⊂ E1 bir fuzzy sayı dizisi ve v0 ∈ E1 olsun. Eğer her ε > 0

verildiğinde her n > n0 iken D(un, v0) < ε olacak şekilde en az bir n0 ∈ N bulunabiliyor
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ise, (un) dizisi v0’a yakınsaktır denir ve

lim
n→∞

un = v0 veya un → v0, (n→∞)

yazılır. Bu tanım matematiksel olarak

lim
n→∞

un = v0 ⇔ ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N 3 ∀n ≥ n0 için D(un, v0) < ε

şeklinde ifade edilir [35].

D metriğinin tanımına göre; (un) fuzzy sayı dizisi v0 fuzzy sayısına yakınsak ise,

o zaman (u−n (α)) ve (u+n (α)) fonksiyon dizileri, sırasıyla v−0 (α) ve v+0 (α) fonksiyonlarına

[0, 1] aralığı üzerinde düzgün yakınsaktır.

Tanım 2.1.8. Bir u0 fuzzy sayısının ε yarıçaplı K(u0, ε) komşuluğu,

K(u0, ε) = {u ∈ E1 : D(u, u0) < ε}

kümesi olarak tanımlanır [35].

Teorem 2.1.7. u = (un) dizisi yakınsak ise, sadece bir limit noktası vardır [35].

Teorem 2.1.8. n ≥ n0 iken un � wn � vn olacak şekilde bir n0 ∈ N mevcut ve

lim
n
un = lim

n
vn = µ0

ise, o zaman limnwn = µ0 elde edilir [35].

Tanım 2.1.9. u = (un) bir fuzzy sayı dizisi olsun. Eğer {un : n ∈ N} kümesi sınırlı ise,

(un) dizisi sınırlıdır denir. Yani, ∀n ∈ N için m � un �M eşitsizliklerini sağlayan m ve

M fuzzy sayıları mevcutsa, (un) dizisi sınırlıdır denir.

Açık olarak bir (un) fuzzy sayı dizisinin sınırlılığı, supn∈ND(un, 0) < ∞

olmasına denktir [35].

Sınırlı fuzzy sayı dizilerinin kümesi `∞(F ) ile gösterilir.

Teorem 2.1.9. Yakınsak bir fuzzy sayı dizisi sınırlıdır [35].

Tanım 2.1.10. u = (un) bir fuzzy sayı dizisi ve (nk) da doğal sayıların artan bir dizisi

olsun. O zaman (unk) dizisine, (un) dizisinin bir alt dizisi denir [35].

Teorem 2.1.10. Bir fuzzy sayı dizisi yakınsak ise her alt dizisi de aynı noktaya

yakınsaktır [35].

Teorem 2.1.11. limn un = a , limn vn = b ve k ∈ R olsun. O zaman
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1. lim(un ∓ vn) = a∓ b,

2. lim(kun) = ka,

3. lim(unvn) = ab,

4. lim(un/vn) = a/b, (∀n ∈ N için 0 6∈ [vn]0, 0 6∈ [b]0 için) [35].

Tanım 2.1.11. u = (un) bir fuzzy sayı dizisi olsun. Eğer her ε > 0 verildiğinde her

n,m > n0 iken D(un, um) < ε olacak şekilde en az bir n0 ∈ N bulunabiliyor ise, (un)

dizisine bir Cauchy dizisi denir [36].

Tanım 2.1.12. u = (un) bir fuzzy sayı dizisi ve her bir n ∈ N için

sn =
n∑
k=0

uk

olsun. Eğer (sn) bir µ fuzzy sayısına yakınsak ise, o zaman fuzzy sayılarının
∑
uk serisi µ

sayısına yakınsaktır denir ve
∑∞

k=0 uk = µ yazılır. Açık olarak
∑∞

k=0 uk serisi µ sayısına

yakınsak ise,

lim
n→∞

n∑
k=0

u−k (α) = µ−(α) ve lim
n→∞

n∑
k=0

u+k (α) = µ+(α),

yakınsamaları α ∈ [0, 1] ya göre düzgündür. Tersine;∑
k

u−k (α) = µ−(α) ve
∑
k

u+k (α) = µ+(α)

serileri α ya göre düzgün yakınsak ise, o zaman

[µ]α = [µ−(α), µ+(α)]

aralığı bir fuzzy sayısı tanımlar ve µ =
∑
uk olur [58].

Ayrıca
∑
uk fuzzy sayı serisinin kısmi toplamlar dizisi (sn) sınırlı ise, o zaman∑

uk serisine sınırlıdır denir. Sınırlı seri oluşturan fuzzy sayı dizilerinin uzayını bs(F ) ve

yakınsak seri oluşturan fuzzy sayı dizilerinin uzayını da cs(F ) ile göstereceğiz.

Teorem 2.1.12.
∑
uk ve

∑
vk fuzzy sayı serileri yakınsak ise D (

∑
uk,
∑
vk) ≤∑

D(uk, vk) eşitsizliği sağlanır [40].

Teorem 2.1.13. (uk) bir fuzzy sayı dizisi olmak üzere,
∑
D(uk, 0̄) <∞ ise

∑
uk serisi

yakınsaktır [40].

Lemma 2.1.3. (uk), (vk) ∈ w(F ) ve α ∈ R ise aşağıdaki ifadeler sağlanır:

(i) Eğer (uk) ∈ cs(F ) ise o zaman uk → 0̄ dır.

10



(ii) (uk) ∈ cs(F ) olması için gerek ve yeter şart n→∞ için
∑∞

k=n+1 uk → 0̄ olmasıdır.

(iii) Eğer (uk), (vk) ∈ cs(F ) ise o zaman
∑

k(uk + vk) =
∑

k uk +
∑

k vk dır.

(iv)
∑

k αuk = α
∑

k uk [57].

2.2. Fuzzy Sayı Değerli Fonksiyonlar ile İlgili Tanım ve Teoremler

Bu kısımda fuzzy sayı değerli fonksiyonlar için limit kavramı, süreklilik kavramı,

Riemann integrallenebilme kavramı ve ilgili tanım ve teoremler verilecektir. Bu noktada

belirtmeliyiz ki fuzzy sayı uzayındaki limiti yukarıda tanımlanmış olan D metriğine göre

alacağız.

Tanım 2.2.1. f : [a, b] → E1 fuzzy sayı değerli bir fonksiyon ve x0 ∈ [a, b] verilsin.

ε > 0 alalım. Eğer |x − x0| < δ şartını sağlayan her x ∈ [a, b] için D(f(x), f(x0)) < ε

olacak şekilde bir δ = δ(ε) > 0 sayısı bulunabiliyorsa, f fuzzy sayı değerli fonksiyonuna

x0 noktasında süreklidir denir. Eğer f , [a, b] aralığının bütün noktalarında sürekli ise f ye

[a, b] üzerinde süreklidir denir.

Tanım 2.2.2. f , bir [a, b] kapalı aralığında tanımlı fuzzy sayı değerli bir fonksiyon

olsun. Verilen her ε > 0 sayısı için, [a, b]’nin ‖P‖ < δ koşulunu sağlayan her P =

{x0, x1, . . . , xn} parçalanması ve ck’nın [xk−1, xk] aralığındaki her seçimi için

D

(
n∑
k=1

f(ck)∆xk, I

)
< ε

olacak şekilde bir δ > 0 ve I ∈ E1 sayıları mevcut ise f fuzzy sayı değerli fonksiyonuna

[a, b] kapalı aralığı üzerinde Riemann integrallenebilirdir denir [68].

Teorem 2.2.1. f : [a, b]→ E1 fuzzy sayı değerli fonksiyonu α−seviye kümesi

[f(x)]α = [f−α (x), f−α (x)]

olan sürekli bir fonksiyon ise
∫ b
a
f(x)dx integrali E1 de mevcuttur ve b∫

a

f(x)dx


α

=

 b∫
a

f−α (x)dx,

b∫
a

f+
α (x)dx

 (2.3)

dir [68].

Teorem 2.2.2. f : [a, b]→ E1 ve g : [a, b]→ E1 fuzzy sayı değerli fonksiyonları sürekli

ise aşağıdaki ifadeler geçerlidir.

(i) α ve β reel sayılar olmak üzere
b∫
a

(αf(x)+βg(x))dx = α
b∫
a

f(x)dx+β
b∫
a

g(x)dx dir.
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(ii) a < c < b olmak üzere
b∫
a

f(x)dx =
c∫
a

f(x)dx+
b∫
c

f(x)dx dir.

(iii) F (x) = D(f(x), g(x)) olarak tanımlı F : [a, b] → R+ fonksiyonu [a, b] üzerinde

sürekli ve

D

 b∫
a

f(x)dx,

b∫
a

g(x)dx

 ≤ b∫
a

F (x)dx

dir.

(iv) x ∈ [a, b] için
x∫
a

f(t)dt süreklidir.

(v) Her x ∈ [a, b] için f(x) � g(x) ise
b∫
a

f(x)dx �
b∫
a

g(x)dx dir [69].

Tanım 2.2.3. a bir reel sayı ve f fuzzy sayı değerli fonksiyonu her bir t ≥ a için [a, t]

aralığında integrallenebilir olsun.

lim
t→∞

∫ t

a

f(x)dx (2.4)

ifadesine f fuzzy sayı değerli fonksiyonunun [a,∞] üzerindeki genelleştirilmiş integrali

denir ve ∫ ∞
a

f(x)dx (2.5)

ile gösterilir. Eğer (2.4) deki limitE1 de varsa (2.5) integrali yakınsak, limit yoksa integral

ıraksaktır denir [69].
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3. FUZZY SAYI DİZİLERİNİN ABEL VE LOGARİTMİK TOPLANABİLMESİ

Bu bölümde, fuzzy sayı dizileri için Abel ve logaritmik toplanabilme kavramlarını

tanımlayacağız. Ayrıca Abel ve logaritmik toplanabilen dizilerin yakınsak olabilmesi için

gerek ve yeter Tauber şartları vereceğiz.

3.1. Fuzzy Sayı Dizilerinin Abel Toplanabilmesi

Fuzzy sayı dizilerinin Abel toplanabilme metodunu aşağıdaki şekilde tanımlarız.

Tanım 3.1.1. (uk) bir fuzzy sayı dizisi ve her x ∈ [0, 1) için
∑∞

k=0 ukx
k serisi yakınsak

olsun. Eğer

lim
x→1−

(1− x)
∞∑
k=0

ukx
k = µ (3.1)

ise (uk) dizisi µ fuzzy sayısına Abel toplanabilirdir denir.

Teorem 3.1.1. (uk) fuzzy sayı dizisi µ fuzzy sayısına yakınsak ise, (uk) dizisi µ sayısına

Abel toplanabilirdir.

İspat: (uk) dizisi µ fuzzy sayısına yakınsak olsun. (uk) sınırlı olduğundanD(uk, 0̄) < K

olacak şekilde bir K pozitif sayısı vardır. O halde her x ∈ [0, 1) için
∞∑
k=0

D(ukx
k, 0̄) =

∞∑
k=0

D(uk, 0̄)xk ≤ K
∞∑
k=0

xk =
K

1− x

eşitsizliği yazılabilir ve
∑∞

k=0 ukx
k serisi Teorem 2.1.13 den dolayı yakınsaktır. Diğer

yandan verilen bir ε > 0 sayısı için her N = N(ε) vardır öyle ki her n > N için

D(un, µ) < ε
2

sağlanır. Ayrıca (uk) sınırlı olduğundan D(uk, µ) ≤ M olacak şekilde bir

M > 0 vardır. Böylece Teorem 2.1.12 den

D

(
(1− x)

∞∑
k=0

ukx
k, µ

)
= D

(
(1− x)

∞∑
k=0

ukx
k, (1− x)

∞∑
k=0

µxk

)

≤ (1− x)
∞∑
k=0

D(uk, µ)xk

= (1− x)
N∑
k=0

D(uk, µ)xk + (1− x)
∞∑

k=N+1

D(uk, µ)xk

< (1− x)M(N + 1) +
ε

2

elde edilir. δ = ε
2M(N+1)

seçilirse x ∈ (1− δ, 1) iken

D

(
(1− x)

∞∑
k=0

ukx
k, µ

)
< ε
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sağlanır ve ispat tamamlanır. �

Teorem 3.1.1 in tersi genel olarak sağlanmayabilir.

Örnek 3.1.1. k ≥ 1 için

uk(t) =


2 k
√
t− (−1)k, (−1)k ≤ t ≤ (−1)k +

(
1
2

)k ise,

1, (−1)k +
(
1
2

)k ≤ t ≤ 3−
(
1
2

)k ise,

2 k
√

3− t, 3−
(
1
2

)k ≤ t ≤ 3 ise,

0, diğer hallerde

ve u0(t) = 2 şeklinde tanımlı (uk) fuzzy sayı dizisini göz önüne alalım. (uk) dizisinin

α-seviye kümesi

[uk]α =

[
(−1)k +

(α
2

)k
, 3−

(α
2

)k]
olarak bulunur. Şimdi

∑∞
k=0 ukx

k serisinin yakınsaklığını inceleyelim. Her k ∈ N için

D(uk, 0̄) ≤ 3 olduğundan
∑∞

k=0 ukx
k serisinin her x ∈ [0, 1) için yakınsak olduğu

Teorem 3.1.1 in ispatındakine benzer şekilde gösterilebilir. Ayrıca

∞∑
k=0

u−k (α)xk =
∞∑
k=0

(−x)k +
∞∑
k=0

(αx
2

)k
=

1

1 + x
+

2

2− αx
(0 < x < 1),

∞∑
k=0

u+k (α)xk =
∞∑
k=0

3xk −
∞∑
k=0

(αx
2

)k
=

3

1− x
− 2

2− αx
(0 < x < 1)

serileri α ya göre düzgün yakınsak olduğundan Tanım 2.1.12 den dolayı f(x) =
∑
ukx

k

serisi yakınsaktır ve [f(x)]α =
[

1
1+x

+ 2
2−αx

, 3
1−x −

2
2−αx

]
dir.

Bizim amacımız [µ]α = [0, 3] olmak üzere, limx→1−(1 − x)f(x) = µ olduğunu

göstermektir. Bunun için

D((1− x)f(x), µ) = sup
α∈[0,1]

d ([(1− x)f(x)]α, [µ]α)

= sup
α∈[0,1]

max
{∣∣[(1−x)f(x)]−(α)−µ−(α)

∣∣,∣∣[(1−x)f(x)]+(α)−µ+(α)
∣∣}

= sup
α∈[0,1]

max

{∣∣∣∣1− x1 + x
+

2(1− x)

2− αx

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣2(1− x)

2− αx

∣∣∣∣}
= sup

α∈[0,1]

∣∣∣∣1− x1 + x
+

2(1− x)

2− αx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1− x1 + x
+

2(1− x)

2− x

∣∣∣∣
14



elde edilebilir ki, bu da limx→1− D((1 − x)f(x), µ) = 0 yani limx→1−(1 − x)f(x) = µ

olduğunu gösterir. Böylece (uk) dizisi µ fuzzy sayısına Abel toplanabilirdir, fakat (uk)

fuzzy sayı dizisi yakınsak değildir.

Tanım 3.1.2.
∑∞

k=0 uk bir fuzzy sayı serisi ve 0 ≤ x < 1 olmak üzere
∑∞

k=0 ukx
k

yakınsak olsun. Eğer

lim
x→1−

∞∑
k=0

ukx
k = µ (3.2)

ise
∑∞

k=0 uk serisine µ fuzzy sayısına Abel toplanabilirdir denir.

Teorem 3.1.2.
∑
uk fuzzy sayı serisi ν fuzzy sayısına yakınsak ise ν ye Abel

toplanabilirdir.

İspat:
∑
uk fuzzy sayı serisi ν fuzzy sayısına yakınsak olsun. (uk) sınırlı olduğundan∑∞

k=0 ukx
k serisinin her x ∈ (0, 1) için yakınsak olduğu Teorem 3.1.1 in ispatındakine

benzer şekilde gösterilebilir.

(sn),
∑
uk serisinin kısmi toplamlar dizisi olsun.

∑
uk = ν olduğundan (sn)

dizisi ν ye yakınsaktır ve Teorem 3.1.1 den

lim
x→1−

(1− x)
∞∑
k=0

skx
k = ν (3.3)

olduğunu biliyoruz. Diğer yandan

D

(
∞∑
k=0

ukx
k, ν

)
= sup

α∈[0,1]
d

([
∞∑
k=0

ukx
k

]
α

, [ν]α

)

= sup
α∈[0,1]

max

{∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

u−k (α)xk−ν−(α)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

u+k (α)xk−ν+(α)

∣∣∣∣∣
}

= sup
α∈[0,1]

max

{∣∣∣∣∣(1− x)
∞∑
k=0

s−k (α)xk − ν−(α)

∣∣∣∣∣ ,∣∣∣∣∣(1− x)
∞∑
k=0

s+k (α)xk − ν+(α)

∣∣∣∣∣
}

= sup
α∈[0,1]

d

([
(1− x)

∞∑
k=0

skx
k

]
α

, [ν]α

)

= D

(
(1− x)

∞∑
k=0

skx
k, ν

)

olduğundan lim
x→1−

∞∑
k=0

ukx
k = ν sağlanır ve

∑
uk fuzzy sayı serisi ν ye Abel

toplanabilirdir. �
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Abel toplanabilen her serinin yakınsak olması gerekmediği aşağıdaki örnekten

görülebilir.

Örnek 3.1.2. k ≥ 1 için

uk(t) =



k
√

(t− (−1)k)2k + 2, (−1)k − 1
2k−1 ≤ t ≤ (−1)k − 1

2k
ise,

1, (−1)k − 1
2k
≤ t ≤ (−1)k + 1

2k+1 ise,
1

2k(t−(−1)k) − 1, (−1)k + 1
2k+1 ≤ t ≤ (−1)k + 1

2k
ise,

0, diğer hallerde

ve k = 0 için

u0(t) =


1, 0 ≤ t ≤ 3

2
ise,

1
t−1 − 1, 3

2
≤ t ≤ 2 ise,

0, diğer hallerde

olacak şekilde
∑
uk fuzzy sayı serisini göz önüne alalım. (uk) dizisinin α-seviye kümesi

[uk]α =

[
(−1)k +

αk − 2

2k
, (−1)k +

1

2k(α + 1)

]
olarak bulunur ve

∑
uk serisinin ıraksak olduğu görülür.

Şimdi
∑
ukx

k serisinin karakterini inceleyelim. Her k ∈ N için D(uk, 0̄) ≤ 2

olduğundan,
∑∞

k=0 ukx
k serisinin her x ∈ [0, 1) için yakınsak olduğu Teorem 3.1.1 in

ispatındakine benzer şekilde gösterilebilir. Diğer yandan [0, 1) aralığında

∞∑
k=0

u−k (α)xk =
∞∑
k=0

(−x)k +
∞∑
k=0

(αk − 2)xk

2k
=

1

1 + x
+

2

2− αx
− 4

2− x

∞∑
k=0

u+k (α)xk =
∞∑
k=0

(−x)k +
∞∑
k=0

xk

2k(α + 1)
=

1

1 + x
+

2

(2− x)(α + 1)

serileri α ya göre düzgün yakınsak olduğundan f(x) =
∑
ukx

k yakınsaktır ve

[f(x)]−(α) =
1

1 + x
+

2

2− αx
− 4

2− x
, [f(x)]+(α) =

1

1 + x
+

2

(2− x)(α + 1)

olur.

Amacımız [ν]α =
[
1
2

+ 2
2−α − 4, 1

2
+ 2

α+1

]
olmak üzere limx→1− f(x) = ν

olduğunu göstermektir.

D(f(x), ν) = sup
α∈[0,1]

d ([f(x)]α, [ν]α)

= sup
α∈[0,1]

max
{∣∣[f(x)]−(α)− ν−(α)|, |[f(x)]+(α)− ν+(α)

∣∣}
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= sup
α∈[0,1]

max

{∣∣∣∣ 1

1 + x
+

2

2− αx
− 4

2− x
− 1

2
− 2

2− α
+ 4

∣∣∣∣ ,∣∣∣∣ 1

1 + x
+

2

(2− x)(α + 1)
− 1

2
− 2

α + 1

∣∣∣∣
}

= sup
α∈[0,1]

∣∣∣∣ 1

1 + x
+

2

2− αx
− 4

2− x
− 1

2
− 2

2− α
+ 4

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

1 + x
+ 1− 4

2− x
− 1

2
− 1 + 4

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

1 + x
− 4

2− x
+

7

2

∣∣∣∣
olduğundan limx→1− D(f(x), ν) = 0 bulunur ve limx→1− f(x) = ν elde edilir. Böylece∑
uk serisi ν fuzzy sayısına Abel toplanabilirdir fakat yakınsak değildir.

Şimdi Abel toplanabilme için bir Tauber tipi teorem ispatlayacağız.

Teorem 3.1.3.
∑
uk fuzzy serisi ν fuzzy sayısına Abel toplanabilir veD(uk, 0̄) = o(1/k)

ise
∑
uk = ν dir.

İspat:
∑
uk fuzzy serisi ν fuzzy sayısına Abel toplanabilir ve D(uk, 0̄) = o(1/k) olsun.∑

uk Abel toplanabilir olduğundan her x ∈ [0, 1) için
∑
ukx

k = f(x), E1 de mevcut ve

limx→1− f(x) = ν dür. Teorem 2.1.12 den

D(sn, ν) ≤ D(sn, f(x)) +D(f(x), ν) = D

(
n∑
k=0

uk,
∞∑
k=0

ukx
k

)
+D(f(x), ν)

≤ D

(
n∑
k=0

uk,
n∑
k=0

ukx
k

)
+D

(
∞∑

k=n+1

ukx
k, 0̄

)
+D(f(x), ν)

≤
n∑
k=0

D(uk, ukx
k) +D

(
∞∑

k=n+1

ukx
k, 0̄

)
+D(f(x), ν)

≤
n∑
k=0

(1− xk)D(uk, 0̄) +D

(
∞∑

k=n+1

ukx
k, 0̄

)
+D(f(x), ν)

< (1− x)
n∑
k=0

kD(uk, 0̄) +D

(
∞∑

k=n+1

ukx
k, 0̄

)
+D(f(x), ν)

olur. f(x) =
∑∞

k=0 ukx
k serisi (0, 1) aralığında tanımlı olduğundan x = 1− 1

n+1
alınarak

devam edilirse

D(sn, ν) ≤ 1

n+ 1

n∑
k=0

kD(uk, 0̄) +D

( ∞∑
k=n+1

uk

(
1− 1

n+ 1

)k
, 0̄

)
+D

(
f

(
1− 1

n+ 1

)
, ν

)

≤ 1

n+ 1

n∑
k=0

kD(uk, 0̄) +

∞∑
k=n+1

D(uk, 0̄)

(
1− 1

n+ 1

)k
+D

(
f

(
1− 1

n+ 1

)
, ν

)

<
1

n+ 1

n∑
k=0

kD(uk, 0̄)+
1

n+ 1

∞∑
k=n+1

kD(uk, 0̄)

(
1− 1

n+ 1

)k
+D

(
f

(
1− 1

n+ 1

)
, ν

)
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elde edilir. Bu noktada D(uk, 0̄) = o(1/k) olduğundan

i) Bir n1 ∈ N vardır öyle ki her n > n1 için nD(un, 0̄) < ε
3

ii) Bir n2 ∈ N vardır öyle ki her n > n2 için 1
n+1

∑n
k=0 kD(uk, 0̄) < ε

3

iii) Bir n3 ∈ N vardır öyle ki her n > n3 için D
(
f
(
1− 1

n+1

)
, ν
)
< ε

3

şartları sağlanır. O halde bir n0 = max{n1, n2, n3} vardır öyle ki her n > n0 için

D(sn, ν) < ε olur ve ispat tamamlanır. �

Sonuç 3.1.1.
∑
uk fuzzy serisi ν fuzzy sayısına Abel toplanabilir ve D(uk, 0̄) = O(1/k)

ise (uk) ∈ bs(F ) dır.

İspat: (sn),
∑
uk serisinin kısmi toplamlar dizisi ve f(x) =

∑
ukx

k olsun. Üçgen

eşitsizliği yardımıyla

D(sn, 0̄) ≤ D(sn, ν) +D(ν, 0̄)

yazılabilir. Burada ν bir fuzzy sayısı olduğundan D(ν, 0̄) ≤ M1 olacak şekilde bir M1 ∈
R vardır. Diğer yandan

D(sn, ν) <
1

n+ 1

n∑
k=0

kD(uk, 0̄) +
1

n+ 1

∞∑
k=n+1

kD(uk, 0̄)

(
1− 1

n+ 1

)k
+D

(
f

(
1− 1

n+ 1

)
, ν

)

olduğunu biliyoruz. Ayrıca kD(uk, 0̄) = O(1) olduğundan

i) nD(un, 0̄) < M2

ii) 1
n+1

n∑
k=0

kD(uk, 0̄) < M2

iii) D
(
f
(
1− 1

n+1

)
, ν
)
< M3

olacak şekilde M2,M3 > 0 sayıları vardır. Böylece D(sn, 0̄) < 2M2 + M3 + M1 yani

(uk) ∈ bs(F ) elde edilir. �
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3.2. Fuzzy Sayı Dizilerinin Logaritmik Toplanabilmesi

Bu bölümde fuzzy sayı dizileri için logaritmik toplanabilme metodunu

tanımlayacak ve bu metot için Tauber tipi teorem ve sonuçlar elde edeceğiz.

Tanım 3.2.1. (uk) bir fuzzy sayı dizisi olsun. `n =
∑n

k=1
1
k

olmak üzere (uk) dizisinin

logaritmik ortalaması (τn)

τn =
1

`n

n∑
k=1

uk
k

(3.4)

olarak tanımlanır. Eğer

lim
n→∞

τn = µ

olacak şekilde bir µ fuzzy sayısı varsa (uk) fuzzy sayı dizisi µ değerine logaritmik

toplanabilirdir denir.

Teorem 3.2.1. (uk) fuzzy sayı dizisi µ fuzzy sayısına yakınsak ise, o zaman (uk) dizisi µ

sayısına logaritmik toplanabilirdir.

İspat: uk → µ olsun. Bu durumda verilen her ε > 0 için bir n0 ∈ N vardır öyle ki her

n > n0 için D(un, µ) < ε
2

kalır. Ayrıca (un) sınırlı olduğundan bir M > 0 vardır öyle ki

her n ≤ n0 için D(un, µ) ≤M olur. Böylece

D

(
1

`n

n∑
k=1

uk
k
, µ

)
≤ 1

`n

n∑
k=1

D(uk, µ)

k

=
1

`n

n0∑
k=1

D(uk, µ)

k
+

1

`n

n∑
k=n0+1

D(uk, µ)

k

<
M

`n

n0∑
k=1

1

k
+

ε

2`n

n∑
k=n0+1

1

k

elde edilir. Burada
M

`n

n0∑
k=1

1

k
→ 0

olduğundan, bir n1 ∈ N vardır öyle ki her n ≥ n1 için M
`n

∑n0

k=1
1
k
< ε

2
olur. Böylece

n2 = max{n0, n1} alınırsa her n > n2 için

D

(
1

`n

n∑
k=1

uk
k
, µ

)
< ε

bulunur ve ispat tamamlanır. �

Teoremin tersi sağlanmayabilir.
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Örnek 3.2.1. u ve v fuzzy sayıları aşağıdaki gibi verilsin.

u(t) =

{
1− t2, t ∈ [−1, 0] ise,
0, diğer hallerde

v(t) =

{
−t+ 1, t ∈ [0, 1] ise,
0, diğer hallerde.

(uk) fuzzy sayı dizisini (uk) = (u, v, u, v, · · · ) olarak tanımlayalım. (uk) dizisinin

logaritmik ortalama dizisi (τn) nin α-seviye kümeleri

[τ2n]α =

[(
−
√

1− α
) 1

`2n

n−1∑
k=0

1

2k + 1
, (1− α)

1

`2n

n∑
k=1

1

2k

]
ve

[τ2n+1]α =

[(
−
√

1− α
) 1

`2n+1

n∑
k=0

1

2k + 1
, (1− α)

1

`2n+1

n∑
k=1

1

2k

]
olarak bulunur. Dolayısıyla (un) dizisi w = u+v

2
fuzzy sayısına logaritmik toplanabilirdir

fakat yakınsak değildir.

Lemma 3.2.1. (uk) fuzzy sayı dizisi µ fuzzy sayısına logaritmik toplanabilir ise her λ >

1 için

lim
n→∞

1

`[nλ] − `n

[nλ]∑
k=n+1

uk
k

= µ (3.5)

ve her 0 < λ < 1 için

lim
n→∞

1

`n − `[nλ]

n∑
k=[nλ]+1

uk
k

= µ (3.6)

sağlanır.

İspat: λ > 1 için

1

`[nλ] − `n

[nλ]∑
k=n+1

uk
k

+
`n

`[nλ] − `n
τn = τ[nλ] +

`n
`[nλ] − `n

τ[nλ] (3.7)

ve 0 < λ < 1 için

1

`n − `[nλ]

n∑
k=[nλ]+1

uk
k

+
`[nλ]

`n − `[nλ]
τ[nλ] = τn +

`[nλ]
`n − `[nλ]

τn (3.8)

eşitliklerinde her iki tarafın n → ∞ için limiti alınırsa sırasıyla (3.5) ve (3.6) elde edilir

ve ispat tamamlanır. �

Teorem 3.2.2. (uk) fuzzy sayı dizisi µ fuzzy sayısına logaritmik toplanabilir olsun. (uk)

dizisinin µ fuzzy sayısına yakınsak olması için gerek ve yeter şart her ε > 0 için bir

n0 = n0(ε) > 1 ve bir λ = λ(ε) > 1 vardır öyle ki

1

`[nλ] − `n

[nλ]∑
k=n+1

uk
k
� un − ε (n ≥ n0) (3.9)
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ve bir diğer 0 < λ < 1 vardır öyle ki

1

`n − `[nλ]

n∑
k=[nλ]+1

uk
k
� un + ε (n ≥ n0). (3.10)

İspat: (=⇒) (uk) fuzzy sayı dizisi µ fuzzy sayısına yakınsak olsun. O halde λ > 1 için

D

 1

`[nλ] − `n

[nλ]∑
k=n+1

uk
k
, un

 ≤ D

 1

`[nλ] − `n

[nλ]∑
k=n+1

uk
k
, µ

+D(µ, un)

ve 0 < λ < 1 için

D

 1

`n − `[nλ]

n∑
k=[nλ]+1

uk
k
, un

 ≤ D

 1

`n − `[nλ]

n∑
k=[nλ]+1

uk
k
, µ

+D(µ, un)

eşitsizlikleri ve Lemma 3.2.1 göz önüne alınırsa (3.9) ve (3.10) şartlarının sağlandığı

görülür.

(⇐=) (uk) dizisi µ sayısına logaritmik toplanabilir olsun ve (3.9), (3.10) şartları sağlansın.

(3.9) şartından verilen bir ε > 0 için bir n1 > 1 ve λ > 1 vardır öyle ki her n ≥ n1 için

1

`[nλ] − `n

[nλ]∑
k=n+1

uk
k
� un −

ε

3

sağlanır. Ayrıca

lim
n→∞

D

(
`n

`[nλ] − `n
τn,

`n
`[nλ] − `n

τ[nλ]

)
= 0

olduğundan bir n2 > 1 vardır öyle ki her n ≥ n2 için

D

(
`n

`[nλ] − `n
τn,

`n
`[nλ] − `n

τ[nλ]

)
≤ ε

3

olur. Böylece

`n
`[nλ] − `n

τn −
ε

3
� `n
`[nλ] − `n

τ[nλ] �
`n

`[nλ] − `n
τn +

ε

3

elde edilir. Ayrıca, lim
n→∞

τ[nλ] = µ olduğundan, bir n3 > 1 vardır öyle ki her n ≥ n3 için

D(τ[nλ], µ) ≤ ε
3

olur, yani

µ− ε

3
� τ[nλ] � µ+

ε

3

bulunur. (3.7) eşitliği göz önüne alınırsa , n4 = max{n1, n2, n3} olmak üzere her n ≥ n4

için

un −
ε

3
+

`n
`[nλ] − `n

τn � µ+
ε

3
+

`n
`[nλ] − `n

τn +
ε

3
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olduğundan her n ≥ n4 için

un � µ+ ε (3.11)

sağlanır.

Benzer şekilde (3.8) ve (3.10) şartları göz önüne alındığında, bir n∗4 > 1 vardır

öyle ki her n ≥ n∗4 için

un � µ− ε (3.12)

sağlanır. Böylece (3.11) ve (3.12) ifadelerini göz önüne alırsak her n ≥ max{n4, n
∗
4} için

µ− ε � un � µ+ ε

bulunur ve ispat tamamlanır. �

Tanım 3.2.2. (un) bir fuzzy sayı dizisi olsun. Eğer her ε > 0 için

uk � un − ε, (n0 ≤ n < k ≤ nλ)

olacak şekilde bir n0 ≥ 1 ve λ > 1 sayıları bulunabiliyorsa (un) dizisine logaritmik

toplanabilmeye göre yavaş azalan dizi denir.

Not 3.2.1. (un) fuzzy sayı dizisinin logaritmik toplanabilmeye göre yavaş azalan olması

için gerek ve yeter şart {u−n (α) | α ∈ [0, 1]} ve {u+n (α) | α ∈ [0, 1]} fonksiyon dizilerinin

logaritmik toplanabilmeye göre eş-yavaş azalan olmasıdır. Yani her ε > 0 için bir n0 ≥ 1

ve λ > 1 vardır öyle ki her α ∈ [0, 1] için

u−k (α)− u−n (α) ≥ −ε ve u+k (α)− u+n (α) ≥ −ε (n0 ≤ n < k ≤ nλ)

sağlanır.

Sonuç 3.2.1. (un) fuzzy sayı dizisi logaritmik toplanabilmeye göre yavaş azalan ise her

ε > 0 için bir n0 ≥ 1 ve 0 < λ < 1 vardır öyle ki n > n0 için

un � uk − ε, nλ ≤ k ≤ n (3.13)

sağlanır.

İspat: İspat için olmayana ergi metodunu kullanacağız. Fuzzy sayı dizisi (un) logaritmik

toplanabilmeye göre yavaş azalan olsun ve öyle bir ε0 > 0 olsun ki her 0 < λ < 1 ve

n0 ≥ 1 için

un � uk − ε0, (nλ ≤ k ≤ n) (3.14)
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olacak şekilde k ∈ N ve n > n0 değerleri bulunsun. Böylece, bir α0 ∈ [0, 1] vardır öyle

ki

u−n (α0) < u−k (α0)− ε0 veya u+n (α0) < u+k (α0)− ε0 (3.15)

olur. u−n (α0) ve u+n (α0) dizileri reel değerli logaritmik toplanabilmeye göre yavaş azalan

bir (xn) dizisinin sağlaması gereken

lim
λ→1−

lim inf
n→∞

min
nλ≤k<n

[xn − xk] ≥ 0 (3.16)

şartını sağlamaz. Bu da (un) dizisinin yavaş azalan olması ile çelişir ve ispat tamamlanır.

�

Logaritmik toplanabilmeye göre yavaş azalan bir fuzzy sayı dizisi (3.9) ve (3.10)

şartlarını sağlayacağından aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.2.2. Logaritmik toplanabilmeye göre yavaş azalan (un) fuzzy sayı dizisi µ ∈ E1

ye logaritmik toplanabilir ise µ ye yakınsaktır.

Teorem 3.2.3. H > 0 olsun. (un) fuzzy sayı dizisi her n ∈ N için

(n lnn)un � (n lnn)un−1 −H (3.17)

Landau tipi tek taraflı Tauber şartını sağlıyor ise logaritmik toplanabilmeye göre yavaş

azalandır.

İspat: Bir H > 0 için (n lnn)un � (n lnn)un−1 −H sağlansın. Böylece her α ∈ [0, 1]

için

u−n (α)− u−n−1(α) ≥ −H
n lnn

, u+n (α)− u+n−1(α) ≥ −H
n lnn

elde edilir. Diğer yandan her n < k ≤ nλ ve α ∈ [0, 1] için

u−k (α)− u−n (α) =
k∑

j=n+1

{
u−j (α)− u−j−1(α)

}
≥ −H

k∑
j=n+1

1

j ln j

≥ −H
∫ k

n

du

u lnu
= −H ln

(
ln k

lnn

)
≥ −H lnλ

sağlanır. Verilen bir ε > 0 için, λ := eε/H olarak alındığında n < k ≤ nλ ve α ∈ [0, 1]

için

u−k (α)− u−n (α) ≥ −ε
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bulunur. Benzer şekilde her n < k ≤ nλ ve α ∈ [0, 1] için

u+k (α)− u+n (α) ≥ −ε

elde edilebilir. Böylece her n < k ≤ nλ için

uk � un − ε̄

sağlanır ve ispat tamamlanır. �

Sonuç 3.2.2 ve Teorem 3.2.3 birlikte düşünüldüğünde aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.2.3. (un) fuzzy sayı dizisi µ ∈ E1 e logaritmik toplanabilir olsun. Eğer (un)

dizisi (3.17) şartını sağlarsa, o zaman (un) dizisi µ sayısına yakınsaktır.
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4. FUZZY SAYI DEĞERLİ FONKSİYONLARIN İNTEGRALLERİNİN CESÀRO

VE LOGARİTMİK TOPLANABİLMESİ

Bu bölümde fuzzy sayı değerli fonksiyonların integrallerinin Cesàro ve logaritmik

toplanabilmesi kavramlarını tanımlayacağız ve bu metotlar için Tauber şartları elde

edeceğiz.

4.1. Fuzzy Sayı Değerli Fonksiyonların İntegrallerinin Cesàro Toplanabilmesi

Bu kısımda fuzzy sayı değerli fonksiyonların genelleştirilmiş integralleri

için Cesàro toplanabilme metodunu tanımlayacağız. Ayrıca Cesàro toplanabilen

genelleştirilmiş integrallerin yakınsaması için yeterli şartları elde edeceğiz.

Tanım 4.1.1. f : [0,∞)→ E1 fuzzy sayı değerli sürekli bir fonksiyon ve

s(t) =

t∫
0

f(x)dx

olsun. s fonksiyonunun Cesàro ortalaması

σ(t) =
1

t

∫ t

0

s(u)du (4.1)

olarak tanımlanır. Bu durumda eğer limt→∞ σ(t) = µ olacak şekilde bir µ fuzzy sayısı

var ise ∫ ∞
0

f(x)dx (4.2)

integrali µ sayısına Cesàro toplanabilirdir denir. Ayrıca bu µ sayısı integralin Cesàro

toplamı olarak adlandırılır.

Teorem 4.1.1.
∞∫
0

f(x)dx integrali µ fuzzy sayısına yakınsak ise µ sayısına Cesàro

toplanabilirdir.

İspat: ∫ ∞
0

f(x)dx = µ

olsun. Bu durumda her ε > 0 için bir t0 > 0 vardır öyle ki t ≥ t0 için D(s(t), µ) < ε
2

olur. Ayrıca bir M > 0 vardır öyle ki t < t0 için D(s(t), µ) < M dir. Böylece

D(σ(t), µ) = D

(
1

t

∫ t

0

s(u)du, µ

)
= D

(
1

t

∫ t

0

s(u)du,
1

t

∫ t

0

µdu

)
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=
1

t
D

(∫ t

0

s(u)du,

∫ t

0

µdu

)
≤ 1

t

∫ t

0

D(s(u), µ)du

=
1

t

∫ t0

0

D(s(u), µ)du+
1

t

∫ t

t0

D(s(u), µ)du

≤ t0M

t
+
ε

2

(t− t0)
t

<
t0M

t
+
ε

2

elde edilir. Burada lim
t→∞

t0M
t

= 0 olduğundan bir t1 > 0 bulunabilir öyle ki t ≥ t1 için∣∣ t0M
t

∣∣ < ε
2

sağlanır. Böylece t2 = max{t0, t1} olarak seçildiğinde her t ≥ t2 için

D(σ(t), µ) < ε

sağlanır ve ispat tamamlanır. �

Teorem 4.1.1 nin tersi her zaman doğru değildir. Bunu aşağıdaki örneğimizle

görebiliriz.

Örnek 4.1.1. f : [0,∞) → E1 fuzzy sayı değerli fonksiyonu aşağıdaki şekilde

tanıımlansın.

(f(x))(t) =


(t− cosx)(x+ 1)2, cosx ≤ t ≤ cosx+ 1

(1+x)2
ise

2− (t− cosx)(x+ 1)2, cosx+ 1
(1+x)2

≤ t ≤ cosx+ 2
(1+x)2

ise

0, diger hallerde.

f fonksiyonunun α−seviye kümesi yardımıyla

f−α (x) = cos x+
α

(x+ 1)2
, f+

α (x) = cos x+
2− α

(x+ 1)2

bulunur. Buradan

s−α (t) =

∫ t

0

f−α (x)dx = sint+ α

(
1− 1

t+ 1

)
s+α (t) =

∫ t

0

f+
α (x)dx = sint+ (2− α)

(
1− 1

t+ 1

)
elde edilir. Böylece f fonksiyonunun integralinin Cesàro ortalamasının α−seviye kümesi
yardımıyla

σ−α (t) =
1

t

∫ t

0

s−α (u)du =
1

t

∫ t

0

(∫ u

0

f−α (x)dx

)
du = −cos t

t
+

1

t
+ α

(
1− ln(t+ 1)

t

)
σ+
α (t) =

1

t

∫ t

0

s+α (u)du =
1

t

∫ t

0

(∫ u

0

f+α (x)dx

)
du = −cos t

t
+

1

t
+ (2− α)

(
1− ln(t+ 1)

t

)
bulunur. O halde

lim
t→∞

σ−α (t) = α, lim
t→∞

σ+
α (t) = 2− α
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bulunur. Şimdi, [u]α = [α, 2 − α] olmak üzere limt→∞D(σ(t), u) = 0 olduğunu

gösterelim.

D(σ(t), u) = sup
α∈[0,1]

d ([σ(t)]α, [u]α)

= sup
α∈[0,1]

max
{∣∣σ−α (t)− u−(α)

∣∣ , |σ+
α (t)− ν+(α)|

}
= sup

α∈[0,1]
max

{∣∣∣∣−cos t

t
+

1

t
+ α

(
1− ln(t+ 1)

t

)
− α

∣∣∣∣ ,∣∣∣∣−cos t

t
+

1

t
+ (2− α)

(
1− ln(t+ 1)

t

)
− (2− α)

∣∣∣∣
}

= sup
α∈[0,1]

max

{∣∣∣∣−cos t

t
+

1

t
− α

(
ln(t+ 1)

t

)∣∣∣∣ ,∣∣∣∣−cos t

t
+

1

t
− (2− α)

(
ln(t+ 1)

t

)∣∣∣∣
}

= sup
α∈[0,1]

{∣∣∣∣−cos t

t
+

1

t
− (2− α)

(
ln(t+ 1)

t

)∣∣∣∣
}

=

∣∣∣∣−cos t

t
+

1

t
− 2

(
ln(t+ 1)

t

)∣∣∣∣
ifadesinde her iki tarafın t→∞ için limiti alınırsa limt→∞D(σ(t), u) = 0 olduğu görülür

ve böylece
∞∫
0

f(x)dx integrali

u(t) =


t, 0 ≤ t ≤ 1 ise

2− t, 1 ≤ t ≤ 2 ise
0, diğer hallerde

fuzzy sayısına Cesàro toplanabilirdir fakat
∞∫
0

f(x)dx integrali yakınsak değildir.

Şimdi Cesàro toplanabilme için verecek olduğumuz Tauber teoremlerin ispatında

gerekli olan bir lemma vereceğiz.

Lemma 4.1.1.
∞∫
0

f(x)dx integrali bir µ fuzzy sayısına Cesàro toplanabilir ise her λ > 1

için

lim
t→∞

1

λt− t

∫ λt

t

s(x)dx = µ (4.3)

ve her 0 < ` < 1 için

lim
t→∞

1

t− `t

∫ t

`t

s(x)dx = µ (4.4)

sağlanır.
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İspat: Aşağıdaki eşitlikleri göz önüne alalım.

1

λt− t

∫ λt

t

s(x)dx+
1

λ− 1
σ(t) = σ(λt) +

1

λ− 1
σ(λt), (4.5)

1

t− `t

∫ t

`t

s(x)dx+
`

1− `
σ(`t) = σ(t) +

`

1− `
σ(t). (4.6)

Bulunan (4.5) ve (4.6) eşitliklerinde her iki tarafın t → ∞ için limitini alırsak sırasıyla

(4.3) ve (4.4) eşitliklerini elde ederiz ve ispat tamamlanmış olur. �

Şimdi Cesàro toplanabilen bir fuzzy değerli fonksiyonun integralinin yakınsak

olması için gerek ve yeter şartları verelim.

Teorem 4.1.2. f : [0,∞) → E1 sürekli bir fonksiyon olsun.
∞∫
0

f(x)dx integrali bir

µ fuzzy sayısına Cesàro toplanabilir olsun.
∞∫
0

f(x)dx integralinin µ sayısına yakınsak

olması için gerek ve yeter şart her ε > 0 için bir t0 ≥ 0, λ > 1 ve 0 < ` < 1 bulunmasıdır

öyle ki her t > t0 için

1

λt− t

∫ λt

t

s(x)dx � s(t)− ε (4.7)

ve

1

t− `t

∫ t

`t

s(x)dx � s(t) + ε (4.8)

eşitsizlikleri sağlanır.

İspat: (=⇒)
∫∞
0
f(x)dx integrali µ fuzzy sayısına yakınsak olsun.

D

(
1

λt− t

∫ λt

t

s(x)dx, s(t)

)
≤ D

(
1

λt− t

∫ λt

t

s(x)dx, µ

)
+D(µ, s(t))

eşitsizliğinde (4.3) göz önüne alınırsa λ > 1 için

lim
t→∞

D

(
1

λt− t

∫ λt

t

s(x)dx, s(t)

)
= 0

olduğu görülür. Diğer yandan (4.8) nin geçerliliği (4.4) ifadesi yardımıyla benzer şekilde

gösterilebilir.

(⇐=)
∫∞
0
f(x)dx integrali µ fuzzy sayısına Cesàro toplanabilir olsun ve (4.7), (4.8)

sağlansın. (4.7) şartından, verilen bir ε > 0 için bir t1 ≥ 0 ve λ > 1 vardır öyle ki

her t > t1 için

1

λt− t

∫ λt

t

s(x)dx � s(t)− ε

3
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sağlanır. Ayrıca

lim
t→∞

D

(
1

λ− 1
σ(t),

1

λ− 1
σ(λt)

)
= 0

olduğundan bir t2 ≥ 0 vardır öyle ki her t > t2 için

D

(
1

λ− 1
σ(t),

1

λ− 1
σ(λt)

)
≤ ε

3

olur. Böylece

1

λ− 1
σ(t)− ε

3
� 1

λ− 1
σ(λt) � 1

λ− 1
σ(t) +

ε

3

elde edilir. Bunun yanında lim
t→∞

σ(λt) = µ olduğundan bir t3 ≥ 0 vardır öyle ki her t > t3

için D(σ(λt), µ) ≤ ε
3

kalır ki buradan

µ− ε

3
� σ(λt) � µ+

ε

3

elde edilir. Böylece (4.5) eşitliği göz önüne alındığında bir t4 = max{t1, t2, t3} vardır

öyle ki her t > t4 için

s(t)− ε

3
+

1

λ− 1
σ(t) � µ+

ε

3
+

1

λ− 1
σ(t) +

ε

3

sağlanır ve dolayısıyla

s(t) � µ+ ε (4.9)

elde edilir. Benzer şekilde (4.6) ve (4.8) şartları kullanılarak, bir t∗4 ≥ 0 bulunabilir öyle

ki her t > t∗4 için

s(t) � µ− ε (4.10)

elde edilir. Sonuç olarak (4.9) and (4.10) kullanılırsa t > max{t4, t∗4} için

µ− ε � s(t) � µ+ ε

bulunur ki bu da ispatı tamamlar. �

Tanım 4.1.2. f fuzzy sayı değerli bir fonksiyon olsun. Eğer her ε > 0 için

f(x) � f(t)− ε (t0 < t ≤ x ≤ λt)

olacak şekilde bir t0 ≥ 0 ve λ > 1 sayıları bulunabiliyorsa f fonksiyonuna yavaş azalan

fonksiyon denir.
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Not 4.1.1. Fuzzy sayı değerli f fonksiyonunun yavaş azalan olması için gerek ve yeter

şart {f−α (x) | α ∈ [0, 1]} ve {f+
α (x) | α ∈ [0, 1]} reel değerli fonksiyon ailelerinin

eş-yavaş azalan olmasıdır. Yani, her ε > 0 için bir t0 ≥ 0 ve λ > 1 vardır öyle ki her

α ∈ [0, 1] için

f−α (x)− f−α (t) ≥ −ε ve f+
α (x)− f+

α (t) ≥ −ε, (t0 < t ≤ x ≤ λt)

sağlanır.

Lemma 4.1.2. Fuzzy sayı değerli f fonksiyonu yavaş azalan ise her ε > 0 için bir t0 ≥ 0

ve 0 < λ < 1 vardır öyle ki her t > t0 için

f(t) � f(x)− ε, (λt ≤ x ≤ t) (4.11)

sağlanır.

İspat: İspatı olmayana ergi metodu ile yapacağız. Varsayalım ki fuzzy sayı değerli f

fonksiyonu yavaş azalan olsun ve bir ε0 > 0 bulunsun öyle ki her 0 < λ < 1 ve her

t0 ≥ 0 için

f(t) � f(x)− ε0, (λt ≤ x ≤ t) (4.12)

olacak şekilde x ve t > t0 sayıları mevcut olsun. Bu halde bir α0 ∈ [0, 1] vardır öyle ki

f−α0
(t) < f−α0

(x)− ε0 veya f+
α0

(t) < f+
α0

(x)− ε0 (4.13)

olur. Bu noktada Móricz’in reel değerli yavaş azalan fonksiyonlar için formülize etmiş

olduğu

lim
λ→1−

lim inf
t→∞

min
λt≤x≤t

[f(t)− f(x)] ≥ 0 (4.14)

şartını hatırlarız [22]. (4.13) deki hangi eşitsizliği seçersek seçelim f−α0
(t) ve

f+
α0

(t) fonksiyonlarından biri (4.14) şartını sağlamaz. Böylece f−α0
(t) ve f+

α0
(t)

fonksiyonlarından en azından biri yavaş azalan olmamış olur ki bu da fuzzy değerli f

fonksiyonunun yavaş azalan olması ile çelişir. �

Açıktır ki fuzzy sayı değerli f fonksiyonunun integral fonksiyonu s yavaş azalan

ise (4.7) ve (4.8) Tauber şartları sağlanır. Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.1.1.
∞∫
0

f(x)dx integrali µ fuzzy sayısına Cesàro toplanabilir ve f nin integral

fonksiyonu s yavaş azalan ise
∞∫
0

f(x)dx integrali µ ye yakınsaktır.
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Teorem 4.1.3. f , [0,∞) aralığı üzerinde fuzzy değerli bir fonksiyon olsun. Eğer

xf(x) � u, (x > x0) (4.15)

olacak şekilde negatif bir u fuzzy sayısı ve bir x0 ≥ 0 reel sayısı var ise s(t) =
t∫
0

f(x)dx

fonksiyonu yavaş azalandır.

İspat: Negatif bir u fuzzy sayısı ve x0 ≥ 0 reel sayısı için xf(x) � u sağlansın. Bu

durumda x > x0 için

xf−α (x) ≥ u−(α) ≥ u−(0), xf+
α (x) ≥ u+(α) ≥ u+(1) ≥ u−(0)

olur. Kolaylık adına H ≥ 0 olmak üzere u−(0) = −H alalım. O halde

xf−α (x) ≥ −H ⇒ f−α (x) ≥ −H
x
, xf+

α (x) ≥ −H ⇒ f+
α (x) ≥ −H

x

sağlanacağından λ > 1 ve x0 < t < x ≤ λt için

s−α (x)− s−α (t) =

∫ x

t

f−α (y)dy ≥ −H
∫ x

t

dy

y
= −H ln

x

t
≥ −H lnλ

ve

s+α (x)− s+α (t) =

∫ x

t

f+
α (y)dy ≥ −H

∫ x

t

dy

y
= −H ln

x

t
≥ −H lnλ

elde edilir. ε > 0 olmak üzere λ = eε/H alırsak her x0 < t < x ≤ λt için

s−α (x) ≥ s−α (t)− ε, s+α (x) ≥ s+α (t)− ε

eşitsizlikleri sağlanır ve böylece x0 < t < x ≤ λt için s(x) � s(t)− ε elde edilir. �

Şimdi teoremin şartını sağlayan bir örneği inceleyelim.

Örnek 4.1.2. f : [0,∞)→ E1 fonksiyonu

(f(x))(t) =

{
t

2−sinx , 0 ≤ t ≤ 2− sinx ise,

2− t
2−sinx , 2− sinx ≤ t ≤ 2(2− sinx) ise.

olarak verilsin. f fonksiyonunun α−kesitleri

f−α (x) = (2− sinx)α, f+
α (x) = (2− sinx)(2− α)

olarak bulunur. Böylece her α ∈ [0, 1] ve x > 0 için

xf−α (x) ≥ 0, xf+
α (x) ≥ 0

olduğundan xf(x) � 0 elde edilir ve s integral fonksiyonu yavaş azalandır.
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Theorem 4.1.3 ün bir sonucu olarak aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.1.2.
∫∞
0
f(x)dx integrali µ fuzzy sayısına Cesàro toplanabilir ve (4.15) şartı

sağlanıyorsa
∫∞
0
f(x)dx integrali µ ye yakınsaktır.

4.2. Fuzzy Sayı Değerli Fonksiyonların İntegrallerinin Logaritmik Toplana-

bilmesi

Fuzzy sayı değerli fonksiyonların integrallerinin logaritmik toplanabilmesi

aşağıdaki şekilde tanımlanır.

Tanım 4.2.1. f : [1,∞) → E1 fuzzy sayı değerli sürekli bir fonksiyon ve s(t) =
t∫
1

f(x)dx olsun. s fonksiyonunun logaritmik ortalaması

τ(t) =
1

ln t

∫ t

1

s(x)

x
du (4.16)

olarak tanımlanır. Bu durumda eğer limt→∞ τ(t) = µ olacak şekilde bir µ fuzzy sayısı

var ise ∫ ∞
1

f(x)dx (4.17)

integrali µ sayısına logaritmik toplanabilirdir denir. Ayrıca bu µ sayısı integralin

logaritmik toplamı olarak adlandırılır.

Teorem 4.2.1.
∞∫
1

f(x)dx integrali µ fuzzy sayısına yakınsak ise µ sayısına logaritmik

toplanabilirdir.

İspat: ∫ ∞
1

f(x)dx = µ

olsun. Bu durumda her ε > 0 için bir t0 > 1 vardır öyle ki her t ≥ t0 için D(s(t), µ) < ε
2

olur. Diğer yandan bir M > 0 vardır öyle ki her t < t0 için D(s(t), µ) < M dır. Böylece

D(τ(t), µ) = D

(
1

ln t

∫ t

1

s(x)

x
dx, µ

)
= D

(
1

ln t

∫ t

1

s(x)

x
dx,

1

ln t

∫ t

1

µ

x
dx

)
=

1

ln t
D

(∫ t

1

s(x)

x
du,

∫ t

1

µ

x
dx

)
≤ 1

ln t

∫ t

1

D(s(x), µ)

x
dx

=
1

ln t

∫ t0

1

D(s(x), µ)

x
dx+

1

ln t

∫ t

t0

D(s(x), µ)

x
dx
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≤ M
ln t0
ln t

+
ε

2

(ln t− ln t0)

ln t
< M

ln t0
ln t

+
ε

2

elde edilir. Eşitsizliğin sağ tarafı t sonsuza yaklaşırken sıfıra gittiğinden D(τ(t), µ) → 0

sağlanır ve ispat tamamlanır. �

Teorem 4.2.1 nin tersi her zaman doğru değildir. Bunu aşağıdaki örnekle

görebiliriz.

Örnek 4.2.1. f : [1,∞) → E1 fuzzy sayı değerli fonksiyonu aşağıdaki şekilde

tanımlansın.

(f(x)) (t) =


(t− sinx)x2, sinx ≤ t ≤ sinx+ 1

x2
ise,

2− (t− sinx)x2, sinx+ 1
x2
≤ t ≤ sinx+ 2

x2
ise,

0, diğer hallerde.

Buradan α−seviye kümeleri kullanılarak

f−α (x) = sin x+
α

x2
, f+

α (x) = sin x+
2− α
x2

s−α (t) =

∫ t

1

f−α (x)dx = − cos t+ cos 1 + α

(
1− 1

t

)
s+α (t) =

∫ t

1

f+
α (x)dx = − cos t+ cos 1 + (2− α)

(
1− 1

t

)
elde edilir. Buradan

lim
t→∞

τ−α (t) = lim
t→∞

1

ln t

∫ t

1

s−α (x)

x
dx = α + cos 1

ve

lim
t→∞

τ+α (t) = lim
t→∞

1

ln t

∫ t

1

s+α (x)

x
dx = 2− α + cos 1

olduğu görülür. u, α−seviye kümesi [u]α = [α+cos 1, 2−α+cos 1] olan bir fuzzy sayısı

olmak üzere limt→∞D(τ(t), u) = 0 sağlandığından
∞∫
1

f(x)dx integrali

u(t) =


t− cos 1, cos 1 ≤ t ≤ 1 + cos 1 ise,
−t+ 2 + cos 1, 1 + cos 1 ≤ t ≤ 2 + cos 1 ise,
0, diğer hallerde

fuzzy sayısına logaritmik toplanabilirdir. Fakat
∞∫
1

f(x)dx integrali yakınsak değildir.

Lemma 4.2.1.
∞∫
1

f(x)dx integrali bir µ fuzzy sayısına logaritmik toplanabilir ise her λ >

1 için

lim
t→∞

1

(λ− 1) ln t

∫ tλ

t

s(x)

x
dx = µ (4.18)
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ve her 0 < ` < 1 için

lim
t→∞

1

(1− `) ln t

∫ t

t`

s(x)

x
dx = µ. (4.19)

sağlanır.

İspat: λ > 1 için

1

(λ− 1) ln t

∫ tλ

t

s(x)

x
dx+

1

λ− 1
τ(t) = τ(tλ) +

1

λ− 1
τ(tλ), (4.20)

ve 0 < ` < 1 için

1

(1− `) ln t

∫ t

t`

s(x)

x
dx+

`

1− `
τ(t`) = τ(t) +

`

1− `
τ(t). (4.21)

eşitsizliklerini göz önüne alalım. (4.20) ve (4.21) eşitliklerinde her iki tarafın t→∞ için

limiti alınırsa sırasıyla (4.18) ve (4.19) eşitlikleri elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. �

Şimdi logaritmik toplanabilen bir fuzzy değerli fonksiyonun integralinin yakınsak

olması için gerekli ve yeterli şartları veren bir teoremi inceleyeceğiz.

Teorem 4.2.2. f : [1,∞) → E1 sürekli bir fonksiyon ve
∞∫
1

f(x)dx integrali bir µ fuzzy

sayısına logaritmik toplanabilir olsun.
∞∫
1

f(x)dx integralinin µ sayısına yakınsak olması

için gerek ve yeter şart her ε > 0 için bir t0 > 1, λ > 1 ve 0 < ` < 1 bulunmasıdır öyle

ki her t ≥ t0 için

1

(λ− 1) ln t

∫ tλ

t

s(x)

x
dx � s(t)− ε (4.22)

ve

1

(1− `) ln t

∫ t

t`

s(x)

x
dx � s(t) + ε (4.23)

sağlanır.

İspat: (=⇒)
∞∫
1

f(x)dx integrali µ fuzzy sayısına yakınsak olsun. λ > 1 için

D

(
1

(λ− 1) ln t

∫ tλ

t

s(x)

x
dx, s(t)

)
≤ D

(
1

(λ− 1) ln t

∫ tλ

t

s(x)

x
dx, µ

)
+D(µ, s(t))

ve 0 < ` < 1 için

D

(
1

(1− `) ln t

∫ t

t`

s(x)

x
dx, s(t)

)
≤ D

(
1

(1− `) ln t

∫ t

t`

s(x)

x
dx, µ

)
+D(µ, s(t))
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eşitisizlikleri ve Lemma 4.2.1 kullanılırsa sırasıyla (4.22), (4.23) ifadelerinin geçerli

olduğu görülür.

(⇐=)
∞∫
1

f(x)dx integrali µ fuzzy sayısına logaritmik toplanabilir olsun ve (4.22), (4.23)

şartları sağlansın. (4.22) şartından, verilen bir ε > 0 için bir t1 > 1 ve λ > 1 vardır öyle

ki her t ≥ t1 için

1

(λ− 1) ln t

∫ tλ

t

s(x)

x
dx � s(t)− ε

3

sağlanır. Ayrıca

lim
t→∞

D

(
1

λ− 1
τ(t),

1

λ− 1
τ(tλ)

)
= 0

olduğundan bir t2 > 1 vardır öyle ki her t ≥ t2 için

D

(
1

λ− 1
τ(t),

1

λ− 1
τ(tλ)

)
≤ ε

3

olur. Böylece

1

λ− 1
τ(t)− ε

3
� 1

λ− 1
τ(tλ) � 1

λ− 1
τ(t) +

ε

3

elde edilir. Bunun yanında lim
t→∞

τ(tλ) = µ olduğundan bir t3 > 1 vardır öyle ki her t ≥ t3

için D(τ(tλ), µ) ≤ ε
3

kalır ki buradan

µ− ε

3
� τ(tλ) � µ+

ε

3

elde edilir. Böylece (4.20) eşitliği göz önüne alındığında, bir t4 = max{t1, t2, t3} vardır

öyle ki her t ≥ t4 için

s(t)− ε

3
+

1

λ− 1
τ(t) � µ+

ε

3
+

1

λ− 1
τ(t) +

ε

3

sağlanır ve dolayısıyla

s(t) � µ+ ε (4.24)

elde edilir. Benzer şekilde (4.21) ve (4.23) ifadeleri kullanılırsa bir t∗4 > 1 bulunabilir öyle

ki her t ≥ t∗4 için

s(t) � µ− ε (4.25)

bulunur. Sonuç olarak (4.24) and (4.25) kullanılırsa her t ≥ max{t4, t∗4} için

µ− ε � s(t) � µ+ ε

bulunur ki bu da ispatı tamamlar. �
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Tanım 4.2.2. f fuzzy sayı değerli bir fonksiyon olsun. Eğer her ε > 0 için

f(x) � f(t)− ε, (t0 < t ≤ x ≤ tλ)

olacak şekilde bir t0 ≥ 1 and λ > 1 sayıları bulunabiliyorsa f fonksiyonuna logaritmik

anlamda yavaş azalan fonksiyon denir.

Not 4.2.1. Fuzzy sayı değerli f fonksiyonunun logaritmik anlamda yavaş azalan olması

için gerek ve yeter şart {f−α (x) | α ∈ [0, 1]} ve {f+
α (x) | α ∈ [0, 1]} reel değerli fonksiyon

ailelerinin logaritmik anlamda eş-yavaş azalan olmasıdır yani her ε > 0 için bir t0 ≥ 1 ve

λ > 1 vardır öyle ki her α ∈ [0, 1] için

f−α (x)− f−α (t) ≥ −ε ve f+
α (x)− f+

α (t) ≥ −ε (t0 < t ≤ x ≤ tλ)

sağlanmasıdır.

Lemma 4.2.2. Fuzzy sayı değerli f fonksiyonu logaritmik anlamda yavaş azalan ise her

ε > 0 için bir t0 ≥ 1 ve 0 < λ < 1 vardır öyle ki her t > t0 için

f(t) � f(x)− ε, (tλ ≤ x ≤ t) (4.26)

sağlanır.

İspat: İspatı olmayana ergi metodu ile yapacağız. Varsayalım ki fuzzy sayı değerli f

fonksiyonu logaritmik anlamda yavaş azalan olsun ve bir ε0 > 0 bulunsun öyle ki her

0 < λ < 1 ve her t0 ≥ 1 için

f(t) � f(x)− ε0 (tλ ≤ x ≤ t) (4.27)

olacak şekilde x ve t > t0 sayıları mevcut olsun. Bu halde bir α0 ∈ [0, 1] vardır öyle ki

f−α0
(t) < f−α0

(x)− ε0 veya f+
α0

(t) < f+
α0

(x)− ε0 (4.28)

olur. Bu noktada Móricz’in reel değerli logaritmik anlamda yavaş azalan fonksiyonlar için

formülize etmiş olduğu

lim
λ→1−

lim inf
t→∞

min
tλ≤x≤t

[f(t)− f(x)] ≥ 0 (4.29)

şartını hatırlarız. (4.28) göz önüne alındığında f−α0
(t) ve f+

α0
(t) fonksiyonlarından en

az biri (4.29) şartını sağlamaz. Böylece f−α0
(t) ve sf+

α0
(t) fonksiyonlarından en az

biri logaritmik anlamda yavaş azalan olmamış olur ki bu da fuzzy sayı değerli f
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fonksiyonunun logaritmik anlamda yavaş azalan olması ile çelişir. �

Açıktır ki fuzzy sayı değerli f fonksiyonunun s integral fonksiyonu logaritmik

anlamda yavaş azalan ise (4.22) ve (4.23) Tauber şartları sağlanır. Böylece aşağıdaki

sonuç elde edilir.

Sonuç 4.2.1.
∞∫
1

f(x)dx integrali µ fuzzy sayısına logaritmik toplanabilir ve f nin s

integral fonksiyonu logaritmik anlamda yavaş azalan ise integral
∞∫
1

f(x)dx integrali µ

ye yakınsaktır.

Teorem 4.2.3. f , [1,∞) aralığı üzerinde fuzzy değerli bir fonksiyon olsun. Eğer x > x0

için

(x lnx)f(x) � u (4.30)

olacak şekilde negatif bir u fuzzy sayısı ve bir x0 ≥ 1 reel sayısı var ise s(t) =
t∫
1

f(x)dx

fonksiyonu logaritmik anlamda yavaş azalandır.

İspat: Negatif bir u fuzzy sayısı ve x0 ≥ 1 reel sayısı için (x lnx)f(x) � u sağlansın.

Bu durumda x > x0 için

x lnxf−α (x) ≥ u−(α) ≥ u−(0), x lnxf+
α (x) ≥ u+(α) ≥ u+(1) ≥ u−(0)

olur. Kolaylık adına H ≥ 0 olmak üzere u−0 = −H alalım. O halde

x lnxf−α (x) ≥ −H ⇒ f−α (x) ≥ −H
x lnx

, x lnxf+
α (x) ≥ −H ⇒ f+

α (x) ≥ − H

x lnx

sağlanacağından λ > 1 ve x0 ≤ t < x ≤ tλ için

s−α (x)− s−α (t) =

∫ x

t

f−α (y)dy ≥ −H
∫ x

t

dy

y ln y
= −H ln

(
lnx

ln t

)
≥ −H lnλ

s+α (x)− s+α (t) =

∫ x

t

f+
α (y)dy ≥ −H

∫ x

t

dy

y ln y
= −H ln

(
lnx

ln t

)
≥ −H lnλ

elde edilir. ε > 0 olmak üzere λ := eε/H seçilirse x0 ≤ t < x ≤ tλ için

s−α (x) ≥ s−α (t)− ε, s+α (x) ≥ s+α (t)− ε

eşitsizlikleri sağlanır ve x0 ≤ t < x ≤ tλ olmak üzere s(x) � s(t)− ε bulunur. �

Theorem 4.2.3 ün bir sonucu olarak aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.2.2.
∞∫
1

f(x)dx integrali µ fuzzy sayısına logaritmik toplanabilir ve (4.30) şartı

sağlanıyorsa
∞∫
1

f(x)dx integrali µ sayısına yakınsaktır.
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Lisans : Abant İzzet Baysal Üniversitesi, Matematik Bölümü, 2010

Yüksek Lisans : Erciyes Üniversitesi, Matematik Bölümü, 2012

Mesleki Deneyim
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