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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZINi
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x reel sayisinin tam kismi

Dogal sayilar kiimesi
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(nx,,) dizisi sifira yakinsak

(z,,) dizisi sinirh

(nx,,) dizisi smirh

f nin integral fonksiyonunun Cesaro ortalamasi

f nin integral fonksiyonunun logaritmik ortalamasi
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OZET
Doktora Tezi
Fuzzy Say1 Uzayinda Dizi ve Integraller icin Toplanabilme Metotlar
Enes YAVUZ
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Fen Bilimleri Enstitiisii
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Damsman: Prof. Dr. Hiisamettin COSKUN

Bu tez dort boliimden olugsmaktadr.

Birinci boliim olan giris boliimiinde tezin konusunu olusturan foplanabilme
metodu ve fuzzy kiime kavramlart hakkinda bilgi verilerek tezin Onemi ve amaci
belirtilmistir.

Ikinci boliimde, tezde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ugiincii boliimde, fuzzy sayi dizilerinin Abel toplanabilmesi kavrami tanimlanmis
ve Abel toplanabilme ile ilgili Tauber tipi sonuglar elde edilmistir. Ayrica fuzzy sayi
dizileri i¢in logaritmik toplanabilme tanimlanmis ve logaritmik toplanabilme i¢in Landau
tek tarafl1 ve yavag azalan tip Tauber sartlar verilmisgtir.

Doérdiincii boliimde, fuzzy sayr degerli fonksiyonlarin integrallerinin Cesaro
toplanabilmesi ve logaritmik toplanabilmesi kavramlari tanitilmig ve bu metotlar i¢in
Landau tek tarafl1 ve yavag azalan tip Tauber sartlar elde edilmistir.

Bu tezin orjinal boliimleri tigiincii ve dordiincii boliimlerdir.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy say1 dizisi, Fuzzy say1 degerli fonksiyon, Toplanabilme
metotlari, Tauber tipi teoremler
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This thesis consists of four chapters.

In first chapter, the concepts of summability method and fuzzy set are introduced.
Also, the purpose and significance of thesis are asserted.

In second chapter, basic definitions and theorems used in thesis are given.

In third chapter, Abel summability of sequences of fuzzy numbers is defined and
Tauberian results for Abel summability method are given. Also, logarithmic summability
of sequences of fuzzy numbers is defined and Landau one-sided, slowly decreasing type
Tauberian conditions are given.

In fourth chapter, Cesaro summability method and logarithmic summability
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1. GIRIS

Matematigin bir¢cok bransinda verilen bir sonsuz serinin yakinsakliginin
bilinmesinden daha cok toplaminin bulunmasi dnemlidir. Yakinsak bir serinin toplaminin
belirlenmesi her zaman kolay olmayabilir. Ayrica 1raksakligi bilinen bir serinin
uygun bir toplama yakinsamasi istenebilir. Bu nedenle iraksak bir serinin uygun bir
toplama yakinsamasi i¢in olusturulan toplanabilme metotlarindan faydalanilabilir. Bir
toplanabilme metodu genellikle verilen bir serinin kismi toplamlar dizisinin ortalamasini
alma islemidir. Ornegin; > a,, serisinin kismi toplamlar dizisi (s,) ise (s,) nin limiti
yerine bunun aritmetik ortalamasi olan

81+82+"'+8n
On = )
n

dizisinin limitine bakilabilir. Eger lim o,, = a ise ) a,, serisi a ya Cesaro toplanabilirdir
denir ve bu metoda da Cesaro toplanabilme metodu adi verilir. Toplanabilme teorisi,
Ernesto Cesaro’ nun 1890 yilinda bu metodu tanimladig1 ¢alismasiyla baglamigtir [1].
Cesaro metodu kisa zaman iginde uygulama alan1 bulmustur. Ornegin, 1900 y1linda Lipot
Fejer, Fejer Teoremi olarak bilinen LP(0,27) fonksiyon uzayindaki bir f fonksiyonuna

karsilik gelen Fourier serisinin f ye Cesaro toplanabildigini gostermistir [2].

Kuvvet serileri yardimiyla olusturulmasi bakimindan 6énemli diger bir metod ise
Abel toplanabilme metodudur. |z| < 1ig¢in > a,z" kuvvet serisinin bir f fonksiyonuna

yakinsak olmasi halinde, f toplam fonksiyonu

n=0
olarak yazilabileceginden (s,,) nin bir agirlikli ortalamasidir. Eger, lim, - f(z) = a ise
a ya Y a, serisinin Abel toplami veya > a, serisi a ya Abel toplanabilirdir denir. Bu
durumda, » a,, = a(A) yazilir. Bu iki metodun diginda Riesz, Norlund, Euler ve Borel
metotlar1 gibi bir¢cok toplanabilme metodu tanimlanmig ve yine bu metotlar da Fourier
analizi, olasilik teorisi, yaklagim teorisi, kuantum mekanigi ve sabit nokta teorisi gibi

alanlarda uygulanmistir [3-6].

Toplanabilme metotlarindan herhangi biri yardimiyla toplanabilen bir seri
yakinsak olmayabilir. Boyle bir serinin hangi sartlar altinda yakinsak olacaginin

belirlenmesi yeni bir aragtirma konusu olmustur. Bu sekilde serinin terimleri iizerine



konulan sartlara Tauber sartlar1 ve ilgili teoremlere de Tauber tipi teoremler denir. Bu
tip bir teorem ilk olarak 1897 yilinda Alfred Tauber [7] tarafindan verilmekle birlikte
esas ¢aligmalar 1910 larda Hardy ve Littlewood tarafindan yapilmistir [8-12]. Bir ¢cok
matematikcinin ilgilendigi bu teori hakkinda pekcok calisma yapilmistir [3,13-17].

J5° f(x)dx genellestirilmis integrali, > a, sonsuz serisinde (a,) dizisi yerine
stirekli bir f : [0,00) — R fonksiyonunun alinmasi seklinde diisiiniilebilir. Bu nedenle
sonsuz seriler i¢cin tamimlanan toplanabilme metotlarinin benzerleri genellestirilmis
integraller i¢in verilebilir. Ornegin, verilen bir [ f(x)dx integrali i¢in s(t) = f(f f(z)dzx
ise s = s(t) fonksiyonunun Cesaro ortalamasi

1

o(t) = ¥/0 s(u)du, t € (0,00)

olarak tanimlanir. Eger lim, ., 0(f) = a olacak sekilde bir « € R varsa [~ f(x)dx
integrali a ya Cesaro toplanabilirdir denir. Genellestirilmis integraller i¢in verilen
toplanabilme metotlarmin ilki olan Cesaro toplanabilme metodu Titchmarsh [18]
tarafindan tanitilmistir. Bircok matematikc¢inin dikkatini ¢ceken bu calismanin ardindan
integraller i¢in bazi toplanabilme metotlar1 ve bunlara ait Tauber tipi teoremler verilmistir
[19-29]. Ayrica verilen bu metot ve teoremlerin Fourier integrallerine uygulamasi da

mevcuttur [30-33].

1965 yilinda Azeri bilim insam1 Profesor Lotfi Aliasker Zadeh’ in Fuzzy kiime
kavramin tanitmasindan sonra bu alandaki ¢alismalar h1z kazanmistir. [34]. Matematigin
hemen hemen her bransinda fuzzy kiime teorisiyle ilgili calismalar olmakla birlikte Analiz
bransinda fuzzy say1 dizileri ve serileri tamimlanmis [35-48], ve bunlarin yakinsaklik
kriterleri verilmistir [49-57]. Ayrica fuzzy say1 degerli fonksiyonlarin integralleri ve
genellestirilmis integralleri tizerine ¢calismalar yapilmistir [5S8—62]. Bu ¢alismalarda, fuzzy
say1 degerli dizi, seri ve integrallerin klasik analizde oldugu gibi, pek az bir kisminin
yakinsak oldugu goriiliir. Bu nedenle 1raksak fuzzy say1 degerli dizi, seri ve integralleri
icin de toplanabilme metotlarinin arastirilmasi ve bu metotlara iligkin Tauber tipi sartlarin

belirlenmesi 6nem arzetmektedir.

Bu calismada; fuzzy say1 degerli dizi, seri ve integraller i¢in toplanabilme metot-

larinin tanitilmasi ve bunlarla ilgili Tauber tipi teoremlerin verilmesi amag¢lanmaktadir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Fuzzy Sayilari ile Tlgili Tanim ve Teoremler

Bu kisimda once aralik sayilart ve fuzzy sayilari ile onlar iizerindeki cebirsel
islemler ve bu islemlerin bazi 6zellikleri verilmistir. Daha sonra fuzzy sayi dizisi
tanimlanmus ve ilgili teoremler verilmistir.

Tamm 2.1.1. Bir aralik
[a,b] ={r eR:a <z <b} (2.1)
ile tanimlanan reel sayilarin kapali ve sinirli bir alt kiimesidir.

Bir A araliginin ug noktalart A~ ve A" ile gosterilir. Boylece A = [A~, A*] olur.
Bir a reel sayisi [a, a] araligiyla es tutulur. R iizerindeki biitiin araliklarin kiimesi K ile
gosterilir. Araliklar say1 gibi diistiniiniilerek onlar tizerindeki siralama bagintisi ve cebirsel
islemler sdyle tanimlanir:

Reel say1 araliklar arasindaki kismi siralama bagintisi
A<B& A" <B ve A" <B*

seklinde tanimlanir.

A ve B gibi iki araligin C' = A + B toplami
C-=A"+B ve C"=A"+B"
seklinde tanimlanir. Bagka bir yolla aralik tanim1 kullanilarak

A" <a< A" ve B-<b< B*

A"+ B <a+b< At + B
elde edilir. Boylece
A+B={a+b:a€ A, be B}

olmasi sebebiyle iki araligin toplaminin yine bir aralik oldugu goriiliir.

Bir A araliginin negatifi

—A=—-[A" JAf]={-a:a€ A}



olarak tanimlanir. A ve B araliklarinin farki
B—A=B+(-A)={b—a:a€Abe B}
seklinde tanimlanir. Daha kisa olarak araliklarin toplam ve fark islemleri

[A=,A*]+[B",B"|=[A"+ B ,A" + BY]
(A=, A" —[B~,B"|=[A" — B, A" — B7]

seklinde yazilabilir.

Sifir1 ihtiva etmeyen bir A araliginin tersi ise

1 1

— =< A}

A {a @<
seklinde tanimlanir. O zaman

el
olur.

A ve B araliklarinin A - B ¢arpimi
A-B={a-b:a€ Abe B}
olarak tanimlanir. A - B ¢arpiminin baglangi¢ ve bitim noktalari sirastyla

(A-B)” =min{A~-B~, AT-B*, A~ . BT, At. B},
(A-B)Y =max{A~-B~, At -B", A~.BY A*.B7}

esitlikleriyle verilir.

A ve B araliklar arasindaki d( A, B) uzaklig
d(A,B) = max{|A~ — B7| ,|A" — B*|}

seklinde tanimlanir.

(2.2)

Teorem 2.1.1. (2.2) esitlifinde tanimlh d doniisiimii ile (K, d) bir tam metrik uzaydir [35].

Tanmm 2.1.2. Asagidaki sartlar1 saglayan R tizerindeki bir
u: R —[0,1]

fonksiyonuna bir fuzzy sayis1 denir:



1. u, normaldir. Yani en az bir 2y € R i¢in u(z() = 1’dir.

2. u, konvekstir. Yani Vz,y € R ve VA € [0, 1] igin,
u(Az + (1 = N)y) > min {u(z), u(y)}.

3. wu, ustten yar siireklidir.

4. [u]p = {x € R: u(x) > 0} kompakt bir kiimedir [63].

Bir u fuzzy sayisinin a-seviye kiimesi,

{{xER:u(:p)za}, 0<a<lise

[u]a =

{reR:u(z) >0}, a=0ise
seklinde tanimlanir. Herhangi bir r reel sayisi,
0={3 17

seklinde taniml bir 7 fuzzy sayis1 gibi diisiiniiliir. R {izerindeki biitiin fuzzy sayilarinin
kiimesi E! ile gosterilir ve fuzzy say1 uzay1 olarak isimlendirilir.

Acik olarak u € E' olmasi igin gerek ve yeter sart her bir o € [0, 1] igin [u],
kiimesinin bos olmayan, kapal1 ve sinirli bir aralik olmasidir.
Teorem 2.1.2. (Fuzzy Sayilarimin Temsil Teoremi)
u € E' ve her bir a € [0,1] i¢in [u], = [u™ (a),ut ()] olsun. O zaman agagidaki sartlar

saglanir:

1. u™(a); (0, 1] tizerinde sinurli, soldan siirekli ve azalmayan bir fonksiyondur.

(
ut(«); (0, 1] iizerinde sinirli, soldan siirekli ve artmayan bir fonksiyondur.

2

(
2. u™(
3. u”(a) ve u™ («) fonksiyonlar1, & = 0 noktasinda sagdan siireklidir.
4 um (1) <ut(1).

Tersine; v ve 3, (1) — (4) sartlarin1 saglayan iki fonksiyon ise, 0 zaman

olacak sekilde bir tek u € E* vardir. y ve 3’ya karsilik gelen u fuzzy sayist;

u:R —[0,1], u(x) =sup{a:y(a) <z < p(a)}

olarak tanmimlanir [64].

Bundan sonraki kisimda, fuzzy sayilari i¢in bazi tanimlar ve onlar iizerindeki

cebirsel islemler verilmistir.



Tamm 2.1.3. u,v € E" olsun. Eger Vo € R i¢in u(z) = v(z) ise u ile v fuzzy sayilar

esittir denir ve u = v yazilir. Bu tamim seviye kiimeleri yardimiyla,
u=uv < Ya € |0,1]icin [u], = [v]q

seklinde ifade edilir.

Tamm 2.1.4. u,v € E! olmak iizere, E* iizerindeki kismi siralama bagintis
u=v & Vael0,1]icin [u]y = [v]a
& Vae[0,1]iginu (o) <v (a) veu'(a) < vt (a)
seklinde tanimlanir. Kesin kiigiikliik bagintisi ise
u=<veu=vvedag € [0,1]iginu () < v (ap) veyaut(ag) < v ()

seklindedir [65].

Eger u < v ve u = v bagmtilarindan her ikisi de gerceklesmiyorsa, u ve v fuzzy
sayilart kiyaslanamaz denir ve u ¢ v yazilir.
Tanmm 2.1.5. « € E" olsun. Eger x > 0 olan her z igin u(x) = 0 ise u fuzzy sayisina

negatif fuzzy sayisi denir.

Acik olarak u negatif bir fuzzy sayisi ise u < 0 olur.

u,v € E' iki fuzzy sayisi olsun. Bu fuzzy sayilarinin
(i) u + v cebirsel toplamlari,
utv=w & (W= [ula+ [V]a
& w(a)=u (a)+v (a) vew (a) =ut(a) +v(a),
(i1) u — v farklari,
u—v=w & [wy=I[uls—[v]a
& w (o) =u (a)—vT(a) vew'(a) =ut(a) —v (a),

(ii1) wv ¢arpimlari,

her a € [0, 1] igin
w (o) = min{u (a)v(a),u (a)vT (), ut (a)v (a),u (a)vT(a)},

wh(a) = max{u (a)v (a),u (a)v(a),u" (a)v(a),u (a)vt(a)}.



(iv) w sayisiin k skalart ile carpimu,
[ku]o = k[ula

seklinde tanimlanir.

Egeru e E've 0 ¢ {t € R: u(t) > 0} ise, 0 zaman

) -t () -2

biciminde tanimlidir. Yukarida tanimli islemlere gore fuzzy sayilarinin sahip oldugu bazi

cebirsel ozellikler asagida not edilmistir.

Teorem 2.1.3.

(i) Toplama islemine gore birim eleman 0 dir.
(ii) Toplama islemine gore u # 7, r € R fuzzy sayilarinin ters elemani yoktur.

(iii) a,b € Rveu € E* olsun. Eger a,b > 0 veya a,b < 0 ise 0 zaman
(a+b)u = au+bu

esitligi gecerlidir. Herhangi bir a, b € R i¢in bu esitlik gecerli olmayabilir.
(iv) Herhangi bir a € R ve u,v € E' i¢in

a(u+v) =au+ av
esitligi gecerlidir.
(v) Herhangi bir a,b € R ve u € E? i¢in
a(bu) = (ab)u
esitligi gecerlidir [66].
Teorem 2.1.4. v, v, w € E' ve k € R olsun. O zaman
(1) uv =vu
(i) (wv)w = u(vw)
(iii) ku = ku
esitlikleri saglanir [67].
Teorem 2.1.5. u,v,w € E! olsun. Eger u sayis1 0 ile kiyaslanabilir ve v, w sayilar1 0
aym tarafinda, yani v = 0,w >= 0 veya v < 0,w = 0 ise, 0 zaman

u(v+w) = uv + uw

esitligi gecerlidir [67].



E! iizerindeki kismi siralama bagintisinin bazi dzellikleri asagida not edilmistir.

Lemma 2.1.1. u,v,w € E" olsun.

(1) Egeru < v, v < wise, 0o zaman u = w olur.
(i) Egeru X w, v X eise, 0 zaman u + v X w + e olur.

(iii) Eger u = 0 ve v = w ise, 0 zaman uv > ww olur [67].

Bir fuzzy sayr dizisinin limitini tanimlamak ic¢in Oncelikle fuzzy sayilar
izerindeki metrigi tanimlamak gerekir. Asagida once bu metrik, daha sonra ise fuzzy
say1 dizilerinin yakinsakligi ile ilgili tanim ve teoremler verilmistir.

u,v € E' ve d, (2.2) esitligindeki gibi olsun. O zaman v ile v arasindaki D(u, v)
uzakligi,

D(u,v) = sup d([u]a; [v]a) = sup max{|u"(a) = v (a)], [u" (@) = v" (e[}
ael0,1] a€l0,1]
seklinde tanimlanir. D metriginin tanimindan
D(u,0) = sup max{|u”(a)], [u" (@)} = max{|u~(0)|, [u"(0)[}
agc|0,
oldugu goriiliir. D metriginin bazi 6zellikleri asagida siralanmisgtir.

Lemma 2.1.2. u bir fuzzy sayis1 olsun ve a, b reel sayilari i¢in ab > 0 saglansin. O halde
D(au,bu) = |a — b|D(u,0)

dir [69].

Teorem 2.1.6. u,v,w, z € E' ve k € R olsun. O zaman,

(i) (E', D) tam metrik uzaydir,
(ii) D(ku,kv) = |k|D(u,v),
(iii) D(u+ v, w+v) = D(u,w),
(iv) D(u+v,w + 2z) < D(u,w) + D(v, 2),
v) |D(u,0) — D(v,0)| < D(u,v) < D(u,0) + D(v,0) [66].
Tamm 2.1.6. Bir fuzzy say1 dizisi N = {0, 1, 2, ...} dogal sayilar kiimesi ve deZer kiimesi

E' fuzzy say1 uzayi olan bir fonksiyondur [35].

Biitiin fuzzy say1 dizilerinin kiimesi w(F’) ile gosterilir.
Tamm 2.1.7. (u,) C E' bir fuzzy say1 dizisi ve v9 € E' olsun. Eger her ¢ > 0

verildiginde her n > nq iken D(u,,vy) < € olacak sekilde en az bir ny € N bulunabiliyor



ise, (uy,) dizisi vy’a yakinsaktir denir ve

lim w,, = vy veya u,, — vy, (n — o)
n—oo

yazilir. Bu tantm matematiksel olarak

lim w, = vy < Ve >0, Ing € N> Vn > ngicin D(un,v9) < €

n—oo

seklinde ifade edilir [35].

D metriginin tanimina gore; (u,,) fuzzy say1 dizisi vy fuzzy sayisina yakinsak ise,
o zaman (u;, () ve (u; («)) fonksiyon dizileri, sirastyla v, (o) ve vg (o) fonksiyonlarina
0, 1] aralig1 tizerinde diizgiin yakinsaktir.

Tanim 2.1.8. Bir ug fuzzy sayisinin € yarigapl K (ug, €) komsulugu,
K(ug,e) = {u € E' : D(u,ug) < e}

kiimesi olarak tanimlanir [35].
Teorem 2.1.7. u = (u,,) dizisi yakinsak ise, sadece bir limit noktas vardir [35].

Teorem 2.1.8. n > ng iken u,, =< w, = v, olacak sekilde bir no € N mevcut ve
limu,, = limwv, = o
n n

ise, o zaman lim,, w,, = pg elde edilir [35].

Tanm 2.1.9. u = (u,,) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger {u,, : n € N} kiimesi sinirli ise,
(uy,) dizisi stmirhdir denir. Yani, Vn € Ni¢in m < u,, < M esitsizliklerini saglayan m ve
M fuzzy sayilart mevcutsa, (u,) dizisi sinirlidir denir.

Acgik olarak bir (u,) fuzzy say1 dizisinin siirhiligi, sup, .y D(u,,0) < oo

olmasina denktir [35].

Sinirl fuzzy say1 dizilerinin kiimesi £ (F') ile gosterilir.
Teorem 2.1.9. Yakinsak bir fuzzy sayi dizisi sinirlidir [35].
Tamm 2.1.10. « = (u,) bir fuzzy say1 dizisi ve (n;) da dogal sayilarin artan bir dizisi
olsun. O zaman (u,, ) dizisine, (u,) dizisinin bir alt dizisi denir [35].
Teorem 2.1.10. Bir fuzzy sayr dizisi yakinsak ise her alt dizisi de ayni noktaya
yakinsaktir [35].

Teorem 2.1.11. lim, u,, = a, lim, v, = b ve k € R olsun. O zaman



1. lim(u, Fv,) =aFb,
2. lim(ku,) = ka,

3. lim(u,vy,) =

4. lim(u,/v,) = a/b (Vn € Nigin 0 ¢ [v,]o, O & [b]o icin) [35].

Tamm 2.1.11. v = (u,) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 verildiginde her
n,m > ng iken D(u,,u,,) < ¢ olacak sekilde en az bir ny € N bulunabiliyor ise, (u,,)

dizisine bir Cauchy dizisi denir [36].

Tanm 2.1.12. u = (u,) bir fuzzy say1 dizisi ve her bir n € N i¢in

n
Sp — E U
k=0

olsun. Eger (s,,) bir p fuzzy sayisina yakinsak ise, o zaman fuzzy sayilarinin ) uy, serisi p
sayisina yakinsaktir denir ve D -, uy = p yazilir. Agik olarak > /7 uy, serisi 41 sayisina

yakinsak ise,
. —(n) — - : () — 7t
lim Y Sy (@) = p(a) ve lim Y uf(a) = pt(a),
k=0 k=0
yakinsamalar1 o € [0, 1] ya gore diizgiindiir. Tersine;

D ug (@) = p (@) ve > uf(a) = pt(a)

serileri v ya gore diizgiin yakinsak ise, o zaman

aralig1 bir fuzzy sayis1 tammlar ve ;1 = > uy, olur [58].

Ayrica ) uy, fuzzy sayi serisinin kismi toplamlar dizisi (s,,) smrlt ise, o zaman
> uy, serisine sinirlidir denir. Sinirh seri olusturan fuzzy sayi dizilerinin uzayini bs(F') ve
yakinsak seri olugturan fuzzy say1 dizilerinin uzayimi da cs(F') ile gosterecegiz.
Teorem 2.1.12. > uy ve Y vy fuzzy sayr serileri yakinsak ise D (D> ug, > vx) <
> D(uy, vx) esitsizligi saglanir [40].

Teorem 2.1.13. (uy) bir fuzzy say1 dizisi olmak iizere, Y D(uy, 0) < oo ise Y uy serisi

yakinsaktir [40].
Lemma 2.1.3. (uy), (v) € w(F) ve o € R ise agagidaki ifadeler saglanir:

(i) Eger (ug) € cs(F) ise o zaman uy, — 0 dir.
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(i) (ug) € cs(F') olmast igin gerek ve yeter sart n — coigin >~ . u, — 0 olmasidir.
(iii) Eger (ux), (vg) € cs(F) ise o zaman ), (uy, + vg) = >, up + Y, U dir.
(iv) >, oup =)y, u [57].

2.2. Fuzzy Say1 Degerli Fonksiyonlar ile Tlgili Tanim ve Teoremler

Bu kisimda fuzzy say1 degerli fonksiyonlar i¢in limit kavramu, siireklilik kavrama,
Riemann integrallenebilme kavrami ve ilgili tanim ve teoremler verilecektir. Bu noktada
belirtmeliyiz ki fuzzy say1 uzayindaki limiti yukarida tanimlanmis olan D metrigine gore
alacagiz.
Tamm 2.2.1. f : [a,b] — E' fuzzy say1 degerli bir fonksiyon ve xy € [a, b] verilsin.
e > 0 alalim. Eger |x — x| < ¢ sartim saglayan her = € [a, b icin D(f(x), f(xo)) < €
olacak sekilde bir § = d(¢) > 0 sayisi bulunabiliyorsa, f fuzzy say1 degerli fonksiyonuna
xo noktasinda siireklidir denir. Eger f, [a, b] araliginin biitiin noktalarinda siirekli ise f ye
a, b] tizerinde siireklidir denir.
Tanmm 2.2.2. f, bir [a,b] kapali aralifinda tanimli fuzzy say1 degerli bir fonksiyon
olsun. Verilen her ¢ > 0 sayist igin, [a, b]’nin ||P|| < 0 kosulunu saglayan her P =

{zo,x1,...,2,} parcalanmasi ve ¢; nin [z5_1, x;] aralifindaki her se¢imi i¢in

D (i f(Ck)Al’k,I) <e¢€

olacak sekilde bir § > 0 ve I € E' sayilar1 mevcut ise f fuzzy say1 degerli fonksiyonuna
[a, b] kapal1 aralig1 tizerinde Riemann integrallenebilirdir denir [68].

Teorem 2.2.1. f : [a,b] — E' fuzzy say1 deZerli fonksiyonu a—seviye kiimesi

[f(@)]a = [fs (2), fo ()]

olan stirekli bir fonksiyon ise ff f(z)dz integrali E* de mevcuttur ve

/b flx)dz| = /b fo (z)dz, /b fa (z)dz (2.3)

dir [68].
Teorem 2.2.2. f : [a,b] — E' ve g : [a,b] — E' fuzzy say1 degerli fonksiyonlar siirekli

ise asagidaki ifadeler gecerlidir.
b b b
(i) a ve [ reel sayilar olmak iizere [(af(z)+pBg(x))dx =« [ f(x)dz+f [g(x)dz dir.

a a

11



(ii) a < ¢ < b olmak tizere fbf(x)dx = fcf(m)dm + fb f(z)dx dir.

(iii) F(z) = D(f(x),g(x)) olarak tamml1 F' : [a,b] — R, fonksiyonu [a, b] iizerinde

D ]f@ﬂx]g@ﬂx S/F@Mx

(iv) = € [a,b] i¢in [ f(t)dt siireklidir.

surekli ve

dir.

b b
(v) Herz € [a,b] i¢in f(z) < g(x) ise [ f(z)dx < [ g(x)dz dir [69].
Tamm 2.2.3. a bir reel say1 ve f fuzzy say1 degerli fonksiyonu her bir ¢ > a igin [a, t]

araliginda integrallenebilir olsun.

lim /t f(z)dx (2.4)

t—o00

ifadesine f fuzzy say1 degerli fonksiyonunun [a, o] iizerindeki genellestirilmis integrali

denir ve

/mf®wx 2.5)

ile gosterilir. Eger (2.4) deki limit £* de varsa (2.5) integrali yakinsak, limit yoksa integral
wraksaktir denir [69].
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3. FUZZY SAYI DIZILERININ ABEL VE LOGARITMIK TOPLANABILMESI

Bu boliimde, fuzzy say: dizileri i¢in Abel ve logaritmik toplanabilme kavramlarini
tamimlayacagiz. Ayrica Abel ve logaritmik toplanabilen dizilerin yakinsak olabilmesi i¢in

gerek ve yeter Tauber sartlar1 verecegiz.

3.1. Fuzzy Sayi Dizilerinin Abel Toplanabilmesi
Fuzzy sayi dizilerinin Abel toplanabilme metodunu asagidaki sekilde tanimlariz.
Tamm 3.1.1. (uy,) bir fuzzy say1 dizisi ve her € [0,1) igin >, , uxa” serisi yakinsak

olsun. Eger

lim (1 —x Zukm =l 3.1

x—>1—
k=0

ise (uy) dizisi p fuzzy sayisina Abel toplanabilirdir denir.
Teorem 3.1.1. (uy) fuzzy say1 dizisi p fuzzy sayisina yakinsak ise, (uy) dizisi p sayisina

Abel toplanabilirdir.

Ispat: (u;) dizisi p fuzzy sayisina yakinsak olsun. (u) simrli oldugundan D (uy, 0) < K

olacak sekilde bir K pozitif sayist vardir. O halde her = € [0, 1) igin

o0 i o B oo K
ZD(ukxk,O) = ZD(uk,O)xk < KZxk =7=
k=0 k=0 k=0

esitsizligi yazilabilir ve D77, uyz® serisi Teorem 2.1.13 den dolay1 yakinsaktir. Diger

yandan verilen bir ¢ > 0 sayisi i¢in her N = N(e) vardir 6yle ki her n > N ig¢in
D(un, pr) < § saglanir. Ayrica (uy) sinirh oldugundan D(uy, ) < M olacak sekilde bir
M > 0 vardir. Boylece Teorem 2.1.12 den

D((l—x)Zukxk,u> = D((l—x)Zukxk,(l—x)Z/wk>
< (1—-=x ZDuk,

= (1-ux) Z D(uy, p)z* + (1 — ) Z D(uy, p)x”

k=0 k=N+1

< (1—2)M(N+1)+

2

elde edilir. 0 = 5 segilirse = € (1 —9,1) iken

(NI
D ((1 — ) Zukxk,u) <e€

k=0
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saglanir ve ispat tamamlanur. |

Teorem 3.1.1 in tersi genel olarak saglanmayabilir.

Ornek 3.1.1. k& > 1igin

(28/t— (—1)F,  (=1)F <t < (=1)%+ ()" ise,
up(t) = b (=1)F + (%)k St<3- (%)k 18¢,

2431, 3—(3)" <t <3ise,

0, diger hallerde

\
ve up(t) = 2 seklinde tammli (uy,) fuzzy say1 dizisini géz oniine alalim. (u;,) dizisinin

a-seviye kiimesi

o= [l (2 - (2]

olarak bulunur. Simdi Y -, uxa* serisinin yakinsakhigini inceleyelim. Her k£ € N i¢in
D(ug,0) < 3 oldugundan Y,°  uzz” serisinin her z € [0,1) i¢in yakinsak oldugu
Teorem 3.1.1 in ispatindakine benzer sekilde gosterilebilir. Ayrica

kz_:uk Z k+z<w> T w— (0<z<1),

k=0

- n k_oo r e a:r)k_ 3 2
— N 3sk — (— _ _ O<z<l1
;uk(a)x kz:% v kZ% 2 l—-2 2—-—oazx ( . )

serileri « ya gore diizgiin yakinsak oldugundan Tanim 2.1.12 den dolay1 f(z) = > upa”

serisi yakinsaktir ve [f(z)], = [1+x + 2 i — 2] din

Bizim amacimiz [¢], = [0, 3] olmak iizere, lim, ;- (1 — z) f(z) = p oldugunu
gostermektir. Bunun i¢in

D((1—x)f(x),p) = sup d([(1—2x)f(2)la: [1]a)

a€gl0,1]
= sup max{H(l—x)f(x)]_(a)_ﬂ_(a”’

a€gl0,1]
[(1=2) f(2)]*(a)—pF ()|}
{'1—37 2(1 —x) '2(1—x) }

= sup max +

agl0,1] 14+ 2—ax 2—ax

l—z 2(1—=x)

= sup +

acp1]| 1+ 2—ax

l—z 2(1—ux)
_|_
1+ 2—x
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elde edilebilir ki, bu da lim,_,;- D((1 — x) f(z), ) = 0 yani lim, ;- (1 — z)f(z) = p
oldugunu gosterir. Boylece (uy) dizisi p fuzzy sayisina Abel toplanabilirdir, fakat (uy)
fuzzy sayi dizisi yakinsak degildir.

Tamm 3.1.2. > 7wy, bir fuzzy say1 serisi ve 0 < z < 1 olmak iizere Y -, upz”
yakinsak olsun. Eger

lim Zukx = (3.2)

rz—1—

ise >, uy serisine 41 fuzzy sayisina Abel toplanabilirdir denir.
Teorem 3.1.2. > wuy fuzzy sayr serisi v fuzzy sayisina yakinsak ise v ye Abel

toplanabilirdir.

Ispat: >y fuzzy say serisi v fuzzy sayisina yakinsak olsun. (uy,) simrli oldugundan
> oo ukz” serisinin her x € (0, 1) i¢in yakinsak oldugu Teorem 3.1.1 in ispatindakine
benzer sekilde gosterilebilir.

(8n), > uy serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. »_ u; = v oldugundan (s,)

dizisi v ye yakinsaktir ve Teorem 3.1.1 den

lim (1 — =z Zskx =v 3.3)

D urt v | = Supd upz® v,

= sup max Zuk a)r*—v(a)], Zu;(a)xk—l/*(a)
a€l0,1] k=0

= sup max< (1 —=x Zs;(a)x’“—y ()],
a€l0,1] k=0

k=0
oldugundan lim > wzz*® = v saglanir ve > wu; fuzzy sayr serisi v ye Abel
z—17 p—0
toplanabilirdir. [ |
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Abel toplanabilen her serinin yakinsak olmasi gerekmedigi asagidaki ornekten
goriilebilir.

Ornek 3.1.2. k£ > 1igin

(Y= (DhF+2, (—1)F — g5 <t < (—1)F - Lise,
=1 (—1)F = & <t < (=1 + g ise,
U = .
wcom b (~1)f 4 gt << (—1)F + K ise,
L0, diger hallerde
ve k = 0 icin

L 0<t< % ise,

uo(t) = ﬁ—l, %StSZise,

0, diger hallerde

olacak sekilde ) | uy, fuzzy sayi serisini goz oniine alalim. (uy) dizisinin a-seviye kiimesi

1
2k(ar + 1)

ok —2

[unle = | (=1)" + ==, (=1)" +

olarak bulunur ve ) uy serisinin iraksak oldugu goriiliir.
Simdi Y upx” serisinin karakterini inceleyelim. Her £ € N igin D(uy,0) < 2
oldugundan, 77, uxz"® serisinin her € [0,1) i¢in yakinsak oldugu Teorem 3.1.1 in

ispatindakine benzer sekilde gosterilebilir. Diger yandan [0, 1) araliginda

kzouk(a)x _kz:;( 7) +; 2k _1+x+2—ax 2—x
SRS ENEDY L
— — 2k( a+1 T 1tz (2—z)(a+1)

serileri o ya gore diizgiin yakinsak oldugundan f(x) = > upa® yakinsaktir ve

1 2 4 1 2
@) (e) = 1+$+2—a:r_2—x @l ) = 1+a:+(2—a:)(oz+1)
olur.
Amacmiz [v], = [1+52 —4,1+ ?} olmak iizere lim, ,;- f(x) = v

oldugunu gostermektir.

D(f(z),v) = sup d([f(2)]a;[V]a)

a€l0,1]

= sup max {|[f(@)]" (@) — v (@)]. [[f @) (@) — v ()]}

a€l0,1]
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1 2 4 1 2 ‘
= sup — - == 4
a€l0,1] l—i-l’ 2—@1' 2—$ 2 2—CY
1

1
1+ * 2—zx
oldugundan lim,_,;- D(f(z),v) = 0 bulunur ve lim,_,;- f(z) = v elde edilir. Boylece
>y, serisi v fuzzy sayisina Abel toplanabilirdir fakat yakinsak degildir.

Simdi Abel toplanabilme i¢in bir Tauber tipi teorem ispatlayacagiz.
Teorem 3.1.3. > u;, fuzzy serisi v fuzzy sayisina Abel toplanabilir ve D(uy,,0) = o(1/k)

ise > uy = v dir.

Ispat: S u, fuzzy serisi v fuzzy sayisina Abel toplanabilir ve D(uy,0) = o(1/k) olsun.
>~ uy, Abel toplanabilir oldugundan her = € [0,1) igin >_ up2® = f(z), E* de mevcut ve
lim, - f(z) = v diir. Teorem 2.1.12 den

D(sp,v) < D(sn,f(x))—i—D(f(x),l/):D(;uk,gukxk) + D(f(x),v)
< D <Z uzu> D (iu0> + D)0
< > Dl +D<Z wat 0>+D(f() 2
< kZ:](l—xk)D ., 0 (kZHka 0) + D(f(x),v)
< (1-ua) ZkD ., 0 +D<Z uz" 0>+D(f( ) V)

olur. f(z) = 372 uga” serisi (0, 1) arahginda tanimh oldugundan & = 1 — 5 alinarak
devam edilirse

D(sn,v) < n+1ZkDuk,O)+D(i uk<1n_1~_1)k,0>+D(f<1n_li_1),y)

k=n-+1

1 n ~ [eS) B 1 k 1
k=0 k=n-+1
n k
1 1 1
P -
< n+1kZ:0kD ;0 ( +1> +D(f( n+1)’”)
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elde edilir. Bu noktada D(uy,0) = o(1/k) oldugundan

i) Birny € N vardir dyle ki her n > ny i¢in nD(u,,0) < £
ii) Bir ny € N vardir dyle ki her n > ns igin n%l > o kD(ug, 0) < §
iii) Bir n3 € N vardir 8yle ki her n > ngi¢in D (f (1 — n_-H) v) <%
sartlar1 saglanmir. O halde bir ng = max{n;,ny,ng} vardir dyle ki her n > ng igin
D(s,,v) < € olur ve ispat tamamlanir. [ |

Sonug 3.1.1. Y uy fuzzy serisi v fuzzy sayisina Abel toplanabilir ve D(u, 0) = O(1/k)
ise (ug) € bs(F) dur.

Ispat: (s,), > u serisinin kismi toplamlar dizisi ve f(x) = > uz2* olsun. Uggen
esitsizligi yardimiyla

D(s,,0) < D(s,,v) + D(v,0)
yazilabilir. Burada v bir fuzzy sayisi oldugundan D(v,0) < M; olacak sekilde bir M; €

R vardir. Diger yandan
Z kD(ug,0) (1 — . ' +D(f1- 1 v
’ n+1 n+1)’

k: n+1

D(sp,v) <

1 n
]fD uk,
n+ 1kZ:0
oldugunu biliyoruz. Ayrica kD (uy,0) = O(1) oldugundan

i) nD(u,,0) < M,
ii) =5 > kD(ug,0) < M
k=0
iii) D (f(1—-+5),v) < Ms

olacak sekilde My, My > 0 sayilar1 vardir. Boylece D(s,,0) < 2My + M3 + M yani
(ug) € bs(F') elde edilir. [ |
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3.2. Fuzzy Sayi Dizilerinin Logaritmik Toplanabilmesi

Bu bolimde fuzzy sayr dizileri i¢in logaritmik toplanabilme metodunu
tanimlayacak ve bu metot icin Tauber tipi teorem ve sonuclar elde edecegiz.
Tamm 3.2.1. (uy,) bir fuzzy say1 dizisi olsun. £, = >_;_ + olmak iizere (u) dizisinin

logaritmik ortalamast (7,,)

1 - UL
n = — — 3.4
™= i (3.4)
k=1
olarak tanimlanir. Eger
lim 7, =
n—oo

olacak sekilde bir p fuzzy sayisi varsa (uy) fuzzy sayr dizisi p degerine logaritmik
toplanabilirdir denir.
Teorem 3.2.1. (uy) fuzzy sayi dizisi i fuzzy sayisina yakinsak ise, o zaman (uy,) dizisi p

sayisina logaritmik toplanabilirdir.

Ispat: w; — £ olsun. Bu durumda verilen her € > 0 igin bir ny € N vardir 6yle ki her
n > ng igin D(un, pr) < § kalir. Ayrica (u,,) stmrli oldugundan bir A/ > 0 vardir dyle ki

her n < ng i¢in D(uy,, 1) < M olur. Boylece

D(l %u) < L5 Dl )

bn k=1 bn k=1 k
1 Dlug,p) | 1~ D(ug, )
- RS ND DRt
k=1 k=no+1
MKl ¢ 1
< T Xitw Xk
k=1 k=no+1
elde edilir. Burada
M1
— - =0
L 2k

no 1

oldugundan, bir n; € N vardir dyle ki her n > n; icin % pe1 x < 5 olur. Boylece

ny = max{ng, ny } alinirsa her n > ny i¢in
D ! Zn: el <e
£ k’ ) /"L

bulunur ve ispat tamamlanr. |

Teoremin tersi saglanmayabilir.
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Ornek 3.2.1. u ve v fuzzy sayilar1 asagidaki gibi verilsin.

1 —¢? te[-1,0]1 —t+1 t €10, 1] ise,
u(t) = , w[ ,0] ise, ot) = +1, W[, | ise
0, diger hallerde 0, diger hallerde.
(ug) fuzzy sayr dizisini (uy) = (u,v,u,v,---) olarak tanimlayalim. (uy) dizisinin

logaritmik ortalama dizisi (7,,) nin a-seviye kiimeleri

—1 n

1 1 1
[TQn]a_[( 1—a Q_Z 1—04)62”2%]

k=0 k=1

ve
n n

[7—2n+1]a:[(— 1—a) ! 22]{1_’_1(1—04) 1 Zglk]

£2n+1 £2n+1

olarak bulunur. Dolayisiyla (u,,) dizisi w = “TJ’”

fuzzy sayisina logaritmik toplanabilirdir
fakat yakinsak degildir.

Lemma 3.2.1. (uy) fuzzy say1 dizisi p fuzzy sayisina logaritmik toplanabilir ise her A >

1 i¢in
lim — — =pu (3.5)
n—00 é[nA] é a—t k
veher 0 < A\ < 1ligin
) 1 "Ly,
lim —— — =pu (3.6)
saglanir.
Ispat: \ > 1icin
(i SR ¢
Ly =7, — 7, 3.7
log — b 2= & T g, T T g g, G7)
k=n+1
ve 0 < A < 1ligin
1 u U f[n)\] g[n*
-_— —t — =T+ —m 3.8
i 2 R T :8)
k=[nA]+1

esitliklerinde her iki tarafin n — oo i¢in limiti alinirsa sirasiyla (3.5) ve (3.6) elde edilir
ve ispat tamamlanr. |
Teorem 3.2.2. (uy) fuzzy say1 dizisi p fuzzy sayisina logaritmik toplanabilir olsun. (uy)
dizisinin p fuzzy sayisina yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart her ¢ > 0 icin bir
nog = no(e) > 1 ve bir A = A(¢) > 1 vardir oyle ki

(]

e Y w2 ) (3.9)

]



ve bir diger 0 < A < 1 vardir 6yle ki

n

1 Uk _
k=[n*]+1

Ispat: (=) (uy) fuzzy sayi dizisi ;. fuzzy sayisina yakinsak olsun. O halde A > 1 icin
D _ Z % | <D Z + D(, uy)
k ) n — g[nA] _ g - n+1 Y IL[/ ILL7 n

ve 0 < A < 1ligin

n

1 U 1 Uk
D|——— — Uy | <D —F— - D(p,
‘, _g[ Z k » U = én—f[nx] Z k |+ D(p, un)

n?] k=[n*]+1 k=[n*]+1

n

esitsizlikleri ve Lemma 3.2.1 g6z oniine alinirsa (3.9) ve (3.10) sartlarinin saglandigi
gortliir.
(<=) (uy) dizisi p sayisina logaritmik toplanabilir olsun ve (3.9), (3.10) sartlari saglansin.
(3.9) sartindan verilen bir € > 0 i¢in bir n; > 1 ve A > 1 vardir dyle ki her n > n, i¢in
1 % Uk o
by — b k=n-+1 4

saglanir. Ayrica

( (
lim D " " =
nos (fw] - TW]) 0

oldugundan bir ny > 1 vardir 8yle ki her n > ns icin

l, 4, €
-D ns n S o
(EM " Uy — | ”) 3
olur. Boylece
l, g - l, = l, N £
— T T /TN X —Th + =
Uo) =l " 3 = gy = "l — 6 T3

elde edilir. Ayrica, lim 7,5 = p oldugundan, bir n3 > 1 vardir 6yle ki her n > n3 i¢in
n—oo

D(7pp, 1) < 5 olur, yani

5
=T [A]j,u—f——

a 3

oalml

bulunur. (3.7) esitligi goz oniine alinirsa , ny = max{ny, ny, n3} olmak iizere her n > ny

icin

5
3 o T3 L 0TS



oldugundan her n > ny i¢in
Up S W+ E (3.11)

saglanir.

Benzer sekilde (3.8) ve (3.10) sartlar1 géz Oniine alindiginda, bir nj > 1 vardir

Oyle ki her n > nj i¢in

Up = 4 —E (3.12)

bulunur ve ispat tamamlanir. |

Tanm 3.2.2. (u,,) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger her £ > 0 i¢in
U = U, — €, (ng <n<k<n)

olacak sekilde bir ny > 1 ve A > 1 sayilar1 bulunabiliyorsa (u,) dizisine logaritmik
toplanabilmeye gore yavas azalan dizi denir.

Not 3.2.1. (u,,) fuzzy say1 dizisinin logaritmik toplanabilmeye gore yavas azalan olmasi
icin gerek ve yeter sart {u,, (o) | a € [0, 1]} ve {u;} () | & € [0, 1]} fonksiyon dizilerinin
logaritmik toplanabilmeye gore es-yavas azalan olmasidir. Yani her € > 0 i¢in bir ng > 1

ve A > 1 vardir dyle ki her a € [0, 1] i¢in
uy (@) —u, (@) > —e  ve uf(a) —ul(a)>—¢ (no <n<k<nh)

saglanir.
Sonug 3.2.1. (u,) fuzzy say1 dizisi logaritmik toplanabilmeye gore yavas azalan ise her

e > 0iginbirnyg > 1 ve 0 < A < 1 vardir dyle ki n > ng i¢in

Up > U — E, n<k<n (3.13)
saglanir.
Ispat: Ispaticin olmayana ergi metodunu kullanacagiz. Fuzzy sayi dizisi (u,,) logaritmik

toplanabilmeye gore yavas azalan olsun ve Oyle bir ¢g > 0 olsun ki her 0 < A < 1 ve

ny > 1igin

Uy % wy, — Zo, (n* <k <n) (3.14)
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olacak sekilde k£ € N ve n > ng degerleri bulunsun. Boylece, bir o, € [0, 1] vardir 6yle
ki

u, (ap) < uy () —eo  veya u(ag) < ujf () — eo (3.15)

olur. u,, (cvg) ve u; (ayp) dizileri reel degerli logaritmik toplanabilmeye gére yavas azalan

bir (x,,) dizisinin saglamasi gereken

lim liminf min [z, —xx] >0 (3.16)
A—=1— n—=oo pAlk<n

sartin1 saglamaz. Bu da (u,,) dizisinin yavag azalan olmasi ile celigir ve ispat tamamlanir.
|

Logaritmik toplanabilmeye gore yavas azalan bir fuzzy sayi dizisi (3.9) ve (3.10)
sartlarin1 saglayacagindan asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 3.2.2. Logaritmik toplanabilmeye gore yavas azalan (u,,) fuzzy say1 dizisi 4 € E*
ye logaritmik toplanabilir ise ;v ye yakinsaktir.

Teorem 3.2.3. H > 0 olsun. (u,,) fuzzy say1 dizisi her n € N i¢in

(nlnn)u, = (nlnn)u,; — H (3.17)

Landau tipi tek tarafli Tauber sartin1 saglhyor ise logaritmik toplanabilmeye gore yavas

azalandir.

Ispat: Bir # > 0igin (nInn)u, = (nlnn)u, ; — H saglansin. Boylece her a € [0, 1]
icin
-H

nlnn

-H

nlnn’

(@) =y (@) =

U (@) =y () 2

n—1
elde edilir. Diger yandan her n < k < n* ve a € [0, 1] igin

u(0) —up(0) = > {uy(@)—u (@)} = —H > ﬂLj

k
> —H/ du :—HlnGn—k>2—Hln)\

ulnu nn

saglamir. Verilen bir ¢ > 0 icin, A := e/ olarak alindiginda n < k < n* ve a € [0, 1]

icin
4y (@) — uy (a) >
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bulunur. Benzer sekilde her n < k < n* ve a € [0, 1] igin

elde edilebilir. Boylece her n < k < n* igin
Uk ™~ Uy — E

saglanir ve ispat tamamlanir. |
Sonug 3.2.2 ve Teorem 3.2.3 birlikte diisiiniildiigiinde asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 3.2.3. (u,) fuzzy say1 dizisi © € E' e logaritmik toplanabilir olsun. Eger (u,,)

dizisi (3.17) sartin1 saglarsa, o zaman (u,,) dizisi x4 sayisina yakinsaktir.
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4. FUZZY SAYI DEGERLI FONKSIiYONLARIN INTEGRALLERININ CESARO
VE LOGARITMIK TOPLANABILMESI

Bu boliimde fuzzy say1 degerli fonksiyonlarin integrallerinin Cesaro ve logaritmik
toplanabilmesi kavramlarini tanimlayacagiz ve bu metotlar i¢in Tauber sartlari elde

edecegiz.

4.1. Fuzzy Say1 Degerli Fonksiyonlarin Integrallerinin Cesaro Toplanabilmesi

Bu kisimda fuzzy sayir degerli fonksiyonlarin genellestirilmis integralleri
icin Cesaro toplanabilme metodunu tanimlayaca8iz. Ayrica Cesaro toplanabilen
genellestirilmig integrallerin yakinsamast i¢in yeterli sartlari elde edecegiz.

Tanmm 4.1.1. f : [0,00) — E' fuzzy say1 degerli siirekli bir fonksiyon ve

t
s(t) = /f(x)dx
0
olsun. s fonksiyonunun Cesaro ortalamast

o(t) = %/Ots(u)du 4.1)

olarak tanimlanmir. Bu durumda eger lim, ., o(t) = p olacak gekilde bir p fuzzy sayis

var ise

/OO f(x)dx (4.2)
0

integrali p sayisina Cesaro toplanabilirdir denir. Ayrica bu p sayist integralin Cesaro

toplam1 olarak adlandirilir.

Teorem 4.1.1. [ f(z)dz integrali p fuzzy sayisina yakinsak ise p sayisia Cesaro
0

toplanabilirdir.

Ispat:
/ f(x)dz = p
0

olsun. Bu durumda her € > 0 igin bir ¢y > 0 vardir dyle ki ¢ > tg icin D(s(t), ) < 5

olur. Ayrica bir M > 0 vardir 6yle ki ¢ < ¢ icin D(s(t), u) < M dir. Boylece

Dlottin) = (3 [ stwdun)

_ DG /Ots(u)du,%/ot,udu>
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S

( / ' s(u)du, / t ,udu)

< 1 [ Dt mas
_ /D du—i—l/tD(s(u),,u)du

to

t—1 toM ¢
elt—t) _t n

—_

t 2t t 2

IN

elde edilir. Burada lim toM = 0 oldugundan bir ¢; > 0 bulunabilir dyle ki £ > ¢; icin

t—o00

‘ - ‘ < 5 saglamr. Boylece t, = max{t,t} olarak segildiginde her ¢ > , igin
D(o(t), ) < ¢

saglanir ve ispat tamamlanir. |
Teorem 4.1.1 nin tersi her zaman dogru degildir. Bunu agagidaki 6rnegimizle
gorebiliriz.
Ornek 4.1.1. f : [0,00) — E' fuzzy say1 degerli fonksiyonu asagidaki sekilde
tanuimlansin.
(t —cosz)(x + 1), cos:c<t<cos:c+ﬁ ise

(f(x))(t) =492 —(t —cosz)(z+ 1) cosx + (1+ 7 St <cosT+ g ) ise
diger hallerde.

f fonksiyonunun a—seviye kiimesi yardimiyla

2 —«
(x4 1)2

fo (x) = cosz + fiH(x) = cosz +

a
(x + 1)

:/Otf;(a;)da::sintjta(l—t_’_%)

elde edilir. Boylece f fonksiyonunun integralinin Cesaro ortalamasinin av—seviye kiimesi

yardimiyla
N <1 B ln(tt+ 1))

on(t) = 1/Otsa /(/ P dx) S
i = 1 [swn=] [ ([ 6 dx)ducost Lo (1- D)

bulunur. O halde

bulunur. Buradan

lim o, (t) = a, lim o} (t) =2 — «
t—o0 t—00
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bulunur. Simdi, [u], = [a,2 — «] olmak iizere lim; ,o, D(co(t),u) = 0 oldugunu

gosterelim.
D(o(t),u) = sup d([o(t)]a,[u],)
a€l0,1]
= sup max {|o, (t) —u ()], |og (t) — v (a)l}
a€l0,1]
‘ cost 1 < In(t + 1))
= sup max< |— +-+4af(l———F) —qaf,
a€l0,1] t t t
t 1 In(t+1
'—COS Ll 2-a) (1—M) _(@2-a) }
t t t
‘ cost 1 (ln(t—kl))‘
= sup max{ |— +-—« ,
a€(0,1] t t t

- s L e (M)

1 | 1
_&Su__Q(@)‘

t t t

ifadesinde her iki tarafin ¢ — oo i¢in limiti alinirsa lim;_, o, D (o (t), u) = 0 oldugu goriiliir

ve boylece [ f(x)dx integrali
0

t, 0<t<l1lise
u(t) =492 —t, 1<t<2ise
0, diger hallerde

fuzzy sayisina Cesaro toplanabilirdir fakat [ f(x)dx integrali yakinsak degildir.
0

Simdi Cesaro toplanabilme i¢in verecek oldugumuz Tauber teoremlerin ispatinda
gerekli olan bir lemma verecegiz.

Lemma 4.1.1. | f(x)dz integrali bir u fuzzy sayisina Cesaro toplanabilir ise her A > 1
0

icin
1 At
tlggo N1, s(z)dr = p 4.3)
ve her 0 < ¢ < 1igin
1 t
tlgg ey ; s(x)dr = p (4.4)

saglanir.
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Ispat: Asagidaki esitlikleri goz 6niine alalim.
1 At

)\t_t t

s(z)dx + o(t) =o(At) + (), 4.5)

A—1

ﬁ Z: s(x)dz + &a(ét) — o)+ ——o(t). 4.6)

Bulunan (4.5) ve (4.6) esitliklerinde her iki tarafin ¢ — oo icin limitini alirsak sirasiyla
(4.3) ve (4.4) esitliklerini elde ederiz ve ispat tamamlanmis olur. |
Simdi Cesaro toplanabilen bir fuzzy degerli fonksiyonun integralinin yakinsak

olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar1 verelim.

Teorem 4.1.2. f : [0,00) — E" siirekli bir fonksiyon olsun. [ f(z)dz integrali bir
0

w fuzzy sayisina Cesaro toplanabilir olsun. [ f(z)dz integralinin p sayisina yakinsak
0
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her € > 0 icin birtyg > 0, A > 1 ve 0 < ¢ < 1 bulunmasidir

oyle ki her ¢ > %, i¢in

1 At
y g s(x)dx = s(t) — ¢ 4.7
i t
ve
1 t
oy s(x)dx < s(t)+E (4.8)
- o

esitsizlikleri saglanir.

Ispat: (=) Iy f(x)dx integrali y fuzzy sayisina yakinsak olsun.

D (ﬁ /t/\ts(x)dx,s(t)) <D (ﬁ /t)\ts(x)dx,u) + D(u, s(t))

esitsizliginde (4.3) goz Oniine alinirsa A > 1 icin

1 At
tlggoD (m/t s(x)dx, s(t)> =0
oldugu goriiliir. Diger yandan (4.8) nin gecerliligi (4.4) ifadesi yardimiyla benzer sekilde

gosterilebilir.
(=) fooo f(x)dx integrali p fuzzy sayisina Cesaro toplanabilir olsun ve (4.7), (4.8)
saglansin. (4.7) sartindan, verilen bir ¢ > 0 i¢in bir ¢; > 0 ve A > 1 vardir 6yle ki

her ¢t > t; i¢in



saglanir. Ayrica

lim D <)\ila(t), /\ila(/\t)) —0

t—o00

oldugundan bir ¢, > 0 vardir 6yle ki her ¢ > ¢5 icin

D (Ailg(t),Aila(AtO <

Wl M

olur. Boylece

1
A—1

1 1
~
A

o(t) — = =

W m

o(t) +

W M

elde edilir. Bunun yaninda tlim o(At) = p oldugundan bir t3 > 0 vardir dyle ki her ¢ > 3
—00
i¢in D(o(At), 1) < £ kalir ki buradan

<o(At) S pu+

W M|

elde edilir. Boylece (4.5) esitligi goz oniine alindiginda bir t; = max{ty,ts, t3} vardir

oyle ki her ¢ > ¢, icin

saglanir ve dolayisiyla
s(t) 2 p+e (4.9)

elde edilir. Benzer sekilde (4.6) ve (4.8) sartlar1 kullanilarak, bir ¢; > 0 bulunabilir dyle
ki her ¢ > ¢} i¢in
s(t) = pu—=¢ (4.10)
elde edilir. Sonug olarak (4.9) and (4.10) kullanilirsa ¢ > max{t,,t}} i¢cin
u—¢€=<s(t) 2 u+e

bulunur ki bu da ispat1 tamamlar. |

Tanim 4.1.2. f fuzzy say1 degerli bir fonksiyon olsun. Eger her € > 0 i¢in
flz) = f(t)—z (to <t <z <At)

olacak sekilde bir 5 > 0 ve A > 1 sayilar1 bulunabiliyorsa f fonksiyonuna yavag azalan

fonksiyon denir.
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Not 4.1.1. Fuzzy say1 degerli f fonksiyonunun yavag azalan olmasi icin gerek ve yeter
sart {f, (z) | @ € [0,1]} ve {ff(x) | o € [0,1]} reel degerli fonksiyon ailelerinin
es-yavas azalan olmasidir. Yani, her € > 0 i¢in bir {5 > 0 ve A > 1 vardir oyle ki her

a € [0, 1] i¢in
fr@) = i) > — ve fr@)—fI(H)> - (h<t<z< M)

saglanir.
Lemma 4.1.2. Fuzzy say1 degerli f fonksiyonu yavag azalan ise her ¢ > 0 i¢in bir ty > 0

ve 0 < A < 1 vardir 6yle ki her ¢ > % i¢in
fO) = fla) -5, (M<z<t) (4.11)

saglanir.

Ispat: Ispati olmayana ergi metodu ile yapacagiz. Varsayalim ki fuzzy say1 degerli f
fonksiyonu yavag azalan olsun ve bir ¢y > 0 bulunsun dyle ki her 0 < A < 1 ve her

to > 0i¢in
f@O) 2 flx)—5, (M<z<t) (4.12)

olacak sekilde x ve t > t, sayilari mevcut olsun. Bu halde bir «, € [0, 1] vardir 6yle ki
[ () < fo,(®) —eo veya [l (t) < fi(x)—-eo (4.13)

olur. Bu noktada Modricz’in reel degerli yavas azalan fonksiyonlar i¢in formiilize etmis

oldugu

lim liminf min [f(¢) — f(z)] >0 (4.14)

Ao1— t—ooo AM<az<t
sartin1 hatirlaniz  [22]. (4.13) deki hangi esitsizligi secersek segelim f, () ve
o (t) fonksiyonlarindan biri (4.14) sartim saglamaz. Boylece f, (1) ve fI (1)

fonksiyonlarindan en azindan biri yavag azalan olmamig olur ki bu da fuzzy degerli f

fonksiyonunun yavag azalan olmasi ile celisir. |

Aciktir ki fuzzy say1 degerli f fonksiyonunun integral fonksiyonu s yavas azalan
ise (4.7) ve (4.8) Tauber sartlar1 saglanir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.1. [ f(x)dx integrali ;i fuzzy sayisina Cesaro toplanabilir ve f nin integral
0

o0

fonksiyonu s yavas azalan ise [ f(x)dx integrali ;1 ye yakinsaktr.
0
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Teorem 4.1.3. f, [0, c0) aralig1 iizerinde fuzzy degerli bir fonksiyon olsun. Eger
zf(x) = u, (x > xg) (4.15)

t
olacak sekilde negatif bir u fuzzy sayisi ve bir zy > 0 reel sayisi var ise s(t) = [ f(z)dx
0

fonksiyonu yavag azalandir.

Ispat: Negatif bir u fuzzy sayis1 ve z, > 0 reel sayisi icin zf(x) > u saglansin. Bu

durumda z > xy i¢in

vfo (@) Zu (@) Z2u(0),  afy(r) = u' (o) Zu' (1) = u (0)

olur. Kolaylik adina H > 0 olmak iizere u~(0) = —H alalim. O halde
_ _ H N N H
ofo (@) 2 —H = fo(x) 2 ——, afy(2)2-H=fi(r)>—-—
T x
saglanacagindan A > 1 ve xo <t < x < Atigin
x x d
o) =i = [ fewy= 1 [ Y ——Hw? > -Hn
t t Y
ve

xX x d
so(7) — 55(t) =/ fa (y)dy > —H/ 2 —Hln% > —Hln\
t t Y

e/H

elde edilir. ¢ > 0 olmak lizere A = e*/** alirsak her zp < t < x < At igin

esitsizlikleri saglanir ve boylece zo < t < x < At igin s(z) > s(t) — € elde edilir. [
Simdi teoremin sartin1 saglayan bir 6rnegi inceleyelim.

Ornek 4.1.2. f : [0,00) — E" fonksiyonu

2—sinx ’

L 0<t<2—sinzise,
(f(2))(®) :{

2— 2 —sinz <t <2(2—sinx) ise.

2—sinx ’

olarak verilsin. f fonksiyonunun a—kesitleri
fi(x) = (2 —sinx)a, fH(z)=(2—sinz)(2 — )
olarak bulunur. Boylece her « € [0, 1] ve = > 0 i¢in
Tfo (@) 20, zfi(x) >0

oldugundan z f(z) = 0 elde edilir ve s integral fonksiyonu yavas azalandir.
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Theorem 4.1.3 iin bir sonucu olarak asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 4.1.2. fooo f(x)dx integrali p fuzzy sayisina Cesaro toplanabilir ve (4.15) sarti

saglaniyorsa [~ f(x)dx integrali y ye yakinsaktir.

4.2. Fuzzy Say1 Degerli Fonksiyonlarin Integrallerinin Logaritmik Toplana-
bilmesi

Fuzzy say1 degerli fonksiyonlarin integrallerinin logaritmik toplanabilmesi
asagidaki sekilde tanimlanir.
’It‘anlm 4.2.1. f : [1,00) — E' fuzzy say1 degerli siirekli bir fonksiyon ve s(t) =

[ f(z)dx olsun. s fonksiyonunun logaritmik ortalamast
1
1 ["s(2)
t) = — —=d 4.16
) =7 [ (@.16)

olarak tanimlamr. Bu durumda eger lim, ., 7(¢) = pu olacak sekilde bir p fuzzy sayisi

var ise

/ é f(z)dz (4.17)
1

integrali g sayisina logaritmik toplanabilirdir denir. Ayrica bu p sayisi integralin

logaritmik toplami olarak adlandirilir.

Teorem 4.2.1. [ f(z)dx integrali u fuzzy sayisina yakinsak ise p sayisina logaritmik
1

toplanabilirdir.

ispat:
| rarda =
1
olsun. Bu durumda her £ > 0 igin bir ¢y > 1 vardir 6yle ki her ¢ > ¢, i¢in D(s(t), 1) < §

olur. Diger yandan bir M > 0 vardir 6yle ki her ¢ < tq igin D(s(t), u) < M dir. Boylece

D(r(t), 1) = D(ﬁ /?dmu)
1

t t
_ D(L/ 5 g / dm)
Int /, Int J;

< — T
— Int J; x
to t
_ 1 [DG@w, 1 (s(x),p)
Int /, x Int J;, x



Inty e(Int—1Inty) Inty, ¢
M — M— 4 =
- Int 2 Int = Int +2

elde edilir. Esitsizligin sag tarafi ¢ sonsuza yaklagirken sifira gittiginden D(7(t), u) — 0
saglanir ve ispat tamamlanur. |

Teorem 4.2.1 nin tersi her zaman dogru degildir. Bunu asagidaki Ornekle
gorebiliriz.

Ornek 4.2.1. f : [1,00) — E' fuzzy say1 degerli fonksiyonu asagidaki sekilde

tanimlansin.
(t — sinx)a?, sine <t <sinz + $_12 ise,
f(x)(t) =% 2— (t —sinz)z?, sinz + & <t <sinz + 2 ise,
( X X
0, diger hallerde.

Buradan a—seviye kiimeleri kullanilarak

2—«

. o .
fo () =sinx + et fi(z) =sinz + p

s, (t) = /jfg(x)dx = —cost+cosl + (1 - %)
st(t) = /jf;(x)da: = —cost+cosl+ (2— ) (1 — %)

elde edilir. Buradan

1 ['s,
limra(t):lim—/ S"‘—(x)dx:a+cosl
1

t—00 t—oo Int

x
ve
1 (st
lim 7. (t) = lim — Sa—@)da::2—oz+cosl
t—00 t—ooInt J; =«

oldugu goriiliir. u, a—seviye kiimesi [u], = [a+ cos 1,2 — a+ cos 1] olan bir fuzzy sayisi

olmak iizere limy_,, D(7(t),u) = 0 saglandigindan [ f(z)dz integrali
1

t —cosl, cosl <t <1+ coslise,
u(t) =< —t+2+cosl, 1+cosl<t<2+coslise,
0, diger hallerde

fuzzy sayisina logaritmik toplanabilirdir. Fakat [ f(z)dx integrali yakinsak degildir.
1

Lemma 4.2.1. [ f(z)dz integrali bir u fuzzy sayisina logaritmik toplanabilir ise her A >
1
1 i¢in

1 ()
li dr = 4.18
iS50 (A—l)lnt/t g T H (4.18)
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ve her 0 < ¢ < 1igin

1 b s(x)
I = i 4.1
tf?ou—é)lnt/ﬂ o de=p (4.19)
saglanir.
Ispat: \ > 1igin
1 ? s(x) 1 R TN
= T 4.2
()x—l)lnt/t . da:—l—)\_lT(t) T(t)—i—)\_lT(t)? (4.20)

ve 0 < ¢ < 1igin

(t) = 7(t) + 7(t). 4.21)

1 " s(z)
(1—6)1112&/# v T

1—-4
esitsizliklerini g6z oniine alalim. (4.20) ve (4.21) esitliklerinde her iki tarafin ¢ — oo i¢in
limiti alinirsa sirasiyla (4.18) ve (4.19) esitlikleri elde edilir ve ispat tamamlanmis olur. ll

Simdi logaritmik toplanabilen bir fuzzy degerli fonksiyonun integralinin yakinsak

olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlar1 veren bir teoremi inceleyecegiz.

Teorem 4.2.2. f : [1,00) — E" siirekli bir fonksiyon ve [ f(z)dz integrali bir ;i fuzzy
1

saysina logaritmik toplanabilir olsun. | f(x)dz integralinin 4 sayisina yakinsak olmasi
1

icin gerek ve yeter sart her ¢ > O icin bir g > 1, A > 1 ve 0 < ¢ < 1 bulunmasidir dyle

ki her t >t i¢in

tA

1 s(x) _
T l)lnt/t . dr = s(t) — € (4.22)
ve
1 s(x) _
1= 0t /ﬂ " de < s(t)+¢ (4.23)
saglanir.

Ispat: (=) [ f(z)dx integrali 1 fuzzy sayisina yakinsak olsun. A > 1 igin

D <()\—11)1nt/t S(;E)dx75(t)> < D(()\—ll)lnt/t s(;c)dx,u) + D(, s(1))

ve 0 < ¢ < 1igin

p(— @ sw) < (2 ) g 1) + Dl s(t)
A= 0t ), = =0t ) =
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esitisizlikleri ve Lemma 4.2.1 kullanilirsa sirasiyla (4.22), (4.23) ifadelerinin gecerli
oldugu goriiliir.

(<:)7O f(x)dx integrali ;1 fuzzy sayisina logaritmik toplanabilir olsun ve (4.22), (4.23)
§art1ari saglansin. (4.22) sartindan, verilen bir ¢ > 0 icin bir ¢; > 1 ve A > 1 vardir dyle

ki her t > 4 i¢in

tA

1 g
— _ -
(A—=1)Int /t x dw z 5(1) 3

saglanir. Ayrica

t—o00

lim D (%T(t), %T(t)‘)) =0

oldugundan bir ¢, > 1 vardir dyle ki her £ > ¢, icin

D(AilﬂmAilﬂ#O

IA
wl ™

olur. Boylece

1 z
S (7
o1 o5

1
A—1

T(tY) <

= A—lT(t)+

c

3

elde edilir. Bunun yaninda tlim 7(t*) = p oldugundan bir ¢3 > 1 vardir dyle ki her ¢ > t3
—00

icin D(7(t*), ) < £ kalir ki buradan

< 1(t") = p+

W | ™

elde edilir. Boylece (4.20) esitligi goz 6niine alindiginda, bir ¢, = max{t, ts, t3} vardir

oyle ki her ¢t > ¢, i¢in

N P ) S S
3 -1 =TT 3
saglanir ve dolayisiyla
s(t) <+ (4.24)

elde edilir. Benzer sekilde (4.21) ve (4.23) ifadeleri kullanilirsa bir § > 1 bulunabilir dyle
ki hert >t i¢cin
s(t)y = u—=¢ (4.25)
bulunur. Sonug olarak (4.24) and (4.25) kullanilirsa her ¢ > max{t4, t} } icin
pu—2t=3s(t) I u+e

bulunur ki bu da ispat1 tamamlar. |
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Tamm 4.2.2. f fuzzy say1 degerli bir fonksiyon olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in
fl)= f) -5  (h<t<z<tY)

olacak sekilde bir ¢y > 1 and A > 1 sayilar1 bulunabiliyorsa f fonksiyonuna logaritmik
anlamda yavas azalan fonksiyon denir.

Not 4.2.1. Fuzzy say1 degerli f fonksiyonunun logaritmik anlamda yavas azalan olmasi
icin gerek ve yeter sart { f (z) | « € [0,1]} ve { I (z) | @ € [0, 1]} reel degerli fonksiyon
ailelerinin logaritmik anlamda eg-yavas azalan olmasidir yani her € > 0 icin bir ¢y > 1 ve

A > 1 vardir 8yle ki her o« € [0, 1] i¢in
fa@ —fa®) 2= ve fi(n)—fit)=—c (to<t<z<t))

saglanmasidir.
Lemma 4.2.2. Fuzzy say1 degerli f fonksiyonu logaritmik anlamda yavag azalan ise her

e > 0iginbirtyg > 1ve 0 < A\ < 1 vardir 6yle ki her ¢t > ¢ i¢in
f@) = fx)—g, (P <az<t) (4.26)
saglanir.

Ispat: ispati olmayana ergi metodu ile yapacagiz. Varsayalim ki fuzzy say1 degerli f
fonksiyonu logaritmik anlamda yavas azalan olsun ve bir ¢y > 0 bulunsun Oyle ki her

0 <A< 1lveherty; > 1ligin

fO) 4 fl) -5 (P <a <) (4.27)

olacak sekilde x ve t > ¢, sayilart mevcut olsun. Bu halde bir «, € [0, 1] vardir 6yle ki
Jao(8) < Jog(w) =20 veya [, (£) < fo, (%) — 20 (4.28)

olur. Bu noktada Moricz’in reel degerli logaritmik anlamda yavag azalan fonksiyonlar i¢in
formiilize etmis oldugu

lim liminf min [f(t) — f(z)] >0 (4.29)

A—=1— t—oo A<lg<t
sartin1 hatirlariz. (4.28) goz oniine alindiginda f7 (t) ve f; (t) fonksiyonlarindan en

@Q

az biri (4.29) sartim saglamaz. Boylece f (t) ve sf. (t) fonksiyonlarindan en az

biri logaritmik anlamda yavas azalan olmamis olur ki bu da fuzzy say1 degerli f
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fonksiyonunun logaritmik anlamda yavas azalan olmasi ile celisir. |

Aciktir ki fuzzy say1 degerli f fonksiyonunun s integral fonksiyonu logaritmik
anlamda yavas azalan ise (4.22) ve (4.23) Tauber sartlar1 saglanir. Boylece asagidaki
sonug elde edilir.

Sonug 4.2.1. [ f(x)dx integrali ; fuzzy sayisina logaritmik toplanabilir ve f nin s
1

integral fonksiyonu logaritmik anlamda yavas azalan ise integral | f(z)dx integrali p
1

ye yakinsaktir.

Teorem 4.2.3. f, [1,00) aralig1 lizerinde fuzzy degerli bir fonksiyon olsun. Eger x > x

icin
(xlnz)f(x) = u (4.30)

t
olacak sekilde negatif bir u fuzzy sayisi ve bir zo > 1 reel sayisi var ise s(t) = [ f(z)dz
1

fonksiyonu logaritmik anlamda yavas azalandir.

Ispat: Negatif bir u fuzzy sayisi ve o > 1 reel sayisi icin (zInz)f(x) > u saglansm.

Bu durumda = > z icin

zlnxf, () > u (o) > u (0), rlnzfi(z) >u(a) > u" (1) > u (0)

olur. Kolaylik adina H > 0 olmak iizere u, = —H alalim. O halde

— H
naf, (v) > —H= f,(x) > Inxfi(z) > -H= ff(z) > -
ey () —H = fo(@)> el (@)> = L) >
saglanacagindan A > 1 ve xg <t < = < " igin
1
so(x /f y)dy > H/ Hin (=) > -Hln\
ylny Int
1
sta / FHy)dy > H/ Hln <ﬂ> > _Hin\
ylny Int
elde edilir. ¢ > 0 olmak iizere \ := =/ secilirse g <t < x < t i¢cin
Sal@) 2 s55(t)—e,  si(z) > s5(t) —¢
esitsizlikleri saglamir ve 7o < t < x < t* olmak iizere s(x) = s(t) — € bulunur. |

Theorem 4.2.3 {in bir sonucu olarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.2. [ f(z)dx integrali ;1 fuzzy sayisina logaritmik toplanabilir ve (4.30) sarti
1

saglantyorsa [ f(x)dz integrali y sayisina yakinsaktir.
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