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OZET

ALTERNATIF KUTLE-CEKIM KURAMLARININ EKSENEL
SIMETRIK COZUMLERI

Bu tezde, duragan veya statik, eksenel simetrik uzay-zaman geometrileri i¢in alter-
natif kiitle-gekim teorilerden Brans-Dicke ve metrik f(R) kuramlarimin baz yeni
tam c¢oziimleri, bir takim ¢oziim iiretme teknikleri kullanilarak elde edilmigtir. Stan-
dard duragan ve eksenel simetrik bir metrigin 6zel bir bi¢imi kullanilarak elde edilen
Brans-Dicke (BD) alan denklemlerinin diizenlenmesiyle, 6nemli bir ¢éziim iiretme
teknigi olan Ernst denklemlerinin elde edilebilecegi gosterilmistir. Bu sonug, litera-
tiirde meveut olan ve BD ¢oziimlerini, Genel Gorelilik (GG) ¢oziimlerini temel alan
tek parametreli bir ¢oziim {iretme yonteminin, bu tezde Einstein veya Jordan cerce-
velerinde iki parametreli bir genellesmesinin elde edilmesine olanak vermigtir. Elde
edilen bu genel ¢oziim {iretme teknigi uygulanarak, bir cok GG c¢oziimiine kargilik
gelen bilinen ya da yeni BD c¢oziimleri elde edilmistir. Ornegin, Weyl-tipi ¢oziim-
ler icin iki parcacikli Curzon-Chazy ve Bertotti-Robinson BD ¢oziimleri, duragan,
eksenel simetrik c¢oziimler icin, manyetiklegmis Kerr-Newman BD ¢oziimii gibi ¢o-
ziimler ayrintili olarak incelenmistir. Ayni zamanda, BD ¢oziimleri elde edilen bazi
uzay-zaman ¢oziimlerinin bazi fiziksel 6zellikleri, tekillik yapilar: ile dairesel jeode-
ziklerinin olup olmadig1 irdelenerek GG kuraminin sonuglar ile kargilagtirilmigtir.
Kerr-Newman-Taub-NUT BD ¢oziimiiniin ise en i¢ kararh dairesel yoriinge (ISCO)

denklemi hesaplanmigtir.

Diger bir alternatif teori olan metrik f(R) kurami tam ¢oziimlerinin, BD igin tii-
retilen ¢oziim iiretme teknigine benzer bir yontem ile elde edilebilecegi gosterilmis-
tir. Bu yontem ile, GG uzay-zamani ¢oziimleri bilinen Plebanski-Demianski(PB) ve
Kerr-Newman-Taub-NUT-AdS (KNTNAJS) kara delik ¢oziimlerinin metrik f(R)
kargiliklart incelenmigtir. Ayni zamanda, KNTNAJS kara deligi i¢in, Smarr formiilii

genellegtirilerek, termodinamik biiyiikliikleri elde edilmigtir.

May1is, 2016 Pinar Kirezli



ABSTRACT

AXTALLY SYMMETRIC SOLUTIONS OF ALTERNATIVE
GRAVITATIONAL THEORIES

In this thesis, some exact solutions of static or stationary and axially symmetric spa-
cetimes are obtained using solution generating techniques for Brans-Dicke or metric
f(R) alternative gravity theories. It is shown that, by employing BD field equations
of a particular form of the standard axially symmetric metric, the Ernst equations,
which is one of the important solution generating technique, can be obtained for BD
theory. This analysis also permits us to construct a two parameter extension in both
Jordan and Einstein frames of an old solution generating technique frequently used
to construct axially symmetric solutions for BD theory from a seed solution of gene-
ral relativity. As applications of this technique, several known and new solutions are
constructed. For example, the new static solutions are obtained for the general Weyl
solutions, two particle Chazy-Curzon solution and Bertotti-Robinson type solution
and the new stationary solution are studied for magnetized Kerr-Newman solution.
Furthermore, some physical properties, singularity structure and the circular mo-
tion of test particles are investigated and compared with the solutions of GG for
some BD solutions. The inner-most stable circular orbit (ISCO) is calculated for BD

solution of Kerr-Newman-Taub-NUT (KNTN) space-time.

The exact solutions of metric f(R) theory is studied with a new method which
is similar to solution generating technique of BD theory. Plebanski-Demianski and
KNTNAJS black hole solutions of metric f(R) theory with constant scalar curvature
are constructed by this technique. Thermodynamic potentials of KNTNAdS black

hole are discussed by generalizing Smarr formula for this black hole.

May, 2016 Pinar Kirezli
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YENILIK BEYANI

ALTERNATIF KUTLE-CEKIM KURAMLARININ EKSENEL
SIMETRIK COZUMLERI

Bu tezde, Einstein Genel Gorelilik Kuraminin degistirilmesiyle elde edilen, alterna-
tif teorilerden Brans-Dicke ve metrik f(R) teorileri tam ¢oziimlerine, bazi ¢oziim
iiretme teknikleri kullanilarak ulagilmasi amaclanmigtir. Daha 6nce Genel Goreli-
lik tam ¢oziimlerine kolay sekilde ulagilmasini saglayan Ernst denklemleri, Brans-
Dicke kurami i¢in elde edilmigtir. Bu sonug, Brans-Dicke tam ¢oziimlerinin de ¢6ziim
iiretme teknigiyle elde edilecegini gostermis ve yine daha 6nce Tiwari-Nayak-Sighn-
Rai tarafindan, duragan, eksenel simetrik vakum ve elektromanyetik alan icin tek
parametreli Brans-Dicke ¢oziimiine ulagilmasini saglayan doniigiimler, iki paramet-

reli olarak daha genel halleriyle elde edilmigtir.

Genellegtirilen bu yeni yontem ile, Genel Gorelilik metrigi bilinen, Weyl-tipi ¢o6-
ziimlerden, Bertotti-Robinson, iki parcacikli Curzon-Chazy, duragan, eksenel si-
metrik ¢oziimlerden, kozmolojik sabit icermeyen Plebanski-Demianski, manyetikles-
mig Kerr-Newman ve (manyetiklegmis) iki kutuplu Bonnor-tipi ¢éziimlerinin Brans-
Dicke karsiliklar k£ ve w parametrelerine bagh olarak ilk kez elde edilmistir. Aym
zamanda, Curzon-Chazy ve Zipoy-Voorhees Brans-Dicke uzay-zamanlarinda, 1sik-
tipi ve zaman-tipi test parcaciklari i¢in dairesel jeodezikler incelenmig ve farkli £ de-
gerleri icin parcaciklarin etkin potansiyel-yaricap grafikleri elde edilmistir. Bertotti-
Robinson Brans-Dicke uzay-zamaninda ise, parcaciklarin dairesel jeodeziklere sahip
olamayacaklari bulunmustur. Ayni yontem ile ele alinan Kerr-Newman-Taub-NUT
kara deliginin Brans-Dicke ¢0ziimiiniin, 1s1k-tipi ve zaman-tipi test parcaciklarinin
dairesel jeodezikleri irdelenmistir. Bu uzay-zamanda, zaman-tipi parcaciklarin en ic
kararli dairesel yoriinge denklemi iki parametreye bagh olarak elde edilmigtir. Aymi
zamanda, tiim elde edilen Brans-Dicke ¢oéziimlerinin £ — 1 durumunda genel gore-

lilik sonuclarina indirgendigi gosterilmigtir.
Metrik f(R) alternatif teorisinin tam ¢oziimleri ise, kozmolojik sabitli Einstein ve

vil



metrik f(R) alan denklemleri arasinda kurulan iligkiyle elde edilmigtir. Genel go-
relilik metrikleri bilinen, Plebanski-Demianski ve Kerr-Newman-Taub-NUT-anti-de
Sitter kara delik ¢oziimlerinin metrik f(R) kargiliklari incelenmigtir. Ayni zamanda,
Kerr-Newman-Taub-NUT-anti-de Sitter kara deliginin termodinamik biiyiikliikleri,

Smarr formiiliiniin bu kara delik i¢in genellegtirilmesiyle elde edilmigtir.

May1s, 2016 Prof. Dr. Ozgiir DELICE Pinar KIREZLI
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1. GIRIS

Yiizlincii yih gecen sene kutlanan, Albert Einstein tarafindan olugturulan Genel
Gorelilik (GG) kurami, Newton kiitle-gekimiyle a¢iklanamayan baz durumlart agik-
layarak, evreni daha anlagilir hale getirmektedir. Bu kuramin ilk bagarisi, Merkiir’iin
glinberi yalpalamasindaki (perihelion precession) gozlemlerle Newton kiitlegekim ku-
raminin sonuclar1 arasindaki kii¢iik uyumsuzlugu basariyla agiklamasidir. Newton
kuramina gére bu uyumsuzluk terimi ancak Giineg ile Merkiir arasinda bir gezegen
daha bulunmasi (Vulkan gezegeni) ile agiklanmaya ¢aligilmaktaydi. Genel goreliligin
bagarisit ise bu uyumsuzlugun genel gorelilik kuraminin hesaplari gozoniine alin-
diginda varolmadigini gostermesidir. Daha sonra teori, Giineg’in 15181 biikmesinin
gozlemlenmesi [1] ve kiitle-¢ekiminin 15181 frekansinda kizila kaymaya neden olma-
sinin [2,3] deneysel olarak ispatlanmasiyla daha da 6nem kazanmigtir. Bunlarin yani
sira, kiitle-cekimsel merceklenme, pulsar ¢iftlerinin incelenmesi gibi bir ¢ok konu GG
ile ele alinmaktadir. En son olarak ise, GG kuraminin en 6nemli 6ngoriilerinden bi-
risi olan ve ilk olarak Einstein tarafindan kuramsal temelleri atilan kiitle-cekimsel
dalgalar [4], 1.3 milyar yil 6nce iki kara deligin ¢carpigmasindan ¢ikan sok dalgalari-
nin LIGO gurubu tarafindan ilk olarak dogrudan goézlemlendiginin duyurulmasa ile

ispatlanmig [5] ve GG bir kez daha gecerliligini gostermigtir.

Ote taraftan, Einstein’in teorisini yaymlamasindan kisa siire sonra, bilimsel me-
raktan ve teoriyi daha iyi anlamak icin, bu kurami tammmlayan Einstein-Hilbert
evlemindeki Ricci Egrilik skaleri yerine, Riemann egrilik tensoriinden elde edilen
daha yiiksek mertebeli skalerler kullanilarak teori degistirilmistir [6,7]. Ancak, ya-
pilan bu degigiklikler, agikca gozlemsel ve teorik nedenlere baglanmadiklar: igin cok
dikkate alinmamigtir. GG teorisi ile kuantum teorisinin birlestirilmesi i¢in yapilan
caligmalarda, GG teorisinin renormalize olmadigi icin kuantize de olamayacagi so-
nucuna ulagilmigtir. Fakat, Einstein-Hilbert eyleminin yiiksek mertebeli egrilik te-
rimleri icermesi durumunda GG’nin renormalize oldugu gosterilmistir [8,9]. Yakn
zamanda ise, kuantum diizeltmeleri ve sicim teorisi goz oniine alindiginda, etkin

diisiik enerjili kiitle-cekimsel aksiyonun, yiiksek mertebeli egrilik degigmezlerine izin



verdigi gosterilmistir [10-12].

Son yillarda astrofizik ve kozmolojik sonuclar, beklenmedik sekilde evrende bulunan
enerji miktarlarinin; %4, 9 baryonik madde, %26, 8 karanlik madde ve %68, 3 karan-
lik enerji oldugunu gostermistir [13-16]. Karanlik madde, normal madde 6zellikleri
gosteren ancak ya elektromanyetik etkilesmeye girmedigi i¢in elektromanyetik 1g1ma
yaymayan ya da bu etkilesmeye girse bile yaydigi isima teleskoplar tarafindan tespit
edilemeyecek kadar zayif olan ve dolayisiyla heniiz icerigi tespit edilemeyen maddeyi
tanimlarken, karanlik enerji, direkt olarak tespit edilemeyen ve normal madde gibi
davranmayan, bilinmeyen bir enerji formunu ifade etmektedir. Ayni zamanda, daha
ayrintili ele alindiginda, karanlik enerjinin bir kozmolojik sabite benzedigi sGylene-
bilir. Karanlik enerjinin varligi, maddeden daha baskin oldugu giiniimiiz evreninde,
evrenin pozitif ivmelenmesini agiklayabilmektedir. Ek olarak, giiniimiiz veya geg ev-
rendeki bu hizlanma, erken evrende de bir ivmelenme doneminin, yani enflasyon
cagimin mevcut olmasi gerektigine igaret etmektedir [17-19]. Bu enflasyon dénemi,
standard kozmolojinin, ufuk, diizliik ve tek kutupluluk problemlerine bir aciklama
getirmistir [20]. Ote taraftan, karanlik madde, sadece kozmolojik verilerde degil, ast-
rofiziksel gozlemlerde de kendini gostermektedir. 1933’te galaksi kiimelerinin [21],
1959’da galaksilerin [22], donme egrileriyle icerdikleri toplam madde miktar1 arasin-
daki kiitle farkin1 agiklamak i¢in ortaya atilmiglardir. Ancak bu karanlik maddenin
ne olduguna dair ileri siiriilen iddialar parcacik fizigi deneyleri tarafindan heniiz

ispatlanmig degildir [23-28].

Elde edilen bu bilgiler ile, evrenin olugumu ve sahip oldugu madde/enerji icerigi
sagirticidir ve bir aciklamaya ihtiya¢ duymaktadir. Bu gozlem sonuglarinin GG ku-
raminin biiyiik 6lgeklerdeki davraniginin degistirilmesi gerektigi fikri de bilim cami-
asinda bir alternatif olarak ortaya atilmig ve bir¢ok yaklagim iizerinde caligilmigtir.
Bu yaklagimlarin tiimii ayni probleme farkl yollardan ¢oziim iiretmeye caligmak-
tadir, ancak hi¢ biri tam kabul goren, basit bir ¢oziim bulamamigtir. Kiitle-gekim
kuraminin bu gekilde sorgulanmasi, kiitle-cekime daha derin bir anlayis kazanilma-
sin1 saglamakta ve yeni fizik olugturmak icin sans tamimaktadir. GG kuraminin,

Newton kiitle-cekiminde Merkiir’iin yoriingesinde bagka bir gezegen olmasi gerektigi



seklindeki Ongoriisiinii agiklamasi gibi, geligtirilen yeni fizik ile de su an karanhk

madde, karanlik enerji ve kozmolojik sabit gibi bilinmeyen kavramlar acgiklanabilir.

Bu motivasyon ile, GG kurami bir ¢ok farkli sekillerde degistirilmigtir. En ¢ok bili-
nen alternatif teori, skaler-tensor teoridir [29-34|. Aym1 zamanda, Dvali- Gabadadze-
Porrati (DGP) kiitle-cekimi 35|, zar-evren (brane-world) kiitle-gekimi |36], Tensor-
Vektor-Skaler (TeVeS) [37], Einstein-Esir (FEinstein-Aether) teorisi [38] ve f(R) te-
orisi gibi, literatiirde bir c¢ok farkli alternatif kiitle-cekim teorisi mevcuttur. Bu
tezde ise, alternatif kuramlardan, bir skaler-tensor teorisi olan Brans-Dicke (BD)
ve Einstein-Hilbert eylemindeki Ricci skalerinin yerine onun herhangi bir fonksi-
yonunu yerlegtiren f(R) teorileri irdelenecek ve bazi tam ¢oziimler elde edilmeye

calisilacaktir.

BD skaler-tensor teorisi [29], Newton kiitle-gekim sabiti G’yi bir skaler alan ile
¢ = 1/G seklinde degistiren, GG’ye alternatif en ¢ok bilinen teorilerden biridir.
GG’yi en basit sekilde degigtiren bu teori, bu nedenle ¢ok ilgi ¢ekicidir ve GG’nin
bir cok yonden test edilmesine yardimci olur. Ayni uzay-zaman kiitle-enerji dagi-
lim1 ve geometrisi i¢in GG ve BD’'nin tam ¢oziimleri arasinda 6nemli farkliliklar
mevecuttur. Ornegin, durgun, kiiresel simetrik, bosluk (vacuum) BD coziimleri [30],
GG’den farkh olarak, skaler alan sabit olmadig siirece, kiitle-cekimsel ¢okiis sonucu
olugan asimtotik diiz kara delikleri ifade etmemektedir [39]. Bu durumun nedeni,
BD c¢oziimlerinin, bu kara deliklerin sagladigi ii¢ 6nemli kogul olan asimtotik diiz-
liikk, ufukta diizenlilik ve zayif enerji kogulunu aynmi anda saglamamasidir. Kiiresel
ve eksenel simetrik BD ¢6zlimlerinin elde edilmesinden sonra, ilk iki 6zelligin sag-
landig1 ancak iiciinciiniin saglanmadigi durumlarin mevcut oldugu ve dolayisiyla,
bu ¢oziimlerin parametrelerin belirli araliklarinda kara delikleri tanimladiklar: fark
edilmigtir [40-44]. Ancak bu araliklar, BD parametresi w’nin fiziksel olmayan negatif
degerler almasini gerektirir ve bu durumda kinetik terimi de negatif olur. Aslinda,
yukaridaki {i¢ kogul sabit bir skaler alan gerektirdiginden, BD kara delikleri GG kara
delikleri ile ayn1 ¢oziimlerdir. Ote taraftan, GG ve BD farkli iki teori oldugundan,
pertiirbasyonlar1 farkl sonuglar vermektedir [45]. Boylece, bu iki teorinin aymi kara

delik c¢oziimlerinin pertiirbasyon farklarina bakilarak, BD teorisi GG’ye kargi test



edilebilir [45,46].

f(R) teorisi ise, Einstein-Hilbert aksiyonunu, Ricci skaleri R’nin herhangi bir fonksi-
yonu olarak belirleyen ve genellikle Einstein denklemleri dérdiincii mertebeden met-
rik tiirevleri iceren, diger bir alternatif teoridir. Bu ¢alismada, metrik f(R) olarak
isimlendirilen, aksiyonun sadece metrige bagh oldugu teori irdelenecektir. f(R) teori-
lerinin bazi versiyonlarinin, enflasyondan giiniimiiz ivmeli genigleyen evrenine kadar
tiim kozmolojik tarihe uygun bir kozmolojik model éngiirdiikleri gosterilmistir [47].
Aym zamanda, bu kuramlarin kozmoloji ve kiitle-cekimi acisindan bir ¢cok farkh uy-
gulamas1 yapilmig [48|, GG ile aralarindaki bir ¢ok gozlemsel ve teorik farklar ele
alinmig ve yerel kiitle-cekimsel ve kozmolojik testler incelenmistir [49-52]. Alterna-
tif kiitle-cekim kuramlarinin, kozmolojik evrim, kozmolojik pertiirbasyonlarin sebep
oldugu genigleme gekli ve kara delikler gibi GG’nin 6ngordiigii tiim astrofiziksel obje-
leri iglerinde barmdirmasi gereklidir. f(R) teorisi uygun fonksiyonlarda segildiginde,
herhangi bir kozmolojik evrimi ifade edebilir. Ayn1 zamanda, skaler kozmolojik per-
tiirbasyonlarinda kozmolojik geniglemeyi tanimlayabildikleri kamtlanmigtir [53]. Bu
nedenle, f(R) teorisinde kara delik ¢zelliklerinin incelenmesi ile, Einstein teorisinden
ayrildiklart noktalar ve i¢ yapilart daha anlagilir hale gelebilir. Daha 6nce yapilan
caligmalarda, Einstein ger¢evesinde, R + aR? terimi konularak elde edilen bir f(R)
teorisinin, aynen GG kuraminda Schwarzschild ¢oziimiiniin oldugu gibi tek bir kii-
resel simetrik ¢Ozimii bulundugu kanitlanmigtir. Daha sonra ise, yeni kovaryant
bir formalizm gelistirilerek bu ¢éziimiin tek ¢oziim olmadigr gosterilmistir [54]. Ote
taraftan, Kerr kara deliklerinin, baz1 f(R) modelleri i¢in siiper-igima kararsizhgin-
dan dolay1 kararsiz olduklar1 gosterilmigtir [55]. Oklid aksiyonu metodu kullanilarak
anti-de-Sitter (AdS) kara delikleri, farkli f(R) modelleri igin ¢aligilmigtir [56]. Va-
kum Schwarzschild-de-Sitter kara deligi entropisi bazi, kozmolojik tutarh (viable)
f(R) teorileri i¢in hesaplanmig ve kararhliklar: tartigilmigtir [57]. Bu tezde ise, Kerr-
Newman-Taub-NUT-AdS kara deligi i¢in metrik f(R) teorisinin tam ¢oziimii elde

edilerek, kara deligin termodinamik 6zellikleri iizerinde durulacaktir.

Bir teorinin tam sonuclari, teoriyi gdzlemsel veriler ile karsilagtirmak veya teorinin

ciktilarini kontrol edebilmek gibi nedenlerden dolay1 énemlidir. Duragan, eksenel si-



metrik tam c¢oziimler, yildizlar, galaksiler ve kara delikler gibi gék cisimlerinin kiitle-
cekimsel alanlarini belirlemek ve bu tiir cisimlerin etrafindaki gezegen veya yildiz
yoriingelerinin olup olmadig1 ve yoriingelerinin kararlhilik durumlarini incelemek icin
idealdir. Kiitle-cekimsel bir teorinin bu 6nemli 6zelliklerinin tartigilabilmesi i¢in tam
veya yaklagik ¢oziimleri bilinmelidir. GG'nin alan denklemlerinin karigikhigindan do-
lay1 genellikle baz1 ¢6ziim iiretme teknikleri ile tam ¢6ziimler elde edilmektedir. Aym
zamanda, BD ve f(R) teorilerinin alan denklemleri GG’den bile daha karmasiktir
ve bu nedenle tam c¢oziimlerde yine bazi ¢oziim iiretme teknikleri yardimiyla elde
edilebilir. Ornegin, BD alan denklemlerinden cikarilan Ernst denklemleri [58,59], BD
teorisinin tam ¢oziimlerinin elde edilmesinde kullanilabilir [60-62]. Benzer sekilde,
skaler-tensor teorilerinin konformal doniisiim 6zellikleri ve vakum veya Maxwell BD
teorisinin, Einstein-Maxwell skaler ¢oziimiiyle esitligi kullanilarak da BD kuraminin

tam ¢oziimlerine ulagilabilir [63, 64].

Bunlarmm yam sira, 6nceki ¢aligmalar 1g1gimda [65-68|, eksenel simetrik vakum igin
Tiwari ve Nayak [69] tarafindan, yine eksenel simetrik, Maxwell alanlar i¢in Singh
ve Rai [70] tarafindan genellegtirilen BD tam ¢oziimlerini elde etmek i¢in bir teknik
mevcuttur. Bu metodun ana amaci, duragan eksenel simetrik bir metrik ve bu metrik
ile ayn1 simetriyi paylagsan bir elektromagnetik alan icin, BD ve GG alan denklemle-
rini kargilagtirarak, bu teoriler arasinda bir doniigiim elde etmektir. Bu dontisiimle-
rin bulunmasiyla, GG ¢6ziimii bilinen herhangi bir duragan, eksenel simetrik uzay-
zaman i¢in buna kargilik BD ¢6ziimii kolayca elde edilebilir. Tiwari-Nayak-Singh-Rai
(TNSR) metodu olarak adlandirilan bu metod kullanilarak, Kerr-Newman [43] ve
siyah iki kutuplu ¢oztimlerin [71] BD tam ¢6ziimleri elde edilmigtir. Bu metod, GG
¢oziimii parametrelerinden farkli olarak sadece BD parametresi w’y1 icermektedir.
Ancak, kiiresel simetrik BD ¢oziimleri [72] , Kerr-tipi BD ¢oziimleri [66] ve silindirik
simetrik vakum veya Einstein-Maxwell BD ¢6ziimleri |73], w’dan farkli bir parametre
daha icermektedir. Bu nedenle, TNSR metodu en genel durumu ifade etmemektedir.
Bu tezde, TNSR metodu genellegtirilerek, GG’den farkl iki parametreli durum ele

alimacak ve BD tam coziimlerine bu metod yardimiyla ulagilacaktar.

Bu tezin ana kisimlarindan, B&liim 6 bir kongrede sozlii olarak sunulmug ve tam



metin kitabinda yer almig olup [74], B6liim 5’in bir kismi ile B6liim 7'nin ise tamami
bir makale olarak basilmigtir [75]. Daha 6nceki kisimlar ise, bu konulara alt yapi
olugturmak icin, literatiirde bulunan bilgilerin kisa bir 6zetidir. Boliim 8’in ise makale

olarak basilmasi planlanmaktadir.

Boliim 2’de ilk olarak, duragan eksenel simetrik uzay-zaman tanimi yapilmis ve bu
uzay-zaman icin kozmolojik sabitli Einstein-Maxwell alan denklemlerinin nasil elde
edildigi irdelenmigtir. Bu sonu¢ daha basit bir ¢6ziim olan durgun, eksenel simetriye
indirgenerek, Weyl-tipi bazi GG ¢ozlimlerinin {izerinden gecilmigtir. Son olarak ise,
en genel jeodezik denklemleri ele alinarak dairesel jeodezikler icin gerekli kogullardan

bahsedilmigtir.

Boliim 3’te ise genel kara delik ¢oziimleri yeniden incelenmis ve dnemli bir konu
olan kara delik termodinamiginden bahsedilerek Kerr-Newman kara deliginin ter-
modinamik biiyiikliikleri elde edilmigtir. Boliim 4’te ise, bu tezin ana konular1 olan,
alternatif kiitle-gekim kuramlarindan, BD ve f(R) teorileri daha detayl incelenerek,

alan denklemleri ele alinmigtir.

Aymi zamanda, Boliim 5, GG tam ¢oziimii bilinen bir uzay-zamanin alternatif kiitle-
¢cekim kuramlarinda tam ¢oziimiiniin nasil elde edilecegi iizerine kurulmustur. Koz-
molojik sabitli GG ¢oziimleri i¢in f(R), kozmolojik sabit icermeyen GG ¢oziimleri
icin BD kiitle-cekim teorileri icin karsilik gelen tam ¢oziimlere ulagilabilecegi goste-

rilmistir.

Boliim 6 ise, GG ¢6ziimii bilinen baz1 Weyl-tipi ¢oziimlerin BD karsiliklar: elde edi-
lerek, BD ¢oziimlerinin tekillik yapilari ve dairesel jeodezikleri irdelenmigtir. Isik-tipi
pargaciklarin dairesel jeodezikleri GG ile ayni gelirken, zaman-tipi parcaciklarin je-
odeziklerinin GG’den farkh oldugu ve integrasyon sabiti k’ya bagh oldugu sonucuna

ulagilmigtir.

Benzer gekilde, Boliim 7’de GG ¢oziimii bilinen duragan, eksenel simetrik bazi ¢o-
ziimler ele alinarak, bu ¢oziimlere karsilik gelen BD ¢oziimleri bulunmustur. Aym

zamanda, bu boliimde Kerr-Newman-Taub-NUT BD ¢6ziimii i¢in dairesel jeodezik-



ler ve en i¢ kararh dairesel yoriingeler (ISCO) incelenmistir. Bulunan tiim BD ¢6-
ziimleri BD parametresi w’dan bagka, & parametresine de baglidir ve £ — 1 durumu

coziimleri GG ¢oziimlerine indirgemektedir.

Son olarak ise, Bolim 8'de GG ¢oziimi bilinen Kerr-Newman-Taub-NUT-anti-de-
Sitter kara deligi ele alinarak, bu uzay-zamanin metrik f(R) teorisindeki kargihig
elde edilerek, kara deligin termodinamik biiyiikliiklerine ulagilmigtir. Son boliimde

ise elde edilen sonuclar tartigilmigtar.






2. DURAGAN ve STATIK EKSENEL SIMETRIK
UZAY- ZAMAN

Bir Riemann manifoldunun yani uzay-zaman geometrisinin bir siirekli simetrisi var
ise bu simetriye kargilik gelen ve ismine Killing vektorii denilen ve Killing denklemi
denilen bir denklemi saglayan bir vektor alant mevcuttur. Bu tezde duragan ve
eksenel simetrik uzay-zaman geometrileri ele alinacagi icin, 6ncelikle bu simetrileri

tanimlayan Killing vektorlerinden bahsedilecektir.

Duragan, eksenel simetrik uzay-zamani ifade etmek i¢in, duraganhga (stationarity)
kargilik gelen ve ¢ ile gosterilen Killing vektoriine ek olarak, eksenel simetriyi temsil
eden ve 7 ile gosterilen ikinci bir Killing vektoriine ihtiya¢ duyulmaktadir. Koordinat

sistemi Killing vektorlerine adapte edilerek, duragan, eksenel simetrik ¢izgi elemana;
ds® = e Y (yyndxMda™ + W2dp?) — Y (dt + Adp)? (2.1)

seklinde ifade edilebilir. Burada, v,y Killing vektorleri olarak bilinen & = 0, ve
n = 0,’ye dik olan 2-uzay geometrisine kargilik gelen metrigi temsil etmektedir.
Buradaki metrik fonksiyonlari, U, yyn, W, A, koordinatlar ™ = 2!, 2%’ye baghdr.

Bu ¢izgi elemani;

M M Ny =at+bp, ¢ =cp+dt (a,becd sabit) (2.2)

doniisiimleri altinda korunumludur. Aymi zamanda, W, U, A fonksiyonlari, 2™ =

M (zN) doniisiimii altinda skaler biiyiikliikler gibi davranir. Ote taraftan, (2.1)
metrigi blok-diyagonaldir ve (t,¢) — (—t, —¢) ile yansima simetrisi gosterir.

Metrik (2.1) i¢in, Killing vektorlerin skaler carpimlari;

gaga _€2U’ nana — e—QUWQ _ €2UA27 (23)

&, = —eVA, 28y n’ = W? (2.4)



olmaktadir ve genel durumu bozmadan,

YMN = €2K5MN (25)

yazilarak izotropik koordinatlara gecilebilir. Bu durumda, duragan, eksenel simetrik

cizgi elemana,
ds* = —e® (dt + Adp)* + 2 E(dx? + dr,?) + e 2V W2dp? (2.6)

haline gelir.

2.1. Kozmolojik Sabitli Einstein Alan Denklemleri

Maxwell denklemlerinde yiik ve akim nasil elektrik ve manyetik alan vektorleri ile
ifade ediliyorsa, Einstein alan denklemlerinin de temel degiskeni metrik tensoriidiir.
Alan denklemlerini ilk defa elde ederken Einstein’in izledigi yol, birtakim fiziksel ilke
ve varsayimlardan yola ¢ikmak olmustur. Daha sonra ise bu alan denklemlerinin bir
eylemin (Einstein-Hilbert eylemi) temel degiskenlere (metrik) gore varyasyonu ile de

elde edilebilecegi goriilmiigtiir.

Klasik mekanikte, bir boyutta hareket eden bir parcacik icin aksiyon,

5= /t * iL(g.d) (2.7)

olarak yazilir. Burada ¢(t) koordinat ve ¢(t) koordinatin zamana gore tiirevidir ve

L bu ikisinin bir fonksiyonudur.

Alan teorisinde, klasik mekanikten farkh olarak, tek bir koordinat olan ¢(t), ¢'(z*)
alanlariyla yer degistirirken, koordinatin zamana gore tiirevi olan ¢(¢), alanlarin

uzay-zamana gore tiirevleri olan 9,¢'(2#) olarak ifade edilir. Boylece Lagranjiyen;

L= /d?’xﬁ(d)i,aﬂqﬁ") (2.8)
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seklinde £ Lagrange yogunlugu ile yazilabilir. Bu durumda aksiyon;

S = /dt L= /d%ﬁ(qﬁi,aﬂﬁ) (2.9)
olmaktadir.

Ote taraftan, genel gorelilikte ise, Lagrange yogunlugu L£'nin metrik ve metrigin

yiiksek mertebeden tiirevlerinden olustugu varsayilir

L= £(gMV7 a)\g;wv aaakg;wa ) (210)

Ancak, aksiyon integralinin 6zelliginden dolayi, Lagrange yogunlugu

L=+/—gL (2.11)

skaler bir yogunluk olan L ve metrigin determinanti g ile ifade edilir. Metrikten elde
edilen en basit bagimsiz skaler, metrigi ve metrigin 2. mertebeden tiirevlerini iceren

Ricci skaleri R oldugu i¢in, Hilbert Lagranjiyen icin en kolay secimi almigtir

e — /d4x\/—_gR. (2.12)

Bu aksiyon Einstein-Hilbert aksiyonu olarak bilinmektedir. Normalize edildiginde
ise;
)= L d'v/—gR (2.13)
167
elde edilir (Newton sabiti G = 1 ve 151k hiz1 ¢ = 1 alinmigtir) ve sadece kiitle ¢ekimi
icerdigi icin alt indis olarak ¢ kullanilir. Ancak, uzay-zamanda kiitle-cekimi yam

sira bagka madde alanlar1 da mevcut olabileceginden toplam aksiyon, Sj; madde

aksiyonu (£, madde lagranjiyeni) olmak iizere

1

S=5+Su= Tor d*z\/—gR + /d4x\/—g£M (2.14)
T

seklinde ifade edilebilir.
Klasik fizikte, bir parcacigin, V(z) potansiyeli altinda veya V(z) 4+ V4 (V5 sabit)

potansiyelindeki hareketi aynidir. Yani, 6nemli olan iki durum arasindaki potansiyel

11



farkidir. Bu durum GG kuraminda ise ¢ok farklidir. Bu kurama gore, sabit bogluk
enerjisi dahil her tiirlii enerji, kiitle-cekimine katkida bulunup uzay-zamani biiker.
Dolayisiyla sabit bosluk enerjisi de parcacik hareketlerini etkiler. Bogluk enerjisinin
sabit oldugu diigiiniilerek, aksiyon ifadesi A kozmolojik sabit terimini (ya da bogluk

enerjisini) gostermek {izere;

S = /d4x\/—_g[16iﬂ(3 —2A) + ,CM] (2.15)

seklinde degigtirilebilir. Bu aksiyondan, metrigin tersi g*”’ye gore alinacak varyasyon

ile Einstein alan denklemleri elde edilir;

59 = 5[/&9;\/——9(16%(3 —on) + EM)] — 5(S, 4 Sa+Su) = 0. (2.16)

Ik olarak, kiitle-cekim aksiyonu varyasyonu, Ricci skaleri R = g R, esitligiyle

Ricci tensorii ve metrik ile ifade edilirse,
d'z d*z
= - ) — DY AN ) 7
05, 5/ 167r\/ gR =90 167T,/ 99" R,
d*z
— / E [(5\/ —g)g’“’Rw + 4/ _9(59W)RW + /_—QQMV(CSRW)] (2.17)
seklinde yazilir.

Ik terim icin,

1
0/ —g = ——==0g 2.18
24 (215)
varyasyonu ile herhangi bir A kare matrisi i¢in olan temel kural;
det A = eTr(lnA)7
6(det A) = " MA§(Trin A),
§(det A) = det A Tr(A™'6A) (2.19)

kullanilarak, A = g, ve det A = g gibi diisiiniilerek, metrigin determinant1 g i¢in

09 = 99" dg,, yazilabileceginden;

1
0N/ —g = 5\/—gg‘“’5gm, (2.20)

12



ifadesi elde edilir. Ayni zamanda metrik tanima,

gﬂ)\g)\l/ = (5#1/7

09" g + g"gn, = 0
kullanilarak esitlik (2.20)
1
5\/__9 = _5 V _gguuggﬂy

haline gelir.

2. terim carpan olarak dg" icerdigi i¢in diizenleme yapmaya gerek yoktur.

3.terimde ise oncelikle Ricci tensorii tanimindan;
R =R, =0,I", —0,17%, + F"MFAW — P"V/\F’\W
yazilarak bu terimin varyasyonu
SRy = 6(0,17,,) — 6(8,7,,) + 6(I7,,I,,) — 6(07,,I?,,)
elde edilir. Kovaryant tiirevin tanim ile
V,(0T7,) = 0,017, + 7,61, — T 017, , — T, 6T,
esitlik (2.24);

5Rw/ = VU((SFJVN) - VV(éram/)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

olarak elde edilir. Herhangi bir vektor i¢in metrik uyumlulugu (metric compatibility),

9 VV =V, (9.,V") =V,V,
kullanilarak

gwj(SRHl’ = VU(gwdeguu) o vy(guuéroau)

(2.27)

(2.28)

esitligine ulagilir. Bu egitlik icin kovaryant tiirev acilimi tekrar yapilarak, metrigin
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karekok carpimiyla;
\/__gg'uy(SR = \/__g[aa (guyérauu) + Fga)\gwjar/\uu
v SO o v ST
=9, (¢"9T7,,) = 7,07, |
— 1
= _g |:ao' (gMV(SFUVu) _'_ (591/091/0',)\) g/“’é]:‘AV,u

1
—0, (glwdrgau) - (§gyagva,>\) guyér)\au]

=v—g [30 (g“”éf“’w) + %g“”&f‘)‘w

-4
v SO v _gv)‘ VST
—0y (gﬂ or ou) yr —/'_gg# or ”“]
= ao (\/ _gguyaray,u,) F 81/ (V _gg,ulfél"UJM) (229)

elde edilir. Serbest indisler degistirilerek;
V—gg"'oR = 0, (\/—_gg‘“’élww — \/—_gg‘“’(SF"U#) (2.30)
sonucuna varilir. Bu esitligin integrali icin;
/d4x\/—_gg’“’5RW = /d4:175)(, (\/—_gg“”élww — \/—_gg’“(SF"O_“) (2.31)

esitligine ulasilir ve bu sonu¢ hacim elemani iizerinden bir integraldir ve Stoke’s
teoremine gore bu integral sinirlarda sifir olmaktadir. Bu nedenle bu terimin aksiyon

varyasyonuna katkisi yoktur. Boylece kiitle-cekim aksiyonu varyasyonu
1 4 1 v
08y =— [ d&'v/—g | —z9uw R+ R | 66" (2.32)
167 2
seklindedir.

Kozmolojik sabit aksiyonunun varyasyonu i¢in

5S) = 5[%/65%\/—7(—2/\)} = ﬁ/d‘l:w(\/—_g)(—m&) (2.33)

yazildiginda esitlik (2.22)’de kullanilarak;

1
0S\ = Tom d4x\/—ggw,A59“” (2.34)
T
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elde edilir.

Son olarak da madde aksiyonu varyasyonu incelendiginde, enerji-momentum tensérii

T, ile

1
Sy = -5 /d4x\/—gTwég’“’ (2.35)
tanimlanmaktadir. Burada 7}, = —\/ng gjﬁ olarak secilmis ve enerji korunumundan

T, = 0 yazmak miimkiindiir.

Aksiyon varyasyonu esitligini inceledigimiz esitlik (2.16)’de bulunan sonuglar yerine

koyarak,

08

08, +0Sx+ Sy =0

1 1 1 5
0SS = /d4.:c\/—g {E (RW — §gwR+gij> — iTw} g =0 (2.36)
sonucuna ulagilir. Buradan kozmolojik sabitli Einstein alan denklemleri

1
R, — §gu,,R + 9w =G + g\ = KT}, (2.37)

elde edilir. Burada x = 87 ve G, Einstein tensorii olarak tanimlanir. Bu esitlik ters

metrik ile ¢arpilirsa (contraction);
R—2R+ 4N = kT = R= —kT + 4A (2.38)
esitligi bulunur ve bu sonug (2.37) esitliginde yerine yazilarak;

1
Ry = g\ + (T — §gWT) (2.39)

Einstein denklemlerinin bir diger bi¢imi elde edilir. Burada T = 7%, enerji momen-

tum tensoriiniin izidir (¢race). Vakum icin (7}, = 0), esitlik (2.39)
R,uu = g,uzzA (240)

haline gelir ve bu egitlik kozmolojik sabitin sifir oldugu durumda Ricci tensoriiniin
vakumda sifir oldugunu gosterir. Ancak bu uzayin diiz oldugu diigiiniilmemeli, Ri-

emann tensori incelenmelidir.

15



Ote taraftan elektromanyetik bir alan icin Lagrange yogunlugunu;

]' (0% 1 6% v
£=2papet = Lpiger,p, (2.41)

seklinde metrigin tiirevlerinden bagimsiz, elektrik ve manyetik alanlar1 ifade eden

Faraday tensorii F},, ile yazmak miimkiindiir. Bu alan icin enerji-momentum tensorii

1
Ty = 2(FuF," — Zg,wlwﬁFaﬁ), (2.42)

esitligiyle verilirken (Ek A’de ayrintili olarak verilmigtir), dort boyutlu uzay zamanda

bu tensoriin izi sifir olmaktadir (T“u = 0). Ayn1 zamanda, Maxwell denklemleri,
P, = drJH, Fn =0, (2.43)

seklindedir. Burada kogeli parantez [| anti-simetrizasyon iglemini temsil etmektedir.
Diger biiyiikliikk olan J* elektrik alan akim dortlii vektoriidiir, ancak elektrovakum
coziimler kaynagin disgindaki bélgeyi géz oniine aldig icin sifir alinir. Benzer gekilde
Maxwell denklemleri vektor potansiyeli A* ile de tanimlanabilir ve Faraday tensorii

ile elektromanyetik bir-form arasindaki iligki agagidaki gibidir;

F/,Ll/ - A,u,lf - Al/,,u,' (244)

2.1.1. Duragan, Eksenel Simetrik Kozmolojik Sabitli Einstein Alan Denk-

lemleri

Duragan, eksenel simetrik metrik (2.6) ile ayn1 simetriyi paylasan Ay ve Az katsayi-

larinin koordinatlar x1, z5’ye bagh oldugu elektromanyetik potansiyel bir-form

secilerek ve Einstein alan denklemleri (2.37), Gd,, = G, + g, A — KT}, = 0 olarak

diizenlenirse bazi1 Einstein alan denklemleri;
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Gd™,, +Gd™2, = 2WA+ AUV =, (2.46)

AU
Gdﬁ = 4@2U(A(VA0)2 — VAO.VAg) + WV(6 VA

) =0, (2.47)

Gd',+Gd?, = 2We QWA+ 2UOVW) — Y (V.A)?

+ AWV W (VU)? + V2K — V2U) — AVU.NW] = 0,(2.48)
Gd', — Gd*, = 2[W?e 2 (VA + eV ((VA;)? — AX(VAp)?)

— WV (ﬂWVA +2WVU — 6W> =0, (2.49)

elde edilir. Ayn1 zamanda, egitlik (2.43) kullanilarak, Maxwell denklemleri igin;

2U
ME' = V[e?WVA4, + Avev (VA; — AV A)] =0, (2.50)
ME? = V[5(AVA = VA3)] =0 (2.51)

esitliklerine ulagilir. Bu esitliklerde, tiirev operatérleri diiz Minkowski uzay-zamani

ile aynidir; V = 0,6 + 0,8 + 0,67 ve V2 = 92 + 02, + 9.

2.2. Statik, Eksenel Simetrik (Weyl-tipi) Coziimler

Esitlik (2.6)’de verilen metrikte, koordinatlar 1 = p, x5 = z Weyl kanonik koordi-

natlar1 ve metrik fonksiyonlarindan A =0, W = p secilirse;
ds? = =2V dt? + 2KV (dp? + d2%) + pPe U dyp? (2.52)

metrigi elde edilir ve bu durumda metrik fonksiyonlar: U, K silindirik koordinatlar p
ve z’nin fonksiyonudur. Ayni zamanda, bu uzay-zamanda koordinatlarin genellikle

t € (—00,0), p€[0,00), z € (—00,0), ¢ € [0,27) oldugu kabul edilir.

Kozmolojik sabitin sifir (A = 0) oldugu durumda, vakum igin metrik (2.52)’in alan
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denklemlerinden;
1
Upp + ;Up +U::=0 (2.53)

elde edilirken, bu esitlik 3-boyutlu Oklid uzayinda Laplace denklemini hatirlatmak-
tadir. Bu nedenle metrik fonksiyonu U’yu yukaridaki denklemi saglayan herhangi bir
Newton kiitle dagilimimin potansiyeline benzeterek, bircok farkli ¢éziim elde etmek

miimkiindiir. Bu ¢ozlimlerden bazilari agsagidaki gibidir.

2.2.1. Curzon-Chazy Coziimii

Metrik (2.52)’de metrik fonksiyonu U’'nun p = 0 ve z = 0’da bulunan bir noktasal

kiitlenin Newton potansiyeli oldugu varsayilirsa metrik fonksiyonlari;

2 2
gV AT (2.54)

/p2—|—227 2(p? + 22)2

olmaktadir [77,78|.

Bu uzay-zaman igin p = 0 ve z = 0’da egrilik tekilligi mevcut olup bu tekillik bir ufuk
tarafindan ¢evrelenmedigi i¢in ¢iplak (naked) olarak adlandirilir. Bu durumda, sali-
nan tiim 191k 1gilar sonsuz kizila kaymaya ugrar ve goriinmez olurlar [79]. Bununla
birlikte, daha dikkatli incelenen bu tekilligin daha karmagik oldugu anlagilmaktadir.
Bu tekilligin orijinde noktasal bir tekillik degil de, bunun etrafinda genigletilebilen
egrilerden olugabilecegi diigiiniiliilebilir [80]. Ayni1 zamanda, Weyl koordinatlari bu
tekillik yapisinin anlagilmasina pek uygun olmadigindan, Taylor koordinatlar ile bu

tekilligin halka seklinde oldugu daha acik olarak goriilmektedir [81].

Ote taraftan, CC uzay zamaninda 1s1ik-tipi ve zaman-tipi parcacik hareketleri farkl

sabitler i¢in ayrintili sekilde [82]’de incelenmigtir.
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2.2.2. Zipoy-Voorhees Coziimii

v ¢oziimii olarak da bilinen Zipoy-Voorhees ¢oziimii, esitlik (2.52)’te metrik fonksi-
yonu U’nun, 2¢ uzunlugunda ve kiitle yogunlugu §/2 olan, z-ekseni boyunca simetrik
uzanan bir gubugun Newton potansiyeline karsilik gelmektedir [83,84]. Bu durumda

metrik fonksiyonlari;

R, +R_—20\°

2U +

5 _ 255

‘ <R+ TR+ 2£> (2.55)
R. + R.)2 — 402\

e = << + ZR#)? > (2.56)

olarak elde edilirken burada

Ri=+\p?+ (102 ve 5:%

(2.57)
seklindedir. Ayni zamanda kiitle yogunlugu o, deformasyon parametresi olarak da

isimlendirilir.

0 = 7 = 1 i¢in Schwarzchild ¢oziimiine indirgenen ZV ¢oziimiiniin, dairesel ve
radyal jeodezikleri [85], tekillik yapisinin § < 0 igin noktasal, 0 < § < 1 i¢in sicim
ve 0 > 1 igin ise halka seklinde oldugu [86] ve bu metrigin diigiiniilenin aksine kara

delik ¢oziimleri ile ortiigmedigi [87] gibi birgok farkli 6zelligi incelenmigtir.

2.2.3. Iki Parcacikli Curzon-Chazy Coziimii

Yukaridaki ¢oziimlerde inceledigimiz gibi, Newton potansiyeli ile metrik fonksiyonu
U arasinda bir benzerlik kurularak bir cok c¢oziim elde edilebilir. Bu sekilde farkh
Newton potansiyellerin birlegtirilmesiyle de farkli ¢oziimler iiretilebilir. Bu gekilde
elde edilen birlesik ¢oziimlerin fiziksel anlaml olmasi icin diizeltilmeleri gereklidir.

Ancak bu yontem ile bazi ilgin¢ ve 6nemli sonuclar elde edilebilir.

Bu prosediirii takip ederek, ikili Curzon-Chazy parcaciklarinin siiper pozisyonlar:

elde edilebilir. Boylece, z = —b ve z = b’de bulunan m; ve my kiitleli iki parcacigin
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¢oziimleri,

U = Ui+ U, (2.58)

= K+ Ko+ Ky (2.59)

elde edilir [77,78|. Burada,

U=-"2 Uy=-"2" Ri=vVpR2+(+b? Ro=+p+(z-0bp
Ry Ry

1 m3p? 1 m2p? myms p? + 2% — b2
K=———"C Ky=—2 K= +C, 2.60
Y2 RS >7 2 RS 792 RiR, (2.60)

ile verilmektedir. K5 # 0 durumunda, iki kiitle arasindaki koordinat boyunca konik
bir tekillik oldugu bulunmugtur [88]. Bu tekillik, iki kiitleyi statik olarak ayri tutmay1

saglayan bir yap1 olarak veya Weyl strut olarak yorumlanir. K5 esitligindeki sabit

C tekillik yapisinin belirlenmesinde énemli bir rol oynar. Bu tezde, C' = —™32
kullanilarak, z > b i¢in K2 = 0 olmas: saglanabilecektir [89].
Buna ek olarak, iki esit kiitle icin metrik fonksiyonu;
22 (21 52 p2 1 1 2
B e e R 2:61)
2 P2’ R Ry R, R4 2b?

seklinde elde edilmistir [81].

2.2.4. Kiiresel Kordinatlarda Genel Weyl-tipi Coziim

Weyl-tipi ¢ozlimlerin en geneli kiiresel koordinatlara gecilerek elde edilir. Kiiresel
koordinatlara gecis igcin, p = rsinf ve z = rcosf doniigiimleri yapilarak, metrik

(2.52)

ds? = —eVdt? + eV (€2K (dr2 + 7“2d92) + r%sin 6’d<,02) (2.62)
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haline gelir ve bu durumda Einstein alan denklemlerinden elde edilen diger metrik

fonksiyonlari igin;

Z anr~ "I P (cosb), (2.63)
0
o 1) Ple_Pl+1Pm+1

m 2.64
;;az l+m+2 rlmt2 (2.64)

esitliklerine ulagilir. Burada, P,(cos #) Legendre polinomlaridir. Bu ¢éziimiin en basit

hali a9 = m ve a; = 0(i > 1) segilerek elde edilebilen CC ¢oziimiidiir.

Ote taraftan, klasik Newton teorisine gore, a,, katsayilari sirali cok kutuplu moment-

lere kargilik gelir ve ap monopole moment, a; dipol moment gibi sirayla yazilabilir.

2.2.5. Bertotti-Robinson Co6ziimii

Magnetostatik ¢oziimler i¢in metrik (2.52) ile birlikte bir Maxwell alani ele alinmali-
dir. Bu alamin Faraday tensorii Fyp'nin elektrik alan bilegenleri sifirken (F,,£* = 0),
manyetik alan bilegsenleri skaler bir potansiyel v ile xF};, = 9,1 seklinde F,;’'nin duali

ile tanimlamirsa Einstein ve Maxwell alan denklemlerinden;

U, + %U,,, UL = e () 4 (6.)?) (2.65)
Vn b 2y + e = 2+ 20 (2.66)
Ky = pl(U,) — (U2 + pe (22" — (0,)?) (2.67)
K. =2pU,U., —2pe Y4 1, (2.68)

elde edilir. Metrik fonksiyonlar: ve skaler alanin;

1
U=+ In(p* + 2°) (2.69)
= AM/p*+ 22 (2.70)
K=1 (2.71)

olmasi durumu Bertotti-Robinson ¢oziimii olarak bilinir [90,91]. Burada A manyetik

alanin giddetini gosteren bir sabittir. BR uzay-zamani, diiz olmayan elektromanye-
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tik kaynagin Einstein-Maxwell denklemlerinden elde edilen konformal diiz olan tek
¢Oztimiidiir [92]. BR evreni, Reissner-Nordstrom kara deliklerinin limit durumunda,
dejenere ufuga yakin bolgeyi ve elektromanyetik diizlem dalgalarin carpigsmasini ta-
nimlayan Bell-Szekeres uzay-zamanin etkilegim bolgesi gibi farkli ¢oziimleri ifade

etmesiyle 6nemli bir ¢oziimdiir.

2.3. Jeodezik Denklemleri

Jeodezik denklemleri belirlemek i¢in en klasik yol olan Lagranjiyeni

1
L= 5gui"i" (2.72)

ele alarak, Fuler-Lagrange esitligi

oor  droar O (2.73)

kullanilacaktir. Burada, (*), parcacigim 7 has zamanina gore tiirevidir. Duragan ve
statik eksenel simetrik metrikler icin jeodezik denklemler ayri ayri incelenecek ve
BD c¢oziimleri elde edilen uzay-zamanlarda parcaciklarin dairesel hareketleri ve en
i¢ kararli yoriinge denklemleri (ISCO) gibi 6zellikleri daha sonraki boliimlerde irde-

lenecektir.

2.3.1. Duragan ve Statik Eksenel Simetrik Metrik Jeodezik Denklemleri

Duragan, eksenel simetrik metrik (2.6) formunda bir uzay-zaman i¢in Lagranjiyen;

1 . . ) ) )
L= §(gnt2 + 201510 + Gorar T1° + Goara®2” + G’ (2.74)
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olarak elde edilir. Burada, metrik tensorii bilegenleri g, koordinatlar x;, z>’ye bagh

oldugundan Euler-Lagrange esitliginden korunumlu biiyiikliikler;

gul + gipp = —E (2.75)

gwti+g¢¢¢ = L (276)

seklinde ifade edilir. Burada E, L sirasiyla enerji ve agisal momentum ile ilgili bii-

yiikliiklerdir. Boylece;

. L+ gooF
io= St Ieo (2.77)

gtg? — GopJtt
B Gio B + gu L

912 — Gt

% (2.78)
esitlikleri elde edilir. Ancak, 2,25 koordinatlarina karsilik gelen jeodezik denklem-
leri son derece karmasiktir. Bu nedenle, koordinatlar z; = r ve xo = 0 segilerek,
ekvator diizlemindeki (¢ = 7) jeodezik denklemlerini elde etmek daha uygundur.

Boylece, metrik tensor bilegsenleri sadece koordinat r’ye bagh olacaktir. Metrik (2.6)

formundaki uzay-zaman igin uzay-zaman ¢izgi elemanini;
ds® = gudt® + 2g,dtde + g dr® + gppdp® (2.79)

seklinde ifade edersek
5? ) 3 ) .2
€ = W = gttt + 2915@7590 + GrrT + gw,go (280)
esitligini elde edebiliriz. Burada, € bir sabit olup, 0 1s1k-tipi, —1 zaman-tipi, 1 ise

uzay-tipi pargaciklar i¢in aldigr degerlerdir. Esitlik (2.80) diizenlenerek;

— git? — 2G1t 0 — Gop®

Grr

elde edilir. Ornegin; metrik (2.6) i¢in metrik tensorii bilegenleri yerine konulursa;

—e?YLA — 2YEA? + e 2UEW?

t = s : (2.82)

. e?V(L+ AE

o = —( 7 ), (2.83)
2(2U-K) L+ EA 2
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elde edilir ve metrik fonksiyonlar1 biliniyorsa bu egitliklerin integralleri alinarak par-

cacik jeodezikleri belirlenebilir.

Weyl tipi ¢oziimlerde; uzay-zamani tanimlamak igin verilen metrik (2.52), duragan
metrik (2.6)ten, A = 0, W = p secilerek elde edilebilir. Aym zamanda Weyl tipi
¢oziimler i¢in koordinatlar xi, zo, sirasiyla p, z ve ekvator diizlemi i¢in z = 2 = 0

olarak tanimlanirsa, yukaridaki (2.82-2.84) esitlikleri;

t=—e2VE, O = 6;% (2.85)
= e 2K (€2U€ + E? — et(/é?) (2.86)
halini alir. Esitlik (2.86) tekrar diizenlenerek;
%p2+%veff:%E2 (2.87)
esitligine ulagilir. Burada etkin potansiyel
Vepp = —€eVe+ ei;]/SQ (2.88)

seklindedir. Etkin potansiyelin maksimum oldugu dénme noktasi kararsiz (unstable),
minimum oldugu dénme noktasi ise kararl (stable) dairesel yoriingenin yaricapina

kargilik gelmektedir.
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3. KARA DELIKLER ve KARA DELIK TERMO-
DINAMIGI

Einstein alan denklemleri her tiirlii koordinat doniigiimleri altinda degigmez oldugun-
dan, bu denklemlerin herhangi bir ¢6ziimiiniin yeni bir ¢éziim mii yoksa literatiirde
mevcut olan fakat daha farkli bir koordinat sisteminde ifade edilmig olan bagka bir
¢Oziim mii oldugunu anlamak bir bakigta imkansizdir. Bu giicliigii agmak ve elde
edilen ¢oziimleri simflandirmak iizere cesitli simflandirma teknikleri gelistirilmigtir.
Bunlardan bir tanesi olan Petrov siniflandirmasi herhangi bir Lorentz manifolduna
kargilik gelen Weyl tensoriiniin cebirsel 6zelliklerini gozéniine almaktadir. Burada bu
simiflama yontemi tartigilmayacak ancak bunlardan bir tanesi olan D- tipi ¢oziimler
gbzoniine alinacaktir. Bu tip c¢oziimler genellikle kara delik ¢oziimlerini de icerdik-
leri i¢in 6nemlidirler. Tiim D-tipi ¢oziimler, ilk olarak Debever [93] tarafindan elde
edilen ve Plebanski ve Demianski ¢6ziimii olarak bilinen metrik,

X (dt + ¢*do)® = Y (dt — p2do)’
p*+¢

i = -p?|

+ (PP +4) <d7pz + quQ) } : (3.1)

= (—g2 + v — A/6) + 2np — ep® + 2mp® — (62 +v+ A/6) ', (3.2)

Y = (e’ +~—A/6) —2mq+eq® —2ng® + (¢° — v+ A/6) ¢*. (3.3)

elekromanyetik alan ve kozmolojik sabiti icerecek gekilde ifade edilebilir [94]. Burada;
m kiitle, n NUT parametresi, v, ¢ acisal momentumun a parametresine boliimiiyle
ilgili, b ivme ve e, g elektrik ve manyetik yiikler olarak tanimlanmistir. Ayni zamanda,

bu uzay-zaman igin elektromanyetik bir formu;

1

Al = PR [(eq + gp)dT + (9p — ep)qpdo] (3.4)

seklinde elde edilir.

Literatiirde bilinen bir ¢ok 6nemli ¢oziimler bu metrigin bazi doniigiimleri ve limit

durumlarinda elde edilir. Ote taraftan, metrik (3.1) her zaman kara delik ¢oziimii
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degildir. Bu doniigiimler, limitler ve kara delik olmasi i¢in gerekli durumlar ayrintil
olarak [79] ve [95] caligmalarinda incelenmigtir. Bu boliimde ise, elektrik ve man-
yetik yiiklii, NUT parametresine sahip, dénen kara deliklerin, kozmolojik sabitli ve

kozmolojik sabit icermeyen ¢oziimleri ele alinacaktir.

3.1. Kerr-Newman-Taub-NUT-(anti de Sitter) Coziimii

Metrik (3.1)’de baz1 dontigiimler ile, Kerr-Newman-Taub-NUT-(anti) de Sitter (KNTN(A)
dS) kara delik ¢6ziimii;

A 2 2 2
ds* = —=r (dt - édgo) + Lodr? 4 Ldf?
P = T 0
Ay sin? 2 2 2 2
o <adt y M—M)W) (3.5)
p =

olarak verilmektedir. Burada

1
E = 14 -|Ald?,
3
p° = r’+(n+acosh)?
h = asin®6 + 2ncosb, (3.6)

4 1
Ay = 1+ §]A|an cosf + §|A|a2 cos?, 0
Al

A, = r2—2mr+a2—n2+22$?(3n2(a2—n2>+r2(a2+6n2)+r4)’

olmak fiizere, kara delik parametreleri, m kiitle, z = q. + ¢,, elektrik ve manyetik
yiklerin toplami, n NUT manyetik kiitlesi, a donme parametresi ve A kozmolojik sa-
bittir. de-Sitter (dS) ¢oziimii kozmolojik sabitin pozitif oldugu anti-de-Sitter (AdS)
ise kozmolojik sabitin negatif oldugu durumlan ifade etmektedir ve yukaridaki ¢o-
zim her iki ¢oziimii de icerecek gekilde yazilmigtir. Teoride bu parametreler tiim
reel degerleri alabilir ancak tiim degerlerin fiziksel bir anlami olmayabilir. Ornegin,
2?2 < 0 olmas1 durumunda elektrik veya manyetik kuvvetin kompleks olmas: gerekir,

ancak bu durum Einstein-Maxwell denklemleriyle uyumlu degildir. Ote taraftan, bu
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¢oziim icin elektromanyetik 1-form;

2r zrh

ile verilir. Ayn1 zamanda, A, = 0,p?> = 0,Ay = 0 durumlarinda metrik (3.5)’te
tekillikler mevcuttur. Fakat bu tekilliklerin bazilar1 koordinat tekilligi olup ufuklar
belirlemektedir [96]. Gergek tekillik olan p? = 0 durumu, r = 0 ve cos = —n/a
esitliklerini vermektedir. Buradan, a®* > n? durumu ele alindiginda, metrik (3.5)’in
Kerr-tipi bir halka tekilligine sahip oldugu sonucu elde edilir. n? > a? durumunda

ise uzay-zaman tekilligi mevcut degildir.

AdS ¢oztimii i¢in A, = 0 tekilligi bir koordinat tekilligi olup, ufuklarin belirlenmesini

saglamaktadir. Dordiincii dereceden fonksiyon olan bu egitlik i¢in;
A= —=r)(r—r)r—r)(r—1)=0 (3.8)

seklinde dort kok mevcuttur. Burada, r, , olay ufkunu, r_ Cauchy ufkunu belirlerken,

r1, 17 kompleks koklerdir.

Kerr-Newman-Taub-NUT (KNTN) ¢oziimii;

A — a?sin* 6 Asin®
ds? = —(=——"—— ) (dt + Ady)* 2 dy?
’ < p? )( TAde) [A—a2sin29 7
2
+ d%—kd@ﬂ, (3.9)
Ap = —%(dt—bdgp), (3.10)

seklinde metrik (3.5)te kozmolojik sabitin sifir oldugu ve Boyer-Lindquist koordi-

natlardaki halidir. Bu durumda fonksiyonlar:

A = r*=2mr+a®—n*+ ¢

p° = r*+ (n+acosh)? (3.11)
A - a(r? +a® +n?)sin?0 —bA
B A — a%sin® ’
b = asin®f — 2ncosf

haline gelmektedir. Bu ¢oziimde, ufuklarin yaricaplart A = 0 ile elde edilir ve r,. =
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m £ /m2 — a2 — Q2 + n? seklindedir. r, olay ufku (event horizon) veya dig ufuk
(H*), r_ Cauchy ufku (H~) veya i¢ ufuk olarak isimlendirilir. Ayni zamanda, bu
¢oziimiin kara delik ¢oziimii olmasi icin m? + n? > Q% + a? esitliginin saglanmasi
gerekir. Yoksa bu ¢oziim c¢iplak halka-tipi bir tekillige sahip olmaktadir. Ayrica,

m? +n? = Q? + a* durumu ug kara delik (eztremal black hole) olarak isimlendirilir.

Ote taraftan, NUT parametresi (n) ve kozmolojik sabitin (A) sifir oldugu durum-
lar Kerr-Newman (KN) kara delik ¢oziimiidiir. Bu ¢6ziimiin bir genellestirmesi ise,
dig manyetik alan iginde bulunan KN kara delik ¢oztimiidiir [97,98]. Ancak, dura-
gan metrik i¢in Harrison déniigiimleri ¢ok karmagik oldugundan manyetiklegsmis KN

(MKN) ¢oziimleri yakin zamanda

dr? Y sin? 6
2 2 2 2
ds® = H[ fdt* + R (—+d9>}+—R2

(de — Qdt)*,  (3.12)

seklinde en basit halinde elde edilmistir [99]. Burada

R*=7r?+a*cos’0, A= (r*+a?)—2mr+q¢ +p°
R2A
f:

o Y= (r* +a*)? — a*Asin®0, (3.14)

olmaktadir. Ayn1 zamanda c¢ok uzun olan metrik fonksiyonlari ve alan degerleri
H,Q(w), @y, 3 Gibbons ve arkadaglarinin makalesinde bulunabilir [99]. Karadelik-
ler i¢in ufugun yakin diginda bulunan ergo bolgesi (ergoregion), MKN ¢oziimiinde
donme ekseninin yakininda sonsuza dogru geniglemektedir. Ancak bu durum ¢ =

—amB oldugunda olugmamaktadir.

Bunlara ek olarak, kara delik iki kutup (dihole) ¢oziimleri, z1t yiiklere sahip durgun,

u¢ durumdaki iki kara delik ¢iftinin birlikte ele alinmasiyla

2 4 2
ds? = (1—2MT) [—dt2+ > 3(di+d92)]
b [A + (M? + a?) sin® 4] A

Asin?6
e, (3.15)
(1 -2
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B 2aMr sin® 0
T At azsinZg
A = r*—2Mr +d’ Y =1r% —a®cos? 0. (3.16)

AO = 0, A3

seklinde elde edilmigtir [100].

Ayni1 zamanda, bu ¢oziimiin Melvin manyetik evrenine gémiilmiis halinin

¥4 dr? Asin® 6
ds? = A?| —di® + - (i +d92>] + 220 20, (3.17)
[A + (m? + a?) sin® 4] A A
2mra + B/2 [(T2 — a2)® + Aa?sin® 9} )
A = Azdp=-— s sin” Odp, (3.18)
A+ a?sin® 6 + 2Bmrasin® § + B2 /4sin* 0 [(7‘2 — %)’ + Aa?sin® 9]
A = ,(3.19)
Y
= 7% —2mr +d? (3.20)
Y = 7 —a*cos’f (3.21)

olacagi sonucuna ulagilmigtir [101].

3.2. Kara delik Termodinamigi

Kara delikler, genel gorelilik kuraminin en 6nemli 6ngoriilerinden birisi olarak, 1g1g1n
bile kagamayacag kadar yiiksek kiitle-cekimine sahip uzay-zaman bdlgesi olarak ta-
nimlanir. Bu nedenle kara deliklerin dogrudan belirlenmesi ve gozlemlenmesi imkan-
siz hale gelmektedir. Sadece olay ufkunun dig bélgesindeki diger cisimlerle olan etki-
lesmelerine bakarak belirlenebilirler. Bu dolayli gézlemler sonucunda onlarin kiitle,
yiik ve acisal momentumu belirlenebilir. Ayni1 zamanda, kara deliklerin tiim fiziksel
ozellikleri, diger gok cisimleri gibi bir ¢ok-parcacikli sistem olarak diigiiniilemeyecek-
lerinden dolay1, sadece ii¢ biiyiikliigii; kiitle, yiik ve acisal momentum degerleri ile

belirlenebilir. Bu nedenle, kara deliklerin sag1 yoktur (no-hair theorem) [102].

Ancak, 1970’lerde ilk olarak Bekenstein tarafindan GG kapsaminda kara delikler icin

elde edilen yasalar ile termodinamik yasalar1 arasinda bir benzetme kurulabilecegi
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gosterilmigtir [103]. Klasik GG alan teorisi [104], kara delik olay ufku alaninin hig

bir siire¢te azalmayacagini
AA>0 (3.22)

gosterirken, Bekenstein, bu durumun termodinamigin ikinci yasasi olan, kapali bir
sistemde toplam entropinin azalmamasiyla (AS > 0) yakin bir anoloji olugtur-
dugunu One siirmiigtiir. Kisa bir siire sonra, GG duragan kara deligin olay ufku
tizerinde, yiizey kiitle-cekiminin (k) sabit oldugu ispatlanmigtir [105]. Bu sonug ise
termodinamigin sifirinci yasasi, termal dengedeki bir sistemin sicakligimin (7°) sabit
olmasiyla iligkilendirilmistir. Ote taraftan, genel gérelilik kara delikleri birinci yasas

olarak isimlendirilen,

dM = ——dA + QdJ (3.23)
8w

esitligi, vakum i¢in ispatlanmigtir [105]. Burada, M kiitle, A alan, J agisal momentum
ve ) acisal hiz1 ifade etmektedir. Bu esitligin sag tarafina, bagka madde alanlarinin
varhigi durumunda fazladan terimler eklenebilir. Elde edilen bu sonug ise termodi-
namigin birinci yasasi, bir sistemde yaganan kiiciik ve geri doniigii olan degigsimler
sonucu enerjideki degigim olan, dEE = T'dS + (is terimleri) ile iligkilendirilmigtir.
Boylece, termodinamik biiyiikliikler ile kara delik parametreleri arasinda, «, belir-
lenmemis bir biiyiiklik olmak tizere, F <+ M, T < akx, S <> A/(8ma) analojileri
kurulmugtur. Ancak, klasik GG i¢in kara delik sicakhigi T sifir oldugundan, bu ana-
lojilerin fiziksel anlamlarinin olmadig: sadece matematiksel iligkiler oldugu diisiiniil-

miistir.
Bu diisiince, Hawking’in kuantum parcacik yaratma etkisiyle [106], kara deliklerin
T=— 3.24
o (3.24)

sicakligiyla siyah cisim 1ginim1 yaptigini gostermesiyle degigmistir. Burada, G = ¢ =

h =k =1 olarak ele alinmigtir. Aym1 zamanda, GG igin

A
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kara deligin fiziksel entropisi olarak elde edilir [107].

Bu bilgiler 1s181inda, duragan en basit kara delik ¢oziimii KN ¢6ziimii incelenebilir.

Esitlik (3.9) ile verilen KNTN metriginde, NUT parametresinin n sifir alinmasiyla,

A — a?sin? 6 Asin® 6
ds? = — ([ =— = " 7\ (dt do)? + 02| ——2— 7 42
° ( P2 )< T Adp) +p A—a2sin20"”

dr? 9
+ tdd } , (3.26)

asin? 0(2mr — ¢°)
A —a?sin?6

A = r*-2mr+a+¢, p=r*+aicos’d, A=

seklinde KN metrigi elde edilir. KN kara deliginin ufuk yaricaplart A = 0 denk-
lemi yardimiyla 4 olarak belirlenir. Ilk yapilan calismalarda, sadece olay ufkunun
termodinamik &zellikleri ele alinirken, son yillarda Cauchy ufkunun termodinamik
ozellikleri de incelenmektedir ve kara deligin termodinamik niceliklerinin iki ufkun

etkilerinin toplami oldugu diisiiniilmektedir. Bu durumda, ufuklarda yiizey alanlari;

27 T
he= [ [ Vomgeadsap = ax(t + o (3.27)
0 0

olmaktadir. Ayn1 zamanda, H* ufuklan icin Bekenstein-Hawking entropisi de

A
Sy = f =7(rl + a?) (3.28)
olarak elde edilir. Karadelikler i¢in diger biiyiikliik olan yiizey kiitle-¢ekimi hesap-
lanmast Ek C’de ayrintili olarak verilmigtir. Bu sonucu kullanarak KN kara deligi
icin;

2 2 9

re—m ri—a*—gq
— — 3.29
e i +a?  2ri(ri+ a?) ( )

ufuk yiizey kiitle-gekimi egitligine ulagilir. Sicaklik ile yiizey kiitle-cekimi arasindaki
iliski kullanilarak KN kara deliginin ufuk sicakliklari;

2 _

K+ ri—a® ¢

= = = 3.30
ST o Arra(rl + a?) (3:30)
olarak elde edilir. Bunlara ek olarak, Smarr tarafindan, A = 0 esitliginden;
Sy w(gt+4J%) ¢
e LA 3.31
T T as T (3:31)

31



sonucu bulunmustur [108]. Burada, a = < olarak kullamlmigtir. Aym zamanda,
GG kara delik birinci yasasi, KN kara delikleri icin ele alindiginda, kiitledeki ufak

degisimleri,
dm = TrdS+ + QidJ + Pidg (3.32)

seklinde m = m(S, J, q) olmak iizere, kara delik parametreleri ile ifade edilebilir.
Burada, 7., Q4+, &, KN kara delik i¢ ve dig ufuklarinda, sirasiyla sicaklik, acisal
hiz ve elektrik potansiyeli ifade eder [109]. Boylece termodinamik biiytikliikler;

om 1 w2
T, = —| =—/|[1——= (¢"+4J* 3.33
- as|,, 8mm ( S3 (¢"+ )) ’ (3:33)
om wJ
QL. = — — 3.34
* oJ Sq mSi’ ( )
om q q>
5, noml _ a4, 1 3.35
* dq s 2m ( p Si> ( )

olarak elde edilir. Bagka 6nemli bir termodinamik biiyiikliik ise 6zgiil 1sidir (specific

heat). Birim kiitle bagima 1s1 miktar1 olarak tanimlansa da burada;

0S54
oTy

4m7TT:|: S:t

= T =
Ce =T 1 —4xTy(2m+TS5)

(3.36)

J,q

esitligiyle sabit agisal momentum ve sabit yiik i¢in elde edilir [109].
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4. ALTERNATIF KUTLE-CEKIM KURAMLARI

Einstein genel gorelilik kurami, Giines sisteminde (zayif kiitle-gekimi) ve pulsar ¢ift-
lerinde (giiglii kiitle-gekimi) test edilmig ve bagarih olmug bir teoridir [110-112].
Bunlara ek olarak, son yillarda Type Ia Siipernova (SNe), gézlem sonuglariyla ev-
renin ivmelenerek genigledigine dair ¢ok kuvvetli kanitlar bulunmugtur [113, 114].
GG kuram ile ivmeli bu genislemenin fiziksel icerigi bilinmeyen bazi biiyiikliikler
olan karanlik enerji, karanlik madde veya kozmolojik sabit ile aciklanmaktadir. Bu
nedenle, alternatif kiitle-cekim kuramlariyla bu bilinmeyen kavramlarin kiitlegekim
etkilesmesinin uzun menzilde GG’den farkli davranmasinin bir sonucu olduklar: fikri
ile aciklanmasi1 amaclanmaktadir. Bu calismada, skaler-tensor teorilerinden Brans-

Dicke kurami ve metrik teorilerinden f(R) kurami incelenecektir.

4.1. Brans-Dicke Teorisi

Brans-Dicke(BD) teorisi, Newton sabiti G’yi skaler bir ¢ alaniile G = 1/¢ olarak ilig-
kilendiren GG kuramina alternatif bir teoridir. Maxwell alaninin varligi durumunda

BD teorisinin aksiyonu Jordan cercevesinde;

v
¢

olarak verilmektedir. Burada, w BD parametresidir. Bu aksiyonun metrige gore var-

SJBD = /d4x\/—_g(¢R - g“”augzﬁaV(ﬁ - FQBFQB) (41)

yasyonundan (ayrintili olarak Ek A’de verilmigtir);

T, 1 1
G = g + %(QSMQSV - iguuﬁb?)\(%\) - 5(@#;1/ — guwl19) (4.2)

elde edilirken, skaler alana (¢) gore varyasyonunda ise (ayrintili olarak Ek A’de

verilmistir);

R— %g%#m + %"Dqs — 0. (4.3)
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esitligine ulagilir. (4.2) esitliginin izi alinarak, esitlik (4.3) tekrar diizenlendiginde

BD alan denklemleri igin;
2w+3)dp=T=0 (4.4)

esitligi elde edilir. Burada, 7" enerji momentum tensorii 7),, 'nun izidir ve dért boyutlu
uzay-zamanda sifir olmaktadir. Bununla birlikte Maxwell alani icin enerji momen-

tum tensorii esitlik (2.42) ile verilmigtir.

Brans-Dicke teorisinin w — oo degeri i¢in GG teorisine indirgendigi ve ¢ BD skaler
alaninin;

6= +0() (15)
asimtotik oOzellik gosterdigi seklinde genel bir kabul vardir [115]. Bu durum zayif
kiitlegekim alanlari i¢in dogru olsa da kuvvetli kiitle-cekim alanlarinda durum daha
karigiktir. Zayif kiitle-cekim alani i¢in Giines sistemi testlerinde w > 40000 olmasi
gerektigini gostermistir [116]. Ancak, bir ¢ok yeni ¢aligma bunun bazi durumlarda
tam dogru olmadigini géstermis ve BD tam ¢oziimlerinin her zaman GG ¢oziimlerine

w — oo limitinde indirgenemeyebilecegi iddia edilmigtir. [117-119].

4.1.1. Duragan, Eksenel Simetrik BD Alan Denklemleri

Esitlik (2.6)’da duragan, eksenel simetrik metrik tanimlanmigtir. Bu metrigin BD

alan denklemleri ¢6ziimii icin metrik fonksiyonlarini;
ds? = —e®UB(dt + Apdp)? + 2 Ee=Us) (dx 2 + da,?) + e VB W 2dp? (4.6)

olarak B alt-indisiyle belirtirsek ve kolaylk i¢in egitlik (4.2)1

w 1 2T,
- 9 s N2 /LVD - -
gbg gb (¢,,l 5 g QZS) gb

seklinde tanimlarsak bazi BD alan denklemleri;

Gdn,, = G

(QS?/L an/ _%guu¢7a¢,a) - = 0 (47)
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Gdn?' + GdnZ? = V*(¢Wg) =0, (4.8)
Gdnfp = 4 (.AB(ﬁA()B)Q - ﬁAogﬁAgB)
4Up 4T
+ Wge VBV, (%) =0, (4.9)
t 2 (& 2 = = 2 _4U = 2
Gdn! + Gdn? = 2wW2 (w) 4 20WEY (WW) _ @2l (VAB>
FAWEGVEK  — 462 WEV (WNUB>
. 2
1262 Wy {WB <VUB) + vsz] —0, (4.10)
. 2 5 2 5 2
Gdn! — Gdng = U3 (VAOB> s {Afg (VAOB) . (VAgg) }
= €4UB¢§AB = 2
—ApgWpV. | ————2= | —e'Vs¢ (VA
BWpB ( W € Cb( B)

Wy [26. (¢WNUB) —V. (WWBH — 0, (4.11)

olarak elde edilir. Burada, tiim metrik fonksiyonlar1 koordinatlar xy, x5’ye baghdir.

Ek olarak esitlik (4.4) ise;
(2w + 3)V. (WBWb) =0 (4.12)

haline gelir. Maxwell denklemleri ise

ME! = V. |e e WyVAg, + (VA3B—ABVAOB> —0, (4.13)
B
ME® = V. [GQUB (ANAOB —ﬁAgBﬂ —0 (4.14)
Wg

esitlikler (2.50-2.51) ile benzer gekilde elde edilir. Goriildiigi gibi BD alan denklem-
leri oldukga karmagik bir yapiya sahiptir.

4.2. f(R) Teorisi

Einstein'nin GG kuramina alternatif teorilerden bir digeri de, (2.11) esitligindeki

Lagranjiyen L£’nin sadece Ricci skaleri degil de, Ricci skalerinin fonksiyonlarindan
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olugtugunu ele alan f(R) teorisidir. Bu teorinin farkli versiyonlart mevcuttur. Bun-
lardan bazilar1 arasinda, teorinin geometrik yapisinin sadece metrige bagh oldugu
metrik- f(R) teorisi yaninda metrik ve baglantinin ayri degigkenler olarak ele alindig:

Palatini f(R) teorisi ve metrik-afin teorisi sayilabilir.

Metrik f(R) kurami, toplam eylemin temel degigkenlerinin sadece metrik ve diger

madde alanlari oldugu bir kuramdir ve ;

1

5= 167G

/ oy =g(R + f(R)) + Sy (gyun ) (4.15)

eylemi ile ifade edilebilen bir teoridir [120|. Burada, ¢ madde alanin toplamin ve
f(R) Ricci skalerinin herhangi bir fonksiyonunu ifade eder. Ayni zamanda, bu ku-
ramin alan denklemleri metrigin doérdiincii dereceden tiirevlerini icermektedir. Bu
aksiyonun metrige (¢g"”) gore varyasyonundan (varyasyon hesabi ayrintili olarak Ek
B’de verilmigtir);

R0+ F(R)) = 30l B+ [(R)) = (V¥ = guD) (R) — $7GTo =0 (4.16)

denklemi elde edilir. Burada, enerji-momentum tensorii 7),, = —\/L_—gng";, V, Levi-
Civita bagintilariyla metrigi birbirine baglayan kovaryant tiirev iglemcisi ve [ =
VH#V, operatorii olarak belirlenmistir. Metrik f(R) teorisi biiyiik 6l¢iide ilk olarak

[121] tarafindan incelenmigtir. Ayni zamanda, bu egitligin izi
R(1+ f(R)) —2(R+ f(R)) +30f(R) — 87GT =0 (4.17)

olurken, enerji-momentum tesériiniin izi (7' = T*,) bosluk i¢in ve 4-boyutlu uzay-
zamanda elektromanyetik alan icin sifir olmaktadir. Ote taraftan, Ricci skalerinin

sabit oldugu uzay-zamanlar i¢in R = Ry se¢ilmelidir. Bu durumda, esitlik (4.17);
Ro(1+ f'(Ro)) — 2(Ro + f(Ro)) = 0,

halini alir. Bu esitlik Ry icin c¢oziiliirse;

Ry — 2f(Ro)

= PRy 1 (4.18)
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haline gelirken, esitlik (4.16) ise;
1 , 1
R;w - §Q;WRO + R;wf (RO) - §g;wf(R0) - 87TGTMV =0 (419)

olur ve bu ifadeden sabit egrilikli ¢6ziimiiniin alan denklemi;

P o1 ( F(Ro) 87GT,, )
w99\ F(Ry) — 1 1+ f/(Ro)

(4.20)
seklinde ifade edilebilir.

Ote taraftan, Palatini f(R) teorisi, kiitle-cekimsel aksiyonun metrik ve baglantilara
(T'* ) bagh olacagini ancak madde aksiyonunun sadece metrige bagh olacagi durumu
ele almaktadir. Ek olarak, kiitle-cekim ve madde varyasyonlarinin ikisinin de hem
metrige hem de bagintilara bagh olabilecegini ele alan metrik-afin f(R) teorisi de

ilgi cekmektedir.

Aslinda f(R) teorilerinin herbirini bir digerine gétiiren durumlar mevcuttur. Ayni
zamanda, yapilan ¢aligmalar ile f(R) teorisi sonuglari, bir skaler potansiyel terimi
eklenmig olan BD kuraminin, BD-parametresinin (w) baz degerleri i¢in 6rtiigtiigi

gosterilmigtir. Bu durumlan Sekil 4.1 ile 6zetlemek miimkiindiir [122].

Ancak bu tezde, sadece yukarida da ayrintili olarak alan denklemleri gosterilen met-
rik f(R) teorisi kullamlarak, kozmolojik sabitli GG ¢oziimleri ile aralarindaki iligki

incelenecektir.

4.2.1. Tutarlh f(R) Teorileri

Diger 6nemli bir nokta ise, f(R) teorilerinin, giiniimiizde ivmelenerek geniglemekte
olan evreni, f(R) fonksiyonunun hangi durumlarnyla agiklayabildikleridir. Aslinda,
kiitle-cekimsel teorilerin uygunlugunun saglanmasi i¢in, f(R) fonksiyonlarma bazi
kisitlamalar getirilmelidir. Bu ¢caligmada, gerekli olan durumlardan {i¢ii asagida 6zet-

lenmigtir [123];

e 1+ f(R) > 0. Bu durum, egitlik (4.20) icin belirlenen, etkin kiitle-gekimsel
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f(R) KUTLE-CEKIM KURAMI

T~

v ve gu bagimsiz degisken g bagimsiz degisken
METRIK-AFIN f{R) METRIK f{R)
Snv=SM(Qwv, i)
PALATINI f{R) fR)=
Rﬁﬂji / "'(R)70
R0 GENEL GORELILIK
BRANS-DICKE, wo=-3/2 BRANS-DICKE, wo=0

Sekil 4.1 f(R) kiitle-gekim teorisinin simmiflandirilmasi ve bunlara kargilk BD teorileri
grafigi [122].

sabit Gepp = degerinin pozitif olmasini saglar. Ayn1 zamanda, Einstein

G
1+f'(R)
denklemlerinin ana kisminin isaretini de korur. Ote taraftan, graviton parca-

ciginin takyon karakteri gostermesinin de oniine gegilir.

e f’(R) > 0. Bu kisitlama kararh bir kiitle-gekimsel evreyi saglar.

% — 0, R — oo. Bu kisitlama ise, GG’nin erken evrendeki karakterinin be-
lirlenmesine imkan vermektedir. Aym1 zamanda, GG'nin biiyiik patlama niik-
leosentezi ve kozmik mikrodalga arkaplan isimasi gibi tahminleriyle de dogru
olarak ortiismektedir. Ancak, sadece evrenin ivmeli geniglemesi modellenmek

isteniyorsa bu kisitlamaya gerek yoktur.

Bu kisitlamalar gézoniinde bulundurarak olugturulan bazi tutarli (vieble) f(R) mo-

delleri su sekildedir;

A) Model I: f(R) = a|R|?

Bu model pozitif « i¢in, ézellikle o« R? modeli ile ivmeli genisleyen evreni tanim-

ladigindan dolay1 genig olarak caligilmaktadir. Giinlimiiz genigleyen evreninin
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gozlem sonuglari, egriligi pozitif olarak elde ettigi igin, esitlik (4.18) ile verilen

egrilik ifadesinin porzitif olmasi gereklidir. Bu esitlik kullanilarak;

Ro = (my/(ﬁ_n (4.21)

sonucu elde edilir. Bu sonuctaki parametrelerin, « >0, f>2vea <0, /<2
durumlar1 porzitif egriligi ifade etmektedir. Ancak, ikinci durum i¢in § = 1,
egriligin sonsuza gitmesine neden oldugundan pozitif sabit egrilik icin bu durum
a < 0, f <1 olarak ele alinabilir. Aym zamanda, bu kisitlamalar, f”(R) > 0

ve f'(R) + 1 > 0 kogullarim da saglamaktadir.

Model II: f(R) = R%%/% — R
Bu model, a = 1 i¢in [124] ve daha genel olarak [125] ¢aligmalarinda daha 6nce
ele almmigtir. Secilen f(R) fonksiyonu esitlik (4.20)’de kullanilarak, sabit Ricci

skaleri igin;

Ry = (4.22)

esitligi elde edilir. Pozitif egrilik sabiti icin; o > 2, > 0vea <2, <0
durumlari s6z konusudur. Bir 6nceki modelde oldugu gibi bu modelde elde edilen

esitlikler de yukarida verilen kisitlamalar: saglamaktadir.

Model III: f(R) = R [log(aR)]” — R
Diger modeller gibi bu modelde daha 6nceki ¢aligmalarda ele alinmigtir. [124,
125]. Secilen fonksiyon kullanilarak, esitlik (4.20) diizenlendiginde;

eB

Ry = — 4.23
0= (4.23)

egrilik ifadesine ulagilir. Bu sonug, § > 0 zorunlulugunu getirdiginden, pozitif
egrilik i¢in « > 0 olmak zorundadir. Ancak, ulagilan bu sonug ile daha 6nceden
bahsedilen kisitlamalardan, f(R)/R — 0, R — oo kisitlamasini saglamamakta-

dir.

39



n

OB (E)”

Bu modelin ise kozmolojik tutarl oldugu gosterilmis [126] ve ¢ok ilgi ¢ekmigtir.

=)
~—

D) Model IV: f(R) =

Bu calismada ise n = 1 alinarak, egrilik ifadesinin pozitif olmasi icin gerekli
sabitler tartigilmigtir. Egitlik (4.20) ile verilen sabit Ricci skaleri, bu fonksiyon

kullanilarak;

R = alk —1) | ay/k(k—1) (4.24)

seklinde iki farkli deger olarak elde edilir. Ancak burada, pozitif egrilik icin,
R, esitligine gerekli sabitler hig bir sekilde saglanamamaktadir. Ote taraftan,
Ry," > 0 durumunun saglanmasi i¢in;

04</iﬁ_ D, oy “(g ) B (4.25)

esitsizligi elde edilir. Bu sonug i¢in, x > 1 olmak zorunda iken, o > 0,5 > 0 ve

a < 0,8 < 0 durumlar: ele alinabilir.

4.2.2. Duragan, Eksenel Simetrik f(R) Alan Denklemleri

Esitlik (2.6) ile verilen duragan,eksenel simetrik metrik;
ds* = =2 (dt + Apdp)? 4 257U (da 2 + day?) + 72U W3de® (4.26)

f(R) ¢oziimleri igin f alt indisli olarak belirtilmektedir. Esgitlik (4.19) ile verilen
f(R) alan denklemlerinden;

f(RO) ) 200r—K
Gdn®. + Gdn®™2, = W (— + 2 UKDy, = 0, 4.27
1 2 ! f’(Ro)—l f ( )
. 4e2Vs =, = -
Gdnt = W(AJI(VAJC()) —VAfO.VAfg)

L AUy
b YA (4.28)

Wy

Gdn', + Gdn?, = 2W;e* (—fv,?]”%f gR°)1+e2<Ufo>v2Wf> — e (V.Ap)°
)) —

AW [Wi(VUp)? + V2K = V2U;) = AVU; YWy | = 0,(4.29)
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2
1+ f'(Ro)

- ([ AgetUsV Ay
- va(—wf

Gdn', — Gdn®, = [W;e—wf(m 70)* + €21 ((VAgs)? — A3(VAp)?)

+2W, VU — ﬁwf) = (4.30)

esitlikleri elde edilir. Burada, tiim metrik fonksiyonlar1 z;, x5 koordinatlarina bag-
yken, V = 3%1:%1 + 5%552 seklinde tanimmlanmigtir. Ote taraftan, egitlik (2.45) ile
verilen elektromanyetik bir-form, f(R) ¢oziimleri i¢in Ay = Agrdt+ Aspdyp yazilarak,

Maxwell denklemleri i¢in,

t = | —2u — Ape?r 1o =
ME' = V. |e2UrW,V Ay + (VAsr = AV Ay )| =0, (431)
f
ME* = ¥ {GQUf (4;V 45 = V4 )} 0 (4.32)
= R of — 3 = .
Wf f f f

esitliklerine ulagilir.
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5. COZUM URETME TEKNIKLERI

Bir 6nceki boliimde BD alan denklemlerinin ¢ok karmagik olmalar1 dolayisiyla (4.8-
4.11) denklemlerin ¢oziilerek tam ¢oziimlerinin elde edilmesinin ¢ok zor oldugu agikca
goriilmektedir. Bu nedenle karigik alan denklemlerinin ¢oziilmesi icin bazi ¢6ziim
iiretme teknikleri kullanilmaktadir. Bu tekniklerden bir tanesi Ernst denklemlerini
kullanarak sonucu elde etmektir. Genel gorelilik icin Ernst tarafindan elde edilen
bu denklemler [58,59|, kozmolojik sabitli genel gorelilik i¢in Astorino |127| tarafin-
dan genellegtirilmigtir. Burada ise, BD alan denklemleri i¢cin Ernst denklemleri elde

edilecektir.

Diger bir teknik ise, vakum igin Tiwari ve Nayak [69], elektromanyetik alan igin
Signh ve Rai [70| tarafindan elde edilen, BD metrik fonsiyonlarinin, genel gorelilik
metrik fonksiyonlari bilinen vakum veya elektromanyetik bir uzay-zaman ile iligkilen-
dirilmesidir. Burada, Tiwari-Nayak-Rai-Singh (TNRS) metodu olarak isimlendirilen
bu ¢oziim iiretme teknigi genellegtirilerek, GG kurami kapsaminda ¢dziimii bilinen

baz1 uzay-zamanlarin kolaylikla BD ¢6ztimleri elde edilecektir.

Ote taraftan, TNSR metodu ile kozmolojik sabitli GG alan denklemleri arasinda bir
iligki belirlenememigtir. Bu kapsamda f(R) teorisi ile kozmolojik sabitli GG alan

denklemleri arasindaki iligki ele alinacaktar.

5.1. Ernst Denklemleri

Duragan, eksenel simetrik uzay-zaman metriginin kanonik bi¢imi kullanilarak elde
edilen alan denklemleri, karmagik olmalar: dolayisiyla, BD kurami i¢in Ernst denk-
lemini elde etme siirecini zorlagtirmaktadir. Bu gii¢liigii agsmak i¢in, bu uzay-zaman
metrigini daha uygun bir bi¢cimde yazmanin bu siireci kolaylagtirabilecegi diisiiniildii.
Bunun sonucu olarak agagida verilen ve daha 6nce [128] makalesinde sunulan metrik

formu gdzoniine alindi,
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Bu metrigin ve metrik (2.6)’in metrik fonksiyonlar1 arasinda

ds? = —ae™?(dt + Adp)? + ae™Y2dp? + (dz,? + dxy?). (5.1)

Q 1 Q 1
— 1 K= — | W = a. 9
U 4+2na, 4+u—|—4na, o) (5.2)

seklinde bir iligki vardir. Ayn1 zamanda BD alan denklemleri ¢éziimii icin bu metrik;

2vp

(dz,* + dwy?) (5.3)
ap

ds® = —ozBeQB/z(dt + Apdp)* + ape B2dp? + ¢

B alt indisi ile temsil edilirse, BD alan denklemleri esitlikler (4.2) ve (4.4)’den;
Gdn," + Gdn,” = V?(apg) =0, (5.4)
Gdn,” = %6 (ongzSeQBﬁ.AB> + 2¢%8/2 [AB <6AOB)2
— VApVAsp] =0, (5.5)
Gdn,' — Gdn,f = %ﬁ. (a56V ) + ApV. (apde™V Ap ) + apge (V.Ap)*
+ 2 [AQB (ﬁAOB)2 - <§A33>2} — 2 F (6AOB)2 — 0(5.6)

1 - 2 1 o 2 1
Gdn,' +Gdn? = Sapoe™ (VAp) - sano (V0s) + 57%(a0)

— 200V — g&BV% —wap (v(f)g =0, (5.7)
—2v . ~
VRl (aBng) —0, (5.8)
olarak elde edilirken, Maxwell alan denklemleri i¢in ise;
v. [6*93/261403 + Apen/? <6A33 - ABﬁAOB)] — 0, (5.9)
v. [693/2 (m,B - ABﬁAOBﬂ —0. (5.10)

esitlikleri yazilabilir. Yeni bir potansiyel tanimlanarak egitlik (5.10) ;

€, x VAsp = e/2(VAsp — ApVApp),
€, x @ x VAsg = ¥/2(&, x VAsp — Ap(€, x VAug)),

—

v, [e; X 61433} Y [AB(@, X VAgp) — e 22V Al =0 (5.11)
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olarak ifade edilebilir. Burada, e¥ diiz uzay taban vektorleri seti {€*!, ¥, "2} kargilik

gelmektedir. Yeni potansiyel Asp kullanilarak Maxwell alan denklemi (5.9) igin;
v [e*QB/WAOB + Ap(E, x 62133)] —0 (5.12)

yazilabilir. Kompleks yeni bir potansiyel ® = Ay + i4; atanarak Maxwell alan

denklemlerini
V. |e B2V — iAge, x Vd| =0 (5.13)

seklinde ifade etmek miimkiindiir. Bu esitligin reel kismi egitlik (5.9)’a, karmagik
kismi ise egitlik (5.10)’a karsilik gelmektedir. BD alan denklemlerinden egitlik (5.5)

yeni tanimlanan potansiyel ile;
V. [ papV Ap — 22, x Im(cb*ﬁ@)] ~0 (5.14)

haline gelir. Burada ®* = Agp — iAs olarak ®’nin kompleks eglenigidir. Tekrar bir
potansiyel tanimlayarak esitlik (5.14)’i;

&, x Vh = e pagVAp — 2¢, x Im(O*V)

€, X €y x Vh = eBoape, x VAg — 28, x &, x Im(®*VP)
&, x VA = _;;ZB (ﬁh +2 Im(cb*ﬁcb)) (5.15)
olarak yazmak miimkiindiir. Béylece, BD alan denklemi (5.5);
v. {G_QB (ﬁh +2 Im(é*ﬁcb)ﬂ ~0. (5.16)
Pap

Qp/2

esitligine doniisiir. Aym1 zamanda, yeni bir fonksiyon f = e ap® belirlenerek,

esitlik (5.6),

2
quﬁ.(angﬁf)—ﬁfﬁf—@Vz(amﬁ) = 2fVO.VO*

ap

— [Vh+2Im(®* Vo)) (5.17)
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ile ifade edilebilir. Son olarak ise, kompleks bir fonksiyon & = f — |®|? + ih ile, BD

alan denklemleri ve Maxwell denklemleri;
]_ — — — — —
(Re ¢ + |<I>|2)a—¢v.(a3gbv<€) = (Ve +20*V®). Vg, (5.18)
B
1 - . . L
(Re ¢ + \@]2)a—¢v.(a3¢vq>) = (Ve +20*VP).VD, (5.19)
B

olarak yazilabilir. Bu egitlikler Ernst denklemlerinin [59] BD skaler alani i¢in genelleg-
tirilmis halleridir. BD alan denklemlerinden (5.5) esitligi, esitlik (5.18)’in kompleks
kismina, (5.6) ise esitlik (5.18)’in reel kismina karsilik gelmektedir. Ote taraftan, esit-
lik (5.19)’un reel kismi Maxwell denklemi (5.9)’a, kompleks kismu ise egitlik (5.10)’a
esittir.

Yukaridaki (5.18) ve (5.19) denklemleri bu bolimde neden kanonik duragan, eksenel
simetrik uzay zaman metrigini degil de (5.1) ile verilen standart bi¢cimde olmayan
metrigin kullanildigr sorusunun yanitidir. BD kurami icin Ernst denklemleri olan
(5.18) ve (5.19) esitliklerini veren (5.4-5.8) esitlikleri ve onu izleyen denklemlerde
hichir gekilde BD skaleri ¢ tek bagina bulunmamakta her zaman ap fonksiyonu
ile garpilmig olarak gelmektedir. Dolayisiyla elde edilen Ernst denklemleri (5.18) ve
(5.19) daki age carpimi ve diger metrik fonksiyonlart Qp, Ap ve ayar fonksiyonu
Ap icin

app=a, Qp=0Q, Ap=A, A=A, (5.20)
eslestirmeleri yapilirsa, bu fonksiyonlarda GG kuraminin karsilik gelen Ernst denk-
lemlerinin herhangi bir ¢6ziimii segilirse, BD kurami i¢in elde edilen (5.18) ve (5.19)
denklemler ile verilen Ernst denklemleri aynen GG kuraminin Ernst denklemlerine,

yani

(Re e + |®])=V.(aVe) = (Ve+20*V).Ve, (5.21)

I~

(Re £ + [®)=V.(aV®) = (Ve+20*V). VD, (5.22)

Q|+

doniisiir. Dolayisiyla, secilen metrik bicimi, BD kurami icin Ernst denklemini elde
etme siirecini son derece kolaylagtirmaktadir. Burada bahsetmek gerekir ki, BD ku-

rami cercevesinde Ernst denklemlerini elde etmek daha 6nce de, 6zellikle Einstein
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cercevesinde ve metrigin kanonik bi¢imi kullanilarak [60-62|, caligilmig bir konudur.

Ancak bu ¢alismada secilen metrik bi¢imi bu siireci son derece kolaylastirmaktadir.

Ote taraftan, esitlik (5.4), kanonik ¢oziim olan a = p se¢ilmesine de olanak sagla-

maktadir. Bu secim ile Ernst denklemlerini;

(e +e" + Q) Vi = 2 (65 + 2@*6@) Ve, (5.23)
(e +]0]?) V2o = 2(Ve+20'V0) Ve, (5.24)

olarak yazmak miimkiindiir. Burada, €*, ¢ potansiyelinin kompleks eslenigi ve V2
ii¢c boyutlu diiz silindirik koordinatlar icin Laplace operatoriidiir. Elde edilen denk-
lemler, Maxwell alani igeren GG kuraminin Ernst denklemlerinin aymsidir [58,59).
Yani, BD teorisi i¢in Ernst denklemlerine metrigi (5.1) formunda alarak ulagmak
daha kolaydir. Aslinda, yukarida verilen Ernst denklemleri, BD teorisi i¢in Eins-
tein gergevesinde galigilmig [60-62] ve bazi tam ¢oziimlere bu denklemlerin integrali
alinarak ulagilmigtir. Ayn1 zamanda, literatiirde Einstein cercevesinden Jordan cer-
cevesine gecmek icin verilen doniigiimler ile de BD teorisi ¢oziimleri elde edilebilir.
Bu tezde, literatiirde cok farkli koordinatlarda ¢oziimlerin mevcut olmasindan do-
lay1, W # p durumlarini da icermek {izere, daha genel olan, a # p durumuna kargilik

gelen (5.21), (5.22) Ernst denklemlerini goz 6niine almmigtar.

Ernst yontemi kullanilarak, BD kurami cercevesinde yeni ¢oziimler elde etmek tizere
esitlikler (5.18) ve (5.19)’u ¢ozen Ernst potansiyelleri i¢in, BD alan denklemleri
(5.4-5.6)’ninde integre edilerek tiim ve aranan ¢oziime uygun ¢oziimiin elde edil-
mesi gereklidir. Yukarida da bahsedildigi gibi, elde edilen Ernst denklemleri GG i¢in
olan Ernst denklemleriyle ayni oldugundan, GG i¢in ¢6ziim olan Ernst denklemleri
BD teorisi i¢in de ¢oziimdiir. Ancak, esitlik (5.4) ’de ap ve ¢ i¢in segilen ¢oziimiin
(5.8) esitligini de saglamasi gerekir. Ote taraftan, (5.8) esitligini saglayan ap ve ¢
fonksiyonlari kullanilarak esitlik (5.7) nin integralinin alinmasi ve metrik fonksiyonu
vg'nun elde edilmesi gereklidir. Bu nedenle Ernst denklemleri kullanilarak BD te-
orisi igin ¢Ozlim liretmek biraz ugragtirici olmaktadir. Bunun yerine daha kolay bir

metod ile ¢oziimler elde edilecektir.
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5.2. Genigletilmis Tiwari-Nayak-Rai-Singh Metodu

Bir 6nceki boliimde, duragan, eksenel simetrik uzay-zamanin hem metrik (2.6) hem
de metrik (5.1) ile ifade edilebilecegi ve metrik fonksiyonlari arasinda esitlik (5.2)
iligkileri oldugu gosterilmistir. Bu doniigiimlerin varligi, Ernst denklemlerinin yam
sira bagka ¢Oziim iiretme yontemlerinin de ele alinabilecegini gostermektedir. Bu bo-
limde, literatiirde tek parametreli ¢oziimii, metrik (2.6) formunda bulunan Tiwari-

Nayak-Sighn-Rai metodu ele alinacaktir.

Burada ele alinacak teknik, Einstein(-Maxwell) ¢6ziimii bilinen bir statik veya du-
ragan eksenel simetrik ¢oziimiin, bu uzay-zaman ile aym simetriyi paylasan, Brans-
Dicke(-Maxwell) teorisindeki ¢6ziimiiniin iiretilmesini saglayacaktir. Teknigi olugtur-
mak icin ise su yol izlenecektir: 11k olarak, metrik (5.1) formundaki bir uzay-zaman
i¢in, skaler alam (¢) ve Maxwell alan1 bu uzay-zaman ile aym simetriye sahip ve met-
rik fonksiyonlart apg,Qp, Ag,vp, Ag, ¢ olarak ifade edilen metrigin BD(-Maxwell)
alan denklemleri elde edilir. Ayni metrik ve metrik fonksiyonlar a, €2, A, v, A olarak
ele alinan Einstein(-Maxwell) alan denklemleri, BD(-Maxwell) alan denklemleriyle
kargilagtirlarak, BD(-Maxwell) alan denklemlerinin, metrik fonksiyon déniigiimleri

yapilarak Einstein(-Maxwell) alan denklemlerine indirgenmesi saglanir.

BD(-Maxwell) alan denklemleri (5.4-5.10) den (5.5) ve (5.6) veya bunlarin egdegerleri
(5.18) ve (5.19) esitliklerinden metrik fonksiyonu ap(= Wp)’'nin her zaman skaler
alan ¢ ile carpim halinde oldugu ilk goze carpan durumdur. Bu nedenle, daha 6nce de
bahsedildigi gibi & = ap¢ olarak secilebilir. Bu secim ile, ap = of ve ¢ = o', k bir
sabit olmak tizere ele alinirsa, (5.4) ve (5.8) esitliklerini saglanmaktadir. Bu se¢imin
keyfi bir secim oldugu ve daha genel secimlerin mevcut olabilecegi diigiiniilse de
aslinda bu se¢im tiim alan denklemlerini saglayan muhtemelen tek secimdir. Bunu
gormek iizere metrik fonksiyonu a’nin kanonik degeri o = p durumu goz Oniine
alindiginda, BD skaler alaninin, ¢ = f(p) seklinde bir fonksiyon olmasi gerektigi

goriilmektedir. Bu durumda ap = % olacagindan, egitlik (5.8)’den

() -
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elde edilir ve buradan f(p) = p® sonucuna ulagilir. Bu tezde bu integral sabiti
co = 1 — k olarak ele alinmigtir. Diger alan denklemleri de kullanilarak daha detayh

bir analiz ile agsagidaki teoreme ulagilmigtir;

Teorem 1 FEinstein ya da Finstein Mazwell kuramanin (5.1) bi¢iminde bir metrige
sahip olan, Einstein-Mazwell durumu i¢in muhtemel bir A = Ag(p, 2)dt + Asz(p, 2)de
Mazwell alanina sahip olan herhangi bir ¢ozimiinden, asaqidaki dinisimler kulla-

nilarak bu ¢ozimlere karsilik gelen BD ya da BD-Mazxwell ¢oziimi elde edilebilir:

ag=a*, ¢=a"" (5.26)

AB = A, AB = A, QB == Q, (527)
2w — (2

v = v+ = (Z)+3)kln¢. (5.28)

Bu doniigiimlerden (5.27) esitligi BD alan denklemlerinin GG i¢in Ernst denklemini
verme kogulu olan (5.20) esitliginden elde edilmistir. (5.26) ise hem Ernst denklem-
leri hem de Ernst denklemlerine girmeyen BD skaler alan denklemi (4.4) birlikte
kullanilarak o = ap¢ esitligi ve (5.25) denklemi yardimi ile yukarida elde edilmisti.
Béylece, teoremi ispatlamak icin sadece son egitligin ispatlanmasi yeterlidir. Bunun
icin ise son doniigiim haricindeki doniigiimler alan denklemlerinde yerine konularak
yukaridaki esitligin dogru oldugu kolaylikla gosterilebilir. Dolayisiyla, duragan ve
eksenel simetrik uzay-zaman geometrilerini temsil eden metrigi (5.1) geklinde stan-
dart olmayan bir bicimde ifade etmek, GG ¢6ziimlerini BD ¢6ziimlerine doniigtiiren
doniigiimleri elde etme siirecini son derece kolaylagtirmigtir. Uzay-zaman metrigi
bi¢imini bu sekilde se¢cmenin avantaji, bu koordinatlarda BD ve GG Ernst denk-
lemlerinin kolaylikla elde edilebilmesi ve Ernst denklemleri ile ilgili cesitli daha ileri
¢oziim liretme tekniklerinin BD kuramina kolaylikla uygulanabilmesidir. Buradaki
tek sikinti, metrigin bu formunun pek fazla bilinmemesidir. Bundan dolayi, elde
edilen sonuclar literatiirde mevcut olan sonuclar ile karsilagtirabilmek ve ayrica yu-
karidaki yontemi kullanarak yeni c¢oziimler elde edebilmek icin, yukaridaki teoremi
metrigin standart bi¢imi (2.6) kullanarak yeniden ifade edilmelidir. Bu iki metrik

bi¢iminin metrik fonksiyonlar1 arasindaki iligkiyi (5.2) kullanarak yukaridaki teorem
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agagidaki sekilde ifade edilebilir;

Teorem 2 Einstein ya da FEinstein Mazwell kuramwnin (2.6) biciminde bir met-
rige sahip olan ve Einstein-Mazwell durumu i¢in muhtemel bir A = Ag(p, z)dt +
As(p, z)de Mazwell alanina sahip olan herhangi bir ¢éziminden, asagidaki doni-
stimler kullanilarak bu ¢éziimlere karsilik gelen BD ya da BD-Maxwell ¢6zimi elde
edilebilir:

WB = ka ¢ = Wl_ka AB = -Aa AB = A7

1
Up=U~;In¢, (5.29)

20—1-—(2 k
KB:K—i—w (2w + 3)

In ¢.

Yukaridaki yontemi kullanirken kargilagabilecek tek muhtemel zorluk, duragan, ek-
senel simetrik coziimler bircok farkli koordinat sisteminde ifade edilebilecegi icin,
kullamlmak istenen GG ¢oziimlerini (2.6) metrigi bi¢imine getirmektir. Yukaridaki
kuram ile elde edilen BD ¢oziimiine kargsilik gelen uzay-zaman c¢izgi elemani ise aga-

gidaki gibidir;

dS?]BD — ¢—1[_ 62U<dt + Adg@)Q + 62(K_U)¢(1_k)(w+3/2)(d.ﬁUlQ + d(l}'22)

+eUW2de?). (5.30)

Bu agsamada artik yukarida ifade edilen sonuclar ile literatiirdeki sonuclar karsilas-
tirilabilir. Aslinda, yukaridaki teoremde ifade edilen yontem, daha kisithi bir bicimi
ile [69,70], yani Kp = K 6zel durumu igin, literatiirde bilinmekte idi. Bu 6zel kosul,
yukaridaki teorem (1) ve (2) de serbest bir parametre olarak tanimlanan k sabitinin
daha onceki caligmalarda bir serbest parametre olmayip, BD parametresi olan w’ya
k= (2w —1)/(2w + 3) esitligi ile belirlenmesine yol agmaktadir. Bu Kp = K kisit-
lamasi altinda, bu yontem kullanilarak, BD i¢in Kerr-Newman-tipi ¢oziimler [43] ve
Bonnor tipi kara di-hole ¢6ziimleri [71] daha 6nce tartigilmigtir. Ayrica, benzer bir
yontem, W = p 6zel durumu igin, BD kuraminda Einstein-Rosen tipi kiitlecekim

dalga ¢oztimlerinin elde edilmesinde kullanilmigtir [129].
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5.2.1. Einstein Cercevesinde Genigletilmis Tiwari-Nayak-Rai-Singh Me-
todu

Jordan gergevesinde ifade edilen BD eylemi (4.1),

3
gw/ = ¢gw/a ¢ = (W + 5) 1n¢ (531)

ile verilen konformal doniigiim uygulanirsa, Einstein cercevesindeki bigimi olan

SeBD = /d4$\/ —g (R - %gwa;ﬂﬁ 0, — FMVFW> . (5-32)

eylemine doniigiir. Burada 877G = 1 alinmigtir. Bu doniigiimiin bir énemli 6zelligi,
Lagranjiyendeki Maxwell teriminin dért boyutta bir konformal degismez olmasidir.
Dolayisiyla, diger madde alanlarindan farkl olarak, bu doniigiimler sonucunda skaler
alan Maxwell alanina baglanmamaktadir. Bundan dolayi, Einstein cercevesinde bir
Maxwell alani iceren BD kurami, Einstein-Maxwell-skaler ¢oziimlerine egdegerdir.
Bu tespitlerden sonra, yukaridaki teoremlerle verilen yéntemin Einstein cercevesin-
deki bicimi tartigilacaktir. Einstein-Maxwell bogluk denklemlerinin herhangi bir ve-
rilen duragan, eksenel simetrik ¢oziimiinden buna kargilik gelen BD-Maxwell ¢6ziimii
teorem (2)’deki doniigiimler aracihgiyla elde edilebilecegi tartigilmigti. Eger yukarida
(5.31) ile verilen doniiglimler (5.30) metrigine uygulanirsa, Einstein ¢ercevesindeki

BD-Maxwell ¢oziimiinii veren ¢izgi eleman1 ve skaler alan

dsizp = —e2V(dt + Adp)? + 2E-UHA=RY (. 2 4 dx,?) + e 2V W2de?, (5.33)
1—-Fk)(2
p = ! )<2 ©E3) 1w, (5.34)

halini alir. Buradan su teorem elde edilir;

Teorem 3 Einstein ya da Finstein Mazwell kuramwnin (2.6) biciminde bir met-
rige sahip olan ve Einstein-Mazwell durumu i¢in muhtemel bir A = Ag(p, z)dt +
As(p, z)de Mazwell alanina sahip olan herhangi bir ¢éziminden, asaqidaki doni-

stimler kullamilarak bu ¢ozimlere karsilik gelen Einstein ¢ercevesinde BD ya da BD-
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Mazwell (Einstein-Mazwell-Skaler) ¢ozimi elde edilebilir:

(1— k)(2w + 3)
2

WB = W’ ¢ = In W,

Ag=A, Ap=A, (5.35)

- - 1-k
Ug=U, KB:K—|—T’¢.

Bu agamada, daha 6nce [68] ¢aligmasinda, Einstein-Maxwell-skaler kurami icin, bu
tezde kullanilan notasyon cinsinden K ve 1 nin sagladigi bir diferansiyel denklem

¢Ozlimiinii gerektiren bir ¢oziim iiretme tekniginin mevcut oldugu not edilmelidir.

5.3. Kozmolojik Sabitli Einstein Alan Denklemleri ve Metrik
f(R) Teorisi Alan Denklemleri Arasindaki Iligki

Duragan, eksenel simetrik metrik (2.6) i¢in kozmolojik sabitli GG alan denklem-
leri (2.46-2.49) ile ve yine duragan, eksenel simetrik metrik (4.26) icin f(R) alan
denklemleri (4.27-4.30) esitlikleri ile verilmistir. Herhangi bir kozmolojik sabitli GG
¢6ziimii bilinen bir uzay-zamanin, f(R) ¢dziimiinii elde etmek i¢in alan denklem-
lerini yeniden ¢ézmek yerine, metrik fonksiyonlarini ve elektromanyetik bir-form
katsayilarini birbirine benzeterek sonucu elde etmek cok daha kolay bir yoldur. Bu
durumda, esitlik (2.46) ile esitlik (4.27) incelendiginde, eger metrik fonksiyonlari
W = Wy, U = U;, K = Ky seqgilirse kozmolojik sabit i¢in, sabit Ricci skalerli
durum igin;
()

2(f'(Ro) — 1)
esitligi elde edilir. Ayni zamanda, bu sonug egitlik (2.48) ve egitlik (4.29) incelen-
diginde de elde edilmektedir. Ote taraftan, esitlik (2.47) ile esitlik (4.28) birlikte

(5.36)

ele alindiginda, metrik fonksiyonlarinin GG ve f(R) i¢in ayn1 se¢ilmesi durumunda,

. . .. _ Ao _ As ST
elektromanyetik bir-form katsayilari i¢in, Aoy —\/m, Asy —\/m esitlik
leri elde edilir. Bu sonug, esitlik (2.49) ile esitlik (4.30) igin ve GG Maxwell egitlikleri
(4.13,4.14) ve f(R) Maxwell esitlikleri (4.31,4.32) i¢in de dogru sonucu vermektedir.
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Elde edilen bu sonuclar1 su sekilde 6zetlemek miimkiindiir;

Teorem 4 Einstein ya da Finstein Mazwell kuramwnin (2.6) biciminde bir met-
rige sahip olan ve Einstein-Mazwell durumu i¢in muhtemel bir A = Ag(p, z)dt +
As(p, z)de Mazwell alanina sahip olan herhangi bir kozmolojik sabitli ¢éziminden,
asagrdaki dondgimler kullanilarak bu ¢ozimlere karsilik gelen f(R) ya da f(R)-

Mazwell ¢ozimii elde edilebilir:

Wy=W, U=U K=K A=A
AO AS

A= —20 =8
T+ I'(Ry) B T+ I'(Ry)

(5.37)

Burada verilen GG metrik fonksiyonlarmin, f(R) ¢oziimleri elde edilirken degis-
tirilerek f(R) formunda yazilmasi gerekebilir. Daha 6nce yapilan f(R) kara delik
¢Ozlimlerinde, ele alinan uzay-zaman igin f(R) alan denklemleri ¢oziilerek metrik
fonksiyonlar elde edilmigtir [125,130,131]. Yukarida Teorem 4 ile verilen doniigiim-
ler kullamlarak da ayni ¢oziimler elde edildiginden, bu ¢6ziim iiretme teknigi f(R)

¢Oziimlerinin elde edilmesinde biiyiik kolaylik saglamaktadir.

Ote taraftan, egitlik (4.18) ile kozmolojik sabit icin elde edilen esitlik (5.36) karsi-
lagtirldiginda

_ 2f(Ro)  _
RO_—f’(RO)—l 4A (5.38)

sabit Ricci skaleri Ry ve kozmolojik sabit A arasindaki iligki elde edilir.
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6. BAZI YENI WEYL-TIPI BD COZUMLERI

Bu béliimde, daha 6nce Boliim 2’de Einstein veya Einstein-Maxwell ¢oziimleri veri-
len Weyl-tipi ¢oziimlerin BD veya BD-Maxwell ¢oziimleri doniigiimler (5.29) kulla-
nilarak elde edilecektir. Weyl-tipi uzay-zamanlar, durgun eksenel simetrik ¢oziimler
olduklarindan dolayi, duragan eksenel simetrik metrikten, A = 0, W = p egitlikle-

riyle elde etmek miimkiindiir. (5.29) ile verilen déniigiimler kullanilirsa;
.AB = 0, WB = pk, QZ5 = pl_k (61)

halini alacaklardir ve diger metrik fonksiyonlarida ayni déniigsiim denklemlerinden

kolaylikla elde edilebileceklerdir.

6.1. Curzon-Chazy BD Coziimii

Curzon-Chazy Einstein ¢6ziimii i¢in metrik fonsiyonlar (2.54) esitligi ile verilmigtir.
Aym zamanda, BD metrik fonksiyonu ve skaler alanin Wg = p*, ¢ = p'=* oldugu

bilindiginden, diger metrik fonksiyonlar1 da déniigiimler (5.29) ile;

1—k
Us = —( UL > lnp> (6.2)

B m?p? (k—1)(2w —1— (2w + 3)k)
Kg = — (2(p2 ) + 1 lnp> (6.3)

olarak elde edilir. BD metrik fonksiyonlar: ile metrik yeniden diizenlendiginde
dste = p"t { —e VP2 dt? 4 pPe Vit dy?
2 2m _( er2)2
+pUm @3/ o e 72 ) (2 4 sz)} , (6.4)

seklinde CC uzay-zamani i¢in BD ¢6ziimiine ulagilir. Daha 6nceki ¢aligmalarda CC
uzay-zamanin BD c¢oziimleri daha simirh ¢éziim olan K = K i¢in elde edilmistir
[132]. CC uzay-zamani BD ¢oziimlerinin & — 1 degeri igin Einstein ¢oziimlerine

indirgendigi acik¢a goriilmektedir.
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6.1.1. CC-BD Dairesel Jeodezikleri

CC uzay-zamani BD c¢o6ziimlerinin ekvator diizleminde dairesel jeodezik denklem-
lerine egitlik (2.88)’te metrik fonksiyonlar kullanilarak ulagilir. Oncelikle 151k-tipi

(e = 0) parcaciklarin etkin potansiyeli;

L2674m/p
Verp = 6.5
if e (6.5)
olurken ¢ = L/m ve x = p/m doéniigiimleriyle bu potansiyel,
62674/1
Verr = — (6.6)

haline gelir ve etkin potansiyel V.;;’in 2’e bagh grafigi

Sekil 6.1 CC metriginin BD ¢oziimiiniin, 151k-tipi pargaciklarin £ = L/m = 4e degerleri
i¢in Vess'in x'e bagh grafigi.

Sekil 6.1 ile elde edilir. Burada, literatiirde Einstein ¢6ziimii i¢in kullanilan deger olan
¢ = 4e kullanilmg [133] ve 151k-tipi parcaciklar icin BD ve Einstein ¢oziimlerinin aym
oldugu bulunmugtur. Kisacasi, 151k-tipi parcaciklarin hareketlerini BD skaler alani
etkilememektedir. Etkin potansiyel incelendiginde de BD parametreleri k£ ve w’dan

bagimsiz oldugu goriilmektedir.

CC uzay-zamaniin BD ¢oziimiinde zaman-tipi (e = —1) parcaciklar igin ise etkin
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potansiyel;
L26—4m/p

—2m/p k—1
P + p2

Vers=ce p (6.7)

olmaktadir. Zaman-tipi parcacilarin etkin potansiyeli goriildiigii gibi BD parametresi
k degerine baghdir. Degisen k degerleri icin etkin potansiyelin p’ya bagh grafikleri

agagida verilmigtir. Bu grafikler [133] ¢calhigmasinda Einstein ¢oziimleri i¢in elde edi-

1.10

1,05

— =1
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Veff
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Sekil 6.2 CC metrigi BD ¢oziimiiniin zaman-tipi parcaciklarin L = 4.5m, m=1ve k=1
degerleri igin V,;¢'in p’ya bagh grafigi.

len grafik degerleri kullanilarak elde edilmigtir . Ancak Einstein ¢oziimiinden farkl
olarak m parametresine de deger verilmigtir. L = 4.5m ve m = 1 igin o6ncelikle
Einstein ¢6zlimiine giden k& = 1 degeri daha ayrintili Sekil 6.2 ile incelendiginde
zaman-tipi parcaciklarin bir tane kararsiz ve bir tane kararh dairesel jeodeziklerinin

mevcut oldugu goriilmektedir.

Aym zamanda, ayn sabitler icin Sekil 6.3’de verilen £ = —4 degeri igin zaman-tipi
parcaciklarin iki kararsiz ve bir kararli doniim noktalarina sahip olduklar: gériilmek-

tedir.

Benzer sekilde, Sekil 6.4 ile verilen k£ = 0.3 degeri etkin potansiyel grafiginde ise

zaman-tipi parcaciklarin, bir tane kararsiz doniim noktasi mevcuttur.

Ote taraftan, Sekil 6.5te k = 4 degeri icin CC uzay-zamanmin BD c¢oziimiinde
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0.8

Sekil 6.3 CC metrigi BD ¢oziimiiniin zaman-tipi parcaciklarin L = 4.5m, m = 1 ve
k = —4 degerleri i¢in V,;¢'in p’ya bagh grafigi.
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Sekil 6.4 CC metrigi BD ¢oziimiiniin zaman-tipi pargaciklarin L = 4.5m, m = 1 ve
k = 0.3 degerleri icin V,;¢'in p'ya bagh grafigi.

zaman-tipi parcaciklar i¢in déniim noktast mevcut degildir. Bu sonucu daha da ge-
nellegtirilerek, k’'nin 1’den biiyilik degerlerinde zaman-tipi parcaciklarin CC uzay-

zamaninin BD ¢oziimiinde bir dairesel yoriingede bulunamayacaklar1 soylenebilir.

GG c¢oziimiinde tekillik yapisinin karigik oldugu CC uzay-zamaninin BD ¢6ziimii i¢in
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Sekil 6.5 CC metrigi BD ¢oziimiiniin zaman-tipi parcaciklarin L = 4.5m, m = 1 ve
k = 0.3 degerleri i¢in V,;¢'in p’ya bagh grafigi.

Kretschmann skaleri;

1 om( —me> 2
K o= pim k() k(34 2) =)
A(p? + 226
X (64m6p6 —192m°p°/p? + 22 + (=1 + k)?

x (174 16w + 8w? + k*(3 4 2w)? — 4k*(3 4 5w + 2w?)

+ 6k%(5 + 6w + 2w?) — 4k(7 + 11w + 4w?)) x (p? 4 2%)° — 32m3p*(p* + 22)*/?

x (0?19 + 4w — 2k(7 + dw) + K27 + 4w)) + (13 — 2k + k%)22) 4+ 16m*p*(p* + 2%)
X (p*(31 4 4w — 2k(7 4+ 4w) + k*(7 + 4w)) + (7 — 4w + 2k(5 + 4w)

— K5+ 4w))2?) + 4m2p*(p* + 223 (p? (127 + 52w + 4w? — 4k3(13 + 55w + 4w?)
+ k(15 + 16w + 4w?) — 4k(45 + 33w + 4w?) + 2k*(69 + 62w + 12w?))

+ (=14 k) (1 + 4w + 4w® + k*(3 + 8w + 4w?) — 2k(7 + 10w + 4w?))z?)

— A(=14k)’mp? x (p* + 22)2(p*(39 + 28w + 4w? — 2k(11 + 14w + 4w?)

+ K2(15 + 16w + 4w?)) + (3 + 4w + 4w? — 2k(11 + 4w + 4w?)

+ K15+ 16w + 4w2))z2)> (6.8)

—5—w—+4k(14w)—k? (342w

olarak elde edilir. Buradaki ilk terim p ) GG ¢oziimiinden farkl

olan terimdir. Bu nedenle, CC uzay-zamaninin BD ¢6ziimiiniin GG’de olan tekillik-

k+1

1) degerleri icin p = 0’da bir tekilligi daha vardir.

lerine ek olarak w > —% —
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6.2. Iki Parcacikh Curzon-Chazy BD Coziimii

z = —b ve z = b noktalarinda bulunan iki parcacik icin bilegske Curzon-Chazy
¢Oztimii esitlik (2.58) ile verilmigtir. Doniigiim egitlikleri (5.29) kullanilarak iki par-

cacikh CC uzay-zamam i¢in BD ¢6ziimiiniin metrik fonksiyonlari;

Up = —— — ——— 1 6.9
B R Ry 9 np ( )
oo N (ml2 my®  mumg(p® + 2 — 1)2))
B 2 \RY ' R} 20202 R R,
Inp— ——— 1
+ 1 np e (6.10)

olarak elde edilir. Buradaki sabitler esitlik (2.60) ile verilmigtir. Bu fonksiyonlari

metrikte yerine koyarak;

2my _ 2mg 2"11 2mg
ds%cc—fok_l{_e mT R 4 ple T R dy?
+pAR e F8/2) wtw Rt R e, " (dp? +dZ?) | (6.11)

seklinde iki pargacikhh CC uzay-zamaninin BD c¢oziimiine ulagilir. Esit kiitleli iki

parcacik icin ise;

ds%cc(ml =my=m)= Pl [ 6_2m( R2)dt2 0* Qm(ﬁa +R%) dyo?

2,2 2. (1 1 P+ m
+p(1—k)2(w+3/2)6m<R1+R2 pm<R%+R% 2p2b2 R, Ry

bQ) (dp” +dz2)} (6.12)

CC uzay-zamani BD ¢oziimiine ulagilir. Bu iki sonug icin de k& — 1 yaklagimi ¢o-

zliimleri Einstein ¢oziimiine indirgemektedir.

6.3. Zipoy-Voorhees BD Coziimii

Diger 6énemli bir Weyl-tipi ¢oziim olan Zipoy-Voorhees metrik fonksiyonlari egitlik
(2.55) ile verilmektedir. Weyl-tipi ¢oziimler i¢in Agp = 0 ve Wy = p, ¢ = pt=*

egitlikleri de gdzoniinde bulundurularak, metrik fonksiyonlar icin BD doéniisiimleri
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(5.29) kullanilarak;

A _—2\"°
dSQZV:pk_I[_(&JrR ﬁ) dt2+p2(R++R 6) 02

R, +R_+20 R+ R_+20
a2 Ry +R_—20\"° [ (R, +R_)?—42\"
(1-k)2(w+3/2) [ 21& + dp® 4+ dz*)((6.13
r (R++R_+2€) < IR, R (dp” + d=7) (6.13)

ZV uzay-zamani BD ¢6ziimii elde edilir. Bu ¢6ziim daha 6nceki caligmalarda Einstein
cercevesinde ele alinmigtir [134]. Buradaki sabitler egitlik (2.57) ile verilmigtir. Aym
zamanda, diger ¢oziimlerde oldugu gibi ZV uzay-zamani BD ¢6ziimii i¢in £ — 1 GG

limitidir.

6.3.1. ZV-BD Dairesel Jeodezikleri

7V uzay-zamani BD coziimii test parcaciklarinin ekvator diizleminde dairesel yoriin-
gelerini esitlik (2.88) ifadesinde verilen etkin potansiyel kullanilarak incelenebilir. i1k
olarak 1g1k-tipi (e = 0) test pargaciklar i¢in etkin potansiyel, x = p/{ segilerek;

LA(=1+ V22 + )P (1 + Va2 +1)7%

0252

Vers = (6.14)

seklinde elde edilir. Goriildiigii gibi 151k-tipi test parcaciklarinin etkin potansiyeli BD

parametreleri k, w’dan bagimsizdir.
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Sekil 6.6 ZV metriginin BD ¢oziimiiniin, 151k-tipi test par¢aciklarinin L = 7.6, § = 2, { =
1 degerleri igin V,;¢'in 2’e bagh grafigi.
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Sekil 6.6, sabitler L = 7.6, 0 = 2, ¢ = 1 secilerek, etkin potansiyel V.;;’in 2’e bagh
grafigidir. Bu grafik GG i¢in elde edilmig grafikler ile benzerdir [85,87|. Isik-tipi test

parcaciklarinin dairesel jeodezikleri BD skaler alanindan etkilenmemektedir.

Ote taraftan, ZV metrigi BD ¢oziimii icin zaman-tipi (¢ = —1) test parcaciklari-
nin dairesel yoriingeleri biraz daha karmasgiktir. Zaman-tipi parcaciklar icin etkin

potansiyel;

1) 26
Voo g 2\/p? 402 =20 +L_2 2/ PP+ 02 =2 (6.15)
=P 2/ p2 + 02+ 2 P> \2\/p?+ 02 +20 '

haline gelir. Isik-tipi parcaciklarin tersine zaman-tipi parcaciklarin dairesel yoriinge-

leri BD parametresi k’ya baghdir. Uygun sayisal degerler verilerek farkli & degerleri

icin etkin potansiyelin p’ya bagh grafikleri asagida incelenmigtir.
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Sekil 6.7 ZV metriginin BD ¢oziimiiniin, zaman-tipi test parcaciklarmimn L = 7.6, § =
2, £ =1 ve k =1 degerleri i¢in V,;'in p’ya bagh grafigi.

GG limiti olan k£ = 1 i¢in etkin potansiyel grafigi ayrintili olarak Sekil 6.7 ile incelen-
diginde, zaman-tipi parcaciklarin kararli ve kararsiz dairesel yoriingelerinin mevcut

oldugu goriilmektedir [87].

Benzer gekilde, ZV uzay-zamani BD ¢6ziimiinde Sekil 6.8’te gosterilen k = —4 degeri
icin de zaman-tipi parcaciklarin kararhh ve kararsiz dairesel yoriingelerde hareket

edebilirler. £'nin bu degeri icin digerlerinden farklh olarak, kiiciik p degerlerinde
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Sekil 6.8 ZV metriginin BD ¢oziimiiniin, zaman-tipi test parcaciklarmimn L = 7.6, § =
2, £ =1 ve k = —4 degerleri i¢in V,;¢'in p'ya bagh grafigi.

etkin potansiyel sonsuza gitmektedir.

07

0.6 |
"
0.4

0,3

Veff

0,2

0,1

0'0 I T T

Sekil 6.9 ZV metriginin BD ¢oziimiiniin, zaman-tipi test pargaciklarmin L = 7.6, § =
2, £ =1ve k= 0.3 degerleri i¢in V,;'in p'ya bagh grafigi.

Ote taraftan, Sekil 6.9 ile gosterilen ZV BD uzay-zamanmda, k& = 0.3 degeri icin

zaman-tipi parcaciklar sadece kararsiz dairesel yoriingede bulunabilmektedir.

Aymi zamanda, Sekil 6.10’te & = 4 degeri i¢in ise etkin potansiyelin p’ya bagh grafi-
ginin iistel artmasindan dolayi, zaman-tipi test parcaciklarinin dairesel yoriingeleri

yoktur.
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Sekil 6.10 ZV metriginin BD ¢6ziimiiniin, zaman-tipi test parcaciklarimin L = 7.6, § =
2, £ =1 ve k = 4 degerleri i¢in V,;'in p’ya bagh grafigi.

6.4. Kiiresel Koordinatlarda Genel Weyl-tipi BD Coziimii

En genel, durgun ve asimptotik olarak diiz eksenel simetrik ¢6ziim kiiresel koordinat-
larda Weyl-tipi ¢oziimlerdir ve metrigi (2.62) bi¢giminde ele almak daha uygundur.
Ancak bu metrik i¢in BD ¢oziimlerini (5.29) doniigiimleri ile elde edebilmek igin

metrik formunun (2.6) bigiminde olmasi gereklidir. Metrigi bu forma sokmak i¢in;
1
ds* = —e*Vdt* +r?e” {eQK (—2dr2 + d92) + sin? Gdch] (6.16)
r
yazilarak r = e déniisiimiiyle

ds® = —e?Vdt? + * eV (€2K (dR2 + d02) + sin? Hdgoz) (6.17)

esitligi elde edilir. Bu formdaki metrik igin doniigiimler (5.29) kullanilirsa ve r = %

icin ters doniigiim yapilirsa, kiiresel koordinatlarda Weyl-tipi i¢in BD ¢6ziimlerinin

metrik fonksiyonlari;

Wg = (rsinf)*, ¢ = (rsinf)* ", (6.18)
2% — 1 — (2w +3)

k
1 In ¢. (6.19)

1
Up=U~3Ing, Ky=K+
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haline gelir. Buradaki U, K metrik fonksiyonlar: egitlikler (2.63-2.64) ile verilmigtir.
Béylece kiiresel koordinatlarda genel Weyl-tipi BD ¢6ziimii;

ds* = (rsin@)*! [ — Va4 e (eQK(r sin 9)(1”“)2(“’*3/2) (dr2 + 7‘2d62)

+ r?sin? 9d<p2)} (6.20)

olarak elde edilir.

6.5. Bertotti-Robinson BD Co6ziimii

Statik, eksenel simetrik Einstein-Maxwell ¢oziimiine 6rnek olan Bertotti-Robinson
metrik fonksiyonlar: egitlikler (2.69-2.71) ile verilmistir. Bu fonksiyonlara doniigiim-

ler (5.29) uygulandiginda;

1—k

1
Usg = InA+ 3 In(p? + 2%) — In p, (6.21)

(1—k)(2w — 1 — (2w + 3)k)

Kp = 1+ 1

Inp (6.22)

elde edilir ve BR uzay-zamani BD ¢6ziimii

2
dstp = pF | — (0 + ) + o dg? + Rt/

dp?® + dz?)((6.23
02 + 22 p2+22(p+ ) |( )

sonucuna ulagilir.

BR uzay-zamani icin jeodezik denklemleri incelenerek BD metrigi igin ekvator diiz-
leminde 151k-tipi ve zaman-tipi test parcaciklarinin dairesel yoriingede hareket ede-

meyecekleri sonucu elde edilmigtir.

Riemann tensoriintin kendisiyle ¢arpim (contraction) ile elde edilen Kretschmann

skaleri,

)\4

K = —
4e4p

O k=3 2w (k—1)? {p4 (39 — 16k + 3k + 8k% + 13k* — 24K° + 9KS

A0k — 1)2(1 + k) (=1 + k(3k — 4))w + 4w?(k — 1)1(2 + k;2)>

o222k — 1)( 1+ 37k — 54K% + 58Kk — 33k* + OK® + dw(k — 1)
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X (54 k(= 14+ k(18 + k(3K — 10)))) + 4w(k — 1)*(4 + k(k — 2))
oAk — 1) (k(—38 + k(76 — 42k + 9k?)) + 4kw(3k — 4)(6 + k(k — 4))

+ 4wk —1)%(6 + k(k — 4)) +3(9+4w))} (6.24)

BR uzay-zamani BD ¢oziimii icin yukaridaki gibi elde edilir. BR'nin GG ¢oziimiinde
koordinatlar p, z’den bagimsiz olan bu skaler BD skaler alaninda bu koordinatlara
bagh bulunmugtur. Ayni zamanda bu skaler bu ¢6ziimiin tekillik yapisinin belirlen-

mesine yardimel olmaktadir. GG ¢oziimiinde bir tekillik barindirmayan BR metrigi,

yukaridaki egitlikteki ilk terimden dolay1, BD ¢6ziimiinde w > —% — (,fjll)g egitsizligi

saglandiginda p = 0’da bir tekillige sahip olmaktadir.
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7. BAZIYENIDURAGAN, EKSENEL SIMETRIK
BD COZUMLERI

Duragan, eksenel simetrik Einstein veya Einstein-Maxwell ¢6ziimii bilinen bir uzay-
zamanin BD coziimlerinin Teorem 2 ile elde edilecegi Boliim 5’te gdsterilmigti. Yon-
temin bazi noktalarina dikkat cekmek ve ayrica literatiirde mevcut olan ¢oziimleri
kolaylikla yeniden elde ederek ne kadar pratik bir yéntem oldugunun altini ¢izmek
iizere birkac basit 6rnek tartigilacaktir. Ilk olarak diiz Minkowski uzay zamani ele
alimacaktir. Minkowski uzay zamani kartezyen koordinatlarda yazildiginda, W =1
oldugundan, Teorem 2’nin uygulanmasi sonucunda yeni bir ¢oziim vermeyecektir.
Dolayisiyla, skaler alani sabit olmayan bir ¢oziim elde etmek icin, Minkowski ¢o-
ziimiiniin farkh koordinatlardaki bicimlerini goz niine almak gereklidir. Oncelikle

kiiresel koordinatlarda Minkowski metrigi
ds® = ds® = —dt* + dr* + r*(df? + sin® 0dy?). (7.1)

incelenecektir. Bu metrigi doniigiimler i¢in gerekli form olan (2.6) haline getirmek

icin 7 = ef* déniisiimii uygulanirsa
ds® = —dt* + *(dR* + df* + sin’ Odp?). (7.2)

elde edilir. Metrik (2.6) karsilagtinldiginda R = xy, § = x5 alimarak, doniigiimler
(5.29) kullanilarak;

ds* = (rsinf)** [ — dt* + (rsin 9)(1’k)2(“+3/2)(d7“2 + 7r2d6?)
+ (rsind)’dy?], (7.3)
¢ = (rsinf)*=* (7.4)
sonucuna ulagilir. Bu sonuctan, uygulanan genisletilmis TNSR metodun bog uzay-
zaman i¢in kiiresel simetriyi kirdigr [71]’'de tartigildigy gibi agik¢a goriilmektedir.

Kullanilan genigletilmis TNSR metodu igin ¢éziimii bilinen kiiresel simetrik bir uzay-

zaman ele alinsa bile g.., g,, metrik bilegenleri degistigi icin BD ¢oziimii eksenel
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simetrik olarak elde edilir. Bu nedenle, bu metod kiiresel simetrik BD sonuclar1 elde

etmek i¢in uygun degildir.
Benzer sekilde silindirik simetrik diiz uzay-zaman metrigi;
ds* = —dt* + dp® + d2* + p*do?, (7.5)
ele alindiginda doniigiimler (5.29) kullanilarak,
ds? = o1 [—dt2 1 Pk (@ +3/2) (dp? + d=2) +p2dg02] . (7.6)

silindirik simetrik bos uzay-zamanin BD c¢oziimleri elde edilir. Kiiresel simetrinin

aksine, bu metod silindirik simetriyi korumaktadir.

Teorem 2’de verilen genigletilmis TNSR, yontemi kullanilarak BD kurami gerceve-
sinde daha farkli yontemler kullanilarak bulunmus olan ¢6ziimlerin kolaylikla elde
edilebilecegini gostermek iizere silindirik simetrik Einstein-Maxwell ¢oziimii bu ku-
ram cergecesinde ele alinacaktir. Bu baglamda, radyal bir elektrik alan i¢in statik,

silindirik simetrik Einstein-Maxwell ¢6ziimii Weyl-formunda;

ds® = Q248 + G2 P2m2(dp2 +dz?) +p2dg02] ’ (7.7)
pG’ m —m 2 2
Ay = el A3 =0, G(p)=a1p" +ayp ™, b =—4ajasm” >0 (7.8)

seklinde verilmigtir [95]. Teorem 2 kullanilirsa, bu ¢6ziime kargilik gelen BD-Maxwell

¢Ozimil;
ds? = ph-! {—G_zdtQ ez [p2m2+(1—k)2(w+3/2)(dp2 +d2?) —|—p2dc,02] }’ (7.9)

¢=p"" (7.10)

olarak elde edilmektedir. Bu ¢oziim aslinda, [73] ¢aliymasinda sunulan ¢oziim ile,
yukaridaki metrik parametrelerinin m = 20 + (1 — k)/2, ¢* = —ay/ay doniigiimii
altinda, 73| calismasinda egitlik (44) ile verilen ¢oziim ile tam olarak uyugmaktadir.
Bu ¢oziimde, elektrik yiikiiniin sifir olmasi, ¢6ziimii vakum Levi-Civita BD sonucuna

gotiirmektedir.
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7.1. Plebanski-Demianski BD Coziimii

Tiim Petrov D tipi ¢oziimlerin Plebanski-Demianski (PD) metrigi (3.1) ile verildigine
Boliim 3’te deginilmigtir. Bu metrigin BD ¢oziimlerinin elde edilebilmesi i¢in bu met-
rigi, (2.6) formunda ifade etmek gereklidir. Aym zamanda, genigletilmis TNSR, me-
todu kozmolojik sabitli ¢oziimleri icermedigi i¢in A = 0 alimmahdir. Metrik (3.1)’de

dp = VXdb, dg = VYdr, o = ¢, koordinat déniigiimleri ile metrik fonksiyonlari;
Y - X X +p*Y
9K = In|— _12Th Y
n[(l—pq)‘l}’ A X-Y ’

Y- X VXY

g y -

o = _var
1 —pg)? (p* + ¢?) (1 —pq)?

(7.11)

haline gelir. Doniigiimler (5.29) kullanilarak,
k 1-k
- VXY 5 VXY " X +p*Y
B = _ , — - ; B= —F—
(1= pg)? (1= pg)? X-Y
Y - X ] 1k, [ VXY
— n

1
Up = an [(1—pq)2(p2+612) 2 (1 —pq)?

1 Y- X 1—Fk)(2w—1—(2 XY
o= b [T ] Qs s [ VRV ]
2 [(1—pg) 4 (1—pq)
PD metriginin BD metrik fonksiyonlar1 elde edilir. Boylece
-1
P VXY [X (dt + ¢*do)? = Y (dt — pdo)?
L gt Pt
(1—k)?(w+3)
dp? dqz) VXY }
+ (PP + (— +— | |—— : 7.13

p, q koordinatlara geri doniilerek PD metriginin BD ¢o6ziimiine ulagilir. Bu sonucta
sabitler (3.2-3.3) egitliklerinde kozmolojik sabitin sifir oldugu durum i¢in gegerli-
dir. Aymi zamanda, bu sabitlerde ivmenin sifir olmasi durumunda, metrik Boyer-
Lindquist koordinatlarda yazilarak Kerr-Newman-NUT tipi BD ¢oziimlerine ulagi-
lir. Ote taraftan, bu BD genel ¢éziimii, Hawking’in kurami dolayisiyla, skaler alan
sabit olmadig1 siirece, asimptotik olarak diiz olan ve bir yildizin kiitlecekimsel ¢o-

kiisii sonucu olusan kara delikleri tanimlamamaktadir. Ancak, bu BD ¢oziimleri,
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i¢ bolgeleri bu ¢ozlimiin parametreleri tarafindan karakterize edilen tikiz(compact)

nesnelerin dig kiitlecekim alanlarini belirlemekte kullanigh olabilirler.

7.2. Kerr-Newman-Taub-NUT BD Coziimii

Metrik (3.9) ile verilen Kerr-Newman-Taub-NUT ¢oziimlerine Toerem 2 BD donii-
stimlerinin uygulanabilmesi i¢in 6ncelikle metrigin (2.6) formuna getirilmesi gerekir.
Bu nedenle z; = r, 2o = 6 olarak atanip radyal koordinatin r = eft + m + (m? —

a’ +n? — ¢*) /4 e ve [135]da kullamlan doniigiimler ile metrik (3.9) ;

A — a?sin’ 6 Asin® 6
ds> = — [ —————— 1) (dt dp)? 2l 4y’
’ ( p? )( +Ady) +p[A—aQSin29 14
+ AR+ e, (7.14)
L
A = —%(dt—bdgp), (7.15)

haline gelir. Burada, L = e +m + (m? — a® + n? — ¢*) /4 e~ olarak belirlenmistir.

Ayni zamanda metrikte bulunan fonksiyonlar da;

A = L*—2mL+ad*—n*+¢,

p* = L*+(n+acosh)? (7.16)
A a(L? 4 a®> 4+ n?)sin’0 — b A
A — a2sin? 6 ’
b = asin’?f — 2ncosé.

olmaktadir. Bu egitliklerden metrik fonksiyonlari acik¢a goriildiigii icin déniigiimler

(5.29) kullanilarak BD metrik fonksiyonlari;

k 1-k 2 2 2\ «in2pH
WB:(\/ZSine) , ¢:(\/ZSln9) , AB:CL<7’ +a —I—n)sm 0 bA,

A — a2sin’ 6

1 A — a?sin? 0 1—-k .
Up = Eln( 7 ) -3 In <\/Zsm9> : (7.17)
K = %ln (A — a2sin29) + (1 k)(2w _i_ (2w +3)k) In (\/ZSiDQ) ,
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seklinde r icin ters doniisiim yapilarak elde edilir. Boylece, KN'TN uzay-zamani BD

¢Oziimii,

2

22
ds® = (\/Zsiné)kl{ - (w) (dt + Ap dp)?

2 —
Tr {A—a2sin29 A
Ap = A (7.19)

5in? (1=k)*(
Asin’ 0 do® + (\/Ksin 9) (dL + d92> } }, (7.18)

olarak elde edilir. KN'TN BD ¢6ziimii daha 6nce sigma modeli ad1 verilen bir metod
ile incelenmigtir [44]. Bu iki ¢6ziimiin parametreleri arasinda o = (1 — k) (2w + 3) /4

iligkisi mevcuttur.

k — 1 durumunda sifira giden Ricci skaleri;

Acos® 0+ (m —r)?sin® 6 (\/Z y 9) k—3— L (k—1)[1-20-+k(2w+3)]

_ 2
R=(k—-1)w e

, (7.20)

aynit zamanda tekillik yapisini anlamak i¢in 6nemli bir biiyiikliiktiir. Ek olarak,
p* = 0 durumunun bir halka-tipi tekilligi tammladig1 acikca goriilmektedir. Bu esit-
ligin son teriminin katkisini yok etmek icin iistel ifadenin sifir olmasi gereklidir. Bu
¢oziimiin diizenli ufka sahip bir kara deligi ifade etmesi i¢in parametrelerin alacagi
degerler incelenmis ve w < —3/2, ax = (1 £ /14 4|2w + 3|)/4 durumunda ufkun
diizenli olacag sonucu elde edilmigtir [44]. Bu sonug, tezdeki notasyona uyarlanirsa

ki =1— (14 /1+ 42w+ 3[)/(2w +3) esitligi elde edilir. Burada 6nemli bir nokta,
skaler alanin zayif enerji kogulunu saglamamasidir. Bu nedenle, bu sonu¢ Hawking

kriterlerini de saglamamaktadir [39]. Ote taraftan kara delikler icin yiizey kiitle ce-

kimi;
T LA (7.21)
ke =5 lm 4 /=rA,r :
oldugu ve metrik (2.6) formu i¢in
2
A= W (7.22)

6_2UW2 _ €2UA2

oldugu Ek C’de ayrmtili olarak verilmigtir. Bu egitlikler ile metrik (7.18) dikkate
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alindiginda yiizey kiitle ¢ekimi igin;

vy — 1 lim Ar \/A(A sin 0)(1-k)*(@+3/2)

T‘—)’r’i \/_ 10

sonucuna ulagilir. Yiizey kiitle-cekiminin i¢ ve dig ufuklarda sifir olmasi Hawking

=0 (7.23)

sicakliginin da sifir oldugunu ifade etmektedir ve bu tip kara delikler ergo-soguk

(ergo-cold) olarak adlandirihr [43,44].

7.2.1. KNTN-BD Dairesel Jeodezikleri

KNTN-BD co6ziimlerinin jeodezik denklemlerini belirlemek icin duragan, eksenel si-
metrik uzay-zaman igin elde edilen esitlikler (2.82-2.84) kullamlacaktir. Bu esitlik-
lerde, KNTN-BD i¢in bulunan metrik fonksiyonlari (7.17) kullanilarak;

b = R (7.24
v = (r2 n 2§A(k+1 x [a(A — a®)(L — aE)
+ (P +n?)(E(® +n®) —a(L — 2Ea))] (7.25)

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler ile de;

o 1
T (T2+n2)2A k20w —1—k(2w+3)]

+ (P +n?)[EX(r® + n®) + 2aE(aE — L) + eA®T/2] } (7.26)

(a®> — A)(L — aE)?

ifadesi elde edilerek ekvator diizleminde jeodezik denklemleri belirlenir. Jeodezik
denklemleri & — 1 i¢in GG igin elde edilen sonuglara indirgenmektedir [136, 137].

Daha ayrintih olarak igik-tipi ve zaman-tipi parcacik hareketleri ele alinacaktir.

Isik-tipi (e = 0) jeodezik denklemleri i¢in esitlikler (7.24, 7.25) degismezken, (7.26)
esitligi;
9 1

9 - - ,
tT (T2+n2>2A1;’“[2w—1—k(2w+3)]{(a A)(L aE)
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+ (P +n?) [E*(r* +n?) + 2aE(aF — L)] } (7.27)

haline gelmektedir. Farkh etki parametresi (impact parameter) D = L/E 1sik-tipi

jeodezikler icin iki alt grupta incelenebilir.

1. Ozel Durum (L = aF)
Etki parametresinin D = a oldugu 6zel durum igin jeodezik esitlikler (7.24,7.25

ve 7.27);
) ak
Y = AG2 (7.28)
: (a®> +r*+n*)E
i =g (7.29)
Fo= £EA'S @Qul-k@wt) (7.30)

haline gelmektedir. Burada, (+) isareti diga, (—) igareti ise ige dogru hareket

eden fotonlarin radyal hareketini ifade etmektedir. Bu egitliklerden;

Ly - a/Aé[(k—1)2(2w+3)—8] dr, (7.31)
Lt = / (@ + 12 + n2) ARl 17@9)-8] g (7.32)
LB / A S o1 k(2t3)] g (7.33)

seklinde GG sonuclarindan daha karmagik sonuclar elde edilir [136,137]. Or-
negin, GG ¢oziimiinde tekdiize degisen radyal koordinatlar, BD ¢oziimiinde

diizgilin degismemektedir.

2. Genel Durum (D = L/FE)
Genel durum i¢in 151k-tipi parcaciklarin dairesel jeodeziklerini (7 = # = 0) in-
celemek bu uzay-zaman geometrisinin jeodezik yapisi hakkinda 6énemli bilgiler
verir. Dairesel jeodezikler igin belirli bir yarigap (r.) ve buna karsilik gelen
enerji (E.) ve agisal momentum (L.) degerleri i¢in, (7.27) esitligi;

1
2 2.2 2 2\ 2
(ri4n°)re = R [(rc +n*)E. +

(a*> — A)(aE, — L.)?
2+ 1)

— 2aE. (L. — aEc)} =0, (7.34)
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ve bu esitligin tiirevi icin;

(L. —a E,)?

r2 4 n? [<Tc —m)(re 1)

ALTE Ro—1-k(20+3)] {rc E; —
+ 7re(a® — A)}} =0, -

sonuglarma ulagilir. Etki parametresini bu degerlerde D, = L./E. ifadesiyle

belirtirsek yukaridaki esitlikler;

(a* — A)(a — D,)?

(r2 4+ n?) + 07+ ) —2a(D. —a) =0, (7.36)
re — % [((re = m)(r + n®) +re(a® = A)] =0 (7.37)

haline gelir. Esitlik (7.37) ile etki parametresi;

D 2+ n2)?
D \/(rc )2+ 1) + re(@ = A) (7.38)

olarak elde edilir. Ayni zamanda, elde edilen jeodezik egitlikleri BD paramet-
releri k ve w’dan bagimsizdir. Bu sonug, BD skaler alaninin fotonlarin jeode-
zik hareketlerini etkilemedigini gostermektedir. Ote taraftan, etki parametresi
esitlik (7.36)’de yerine koyulursa, KNTN-BD i¢in foton kiiresini tanimlayan
esitlik elde edilir [138,139] .

Zaman-tipi parcaciklarin KNTN-BD uzay-zamani jeodezikleri i¢cin € = —1 olarak

alindiginda, (7.24,7.25) esitlikleri degigmezken, (7.26) esitligi;

_ 1 (a* — A)(aE — L)?
2 22 2 | 2y 2
(r*4+n%)r* = Ty |:(7’ +n*)E° + (2 + 1)
— 2E(L—aE)— A% | =0 7.39
( )

haline gelmektedir. Isik-tipi parcacik jeodeziklerine benzer iki durum incelenerek
genel durum i¢in parcaciklarin ISCO olarak isimlendirilen en i¢ kararh dairesel yo-

riingeleri belirlenebilir.
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1. Ozel Durum (L = aF)

Bu durum igin radyal jeodezik egitligi
A%@“’l”“@‘“”))(r2 +n?) 7?2 = (n? + r?)E? — AKTD/2, (7.40)

haline gelirken, (2.82) ve (2.83) denklemleri 151k-tipi parcaciklar i¢in elde edilen
(7.28) ve (7.29) esitlikleri ile ayn1 sonucu vermektedir.

2. Genel Durum (L — aF = x)

Genel durum i¢in karsit yaricap r = % kullanilirsa, (7.39) esitligi;

AT RemhRA () 20202712 = B2(1 4 n?u?)? - 20Ezu®(1 4 n*u?)

—u?(1 4+ n2u®)AFD2 4 (62 — Atz? =0, (7.41)

olarak ifade edilebilir. Burada, KNTN-BD ¢6ziimii i¢in A = u—12 — QTm +a?+ Q% —n?

haline gelmektedir. Ayni zamanda, bu esitligin tiirevinden

2n*u? B2 (1 4 n*u?) — 20uc B(1 + 2n*u?) — u? AFFD2(1 4 2n2?)

k+1
+2(a® — A)u'a? — (mu — 1) [%(1 + n2u?)AFD/2 4 u2x2} =0 (7.42)

elde edilir. (7.41) ve (7.42) esitlikleri;

(14+n*u?)’E? = u'2?(a® — A) — (mu — 1)(1 + n*u?)

k+1
2aEu?z(1 +n2u?) = 2(a® — Auta? — u3(1 + n2u?)AGH/2

k+1
— (mu—1)(1 +n*u?) [%(1 + n2u?) AFD2 202 | (7.44)

sekillerinde bir araya getirilebilir. Elde edilen E esitligi yukaridaki esitliklerde yerine

yazilarak;
Au's* + Bulzx? +C =0, (7.45)

seklinde u22? icin 2. dereceden denkleme ulagilir. Burada;
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A = 4A { [2Au? 4 (mu —1)(1 + n2u2)}2 — 4Aa2u4} ; (7.46)
B = 4A®D2(] 4 u2n2){ — 4Ad*u* + [2A0® + (mu — 1)(1 + n2u2)]2

+  k(mu—1)(1 + n’u?)[(mu — 1)(1 + n’*u®) + 2407 }, (7.47)

C = AF(1+n2?)? 240 + (k + 1) (mu — 1)(1 + n?u?)]’ (7.48)
olarak tanimlanmigtir. 2. dereceden bu denklemin diskriminanti
D = 64AF2yte?(1 + n2u2)2{4a2Au4 + E*(mu — 1)*(1 + n*u?)?
—pAﬁ+«mu—mu+n%%f} (7.49)

olarak elde edilirken,

s o AED2(1 4 p2y2) [1 L KZed2) 4 Al R~ 2,2 , (7.50)

riut = —
2 27, 7 AV
seklinde koklerine ulagilir. Buradaki sabitler;
Eo = k(mu—1)(1+nu?),

Z,Z_ = (2Au* + (mu — 1)(1 + n*u?))? — 4Ad*u?,

Zi = 208+ (mu—1)(1 + n*u?) £ 2V Aau?,

olarak tanimlanmig olup, ¢6zlim ise

(k—1)/2 2,2 / - 2v/A QW 1/2
R A (12+nu) 1+/{;(Z+—|—Z)j: VA au A (7.51)
2u 2Z+Z, Z+Zf

olarak elde edilir. Bu sonug ile enerji ifadesi (7.44) esitliginin birlikte ele alinmasiyla

enerji icin;

1 k=1 2,2
E = m{ — A7 (k+1)(mu—1)(1+ n“u”)
+Z+1Z x [(mu —1)(1 + n*u®) — u?(a® — A)]

1/2
4—@1+ML+LW¢M@@kWJJJ} (7.52)
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sonucuna ulagilir. Zaman-tipi parcacik jeodeziklerinin KNTN-BD uzay-zamaninda

ISCO’larini belirlemek igin, (7.39) esitligi tekrar diizenlenerek;

L. E? -1
2’ QAT 2w 1-k(20+3)] + Vers, (7.53)
olarak yazilip etkin potansiyel;
1 (a2—A)(CLE—L)2
v w1 2 2)2
2N [2w—1—k(2w+3)] (T’ +n)

2aE(L — aE) + AKk+T1H/2
_2eB(L—ab) + 1 (7.54)

(r2 4+ n?)
olarak tanimlanabilir. Etkin potansiyelin radyal koordinat r’ye gore birinci tiirevinin
sifir olmasi parcacigin dairesel yoriingede oldugunu ifade ederken, ikinci tiirevinin
sifir olmast ise pargacigin ISCO’ya sahip oldugunu belirtmektedir. Ufkun dig bolge-

sinde, A # 0 igin, etkin potansiyelin ikinci tiirev hesaplanip sifira egitlenirse;
—AF2(n? 4 ) { = 2A%(n* = 3r?) + A(k + 1) [0® + (4m — 3r)r] (n® +1?)
+(k* = 1)(m —r)*(n* +r*)*} + daEx A32(n? + %) (n? — 3r?)
—22°A3%2a%(n? — 5r%) — 2A(n? — 5r%) + (n® + ) (n* 4 8mr — Tr?)] = 0(7.55)

olurken elde edilen Ex ve 22 sonuclar1 bu esitlikte yerine yazilarak

(k+1)(n* +r*)? [-Am —r(k — 1)(m —7)*] + A[ —4r®(a® — A) — 4° — 4n*r®

+m(n® 4 5r°)(n* + 1?)] { [2Ar + (m —r)(n® +17)] 2 4Ara?
+k(m —r)(n® + %) [2Ar + (m —r)(n® +1°)] £ 2arv A [4@27’2A
1/2
— [2Ar 4+ (m —r)(r* + ngﬂ2 + E*(m —r)?*(n* + T2)2:| } = 0. (7.56)

KNTN-BD uzay-zamani i¢in zaman-tipi parcaciklarin ISCO denklemine ulagilir.
Goriildiigii gibi bu uzay-zaman icin ISCO denklemi ¢ok karmagiktir. Bu nedenle,
baz1 6zel durumlar: inceleyerek sonuclari yorumlamak daha anlamhdir. Ilk olarak,
a? = m? +n? — ¢? esitligiyle elde edilen u¢c KNTN-BD uzay-zamani ele alindiginda,

ISCO i¢in yarigap r = m olacagindan;
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T n
Tm = —, Nm = —,
m m
dm = 17 am:ﬁ:\/l_‘_n2_q2a
m m
A = m*(l—r,)% (7.57)

tanimlamalariyla, ISCO denklemi;
—(k+ D) (rm = D? L+ (& = D] (ng, +17)% +m®(rin — 1)* [0y,
12022 (3 — Ary,) + 13 (4g0, — 3r)] ((k: + Dnd +2n2 1, (2 + k — 3r,,)
7 AT [AG0 + T (=4 + 2k + 1y — kry) ]} £ 20 /1 + 02, — @2,

X | (k* = )ny, + 202, rm [ — 24 rin(k* 4 3)]

1/2
12, {=4q, + T [A + i (K* = 1)] }} ) =0. (7.58)

seklinde elde edilir. Agikca goriildiigii gibi, bu 6zel durumda KNTN-BD uzay-zamam
ISCO icin yarigap elektrik ve NUT yiikleri ile BD skaler alanindan bagimsizdir.

Diger bir durum ise n = 0, ¢ = 0 ile elde edilen Kerr-BD durumudur. ISCO esitligi;

(k+1) [-Am —r(k —1)(m —r)*] + Ar(— 4a® + 4A
—4r® + 5mr) x [2A+r(m—71))* —4a’A
+hr(m—7r)[2A —r(m —r)] £ 2aVA

x\/4a2A — (2A +r(m —1))2 + k2r2(m —r)?] = 0. (7.59)

haline gelirken A = 72 — 2mr + a? olmaktadir. Elde edilen bu sonuclar daha 6nce

yapilan ¢aligmalar ile uyumludur [136-138].

7.3. Manyetiklesmis Kerr-Newman BD Co6ziimii

Homojen bir dig manyetik alan igerisine gémiilmiis Kerr-Newman kara deligini ta-
mimlayan GG ¢oziimii (3.12) esitligi ile verilmigtir. Bu metrigin BD ¢6ziimiinii genis-

letilmis TNSR metoduyla elde etmek i¢in, bu metrigi, (2.6) metrigi biciminde ifade
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etmek gereklidir. Bunun igin, 71 = r, oy = 0 segilerek, dR?* = dr? /A déniisiimiiyle,

GG ¢Oziimii metrik fonksiyonlari;

Y02 sin® 0
U — Hf - %, 2K — [IPR2f — 20%sin20),
QY sin” 6 vV fXsinf
= W= -"—"+— 7.60
A fH2R? — ¥02sin? 6’ R (7.60)

seklinde ifade edilebilir. Genigletilmis TNSR metodu uygulanarak MKN-BD metrik

fonksiyonlar

V fXsin VfXsinf 0¥ sin? 6

W pu— _— = _— pu—

p=(Tg ) o= A fH2R? — ¥(2sin%0’
1 Y02 sin? 4 1—k V2 sinf

e (g SO Lk (VTS0 -
1 — 12w —1—(2 k Vs

KB=§1n(H2R2f—ZQZSin20)+(k (2 ; W”’”m( fRsme),

olarak elde edilir. Boylece MKN-BD metrigi Jordan cercevesinde

i = () ] pa e () T ()

Y sin? 6 2
——— (dp — Qdt 7.62
g (de ) } (7.62)
haline gelir. Ayn1 zamanda, Einstein ¢ercevesinde bu ¢oziimii elde etmek icin, sa-
dece siislii parantez i¢indeki ifade ve ¢ yerine egitlik (5.34) ile verilen ¢ degerini
almak yeterlidir. Ote taraftan, bu ¢oziimde k& — 1 durumu sonucu GG esitliklerine

gotiirmektedir.

7.4. (Manyetiklesmis) Iki kutuplu Bonnor-tipi BD Coziimii

Iki-kutuplu Bonnor-tipi GG metrigi esitlik (3.15) ile verilmigtir. BD ¢oziimleri i¢in
Teorem 2 ile ifade edilen genisletilmis TNSR metodunun éngérdiigii gibi bu metrigin,
(2.6) formunda olmasi i¢in, 6ncekilere benzer gekilde x; = r, x5 = 6 se¢ilmig ve
dR? = dr?/A déniigiimleri yapilmigtir. Boylece, iki kutuplu Bonnor-tipi BD uzay-

zamani metrik fonksiyonlari;
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W = (VAsing)*, ¢ = (\/Zsine)l’k Ap =0,
Ug = (1 - m) ln (\/_sm 9) (7.63)

. — 1 (1 B 2m7’)4
7 2 [A + ( m2—|—a2)sm (9} b
(1-

N 2w—i—(2w+3)k) In <\/Zsin€>

olarak elde edilirken, metrik ise;

ds® = (\/Zsine)k_l{—(1—2]\gr)2{—dt2

) (1—k)*(w+3/2)

4 (\/Z sin 6

2
- (dr + d92) } ALHQCZQOQ}, (7.64)
[A + (M? + a?) sin® 4] A (1—23)

haline gelmektedir. Daha 6nceki ¢caligmalarda, & = (2w —1)/(2w + 3) 6zel durumuna
kargilik gelen Bonnor-tipi BD ¢6ziimleri incelenmigtir [71]. Dolayisiyla bu ¢éziim,
daha onceki tek parametre iceren BD ¢oziimiiniin iki parametreli bir genellegtirilme-

sidir.

Benzer gekilde, Melvin manyetik evrenine gomiilmiis iki-kutuplu Bonnor-tipi ¢éziim-

leri ifade eden esitlik (3.17) metrigi incelenerek, BD metrik fonksiyonlar: i¢in;

W = (\/Zsme) . o= (Asind)'F, A =0,

Us = In 5 —k <\/Zsin 9) (7.65)
1 U (L-kEw—1=(@w+3)k) (=
Kp = 21 ([A—i—(m?—&—a?)sin?ﬂg) * 4 ! <\/Z 9)’

egitlikleri elde edilir. Boylece, BD metrigi,

(1-k)*(w+3/2)
k1 ¥4 (\/Zsin 9) dr?

ds® = (\/Zsin 9) A? [ — dt* + ; (— - d92) }

[A + (M? + a?) sin® 4] A

Asin? ¢
o dgpQ}, (7.66)

A2

haline gelir. Ayn1 zamanda, (manyetiklegsmis) iki kutuplu Bonnor-tipi ¢oziimlerin
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k — 1 icin GG’ye indirgendigi agikca goriilmektedir.

7.5. Genel Gorelilik Limiti

BD teorisinin GG limiti ashnda diisiiniildiigii kadar acik degildir. w — oo durumu-
nun BD ¢6ziimlerini, GG’e kargilik gelen ¢oziimlere indirgedigi iddia edilmektedir.
Bu limit 6zellikle zayif alan ¢oziimleri icin dogru olsa da, kuramin yiiksek egrilik
icerdigi tam halinde gecerli olmayabilir. Aslinda, literatiirde bunun aksini gésteren
bircok 6rnek mevcuttur. Ornegin, dért-boyutlu uzay-zaman icin, enerji-momentum
tensoriiniin izinin (7°) sifir oldugu durumlarda w — oo limitinin BD ¢6ziimlerini, GG
¢Oztimlerine indirgemedigi gosterilmistir [73,118,140-143]. Bu durum, 7"nin konfor-
mal degigmezliginin kaybolmasina baglanmigtir [141]. Bunun bir bagka sebebi ise,
skaler alan denklemlerinin kaynaksiz hale gelmesi ve buradan elde edilen integral
sabitinin BD parametresi w’dan bagimsiz olmasidir. Bununla ilgili giizel bir 6rnek,
yiiksek boyutlu, statik, silindirik simetrik BD-Maxwell ¢oziimlerinin incelendigi [143]
calismadir. Bu calismada, dortten yiiksek boyutlu uzay-zaman icin elektromanyetik
alana ait enerji momentum tensoriiniin izinin sifirdan farkli oldugu ve bu nedenle
BD parametresi w ve integrasyon sabitini birbirine baglayan bir denkleme yol actig,
ve dolayisiyla bu denklem w icin ¢oziilerek elde edilen ¢oziimiin w — oo limitinde
GG c¢oziimiine gittigi gosterilmistir. Ancak bu durum dort boyutlu uzay-zamanda
elektromanyetik alan enerji-momentum tensoriiniin izi sifir oldugu i¢in w ile diger
integrasyon sabiti arasinda bir denkleme yol agmadigindan dolay1 gecerli degildir ve

w — oo yerine diger sabitin 0zel bir degeri GG limitini verir.

Bu tezde ise, GG limiti ¢ok daha basit bir sekilde, skaler alanin sabit olmasiyla
elde edilmigtir. Esitlikler (5.29) incelendiginde, £ — 1 limitinde, sonlu degerdeki
w’dan bagimsiz olarak, BD metrik fonsiyonlarinin GG’ye indirgendigi acik¢a goriil-
mektedir. Ote taraftan, w — oo limitinde, BD ¢oziimlerinin, wlglgogb = ¢y =sabit
durumunda bile, GG ile minimal olarak birlesmis (coupled) bir skaler alaninin top-
lamindan olugmug bir kurama doniigtiigi gosterilmigtir [145]. Bu durumda, k degeri

icin lim k£ = 1 olacak sekilde bir tutarlilik kogulunun gerekli oldugu diisiiniilebilir.

w00
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B

5013 herhangi bir sabit olan [ ile saglana-

Uzay-zaman diizenliligi lim £ =1 —
W00

bilir. Fakat, bu durumda metrik fonksiyonu Kz = K + gan haline gelirken GG

degerine indirgenmemektedir. Bu nedenle, elde edilen sonuclar i¢in w — oo limiti

BD c¢o6ziimlerini, karsilik gelen GG ¢oziimlerine indirgemez.
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8. KNTNAJS f(R) COZUMU

Boliim 5.3’te, metrik (2.6) formundaki bir uzay-zaman igin, sabit Ricci skaleri du-
rumunda, GG ¢oziimlerine kargilik f(R) ¢oziimlerinin elde edilme yontemi gosteril-
mistir. Ik olarak, tiim kara delik ¢oziimlerini ifade etmek icin kullanilabilen esitlik

(3.1) Plebanski-Demianski metriginin, metrik f(R) kargihg

2 = (1 )2{)(/ (dt + ¢*do)? =Y’ (dt — p?do)’
- pq p2+q2

+ P+ (dypf d7q,2> 1, (8.1)

2
X' = <—g—+ —|R 24>+2n — ep® +2mp?

62 4

N <W+7+|Ro|/24)p7 (8-2)
r e’

"o <1+f’(|Ro|)

2

g 4
+ (TUROD -7+ |Ro|/24) q (8.3)

+7 - |R0|/24> —2mq + €¢* — 2ng®

seklinde elde edilir. Bu doniigiimler yapilirken, elektromanyetik bir form fonksiyon-
lar, e, g elektrik ve manyetik yiikleri igerdigi icin, bu yiikler metrik f(R) ¢ziimiinde
bir sabit olan 1/4/(1 + f'(|Rol|)) ile carpilarak gerekli dongiimler elde edilebilir.

Ote taraftan, bu metrikte ivmenin sifir ve kozmolojik sabitin negatif olmasiyla Boyer-
Lindquist koordinatlarinda KNTNAdAS ¢6ziimiine ulagilir. GG KNTNAdAS ¢oziimii
metrik (3.5) ile verilirken, metrik fonksiyonlar esitlik (3.6) ile ifade edilmistir. Bu ¢6-
ziimiin f(R) karsiligini elde etmek igin, metrigin (2.6) formunda yazilmas: gereklidir.
Bunun i¢in,

- Agd’f’2

d2
R ==F

dontigiimii yapilmalidir. Bu doniigiim sayesinde, esitlik (5.37) ile KNTNAdS f(R)
¢Ozuimil,

A/ h 22 0> A} sin? 6 r? +a? +n? 2
ds* = ——=F (dt — —dgp) + A+ A—,ﬂcw? + GT (adt — %dgp) (8.4)

T

—
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seklinde elde edilir. Burada,;

ol
= = q - Bl .
TR (8.5)
1 1
Ay = 1-— §|R0|ancose - E|R0\a2 cos? 0, (8.6)
R
A = - 2mr+ad—n*+¢+ [Fo| 120| (3n*(a® — n®) 4+ r*(a® + 6n%) + 1) (8.7)

olarak ele almmisgtir. Burada, kozmolojik sabit ile Ry arasmdaki (5.38) esitligi kul-

lanilmigtir. Bunlara ek olarak elektromanyetik bir-form ve yiik;

h
A, = - - dt + ——— do, (8.8)
P’/ 1+ f'(Ry) Ep*\/1+ f'(Ry)
qr qrh
z
g = —— 8.10
1+ f'(Ry) (&10)

olarak elde edilir. Burada, metrik fonksiyonlari, GG ¢6ziimiiniin metrik fonksiyonlari
degigtirilerek elde edilmektedir. Kozmolojik sabitli Einstein ¢oziimleri ile sabit eg-
rilikli f(R) ¢Oziimleri arasindaki tek fark, bu kuramlarm yiik ve egrilik sabitlerinin
birbirinden birer sabit ¢arpan kadar farkli olmasidir, fakat bu durum bu ¢oéziim-
lerin kendi alan denklemlerini ¢ézmelerini engellememektedir. Ote taraftan, NUT
parametresi n = 0 secildiginde KNAdS’in f(R) ¢6ziimiine ulagihir ve bu sonug¢ daha
once yapilan ¢oztimler ile uyumludur [125,131]. Ayni sekilde, kozmolojik sabit A = 0

durumu, KNTN f(R) ¢oziimlerine ulagilmasini saglar ve bu sonugta [146] ile aynidir.

8.1. f(R) Kuraminda KNTNAdS Karadeligi Termodinamigi

KN kara delik termodinamigine Boliim 3.2’de deginilmigtir. Ayni yollar izlenerek,
KNTNAdS f(R) kara deliginin termodinamik 6zellikleri de belirlenebilir. Ilk olarak,
KNTNAJS igin i¢ ve dig ufuklarimin yarigaplariin belirlendigi (3.8) esitligi, f(R)
¢Oziimiinde de ayni olacagindan, . dig ufuk (H*), r_ ig ufuk (H~) yarigaplari olarak

ele alinabilir. Béylece, KNTNAdS f(R) uzay-zamani ufuklarinin alanlari;

2m T A
AL = / / V90090,d0dp = ?(ri +a® +n?). (8.11)
o Jo =

84



olarak elde edilir. Burada, A, dig ufuk veya olay ufkunun, A_ ise i¢ ufuk veya Cauchy
ufkunun alanlaridir. Genel anlamda, duragan bir gozlemci igin (yani r = sabit, 0 =
sabit olan ve diizgiin (uniform) bir agisal momentuma sahip olan bir gézlemcinin)

acisal hizi;

2
Q=_9 4 \/(—QW) _ (8.12)
oo oo e

olarak tanimlanirken, ufuklarda (A, = 0)

=
a=

Q= 8.13
ST e+ n? (8.13)
haline gelmektedir. Ayn1 gekilde, ufuklarda Bekenstein-Hawking entropisi;
Ay T o, 2 2
St = Z:E<Ti+a + n®). (8.14)

olarak elde edilirken, yiizey kiitle-cekimi ise;

1 [[Ro| | Ro
Ry = E[Tri+ri(l+ﬁ(a2+6n2))—a2+n2—q2
R 2
%(oﬂ 2 nQ)] (8.15)

esitligiyle ifade edilir (yiizey kiitle-gekim hesab1 ayrintihi olarak Ek C’de verilmigtir).

Bu sonug, ufuklarda sicakligin;

R4 1 |R0| |R0|
o = T {—ri +ri(1+ == (a* +6n?) —a*+n®— ¢

4 12
| Ro|n?
4

T, =

(a® — nQ)] (8.16)
oldugunu gostermektedir.

KN kara deligi kiitlesi i¢in elde edilen Smarr formiilii, KNTNAAS ¢oziimleri igin,

%% ve % Killing vektorleri secilerek, Komar integralleri i¢in referans alt uzayin

AdS ahinmasiyla, kiitle m, agisal momentum J, yiik ¢ ve NUT parametresi n igin;

!/

m am
MZE’ J:E:CLM, Q: s n =

—

[1]<

(8.17)

[ml 3

sonsuzda elde edilen degerler kullanilarak genellegtirilebilir. (Bundan sonraki ki-
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simda n’ yerine kolaylik olmasi igin n kullamlacaktir.) Boylece, A, = 0 esitliginden,

uzun bir hesaplama ile;

A% AL (Q? —2n?)
M2 — T + 2 _ 9,2)2 +
AL —4n27r{167T2 @ =) s
RO‘A:N: 2 |R0]2n2a2
g (g Bolhe 25 0 [Foln7a”
N < Ty gl g

2

|R0| Ay 2 2 2 2— Ay 2—
AL|Ry| AL\ 2 9 o [ At 9t

T \\ap ) A A=y s

R 2 _ 92 A\ 2 A
n | o|(Q6 n’) ((ﬁ) — on2a? + 4n?= (ﬁ_zn%))} (8.18)

kiitle esitligi elde edilir. Bu egitlik, genellegtirilmis Smarr formiilii olarak diisiiniile-

bilir. Aym1 zamanda, kiitlenin ufuk entropileri cinsinden ifadesi;

S? 28+ (Q* — 2n?)
M2 o= pr P 2 _ 9n2)2 +
4Si—4n27r{7r2+(Q n) T
RolS+: 2 |Ro|*n?a?
2 (4 [RolSe 2 2 1Pl

) 2
(8 v wn( )
12 T ™
2
+ —SHRO’ <<%> —2n2%a?® + 4n’= <S—i — 27125))
61 T T
2 _ 9,2 2
T T

seklindedir. Ancak varilan bu sonug, a? terimleri icerdigi ve a = J/M oldugundan

dolay1 bu haliyle kiitleyi tamimlayan bir egitlik degildir. Bu durum, bu ifadenin ele
alinmasini zorlagtirmaktadir. Bu nedenle, burada sadece yavas donen KNTNAdS

f(R) kara deligi i¢in, dénme parametresi a’nin kiigiik oldugu ve a? ifadesinin ihmal
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edilebilir olmasi durumu incelenecektir. Boylece, kiitle esitligi;

s T St g 284(Q% — 2n?)
M= = 4Si—4n27r{7r2+(Q 2n7)" + s
) 2
+ J? <4+ [FolSe _ \Royn2)+ Bl <<ﬁ> + 4n? <S—i—2n2)>]
3 12 T T

+ % ((%)qum? (% — 2n2>>
N |RO,(Q26_ 2n?) (<%>2+4n2 (‘S;Ti m )) } (8.20)

halini almaktadir. Buradan, kara delik kiitlesinin M = M (S, J,Q,n,A) paramet-

relerine bagh bir biiyiikliik oldugu diisiiniilerek;

esitligi yazlabilir. Bu esitlik, kara delikler icin olusturulan birinci yasay: ifade et-
mektedir. Kozmolojik sabit, bir sabit olmasina ragmen, bir degigken gibi ele alinabi-
lecegi [147] galiymasinda incelenmigtir. Burada, 7', ©, V, V', O, ufuklarda sirasiyla
sicaklik, agisal hiz, elektrik yiikiiniin elektromanyetik potansiyeli, NUT yiikiiniin
elektromanyetik potansiyeli ve kozmolojik sabitin termodinamik durum fonksiyo-
nunu ifade etmektedir. Boylece;
oM T S: (Sy 2 2 (2 2
T, = = _9 — )
T 9, SM(Si—nU[ (7r n) - @@ - 20)
Roln?\ = 3|Ro|2S% [ (S+\? S
_2 (44— | = 4n? [ —= —2n?
( 3 ) * (12m)?2 7r A T "

15l <é +(Q* - 2n2)) (5—i (% 2n2>)

2 T

+% <S_; — n2) ((%)2 + 4n? (% — 2n2>> } (8.22)

. OM_ wJ ’R0|Si 2|R0|7’L2
e = 577 M (A4S — 47n?) <4+ 37 3 (8.23)
OM mQ S
2 = 50 T Mas; — ) {Q(Q —2h+

() o (o))
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, oM nm 351 4 4 2 2
o= _4M(Si—n27r)2{_ oL Q) - 28, (@~ n?)
+mJ? (4— —‘R0|8i>
3T
2 2 2
+‘RO| <(ﬁ> + 4n? (S_i — 2n2)> (ﬂ — 8n’m <& — nQ))
122 7T T T T
__|R0|7T ((ﬁ>2 + 4n? (é — 2n2)) (é — n2)
3 s s s
2
[l ( +Q* - ) (E — 8n’r (2—i - n2)> } (8.25)
6 m T
oM ™ J2 Si 9
Or = F8 7 oM (S — n2m) {? (7 - )

2
+2|11;(;|2 ((i_i) + dn? (% » 2n2>
2
HE @)@ wn)] e

esitlikleri kolay hesaplamalar ile elde edilir. Ayni zamanda, 6zgiil 1s1;

. T§ . 8MT(Si — n27r)2
0T —8T2(S: — n2m)2 — 16MT (S — n2m) + 7D(S+, Q, n, | Ro|)

C (8.27)

J,Q,n,A
sabit acisal momentum, elektriksel ve NUT yiikler ve kozmolojik sabit i¢cin elde

edilir. Burada;

. S:t n2 6|R0|2Si Si 28:|:7l2 4
D(S+,Q,n,|Ry|) = Q{F—? “(2ne - —2n
2 2
1Bl EJFQ? St _ ) oS g (8.28)
6m \ 72 T T

olarak ifade edilmistir. Hesaplanan tiim potansiyeller, Kerr-Newman-AdS ¢6ziimii
igin n = 0 ve |Ry| = 12/¢? olarak ele alindiginda, [148]'de verilen sonuglar ile aym

olmaktadar.

Termodinamik bir sistemin kararl olup olmadigi, entropisi incelenerek belirlenebilir.
Kanonik topluluklarda, tek degisken parametre sicaklik oldugundan, 6zgiil 1sinin po-
zitif degerlerinin incelenmesi kararlilik icin yeterlidir. Ote yandan, 6zgiil 1smin sifir
oldugu ya da raksadig1 bélgeler, sistemin yerel olarak kararh oldugu boélgeleri sinirla-

yan "kritik" yiizeyleri vermektedir. Bu nedenle, 07/0S = 0, oo esitligi incelenerek,
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sistemin sadece sabit agisal momentumu igin;

1

J2 = — | —167°( — 325Q*
T Rei(n2Ry| — 12) (7r(7n2\R0|—36)4]R0|Si){ |~ 167°( - 3250

— 3608 Ro|? + 8n'°| Ro|® — 3615 Ry |(15 + Q% Ro|) + 45n°Q%(24 + Q?|Ry|)

+ 18n*(11Q°|Ro| — 60)) + 327" ( — 9n®| Ro|* + n®| Ro|* + 18n*(Q*| Ro| — 30)
9(24 + Q| Ro|)(Q* — n*|Ry|)) S

+ 727%(72 4 |Ro|(12Q% — 5n*|Ro| + 2n°|Ro|> — n*(18 + Q*| Ro))) S2

— 647 Ro|(n' | Rol? — 27)S — | Ro[*(17n| Ro| — 180) S + 6| Ro[*S7%

+ [(167r5( — 324Q" — 36n°|Ro|* + 8n'°| Ry |> — 36n°| Ry |(15 + Q*|Rol)

45n°Q*(24 + Q°|Ro|) + 18n*(11Q% Ro| — 60)) — 327 (n®| Ro|* — 9n®| Ry
18n2(Q?| Ro| — 30) + 9(24 + Q*|Ro|)(Q* — n*|Ro)) S« — 727 (72 + | Ro|(12Q*
— 5| Ro| + 2n°| Ro|* — n?(18 + Q*|Ry|))) S + 4m?| Ro|(n*| Ro|* — 27)S3
b alRo PR o] — 180)S% — 6RoSL) — 3n(n?| o] — 12)
x  (m(Tn®|Ro| — 36) — 4| Ro|S4)
x (4m2(6n% — 3Q% + 20" Ro|) — 47 (3 + n®|Ro|)Ss — |Ro|S2)”

1

X (4mSy — 12m°Q° — |Ro| ST + 4n’m(27 + \R0|Si))] } (8.29)

esitligi, bu kritik yiizeyleri belirleyen denklemi vermektedir. Ayni zamanda, bu egitlik
icin, n = 0 ve |Rg| = 12 segildiginde, sonu¢ KNAdS ¢oziimiine indirgenmektedir
[148].

Ozetle bu béliimde, sabit egrilikli f(R) kuramimin KKTNAdS kara delik ¢oziimii
icin bir genellegtirilmig Smarr formiilii elde edilerek, termodinamik potansiyeller ve
spesifik 1s1 biiyiikliikleri hesaplanmigtir. Bu ¢oziimiin gerek termodinamik 6zellikle-
rinin daha ayrintili bir incelemesi, gerekse diger 6énemli fiziksel 6zellikleri daha sonra

incelenecektir.
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9. SONUCLAR

Bu tezde, Genel Gorelilik kuramina alternatif olan ve Einstein-Hilbert eyleminin
degistirilmesi ile elde edilebilen ¢egitli kuramlardan BD ve f(R) kuramlar icin do-
gadaki yildizlar ve kara delikleri de tanimlamalar1 nedeniyle son derece énemli olan,
duragan, eksenel simetrik uzay-zaman geometrilerinin tam ¢6z{imlerinin, bir takim

¢Oziim iiretme teknikleri kullanmilarak elde edilmesi amaclanmigtir.

Ik olarak, duragan ve statik, eksenel simetrik uzay-zaman metrikleri ele almarak,
bu uzay-zamanlarda daha onceden bilinen bazi GG ¢oziimleri incelenmigtir. Ayni
zamanda, BD ve f(R) teorileri alan denklemlerinin karmagik olmalari dolayisiyla,
¢cOziim liretme teknikleriyle tam c¢6ziimlerin daha kolay elde edilecegi diigiiniilerek,
Ernst denklemleri, konformal doniigiimler ve TNSR metodu gibi ¢6ziim iiretme tek-
nikleri gézden gecirilmigtir. Daha 6nceden tek parametreli ele alinan TNSR metodu,
iki parametreli olarak daha genel bir formda elde edilerek, BD metrik fonksiyonlari
ve GG metrik fonksiyonlar1 arasindaki iligkiler elde edilmistir. Bu sonug ile, Jor-
dan cercevesinde Einstein veya Einstein-Maxwell ¢6ziimii bilinen bir uzay-zamana
kargilik gelen BD c¢oziimiine, Teorem 2 ile verilen doniigiimler ile ulagilabilir. Aym
zamanda bu doniigtimler Einstein cercevesi icin Teorem 3 ile verilmigtir. Kozmolo-
jik sabit icermeyen GG c¢oziimlerinin BD kargiliklar: genellegtirilmis TNSR metodu
ile, kozmolojik sabitli GG ¢oziimlerinin f(R) kargihg ise TNSR metodunun f(R)’a
uyarlanmasi olan bir yontem ile elde edilmigtir. Daha sonra ise, BD ve f(R) al-
ternatif teorileri i¢in bulunan ¢6ziim iiretme teknikleri kullanilarak yeni bir takim

¢oziimler ele alinmigtir.

Genellegtirilmig TNSR metodu ile, Weyl-tipi uzay-zamana 6rnek olan, Curzon-Chazy,
Zipoy-Voorhees, iki parcacikli Zipoy-Voorhees ve Bertotti-Robinson BD c¢oziimleri
incelenerek iki parametreli olarak elde edilmigtir. CC ve ZV BD c¢oziimlerinin daire-
sel jeodeziklerinin, 1g1k-tipi parcaciklar i¢cin GG ile benzer oldugu, ancak zaman-tipi
parcaciklar icin GG’den farkli oldugu ve degisen k parametresi degerleri icin ekvator

diizleminde farkhh kararli ve kararsiz dairesel jeodeziklerinin mevcut oldugu sonu-
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cuna ulagilmigtir. Her iki uzay-zaman i¢in de k£ = 4 degerinde parcaciklarin etkin
potansiyellerinin iistel arttigi ve bu durumda parcaciklarin dairesel yoriingeye sahip
olamayacag goriilmiistiir. Ote taraftan, BR BD uzay-zamaninin 1s1k-tipi ve zaman-

tipi tiim parcaciklar icin dairesel yoriingelerinin mevcut olmadigr saptanmigtir. Ayni

3 k+1

zamanda, CC ve BR BD uzay-zamanlarinin GG’den farkh olarak w > —5 — Go1)?

durumu icin p = 0’da simetri ekseni boyunca uzanan bir tekilligi daha oldugu elde

edilmigtir.

Yine genellegtirilmis TNSR metodu yardimiyla, duragan eksenel simetrik ¢6ziim-
lerden olan, kozmolojik sabit icermeyen Plebanski-Demianski, Kerr-Newman-Taub-
NUT, manyetiklesmis Kerr-Newman ve (manyetiklesmis) iki kutuplu Bonnor-tipi
BD ¢o6ziimlerine iki parametreli olarak ulagilmigtir. KNTN BD uzay-zamaninin, 1s1k-
tipi ve zaman-tipi test parcaciklar: i¢in dairesel jeodeziklerine bakilmigtir. Isik-tipi
parcaciklar i¢in L/E’nin 6zel ve genel durumlari incelenmigtir. Zaman-tipi test par-
caciklari i¢in ise ISCO egitligine bagariyla ulasilmig, uc-kara delik ¢6ziimii i¢in ISCO

esitliginin Kerr-Newman ¢oziimiiyle értiistiigii saptanmigtar.

Elde edilen tiim duragan ve statik eksenel simetrik BD ¢oOziimlerinin, w’nin tiim
sonlu degerleri i¢in, & — 1 durumunda GG’ye indirgendigi agikca goriilmektedir.
Ancak, literatiirde, w — oo degerinde BD ¢oziimlerinin GG ¢oziimlerine gittigini
belirten bir cok durum séz konusu olmasina ragmen, bu tezde bulunan sonuclar

icin, w — oo durumu, ¢éziimleri GG’ye indirgememektedir.

Kozmolojik sabitli Einstein alan denklemleri ve metrik f(R) alan denklemlerinin
birlikte ele alinmasiyla, metrik fonksiyonlari arasinda Teorem 4 ile verilen doniisiim-
ler kullanilarak, herhangi bir kozmolojik sabitli GG ¢oziimiine karsilik gelen metrik
f(R) cbziimiine ulasilacagi gosterilmistir. Ornek olarak ise, kara deliklerin tiim pa-
rametrelerini barindiran Plebanski-Demianski metrik f(R) ¢oziimii elde edilmigtir.
Bu ¢6ziimiin, ivmenin sifir ve kozmolojik sabitin negatif oldugu durumunu ifade
eden KNTNAdS GG ¢6ziimii kullanilmig ve bu uzay-zamanin metrik f(R) kargilig
elde edilmistir. Ancak, bu doéniigiim yonteminde dikkat edilmesi gereken husus, GG

metrik fonksiyonlari metrik f(R)’a doniigiirken degismedigi i¢in, metrik f(R) fonksi-
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yonlart GG metrik fonksiyonlar: formuna degistirilmesidir. Aksi taktirde, elde edilen

¢Oziimler, metrik f(R) alan denklemlerinin ¢oziimii olmamaktadir.

Metrik f(R) ¢Oztimleri bulunan KNTNAdS kara deliginin termodinamik 6zellik-
leri elde edilmigtir. Genellegtirilmig Smarr formiiliiniin elde edilmesiyle, kara delik
termodinamigi birinci yasasi olan ifadeye bu kara delik icin ulagilmigtir. Bu egitlik
yardimiyla, KNTNAdS kara deliginin olay ve Cauchy ufuklarinda, sicakligi , acisal
hiz1, elektrik ve NUT yiiklerinin elektromanyetik potansiyeli ve kozmolojik sabit

termodinamik durum fonksiyonu kolayca elde edilmistir.
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EKLER

Ek A. Brans-Dicke Teorisi Aksiyon Varyasyonu

Brans-Dicke aksiyonu varyasyon hesabina baglamadan 6nce, gerekli bazi esitliklerin

ispat1 ele almacaktir. Ilk olarak, Christoffel sembolii tanimindan,

1
FUUV = igaA (ga)\,u + 9w, — gau,)\) (Al)

vazilarak, kdsegen metrik icin;

1

1
FUUV = 5900 (gaa,y + Yov,o — gau,a) — Egaagoa,u (AQ)

ve ¢°7 = (gso) ' ifadeleriyle;

_1V79,

e = A3
ov 2 \/__g ( )
esitligi elde edilir. Ayni zamanda, Christoffel semboliiniin;
o 1 gl
I wo 59 (g,LL)\,l/ + D,y — guy,)\) (A4)
varyasyonu;
o 1 oA 1 oA
0% = 5997 (Gurw + D = Guwd) + 597 (0gurw + 09avs = 0guwa)
1
= Fﬁwj(sga)\ + 590)\ (6guA,u + 59)\1/,,u - 59#1/,/\)
1
= éga)\ (6gu)\;u + 59)\V;u - 5guu;>\) (A5)
seklinde elde edilir. Burada, (;) kovaryant tiirev ifadesi i¢in kullanilmigtir.
Jordan cercevesinde, BD icin aksiyon;
w
SiBD = /d4117\/ -9 (CbR - EQWQ@&/(? - (FaBFaﬁ)) (A.6)

esitligi ile verilmektedir. Burada, S); madde aksiyonudur. Bu aksiyonun metrige
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gore varyasyonu;
08 = ( / don/=g(0R — 29" 0,00,6 - (FagF“5)> =0
olarak ifade edilebilir. Bu esitligi,

0S = 051 +05 +05;
85, = / d*z6 (v/—g¢R)
68, = — / d*z0 (\/—g%g"” ucbaycb)
053 = —5/d4x5 (V=gFusF*)
seklinde ele alarak ii¢ farkl aksiyon gibi varyasyonlar: incelenebilir.

S1 aksiyonunun metrige gore varyasyonu igin;

55, = / d' (5(V=9)¢R + V=g¢0R)

yazilarak birinci kisim icin;

1
o/—g=——=—=0
2y/—g g

varyasyonu ile herhangi bir kare matrisi i¢in olan temel kurali kullanilarak

1
0V/—g = 5\/__99#1/5%'/

ifadesi elde edilir. Ayni zamanda metrik tanima,

9o = 0",

39" g + g"0grn, = 0
esitligiyle
1 »
0V =9 = =5V =99u09
ifadesine ulagilir. Ikinci kisim icin R = 9" Ry, Ricci tensorii ifadesi ile;

SR = 06(g") Ry + g™ R,
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(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)



elde edilirken, ilk terimde diizenleme yapmaya gerek olmadigindan, ikinci terim ay-

rintili incelenmelidir. Ricci tensorii egitliginden
5Rl“’ = 5<affrgu,u> - 5(8Vrga,u) + 5(FUO')\F)\V;L> - 6<FOV/\F>\0';¢) (A15)
elde edilir. Kovaryant tiirevin tanim ile
V,(007,) = 0,017, + 7,617, — T 017, , — T, 6T, (A.16)
egitligine ulagilir. Boylece;
OR,, =V, (017,,) = V,(0I7,,) (A.17)
ile metrik uyumlulugu kullanilarak;
9" R, =V (g"0l°,,) — V,(g"1,,) (A.18)

sonucuna ulagilir. Bu esitlikte kovaryant tiirev ifadesi tekrar ele alinip, metrigin

karekokiiyle carpilmasiyla;

VB9 0B = V5[0, (9701°,,) + T, 0T,
=0, (gwjérgau) - FUV/\gMV(SF)\Uu}

v g 1 vo 14
==y [80— (g0r°,,) + (59 gzxo,)\) g"er,,

1
=0, (gw/(grffo_u) - (_gyaguo,)\> guy(ﬂ_‘)\ou]

2
— \/__g|:aa (gﬂvél‘\au#) + v _g7/\guv(sr)\yu

v—9
WV SO v _97)\ v STA
—81, (gl or Uu) — ﬁgu or a,u,]
=0, (\/ —gg‘“’éfgw) -0, (\/—gg“l’éff’w) (A.19)

sonucu elde edilir. Serbest indisler degistirilerek;

V=99"" R, = 0,(vV=gg"I",, —V/=9gg"I",,) (A.20)
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esitligi elde edilirken, skaler alan ile carpilan bu ifade igin;

OV=99" 0 R, = 0, (V —gg“”él—‘pw -V _ggﬂp5raau)

= 0, [(\/—gg’wéf‘pw — v/ —gg"Por’,

w) @]

— (\/—gg‘“’5pr — \/—gg“p5fogu) b, (A.21)

vazilabilir. Burada ilk terim tam tiirev ifadesi oldugundan, integrali alindiginda var-

yasyon hesabina bir katki saglamamaktadir. Bu durumda;

=99 0R,, = —(V—gg"ol”’,, —/—gg"*oI7,,

)&, (A.22)

haline gelirken, Christoffel semboliinii varyasyonu i¢in yazilan esitlik (A.5) kullani-

larak;
OV=99"0R,, = —%\/__g (9" 9" (6gursp + O G
— 9"°9 (890 + 09810 — 090118) )
elde edilir. Bu egitlikte dummy indisler degistirilirek;
OV=99" OR,, = —%\/__g (9" " (8Gury + 6Grusw

- gAPg/W (5guu;)\ + 5910\;;1 - 59;»\;1/) )
= _¢,p Vv _ggul/g/»\ (5guA;V - 5guy;)\)

sonucuna ulagihir. Ayni zamanda bu egitligi;

¢\/ _ggwj(SR/w = VvV _g(ﬁ’)\ (gwjég,u)\;u - gwjdg;w;)\)

= VvV _g¢)\ (g;wéglw;)\ - gu)\(sglp\;))
= —v=g¢" ((gwég“”);A — (gurdg”

= v~y ((gmg‘” M)n — OG0

— (909"0™) , + gwég“%’ﬁ)

- 5g,uu;)\)
(A.23)
- 5guu;)\)
(A.24)
V)
(A.25)

seklinde de ifade etmek miimkiindiir. Esitlik (A.19) gibi kovaryant tiirev ifadesi

yazildiginda, birinci ve iigiincii terimler yine varyasyon hesabina bir katk: saglama-
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digindan;

OV =99 0 Ry = /—gog"” <9uu¢’)-,\>\ - QM¢7};\A)
=V _gégMV (g,uulj¢ - ¢,,u;y) (A26)

esitligi elde edilir. Skaler alan icin kovaryant tiirev, kismi tiireve egit oldugundan, son
terimde ilk kismi tiirev kovaryant tiirev olarak yazilabilir. Boylece S; aksiyonunun
metrige gore varyasyonu i¢in;

051
ogHv

= / TN — < ¢guVR + QbR/w + g;wEkb ¢ R V> (A27)
sonucuna ulagilir.
S, aksiyonunun varyasyonu ise ¢ok daha basit olarak elde edilir;
58, = — / d*zo (y/_—g%g“” quayczﬁ)
4 w
= —[dz|o (\/—_9)5
4 1 Ny W Qv W 17
= = [ da|{-5V—99u0g g 000, + \/—955(9 )0,60, ¢
= /d4x\/ < = 90,00 P + Guqﬁ&,(b) ogh. (A.28)

0,60, + Fgga(gwamm)

Ote taraftan, madde aksiyonunun varyasyonu icin, enerji-momentum tensorii

083 = _/d493 (5 (gAﬁgaaFaﬁF)\U) V—g+ FO&/BFQB(S( \ _g))
_ /d4x\/ [ (9")9° FapFro + 6(9°7) 9" FupFao

1
- §g#uFaﬂFQB59“yi| (A29)

esitligi yazilabilir. Burada, ilk iki terimde serbest indisler degistirilerek;

05 1
3o_ 9 / 'ov/=g| B, = 2w FasF] =0 (A.30)
dgH 4
sonucuna ulagilir. Bu egitlikte;
1 8
T =2 (FWFVO‘ — ZQ,WF@BF& ) (A.31)
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tanimlanabilir.

Ayri olarak ele alinan ii¢ aksiyon varyasyonunun toplanmasiyla;

08 1
59“” = /d4$ V=g |:¢R,u1/ + §¢guuR + g,uulj¢ - ¢,,u,zz
w 1
- E (Qb,,ugb,l/ - §guu¢7a¢,a) - T;w:| =0 (A32)
esitligi elde edilir. Kogeli parantez icerisindeki ifadenin sifir olmasi gerektiginden;
T, w 1 o 1
G;w - g + E (¢,}L¢,V - §g,uu¢’ ¢,a) — g_b (g;wlj¢ - ¢,u,u) (A33)

BD aksiyonunun metrige gore varyasyonundan, BD alan denklemi elde edilir.

Benzer sekilde, aynmi aksiyonun skaler alan ¢ i¢in varyasyonu;

05

5 ( [atev=ator - Lgvo,00.0) + SM)

p / d'z(V=gRo + %ngamam&b

~ VT (00:0)0,0 + 0,00(0,0)) ) + 2o

d¢

egitligi yazilabilir. Son terim olan madde aksiyonunun skaler alana gore varyasyonu

56 (A.34)

sifir olmaktadir. Uciincii terim icin;
w 1% (JJ 174
59“ V—=99,(00)0,0 = 0, (59“ vV —gé’ycb&b)
w
- 0, (Eg“”F—gM) 56 (A.35)

denklemi yazilirken, ilk terim yine Stoke’s teoreminden sifir olmaktadir. Bu du-

rumda;

GOVEI0)00 = 50000005

%au (9" \/=g0,0) 56 (A.36)

olarak elde edilir. Ek olarak; % g*"'\/—g0,90,(6¢) terimi de ayn1 sonucu vereceginden,
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bulunan sonug ikiyle carpilarak yazilabilir. Boylece aksiyon varyasyonu icin;

58 — / do/—g [R+ 9" u0u0 ¢2 2 7 0,0,¢
2w
——0, (\/=g0"¢) |6 A 37
5= 0n (V=906) |60 (4.37)
esitligine ulagilir. Boylece;
05 _ d*az/— ( ¢aﬂ¢+—m¢> (A.38)
00 ¢2 ! ¢ '

seklinde, BD aksiyonun skaler alan ¢ icin varyasyonu elde edilir. Bu esitlikte parantez

icindeki ifadenin sifir olmas1 gerektiginden;

R— ¢2 GO ) + quﬁ ~=0 (A.39)

yazilabilir. Bu esitlik skaleralan icin alan denklemi olmaktadir ve elde edilen ¢ozii-
miin bu esitligi de saglamasi gereklidir. 4 boyutlu uzay-zaman i¢in; metrige gore
varyasyondan elde edilen alan denklemi (A.33)’in izi alinarak ve esitlik (A.39) kul-

lanilarak;
(2w +3)0¢ =0 (A.40)

sonucu elde edilir.
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Ek B. f(R) Teorisi Aksiyon Varyasyonu

Metrik f(R) teorisi aksiyonu ;

B 16er/d4$\/__g(R+f(R)) + Sn (G ¥) (B.1)

olarak ifade edilmektedir. Bu aksiyonun metrige gére varyasyonu i¢in;

0S5 = 051+ 0S5y +0S3

1 4
S = 167TG/d v/ —gR

1 4
Sy = W/dx\/—_gf(ﬂ’)
Sy = Sy (B.2)

seklinde ele alinarak ii¢ aksiyonun varyasyonu incelenmelidir.

Sp aksiyonunun varyasyonu daha &nceki boliimlerde, kiitle-cekimsel aksiyon olarak

ifade edilen egitlik (2.17) ile aynidir. Bu nedenle;

1
4 = uv
551 161 G d TN — ( QQ;WR) 59 (B?))
olarak yazilabilir.
S, aksiyonunun varyasyonu ise;
1
08 = o= | d'w (0V=9f(R) + V=g [(R))

- ﬁ o |ov=as + =g (2 or)

T / [6v/=9f(R) + /=g (Rudg" + g"'6R,,) f'(R)] (B.4)

olarak ifade edilir. Burada, f'(R) = %(RR) seklinde gosterilmigtir. Ayn1 zamanda,
d/—g ifadesi, esitlik (2.22)’te verildiginden;

%2 = Tor G/ de {" R)V=99u09"" + V=9 (Ru0g" + ¢"" 6 Ry) f'(R) |(B.5)

yazilabilir. Bu ifade de birinci ve ikinci terimler d¢g*” terimi icerdigi i¢in, bu terimleri
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tekrar diizenlemeye gerek yoktur. Uciincii terim tekrar incelenmelidir. Ilk olarak,

Ricci tensorii varyasyonu igin
SRy = 0(00T%) = B(OT7,,) + 0175, = D701, (B.6)
elde edilir. Kovaryant tiirev tamm esitlik (A.16) kullamlarak
SR, = Vo (017,,) — V,(6T°, ) (B.7)

sonucuna ulagilir. Metrigin kovaryant tiirevinin sifir olmasindan dolay1 ve serbest

indisler degigtirilerek;
g""oR,, =V, (g‘“’(SF"W — g“"(SF"JH) (B.8)
esitligi elde edilir. Bu esitlik f/(R) ile carpilarak;

f(R)g"0R, = f(R)V, (9017, — g"7017,,)
= V,((¢™or7,, — g"01°, ) f'(R))
r (g'uVFUVp, 4 gMU(SFO-a,u) f,(R)§U (Bg)

yazilabilir. Burada, ilk terim i¢in esitlik (A.19)’deki gibi kovaryant tiirev ifadesi
yvazildiginda, Stoke’s teoreminden aksiyon varyasyonuna bir katki saglamamaktadir.

Christoffel semboliiniin varyasyonunu veren esitlik (A.5) kullamlarak;

f'(R)§" R, = (47017, —3¢"T%,) ['(R)0
= 99" 09us — Ovupw) ['(R)o
= ['(R)” (—9uw09l5 + 9upddsy)
= f(R)” (—gwégf‘g” + gusdgly )
= (=909 ['(R)?) s + 909" [ (R)"s

+ (9u889"" ' (R)) 5 — 9,u509"" f'(R) "5 (B.10)

sonucuna ulagihr. Ayni zamanda, esitlik (A.19) gibi kovaryant tiirev incelendiginde,
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yine burada ilk ve iigiincii terimlerin katkisi sifir olmaktadir. Boylece;

f,<R)9W5RW = g;wf/< )ﬂ ogt” — guﬁf (R)B (59#5
= G (f’( ) og

esitligine ulagilir. Boylece Sy aksiyonunun varyasyonu igin;

55 = o / oG~ 5 F(R)gu + By ()

+ 9wl (R) =V, 9, f <R>} g (B.12)
sonucuna ulagilir.

Ek olarak, madde aksiyonunun varyasyonunda, 6nceki ¢aligmalar gibi enerji-momentum

tensorii 1), = — }gsﬁ tanimlanarak;
1
0S3 =05y = —§/d4x\/—gTw(SgW (B.13)
esitligi yazilabilir.

Boylece, f(R) teorisi aksiyonu S’in metrige gore varyasyonu igin;

05 1 4 1 1 /
Sghv T 16nG /d TV —9 (R/W - §guVR - §guuf(R) + f (R)RH

+ guOf(R) -V, V,f'(R) - 87TGTW> —0 (B.14)

sonucu elde edilir. Bu esitlikte, parantez icindeki ifadenin sifir olmasi gerekiginden;
f(R) teorisi alan denklemleri elde edilir. Bu sonug esitlik (4.16)’da verilmis ve alan

denklemleri buradan hesaplanmigtir.
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Ek C. Yiizey Kiitle-Cekimi

Bu kisimda, agisal momentumu olmayan test parcaciklari i¢in, eksenel simetrik uzay-
zamanda yiizey kiitle ¢ekimi esitligi elde edilecek ve KNTNAJS i¢in bu sonug ele

almacaktir. Ilk olarak, duragan, eksenel simetrik uzay-zaman icin:
ds?> = —Adt* + B (dp — Hdt)* + Cdr? + Ddb* (C.1)

metrigi secilmistir ve burada metrik fonksiyonlar1 koordinatlar r, #’nin birer fonksi-
yonudur. Bu metrigin olugturdugu uzay-zamanda hareket eden bir test pargaciginin

korunumlu biiyiikliikleri;

1

L= ot

8_5_ = L= By — BHIl

¢

oL i :

= = E=(-A+BH)i-BH} (C.2)

Lagrangian egitliginden elde edilir. Boylece;

; _ _HL+E
N A

. L H(HL+E)

L R S (C3)

yukaridaki esiliklerin diizenlenmesiyle sonuclarina ulagilir. Ote taraftan;

u = u'0,
u = wu,dzt
K@ _ Cﬂa}(j’) = KW=0t, K@¥=9, (C.4)

hiz vektorii, hiz bir-formu ve eksenel simetri i¢in Killing vektorleri tanimlanabilir.

Bu egitlikler ile korunumlu biiyiikliiler;

iK(gp)’l]/ = Z'aw (utdt + u¢dgp) = Uy

igonl = g, (wdt + uydp) = u (C.5)
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seklinde, wu,, u; acisal momentum ve enerji olmak iizere, korunumlu biiyiikliikler

olarak ifade edilebilir. Agisal momentum sifir oldugunda (L = u, = 0)
u' = g'uy, u? = g, (C.6)

elde edilir. Aym zamanda; eksenel simetrik metrik (C.1) i¢in agsal hiz;
g _d”

olmaktadar.

Aym zamanda, kara deligin ufuklarinda yiizey kiitle-cekimi;

ke = lim AL (C.8)

rore

seklinde a# ivmme ve dortlii hiz v = u' (9; + Q0,,) ile tanimlanmaktadir. Dortli hizin

normalizasyonundan;
—1 = w'u, = (u')? (gu + 2Qg, + Pgpy) (C.9)
egitligi elde edilir. Ayni zamanda, parcacigin ivmesi;
at = —+4+T" \u'u (C.10)
olarak tanimlanmasiyla;
al = %g“’\ﬁ)\ In(u')? (C.11)

sonucuna ulagilir. Buradaki hiz vektorii icin;

dt
ut = . (C.12)
yazilabilir ve metrik (C.1) kullanilarak sifir agisal momentum igin;
ut = (C.13)
VA
elde edilir. Buradan;
a,at = |g" (—%i{)‘ + g% <—%%)‘ (C.14)




sonucuna ulagilir ve boylece yiizey kiitle-cekimi;

ky = lim rr 220 eeﬂ i
vy g 4 A? 4 A2 |yt
Ay
— i rr T 06 _ Y

elde edilir. Genellikle, ufuk yarigaplar ry icin, Ay sifira gitmektedir. Bu durumda

yiizey kiitle-cekimi egitligi;

1 rr
ke = lim — g—Avr (C.16)

r—rye 2 A

olarak bulunur.

Tez boyunca ele alinan duragan, eksenel simetrik metrik (2.6) ile yiizey kiitle-¢cekimi

hesab1 igin kullanmilan metrik (C.1) karsilagtirldiginda;

WZ
A= e—2U T2 — o2U A2 (C.17)

esitligi kolayca elde edilir.

Ilk olarak, KN kara deligini tanimlayan esitlik (3.26) kullamlarak, yiizey kiitle-cekimi
i¢in;

1 A,
im - — 5
r—r+ 272 4+ a

12r —2m
im -——
r—re 27 +a
r? —a*—q?

T 2L (2 + ) (C.18)

sonucu elde edilir.

Benzer gekilde, KNTN metrigi BD ¢6ziimii olan egitlik (7.18) i¢in, yiizey kiitle-cekimi
hesabi icin gereken biiyiikliikler;

rr A
g = (\/Zsin 9)(k—1)+(1—k)2(w+3/2)
A (A —sin? 9)* C19
o p2(Asin? 9)k (VAsin0)F~1(A—a? sin? 0).A% ( ) )
(VAsin6)k—1(A—a2sin26) 0?
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olarak elde edilir. Bu esitlikte agikga goriildiigii gibi, A'nin r’ye gore tiirevi ifadesi her
zaman bir A ifadesi icermekte ve bunu gotiirecek bir carpan olmadigindan, KNTN

BD c¢6ziimii icin ylizey kiitle-cekimi sifir olmaktadir.

Bir diger yiizey kiitle-cekimi hesabi, KNTNAdAS f(R) ¢oziimii olarak verilen metrik
(8.4) i¢in yapilmigtir. Bu metrik ile diger duragan, eksenel simetrik metrik (C.1)

kargilagtirildiginda;
rr AT
g = —3
02
A, p?
Ag+(r2+a?+4n?)?

elde edilir. Bu egitlikler yiizey kiitle-cekimi esitligi (C.16) yerine koyuldugunda;
1 Ar,r

e rli>rrr‘l§ Arh2
+ —Qr 2 2 2\2
\/Agsin20+<r t+a +n)

= lim A,
2(r2 + a® + n?) A "

1 ||R R
LR O‘ri+ri(1+—| 0\(a2+6n2))—a2+n2—q2
s 12

4
|Ro|n*, 2
— T(a —n)] (C.21)

sonucuna ulagilir.
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