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ÖZET

ALTERNAT�F KÜTLE-ÇEK�MKURAMLARININ EKSENEL

S�METR�K ÇÖZÜMLER�

Bu tezde, dura§an veya statik, eksenel simetrik uzay-zaman geometrileri için alter-

natif kütle-çekim teorilerden Brans-Dicke ve metrik f(R) kuramlar�n�n baz� yeni

tam çözümleri, bir tak�m çözüm üretme teknikleri kullan�larak elde edilmi³tir. Stan-

dard dura§an ve eksenel simetrik bir metri§in özel bir biçimi kullan�larak elde edilen

Brans-Dicke (BD) alan denklemlerinin düzenlenmesiyle, önemli bir çözüm üretme

tekni§i olan Ernst denklemlerinin elde edilebilece§i gösterilmi³tir. Bu sonuç, litera-

türde mevcut olan ve BD çözümlerini, Genel Görelilik (GG) çözümlerini temel alan

tek parametreli bir çözüm üretme yönteminin, bu tezde Einstein veya Jordan çerçe-

velerinde iki parametreli bir genelle³mesinin elde edilmesine olanak vermi³tir. Elde

edilen bu genel çözüm üretme tekni§i uygulanarak, bir çok GG çözümüne kar³�l�k

gelen bilinen ya da yeni BD çözümleri elde edilmi³tir. Örne§in, Weyl-tipi çözüm-

ler için iki parçac�kl� Curzon-Chazy ve Bertotti-Robinson BD çözümleri, dura§an,

eksenel simetrik çözümler için, manyetikle³mi³ Kerr-Newman BD çözümü gibi çö-

zümler ayr�nt�l� olarak incelenmi³tir. Ayn� zamanda, BD çözümleri elde edilen baz�

uzay-zaman çözümlerinin baz� �ziksel özellikleri, tekillik yap�lar� ile dairesel jeode-

ziklerinin olup olmad�§� irdelenerek GG kuram�n�n sonuçlar� ile kar³�la³t�r�lm�³t�r.

Kerr-Newman-Taub-NUT BD çözümünün ise en iç kararl� dairesel yörünge (ISCO)

denklemi hesaplanm�³t�r.

Di§er bir alternatif teori olan metrik f(R) kuram� tam çözümlerinin, BD için tü-

retilen çözüm üretme tekni§ine benzer bir yöntem ile elde edilebilece§i gösterilmi³-

tir. Bu yöntem ile, GG uzay-zaman� çözümleri bilinen Plebanski-Demianski(PB) ve

Kerr-Newman-Taub-NUT-AdS (KNTNAdS) kara delik çözümlerinin metrik f(R)

kar³�l�klar� incelenmi³tir. Ayn� zamanda, KNTNAdS kara deli§i için, Smarr formülü

genelle³tirilerek, termodinamik büyüklükleri elde edilmi³tir.

May�s, 2016 P�nar Kirezli
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ABSTRACT

AXIALLY SYMMETRIC SOLUTIONS OF ALTERNATIVE

GRAVITATIONAL THEORIES

In this thesis, some exact solutions of static or stationary and axially symmetric spa-

cetimes are obtained using solution generating techniques for Brans-Dicke or metric

f(R) alternative gravity theories. It is shown that, by employing BD �eld equations

of a particular form of the standard axially symmetric metric, the Ernst equations,

which is one of the important solution generating technique, can be obtained for BD

theory. This analysis also permits us to construct a two parameter extension in both

Jordan and Einstein frames of an old solution generating technique frequently used

to construct axially symmetric solutions for BD theory from a seed solution of gene-

ral relativity. As applications of this technique, several known and new solutions are

constructed. For example, the new static solutions are obtained for the general Weyl

solutions, two particle Chazy-Curzon solution and Bertotti-Robinson type solution

and the new stationary solution are studied for magnetized Kerr-Newman solution.

Furthermore, some physical properties, singularity structure and the circular mo-

tion of test particles are investigated and compared with the solutions of GG for

some BD solutions. The inner-most stable circular orbit (ISCO) is calculated for BD

solution of Kerr-Newman-Taub-NUT (KNTN) space-time.

The exact solutions of metric f(R) theory is studied with a new method which

is similar to solution generating technique of BD theory. Plebanski-Demianski and

KNTNAdS black hole solutions of metric f(R) theory with constant scalar curvature

are constructed by this technique. Thermodynamic potentials of KNTNAdS black

hole are discussed by generalizing Smarr formula for this black hole.

May, 2016 P�nar Kirezli
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YEN�L�K BEYANI

ALTERNAT�F KÜTLE-ÇEK�MKURAMLARININ EKSENEL

S�METR�K ÇÖZÜMLER�

Bu tezde, Einstein Genel Görelilik Kuram�n�n de§i³tirilmesiyle elde edilen, alterna-

tif teorilerden Brans-Dicke ve metrik f(R) teorileri tam çözümlerine, baz� çözüm

üretme teknikleri kullan�larak ula³�lmas� amaçlanm�³t�r. Daha önce Genel Göreli-

lik tam çözümlerine kolay ³ekilde ula³�lmas�n� sa§layan Ernst denklemleri, Brans-

Dicke kuram� için elde edilmi³tir. Bu sonuç, Brans-Dicke tam çözümlerinin de çözüm

üretme tekni§iyle elde edilece§ini göstermi³ ve yine daha önce Tiwari-Nayak-Sighn-

Rai taraf�ndan, dura§an, eksenel simetrik vakum ve elektromanyetik alan için tek

parametreli Brans-Dicke çözümüne ula³�lmas�n� sa§layan dönü³ümler, iki paramet-

reli olarak daha genel halleriyle elde edilmi³tir.

Genelle³tirilen bu yeni yöntem ile, Genel Görelilik metri§i bilinen, Weyl-tipi çö-

zümlerden, Bertotti-Robinson, iki parçac�kl� Curzon-Chazy, dura§an, eksenel si-

metrik çözümlerden, kozmolojik sabit içermeyen Plebanski-Demianski, manyetikle³-

mi³ Kerr-Newman ve (manyetikle³mi³) iki kutuplu Bonnor-tipi çözümlerinin Brans-

Dicke kar³�l�klar� k ve ω parametrelerine ba§l� olarak ilk kez elde edilmi³tir. Ayn�

zamanda, Curzon-Chazy ve Zipoy-Voorhees Brans-Dicke uzay-zamanlar�nda, �³�k-

tipi ve zaman-tipi test parçac�klar� için dairesel jeodezikler incelenmi³ ve farkl� k de-

§erleri için parçac�klar�n etkin potansiyel-yar�çap gra�kleri elde edilmi³tir. Bertotti-

Robinson Brans-Dicke uzay-zaman�nda ise, parçac�klar�n dairesel jeodeziklere sahip

olamayacaklar� bulunmu³tur. Ayn� yöntem ile ele al�nan Kerr-Newman-Taub-NUT

kara deli§inin Brans-Dicke çözümünün, �³�k-tipi ve zaman-tipi test parçac�klar�n�n

dairesel jeodezikleri irdelenmi³tir. Bu uzay-zamanda, zaman-tipi parçac�klar�n en iç

kararl� dairesel yörünge denklemi iki parametreye ba§l� olarak elde edilmi³tir. Ayn�

zamanda, tüm elde edilen Brans-Dicke çözümlerinin k → 1 durumunda genel göre-

lilik sonuçlar�na indirgendi§i gösterilmi³tir.

Metrik f(R) alternatif teorisinin tam çözümleri ise, kozmolojik sabitli Einstein ve
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metrik f(R) alan denklemleri aras�nda kurulan ili³kiyle elde edilmi³tir. Genel gö-

relilik metrikleri bilinen, Plebanski-Demianski ve Kerr-Newman-Taub-NUT-anti-de

Sitter kara delik çözümlerinin metrik f(R) kar³�l�klar� incelenmi³tir. Ayn� zamanda,

Kerr-Newman-Taub-NUT-anti-de Sitter kara deli§inin termodinamik büyüklükleri,

Smarr formülünün bu kara delik için genelle³tirilmesiyle elde edilmi³tir.

May�s, 2016 Prof. Dr. Özgür DEL�CE P�nar K�REZL�
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1. G�R��

Yüzüncü y�l� geçen sene kutlanan, Albert Einstein taraf�ndan olu³turulan Genel

Görelilik (GG) kuram�, Newton kütle-çekimiyle aç�klanamayan baz� durumlar� aç�k-

layarak, evreni daha anla³�l�r hale getirmektedir. Bu kuram�n ilk ba³ar�s�, Merkür'ün

günberi yalpalamas�ndaki (perihelion precession) gözlemlerle Newton kütleçekim ku-

ram�n�n sonuçlar� aras�ndaki küçük uyumsuzlu§u ba³ar�yla aç�klamas�d�r. Newton

kuram�na göre bu uyumsuzluk terimi ancak Güne³ ile Merkür aras�nda bir gezegen

daha bulunmas� (Vulkan gezegeni) ile aç�klanmaya çal�³�lmaktayd�. Genel görelili§in

ba³ar�s� ise bu uyumsuzlu§un genel görelilik kuram�n�n hesaplar� gözönüne al�n-

d�§�nda varolmad�§�n� göstermesidir. Daha sonra teori, Güne³'in �³�§� bükmesinin

gözlemlenmesi [1] ve kütle-çekiminin �³�§�n frekans�nda k�z�la kaymaya neden olma-

s�n�n [2,3] deneysel olarak ispatlanmas�yla daha da önem kazanm�³t�r. Bunlar�n yan�

s�ra, kütle-çekimsel merceklenme, pulsar çiftlerinin incelenmesi gibi bir çok konu GG

ile ele al�nmaktad�r. En son olarak ise, GG kuram�n�n en önemli öngörülerinden bi-

risi olan ve ilk olarak Einstein taraf�ndan kuramsal temelleri at�lan kütle-çekimsel

dalgalar [4], 1.3 milyar y�l önce iki kara deli§in çarp�³mas�ndan ç�kan ³ok dalgalar�-

n�n LIGO gurubu taraf�ndan ilk olarak do§rudan gözlemlendi§inin duyurulmas� ile

ispatlanm�³ [5] ve GG bir kez daha geçerlili§ini göstermi³tir.

Öte taraftan, Einstein'�n teorisini yay�nlamas�ndan k�sa süre sonra, bilimsel me-

raktan ve teoriyi daha iyi anlamak için, bu kuram� tan�mlayan Einstein-Hilbert

eylemindeki Ricci E§rilik skaleri yerine, Riemann e§rilik tensöründen elde edilen

daha yüksek mertebeli skalerler kullan�larak teori de§i³tirilmi³tir [6, 7]. Ancak, ya-

p�lan bu de§i³iklikler, aç�kça gözlemsel ve teorik nedenlere ba§lanmad�klar� için çok

dikkate al�nmam�³t�r. GG teorisi ile kuantum teorisinin birle³tirilmesi için yap�lan

çal�³malarda, GG teorisinin renormalize olmad�§� için kuantize de olamayaca§� so-

nucuna ula³�lm�³t�r. Fakat, Einstein-Hilbert eyleminin yüksek mertebeli e§rilik te-

rimleri içermesi durumunda GG'nin renormalize oldu§u gösterilmi³tir [8, 9]. Yak�n

zamanda ise, kuantum düzeltmeleri ve sicim teorisi göz önüne al�nd�§�nda, etkin

dü³ük enerjili kütle-çekimsel aksiyonun, yüksek mertebeli e§rilik de§i³mezlerine izin
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verdi§i gösterilmi³tir [10�12].

Son y�llarda astro�zik ve kozmolojik sonuçlar, beklenmedik ³ekilde evrende bulunan

enerji miktarlar�n�n; %4, 9 baryonik madde, %26, 8 karanl�k madde ve %68, 3 karan-

l�k enerji oldu§unu göstermi³tir [13�16]. Karanl�k madde, normal madde özellikleri

gösteren ancak ya elektromanyetik etkile³meye girmedi§i için elektromanyetik �³�ma

yaymayan ya da bu etkile³meye girse bile yayd�§� �³�ma teleskoplar taraf�ndan tespit

edilemeyecek kadar zay�f olan ve dolay�s�yla henüz içeri§i tespit edilemeyen maddeyi

tan�mlarken, karanl�k enerji, direkt olarak tespit edilemeyen ve normal madde gibi

davranmayan, bilinmeyen bir enerji formunu ifade etmektedir. Ayn� zamanda, daha

ayr�nt�l� ele al�nd�§�nda, karanl�k enerjinin bir kozmolojik sabite benzedi§i söylene-

bilir. Karanl�k enerjinin varl�§�, maddeden daha bask�n oldu§u günümüz evreninde,

evrenin pozitif ivmelenmesini aç�klayabilmektedir. Ek olarak, günümüz veya geç ev-

rendeki bu h�zlanma, erken evrende de bir ivmelenme döneminin, yani en�asyon

ça§�n�n mevcut olmas� gerekti§ine i³aret etmektedir [17�19]. Bu en�asyon dönemi,

standard kozmolojinin, ufuk, düzlük ve tek kutupluluk problemlerine bir aç�klama

getirmi³tir [20]. Öte taraftan, karanl�k madde, sadece kozmolojik verilerde de§il, ast-

ro�ziksel gözlemlerde de kendini göstermektedir. 1933'te galaksi kümelerinin [21],

1959'da galaksilerin [22], dönme e§rileriyle içerdikleri toplam madde miktar� aras�n-

daki kütle fark�n� aç�klamak için ortaya at�lm�³lard�r. Ancak bu karanl�k maddenin

ne oldu§una dair ileri sürülen iddialar parçac�k �zi§i deneyleri taraf�ndan henüz

ispatlanm�³ de§ildir [23�28].

Elde edilen bu bilgiler ile, evrenin olu³umu ve sahip oldu§u madde/enerji içeri§i

³a³�rt�c�d�r ve bir aç�klamaya ihtiyaç duymaktad�r. Bu gözlem sonuçlar�n�n GG ku-

ram�n�n büyük ölçeklerdeki davran�³�n�n de§i³tirilmesi gerekti§i �kri de bilim cami-

as�nda bir alternatif olarak ortaya at�lm�³ ve birçok yakla³�m üzerinde çal�³�lm�³t�r.

Bu yakla³�mlar�n tümü ayn� probleme farkl� yollardan çözüm üretmeye çal�³mak-

tad�r, ancak hiç biri tam kabul gören, basit bir çözüm bulamam�³t�r. Kütle-çekim

kuram�n�n bu ³ekilde sorgulanmas�, kütle-çekime daha derin bir anlay�³ kazan�lma-

s�n� sa§lamakta ve yeni �zik olu³turmak için ³ans tan�maktad�r. GG kuram�n�n,

Newton kütle-çekiminde Merkür'ün yörüngesinde ba³ka bir gezegen olmas� gerekti§i
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³eklindeki öngörüsünü aç�klamas� gibi, geli³tirilen yeni �zik ile de ³u an karanl�k

madde, karanl�k enerji ve kozmolojik sabit gibi bilinmeyen kavramlar aç�klanabilir.

Bu motivasyon ile, GG kuram� bir çok farkl� ³ekillerde de§i³tirilmi³tir. En çok bili-

nen alternatif teori, skaler-tensör teoridir [29�34]. Ayn� zamanda, Dvali- Gabadadze-

Porrati (DGP) kütle-çekimi [35], zar-evren (brane-world) kütle-çekimi [36], Tensör-

Vektör-Skaler (TeVeS) [37], Einstein-Esir (Einstein-Aether) teorisi [38] ve f(R) te-

orisi gibi, literatürde bir çok farkl� alternatif kütle-çekim teorisi mevcuttur. Bu

tezde ise, alternatif kuramlardan, bir skaler-tensör teorisi olan Brans-Dicke (BD)

ve Einstein-Hilbert eylemindeki Ricci skalerinin yerine onun herhangi bir fonksi-

yonunu yerle³tiren f(R) teorileri irdelenecek ve baz� tam çözümler elde edilmeye

çal�³�lacakt�r.

BD skaler-tensör teorisi [29], Newton kütle-çekim sabiti G'yi bir skaler alan ile

φ = 1/G ³eklinde de§i³tiren, GG'ye alternatif en çok bilinen teorilerden biridir.

GG'yi en basit ³ekilde de§i³tiren bu teori, bu nedenle çok ilgi çekicidir ve GG'nin

bir çok yönden test edilmesine yard�mc� olur. Ayn� uzay-zaman kütle-enerji da§�-

l�m� ve geometrisi için GG ve BD'nin tam çözümleri aras�nda önemli farkl�l�klar

mevcuttur. Örne§in, durgun, küresel simetrik, bo³luk (vacuum) BD çözümleri [30],

GG'den farkl� olarak, skaler alan sabit olmad�§� sürece, kütle-çekimsel çökü³ sonucu

olu³an asimtotik düz kara delikleri ifade etmemektedir [39]. Bu durumun nedeni,

BD çözümlerinin, bu kara deliklerin sa§lad�§� üç önemli ko³ul olan asimtotik düz-

lük, ufukta düzenlilik ve zay�f enerji ko³ulunu ayn� anda sa§lamamas�d�r. Küresel

ve eksenel simetrik BD çözümlerinin elde edilmesinden sonra, ilk iki özelli§in sa§-

land�§� ancak üçüncünün sa§lanmad�§� durumlar�n mevcut oldu§u ve dolay�s�yla,

bu çözümlerin parametrelerin belirli aral�klar�nda kara delikleri tan�mlad�klar� fark

edilmi³tir [40�44]. Ancak bu aral�klar, BD parametresi ω'n�n �ziksel olmayan negatif

de§erler almas�n� gerektirir ve bu durumda kinetik terimi de negatif olur. Asl�nda,

yukar�daki üç ko³ul sabit bir skaler alan gerektirdi§inden, BD kara delikleri GG kara

delikleri ile ayn� çözümlerdir. Öte taraftan, GG ve BD farkl� iki teori oldu§undan,

pertürbasyonlar� farkl� sonuçlar vermektedir [45]. Böylece, bu iki teorinin ayn� kara

delik çözümlerinin pertürbasyon farklar�na bak�larak, BD teorisi GG'ye kar³� test
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edilebilir [45,46].

f(R) teorisi ise, Einstein-Hilbert aksiyonunu, Ricci skaleri R'nin herhangi bir fonksi-

yonu olarak belirleyen ve genellikle Einstein denklemleri dördüncü mertebeden met-

rik türevleri içeren, di§er bir alternatif teoridir. Bu çal�³mada, metrik f(R) olarak

isimlendirilen, aksiyonun sadece metri§e ba§l� oldu§u teori irdelenecektir. f(R) teori-

lerinin baz� versiyonlar�n�n, en�asyondan günümüz ivmeli geni³leyen evrenine kadar

tüm kozmolojik tarihe uygun bir kozmolojik model öngürdükleri gösterilmi³tir [47].

Ayn� zamanda, bu kuramlar�n kozmoloji ve kütle-çekimi aç�s�ndan bir çok farkl� uy-

gulamas� yap�lm�³ [48], GG ile aralar�ndaki bir çok gözlemsel ve teorik farklar ele

al�nm�³ ve yerel kütle-çekimsel ve kozmolojik testler incelenmi³tir [49�52]. Alterna-

tif kütle-çekim kuramlar�n�n, kozmolojik evrim, kozmolojik pertürbasyonlar�n sebep

oldu§u geni³leme ³ekli ve kara delikler gibi GG'nin öngördü§ü tüm astro�ziksel obje-

leri içlerinde bar�nd�rmas� gereklidir. f(R) teorisi uygun fonksiyonlarda seçildi§inde,

herhangi bir kozmolojik evrimi ifade edebilir. Ayn� zamanda, skaler kozmolojik per-

türbasyonlar�nda kozmolojik geni³lemeyi tan�mlayabildikleri kan�tlanm�³t�r [53]. Bu

nedenle, f(R) teorisinde kara delik özelliklerinin incelenmesi ile, Einstein teorisinden

ayr�ld�klar� noktalar ve iç yap�lar� daha anla³�l�r hale gelebilir. Daha önce yap�lan

çal�³malarda, Einstein çerçevesinde, R + aR2 terimi konularak elde edilen bir f(R)

teorisinin, aynen GG kuram�nda Schwarzschild çözümünün oldu§u gibi tek bir kü-

resel simetrik çözümü bulundu§u kan�tlanm�³t�r. Daha sonra ise, yeni kovaryant

bir formalizm geli³tirilerek bu çözümün tek çözüm olmad�§� gösterilmi³tir [54]. Öte

taraftan, Kerr kara deliklerinin, baz� f(R) modelleri için süper-�³�ma karars�zl�§�n-

dan dolay� karars�z olduklar� gösterilmi³tir [55]. Öklid aksiyonu metodu kullan�larak

anti-de-Sitter (AdS) kara delikleri, farkl� f(R) modelleri için çal�³�lm�³t�r [56]. Va-

kum Schwarzschild-de-Sitter kara deli§i entropisi baz�, kozmolojik tutarl� (viable)

f(R) teorileri için hesaplanm�³ ve kararl�l�klar� tart�³�lm�³t�r [57]. Bu tezde ise, Kerr-

Newman-Taub-NUT-AdS kara deli§i için metrik f(R) teorisinin tam çözümü elde

edilerek, kara deli§in termodinamik özellikleri üzerinde durulacakt�r.

Bir teorinin tam sonuçlar�, teoriyi gözlemsel veriler ile kar³�la³t�rmak veya teorinin

ç�kt�lar�n� kontrol edebilmek gibi nedenlerden dolay� önemlidir. Dura§an, eksenel si-
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metrik tam çözümler, y�ld�zlar, galaksiler ve kara delikler gibi gök cisimlerinin kütle-

çekimsel alanlar�n� belirlemek ve bu tür cisimlerin etraf�ndaki gezegen veya y�ld�z

yörüngelerinin olup olmad�§� ve yörüngelerinin kararl�l�k durumlar�n� incelemek için

idealdir. Kütle-çekimsel bir teorinin bu önemli özelliklerinin tart�³�labilmesi için tam

veya yakla³�k çözümleri bilinmelidir. GG'nin alan denklemlerinin kar�³�kl�§�ndan do-

lay� genellikle baz� çözüm üretme teknikleri ile tam çözümler elde edilmektedir. Ayn�

zamanda, BD ve f(R) teorilerinin alan denklemleri GG'den bile daha karma³�kt�r

ve bu nedenle tam çözümlerde yine baz� çözüm üretme teknikleri yard�m�yla elde

edilebilir. Örne§in, BD alan denklemlerinden ç�kar�lan Ernst denklemleri [58,59], BD

teorisinin tam çözümlerinin elde edilmesinde kullan�labilir [60�62]. Benzer ³ekilde,

skaler-tensör teorilerinin konformal dönü³üm özellikleri ve vakum veya Maxwell BD

teorisinin, Einstein-Maxwell skaler çözümüyle e³itli§i kullan�larak da BD kuram�n�n

tam çözümlerine ula³�labilir [63, 64].

Bunlar�n yan� s�ra, önceki çal�³malar �³�§�nda [65�68], eksenel simetrik vakum için

Tiwari ve Nayak [69] taraf�ndan, yine eksenel simetrik, Maxwell alanlar� için Singh

ve Rai [70] taraf�ndan genelle³tirilen BD tam çözümlerini elde etmek için bir teknik

mevcuttur. Bu metodun ana amac�, dura§an eksenel simetrik bir metrik ve bu metrik

ile ayn� simetriyi payla³an bir elektromagnetik alan için, BD ve GG alan denklemle-

rini kar³�la³t�rarak, bu teoriler aras�nda bir dönü³üm elde etmektir. Bu dönü³ümle-

rin bulunmas�yla, GG çözümü bilinen herhangi bir dura§an, eksenel simetrik uzay-

zaman için buna kar³�l�k BD çözümü kolayca elde edilebilir. Tiwari-Nayak-Singh-Rai

(TNSR) metodu olarak adland�r�lan bu metod kullan�larak, Kerr-Newman [43] ve

siyah iki kutuplu çözümlerin [71] BD tam çözümleri elde edilmi³tir. Bu metod, GG

çözümü parametrelerinden farkl� olarak sadece BD parametresi ω'y� içermektedir.

Ancak, küresel simetrik BD çözümleri [72] , Kerr-tipi BD çözümleri [66] ve silindirik

simetrik vakum veya Einstein-Maxwell BD çözümleri [73], ω'dan farkl� bir parametre

daha içermektedir. Bu nedenle, TNSR metodu en genel durumu ifade etmemektedir.

Bu tezde, TNSR metodu genelle³tirilerek, GG'den farkl� iki parametreli durum ele

al�nacak ve BD tam çözümlerine bu metod yard�m�yla ula³�lacakt�r.

Bu tezin ana k�s�mlar�ndan, Bölüm 6 bir kongrede sözlü olarak sunulmu³ ve tam
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metin kitab�nda yer alm�³ olup [74], Bölüm 5'in bir k�sm� ile Bölüm 7'nin ise tamam�

bir makale olarak bas�lm�³t�r [75]. Daha önceki k�s�mlar ise, bu konulara alt yap�

olu³turmak için, literatürde bulunan bilgilerin k�sa bir özetidir. Bölüm 8'in ise makale

olarak bas�lmas� planlanmaktad�r.

Bölüm 2'de ilk olarak, dura§an eksenel simetrik uzay-zaman tan�m� yap�lm�³ ve bu

uzay-zaman için kozmolojik sabitli Einstein-Maxwell alan denklemlerinin nas�l elde

edildi§i irdelenmi³tir. Bu sonuç daha basit bir çözüm olan durgun, eksenel simetriye

indirgenerek, Weyl-tipi baz� GG çözümlerinin üzerinden geçilmi³tir. Son olarak ise,

en genel jeodezik denklemleri ele al�narak dairesel jeodezikler için gerekli ko³ullardan

bahsedilmi³tir.

Bölüm 3'te ise genel kara delik çözümleri yeniden incelenmi³ ve önemli bir konu

olan kara delik termodinami§inden bahsedilerek Kerr-Newman kara deli§inin ter-

modinamik büyüklükleri elde edilmi³tir. Bölüm 4'te ise, bu tezin ana konular� olan,

alternatif kütle-çekim kuramlar�ndan, BD ve f(R) teorileri daha detayl� incelenerek,

alan denklemleri ele al�nm�³t�r.

Ayn� zamanda, Bölüm 5, GG tam çözümü bilinen bir uzay-zaman�n alternatif kütle-

çekim kuramlar�nda tam çözümünün nas�l elde edilece§i üzerine kurulmu³tur. Koz-

molojik sabitli GG çözümleri için f(R), kozmolojik sabit içermeyen GG çözümleri

için BD kütle-çekim teorileri için kar³�l�k gelen tam çözümlere ula³�labilece§i göste-

rilmi³tir.

Bölüm 6 ise, GG çözümü bilinen baz� Weyl-tipi çözümlerin BD kar³�l�klar� elde edi-

lerek, BD çözümlerinin tekillik yap�lar� ve dairesel jeodezikleri irdelenmi³tir. I³�k-tipi

parçac�klar�n dairesel jeodezikleri GG ile ayn� gelirken, zaman-tipi parçac�klar�n je-

odeziklerinin GG'den farkl� oldu§u ve integrasyon sabiti k'ya ba§l� oldu§u sonucuna

ula³�lm�³t�r.

Benzer ³ekilde, Bölüm 7'de GG çözümü bilinen dura§an, eksenel simetrik baz� çö-

zümler ele al�narak, bu çözümlere kar³�l�k gelen BD çözümleri bulunmu³tur. Ayn�

zamanda, bu bölümde Kerr-Newman-Taub-NUT BD çözümü için dairesel jeodezik-
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ler ve en iç kararl� dairesel yörüngeler (ISCO) incelenmi³tir. Bulunan tüm BD çö-

zümleri BD parametresi ω'dan ba³ka, k parametresine de ba§l�d�r ve k → 1 durumu

çözümleri GG çözümlerine indirgemektedir.

Son olarak ise, Bölüm 8'de GG çözümü bilinen Kerr-Newman-Taub-NUT-anti-de-

Sitter kara deli§i ele al�narak, bu uzay-zaman�n metrik f(R) teorisindeki kar³�l�§�

elde edilerek, kara deli§in termodinamik büyüklüklerine ula³�lm�³t�r. Son bölümde

ise elde edilen sonuçlar tart�³�lm�³t�r.
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2. DURA�AN ve STAT�K EKSENEL S�METR�K

UZAY- ZAMAN

Bir Riemann manifoldunun yani uzay-zaman geometrisinin bir sürekli simetrisi var

ise bu simetriye kar³�l�k gelen ve ismine Killing vektörü denilen ve Killing denklemi

denilen bir denklemi sa§layan bir vektör alan� mevcuttur. Bu tezde dura§an ve

eksenel simetrik uzay-zaman geometrileri ele al�naca§� için, öncelikle bu simetrileri

tan�mlayan Killing vektörlerinden bahsedilecektir.

Dura§an, eksenel simetrik uzay-zaman� ifade etmek için, dura§anl�§a (stationarity)

kar³�l�k gelen ve ξ ile gösterilen Killing vektörüne ek olarak, eksenel simetriyi temsil

eden ve η ile gösterilen ikinci bir Killing vektörüne ihtiyaç duyulmaktad�r. Koordinat

sistemi Killing vektörlerine adapte edilerek, dura§an, eksenel simetrik çizgi eleman�;

ds2 = e−2U(γMNdx
MdxN +W 2dϕ2)− e2U(dt+Adϕ)2 (2.1)

³eklinde ifade edilebilir. Burada, γMN Killing vektörleri olarak bilinen ξ = ∂t ve

η = ∂ϕ'ye dik olan 2-uzay geometrisine kar³�l�k gelen metri§i temsil etmektedir.

Buradaki metrik fonksiyonlar�, U, γMN ,W,A, koordinatlar xM = x1, x2'ye ba§l�d�r.

Bu çizgi eleman�;

xM
′
= xM

′
(xN), t′ = at+ bϕ, ϕ′ = cϕ+ d t (a, b, c, d sabit) (2.2)

dönü³ümleri alt�nda korunumludur. Ayn� zamanda, W,U,A fonksiyonlar�, xM
′

=

xM
′
(xN) dönü³ümü alt�nda skaler büyüklükler gibi davran�r. Öte taraftan, (2.1)

metri§i blok-diyagonaldir ve (t, ϕ)→ (−t,−ϕ) ile yans�ma simetrisi gösterir.

Metrik (2.1) için, Killing vektörlerin skaler çarp�mlar�;

ξaξa = −e2U , ηaηa = e−2UW 2 − e2UA2, (2.3)

ξaηa = −e2UA, 2ξ[aηb]ξ
aηb = W 2 (2.4)
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olmaktad�r ve genel durumu bozmadan,

γMN = e2KδMN (2.5)

yaz�larak izotropik koordinatlara geçilebilir. Bu durumda, dura§an, eksenel simetrik

çizgi eleman�,

ds2 = −e2U(dt+Adϕ)2 + e2(K−U)(dx 2
1 + dx 2

2 ) + e−2UW 2dϕ2 (2.6)

haline gelir.

2.1. Kozmolojik Sabitli Einstein Alan Denklemleri

Maxwell denklemlerinde yük ve ak�m nas�l elektrik ve manyetik alan vektörleri ile

ifade ediliyorsa, Einstein alan denklemlerinin de temel de§i³keni metrik tensörüdür.

Alan denklemlerini ilk defa elde ederken Einstein'�n izledi§i yol, birtak�m �ziksel ilke

ve varsay�mlardan yola ç�kmak olmu³tur. Daha sonra ise bu alan denklemlerinin bir

eylemin (Einstein-Hilbert eylemi) temel de§i³kenlere (metrik) göre varyasyonu ile de

elde edilebilece§i görülmü³tür.

Klasik mekanikte, bir boyutta hareket eden bir parçac�k için aksiyon,

S =

∫ t2

t1

dtL(q, q̇) (2.7)

olarak yaz�l�r. Burada q(t) koordinat ve q̇(t) koordinat�n zamana göre türevidir ve

L bu ikisinin bir fonksiyonudur.

Alan teorisinde, klasik mekanikten farkl� olarak, tek bir koordinat olan q(t), φi(xµ)

alanlar�yla yer de§i³tirirken, koordinat�n zamana göre türevi olan q̇(t), alanlar�n

uzay-zamana göre türevleri olan ∂µφi(xµ) olarak ifade edilir. Böylece Lagranjiyen;

L =

∫
d3xL(φi, ∂µφ

i) (2.8)
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³eklinde L Lagrange yo§unlu§u ile yaz�labilir. Bu durumda aksiyon;

S =

∫
dt L =

∫
d4xL(φi, ∂µφ

i) (2.9)

olmaktad�r.

Öte taraftan, genel görelilikte ise, Lagrange yo§unlu§u L'nin metrik ve metri§in

yüksek mertebeden türevlerinden olu³tu§u varsay�l�r

L = L(gµν , ∂λgµν , ∂σ∂λgµν , ..). (2.10)

Ancak, aksiyon integralinin özelli§inden dolay�, Lagrange yo§unlu§u

L =
√
−gL̂ (2.11)

skaler bir yo§unluk olan L̂ ve metri§in determinant� g ile ifade edilir. Metrikten elde

edilen en basit ba§�ms�z skaler, metri§i ve metri§in 2. mertebeden türevlerini içeren

Ricci skaleri R oldu§u için, Hilbert Lagranjiyen için en kolay seçimi alm�³t�r

S =

∫
d4x
√
−gR. (2.12)

Bu aksiyon Einstein-Hilbert aksiyonu olarak bilinmektedir. Normalize edildi§inde

ise;

Sg =
1

16π

∫
d4x
√
−gR (2.13)

elde edilir (Newton sabiti G = 1 ve �³�k h�z� c = 1 al�nm�³t�r) ve sadece kütle çekimi

içerdi§i için alt indis olarak g kullan�l�r. Ancak, uzay-zamanda kütle-çekimi yan�

s�ra ba³ka madde alanlar� da mevcut olabilece§inden toplam aksiyon, SM madde

aksiyonu (LM madde lagranjiyeni) olmak üzere

S = Sg + SM =
1

16π

∫
d4x
√
−gR +

∫
d4x
√
−gLM (2.14)

³eklinde ifade edilebilir.

Klasik �zikte, bir parçac�§�n, V (x) potansiyeli alt�nda veya V (x) + V0 (V0 sabit)

potansiyelindeki hareketi ayn�d�r. Yani, önemli olan iki durum aras�ndaki potansiyel
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fark�d�r. Bu durum GG kuram�nda ise çok farkl�d�r. Bu kurama göre, sabit bo³luk

enerjisi dahil her türlü enerji, kütle-çekimine katk�da bulunup uzay-zaman� büker.

Dolay�s�yla sabit bo³luk enerjisi de parçac�k hareketlerini etkiler. Bo³luk enerjisinin

sabit oldu§u dü³ünülerek, aksiyon ifadesi Λ kozmolojik sabit terimini (ya da bo³luk

enerjisini) göstermek üzere;

S =

∫
d4x
√
−g
[

1

16π
(R− 2Λ) + LM

]
(2.15)

³eklinde de§i³tirilebilir. Bu aksiyondan, metri§in tersi gµν 'ye göre al�nacak varyasyon

ile Einstein alan denklemleri elde edilir;

δS = δ

[ ∫
d4x
√
−g
(

1

16π
(R− 2Λ) + LM

)]
= δ(Sg + SΛ + SM) = 0. (2.16)

�lk olarak, kütle-çekim aksiyonu varyasyonu, Ricci skaleri R = gµνRµν e³itli§iyle

Ricci tensörü ve metrik ile ifade edilirse,

δSg = δ

∫
d4x

16π

√
−gR = δ

∫
d4x

16π

√
−ggµνRµν ,

=

∫
d4x

16π

[
(δ
√
−g)gµνRµν +

√
−g(δgµν)Rµν +

√
−ggµν(δRµν)

]
(2.17)

³eklinde yaz�l�r.

�lk terim için,

δ
√
−g = − 1

2
√
−g

δg (2.18)

varyasyonu ile herhangi bir A kare matrisi için olan temel kural;

detA = eTr(lnA),

δ(detA) = eTr(lnA)δ(Tr lnA),

δ(detA) = detA Tr(A−1δA) (2.19)

kullan�larak, A = gµν ve detA = g gibi dü³ünülerek, metri§in determinant� g için

δg = ggµνδgµν yaz�labilece§inden;

δ
√
−g =

1

2

√
−ggµνδgµν (2.20)
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ifadesi elde edilir. Ayn� zamanda metrik tan�m�,

gµλgλν = δµν ,

δgµλgλν + gµλδgλν = 0 (2.21)

kullan�larak e³itlik (2.20)

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµνδgµν (2.22)

haline gelir.

2. terim çarpan olarak δgµν içerdi§i için düzenleme yapmaya gerek yoktur.

3.terimde ise öncelikle Ricci tensörü tan�m�ndan;

Rµν = Rσ
µσν = ∂σΓσνµ − ∂νΓσσµ + ΓσσλΓ

λ
νµ − ΓσνλΓ

λ
σµ (2.23)

yaz�larak bu terimin varyasyonu

δRµν = δ(∂σΓσνµ)− δ(∂νΓσσµ) + δ(ΓσσλΓ
λ
νµ)− δ(ΓσνλΓλσµ) (2.24)

elde edilir. Kovaryant türevin tan�m� ile

∇ρ(δΓ
σ
νµ) = ∂ρδΓ

σ
νµ + ΓσρλδΓ

λ
νµ − ΓλρνδΓ

σ
λµ − ΓλρµδΓ

σ
λν (2.25)

e³itlik (2.24);

δRµν = ∇σ(δΓσνµ)−∇ν(δΓ
σ
σν) (2.26)

olarak elde edilir. Herhangi bir vektör için metrik uyumlulu§u (metric compatibility),

gµν∇ρV
ν = ∇ρ(gµνV

ν) = ∇ρVµ (2.27)

kullan�larak

gµνδRµν = ∇σ(gµνδΓσνµ)−∇ν(g
µνδΓσσµ) (2.28)

e³itli§ine ula³�l�r. Bu e³itlik için kovaryant türev aç�l�m� tekrar yap�larak, metri§in
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karekök çarp�m�yla;

√
−ggµνδR =

√
−g
[
∂σ
(
gµνδΓσνµ

)
+ Γσσλg

µνδΓλνµ

−∂ν
(
gµνδΓσσµ

)
− Γσνλg

µνδΓλσµ

]
=
√
−g
[
∂σ
(
gµνδΓσνµ

)
+

(
1

2
gνσgνσ,λ

)
gµνδΓλνµ

−∂ν
(
gµνδΓσσµ

)
−
(

1

2
gνσgνσ,λ

)
gµνδΓλσµ

]

=
√
−g
[
∂σ
(
gµνδΓσνµ

)
+

√
−g,λ√
−g

gµνδΓλνµ

−∂ν
(
gµνδΓσσµ

)
−
√
−g,λ√
−g

gµνδΓλσµ

]
= ∂σ

(√
−ggµνδΓσνµ

)
− ∂ν

(√
−ggµνδΓσσµ

)
(2.29)

elde edilir. Serbest indisler de§i³tirilerek;

√
−ggµνδR = ∂σ

(√
−ggµνδΓσνµ −

√
−ggµσδΓσσµ

)
(2.30)

sonucuna var�l�r. Bu e³itli§in integrali için;∫
d4x
√
−ggµνδRµν =

∫
d4x∂σ

(√
−ggµνδΓσνµ −

√
−ggµσδΓσσµ

)
(2.31)

e³itli§ine ula³�l�r ve bu sonuç hacim eleman� üzerinden bir integraldir ve Stoke's

teoremine göre bu integral s�n�rlarda s�f�r olmaktad�r. Bu nedenle bu terimin aksiyon

varyasyonuna katk�s� yoktur. Böylece kütle-çekim aksiyonu varyasyonu

δSg =
1

16π

∫
d4x
√
−g
(
−1

2
gµνR +Rµν

)
δgµν (2.32)

³eklindedir.

Kozmolojik sabit aksiyonunun varyasyonu için

δSΛ = δ
[ 1

16π

∫
d4x
√
−g(−2Λ)

]
=

1

16π

∫
d4xδ(

√
−g)(−2Λ) (2.33)

yaz�ld�§�nda e³itlik (2.22)'de kullan�larak;

δSΛ =
1

16π

∫
d4x
√
−ggµνΛδgµν (2.34)
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elde edilir.

Son olarak da madde aksiyonu varyasyonu incelendi§inde, enerji-momentum tensörü

Tµν ile

δSM = −1

2

∫
d4x
√
−gTµνδgµν (2.35)

tan�mlanmaktad�r. Burada Tµν = − 2√
−g

δSM
δgµν

olarak seçilmi³ ve enerji korunumundan

T µν;ν = 0 yazmak mümkündür.

Aksiyon varyasyonu e³itli§ini inceledi§imiz e³itlik (2.16)'de bulunan sonuçlar� yerine

koyarak,

δS = δSg + δSΛ + SM = 0

δS =

∫
d4x
√
−g
[

1

16π

(
Rµν −

1

2
gµνR + gµνΛ

)
− 1

2
Tµν

]
δgµν = 0 (2.36)

sonucuna ula³�l�r. Buradan kozmolojik sabitli Einstein alan denklemleri

Rµν −
1

2
gµνR + gµνΛ = Gµν + gµνΛ = κTµν (2.37)

elde edilir. Burada κ = 8π ve Gµν Einstein tensörü olarak tan�mlan�r. Bu e³itlik ters

metrik ile çarp�l�rsa (contraction);

R− 2R + 4Λ = κT ⇒ R = −κT + 4Λ (2.38)

e³itli§i bulunur ve bu sonuç (2.37) e³itli§inde yerine yaz�larak;

Rµν = gµνΛ + κ
(
Tµν −

1

2
gµνT

)
(2.39)

Einstein denklemlerinin bir di§er biçimi elde edilir. Burada T = T µµ enerji momen-

tum tensörünün izidir (trace). Vakum için (Tµν = 0), e³itlik (2.39)

Rµν = gµνΛ (2.40)

haline gelir ve bu e³itlik kozmolojik sabitin s�f�r oldu§u durumda Ricci tensörünün

vakumda s�f�r oldu§unu gösterir. Ancak bu uzay�n düz oldu§u dü³ünülmemeli, Ri-

emann tensörü incelenmelidir.
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Öte taraftan elektromanyetik bir alan için Lagrange yo§unlu§unu;

L = −1

4
FαβF

αβ = −1

4
gαβgµνFµαFνβ (2.41)

³eklinde metri§in türevlerinden ba§�ms�z, elektrik ve manyetik alanlar� ifade eden

Faraday tensörü Fµν ile yazmak mümkündür. Bu alan için enerji-momentum tensörü

Tµν = 2
(
FµαF

α
ν −

1

4
gµνF

αβFαβ
)
, (2.42)

e³itli§iyle verilirken (Ek A'de ayr�nt�l� olarak verilmi³tir), dört boyutlu uzay zamanda

bu tensörün izi s�f�r olmaktad�r (T µµ = 0). Ayn� zamanda, Maxwell denklemleri,

F µν
;ν = 4πJµ, F[µν;λ] = 0, (2.43)

³eklindedir. Burada kö³eli parantez [] anti-simetrizasyon i³lemini temsil etmektedir.

Di§er büyüklük olan Jµ elektrik alan ak�m dörtlü vektörüdür, ancak elektrovakum

çözümler kayna§�n d�³�ndaki bölgeyi göz önüne ald�§� için s�f�r al�n�r. Benzer ³ekilde

Maxwell denklemleri vektör potansiyeli Aµ ile de tan�mlanabilir ve Faraday tensörü

ile elektromanyetik bir-form aras�ndaki ili³ki a³a§�daki gibidir;

Fµν = Aµ,ν − Aν,µ. (2.44)

2.1.1. Dura§an, Eksenel Simetrik Kozmolojik Sabitli Einstein Alan Denk-

lemleri

Dura§an, eksenel simetrik metrik (2.6) ile ayn� simetriyi payla³an A0 ve A3 katsay�-

lar�n�n koordinatlar x1, x2'ye ba§l� oldu§u elektromanyetik potansiyel bir-form

A = A0dt+ A3dϕ (2.45)

seçilerek ve Einstein alan denklemleri (2.37), Gdµν = Gµν + gµνΛ− κTµν = 0 olarak

düzenlenirse baz� Einstein alan denklemleri;
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Gdx1
x1

+Gdx2
x2

= 2WΛ + e2(U−K)∇2W = 0, (2.46)

Gdϕt = 4e2U(A(~∇A0)2 − ~∇A0.~∇A3) +W ~∇(
e4U ~∇A
W

) = 0, (2.47)

Gdt t +Gdϕϕ = 2We2K(2WΛ + e2(U−K)∇2W )− e6U(~∇A)2

+ 4We2U [W ((~∇U)2 +∇2K −∇2U)− 4~∇U.~∇W ] = 0,(2.48)

Gdt t −Gdϕϕ = 2[W 2e−2U(~∇A0)2 + e2U((~∇A3)2 −A2(~∇A0)2)]

− W ~∇
(
Ae4U ~∇A

W
+ 2W ~∇U − ~∇W

)
= 0, (2.49)

elde edilir. Ayn� zamanda, e³itlik (2.43) kullan�larak, Maxwell denklemleri için;

MEt = ~∇
[
e−2UW ~∇A0 +

Ae2U

W
(~∇A3 − A~∇A0)

]
= 0, (2.50)

MEϕ = ~∇
[e2U

W
(A~∇A0 − ~∇A3)

]
= 0 (2.51)

e³itliklerine ula³�l�r. Bu e³itliklerde, türev operatörleri düz Minkowski uzay-zaman�

ile ayn�d�r; ~∇ = ∂x1~e
x1 + ∂x2~e

x2 + ∂ϕ~e
ϕ ve ∇2 = ∂2

x1
+ ∂2

x2
+ ∂2

ϕ.

2.2. Statik, Eksenel Simetrik (Weyl-tipi) Çözümler

E³itlik (2.6)'de verilen metrikte, koordinatlar x1 = ρ, x2 = z Weyl kanonik koordi-

natlar� ve metrik fonksiyonlar�ndan A = 0, W = ρ seçilirse;

ds2 = −e2Udt2 + e2(K−U)(dρ2 + dz2) + ρ2e−2Udϕ2 (2.52)

metri§i elde edilir ve bu durumda metrik fonksiyonlar� U,K silindirik koordinatlar ρ

ve z'nin fonksiyonudur. Ayn� zamanda, bu uzay-zamanda koordinatlar�n genellikle

t ∈ (−∞,∞), ρ ∈ [0,∞), z ∈ (−∞,∞), ϕ ∈ [0, 2π) oldu§u kabul edilir.

Kozmolojik sabitin s�f�r (Λ = 0) oldu§u durumda, vakum için metrik (2.52)'in alan
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denklemlerinden;

U,ρρ +
1

ρ
Uρ + U,zz = 0 (2.53)

elde edilirken, bu e³itlik 3-boyutlu Öklid uzay�nda Laplace denklemini hat�rlatmak-

tad�r. Bu nedenle metrik fonksiyonu U 'yu yukar�daki denklemi sa§layan herhangi bir

Newton kütle da§�l�m�n�n potansiyeline benzeterek, birçok farkl� çözüm elde etmek

mümkündür. Bu çözümlerden baz�lar� a³a§�daki gibidir.

2.2.1. Curzon-Chazy Çözümü

Metrik (2.52)'de metrik fonksiyonu U 'nun ρ = 0 ve z = 0'da bulunan bir noktasal

kütlenin Newton potansiyeli oldu§u varsay�l�rsa metrik fonksiyonlar�;

U = − m√
ρ2 + z2

, K = − m2ρ2

2(ρ2 + z2)2
(2.54)

olmaktad�r [77, 78].

Bu uzay-zaman için ρ = 0 ve z = 0'da e§rilik tekilli§i mevcut olup bu tekillik bir ufuk

taraf�ndan çevrelenmedi§i için ç�plak (naked) olarak adland�r�l�r. Bu durumda, sal�-

nan tüm �³�k �³�nlar� sonsuz k�z�la kaymaya u§rar ve görünmez olurlar [79]. Bununla

birlikte, daha dikkatli incelenen bu tekilli§in daha karma³�k oldu§u anla³�lmaktad�r.

Bu tekilli§in orijinde noktasal bir tekillik de§il de, bunun etraf�nda geni³letilebilen

e§rilerden olu³abilece§i dü³ünülülebilir [80]. Ayn� zamanda, Weyl koordinatlar� bu

tekillik yap�s�n�n anla³�lmas�na pek uygun olmad�§�ndan, Taylor koordinatlar� ile bu

tekilli§in halka ³eklinde oldu§u daha aç�k olarak görülmektedir [81].

Öte taraftan, CC uzay zaman�nda �³�k-tipi ve zaman-tipi parçac�k hareketleri farkl�

sabitler için ayr�nt�l� ³ekilde [82]'de incelenmi³tir.
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2.2.2. Zipoy-Voorhees Çözümü

γ çözümü olarak da bilinen Zipoy-Voorhees çözümü, e³itlik (2.52)'te metrik fonksi-

yonu U 'nun, 2` uzunlu§unda ve kütle yo§unlu§u δ/2 olan, z-ekseni boyunca simetrik

uzanan bir çubu§un Newton potansiyeline kar³�l�k gelmektedir [83,84]. Bu durumda

metrik fonksiyonlar�;

e2UE =

(
R+ +R− − 2`

R+ +R− + 2`

)δ
(2.55)

e2KE =

(
(R+ +R−)2 − 4`2

4R+R−

)δ2

(2.56)

olarak elde edilirken burada

R± =
√
ρ2 + (z ± `)2, ve δ =

m

`
(2.57)

³eklindedir. Ayn� zamanda kütle yo§unlu§u δ, deformasyon parametresi olarak da

isimlendirilir.

δ = m
`

= 1 için Schwarzchild çözümüne indirgenen ZV çözümünün, dairesel ve

radyal jeodezikleri [85], tekillik yap�s�n�n δ < 0 için noktasal, 0 < δ < 1 için sicim

ve δ > 1 için ise halka ³eklinde oldu§u [86] ve bu metri§in dü³ünülenin aksine kara

delik çözümleri ile örtü³medi§i [87] gibi birçok farkl� özelli§i incelenmi³tir.

2.2.3. �ki Parçac�kl� Curzon-Chazy Çözümü

Yukar�daki çözümlerde inceledi§imiz gibi, Newton potansiyeli ile metrik fonksiyonu

U aras�nda bir benzerlik kurularak bir çok çözüm elde edilebilir. Bu ³ekilde farkl�

Newton potansiyellerin birle³tirilmesiyle de farkl� çözümler üretilebilir. Bu ³ekilde

elde edilen birle³ik çözümlerin �ziksel anlaml� olmas� için düzeltilmeleri gereklidir.

Ancak bu yöntem ile baz� ilginç ve önemli sonuçlar elde edilebilir.

Bu prosedürü takip ederek, ikili Curzon-Chazy parçac�klar�n�n süper pozisyonlar�

elde edilebilir. Böylece, z = −b ve z = b'de bulunan m1 ve m2 kütleli iki parçac�§�n
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çözümleri,

U = U1 + U2 (2.58)

K = K1 +K2 +K12 (2.59)

elde edilir [77,78]. Burada,

U1 = −m1

R1

, U2 = −m2

R2

, R1 =
√
ρ2 + (z + b)2, R2 =

√
ρ2 + (z − b)2,

K1 = −1

2

m2
1ρ

2

R 4
1

, K2 = −1

2

m2
2ρ

2

R 4
2

, K12 =
m1m2

2b2

ρ2 + z2 − b2

R1R2

+ C, (2.60)

ile verilmektedir. K12 6= 0 durumunda, iki kütle aras�ndaki koordinat boyunca konik

bir tekillik oldu§u bulunmu³tur [88]. Bu tekillik, iki kütleyi statik olarak ayr� tutmay�

sa§layan bir yap� olarak veya Weyl strut olarak yorumlan�r. K12 e³itli§indeki sabit

C tekillik yap�s�n�n belirlenmesinde önemli bir rol oynar. Bu tezde, C = −m1m2

2b2

kullan�larak, z > b için K12 = 0 olmas� sa§lanabilecektir [89].

Buna ek olarak, iki e³it kütle için metrik fonksiyonu;

K =
m2ρ2

2

[(ρ2 + z2 − b2)

ρ2b2R1R2

− 1

R 4
1

− 1

R 4
z

]
− m2

2b2
(2.61)

³eklinde elde edilmi³tir [81].

2.2.4. Küresel Kordinatlarda Genel Weyl-tipi Çözüm

Weyl-tipi çözümlerin en geneli küresel koordinatlara geçilerek elde edilir. Küresel

koordinatlara geçi³ için, ρ = r sin θ ve z = r cos θ dönü³ümleri yap�larak, metrik

(2.52)

ds2 = −e2Udt2 + e−2U
(
e2K

(
dr2 + r2dθ2

)
+ r2 sin θdϕ2

)
(2.62)
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haline gelir ve bu durumda Einstein alan denklemlerinden elde edilen di§er metrik

fonksiyonlar� için;

U = −
∞∑
0

anr
−(n+1)Pn(cosθ), (2.63)

K = −
∞∑
l=0

∞∑
m=0

alam
(l + 1)(m+ 1)

l +m+ 2

PlPm − Pl+1Pm+1

rl+m+2
(2.64)

e³itliklerine ula³�l�r. Burada, Pn(cos θ) Legendre polinomlar�d�r. Bu çözümün en basit

hali a0 = m ve ai = 0(i ≥ 1) seçilerek elde edilebilen CC çözümüdür.

Öte taraftan, klasik Newton teorisine göre, an katsay�lar� s�ral� çok kutuplu moment-

lere kar³�l�k gelir ve a0 monopole moment, a1 dipol moment gibi s�rayla yaz�labilir.

2.2.5. Bertotti-Robinson Çözümü

Magnetostatik çözümler için metrik (2.52) ile birlikte bir Maxwell alan� ele al�nmal�-

d�r. Bu alan�n Faraday tensörü Fab'nin elektrik alan bile³enleri s�f�rken (Fabξa = 0),

manyetik alan bile³enleri skaler bir potansiyel ψ ile ∗Ftb = ∂bψ ³eklinde Fab'nin duali

ile tan�mlan�rsa Einstein ve Maxwell alan denklemlerinden;

U,ρρ +
1

ρ
U,ρ + U,zz = e−2U

(
(ψ,ρ)

2 + (ψ,z)
2
)

(2.65)

ψ,ρρ +
1

ρ
ψ,ρ + ψ,zz = 2U,ρψ,ρ + 2U,zψ,z (2.66)

K,ρ = ρ
(
(U,ρ)

2 − (U,z)
2
)

+ ρe−2U
(
(ψ,z)

2 − (ψ,ρ)
2
)

(2.67)

K,z = 2ρU,ρU,z − 2ρe−2Uψ,ρψ,z (2.68)

elde edilir. Metrik fonksiyonlar� ve skaler alan�n;

U = lnλ+
1

2
ln(ρ2 + z2) (2.69)

ψ = λ
√
ρ2 + z2 (2.70)

K = 1 (2.71)

olmas� durumu Bertotti-Robinson çözümü olarak bilinir [90,91]. Burada λ manyetik

alan�n ³iddetini gösteren bir sabittir. BR uzay-zaman�, düz olmayan elektromanye-
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tik kayna§�n Einstein-Maxwell denklemlerinden elde edilen konformal düz olan tek

çözümüdür [92]. BR evreni, Reissner�Nordström kara deliklerinin limit durumunda,

dejenere ufu§a yak�n bölgeyi ve elektromanyetik düzlem dalgalar�n çarp�³mas�n� ta-

n�mlayan Bell�Szekeres uzay-zaman�n etkile³im bölgesi gibi farkl� çözümleri ifade

etmesiyle önemli bir çözümdür.

2.3. Jeodezik Denklemleri

Jeodezik denklemleri belirlemek için en klasik yol olan Lagranjiyeni

L =
1

2
gµν ẋ

µẋν (2.72)

ele alarak, Euler-Lagrange e³itli§i

∂L
∂xµ
− d

dτ

∂L
∂ẋµ

= 0 (2.73)

kullan�lacakt�r. Burada, (.), parçac�§�n τ has zaman�na göre türevidir. Dura§an ve

statik eksenel simetrik metrikler için jeodezik denklemler ayr� ayr� incelenecek ve

BD çözümleri elde edilen uzay-zamanlarda parçac�klar�n dairesel hareketleri ve en

iç kararl� yörünge denklemleri (ISCO) gibi özellikleri daha sonraki bölümlerde irde-

lenecektir.

2.3.1. Dura§an ve Statik Eksenel Simetrik Metrik Jeodezik Denklemleri

Dura§an, eksenel simetrik metrik (2.6) formunda bir uzay-zaman için Lagranjiyen;

L =
1

2
(gttṫ

2 + 2gtϕṫϕ̇+ gx1x1ẋ1
2 + gx2x2ẋ2

2 + gϕϕϕ̇
2) (2.74)
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olarak elde edilir. Burada, metrik tensörü bile³enleri gµν koordinatlar x1, x2'ye ba§l�

oldu§undan Euler-Lagrange e³itli§inden korunumlu büyüklükler;

gttṫ+ gtϕϕ̇ = −E (2.75)

gϕtṫ+ gϕϕϕ̇ = L (2.76)

³eklinde ifade edilir. Burada E,L s�ras�yla enerji ve aç�sal momentum ile ilgili bü-

yüklüklerdir. Böylece;

ṫ =
gtϕL+ gϕϕE

g 2
tϕ − gϕϕgtt

(2.77)

ϕ̇ = −gtϕE + gttL

g 2
tϕ − gϕϕgtt

(2.78)

e³itlikleri elde edilir. Ancak, ẋ1, ẋ2 koordinatlar�na kar³�l�k gelen jeodezik denklem-

leri son derece karma³�kt�r. Bu nedenle, koordinatlar x1 = r ve x2 = θ seçilerek,

ekvator düzlemindeki (θ = π
2
) jeodezik denklemlerini elde etmek daha uygundur.

Böylece, metrik tensör bile³enleri sadece koordinat r'ye ba§l� olacakt�r. Metrik (2.6)

formundaki uzay-zaman için uzay-zaman çizgi eleman�n�;

ds2 = gttdt
2 + 2gtϕdtdϕ+ grrdr

2 + gϕϕdϕ
2 (2.79)

³eklinde ifade edersek

ε =
ds2

dτ 2
= gttṫ

2 + 2gtϕṫϕ̇+ grrṙ
2 + gϕϕϕ̇

2 (2.80)

e³itli§ini elde edebiliriz. Burada, ε bir sabit olup, 0 �³�k-tipi, −1 zaman-tipi, 1 ise

uzay-tipi parçac�klar için ald�§� de§erlerdir. E³itlik (2.80) düzenlenerek;

ṙ2 =
ε− gttṫ2 − 2gtϕṫϕ̇− gϕϕϕ̇2

grr
(2.81)

elde edilir. Örne§in; metrik (2.6) için metrik tensörü bile³enleri yerine konulursa;

ṫ =
−e2ULA− e2UEA2 + e−2UEW 2

W 2
, (2.82)

ϕ̇ =
e2U(L+AE)

W 2
, (2.83)

ṙ2 = εe2(U−K) + e−2KE2 − e2(2U−K)(L+ EA)2

W 2
(2.84)
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elde edilir ve metrik fonksiyonlar� biliniyorsa bu e³itliklerin integralleri al�narak par-

çac�k jeodezikleri belirlenebilir.

Weyl tipi çözümlerde; uzay-zaman� tan�mlamak için verilen metrik (2.52), dura§an

metrik (2.6)'ten, A = 0, W = ρ seçilerek elde edilebilir. Ayn� zamanda Weyl tipi

çözümler için koordinatlar x1, x2, s�ras�yla ρ, z ve ekvator düzlemi için z = ż = 0

olarak tan�mlan�rsa, yukar�daki (2.82-2.84) e³itlikleri;

ṫ = −e−2UE, ϕ̇ =
e2UL

W 2
, (2.85)

ρ̇2 = e−2K

(
e2Uε+ E2 − e4UL2

W 2

)
(2.86)

halini al�r. E³itlik (2.86) tekrar düzenlenerek;

1

2
ρ̇2 +

1

2
Veff =

1

2
E2 (2.87)

e³itli§ine ula³�l�r. Burada etkin potansiyel

Veff = −e2Uε+
e4UL2

W 2
(2.88)

³eklindedir. Etkin potansiyelin maksimum oldu§u dönme noktas� karars�z (unstable),

minimum oldu§u dönme noktas� ise kararl� (stable) dairesel yörüngenin yar�çap�na

kar³�l�k gelmektedir.
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3. KARA DEL�KLER ve KARA DEL�K TERMO-

D�NAM���

Einstein alan denklemleri her türlü koordinat dönü³ümleri alt�nda de§i³mez oldu§un-

dan, bu denklemlerin herhangi bir çözümünün yeni bir çözüm mü yoksa literatürde

mevcut olan fakat daha farkl� bir koordinat sisteminde ifade edilmi³ olan ba³ka bir

çözüm mü oldu§unu anlamak bir bak�³ta imkans�zd�r. Bu güçlü§ü a³mak ve elde

edilen çözümleri s�n��and�rmak üzere çe³itli s�n��and�rma teknikleri geli³tirilmi³tir.

Bunlardan bir tanesi olan Petrov s�n��and�rmas� herhangi bir Lorentz manifolduna

kar³�l�k gelen Weyl tensörünün cebirsel özelliklerini gözönüne almaktad�r. Burada bu

s�n��ama yöntemi tart�³�lmayacak ancak bunlardan bir tanesi olan D- tipi çözümler

gözönüne al�nacakt�r. Bu tip çözümler genellikle kara delik çözümlerini de içerdik-

leri için önemlidirler. Tüm D-tipi çözümler, ilk olarak Debever [93] taraf�ndan elde

edilen ve Plebanski ve Demianski çözümü olarak bilinen metrik,

ds2 = (1− pq)−2

[
X (dt+ q2dσ)

2 − Y (dt− p2dσ)
2

p2 + q2

+
(
p2 + q2

)(dp2

X
+
dq2

Y

)]
, (3.1)

X =
(
−g2 + γ − Λ/6

)
+ 2np− εp2 + 2mp3 −

(
e2 + γ + Λ/6

)
p4, (3.2)

Y =
(
e2 + γ − Λ/6

)
− 2mq + εq2 − 2nq3 +

(
g2 − γ + Λ/6

)
q4. (3.3)

elekromanyetik alan ve kozmolojik sabiti içerecek ³ekilde ifade edilebilir [94]. Burada;

m kütle, n NUT parametresi, γ, ε aç�sal momentumun a parametresine bölümüyle

ilgili, b ivme ve e, g elektrik ve manyetik yükler olarak tan�mlanm�³t�r. Ayn� zamanda,

bu uzay-zaman için elektromanyetik bir formu;

Aµ =
1

p2 + q2
[(eq + gp)dτ + (gp− ep)qpdσ] (3.4)

³eklinde elde edilir.

Literatürde bilinen bir çok önemli çözümler bu metri§in baz� dönü³ümleri ve limit

durumlar�nda elde edilir. Öte taraftan, metrik (3.1) her zaman kara delik çözümü
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de§ildir. Bu dönü³ümler, limitler ve kara delik olmas� için gerekli durumlar ayr�nt�l�

olarak [79] ve [95] çal�³malar�nda incelenmi³tir. Bu bölümde ise, elektrik ve man-

yetik yüklü, NUT parametresine sahip, dönen kara deliklerin, kozmolojik sabitli ve

kozmolojik sabit içermeyen çözümleri ele al�nacakt�r.

3.1. Kerr-Newman-Taub-NUT-(anti de Sitter) Çözümü

Metrik (3.1)'de baz� dönü³ümler ile, Kerr-Newman-Taub-NUT-(anti) de Sitter (KNTN(A)

dS) kara delik çözümü;

ds2 = −∆r

ρ2

(
dt− h

Ξ
dϕ

)2

+
ρ2

∆r

dr2 +
ρ2

∆θ

dθ2

+
∆θ sin2 θ

ρ2

(
adt− (r2 + a2 + n2)

Ξ
dϕ

)2

(3.5)

olarak verilmektedir. Burada

Ξ = 1± 1

3
|Λ|a2,

ρ2 = r2 + (n+ a cos θ)2,

h = a sin2 θ + 2n cos θ, (3.6)

∆θ = 1± 4

3
|Λ|an cos θ ± 1

3
|Λ|a2 cos2, θ

∆r = r2 − 2mr + a2 − n2 + z2 ∓ |Λ|
3

(
3n2(a2 − n2) + r2(a2 + 6n2) + r4

)
,

olmak üzere, kara delik parametreleri, m kütle, z = qe + qm elektrik ve manyetik

yüklerin toplam�, n NUT manyetik kütlesi, a dönme parametresi ve Λ kozmolojik sa-

bittir. de-Sitter (dS) çözümü kozmolojik sabitin pozitif oldu§u anti-de-Sitter (AdS)

ise kozmolojik sabitin negatif oldu§u durumlar� ifade etmektedir ve yukar�daki çö-

züm her iki çözümü de içerecek ³ekilde yaz�lm�³t�r. Teoride bu parametreler tüm

reel de§erleri alabilir ancak tüm de§erlerin �ziksel bir anlam� olmayabilir. Örne§in,

z2 < 0 olmas� durumunda elektrik veya manyetik kuvvetin kompleks olmas� gerekir,

ancak bu durum Einstein-Maxwell denklemleriyle uyumlu de§ildir. Öte taraftan, bu
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çözüm için elektromanyetik 1-form;

Aµ = −zr
ρ2
dt+

zrh

Ξρ2
dϕ. (3.7)

ile verilir. Ayn� zamanda, ∆r = 0, ρ2 = 0,∆θ = 0 durumlar�nda metrik (3.5)'te

tekillikler mevcuttur. Fakat bu tekilliklerin baz�lar� koordinat tekilli§i olup ufuklar�

belirlemektedir [96]. Gerçek tekillik olan ρ2 = 0 durumu, r = 0 ve cos θ = −n/a

e³itliklerini vermektedir. Buradan, a2 ≥ n2 durumu ele al�nd�§�nda, metrik (3.5)'in

Kerr-tipi bir halka tekilli§ine sahip oldu§u sonucu elde edilir. n2 ≥ a2 durumunda

ise uzay-zaman tekilli§i mevcut de§ildir.

AdS çözümü için ∆r = 0 tekilli§i bir koordinat tekilli§i olup, ufuklar�n belirlenmesini

sa§lamaktad�r. Dördüncü dereceden fonksiyon olan bu e³itlik için;

∆r = (r − r+)(r − r−)(r − r1)(r − r∗1) = 0 (3.8)

³eklinde dört kök mevcuttur. Burada, r+, olay ufkunu, r− Cauchy ufkunu belirlerken,

r1, r
∗
1 kompleks köklerdir.

Kerr-Newman-Taub-NUT (KNTN) çözümü;

ds2 = −
(

∆− a2 sin2 θ

ρ2

)
(dt+Adϕ)2 + ρ2

[ ∆ sin2 θ

∆− a2 sin2 θ
dϕ2

+
dr2

∆
+ dθ2

]
, (3.9)

AE = −qr
Σ

(dt− b dϕ), (3.10)

³eklinde metrik (3.5)'te kozmolojik sabitin s�f�r oldu§u ve Boyer-Lindquist koordi-

natlardaki halidir. Bu durumda fonksiyonlar�

∆ = r2 − 2mr + a2 − n2 + q2,

ρ2 = r2 + (n+ a cos θ)2, (3.11)

A =
a(r2 + a2 + n2) sin2 θ − b∆

∆− a2 sin2 θ
,

b = a sin2 θ − 2n cos θ

haline gelmektedir. Bu çözümde, ufuklar�n yar�çaplar� ∆ = 0 ile elde edilir ve r± =
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m ±
√
m2 − a2 −Q2 + n2 ³eklindedir. r+ olay ufku (event horizon) veya d�³ ufuk

(H+), r− Cauchy ufku (H−) veya iç ufuk olarak isimlendirilir. Ayn� zamanda, bu

çözümün kara delik çözümü olmas� için m2 + n2 > Q2 + a2 e³itli§inin sa§lanmas�

gerekir. Yoksa bu çözüm ç�plak halka-tipi bir tekilli§e sahip olmaktad�r. Ayr�ca,

m2 + n2 = Q2 + a2 durumu uç kara delik (extremal black hole) olarak isimlendirilir.

Öte taraftan, NUT parametresi (n) ve kozmolojik sabitin (Λ) s�f�r oldu§u durum-

lar Kerr-Newman (KN) kara delik çözümüdür. Bu çözümün bir genelle³tirmesi ise,

d�³ manyetik alan içinde bulunan KN kara delik çözümüdür [97, 98]. Ancak, dura-

§an metrik için Harrison dönü³ümleri çok karma³�k oldu§undan manyetikle³mi³ KN

(MKN) çözümleri yak�n zamanda

ds2 = H

[
−fdt2 +R2

(
dr2

∆
+ dθ2

)]
+

Σ sin2 θ

HR2
(dϕ− Ωdt)2 , (3.12)

A = Φ0 + Φ3 (dϕ− Ωdt) (3.13)

³eklinde en basit halinde elde edilmi³tir [99]. Burada

R2 = r2 + a2 cos2 θ , ∆ = (r2 + a2)− 2mr + q2 + p2,

f =
R2∆

Σ
, Σ = (r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ, (3.14)

olmaktad�r. Ayn� zamanda çok uzun olan metrik fonksiyonlar� ve alan de§erleri

H,Ω(ω),Φ0,Φ3 Gibbons ve arkada³lar�n�n makalesinde bulunabilir [99]. Karadelik-

ler için ufu§un yak�n d�³�nda bulunan ergo bölgesi (ergoregion), MKN çözümünde

dönme ekseninin yak�n�nda sonsuza do§ru geni³lemektedir. Ancak bu durum q =

−amB oldu§unda olu³mamaktad�r.

Bunlara ek olarak, kara delik iki kutup (dihole) çözümleri, z�t yüklere sahip durgun,

uç durumdaki iki kara delik çiftinin birlikte ele al�nmas�yla

ds2 =

(
1− 2Mr

Σ

)2 [
− dt2 +

Σ4[
∆ + (M2 + a2) sin2 θ

]3 (dr2

∆
+ dθ2

)]
+

∆ sin2 θ(
1− 2Mr

Σ

)2dϕ
2, (3.15)
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A0 = 0, A3 =
2aMr sin2 θ

∆ + a2 sin2 θ
dϕ,

∆ = r2 − 2Mr + a2, Σ = r2 − a2 cos2 θ. (3.16)

³eklinde elde edilmi³tir [100].

Ayn� zamanda, bu çözümün Melvin manyetik evrenine gömülmü³ halinin

ds2 = Λ2

[
− dt2 +

Σ4[
∆ + (m2 + a2) sin2 θ

]3 (dr2

∆
+ dθ2

)]
+

∆ sin2 θ

Λ2
dϕ2, (3.17)

A = A3dϕ = −
2mra+B/2

[
(r2 − a2)

2
+ ∆a2 sin2 θ

]
ΛΣ

sin2 θdϕ, (3.18)

Λ =
∆ + a2 sin2 θ + 2Bmra sin2 θ +B2/4 sin2 θ

[
(r2 − a2)

2
+ ∆a2 sin2 θ

]
Σ

, (3.19)

∆ = r2 − 2mr + a2, (3.20)

Σ = r2 − a2 cos2 θ (3.21)

olaca§� sonucuna ula³�lm�³t�r [101].

3.2. Kara delik Termodinami§i

Kara delikler, genel görelilik kuram�n�n en önemli öngörülerinden birisi olarak, �³�§�n

bile kaçamayaca§� kadar yüksek kütle-çekimine sahip uzay-zaman bölgesi olarak ta-

n�mlan�r. Bu nedenle kara deliklerin do§rudan belirlenmesi ve gözlemlenmesi imkan-

s�z hale gelmektedir. Sadece olay ufkunun d�³ bölgesindeki di§er cisimlerle olan etki-

le³melerine bakarak belirlenebilirler. Bu dolayl� gözlemler sonucunda onlar�n kütle,

yük ve aç�sal momentumu belirlenebilir. Ayn� zamanda, kara deliklerin tüm �ziksel

özellikleri, di§er gök cisimleri gibi bir çok-parçac�kl� sistem olarak dü³ünülemeyecek-

lerinden dolay�, sadece üç büyüklü§ü; kütle, yük ve aç�sal momentum de§erleri ile

belirlenebilir. Bu nedenle, kara deliklerin saç� yoktur (no-hair theorem) [102].

Ancak, 1970'lerde ilk olarak Bekenstein taraf�ndan GG kapsam�nda kara delikler için

elde edilen yasalar ile termodinamik yasalar� aras�nda bir benzetme kurulabilece§i
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gösterilmi³tir [103]. Klasik GG alan teorisi [104], kara delik olay ufku alan�n�n hiç

bir süreçte azalmayaca§�n�

∆A ≥ 0 (3.22)

gösterirken, Bekenstein, bu durumun termodinami§in ikinci yasas� olan, kapal� bir

sistemde toplam entropinin azalmamas�yla (∆S ≥ 0) yak�n bir anoloji olu³tur-

du§unu öne sürmü³tür. K�sa bir süre sonra, GG dura§an kara deli§in olay ufku

üzerinde, yüzey kütle-çekiminin (κ) sabit oldu§u ispatlanm�³t�r [105]. Bu sonuç ise

termodinami§in s�f�r�nc� yasas�, termal dengedeki bir sistemin s�cakl�§�n�n (T ) sabit

olmas�yla ili³kilendirilmi³tir. Öte taraftan, genel görelilik kara delikleri birinci yasas�

olarak isimlendirilen,

dM =
κ

8π
dA + ΩdJ (3.23)

e³itli§i, vakum için ispatlanm�³t�r [105]. Burada,M kütle, A alan, J aç�sal momentum

ve Ω aç�sal h�z� ifade etmektedir. Bu e³itli§in sa§ taraf�na, ba³ka madde alanlar�n�n

varl�§� durumunda fazladan terimler eklenebilir. Elde edilen bu sonuç ise termodi-

nami§in birinci yasas�, bir sistemde ya³anan küçük ve geri dönü³ü olan de§i³imler

sonucu enerjideki de§i³im olan, dE = TdS + (i³ terimleri) ile ili³kilendirilmi³tir.

Böylece, termodinamik büyüklükler ile kara delik parametreleri aras�nda, α, belir-

lenmemi³ bir büyüklük olmak üzere, E ↔ M, T ↔ ακ, S ↔ A/(8πα) analojileri

kurulmu³tur. Ancak, klasik GG için kara delik s�cakl�§� T s�f�r oldu§undan, bu ana-

lojilerin �ziksel anlamlar�n�n olmad�§� sadece matematiksel ili³kiler oldu§u dü³ünül-

mü³tür.

Bu dü³ünce, Hawking'in kuantum parçac�k yaratma etkisiyle [106], kara deliklerin

T =
κ

2π
(3.24)

s�cakl�§�yla siyah cisim �³�n�m� yapt�§�n� göstermesiyle de§i³mi³tir. Burada, G = c =

} = k = 1 olarak ele al�nm�³t�r. Ayn� zamanda, GG için

S =
A

4
(3.25)
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kara deli§in �ziksel entropisi olarak elde edilir [107].

Bu bilgiler �³�§�nda, dura§an en basit kara delik çözümü KN çözümü incelenebilir.

E³itlik (3.9) ile verilen KNTN metri§inde, NUT parametresinin n s�f�r al�nmas�yla,

ds2 = −
(

∆− a2 sin2 θ

ρ2

)
(dt+Adϕ)2 + ρ2

[ ∆ sin2 θ

∆− a2 sin2 θ
dϕ2

+
dr2

∆
+ dθ2

]
, (3.26)

∆ = r2 − 2mr + a2 + q2, ρ2 = r2 + a2 cos2 θ, A =
a sin2 θ(2mr − q2)

∆− a2 sin2 θ
,

³eklinde KN metri§i elde edilir. KN kara deli§inin ufuk yar�çaplar� ∆ = 0 denk-

lemi yard�m�yla r± olarak belirlenir. �lk yap�lan çal�³malarda, sadece olay ufkunun

termodinamik özellikleri ele al�n�rken, son y�llarda Cauchy ufkunun termodinamik

özellikleri de incelenmektedir ve kara deli§in termodinamik niceliklerinin iki ufkun

etkilerinin toplam� oldu§u dü³ünülmektedir. Bu durumda, ufuklarda yüzey alanlar�;

A± =

∫ 2π

0

∫ π

0

√
gθθgϕϕdθdϕ = 4π(r2

± + a2) (3.27)

olmaktad�r. Ayn� zamanda, H± ufuklar� için Bekenstein-Hawking entropisi de

S± =
A±

4
= π(r2

± + a2) (3.28)

olarak elde edilir. Karadelikler için di§er büyüklük olan yüzey kütle-çekimi hesap-

lanmas� Ek C'de ayr�nt�l� olarak verilmi³tir. Bu sonucu kullanarak KN kara deli§i

için;

κ± =
r± −m
r2
± + a2

=
r2
± − a2 − q2

2r±(r2
± + a2)

(3.29)

ufuk yüzey kütle-çekimi e³itli§ine ula³�l�r. S�cakl�k ile yüzey kütle-çekimi aras�ndaki

ili³ki kullan�larak KN kara deli§inin ufuk s�cakl�klar�;

T± =
κ±
2π

=
r2
± − a2 − q2

4πr±(r2
± + a2)

(3.30)

olarak elde edilir. Bunlara ek olarak, Smarr taraf�ndan, ∆ = 0 e³itli§inden;

m2 =
S±
4π

+
π(q4 + 4J2)

4S±
+
q2

2
(3.31)
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sonucu bulunmu³tur [108]. Burada, a = J
m

olarak kullan�lm�³t�r. Ayn� zamanda,

GG kara delik birinci yasas�, KN kara delikleri için ele al�nd�§�nda, kütledeki ufak

de§i³imleri,

dm = T±dS± + Ω±dJ + Φ±dq (3.32)

³eklinde m = m(S, J, q) olmak üzere, kara delik parametreleri ile ifade edilebilir.

Burada, T±, Ω±, Φ±, KN kara delik iç ve d�³ ufuklar�nda, s�ras�yla s�cakl�k, aç�sal

h�z ve elektrik potansiyeli ifade eder [109]. Böylece termodinamik büyüklükler;

T± =
∂m

∂S

∣∣∣∣
J,q

=
1

8mπ

(
1− π2

S2
±

(
q4 + 4J2

))
, (3.33)

Ω± =
∂m

∂J

∣∣∣∣
S,q

=
πJ

mS±
, (3.34)

Φ± =
∂m

∂q

∣∣∣∣
S,J

=
q

2m

(
1 +

πq2

S±

)
(3.35)

olarak elde edilir. Ba³ka önemli bir termodinamik büyüklük ise özgül �s�d�r (speci�c

heat). Birim kütle ba³�na �s� miktar� olarak tan�mlansa da burada;

C± = T±
∂S±
∂T±

∣∣∣∣
J,q

=
4mπT±S±

1− 4πT±(2m+ TS±)
(3.36)

e³itli§iyle sabit aç�sal momentum ve sabit yük için elde edilir [109].
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4. ALTERNAT�F KÜTLE-ÇEK�M KURAMLARI

Einstein genel görelilik kuram�, Güne³ sisteminde (zay�f kütle-çekimi) ve pulsar çift-

lerinde (güçlü kütle-çekimi) test edilmi³ ve ba³ar�l� olmu³ bir teoridir [110�112].

Bunlara ek olarak, son y�llarda Type Ia Süpernova (SNe), gözlem sonuçlar�yla ev-

renin ivmelenerek geni³ledi§ine dair çok kuvvetli kan�tlar bulunmu³tur [113, 114].

GG kuram� ile ivmeli bu geni³lemenin �ziksel içeri§i bilinmeyen baz� büyüklükler

olan karanl�k enerji, karanl�k madde veya kozmolojik sabit ile aç�klanmaktad�r. Bu

nedenle, alternatif kütle-çekim kuramlar�yla bu bilinmeyen kavramlar�n kütleçekim

etkile³mesinin uzun menzilde GG'den farkl� davranmas�n�n bir sonucu olduklar� �kri

ile aç�klanmas� amaçlanmaktad�r. Bu çal�³mada, skaler-tensör teorilerinden Brans-

Dicke kuram� ve metrik teorilerinden f(R) kuram� incelenecektir.

4.1. Brans-Dicke Teorisi

Brans-Dicke(BD) teorisi, Newton sabitiG'yi skaler bir φ alan� ileG = 1/φ olarak ili³-

kilendiren GG kuram�na alternatif bir teoridir. Maxwell alan�n�n varl�§� durumunda

BD teorisinin aksiyonu Jordan çerçevesinde;

SJBD =

∫
d4x
√
−g(φR− ω

φ
gµν∂µφ∂νφ− FαβFαβ) (4.1)

olarak verilmektedir. Burada, ω BD parametresidir. Bu aksiyonun metri§e göre var-

yasyonundan (ayr�nt�l� olarak Ek A'de verilmi³tir);

Gµν =
Tµν
φ

+
ω

φ2
(φ,µφ,ν −

1

2
gµνφ

,λφ,λ)−
1

φ
(φ;µ;ν − gµν�φ) (4.2)

elde edilirken, skaler alana (φ) göre varyasyonunda ise (ayr�nt�l� olarak Ek A'de

verilmi³tir);

R− ω

φ2
gµνφ,µφ,ν +

2ω

φ
�φ = 0. (4.3)
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e³itli§ine ula³�l�r. (4.2) e³itli§inin izi al�narak, e³itlik (4.3) tekrar düzenlendi§inde

BD alan denklemleri için;

(2ω + 3)�φ = T = 0 (4.4)

e³itli§i elde edilir. Burada, T enerji momentum tensörü Tµν 'nun izidir ve dört boyutlu

uzay-zamanda s�f�r olmaktad�r. Bununla birlikte Maxwell alan� için enerji momen-

tum tensörü e³itlik (2.42) ile verilmi³tir.

Brans-Dicke teorisinin ω →∞ de§eri için GG teorisine indirgendi§i ve φ BD skaler

alan�n�n;

φ = φ0 +O(
1

ω
) (4.5)

asimtotik özellik gösterdi§i ³eklinde genel bir kabul vard�r [115]. Bu durum zay�f

kütleçekim alanlar� için do§ru olsa da kuvvetli kütle-çekim alanlar�nda durum daha

kar�³�kt�r. Zay�f kütle-çekim alan� için Güne³ sistemi testlerinde ω > 40000 olmas�

gerekti§ini göstermi³tir [116]. Ancak, bir çok yeni çal�³ma bunun baz� durumlarda

tam do§ru olmad�§�n� göstermi³ ve BD tam çözümlerinin her zaman GG çözümlerine

ω →∞ limitinde indirgenemeyebilece§i iddia edilmi³tir. [117�119].

4.1.1. Dura§an, Eksenel Simetrik BD Alan Denklemleri

E³itlik (2.6)'da dura§an, eksenel simetrik metrik tan�mlanm�³t�r. Bu metri§in BD

alan denklemleri çözümü için metrik fonksiyonlar�n�;

ds2 = −e2UB(dt+ABdϕ)2 + e2(KB−UB)(dx 2
1 + dx 2

2 ) + e−2UBW 2
B dϕ

2 (4.6)

olarak B alt-indisiyle belirtirsek ve kolayl�k için e³itlik (4.2)'i

Gdnµν = Gµν −
ω

φ2
(φ,µ φ,ν −

1

2
gµνφ

,αφ,α)− 1

φ
(φ;µ;ν − gµν�φ)− 2Tµν

φ
= 0 (4.7)

³eklinde tan�mlarsak baz� BD alan denklemleri;
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Gdnx1
x1

+Gdnx2
x2

= ∇2 (φWB) = 0, (4.8)

Gdntϕ = 4
(
AB(~∇A0B)2 − ~∇A0B

~∇A3B

)
+ WBe

−2UB ~∇.

(
e4UBφ~∇AB

WB

)
= 0, (4.9)

Gdntt +Gdnϕϕ = 2ωW 2
B

(
~∇φ
)2

+ 2φWB
~∇
(
W ~∇φ

)
− φ2e4UB

(
~∇AB

)2

+4W 2
Bφ

2∇2KB − 4φ2W 2
B
~∇
(
WB

~∇UB
)

+2φ2WB

[
WB

(
~∇UB

)2

+∇2WB

]
= 0, (4.10)

Gdntt −Gdnϕϕ = e−2UBW 2
B

(
~∇A0B

)2

− e2UB

[
A2
B

(
~∇A0B

)2

−
(
~∇A3B

)2
]

−ABWB
~∇.

(
e4UBφ~∇AB

WB

)
− e4UBφ

(
~∇AB

)2

+WB

[
2~∇.

(
φWB

~∇UB
)
− ~∇.

(
φ~∇WB

)]
= 0, (4.11)

olarak elde edilir. Burada, tüm metrik fonksiyonlar� koordinatlar x1, x2'ye ba§l�d�r.

Ek olarak e³itlik (4.4) ise;

(2ω + 3)~∇.
(
WB

~∇φ
)

= 0 (4.12)

haline gelir. Maxwell denklemleri ise

MEt = ~∇.
[
e−2UBWB

~∇A0B +
ABe2UB

WB

(
~∇A3B −AB ~∇A0B

)]
= 0, (4.13)

MEϕ = ~∇.
[
e2UB

WB

(
AB ~∇A0B − ~∇A3B

)]
= 0 (4.14)

e³itlikler (2.50-2.51) ile benzer ³ekilde elde edilir. Görüldü§ü gibi BD alan denklem-

leri oldukça karma³�k bir yap�ya sahiptir.

4.2. f(R) Teorisi

Einstein'n�n GG kuram�na alternatif teorilerden bir di§eri de, (2.11) e³itli§indeki

Lagranjiyen L'nin sadece Ricci skaleri de§il de, Ricci skalerinin fonksiyonlar�ndan
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olu³tu§unu ele alan f(R) teorisidir. Bu teorinin farkl� versiyonlar� mevcuttur. Bun-

lardan baz�lar� aras�nda, teorinin geometrik yap�s�n�n sadece metri§e ba§l� oldu§u

metrik-f(R) teorisi yan�nda metrik ve ba§lant�n�n ayr� de§i³kenler olarak ele al�nd�§�

Palatini f(R) teorisi ve metrik-a�n teorisi say�labilir.

Metrik f(R) kuram�, toplam eylemin temel de§i³kenlerinin sadece metrik ve di§er

madde alanlar� oldu§u bir kuramd�r ve ;

S =
1

16πG

∫
d4x
√
−g(R + f(R)) + SM(gµν , ψ) (4.15)

eylemi ile ifade edilebilen bir teoridir [120]. Burada, ψ madde alan�n toplam�n� ve

f(R) Ricci skalerinin herhangi bir fonksiyonunu ifade eder. Ayn� zamanda, bu ku-

ram�n alan denklemleri metri§in dördüncü dereceden türevlerini içermektedir. Bu

aksiyonun metri§e (gµν) göre varyasyonundan (varyasyon hesab� ayr�nt�l� olarak Ek

B'de verilmi³tir);

Rµν(1 + f ′(R))− 1

2
gµν(R + f(R))− (∇µ∇ν − gµν�)f ′(R)− 8πGTµν = 0 (4.16)

denklemi elde edilir. Burada, enerji-momentum tensörü Tµν = − 2√
−g

δSm
δgµν

, ∇µ Levi-

Civita ba§�nt�lar�yla metri§i birbirine ba§layan kovaryant türev i³lemcisi ve � =

∇µ∇ν operatörü olarak belirlenmi³tir. Metrik f(R) teorisi büyük ölçüde ilk olarak

[121] taraf�ndan incelenmi³tir. Ayn� zamanda, bu e³itli§in izi

R(1 + f ′(R))− 2(R + f(R)) + 3�f ′(R)− 8πGT = 0 (4.17)

olurken, enerji-momentum tesörünün izi (T = T µµ) bo³luk için ve 4-boyutlu uzay-

zamanda elektromanyetik alan için s�f�r olmaktad�r. Öte taraftan, Ricci skalerinin

sabit oldu§u uzay-zamanlar için R = R0 seçilmelidir. Bu durumda, e³itlik (4.17);

R0(1 + f ′(R0))− 2(R0 + f(R0)) = 0,

halini al�r. Bu e³itlik R0 için çözülürse;

R0 =
2f(R0)

f ′(R0)− 1
(4.18)
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haline gelirken, e³itlik (4.16) ise;

Rµν −
1

2
gµνR0 +Rµνf

′(R0)− 1

2
gµνf(R0)− 8πGTµν = 0 (4.19)

olur ve bu ifadeden sabit e§rilikli çözümünün alan denklemi;

Rµν =
1

2
gµν

(
f(R0)

f ′(R0)− 1
+

8πGTµν
1 + f ′(R0)

)
(4.20)

³eklinde ifade edilebilir.

Öte taraftan, Palatini f(R) teorisi, kütle-çekimsel aksiyonun metrik ve ba§lant�lara

(Γµνσ) ba§l� olaca§�n� ancak madde aksiyonunun sadece metri§e ba§l� olaca§� durumu

ele almaktad�r. Ek olarak, kütle-çekim ve madde varyasyonlar�n�n ikisinin de hem

metri§e hem de ba§�nt�lara ba§l� olabilece§ini ele alan metrik-a�n f(R) teorisi de

ilgi çekmektedir.

Asl�nda f(R) teorilerinin herbirini bir di§erine götüren durumlar mevcuttur. Ayn�

zamanda, yap�lan çal�³malar ile f(R) teorisi sonuçlar�, bir skaler potansiyel terimi

eklenmi³ olan BD kuram�n�n, BD-parametresinin (ω) baz� de§erleri için örtü³tü§ü

gösterilmi³tir. Bu durumlar� �ekil 4.1 ile özetlemek mümkündür [122].

Ancak bu tezde, sadece yukar�da da ayr�nt�l� olarak alan denklemleri gösterilen met-

rik f(R) teorisi kullan�larak, kozmolojik sabitli GG çözümleri ile aralar�ndaki ili³ki

incelenecektir.

4.2.1. Tutarl� f(R) Teorileri

Di§er önemli bir nokta ise, f(R) teorilerinin, günümüzde ivmelenerek geni³lemekte

olan evreni, f(R) fonksiyonunun hangi durumlar�yla aç�klayabildikleridir. Asl�nda,

kütle-çekimsel teorilerin uygunlu§unun sa§lanmas� için, f(R) fonksiyonlar�na baz�

k�s�tlamalar getirilmelidir. Bu çal�³mada, gerekli olan durumlardan üçü a³a§�da özet-

lenmi³tir [123];

• 1 + f ′(R) > 0. Bu durum, e³itlik (4.20) için belirlenen, etkin kütle-çekimsel
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�ekil 4.1 f(R) kütle-çekim teorisinin s�n��and�r�lmas� ve bunlara kar³�l�k BD teorileri

gra�§i [122].

sabit Geff = G
1+f ′(R)

de§erinin pozitif olmas�n� sa§lar. Ayn� zamanda, Einstein

denklemlerinin ana k�sm�n�n i³aretini de korur. Öte taraftan, graviton parça-

c�§�n�n takyon karakteri göstermesinin de önüne geçilir.

• f ′′(R) ≥ 0. Bu k�s�tlama kararl� bir kütle-çekimsel evreyi sa§lar.

• f(R)
R
→ 0, R→∞. Bu k�s�tlama ise, GG'nin erken evrendeki karakterinin be-

lirlenmesine imkan vermektedir. Ayn� zamanda, GG'nin büyük patlama nük-

leosentezi ve kozmik mikrodalga arkaplan �³�mas� gibi tahminleriyle de do§ru

olarak örtü³mektedir. Ancak, sadece evrenin ivmeli geni³lemesi modellenmek

isteniyorsa bu k�s�tlamaya gerek yoktur.

Bu k�s�tlamalar� gözönünde bulundurarak olu³turulan baz� tutarl� (viable) f(R) mo-

delleri ³u ³ekildedir;

A) Model I: f(R) = α|R|β

Bu model pozitif α için, özellikle αR2 modeli ile ivmeli geni³leyen evreni tan�m-

lad�§�ndan dolay� geni³ olarak çal�³�lmaktad�r. Günümüz geni³leyen evreninin
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gözlem sonuçlar�, e§rili§i pozitif olarak elde etti§i için, e³itlik (4.18) ile verilen

e§rilik ifadesinin pozitif olmas� gereklidir. Bu e³itlik kullan�larak;

R0 =

(
1

α(β − 2)

)1/(β−1)

(4.21)

sonucu elde edilir. Bu sonuçtaki parametrelerin, α > 0, β > 2 ve α < 0, β < 2

durumlar� pozitif e§rili§i ifade etmektedir. Ancak, ikinci durum için β = 1,

e§rili§in sonsuza gitmesine neden oldu§undan pozitif sabit e§rilik için bu durum

α < 0, β < 1 olarak ele al�nabilir. Ayn� zamanda, bu k�s�tlamalar, f ′′(R) ≥ 0

ve f ′(R) + 1 > 0 ko³ullar�n� da sa§lamaktad�r.

B) Model II: f(R) = Rαeβ/R −R

Bu model, α = 1 için [124] ve daha genel olarak [125] çal�³malar�nda daha önce

ele al�nm�³t�r. Seçilen f(R) fonksiyonu e³itlik (4.20)'de kullan�larak, sabit Ricci

skaleri için;

R0 =
β

α− 2
(4.22)

e³itli§i elde edilir. Pozitif e§rilik sabiti için; α > 2, β > 0 ve α < 2, β < 0

durumlar� söz konusudur. Bir önceki modelde oldu§u gibi bu modelde elde edilen

e³itlikler de yukar�da verilen k�s�tlamalar� sa§lamaktad�r.

C) Model III: f(R) = R [log(αR)]β −R

Di§er modeller gibi bu modelde daha önceki çal�³malarda ele al�nm�³t�r. [124,

125]. Seçilen fonksiyon kullan�larak, e³itlik (4.20) düzenlendi§inde;

R0 =
eβ

α
(4.23)

e§rilik ifadesine ula³�l�r. Bu sonuç, β > 0 zorunlulu§unu getirdi§inden, pozitif

e§rilik için α > 0 olmak zorundad�r. Ancak, ula³�lan bu sonuç ile daha önceden

bahsedilen k�s�tlamalardan, f(R)/R→ 0, R→∞ k�s�tlamas�n� sa§lamamakta-

d�r.
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D) Model IV: f(R) = −α κ(Rα )
n

1+β(Rα )
n

Bu modelin ise kozmolojik tutarl� oldu§u gösterilmi³ [126] ve çok ilgi çekmi³tir.

Bu çal�³mada ise n = 1 al�narak, e§rilik ifadesinin pozitif olmas� için gerekli

sabitler tart�³�lm�³t�r. E³itlik (4.20) ile verilen sabit Ricci skaleri, bu fonksiyon

kullan�larak;

R ±
0 =

α(κ− 1)

β
±
α
√
κ(κ− 1)

β
(4.24)

³eklinde iki farkl� de§er olarak elde edilir. Ancak burada, pozitif e§rilik için,

R −
0 e³itli§ine gerekli sabitler hiç bir ³ekilde sa§lanamamaktad�r. Öte taraftan,

R +
0 > 0 durumunun sa§lanmas� için;

α(κ− 1)

β
+
α
√
κ(κ− 1)

β
> 0 (4.25)

e³itsizli§i elde edilir. Bu sonuç için, κ > 1 olmak zorunda iken, α > 0, β > 0 ve

α < 0, β < 0 durumlar� ele al�nabilir.

4.2.2. Dura§an, Eksenel Simetrik f(R) Alan Denklemleri

E³itlik (2.6) ile verilen dura§an,eksenel simetrik metrik;

ds2 = −e2Uf (dt+Afdϕ)2 + e2(Kf−Uf )(dx 2
1 + dx 2

2 ) + e−2UfW 2
f dϕ

2 (4.26)

f(R) çözümleri için f alt indisli olarak belirtilmektedir. E³itlik (4.19) ile verilen

f(R) alan denklemlerinden;

Gdnx1
x1

+Gdnx2
x2

= Wf

(
f(R0)

f ′(R0)− 1

)
+ e2(Uf−Kf )∇2Wf = 0, (4.27)

Gdnϕt =
4e2Uf

1 + f ′(R0)
(Af (~∇Af0)2 − ~∇Af0.~∇Af3)

+ Wf
~∇(
e4Uf ~∇Af
Wf

) = 0, (4.28)

Gdnt t +Gdnϕϕ = 2Wfe
2Kf

(
Wff(R0)

f ′(R0)− 1
+ e2(Uf−Kf )∇2Wf

)
− e6Uf (~∇Af )2

+ 4We2Uf
[
Wf ((~∇Uf )2 +∇2Kf −∇2Uf )− 4~∇Uf .~∇Wf

]
= 0,(4.29)
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Gdnt t −Gdnϕϕ =
2

1 + f ′(R0)

[
W 2
f e
−2Uf (~∇Af0)2 + e2Uf ((~∇Af3)2 −A2

f (~∇Af0)2)
]

− Wf
~∇
(
Afe4Uf ~∇Af

Wf

+ 2Wf
~∇Uf − ~∇Wf

)
= 0 (4.30)

e³itlikleri elde edilir. Burada, tüm metrik fonksiyonlar� x1, x2 koordinatlar�na ba§-

l�yken, ~∇ = ∂
∂x1
x̂1 + ∂

∂x2
x̂2 ³eklinde tan�mlanm�³t�r. Öte taraftan, e³itlik (2.45) ile

verilen elektromanyetik bir-form, f(R) çözümleri için Af = A0fdt+A3fdϕ yaz�larak,

Maxwell denklemleri için,

MEt = ~∇.
[
e−2UfWf

~∇A0f +
Afe2Uf

Wf

(
~∇A3f −Af ~∇A0f

)]
= 0, (4.31)

MEϕ = ~∇.
[
e2Uf

Wf

(
Af ~∇A0f − ~∇A3f

)]
= 0 (4.32)

e³itliklerine ula³�l�r.
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5. ÇÖZÜM ÜRETME TEKN�KLER�

Bir önceki bölümde BD alan denklemlerinin çok karma³�k olmalar� dolay�s�yla (4.8-

4.11) denklemlerin çözülerek tam çözümlerinin elde edilmesinin çok zor oldu§u aç�kça

görülmektedir. Bu nedenle kar�³�k alan denklemlerinin çözülmesi için baz� çözüm

üretme teknikleri kullan�lmaktad�r. Bu tekniklerden bir tanesi Ernst denklemlerini

kullanarak sonucu elde etmektir. Genel görelilik için Ernst taraf�ndan elde edilen

bu denklemler [58, 59], kozmolojik sabitli genel görelilik için Astorino [127] taraf�n-

dan genelle³tirilmi³tir. Burada ise, BD alan denklemleri için Ernst denklemleri elde

edilecektir.

Di§er bir teknik ise, vakum için Tiwari ve Nayak [69], elektromanyetik alan için

Signh ve Rai [70] taraf�ndan elde edilen, BD metrik fonsiyonlar�n�n, genel görelilik

metrik fonksiyonlar� bilinen vakum veya elektromanyetik bir uzay-zaman ile ili³kilen-

dirilmesidir. Burada, Tiwari-Nayak-Rai-Singh (TNRS) metodu olarak isimlendirilen

bu çözüm üretme tekni§i genelle³tirilerek, GG kuram� kapsam�nda çözümü bilinen

baz� uzay-zamanlar�n kolayl�kla BD çözümleri elde edilecektir.

Öte taraftan, TNSR metodu ile kozmolojik sabitli GG alan denklemleri aras�nda bir

ili³ki belirlenememi³tir. Bu kapsamda f(R) teorisi ile kozmolojik sabitli GG alan

denklemleri aras�ndaki ili³ki ele al�nacakt�r.

5.1. Ernst Denklemleri

Dura§an, eksenel simetrik uzay-zaman metri§inin kanonik biçimi kullan�larak elde

edilen alan denklemleri, karma³�k olmalar� dolay�s�yla, BD kuram� için Ernst denk-

lemini elde etme sürecini zorla³t�rmaktad�r. Bu güçlü§ü a³mak için, bu uzay-zaman

metri§ini daha uygun bir biçimde yazman�n bu süreci kolayla³t�rabilece§i dü³ünüldü.

Bunun sonucu olarak a³a§�da verilen ve daha önce [128] makalesinde sunulan metrik

formu gözönüne al�nd�,
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ds2 = −αeΩ/2(dt+Adϕ)2 + αe−Ω/2dϕ2 +
e2ν

√
α

(dx 2
1 + dx 2

2 ). (5.1)

Bu metri§in ve metrik (2.6)'in metrik fonksiyonlar� aras�nda

U =
Ω

4
+

1

2
lnα, K =

Ω

4
+ ν +

1

4
lnα, W = α. (5.2)

³eklinde bir ili³ki vard�r. Ayn� zamanda BD alan denklemleri çözümü için bu metrik;

ds2 = −αBeΩB/2(dt+ABdϕ)2 + αBe
−ΩB/2dϕ2 +

e2νB

√
αB

(dx 2
1 + dx 2

2 ) (5.3)

B alt indisi ile temsil edilirse, BD alan denklemleri e³itlikler (4.2) ve (4.4)'den;

Gdn x1
x1

+Gdn x2
x2

= ∇2(αBφ) = 0, (5.4)

Gdn ϕ
t =

1

2
~∇.
(
αBφe

ΩB ~∇AB
)

+ 2eΩB/2
[
AB
(
~∇A0B

)2

− ~∇A0B
~∇A3B

]
= 0, (5.5)

Gdn t
t −Gdn ϕ

ϕ =
1

2
~∇.
(
αBφ~∇ΩB

)
+AB ~∇.

(
αBφe

ΩB ~∇AB
)

+ αBφe
ΩB(~∇AB)2

+ 2e
ΩB
2

[
A2
B

(
~∇A0B

)2

−
(
~∇A3B

)2
]
− 2e−

ΩB
2

(
~∇A0B

)2

= 0,(5.6)

Gdn t
t +Gdn ϕ

ϕ =
1

2
αBφe

ΩB
(
~∇AB

)2

− 1

8
αBφ

(
~∇ΩB

)2

+
1

2
∇2(αBφ)

− 2αBφ∇2νB −
3

2
αB∇2φ− ωαB

(~∇φ)2

φ
= 0, (5.7)

e−2ν

√
αB

(2ω + 3)~∇
(
αB ~∇φ

)
= 0, (5.8)

olarak elde edilirken, Maxwell alan denklemleri için ise;

~∇.
[
e−ΩB/2~∇A0B +ABeΩB/2

(
~∇A3B −AB ~∇A0B

)]
= 0, (5.9)

~∇.
[
eΩB/2

(
~∇A3B −AB ~∇A0B

)]
= 0. (5.10)

e³itlikleri yaz�labilir. Yeni bir potansiyel tan�mlanarak e³itlik (5.10) ;

~eϕ × ~∇Ã3B = eΩB/2(~∇A3B −AB ~∇A0B),

~eϕ × ~eϕ × ~∇Ã3B = eΩB/2(~eϕ × ~∇A3B −AB(~eϕ × ~∇A0B)),

~∇.
[
~eϕ × ~∇A3B

]
= ~∇.

[
AB(~eϕ × ~∇A0B)− e−ΩB/2~∇Ã3B

]
= 0 (5.11)
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olarak ifade edilebilir. Burada, ~eϕ düz uzay taban vektörleri seti {~ex1 , ~eϕ, ~ex2} kar³�l�k

gelmektedir. Yeni potansiyel Ã3B kullan�larak Maxwell alan denklemi (5.9) için;

~∇
[
e−ΩB/2~∇A0B +AB(~eϕ × ~∇Ã3B)

]
= 0 (5.12)

yaz�labilir. Kompleks yeni bir potansiyel Φ = A0B + iÃ3 atanarak Maxwell alan

denklemlerini

~∇.
[
e−ΩB/2~∇Φ− iAB~eϕ × ~∇Φ

]
= 0 (5.13)

³eklinde ifade etmek mümkündür. Bu e³itli§in reel k�sm� e³itlik (5.9)'a, karma³�k

k�sm� ise e³itlik (5.10)'a kar³�l�k gelmektedir. BD alan denklemlerinden e³itlik (5.5)

yeni tan�mlanan potansiyel ile;

~∇.
[
eΩBφαB ~∇AB − 2~eϕ × Im(Φ∗~∇Φ)

]
= 0 (5.14)

haline gelir. Burada Φ∗ = A0B − iÃ3 olarak Φ'nin kompleks e³leni§idir. Tekrar bir

potansiyel tan�mlayarak e³itlik (5.14)'ü;

~eϕ × ~∇h = eΩBφαB ~∇AB − 2~eϕ × Im(Φ∗~∇Φ)

~eϕ × ~eϕ × ~∇h = eΩBφαB~eϕ × ~∇AB − 2~eϕ × ~eϕ × Im(Φ∗~∇Φ)

~eϕ × ~∇AB =
−e−ΩB

φαB

(
~∇h+ 2 Im(Φ∗~∇Φ)

)
(5.15)

olarak yazmak mümkündür. Böylece, BD alan denklemi (5.5);

~∇.
[
e−ΩB

φαB

(
~∇h+ 2 Im(Φ∗~∇Φ)

)]
= 0. (5.16)

e³itli§ine dönü³ür. Ayn� zamanda, yeni bir fonksiyon f = eΩB/2αBφ belirlenerek,

e³itlik (5.6),

f

αBφ
~∇.(αBφ~∇f)− ~∇f.~∇f − f 2

αBφ
∇2(αBφ) = 2f ~∇Φ.~∇Φ∗

− [~∇h+ 2 Im(Φ∗~∇Φ)]2 (5.17)
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ile ifade edilebilir. Son olarak ise, kompleks bir fonksiyon ε = f − |Φ|2 + ih ile, BD

alan denklemleri ve Maxwell denklemleri;

(Re ε+ |Φ|2)
1

αBφ
~∇.(αBφ~∇ε) = (~∇ε+ 2Φ∗~∇Φ).~∇ε, (5.18)

(Re ε+ |Φ|2)
1

αBφ
~∇.(αBφ~∇Φ) = (~∇ε+ 2Φ∗~∇Φ).~∇Φ, (5.19)

olarak yaz�labilir. Bu e³itlikler Ernst denklemlerinin [59] BD skaler alan� için genelle³-

tirilmi³ halleridir. BD alan denklemlerinden (5.5) e³itli§i, e³itlik (5.18)'in kompleks

k�sm�na, (5.6) ise e³itlik (5.18)'in reel k�sm�na kar³�l�k gelmektedir. Öte taraftan, e³it-

lik (5.19)'un reel k�sm� Maxwell denklemi (5.9)'a, kompleks k�sm� ise e³itlik (5.10)'a

e³ittir.

Yukar�daki (5.18) ve (5.19) denklemleri bu bölümde neden kanonik dura§an, eksenel

simetrik uzay zaman metri§ini de§il de (5.1) ile verilen standart biçimde olmayan

metri§in kullan�ld�§� sorusunun yan�t�d�r. BD kuram� için Ernst denklemleri olan

(5.18) ve (5.19) e³itliklerini veren (5.4-5.8) e³itlikleri ve onu izleyen denklemlerde

hiçbir ³ekilde BD skaleri φ tek ba³�na bulunmamakta her zaman αB fonksiyonu

ile çarp�lm�³ olarak gelmektedir. Dolay�s�yla elde edilen Ernst denklemleri (5.18) ve

(5.19) daki αBφ çarp�m� ve di§er metrik fonksiyonlar� ΩB,AB ve ayar fonksiyonu

AB için

αBφ = α, ΩB = Ω, AB = A, AB = A, (5.20)

e³le³tirmeleri yap�l�rsa, bu fonksiyonlarda GG kuram�n�n kar³�l�k gelen Ernst denk-

lemlerinin herhangi bir çözümü seçilirse, BD kuram� için elde edilen (5.18) ve (5.19)

denklemler ile verilen Ernst denklemleri aynen GG kuram�n�n Ernst denklemlerine,

yani

(Re ε+ |Φ|2)
1

α
~∇.(α~∇ε) = (~∇ε+ 2Φ∗~∇Φ).~∇ε, (5.21)

(Re ε+ |Φ|2)
1

α
~∇.(α~∇Φ) = (~∇ε+ 2Φ∗~∇Φ).~∇Φ, (5.22)

dönü³ür. Dolay�s�yla, seçilen metrik biçimi, BD kuram� için Ernst denklemini elde

etme sürecini son derece kolayla³t�rmaktad�r. Burada bahsetmek gerekir ki, BD ku-

ram� çerçevesinde Ernst denklemlerini elde etmek daha önce de, özellikle Einstein

46



çerçevesinde ve metri§in kanonik biçimi kullan�larak [60�62], çal�³�lm�³ bir konudur.

Ancak bu çal�³mada seçilen metrik biçimi bu süreci son derece kolayla³t�rmaktad�r.

Öte taraftan, e³itlik (5.4), kanonik çözüm olan α = ρ seçilmesine de olanak sa§la-

maktad�r. Bu seçim ile Ernst denklemlerini;

(
ε+ ε∗ + |Φ|2

)
∇̃2ε = 2

(
~∇ε+ 2Φ∗~∇Φ

)
.~∇ε, (5.23)(

ε+ ε∗ + |Φ|2
)
∇̃2Φ = 2

(
~∇ε+ 2Φ∗~∇Φ

)
.~∇Φ, (5.24)

olarak yazmak mümkündür. Burada, ε∗, ε potansiyelinin kompleks e³leni§i ve ∇̃2

üç boyutlu düz silindirik koordinatlar için Laplace operatörüdür. Elde edilen denk-

lemler, Maxwell alan� içeren GG kuram�n�n Ernst denklemlerinin ayn�s�d�r [58, 59].

Yani, BD teorisi için Ernst denklemlerine metri§i (5.1) formunda alarak ula³mak

daha kolayd�r. Asl�nda, yukar�da verilen Ernst denklemleri, BD teorisi için Eins-

tein çerçevesinde çal�³�lm�³ [60�62] ve baz� tam çözümlere bu denklemlerin integrali

al�narak ula³�lm�³t�r. Ayn� zamanda, literatürde Einstein çerçevesinden Jordan çer-

çevesine geçmek için verilen dönü³ümler ile de BD teorisi çözümleri elde edilebilir.

Bu tezde, literatürde çok farkl� koordinatlarda çözümlerin mevcut olmas�ndan do-

lay�,W 6= ρ durumlar�n� da içermek üzere, daha genel olan, α 6= ρ durumuna kar³�l�k

gelen (5.21), (5.22) Ernst denklemlerini göz önüne al�nm�³t�r.

Ernst yöntemi kullan�larak, BD kuram� çerçevesinde yeni çözümler elde etmek üzere

e³itlikler (5.18) ve (5.19)'u çözen Ernst potansiyelleri için, BD alan denklemleri

(5.4-5.6)'ninde integre edilerek tüm ve aranan çözüme uygun çözümün elde edil-

mesi gereklidir. Yukar�da da bahsedildi§i gibi, elde edilen Ernst denklemleri GG için

olan Ernst denklemleriyle ayn� oldu§undan, GG için çözüm olan Ernst denklemleri

BD teorisi için de çözümdür. Ancak, e³itlik (5.4) 'de αB ve φ için seçilen çözümün

(5.8) e³itli§ini de sa§lamas� gerekir. Öte taraftan, (5.8) e³itli§ini sa§layan αB ve φ

fonksiyonlar� kullan�larak e³itlik (5.7)'nin integralinin al�nmas� ve metrik fonksiyonu

νB'nun elde edilmesi gereklidir. Bu nedenle Ernst denklemleri kullan�larak BD te-

orisi için çözüm üretmek biraz u§ra³t�r�c� olmaktad�r. Bunun yerine daha kolay bir

metod ile çözümler elde edilecektir.
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5.2. Geni³letilmi³ Tiwari-Nayak-Rai-Singh Metodu

Bir önceki bölümde, dura§an, eksenel simetrik uzay-zaman�n hem metrik (2.6) hem

de metrik (5.1) ile ifade edilebilece§i ve metrik fonksiyonlar� aras�nda e³itlik (5.2)

ili³kileri oldu§u gösterilmi³tir. Bu dönü³ümlerin varl�§�, Ernst denklemlerinin yan�

s�ra ba³ka çözüm üretme yöntemlerinin de ele al�nabilece§ini göstermektedir. Bu bö-

lümde, literatürde tek parametreli çözümü, metrik (2.6) formunda bulunan Tiwari-

Nayak-Sighn-Rai metodu ele al�nacakt�r.

Burada ele al�nacak teknik, Einstein(-Maxwell) çözümü bilinen bir statik veya du-

ra§an eksenel simetrik çözümün, bu uzay-zaman ile ayn� simetriyi payla³an, Brans-

Dicke(-Maxwell) teorisindeki çözümünün üretilmesini sa§layacakt�r. Tekni§i olu³tur-

mak için ise ³u yol izlenecektir: �lk olarak, metrik (5.1) formundaki bir uzay-zaman

için, skaler alan� (φ) ve Maxwell alan� bu uzay-zaman ile ayn� simetriye sahip ve met-

rik fonksiyonlar� αB,ΩB,AB, νB, AB, φ olarak ifade edilen metri§in BD(-Maxwell)

alan denklemleri elde edilir. Ayn� metrik ve metrik fonksiyonlar� α,Ω,A, ν, A olarak

ele al�nan Einstein(-Maxwell) alan denklemleri, BD(-Maxwell) alan denklemleriyle

kar³�la³t�r�larak, BD(-Maxwell) alan denklemlerinin, metrik fonksiyon dönü³ümleri

yap�larak Einstein(-Maxwell) alan denklemlerine indirgenmesi sa§lan�r.

BD(-Maxwell) alan denklemleri (5.4-5.10)'den (5.5) ve (5.6) veya bunlar�n e³de§erleri

(5.18) ve (5.19) e³itliklerinden metrik fonksiyonu αB(= WB)'nin her zaman skaler

alan φ ile çarp�m halinde oldu§u ilk göze çarpan durumdur. Bu nedenle, daha önce de

bahsedildi§i gibi α = αBφ olarak seçilebilir. Bu seçim ile, αB = αk ve φ = α1−k, k bir

sabit olmak üzere ele al�n�rsa, (5.4) ve (5.8) e³itliklerini sa§lanmaktad�r. Bu seçimin

key� bir seçim oldu§u ve daha genel seçimlerin mevcut olabilece§i dü³ünülse de

asl�nda bu seçim tüm alan denklemlerini sa§layan muhtemelen tek seçimdir. Bunu

görmek üzere metrik fonksiyonu α'n�n kanonik de§eri α = ρ durumu göz önüne

al�nd�§�nda, BD skaler alan�n�n, φ = f(ρ) ³eklinde bir fonksiyon olmas� gerekti§i

görülmektedir. Bu durumda αB = ρ
f(ρ)

olaca§�ndan, e³itlik (5.8)'den(
ρf ′(ρ)

f(ρ)

)′
= 0 (5.25)
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elde edilir ve buradan f(ρ) = ρc0 sonucuna ula³�l�r. Bu tezde bu integral sabiti

c0 = 1− k olarak ele al�nm�³t�r. Di§er alan denklemleri de kullan�larak daha detayl�

bir analiz ile a³a§�daki teoreme ula³�lm�³t�r;

Teorem 1 Einstein ya da Einstein Maxwell kuram�n�n (5.1) biçiminde bir metri§e

sahip olan, Einstein-Maxwell durumu için muhtemel bir A = A0(ρ, z)dt+A3(ρ, z)dϕ

Maxwell alan�na sahip olan herhangi bir çözümünden, a³a§�daki dönü³ümler kulla-

n�larak bu çözümlere kar³�l�k gelen BD ya da BD-Maxwell çözümü elde edilebilir:

αB = αk, φ = α1−k, (5.26)

AB = A, AB = A, ΩB = Ω, (5.27)

νB = ν +
2ω − (2ω + 3)k

4
lnφ. (5.28)

Bu dönü³ümlerden (5.27) e³itli§i BD alan denklemlerinin GG için Ernst denklemini

verme ko³ulu olan (5.20) e³itli§inden elde edilmi³tir. (5.26) ise hem Ernst denklem-

leri hem de Ernst denklemlerine girmeyen BD skaler alan denklemi (4.4) birlikte

kullan�larak α = αBφ e³itli§i ve (5.25) denklemi yard�m� ile yukar�da elde edilmi³ti.

Böylece, teoremi ispatlamak için sadece son e³itli§in ispatlanmas� yeterlidir. Bunun

için ise son dönü³üm haricindeki dönü³ümler alan denklemlerinde yerine konularak

yukar�daki e³itli§in do§ru oldu§u kolayl�kla gösterilebilir. Dolay�s�yla, dura§an ve

eksenel simetrik uzay-zaman geometrilerini temsil eden metri§i (5.1) ³eklinde stan-

dart olmayan bir biçimde ifade etmek, GG çözümlerini BD çözümlerine dönü³türen

dönü³ümleri elde etme sürecini son derece kolayla³t�rm�³t�r. Uzay-zaman metri§i

biçimini bu ³ekilde seçmenin avantaj�, bu koordinatlarda BD ve GG Ernst denk-

lemlerinin kolayl�kla elde edilebilmesi ve Ernst denklemleri ile ilgili çe³itli daha ileri

çözüm üretme tekniklerinin BD kuram�na kolayl�kla uygulanabilmesidir. Buradaki

tek s�k�nt�, metri§in bu formunun pek fazla bilinmemesidir. Bundan dolay�, elde

edilen sonuçlar� literatürde mevcut olan sonuçlar ile kar³�la³t�rabilmek ve ayr�ca yu-

kar�daki yöntemi kullanarak yeni çözümler elde edebilmek için, yukar�daki teoremi

metri§in standart biçimi (2.6) kullanarak yeniden ifade edilmelidir. Bu iki metrik

biçiminin metrik fonksiyonlar� aras�ndaki ili³kiyi (5.2) kullanarak yukar�daki teorem
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a³a§�daki ³ekilde ifade edilebilir;

Teorem 2 Einstein ya da Einstein Maxwell kuram�n�n (2.6) biçiminde bir met-

ri§e sahip olan ve Einstein-Maxwell durumu için muhtemel bir A = A0(ρ, z)dt +

A3(ρ, z)dϕ Maxwell alan�na sahip olan herhangi bir çözümünden, a³a§�daki dönü-

³ümler kullan�larak bu çözümlere kar³�l�k gelen BD ya da BD-Maxwell çözümü elde

edilebilir:

WB = W k, φ = W 1−k, AB = A, AB = A,

UB = U − 1

2
lnφ, (5.29)

KB = K +
2ω − 1− (2ω + 3)k

4
lnφ.

Yukar�daki yöntemi kullan�rken kar³�la³abilecek tek muhtemel zorluk, dura§an, ek-

senel simetrik çözümler birçok farkl� koordinat sisteminde ifade edilebilece§i için,

kullan�lmak istenen GG çözümlerini (2.6) metri§i biçimine getirmektir. Yukar�daki

kuram ile elde edilen BD çözümüne kar³�l�k gelen uzay-zaman çizgi eleman� ise a³a-

§�daki gibidir;

ds2
JBD = φ−1

[
− e2U(dt+Adϕ)2 + e2(K−U)φ(1−k)(ω+3/2)(dx 2

1 + dx 2
2 )

+e−2UW 2dϕ2
]
. (5.30)

Bu a³amada art�k yukar�da ifade edilen sonuçlar ile literatürdeki sonuçlar kar³�la³-

t�r�labilir. Asl�nda, yukar�daki teoremde ifade edilen yöntem, daha k�s�tl� bir biçimi

ile [69,70], yani KB = K özel durumu için, literatürde bilinmekte idi. Bu özel ko³ul,

yukar�daki teorem (1) ve (2) de serbest bir parametre olarak tan�mlanan k sabitinin

daha önceki çal�³malarda bir serbest parametre olmay�p, BD parametresi olan ω'ya

k = (2ω − 1)/(2ω + 3) e³itli§i ile belirlenmesine yol açmaktad�r. Bu KB = K k�s�t-

lamas� alt�nda, bu yöntem kullan�larak, BD için Kerr-Newman-tipi çözümler [43] ve

Bonnor tipi kara di-hole çözümleri [71] daha önce tart�³�lm�³t�r. Ayr�ca, benzer bir

yöntem, W = ρ özel durumu için, BD kuram�nda Einstein-Rosen tipi kütleçekim

dalga çözümlerinin elde edilmesinde kullan�lm�³t�r [129].
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5.2.1. Einstein Çerçevesinde Geni³letilmi³ Tiwari-Nayak-Rai-Singh Me-

todu

Jordan çerçevesinde ifade edilen BD eylemi (4.1),

g̃µν = φ gµν , ψ =

(
ω +

3

2

)
lnφ (5.31)

ile verilen konformal dönü³üm uygulan�rsa, Einstein çerçevesindeki biçimi olan

SEBD =

∫
d4x
√
−g̃
(
R̃− 1

2
g̃µν∂µψ ∂νψ − FµνF µν

)
. (5.32)

eylemine dönü³ür. Burada 8πG = 1 al�nm�³t�r. Bu dönü³ümün bir önemli özelli§i,

Lagranjiyendeki Maxwell teriminin dört boyutta bir konformal de§i³mez olmas�d�r.

Dolay�s�yla, di§er madde alanlar�ndan farkl� olarak, bu dönü³ümler sonucunda skaler

alan Maxwell alan�na ba§lanmamaktad�r. Bundan dolay�, Einstein çerçevesinde bir

Maxwell alan� içeren BD kuram�, Einstein-Maxwell-skaler çözümlerine e³de§erdir.

Bu tespitlerden sonra, yukar�daki teoremlerle verilen yöntemin Einstein çerçevesin-

deki biçimi tart�³�lacakt�r. Einstein-Maxwell bo³luk denklemlerinin herhangi bir ve-

rilen dura§an, eksenel simetrik çözümünden buna kar³�l�k gelen BD-Maxwell çözümü

teorem (2)'deki dönü³ümler arac�l�§�yla elde edilebilece§i tart�³�lm�³t�. E§er yukar�da

(5.31) ile verilen dönü³ümler (5.30) metri§ine uygulan�rsa, Einstein çerçevesindeki

BD-Maxwell çözümünü veren çizgi eleman� ve skaler alan

ds2
EBD = −e2U(dt+Adϕ)2 + e2(K−U)+(1−k)ψ(dx 2

1 + dx 2
2 ) + e−2UW 2dϕ2, (5.33)

ψ =
(1− k)(2ω + 3)

2
lnW, (5.34)

halini al�r. Buradan ³u teorem elde edilir;

Teorem 3 Einstein ya da Einstein Maxwell kuram�n�n (2.6) biçiminde bir met-

ri§e sahip olan ve Einstein-Maxwell durumu için muhtemel bir A = A0(ρ, z)dt +

A3(ρ, z)dϕ Maxwell alan�na sahip olan herhangi bir çözümünden, a³a§�daki dönü-

³ümler kullan�larak bu çözümlere kar³�l�k gelen Einstein çerçevesinde BD ya da BD-
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Maxwell (Einstein-Maxwell-Skaler) çözümü elde edilebilir:

W̃B = W, ψ =
(1− k)(2ω + 3)

2
lnW,

ÃB = A, ÃB = A, (5.35)

ŨB = U, K̃B = K +
1− k

2
ψ.

Bu a³amada, daha önce [68] çal�³mas�nda, Einstein-Maxwell-skaler kuram� için, bu

tezde kullan�lan notasyon cinsinden K ve ψ nin sa§lad�§� bir diferansiyel denklem

çözümünü gerektiren bir çözüm üretme tekni§inin mevcut oldu§u not edilmelidir.

5.3. Kozmolojik Sabitli Einstein Alan Denklemleri ve Metrik

f(R) Teorisi Alan Denklemleri Aras�ndaki �li³ki

Dura§an, eksenel simetrik metrik (2.6) için kozmolojik sabitli GG alan denklem-

leri (2.46-2.49) ile ve yine dura§an, eksenel simetrik metrik (4.26) için f(R) alan

denklemleri (4.27-4.30) e³itlikleri ile verilmi³tir. Herhangi bir kozmolojik sabitli GG

çözümü bilinen bir uzay-zaman�n, f(R) çözümünü elde etmek için alan denklem-

lerini yeniden çözmek yerine, metrik fonksiyonlar�n� ve elektromanyetik bir-form

katsay�lar�n� birbirine benzeterek sonucu elde etmek çok daha kolay bir yoldur. Bu

durumda, e³itlik (2.46) ile e³itlik (4.27) incelendi§inde, e§er metrik fonksiyonlar�

W = Wf , U = Uf , K = Kf seçilirse kozmolojik sabit için, sabit Ricci skalerli

durum için;

Λ =
f(R0)

2(f ′(R0)− 1)
(5.36)

e³itli§i elde edilir. Ayn� zamanda, bu sonuç e³itlik (2.48) ve e³itlik (4.29) incelen-

di§inde de elde edilmektedir. Öte taraftan, e³itlik (2.47) ile e³itlik (4.28) birlikte

ele al�nd�§�nda, metrik fonksiyonlar�n�n GG ve f(R) için ayn� seçilmesi durumunda,

elektromanyetik bir-form katsay�lar� için, A0f = A0√
1+f ′(R0)

, A3f = A3√
1+f ′(R0)

e³itlik-

leri elde edilir. Bu sonuç, e³itlik (2.49) ile e³itlik (4.30) için ve GG Maxwell e³itlikleri

(4.13,4.14) ve f(R) Maxwell e³itlikleri (4.31,4.32) için de do§ru sonucu vermektedir.
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Elde edilen bu sonuçlar� ³u ³ekilde özetlemek mümkündür;

Teorem 4 Einstein ya da Einstein Maxwell kuram�n�n (2.6) biçiminde bir met-

ri§e sahip olan ve Einstein-Maxwell durumu için muhtemel bir A = A0(ρ, z)dt +

A3(ρ, z)dϕ Maxwell alan�na sahip olan herhangi bir kozmolojik sabitli çözümünden,

a³a§�daki dönü³ümler kullan�larak bu çözümlere kar³�l�k gelen f(R) ya da f(R)-

Maxwell çözümü elde edilebilir:

Wf = W, Uf = U, Kf = K, Af = A,

Af0 =
A0√

1 + f ′(R0)
, Af3 =

A3√
1 + f ′(R0)

. (5.37)

Burada verilen GG metrik fonksiyonlar�n�n, f(R) çözümleri elde edilirken de§i³-

tirilerek f(R) formunda yaz�lmas� gerekebilir. Daha önce yap�lan f(R) kara delik

çözümlerinde, ele al�nan uzay-zaman için f(R) alan denklemleri çözülerek metrik

fonksiyonlar� elde edilmi³tir [125,130,131]. Yukar�da Teorem 4 ile verilen dönü³üm-

ler kullan�larak da ayn� çözümler elde edildi§inden, bu çözüm üretme tekni§i f(R)

çözümlerinin elde edilmesinde büyük kolayl�k sa§lamaktad�r.

Öte taraftan, e³itlik (4.18) ile kozmolojik sabit için elde edilen e³itlik (5.36) kar³�-

la³t�r�ld�§�nda

R0 =
2f(R0)

f ′(R0)− 1
= 4Λ (5.38)

sabit Ricci skaleri R0 ve kozmolojik sabit Λ aras�ndaki ili³ki elde edilir.
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6. BAZI YEN� WEYL-T�P� BD ÇÖZÜMLER�

Bu bölümde, daha önce Bölüm 2'de Einstein veya Einstein-Maxwell çözümleri veri-

len Weyl-tipi çözümlerin BD veya BD-Maxwell çözümleri dönü³ümler (5.29) kulla-

n�larak elde edilecektir. Weyl-tipi uzay-zamanlar, durgun eksenel simetrik çözümler

olduklar�ndan dolay�, dura§an eksenel simetrik metrikten, A = 0, W = ρ e³itlikle-

riyle elde etmek mümkündür. (5.29) ile verilen dönü³ümler kullan�l�rsa;

AB = 0, WB = ρk, φ = ρ1−k (6.1)

halini alacaklard�r ve di§er metrik fonksiyonlar�da ayn� dönü³üm denklemlerinden

kolayl�kla elde edilebileceklerdir.

6.1. Curzon-Chazy BD Çözümü

Curzon-Chazy Einstein çözümü için metrik fonsiyonlar� (2.54) e³itli§i ile verilmi³tir.

Ayn� zamanda, BD metrik fonksiyonu ve skaler alan�n WB = ρk, φ = ρ1−k oldu§u

bilindi§inden, di§er metrik fonksiyonlar� da dönü³ümler (5.29) ile;

UB = −

(
m√
ρ2 + z2

+
1− k

2
ln ρ

)
(6.2)

KB = −
(

m2ρ2

2(ρ2 + z2)2
+

(k − 1)(2ω − 1− (2ω + 3)k)

4
ln ρ

)
(6.3)

olarak elde edilir. BD metrik fonksiyonlar� ile metrik yeniden düzenlendi§inde

ds2
CC = ρk−1

[
− e−

2m√
ρ2+z2 dt2 + ρ2e

2m√
ρ2+z2 dϕ2

+ρ(1−k)2(ω+3/2)e
2m√
ρ2+z2

−
(

mr
ρ2+z2

)2

(dρ2 + dz2)

]
, (6.4)

³eklinde CC uzay-zaman� için BD çözümüne ula³�l�r. Daha önceki çal�³malarda CC

uzay-zaman�n BD çözümleri daha s�n�rl� çözüm olan KB = K için elde edilmi³tir

[132]. CC uzay-zaman� BD çözümlerinin k → 1 de§eri için Einstein çözümlerine

indirgendi§i aç�kça görülmektedir.
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6.1.1. CC-BD Dairesel Jeodezikleri

CC uzay-zaman� BD çözümlerinin ekvator düzleminde dairesel jeodezik denklem-

lerine e³itlik (2.88)'te metrik fonksiyonlar� kullan�larak ula³�l�r. Öncelikle �³�k-tipi

(ε = 0) parçac�klar�n etkin potansiyeli;

Veff =
L2e−4m/ρ

ρ2
(6.5)

olurken ` = L/m ve x = ρ/m dönü³ümleriyle bu potansiyel,

Veff =
`2e−4/x

x2
(6.6)

haline gelir ve etkin potansiyel Veff 'in x'e ba§l� gra�§i

�ekil 6.1 CC metri§inin BD çözümünün, �³�k-tipi parçac�klar�n ` = L/m = 4e de§erleri

için Veff 'in x'e ba§l� gra�§i.

�ekil 6.1 ile elde edilir. Burada, literatürde Einstein çözümü için kullan�lan de§er olan

` = 4e kullan�lm�³ [133] ve �³�k-tipi parçac�klar için BD ve Einstein çözümlerinin ayn�

oldu§u bulunmu³tur. K�sacas�, �³�k-tipi parçac�klar�n hareketlerini BD skaler alan�

etkilememektedir. Etkin potansiyel incelendi§inde de BD parametreleri k ve ω'dan

ba§�ms�z oldu§u görülmektedir.

CC uzay-zaman�n�n BD çözümünde zaman-tipi (ε = −1) parçac�klar için ise etkin
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potansiyel;

Veff = e−2m/ρρk−1 +
L2e−4m/ρ

ρ2
(6.7)

olmaktad�r. Zaman-tipi parçac�lar�n etkin potansiyeli görüldü§ü gibi BD parametresi

k de§erine ba§l�d�r. De§i³en k de§erleri için etkin potansiyelin ρ'ya ba§l� gra�kleri

a³a§�da verilmi³tir. Bu gra�kler [133] çal�³mas�nda Einstein çözümleri için elde edi-

�ekil 6.2 CC metri§i BD çözümünün zaman-tipi parçac�klar�n L = 4.5m, m = 1 ve k = 1

de§erleri için Veff 'in ρ'ya ba§l� gra�§i.

len gra�k de§erleri kullan�larak elde edilmi³tir . Ancak Einstein çözümünden farkl�

olarak m parametresine de de§er verilmi³tir. L = 4.5m ve m = 1 için öncelikle

Einstein çözümüne giden k = 1 de§eri daha ayr�nt�l� �ekil 6.2 ile incelendi§inde

zaman-tipi parçac�klar�n bir tane karars�z ve bir tane kararl� dairesel jeodeziklerinin

mevcut oldu§u görülmektedir.

Ayn� zamanda, ayn� sabitler için �ekil 6.3'de verilen k = −4 de§eri için zaman-tipi

parçac�klar�n iki karars�z ve bir kararl� dönüm noktalar�na sahip olduklar� görülmek-

tedir.

Benzer ³ekilde, �ekil 6.4 ile verilen k = 0.3 de§eri etkin potansiyel gra�§inde ise

zaman-tipi parçac�klar�n, bir tane karars�z dönüm noktas� mevcuttur.

Öte taraftan, �ekil 6.5'te k = 4 de§eri için CC uzay-zaman�n�n BD çözümünde
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�ekil 6.3 CC metri§i BD çözümünün zaman-tipi parçac�klar�n L = 4.5m, m = 1 ve

k = −4 de§erleri için Veff 'in ρ'ya ba§l� gra�§i.

�ekil 6.4 CC metri§i BD çözümünün zaman-tipi parçac�klar�n L = 4.5m, m = 1 ve

k = 0.3 de§erleri için Veff 'in ρ'ya ba§l� gra�§i.

zaman-tipi parçac�klar için dönüm noktas� mevcut de§ildir. Bu sonucu daha da ge-

nelle³tirilerek, k'n�n 1'den büyük de§erlerinde zaman-tipi parçac�klar�n CC uzay-

zaman�n�n BD çözümünde bir dairesel yörüngede bulunamayacaklar� söylenebilir.

GG çözümünde tekillik yap�s�n�n kar�³�k oldu§u CC uzay-zaman�n�n BD çözümü için
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�ekil 6.5 CC metri§i BD çözümünün zaman-tipi parçac�klar�n L = 4.5m, m = 1 ve

k = 0.3 de§erleri için Veff 'in ρ'ya ba§l� gra�§i.

Kretschmann skaleri;

K = ρ−5−2ω+4k(1+ω)−k2(3+2ω) 1

4(ρ2 + z2)6
e

2m

(
mρ2

(ρ2+z2)2
− 2√

ρ2+z2

)

×
(

64m6ρ6 − 192m5ρ6
√
ρ2 + z2 + (−1 + k)2

× (17 + 16ω + 8ω2 + k4(3 + 2ω)2 − 4k3(3 + 5ω + 2ω2)

+ 6k2(5 + 6ω + 2ω2)− 4k(7 + 11ω + 4ω2))× (ρ2 + z2)6 − 32m3ρ4(ρ2 + z2)3/2

× (ρ2(19 + 4ω − 2k(7 + 4ω) + k2(7 + 4ω)) + (13− 2k + k2)z2) + 16m4ρ4(ρ2 + z2)

× (ρ2(31 + 4ω − 2k(7 + 4ω) + k2(7 + 4ω)) + (7− 4ω + 2k(5 + 4ω)

− k2(5 + 4ω))z2) + 4m2ρ2(ρ2 + z2)3(ρ2(127 + 52ω + 4ω2 − 4k3(13 + 55ω + 4ω2)

+ k4(15 + 16ω + 4ω2)− 4k(45 + 33ω + 4ω2) + 2k2(69 + 62ω + 12ω2))

+ (−1 + k)2(−1 + 4ω + 4ω2 + k2(3 + 8ω + 4ω2)− 2k(7 + 10ω + 4ω2))z2)

− 4(−1 + k)2mρ2 × (ρ2 + z2)7/2(ρ2(39 + 28ω + 4ω2 − 2k(11 + 14ω + 4ω2)

+ k2(15 + 16ω + 4ω2)) + (3 + 4ω + 4ω2 − 2k(11 + 4ω + 4ω2)

+ k2(15 + 16ω + 4ω2))z2)
)

(6.8)

olarak elde edilir. Buradaki ilk terim ρ−5−ω+4k(1+ω)−k2(3+2ω) GG çözümünden farkl�

olan terimdir. Bu nedenle, CC uzay-zaman�n�n BD çözümünün GG'de olan tekillik-

lerine ek olarak ω > −3
2
− k+1

(k−1)2 de§erleri için ρ = 0'da bir tekilli§i daha vard�r.
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6.2. �ki Parçac�kl� Curzon-Chazy BD Çözümü

z = −b ve z = b noktalar�nda bulunan iki parçac�k için bile³ke Curzon-Chazy

çözümü e³itlik (2.58) ile verilmi³tir. Dönü³üm e³itlikleri (5.29) kullan�larak iki par-

çac�kl� CC uzay-zaman� için BD çözümünün metrik fonksiyonlar�;

UB = −m1

R1

− m2

R2

− 1− k
2

ln ρ (6.9)

KB = −ρ
2

2

(
m 2

1

R4
1

+
m 2

2

R4
2

− m1m2(ρ2 + z2 − b2)

2ρ2b2R1R2

)
+

(1− k)(2ω − 1− (2ω + 3)k)

4
ln ρ− m1m2

2b2
(6.10)

olarak elde edilir. Buradaki sabitler e³itlik (2.60) ile verilmi³tir. Bu fonksiyonlar�

metrikte yerine koyarak;

ds2
DCC = ρk−1

[
− e−

2m1
R1
− 2m2

R2 dt2 + ρ2e
2m1
R1

+
2m2
R2 dϕ2

+ρ(1−k)2(ω+3/2)e
2m1
R1

+
2m2
R2
−ρ2

(
m 2

1
R4

1
+
m 2

2
R4

2
−m1m2(ρ2+z2−b2)

2ρ2b2R1R2

)
−m1m2

b2
(
dρ2 + dz2

) ]
(6.11)

³eklinde iki parçac�kl� CC uzay-zaman�n�n BD çözümüne ula³�l�r. E³it kütleli iki

parçac�k için ise;

ds2
DCC(m1 = m2 = m) = ρk−1

[
− e−2m

(
1
R1

+ 1
R2

)
dt2 + ρ2e

2m
(

1
R1

+ 1
R2

)
dϕ2

+ρ(1−k)2(ω+3/2)e
m

(
2
R1

+ 2
R2
−ρ2m

(
1

R4
1

+ 1

R4
2
− (ρ2+z2−b2)

2ρ2b2R1R2

)
−m
b2

) (
dρ2 + dz2

) ]
(6.12)

CC uzay-zaman� BD çözümüne ula³�l�r. Bu iki sonuç için de k → 1 yakla³�m� çö-

zümleri Einstein çözümüne indirgemektedir.

6.3. Zipoy-Voorhees BD Çözümü

Di§er önemli bir Weyl-tipi çözüm olan Zipoy-Voorhees metrik fonksiyonlar� e³itlik

(2.55) ile verilmektedir. Weyl-tipi çözümler için AB = 0 ve WB = ρ, φ = ρ1−k

e³itlikleri de gözönünde bulundurularak, metrik fonksiyonlar� için BD dönü³ümleri
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(5.29) kullan�larak;

ds2
ZV = ρk−1

[
−
(
R+ +R− − 2`

R+ +R− + 2`

)δ
dt2 + ρ2

(
R+ +R− − 2`

R+ +R− + 2`

)−δ
dϕ2

+ρ(1−k)2(ω+3/2)

(
R+ +R− − 2`

R+ +R− + 2`

)−δ (
(R+ +R−)2 − 4`2

4R+R−

)δ2

(dρ2 + dz2)

]
(6.13)

ZV uzay-zaman� BD çözümü elde edilir. Bu çözüm daha önceki çal�³malarda Einstein

çerçevesinde ele al�nm�³t�r [134]. Buradaki sabitler e³itlik (2.57) ile verilmi³tir. Ayn�

zamanda, di§er çözümlerde oldu§u gibi ZV uzay-zaman� BD çözümü için k → 1 GG

limitidir.

6.3.1. ZV-BD Dairesel Jeodezikleri

ZV uzay-zaman� BD çözümü test parçac�klar�n�n ekvator düzleminde dairesel yörün-

gelerini e³itlik (2.88) ifadesinde verilen etkin potansiyel kullan�larak incelenebilir. �lk

olarak �³�k-tipi (ε = 0) test parçac�klar� için etkin potansiyel, x = ρ/` seçilerek;

Veff =
L2(−1 +

√
x2 + 1)2δ(1 +

√
x2 + 1)−2δ

`2x2
(6.14)

³eklinde elde edilir. Görüldü§ü gibi �³�k-tipi test parçac�klar�n�n etkin potansiyeli BD

parametreleri k, ω'dan ba§�ms�zd�r.

�ekil 6.6 ZV metri§inin BD çözümünün, �³�k-tipi test parçac�klar�n�n L = 7.6, δ = 2, ` =

1 de§erleri için Veff 'in x'e ba§l� gra�§i.
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�ekil 6.6, sabitler L = 7.6, δ = 2, ` = 1 seçilerek, etkin potansiyel Veff 'in x'e ba§l�

gra�§idir. Bu gra�k GG için elde edilmi³ gra�kler ile benzerdir [85,87]. I³�k-tipi test

parçac�klar�n�n dairesel jeodezikleri BD skaler alan�ndan etkilenmemektedir.

Öte taraftan, ZV metri§i BD çözümü için zaman-tipi (ε = −1) test parçac�klar�-

n�n dairesel yörüngeleri biraz daha karma³�kt�r. Zaman-tipi parçac�klar için etkin

potansiyel;

Veff = ρk−1

(
2
√
ρ2 + `2 − 2`

2
√
ρ2 + `2 + 2`

)δ

+
L2

ρ2

(
2
√
ρ2 + `2 − 2`

2
√
ρ2 + `2 + 2`

)2δ

(6.15)

haline gelir. I³�k-tipi parçac�klar�n tersine zaman-tipi parçac�klar�n dairesel yörünge-

leri BD parametresi k'ya ba§l�d�r. Uygun say�sal de§erler verilerek farkl� k de§erleri

için etkin potansiyelin ρ'ya ba§l� gra�kleri a³a§�da incelenmi³tir.

�ekil 6.7 ZV metri§inin BD çözümünün, zaman-tipi test parçac�klar�n�n L = 7.6, δ =

2, ` = 1 ve k = 1 de§erleri için Veff 'in ρ'ya ba§l� gra�§i.

GG limiti olan k = 1 için etkin potansiyel gra�§i ayr�nt�l� olarak �ekil 6.7 ile incelen-

di§inde, zaman-tipi parçac�klar�n kararl� ve karars�z dairesel yörüngelerinin mevcut

oldu§u görülmektedir [87].

Benzer ³ekilde, ZV uzay-zaman� BD çözümünde �ekil 6.8'te gösterilen k = −4 de§eri

için de zaman-tipi parçac�klar�n kararl� ve karars�z dairesel yörüngelerde hareket

edebilirler. k'n�n bu de§eri için di§erlerinden farkl� olarak, küçük ρ de§erlerinde
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�ekil 6.8 ZV metri§inin BD çözümünün, zaman-tipi test parçac�klar�n�n L = 7.6, δ =

2, ` = 1 ve k = −4 de§erleri için Veff 'in ρ'ya ba§l� gra�§i.

etkin potansiyel sonsuza gitmektedir.

�ekil 6.9 ZV metri§inin BD çözümünün, zaman-tipi test parçac�klar�n�n L = 7.6, δ =

2, ` = 1 ve k = 0.3 de§erleri için Veff 'in ρ'ya ba§l� gra�§i.

Öte taraftan, �ekil 6.9 ile gösterilen ZV BD uzay-zaman�nda, k = 0.3 de§eri için

zaman-tipi parçac�klar sadece karars�z dairesel yörüngede bulunabilmektedir.

Ayn� zamanda, �ekil 6.10'te k = 4 de§eri için ise etkin potansiyelin ρ'ya ba§l� gra�-

§inin üstel artmas�ndan dolay�, zaman-tipi test parçac�klar�n�n dairesel yörüngeleri

yoktur.
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�ekil 6.10 ZV metri§inin BD çözümünün, zaman-tipi test parçac�klar�n�n L = 7.6, δ =

2, ` = 1 ve k = 4 de§erleri için Veff 'in ρ'ya ba§l� gra�§i.

6.4. Küresel Koordinatlarda Genel Weyl-tipi BD Çözümü

En genel, durgun ve asimptotik olarak düz eksenel simetrik çözüm küresel koordinat-

larda Weyl-tipi çözümlerdir ve metri§i (2.62) biçiminde ele almak daha uygundur.

Ancak bu metrik için BD çözümlerini (5.29) dönü³ümleri ile elde edebilmek için

metrik formunun (2.6) biçiminde olmas� gereklidir. Metri§i bu forma sokmak için;

ds2 = −e2Udt2 + r2e−2U

[
e2K

(
1

r2
dr2 + dθ2

)
+ sin2 θdϕ2

]
(6.16)

yaz�larak r = eR dönü³ümüyle

ds2 = −e2Udt2 + e2Re−2U
(
e2K

(
dR2 + dθ2

)
+ sin2 θdϕ2

)
(6.17)

e³itli§i elde edilir. Bu formdaki metrik için dönü³ümler (5.29) kullan�l�rsa ve r = eR

için ters dönü³üm yap�l�rsa, küresel koordinatlarda Weyl-tipi için BD çözümlerinin

metrik fonksiyonlar�;

WB = (r sin θ)k, φ = (r sin θ)1−k, (6.18)

UB = U − 1

2
lnφ, KB = K +

2ω − 1− (2ω + 3)k

4
lnφ. (6.19)
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haline gelir. Buradaki U,K metrik fonksiyonlar� e³itlikler (2.63-2.64) ile verilmi³tir.

Böylece küresel koordinatlarda genel Weyl-tipi BD çözümü;

ds2 = (r sin θ)k−1
[
− e2Udt2 + e−2U

(
e2K(r sin θ)(1−k)2(ω+3/2)

(
dr2 + r2dθ2

)
+ r2 sin2 θdϕ2

)]
(6.20)

olarak elde edilir.

6.5. Bertotti-Robinson BD Çözümü

Statik, eksenel simetrik Einstein-Maxwell çözümüne örnek olan Bertotti-Robinson

metrik fonksiyonlar� e³itlikler (2.69-2.71) ile verilmi³tir. Bu fonksiyonlara dönü³üm-

ler (5.29) uyguland�§�nda;

UB = lnλ+
1

2
ln(ρ2 + z2)− 1− k

2
ln ρ, (6.21)

KB = 1 +
(1− k)(2ω − 1− (2ω + 3)k)

4
ln ρ (6.22)

elde edilir ve BR uzay-zaman� BD çözümü

ds2
BR = ρk−1

[
− (ρ2 + z2)dt2 +

ρ2

ρ2 + z2
dϕ2 + ρ(1−k)2(ω+3/2) 1

ρ2 + z2
(dρ2 + dz2)

]
(6.23)

sonucuna ula³�l�r.

BR uzay-zaman� için jeodezik denklemleri incelenerek BD metri§i için ekvator düz-

leminde �³�k-tipi ve zaman-tipi test parçac�klar�n�n dairesel yörüngede hareket ede-

meyecekleri sonucu elde edilmi³tir.

Riemann tensörünün kendisiyle çarp�m� (contraction) ile elde edilen Kretschmann

skaleri,

K =
λ4

4e4
ρ−5+4k−3k2−2ω(k−1)2

[
ρ4
(

39− 16k + 3k2 + 8k3 + 13k4 − 24k5 + 9k6

+ 4(k − 1)2(1 + k2)(−1 + k(3k − 4))ω + 4ω2(k − 1)4(2 + k2)
)

+ 2ρ2z2(k − 1)
(
− 1 + 37k − 54k2 + 58k3 − 33k4 + 9k5 + 4ω(k − 1)
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× (5 + k(−14 + k(18 + k(3k − 10)))) + 4ω2(k − 1)3(4 + k(k − 2))
)

+ z4(k − 1)2
(
k(−38 + k(76− 42k + 9k2)) + 4kω(3k − 4)(6 + k(k − 4))

+ 4ω2(k − 1)2(6 + k(k − 4)) + 3(9 + 4ω)
)]

(6.24)

BR uzay-zaman� BD çözümü için yukar�daki gibi elde edilir. BR'nin GG çözümünde

koordinatlar ρ, z'den ba§�ms�z olan bu skaler BD skaler alan�nda bu koordinatlara

ba§l� bulunmu³tur. Ayn� zamanda bu skaler bu çözümün tekillik yap�s�n�n belirlen-

mesine yard�mc� olmaktad�r. GG çözümünde bir tekillik bar�nd�rmayan BR metri§i,

yukar�daki e³itlikteki ilk terimden dolay�, BD çözümünde ω > −3
2
− k+1

(k−1)2 e³itsizli§i

sa§land�§�nda ρ = 0'da bir tekilli§e sahip olmaktad�r.
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7. BAZI YEN� DURA�AN, EKSENEL S�METR�K

BD ÇÖZÜMLER�

Dura§an, eksenel simetrik Einstein veya Einstein-Maxwell çözümü bilinen bir uzay-

zaman�n BD çözümlerinin Teorem 2 ile elde edilece§i Bölüm 5'te gösterilmi³ti. Yön-

temin baz� noktalar�na dikkat çekmek ve ayr�ca literatürde mevcut olan çözümleri

kolayl�kla yeniden elde ederek ne kadar pratik bir yöntem oldu§unun alt�n� çizmek

üzere birkaç basit örnek tart�³�lacakt�r. �lk olarak düz Minkowski uzay zaman� ele

al�nacakt�r. Minkowski uzay zaman� kartezyen koordinatlarda yaz�ld�§�nda, W = 1

oldu§undan, Teorem 2'nin uygulanmas� sonucunda yeni bir çözüm vermeyecektir.

Dolay�s�yla, skaler alan� sabit olmayan bir çözüm elde etmek için, Minkowski çö-

zümünün farkl� koordinatlardaki biçimlerini göz önüne almak gereklidir. Öncelikle

küresel koordinatlarda Minkowski metri§i

ds2 = ds2 = −dt2 + dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2). (7.1)

incelenecektir. Bu metri§i dönü³ümler için gerekli form olan (2.6) haline getirmek

için r = eR dönü³ümü uygulan�rsa

ds2 = −dt2 + e2R(dR2 + dθ2 + sin2 θdϕ2). (7.2)

elde edilir. Metrik (2.6) kar³�la³t�r�ld�§�nda R = x1, θ = x2 al�narak, dönü³ümler

(5.29) kullan�larak;

ds2 = (r sin θ)k−1
[
− dt2 + (r sin θ)(1−k)2(ω+3/2)(dr2 + r2dθ2)

+ (r sin θ)2dϕ2
]
, (7.3)

φ = (r sin θ)1−k (7.4)

sonucuna ula³�l�r. Bu sonuçtan, uygulanan geni³letilmi³ TNSR metodun bo³ uzay-

zaman için küresel simetriyi k�rd�§� [71]'de tart�³�ld�§� gibi aç�kça görülmektedir.

Kullan�lan geni³letilmi³ TNSR metodu için çözümü bilinen küresel simetrik bir uzay-

zaman ele al�nsa bile gzz, gϕϕ metrik bile³enleri de§i³ti§i için BD çözümü eksenel
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simetrik olarak elde edilir. Bu nedenle, bu metod küresel simetrik BD sonuçlar� elde

etmek için uygun de§ildir.

Benzer ³ekilde silindirik simetrik düz uzay-zaman metri§i;

ds2 = −dt2 + dρ2 + dz2 + ρ2dϕ2, (7.5)

ele al�nd�§�nda dönü³ümler (5.29) kullan�larak,

ds2 = ρk−1
[
−dt2 + ρ(1−k)2(ω+3/2)

(
dρ2 + dz2

)
+ ρ2dϕ2

]
. (7.6)

silindirik simetrik bo³ uzay-zaman�n BD çözümleri elde edilir. Küresel simetrinin

aksine, bu metod silindirik simetriyi korumaktad�r.

Teorem 2'de verilen geni³letilmi³ TNSR yöntemi kullan�larak BD kuram� çerçeve-

sinde daha farkl� yöntemler kullan�larak bulunmu³ olan çözümlerin kolayl�kla elde

edilebilece§ini göstermek üzere silindirik simetrik Einstein-Maxwell çözümü bu ku-

ram çerçecesinde ele al�nacakt�r. Bu ba§lamda, radyal bir elektrik alan için statik,

silindirik simetrik Einstein-Maxwell çözümü Weyl-formunda;

ds2 = −G−2dt2 +G2
[
ρ2m2

(dρ2 + dz2) + ρ2dϕ2
]
, (7.7)

A0 =
ρG′

bG
, A3 = 0, G(ρ) = a1ρ

m + a2ρ
−m, b2 = −4a1a2m

2 > 0 (7.8)

³eklinde verilmi³tir [95]. Teorem 2 kullan�l�rsa, bu çözüme kar³�l�k gelen BD-Maxwell

çözümü;

ds2 = ρk−1
{
−G−2dt2 +G2

[
ρ2m2+(1−k)2(ω+3/2)(dρ2 + dz2) + ρ2dϕ2

]}
, (7.9)

φ = ρ1−k (7.10)

olarak elde edilmektedir. Bu çözüm asl�nda, [73] çal�³mas�nda sunulan çözüm ile,

yukar�daki metrik parametrelerinin m = 2σ + (1 − k)/2, c2 = −a1/a2 dönü³ümü

alt�nda, [73] çal�³mas�nda e³itlik (44) ile verilen çözüm ile tam olarak uyu³maktad�r.

Bu çözümde, elektrik yükünün s�f�r olmas�, çözümü vakum Levi-Civita BD sonucuna

götürmektedir.
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7.1. Plebanski-Demianski BD Çözümü

Tüm Petrov D tipi çözümlerin Plebanski-Demianski (PD) metri§i (3.1) ile verildi§ine

Bölüm 3'te de§inilmi³tir. Bu metri§in BD çözümlerinin elde edilebilmesi için bu met-

ri§i, (2.6) formunda ifade etmek gereklidir. Ayn� zamanda, geni³letilmi³ TNSR me-

todu kozmolojik sabitli çözümleri içermedi§i için Λ = 0 al�nmal�d�r. Metrik (3.1)'de

dp =
√
Xdθ, dq =

√
Y dr, σ = ϕ, koordinat dönü³ümleri ile metrik fonksiyonlar�;

2K = ln

[
Y −X

(1− pq)4

]
, A =

q2X + p2Y

X − Y
,

2U = ln

[
Y −X

(1− pq)2 (p2 + q2)

]
, W =

√
XY

(1− pq)2
. (7.11)

haline gelir. Dönü³ümler (5.29) kullan�larak,

WB =

( √
XY

(1− pq)2

)k

, φ =

( √
XY

(1− pq)2

)1−k

, AB =
q2X + p2Y

X − Y
,

UB =
1

2
ln

[
Y −X

(1− pq)2 (p2 + q2)

]
− 1− k

2
ln

[ √
XY

(1− pq)2

]

KB =
1

2
ln

[
Y −X

(1− pq)4

]
+

(1− k)(2ω − 1− (2ω + 3)k)

4
ln

[ √
XY

(1− pq)2

]
(7.12)

PD metri§inin BD metrik fonksiyonlar� elde edilir. Böylece

ds2 =

[ √
XY

(1− pq)2(1+ 1
k−1

)

]k−1 [
X (dt+ q2dσ)

2 − Y (dt− p2dσ)
2

p2 + q2

+
(
p2 + q2

)(dp2

X
+
dq2

Y

)( √
XY

(1− pq)2

)(1−k)2(ω+ 3
2) ]

, (7.13)

p, q koordinatlara geri dönülerek PD metri§inin BD çözümüne ula³�l�r. Bu sonuçta

sabitler (3.2-3.3) e³itliklerinde kozmolojik sabitin s�f�r oldu§u durum için geçerli-

dir. Ayn� zamanda, bu sabitlerde ivmenin s�f�r olmas� durumunda, metrik Boyer-

Lindquist koordinatlarda yaz�larak Kerr-Newman-NUT tipi BD çözümlerine ula³�-

l�r. Öte taraftan, bu BD genel çözümü, Hawking'in kuram� dolay�s�yla, skaler alan

sabit olmad�§� sürece, asimptotik olarak düz olan ve bir y�ld�z�n kütleçekimsel çö-

kü³ü sonucu olu³an kara delikleri tan�mlamamaktad�r. Ancak, bu BD çözümleri,
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iç bölgeleri bu çözümün parametreleri taraf�ndan karakterize edilen t�k�z(compact)

nesnelerin d�³ kütleçekim alanlar�n� belirlemekte kullan�³l� olabilirler.

7.2. Kerr-Newman-Taub-NUT BD Çözümü

Metrik (3.9) ile verilen Kerr-Newman-Taub-NUT çözümlerine Toerem 2 BD dönü-

³ümlerinin uygulanabilmesi için öncelikle metri§in (2.6) formuna getirilmesi gerekir.

Bu nedenle x1 = r, x2 = θ olarak atan�p radyal koordinat�n r = eR + m + (m2 −

a2 + n2 − q2)/4 e−R ve [135]'da kullan�lan dönü³ümler ile metrik (3.9) ;

ds2 = −
(

∆− a2 sin2 θ

ρ2

)
(dt+Adϕ)2 + ρ2

[ ∆ sin2 θ

∆− a2 sin2 θ
dϕ2

+ dR2 + dθ2
]
, (7.14)

A = −qL
Σ

(dt− b dϕ), (7.15)

haline gelir. Burada, L = eR +m+ (m2 − a2 + n2 − q2)/4 e−R olarak belirlenmi³tir.

Ayn� zamanda metrikte bulunan fonksiyonlar da;

∆ = L2 − 2mL+ a2 − n2 + q2,

ρ2 = L2 + (n+ a cos θ)2, (7.16)

A =
a(L2 + a2 + n2) sin2 θ − b∆

∆− a2 sin2 θ
,

b = a sin2 θ − 2n cos θ.

olmaktad�r. Bu e³itliklerden metrik fonksiyonlar� aç�kça görüldü§ü için dönü³ümler

(5.29) kullan�larak BD metrik fonksiyonlar�;

WB =
(√

∆ sin θ
)k
, φ =

(√
∆ sin θ

)1−k
, AB =

a(r2 + a2 + n2) sin2 θ − b∆

∆− a2 sin2 θ
,

UB =
1

2
ln

(
∆− a2 sin2 θ

ρ2

)
− 1− k

2
ln
(√

∆ sin θ
)
, (7.17)

KB =
1

2
ln
(
∆− a2 sin2 θ

)
+

(1− k)(2ω − 1− (2ω + 3)k)

4
ln
(√

∆ sin θ
)
,
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³eklinde r için ters dönü³üm yap�larak elde edilir. Böylece, KNTN uzay-zaman� BD

çözümü,

ds2 = (
√

∆ sin θ)k−1

{
−
(

∆− a2 sin2 θ

ρ2

)
(dt+AB dϕ)2

+ ρ2

[
∆ sin2 θ

∆− a2 sin2 θ
dϕ2 +

(√
∆ sin θ

)(1−k)2(ω+ 3
2

)
(
dr2

∆
+ dθ2

)]}
, (7.18)

AB = A (7.19)

olarak elde edilir. KNTN BD çözümü daha önce sigma modeli ad� verilen bir metod

ile incelenmi³tir [44]. Bu iki çözümün parametreleri aras�nda α = (1− k)(2ω + 3)/4

ili³kisi mevcuttur.

k → 1 durumunda s�f�ra giden Ricci skaleri;

R = (k − 1)2ω
∆ cos2 θ + (m− r)2 sin2 θ

ρ2

(√
∆ sin θ

)k−3− 1
2

(k−1)[1−2ω+k(2ω+3)]

, (7.20)

ayn� zamanda tekillik yap�s�n� anlamak için önemli bir büyüklüktür. Ek olarak,

ρ2 = 0 durumunun bir halka-tipi tekilli§i tan�mlad�§� aç�kça görülmektedir. Bu e³it-

li§in son teriminin katk�s�n� yok etmek için üstel ifadenin s�f�r olmas� gereklidir. Bu

çözümün düzenli ufka sahip bir kara deli§i ifade etmesi için parametrelerin alaca§�

de§erler incelenmi³ ve ω < −3/2, α± = (1 ±
√

1 + 4|2ω + 3|)/4 durumunda ufkun

düzenli olaca§� sonucu elde edilmi³tir [44]. Bu sonuç, tezdeki notasyona uyarlan�rsa

k± = 1− (1 +
√

1 + 4|2ω + 3|)/(2ω+ 3) e³itli§i elde edilir. Burada önemli bir nokta,

skaler alan�n zay�f enerji ko³ulunu sa§lamamas�d�r. Bu nedenle, bu sonuç Hawking

kriterlerini de sa§lamamaktad�r [39]. Öte taraftan kara delikler için yüzey kütle çe-

kimi;

κ± =
1

2
lim
r→r±

√
grr

A
A, r (7.21)

oldu§u ve metrik (2.6) formu için

A =
W 2

e−2UW 2 − e2UA2
(7.22)

oldu§u Ek C'de ayr�nt�l� olarak verilmi³tir. Bu e³itlikler ile metrik (7.18) dikkate
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al�nd�§�nda yüzey kütle çekimi için;

κ± =
1

2
lim
r→r±

A, r√
A

√
∆(∆ sin θ)(1−k)3(ω+3/2)

ρ
= 0 (7.23)

sonucuna ula³�l�r. Yüzey kütle-çekiminin iç ve d�³ ufuklarda s�f�r olmas� Hawking

s�cakl�§�n�n da s�f�r oldu§unu ifade etmektedir ve bu tip kara delikler ergo-so§uk

(ergo-cold) olarak adland�r�l�r [43,44].

7.2.1. KNTN-BD Dairesel Jeodezikleri

KNTN-BD çözümlerinin jeodezik denklemlerini belirlemek için dura§an, eksenel si-

metrik uzay-zaman için elde edilen e³itlikler (2.82-2.84) kullan�lacakt�r. Bu e³itlik-

lerde, KNTN-BD için bulunan metrik fonksiyonlar� (7.17) kullan�larak;

ϕ̇ =
(∆− a2)(L− aE) + aE(r2 + n2)

(r2 + n2)∆(k+1)/2
, (7.24)

ṫ =
1

(r2 + n2)∆(k+1)/2
×
[
a(∆− a2)(L− aE)

+ (r2 + n2)(E(r2 + n2)− a(L− 2Ea))
]

(7.25)

e³itlikleri elde edilir. Bu e³itlikler ile de;

ṙ2 =
1

(r2 + n2)2∆
1−k

4
[2ω−1−k(2ω+3)]

{
(a2 −∆)(L− aE)2

+ (r2 + n2)
[
E2(r2 + n2) + 2aE(aE − L) + ε∆(k+1)/2

]}
(7.26)

ifadesi elde edilerek ekvator düzleminde jeodezik denklemleri belirlenir. Jeodezik

denklemleri k → 1 için GG için elde edilen sonuçlara indirgenmektedir [136, 137].

Daha ayr�nt�l� olarak �³�k-tipi ve zaman-tipi parçac�k hareketleri ele al�nacakt�r.

I³�k-tipi (ε = 0) jeodezik denklemleri için e³itlikler (7.24, 7.25) de§i³mezken, (7.26)

e³itli§i;

ṙ2 =
1

(r2 + n2)2∆
1−k

4
[2ω−1−k(2ω+3)]

{
(a2 −∆)(L− aE)2
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+ (r2 + n2)
[
E2(r2 + n2) + 2aE(aE − L)

]}
(7.27)

haline gelmektedir. Farkl� etki parametresi (impact parameter) D = L/E �³�k-tipi

jeodezikler için iki alt grupta incelenebilir.

1. Özel Durum (L = aE)

Etki parametresininD = a oldu§u özel durum için jeodezik e³itlikler (7.24,7.25

ve 7.27);

ϕ̇ =
aE

∆(k+1)/2
(7.28)

ṫ =
(a2 + r2 + n2)E

∆(k+1)/2
(7.29)

ṙ = ±E∆
k−1

8
(2ω−1−k(2ω+3)) (7.30)

haline gelmektedir. Burada, (+) i³areti d�³a, (−) i³areti ise içe do§ru hareket

eden fotonlar�n radyal hareketini ifade etmektedir. Bu e³itliklerden;

±ϕ = a

∫
∆

1
8 [(k−1)2(2ω+3)−8] dr, (7.31)

± t =

∫
(a2 + r2 + n2)∆

1
8 [(k−1)2(2ω+3)−8] dr, (7.32)

±E τ =

∫
∆

1−k
8

[2ω−1−k(2ω+3)]dr (7.33)

³eklinde GG sonuçlar�ndan daha karma³�k sonuçlar elde edilir [136, 137]. Ör-

ne§in, GG çözümünde tekdüze de§i³en radyal koordinatlar, BD çözümünde

düzgün de§i³memektedir.

2. Genel Durum (D = L/E)

Genel durum için �³�k-tipi parçac�klar�n dairesel jeodeziklerini (ṙ = r̈ = 0) in-

celemek bu uzay-zaman geometrisinin jeodezik yap�s� hakk�nda önemli bilgiler

verir. Dairesel jeodezikler için belirli bir yar�çap (rc) ve buna kar³�l�k gelen

enerji (Ec) ve aç�sal momentum (Lc) de§erleri için, (7.27) e³itli§i;

(r2
c + n2)ṙ2 =

1

∆
k−1

4
[2ω−1−k(2ω+3)]

[
(r2
c + n2)E2

c +
(a2 −∆)(aEc − Lc)2

(r2
c + n2)

− 2aEc(Lc − aEc)
]

= 0, (7.34)
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ve bu e³itli§in türevi için;

∆
1−k

4
[2ω−1−k(2ω+3)]

{
rcE

2
c −

(Lc − aEc)2

r2
c + n2

[
(rc −m)(r2

c + n2)

+ rc(a
2 −∆)

]}
= 0, (7.35)

sonuçlar�na ula³�l�r. Etki parametresini bu de§erlerde Dc = Lc/Ec ifadesiyle

belirtirsek yukar�daki e³itlikler;

(r2
c + n2) +

(a2 −∆)(a−Dc)
2

(r2
c + n2)

− 2a(Dc − a) = 0, (7.36)

rc −
(Dc − a)2

(r2
c + n2)2

[
(rc −m)(r2

c + n2) + rc(a
2 −∆)

]
= 0 (7.37)

haline gelir. E³itlik (7.37) ile etki parametresi;

Dc = a±

√
rc(r2

c + n2)2

(rc −m)(r2
c + n2) + rc(a2 −∆)

. (7.38)

olarak elde edilir. Ayn� zamanda, elde edilen jeodezik e³itlikleri BD paramet-

releri k ve ω'dan ba§�ms�zd�r. Bu sonuç, BD skaler alan�n�n fotonlar�n jeode-

zik hareketlerini etkilemedi§ini göstermektedir. Öte taraftan, etki parametresi

e³itlik (7.36)'de yerine koyulursa, KNTN-BD için foton küresini tan�mlayan

e³itlik elde edilir [138,139] .

Zaman-tipi parçac�klar�n KNTN-BD uzay-zaman� jeodezikleri için ε = −1 olarak

al�nd�§�nda, (7.24,7.25) e³itlikleri de§i³mezken, (7.26) e³itli§i;

(r2 + n2)ṙ2 =
1

∆
k−1

4
(2ω−1−k(2ω+3))

[
(r2 + n2)E2 +

(a2 −∆)(aE − L)2

(r2 + n2)

− 2aE(L− aE)−∆
k+1

2

]
= 0 (7.39)

haline gelmektedir. I³�k-tipi parçac�k jeodeziklerine benzer iki durum incelenerek

genel durum için parçac�klar�n ISCO olarak isimlendirilen en iç kararl� dairesel yö-

rüngeleri belirlenebilir.
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1. Özel Durum (L = aE)

Bu durum için radyal jeodezik e³itli§i

∆
k−1

4
(2ω−1−k(2ω+3))(r2 + n2) ṙ2 = (n2 + r2)E2 −∆(k+1)/2, (7.40)

haline gelirken, (2.82) ve (2.83) denklemleri �³�k-tipi parçac�klar için elde edilen

(7.28) ve (7.29) e³itlikleri ile ayn� sonucu vermektedir.

2. Genel Durum (L− aE = x)

Genel durum için kar³�t yar�çap r = 1
u
kullan�l�rsa, (7.39) e³itli§i;

∆
k−1

4
[2ω−1−k(2ω+3)](1 + u2n2)2 u−4 u̇2 = E2(1 + n2u2)2 − 2aExu2(1 + n2u2)

−u2(1 + n2u2)∆(k+1)/2 + (a2 −∆)u4x2 = 0, (7.41)

olarak ifade edilebilir. Burada, KNTN-BD çözümü için ∆ = 1
u2 − 2m

u
+ a2 +Q2− n2

haline gelmektedir. Ayn� zamanda, bu e³itli§in türevinden

2n2u2E2(1 + n2u2)− 2au2xE(1 + 2n2u2)− u2∆(k+1)/2(1 + 2n2u2)

+2(a2 −∆)u4x2 − (mu− 1)

[
k + 1

2
(1 + n2u2)∆(k−1)/2 + u2x2

]
= 0 (7.42)

elde edilir. (7.41) ve (7.42) e³itlikleri;

(1 + n2u2)2E2 = u4x2(a2 −∆)− (mu− 1)(1 + n2u2)

×
[
k + 1

2
∆(k+1)/2(1 + n2u2)− x2u2

]
, (7.43)

2aE u2x(1 + n2u2) = 2(a2 −∆)u4x2 − u2(1 + n2u2)∆(1+k)/2

− (mu− 1)(1 + n2u2)

[
k + 1

2
(1 + n2u2)∆(k−1)/2 + u2x2

]
(7.44)

³ekillerinde bir araya getirilebilir. Elde edilen E e³itli§i yukar�daki e³itliklerde yerine

yaz�larak;

Au4x4 + B u2x2 + C = 0, (7.45)

³eklinde u2x2 için 2. dereceden denkleme ula³�l�r. Burada;
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A = 4∆
{[

2∆u2 + (mu− 1)(1 + n2u2)
]2 − 4∆a2u4

}
, (7.46)

B = 4∆(k+1)/2(1 + u2n2)

{
− 4∆a2u4 +

[
2∆u2 + (mu− 1)(1 + n2u2)

]2
+ k(mu− 1)(1 + n2u2)

[
(mu− 1)(1 + n2u2) + 2∆u2

]}
, (7.47)

C = ∆k(1 + n2u2)2
[
2∆u2 + (k + 1)(mu− 1)(1 + n2u2)

]2
(7.48)

olarak tan�mlanm�³t�r. 2. dereceden bu denklemin diskriminant�

D = 64∆k+2u4a2(1 + n2u2)2

{
4a2∆u4 + k2(mu− 1)2(1 + n2u2)2

−
[
2∆u2 + (mu− 1)(1 + n2u2)

]2}
(7.49)

olarak elde edilirken,

x2u2 = −∆(k−1)/2(1 + n2u2)

2

[
1 +

k′(Z+ + Z−)

2Z+Z−
±

2
√

∆au2
√
k′2 − Z+Z−

Z+Z−

]
, (7.50)

³eklinde köklerine ula³�l�r. Buradaki sabitler;

k′ = k(mu− 1)(1 + n2u2),

Z+Z− = (2∆u2 + (mu− 1)(1 + n2u2))2 − 4∆a2u4,

Z± = 2∆u2 + (mu− 1)(1 + n2u2)± 2
√

∆au2,

olarak tan�mlanm�³ olup, çözüm ise

x = ±
{
− ∆(k−1)/2(1 + n2u2)

2u2

[
1 +

k′ (Z+ + Z−)

2Z+Z−
±

2
√

∆ au2
√
k′2 − Z+Z−

Z+Z−

]}1/2

(7.51)

olarak elde edilir. Bu sonuç ile enerji ifadesi (7.44) e³itli§inin birlikte ele al�nmas�yla

enerji için;

E =
1√

2(1 + n2u2)

{
−∆

k−1
2 (k + 1)(mu− 1)(1 + n2u2)

+
1

Z+Z−
×
[
(mu− 1)(1 + n2u2)− u2(a2 −∆)

]
×
[
− Z+Z− + k′(Z+ + Z−)/2± 2au2

√
∆
√
k′2 − Z+Z−

]}1/2

(7.52)
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sonucuna ula³�l�r. Zaman-tipi parçac�k jeodeziklerinin KNTN-BD uzay-zaman�nda

ISCO'lar�n� belirlemek için, (7.39) e³itli§i tekrar düzenlenerek;

1

2
ṙ2 =

E2 − 1

2∆
k−1

4
[2ω−1−k(2ω+3)]

+ Veff , (7.53)

olarak yaz�l�p etkin potansiyel;

Veff =
1

2∆
k−1

4
[2ω−1−k(2ω+3)]

[
1 +

(a2 −∆)(aE − L)2

(r2 + n2)2

−2aE(L− aE) + ∆(k+1)/2

(r2 + n2)

]
. (7.54)

olarak tan�mlanabilir. Etkin potansiyelin radyal koordinat r'ye göre birinci türevinin

s�f�r olmas� parçac�§�n dairesel yörüngede oldu§unu ifade ederken, ikinci türevinin

s�f�r olmas� ise parçac�§�n ISCO'ya sahip oldu§unu belirtmektedir. Ufkun d�³ bölge-

sinde, ∆ 6= 0 için, etkin potansiyelin ikinci türev hesaplan�p s�f�ra e³itlenirse;

−∆k/2(n2 + r2)
{
− 2∆2(n2 − 3r2) + ∆(k + 1)

[
n2 + (4m− 3r)r

]
(n2 + r2)

+(k2 − 1)(m− r)2(n2 + r2)2
}

+ 4aE x∆3/2(n2 + r2)(n2 − 3r2)

−2x2∆3/2[2a2(n2 − 5r2)− 2∆(n2 − 5r2) + (n2 + r2)(n2 + 8mr − 7r2)] = 0(7.55)

olurken elde edilen Ex ve x2 sonuçlar� bu e³itlikte yerine yaz�larak

(k + 1)(n2 + r2)2
[
−∆m− r(k − 1)(m− r)2

]
+ ∆

[
− 4r3(a2 −∆)− 4r5 − 4n2r3

+m(n2 + 5r2)(n2 + r2)
]{ [

2∆r + (m− r)(n2 + r2)
]2 − 4∆r2a2

+k(m− r)(n2 + r2)
[
2∆r + (m− r)(n2 + r2)

]
± 2ar

√
∆

[
4a2r2∆

−
[
2∆r + (m− r)(r2 + n2)

]2
+ k2(m− r)2(n2 + r2)2

]1/2}
= 0. (7.56)

KNTN-BD uzay-zaman� için zaman-tipi parçac�klar�n ISCO denklemine ula³�l�r.

Görüldü§ü gibi bu uzay-zaman için ISCO denklemi çok karma³�kt�r. Bu nedenle,

baz� özel durumlar� inceleyerek sonuçlar� yorumlamak daha anlaml�d�r. �lk olarak,

a2 = m2 + n2 − q2 e³itli§iyle elde edilen uç KNTN-BD uzay-zaman� ele al�nd�§�nda,

ISCO için yar�çap r = m olaca§�ndan;
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rm =
r

m
, nm =

n

m
,

qm =
q

m
, am =

a

m
=
√

1 + n2 − q2,

∆ = m2(1− rm)2, (7.57)

tan�mlamalar�yla, ISCO denklemi;

−(k + 1)(rm − 1)2 [1 + (k − 1)rm] (n2
m + r2

m)2 +m6(rm − 1)4
[
n4
m

+2n2
mr

2
m(3− 4rm) + r3

m(4q2
m − 3rm)

](
(k + 1)n4

m + 2n2
mrm(2 + k − 3rm)

+rm
{
rm
[
4q2
m + rm(−4 + 2k + rm − krm)

]}
± 2rm

√
1 + n2

m − q2
m

×
[
(k2 − 1)n4

m + 2n2
mrm

[
− 2 + rm(k2 + 3)

]
+r2

m

{
−4q2

m + rm
[
4 + rm(k2 − 1)

]} ]1/2)
= 0. (7.58)

³eklinde elde edilir. Aç�kça görüldü§ü gibi, bu özel durumda KNTN-BD uzay-zaman�

ISCO için yar�çap elektrik ve NUT yükleri ile BD skaler alan�ndan ba§�ms�zd�r.

Di§er bir durum ise n = 0, q = 0 ile elde edilen Kerr-BD durumudur. ISCO e³itli§i;

(k + 1)
[
−∆m− r(k − 1)(m− r)2

]
+ ∆r

(
− 4a2 + 4∆

−4r2 + 5mr
)
×
[
(2∆ + r(m− r))2 − 4a2∆

+k r(m− r) [2∆− r(m− r)]± 2a
√

∆

×
√

4a2∆− (2∆ + r(m− r))2 + k2r2(m− r)2
]

= 0. (7.59)

haline gelirken ∆ = r2 − 2mr + a2 olmaktad�r. Elde edilen bu sonuçlar daha önce

yap�lan çal�³malar ile uyumludur [136�138].

7.3. Manyetikle³mi³ Kerr-Newman BD Çözümü

Homojen bir d�³ manyetik alan içerisine gömülmü³ Kerr-Newman kara deli§ini ta-

n�mlayan GG çözümü (3.12) e³itli§i ile verilmi³tir. Bu metri§in BD çözümünü geni³-

letilmi³ TNSR metoduyla elde etmek için, bu metri§i, (2.6) metri§i biçiminde ifade
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etmek gereklidir. Bunun için, x1 = r, x2 = θ seçilerek, dR2 = dr2/∆ dönü³ümüyle,

GG çözümü metrik fonksiyonlar�;

e2U = Hf − ΣΩ2 sin2 θ

HR2
, e2K = H2R2f − ΣΩ2 sin2 θ,

A =
ΩΣ sin2 θ

fH2R2 − ΣΩ2 sin2 θ
, W =

√
fΣ sin θ

R
(7.60)

³eklinde ifade edilebilir. Geni³letilmi³ TNSR metodu uygulanarak MKN-BD metrik

fonksiyonlar�

WB = (

√
fΣ sin θ

R
)k, φ = (

√
fΣ sin θ

R
)1−k, A =

ΩΣ sin2 θ

fH2R2 − ΣΩ2 sin2 θ
,

UB =
1

2
ln

(
Hf − ΣΩ2 sin2 θ

HR2

)
− 1− k

2
ln

(√
fΣ sin θ

R

)
, (7.61)

KB =
1

2
ln
(
H2R2f − ΣΩ2 sin2 θ

)
+

(k − 1)(2ω − 1− (2ω + 3)k)

4
ln

(√
fΣ sin θ

R

)
,

olarak elde edilir. Böylece MKN-BD metri§i Jordan çerçevesinde

ds2 =

(√
fΣ sin θ

R

)k−1
{
H

[
− fdt2 +R2

(√
fΣ sin θ

R

)(k−1)2(ω+ 3
2)(dr2

∆
+ dθ2

)]

+
Σ sin2 θ

HR2
(dϕ− Ωdt)2

}
(7.62)

haline gelir. Ayn� zamanda, Einstein çerçevesinde bu çözümü elde etmek için, sa-

dece süslü parantez içindeki ifade ve φ yerine e³itlik (5.34) ile verilen ψ de§erini

almak yeterlidir. Öte taraftan, bu çözümde k → 1 durumu sonucu GG e³itliklerine

götürmektedir.

7.4. (Manyetikle³mi³) �ki kutuplu Bonnor-tipi BD Çözümü

�ki-kutuplu Bonnor-tipi GG metri§i e³itlik (3.15) ile verilmi³tir. BD çözümleri için

Teorem 2 ile ifade edilen geni³letilmi³ TNSR metodunun öngördü§ü gibi bu metri§in,

(2.6) formunda olmas� için, öncekilere benzer ³ekilde x1 = r, x2 = θ seçilmi³ ve

dR2 = dr2/∆ dönü³ümleri yap�lm�³t�r. Böylece, iki kutuplu Bonnor-tipi BD uzay-

zaman� metrik fonksiyonlar�;
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WB = (
√

∆ sin θ)k, φ = (
√

∆ sin θ)1−k, AB = 0,

UB = ln

(
1− 2mr

Σ

)
− 1− k

2
ln
(√

∆ sin θ
)

(7.63)

KB =
1

2
ln

(
Σ4[

∆ + (m2 + a2) sin2 θ
]3 (1− 2mr

Σ

)4
)

+
(1− k)(2ω − 1− (2ω + 3)k)

4
ln
(√

∆ sin θ
)

olarak elde edilirken, metrik ise;

ds2 =
(√

∆ sin θ
)k−1

{
−
(

1− 2Mr

Σ

)2 [
− dt2

+
Σ4
(√

∆ sin θ
)(1−k)2(ω+3/2)

[
∆ + (M2 + a2) sin2 θ

]3 (
dr2

∆
+ dθ2

)]
+

∆ sin2 θ(
1− 2Mr

Σ

)2dϕ
2

}
, (7.64)

haline gelmektedir. Daha önceki çal�³malarda, k = (2ω−1)/(2ω+3) özel durumuna

kar³�l�k gelen Bonnor-tipi BD çözümleri incelenmi³tir [71]. Dolay�s�yla bu çözüm,

daha önceki tek parametre içeren BD çözümünün iki parametreli bir genelle³tirilme-

sidir.

Benzer ³ekilde, Melvin manyetik evrenine gömülmü³ iki-kutuplu Bonnor-tipi çözüm-

leri ifade eden e³itlik (3.17) metri§i incelenerek, BD metrik fonksiyonlar� için;

WB = (
√

∆ sin θ)k, φ = (
√

∆ sin θ)1−k, AB = 0,

UB = ln Λ− 1− k
2

ln
(√

∆ sin θ
)

(7.65)

KB =
1

2
ln

(
Σ4Λ4[

∆ + (m2 + a2) sin2 θ
]3
)

+
(1− k)(2ω − 1− (2ω + 3)k)

4
ln
(√

∆ sin θ
)
,

e³itlikleri elde edilir. Böylece, BD metri§i,

ds2 =
(√

∆ sin θ
)k−1

{
Λ2

[
− dt2 +

Σ4
(√

∆ sin θ
)(1−k)2(ω+3/2)

[
∆ + (M2 + a2) sin2 θ

]3 (
dr2

∆
+ dθ2

)]

+
∆ sin2 θ

Λ2
dϕ2

}
, (7.66)

haline gelir. Ayn� zamanda, (manyetikle³mi³) iki kutuplu Bonnor-tipi çözümlerin
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k → 1 için GG'ye indirgendi§i aç�kça görülmektedir.

7.5. Genel Görelilik Limiti

BD teorisinin GG limiti asl�nda dü³ünüldü§ü kadar aç�k de§ildir. ω →∞ durumu-

nun BD çözümlerini, GG'e kar³�l�k gelen çözümlere indirgedi§i iddia edilmektedir.

Bu limit özellikle zay�f alan çözümleri için do§ru olsa da, kuram�n yüksek e§rilik

içerdi§i tam halinde geçerli olmayabilir. Asl�nda, literatürde bunun aksini gösteren

birçok örnek mevcuttur. Örne§in, dört-boyutlu uzay-zaman için, enerji-momentum

tensörünün izinin (T ) s�f�r oldu§u durumlarda ω →∞ limitinin BD çözümlerini, GG

çözümlerine indirgemedi§i gösterilmi³tir [73,118,140�143]. Bu durum, T 'nin konfor-

mal de§i³mezli§inin kaybolmas�na ba§lanm�³t�r [141]. Bunun bir ba³ka sebebi ise,

skaler alan denklemlerinin kaynaks�z hale gelmesi ve buradan elde edilen integral

sabitinin BD parametresi ω'dan ba§�ms�z olmas�d�r. Bununla ilgili güzel bir örnek,

yüksek boyutlu, statik, silindirik simetrik BD-Maxwell çözümlerinin incelendi§i [143]

çal�³mad�r. Bu çal�³mada, dörtten yüksek boyutlu uzay-zaman için elektromanyetik

alana ait enerji momentum tensörünün izinin s�f�rdan farkl� oldu§u ve bu nedenle

BD parametresi ω ve integrasyon sabitini birbirine ba§layan bir denkleme yol açt�§�,

ve dolay�s�yla bu denklem ω için çözülerek elde edilen çözümün ω → ∞ limitinde

GG çözümüne gitti§i gösterilmi³tir. Ancak bu durum dört boyutlu uzay-zamanda

elektromanyetik alan enerji-momentum tensörünün izi s�f�r oldu§u için ω ile di§er

integrasyon sabiti aras�nda bir denkleme yol açmad�§�ndan dolay� geçerli de§ildir ve

ω →∞ yerine di§er sabitin özel bir de§eri GG limitini verir.

Bu tezde ise, GG limiti çok daha basit bir ³ekilde, skaler alan�n sabit olmas�yla

elde edilmi³tir. E³itlikler (5.29) incelendi§inde, k → 1 limitinde, sonlu de§erdeki

ω'dan ba§�ms�z olarak, BD metrik fonsiyonlar�n�n GG'ye indirgendi§i aç�kça görül-

mektedir. Öte taraftan, ω → ∞ limitinde, BD çözümlerinin, lim
ω 7→∞

φ = φ0 =sabit

durumunda bile, GG ile minimal olarak birle³mi³ (coupled) bir skaler alan�n�n top-

lam�ndan olu³mu³ bir kurama dönü³tü§ü gösterilmi³tir [145]. Bu durumda, k de§eri

için lim
ω 7→∞

k = 1 olacak ³ekilde bir tutarl�l�k ko³ulunun gerekli oldu§u dü³ünülebilir.
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Uzay-zaman düzenlili§i lim
ω 7→∞

k = 1 −
√

β
2ω+3

herhangi bir sabit olan β ile sa§lana-

bilir. Fakat, bu durumda metrik fonksiyonu KB = K + β
4

lnW haline gelirken GG

de§erine indirgenmemektedir. Bu nedenle, elde edilen sonuçlar için ω → ∞ limiti

BD çözümlerini, kar³�l�k gelen GG çözümlerine indirgemez.
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8. KNTNAdS f (R) ÇÖZÜMÜ

Bölüm 5.3'te, metrik (2.6) formundaki bir uzay-zaman için, sabit Ricci skaleri du-

rumunda, GG çözümlerine kar³�l�k f(R) çözümlerinin elde edilme yöntemi gösteril-

mi³tir. �lk olarak, tüm kara delik çözümlerini ifade etmek için kullan�labilen e³itlik

(3.1) Plebanski-Demianski metri§inin, metrik f(R) kar³�l�§�

ds2 = (1− pq)−2

[
X ′ (dt+ q2dσ)

2 − Y ′ (dt− p2dσ)
2

p2 + q2

+
(
p2 + q2

)(dp2

X ′
+
dq2

Y ′

)]
, (8.1)

X ′ =

(
− g2

1 + f ′(|R0|)
+ γ − |R0|/24

)
+ 2np− εp2 + 2mp3

−
(

e2

1 + f ′(|R0|)
+ γ + |R0|/24

)
p4, (8.2)

Y ′ =

(
e2

1 + f ′(|R0|)
+ γ − |R0|/24

)
− 2mq + εq2 − 2nq3

+

(
g2

1 + f ′(|R0|)
− γ + |R0|/24

)
q4 (8.3)

³eklinde elde edilir. Bu dönü³ümler yap�l�rken, elektromanyetik bir form fonksiyon-

lar�, e, g elektrik ve manyetik yükleri içerdi§i için, bu yükler metrik f(R) çözümünde

bir sabit olan 1/
√

(1 + f ′(|R0|)) ile çarp�larak gerekli dön³ümler elde edilebilir.

Öte taraftan, bu metrikte ivmenin s�f�r ve kozmolojik sabitin negatif olmas�yla Boyer-

Lindquist koordinatlar�nda KNTNAdS çözümüne ula³�l�r. GG KNTNAdS çözümü

metrik (3.5) ile verilirken, metrik fonksiyonlar� e³itlik (3.6) ile ifade edilmi³tir. Bu çö-

zümün f(R) kar³�l�§�n� elde etmek için, metri§in (2.6) formunda yaz�lmas� gereklidir.

Bunun için,

dR2 =
∆θdr

2

∆r

dönü³ümü yap�lmal�d�r. Bu dönü³üm sayesinde, e³itlik (5.37) ile KNTNAdS f(R)

çözümü,

ds2 = −∆′r
ρ2

(
dt− h

Ξ′
dϕ

)2

+
ρ2

∆′r
dr2 +

ρ2

∆′θ
dθ2 +

∆′θ sin2 θ

ρ2

(
adt− (r2 + a2 + n2)

Ξ′
dϕ

)2

(8.4)
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³eklinde elde edilir. Burada;

Ξ′ = 1− |R0|
12

a2, (8.5)

∆′θ = 1− 1

3
|R0|an cos θ − 1

12
|R0|a2 cos2 θ, (8.6)

∆′r = r2 − 2mr + a2 − n2 + q2 +
|R0|
12

(
3n2(a2 − n2) + r2(a2 + 6n2) + r4

)
(8.7)

olarak ele al�nm�³t�r. Burada, kozmolojik sabit ile R0 aras�ndaki (5.38) e³itli§i kul-

lan�lm�³t�r. Bunlara ek olarak elektromanyetik bir-form ve yük;

Aµ = − zr

ρ2
√

1 + f ′(R0)
dt+

zrh

Ξρ2
√

1 + f ′(R0)
dϕ, (8.8)

Aµ = −qr
ρ2
dt+

qrh

Ξρ2
dϕ, (8.9)

q =
z√

1 + f ′(R0)
(8.10)

olarak elde edilir. Burada, metrik fonksiyonlar�, GG çözümünün metrik fonksiyonlar�

de§i³tirilerek elde edilmektedir. Kozmolojik sabitli Einstein çözümleri ile sabit e§-

rilikli f(R) çözümleri aras�ndaki tek fark, bu kuramlar�n yük ve e§rilik sabitlerinin

birbirinden birer sabit çarpan kadar farkl� olmas�d�r, fakat bu durum bu çözüm-

lerin kendi alan denklemlerini çözmelerini engellememektedir. Öte taraftan, NUT

parametresi n = 0 seçildi§inde KNAdS'in f(R) çözümüne ula³�l�r ve bu sonuç daha

önce yap�lan çözümler ile uyumludur [125,131]. Ayn� ³ekilde, kozmolojik sabit Λ = 0

durumu, KNTN f(R) çözümlerine ula³�lmas�n� sa§lar ve bu sonuçta [146] ile ayn�d�r.

8.1. f(R) Kuram�nda KNTNAdS Karadeli§i Termodinami§i

KN kara delik termodinami§ine Bölüm 3.2'de de§inilmi³tir. Ayn� yollar izlenerek,

KNTNAdS f(R) kara deli§inin termodinamik özellikleri de belirlenebilir. �lk olarak,

KNTNAdS için iç ve d�³ ufuklar�n�n yar�çaplar�n�n belirlendi§i (3.8) e³itli§i, f(R)

çözümünde de ayn� olaca§�ndan, r+ d�³ ufuk (H+), r− iç ufuk (H−) yar�çaplar� olarak

ele al�nabilir. Böylece, KNTNAdS f(R) uzay-zaman� ufuklar�n�n alanlar�;

A± =

∫ 2π

0

∫ π

0

√
gθθgϕϕdθdϕ =

4π

Ξ
(r2
± + a2 + n2). (8.11)
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olarak elde edilir. Burada, A+ d�³ ufuk veya olay ufkunun, A− ise iç ufuk veya Cauchy

ufkunun alanlar�d�r. Genel anlamda, dura§an bir gözlemci için (yani r = sabit, θ =

sabit olan ve düzgün (uniform) bir aç�sal momentuma sahip olan bir gözlemcinin)

aç�sal h�z�;

Ω = − gtϕ
gϕϕ
±

√(
gtϕϕ
gϕϕ

)2

− gtt
gϕϕ

(8.12)

olarak tan�mlan�rken, ufuklarda (∆r = 0)

Ω± =
aΞ

r2
± + a2 + n2

. (8.13)

haline gelmektedir. Ayn� ³ekilde, ufuklarda Bekenstein-Hawking entropisi;

S± =
A±

4
=
π

Ξ
(r2
± + a2 + n2). (8.14)

olarak elde edilirken, yüzey kütle-çekimi ise;

κ± =
1

2r±

[
|R0|

4
r4
± + r2

±(1 +
|R0|
12

(a2 + 6n2))− a2 + n2 − q2

− |R0|n2

4
(a2 − n2)

]
(8.15)

e³itli§iyle ifade edilir (yüzey kütle-çekim hesab� ayr�nt�l� olarak Ek C'de verilmi³tir).

Bu sonuç, ufuklarda s�cakl�§�n;

T± =
κ±
2π

=
1

4πr±

[
|R0|

4
r4
± + r2

±(1 +
|R0|
12

(a2 + 6n2))− a2 + n2 − q2

− |R0|n2

4
(a2 − n2)

]
(8.16)

oldu§unu göstermektedir.

KN kara deli§i kütlesi için elde edilen Smarr formülü, KNTNAdS çözümleri için,
1
Ξ
∂
∂t

ve ∂
∂ϕ

Killing vektörleri seçilerek, Komar integralleri için referans alt uzay�n

AdS al�nmas�yla, kütle m, aç�sal momentum J , yük q ve NUT parametresi n için;

M =
m

Ξ2
, J =

am

Ξ2
= aM, Q =

q

Ξ
, n′ =

n

Ξ
(8.17)

sonsuzda elde edilen de§erler kullan�larak genelle³tirilebilir. (Bundan sonraki k�-
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s�mda n′ yerine kolayl�k olmas� için n kullan�lacakt�r.) Böylece, ∆r = 0 e³itli§inden,

uzun bir hesaplama ile;

M2 =
π

A± − 4n2π

{
A2
±

16π2
+ (Q2 − 2n2)2 +

A±(Q2 − 2n2)

2π

+ J2

(
4 +
|R0|A±

12π
− 2

3
|R0|n2 +

|R0|2n2a2

36

)
+

[
|R0|
12

((
A±

4π

)2

− 2n2a2 + 4n2Ξ

(
A±

4π
− 2n2Ξ

))]2

+
A±|R0|

24π

((
A±

4π

)2

− 2n2a2 + 4n2Ξ

(
A±

4π
− 2n2Ξ

))

+
|R0|(Q2 − 2n2)

6

((
A±

4π

)2

− 2n2a2 + 4n2Ξ

(
A±

4π
− 2n2Ξ

))}
(8.18)

kütle e³itli§i elde edilir. Bu e³itlik, genelle³tirilmi³ Smarr formülü olarak dü³ünüle-

bilir. Ayn� zamanda, kütlenin ufuk entropileri cinsinden ifadesi;

M2 =
π

4S± − 4n2π

{
S2
±

π2
+ (Q2 − 2n2)2 +

2S±(Q2 − 2n2)

π

+ J2

(
4 +
|R0|S±

3π
− 2

3
|R0|n2 +

|R0|2n2a2

36

)
+

[
|R0|
12

((
S±
π

)2

− 2n2a2 + 4n2Ξ

(
S±
π
− 2n2Ξ

))]2

+
S±|R0|

6π

((
S±
π

)2

− 2n2a2 + 4n2Ξ

(
S±
π
− 2n2Ξ

))

+
|R0|(Q2 − 2n2)

6

((
S±
π

)2

− 2n2a2 + 4n2Ξ

(
S±
π
− 2n2Ξ

))}
(8.19)

³eklindedir. Ancak var�lan bu sonuç, a2 terimleri içerdi§i ve a = J/M oldu§undan

dolay� bu haliyle kütleyi tan�mlayan bir e³itlik de§ildir. Bu durum, bu ifadenin ele

al�nmas�n� zorla³t�rmaktad�r. Bu nedenle, burada sadece yava³ dönen KNTNAdS

f(R) kara deli§i için, dönme parametresi a'n�n küçük oldu§u ve a2 ifadesinin ihmal
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edilebilir olmas� durumu incelenecektir. Böylece, kütle e³itli§i;

M2 =
π

4S± − 4n2π

{
S2
±

π2
+ (Q2 − 2n2)2 +

2S±(Q2 − 2n2)

π

+ J2

(
4 +
|R0|S±

3π
− 2

3
|R0|n2

)
+

[
|R0|
12

((
S±
π

)2

+ 4n2

(
S±
π
− 2n2

))]2

+
S±|R0|

6π

((
S±
π

)2

+ 4n2

(
S±
π
− 2n2

))

+
|R0|(Q2 − 2n2)

6

((
S±
π

)2

+ 4n2

(
S±
π
− 2n2

))}
(8.20)

halini almaktad�r. Buradan, kara delik kütlesinin M = M(S±, J,Q, n,Λ) paramet-

relerine ba§l� bir büyüklük oldu§u dü³ünülerek;

dM = T±dS± + Ω±dJ + V±dQ+ V ′±dn+ Θ±dΛ. (8.21)

e³itli§i yaz�labilir. Bu e³itlik, kara delikler için olu³turulan birinci yasay� ifade et-

mektedir. Kozmolojik sabit, bir sabit olmas�na ra§men, bir de§i³ken gibi ele al�nabi-

lece§i [147] çal�³mas�nda incelenmi³tir. Burada, T, Ω, V, V ′, Θ, ufuklarda s�ras�yla

s�cakl�k, aç�sal h�z, elektrik yükünün elektromanyetik potansiyeli, NUT yükünün

elektromanyetik potansiyeli ve kozmolojik sabitin termodinamik durum fonksiyo-

nunu ifade etmektedir. Böylece;

T± =
∂M

∂S±
=

π

8M(S± − n2π)2

[
S±
π

(
S±
π
− 2n2

)
−Q2

(
Q2 − 2n2

)
−J2

(
4− |R0|n2

3

)
+

3|R0|2S2
±

(12π)2

((
S±
π

)2

+ 4n2

(
S±
π
− 2n2

))

+
|R0|

6

(
S±
π

+ (Q2 − 2n2)

)(
S2
±

π2
− 2n2(

S±
π
− 2n2)

)
+
|R0|

6

(
S±
π
− n2

)((
S±
π

)2

+ 4n2

(
S±
π
− 2n2

))]
(8.22)

Ω± =
∂M

∂J
=

πJ

M(4S± − 4πn2)

(
4 +
|R0|S±

3π
− 2|R0|n2

3

)
(8.23)

V± =
∂M

∂Q
=

πQ

M(4S± − 4πn2)

[
2(Q2 − 2n2) +

S±
π

+
|R0|

6

((
S±
π

)2

+ 4n2

(
S±
π
− 2n2

))]
(8.24)
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V ′± =
∂M

∂n
=

nπ

4M(S± − n2π)2

[
−

3S2
±

π
+ π

(
Q4 − 4n4

)
− 2S±

(
Q2 − 4n2

)
+πJ2

(
4− |R0|S±

3π

)
+
|R0|2

122

((
S±
π

)2

+ 4n2

(
S±
π
− 2n2

))(
5S2
±

π
− 8n2π

(
2S±
π
− n2

))

−|R0|π
3

((
S±
π

)2

+ 4n2

(
S±
π
− 2n2

))(
S±
π
− n2

)
+
|R0|

6

(
S±
π

+Q2 − 2n2

)(
5S2
±

π
− 8n2π

(
2S±
π
− n2

))]
(8.25)

Θ± =
∂M

∂Λ
= − π

2M(S± − n2π)

[
J2

3

(
S±
π
− 2n2

)
+

2|R0|2

122

((
S±
π

)2

+ 4n2

(
S±
π
− 2n2

))2

+
1

6

((
S±
π

)2

+ 4n2

(
S±
π
− 2n2

))(
S±
π

+Q2 − 2n2

)]
(8.26)

e³itlikleri kolay hesaplamalar ile elde edilir. Ayn� zamanda, özgül �s�;

C

∣∣∣∣
J,Q,n,Λ

= T
∂S

∂T
=

8MT (S± − n2π)2

−8T 2(S± − n2π)2 − 16MT (S± − n2π) + πD(S±, Q, n, |R0|)
(8.27)

sabit aç�sal momentum, elektriksel ve NUT yükler ve kozmolojik sabit için elde

edilir. Burada;

D(S±, Q, n, |R0|) = 2

[
S±
π2
− n2

π
+

6|R0|2S±
(12π)2

(
S2
±

π2
+

2S±n2

π
− 2n4

)
+
|R0|
6π

(
3S2
±

π2
+Q2

(
S±
π
− n2

)
− S±n

2

π
− 2n4

)]
(8.28)

olarak ifade edilmi³tir. Hesaplanan tüm potansiyeller, Kerr-Newman-AdS çözümü

için n = 0 ve |R0| = 12/`2 olarak ele al�nd�§�nda, [148]'de verilen sonuçlar ile ayn�

olmaktad�r.

Termodinamik bir sistemin kararl� olup olmad�§�, entropisi incelenerek belirlenebilir.

Kanonik topluluklarda, tek de§i³ken parametre s�cakl�k oldu§undan, özgül �s�n�n po-

zitif de§erlerinin incelenmesi kararl�l�k için yeterlidir. Öte yandan, özgül �s�n�n s�f�r

oldu§u ya da �raksad�§� bölgeler, sistemin yerel olarak kararl� oldu§u bölgeleri s�n�rla-

yan "kritik" yüzeyleri vermektedir. Bu nedenle, ∂T/∂S = 0, ∞ e³itli§i incelenerek,
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sistemin sadece sabit aç�sal momentumu için;

J2
± =

1

48π4(n2|R0| − 12) (π(7n2|R0| − 36)4|R0|S±)

{
−
[
− 16π5

(
− 325Q4

− 36n8|R0|2 + 8n10|R0|3 − 36n6|R0|(15 +Q2|R0|) + 45n2Q2(24 +Q2|R0|)

+ 18n2(11Q2|R0| − 60)
)

+ 32π4
(
− 9n6|R0|2 + n8|R0|3 + 18n2(Q2|R0| − 30)

+ 9(24 +Q2|R0|)(Q2 − n2|R0|)
)
S±

+ 72π3
(
72 + |R0|(12Q2 − 5n4|R0|+ 2n6|R0|2 − n2(18 +Q2|R0|))

)
S2
±

− 64π2|R0|(n4|R0|2 − 27)S3
± − π|R0|2(17n2|R0| − 180)S4

± + 6|R0|3S5
±

]
+

[(
16π5

(
− 324Q4 − 36n8|R0|2 + 8n10|R0|3 − 36n6|R0|(15 +Q2|R0|)

+ 45n2Q2(24 +Q2|R0|) + 18n4(11Q2|R0| − 60)
)
− 32π4

(
n8|R0|3 − 9n6|R0|2

+ 18n2(Q2|R0| − 30) + 9(24 +Q2|R0|)(Q2 − n4|R0|)
)
S± − 72π3

(
72 + |R0|(12Q2

− 5n4|R0|+ 2n6|R0|2 − n2(18 +Q2|R0|))
)
S2
± + 4π2|R0|(n4|R0|2 − 27)S3

±

+ π|R0|2(17n2|R0| − 180)S4
± − 6|R0|3S5

±

)2

− 3π(n2|R0| − 12)

×
(
π(7n2|R0| − 36)− 4|R0|S±

)
×

(
4π2(6n2 − 3Q2 + 2n4|R0|)− 4π(3 + n2|R0|)S± − |R0|S2

±
)3

×
(
4πS± − 12π2Q2 − |R0|S2

± + 4n2π(2π + |R0|S±)
)] 1

2
}

(8.29)

e³itli§i, bu kritik yüzeyleri belirleyen denklemi vermektedir. Ayn� zamanda, bu e³itlik

için, n = 0 ve |R0| = 12 seçildi§inde, sonuç KNAdS çözümüne indirgenmektedir

[148].

Özetle bu bölümde, sabit e§rilikli f(R) kuram�n�n KKTNAdS kara delik çözümü

için bir genelle³tirilmi³ Smarr formülü elde edilerek, termodinamik potansiyeller ve

spesi�k �s� büyüklükleri hesaplanm�³t�r. Bu çözümün gerek termodinamik özellikle-

rinin daha ayr�nt�l� bir incelemesi, gerekse di§er önemli �ziksel özellikleri daha sonra

incelenecektir.
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9. SONUÇLAR

Bu tezde, Genel Görelilik kuram�na alternatif olan ve Einstein-Hilbert eyleminin

de§i³tirilmesi ile elde edilebilen çe³itli kuramlardan BD ve f(R) kuramlar� için do-

§adaki y�ld�zlar ve kara delikleri de tan�mlamalar� nedeniyle son derece önemli olan,

dura§an, eksenel simetrik uzay-zaman geometrilerinin tam çözümlerinin, bir tak�m

çözüm üretme teknikleri kullan�larak elde edilmesi amaçlanm�³t�r.

�lk olarak, dura§an ve statik, eksenel simetrik uzay-zaman metrikleri ele al�narak,

bu uzay-zamanlarda daha önceden bilinen baz� GG çözümleri incelenmi³tir. Ayn�

zamanda, BD ve f(R) teorileri alan denklemlerinin karma³�k olmalar� dolay�s�yla,

çözüm üretme teknikleriyle tam çözümlerin daha kolay elde edilece§i dü³ünülerek,

Ernst denklemleri, konformal dönü³ümler ve TNSR metodu gibi çözüm üretme tek-

nikleri gözden geçirilmi³tir. Daha önceden tek parametreli ele al�nan TNSR metodu,

iki parametreli olarak daha genel bir formda elde edilerek, BD metrik fonksiyonlar�

ve GG metrik fonksiyonlar� aras�ndaki ili³kiler elde edilmi³tir. Bu sonuç ile, Jor-

dan çerçevesinde Einstein veya Einstein-Maxwell çözümü bilinen bir uzay-zamana

kar³�l�k gelen BD çözümüne, Teorem 2 ile verilen dönü³ümler ile ula³�labilir. Ayn�

zamanda bu dönü³ümler Einstein çerçevesi için Teorem 3 ile verilmi³tir. Kozmolo-

jik sabit içermeyen GG çözümlerinin BD kar³�l�klar� genelle³tirilmi³ TNSR metodu

ile, kozmolojik sabitli GG çözümlerinin f(R) kar³�l�§� ise TNSR metodunun f(R)'a

uyarlanmas� olan bir yöntem ile elde edilmi³tir. Daha sonra ise, BD ve f(R) al-

ternatif teorileri için bulunan çözüm üretme teknikleri kullan�larak yeni bir tak�m

çözümler ele al�nm�³t�r.

Genelle³tirilmi³ TNSRmetodu ile, Weyl-tipi uzay-zamana örnek olan, Curzon-Chazy,

Zipoy-Voorhees, iki parçac�kl� Zipoy-Voorhees ve Bertotti-Robinson BD çözümleri

incelenerek iki parametreli olarak elde edilmi³tir. CC ve ZV BD çözümlerinin daire-

sel jeodeziklerinin, �³�k-tipi parçac�klar için GG ile benzer oldu§u, ancak zaman-tipi

parçac�klar için GG'den farkl� oldu§u ve de§i³en k parametresi de§erleri için ekvator

düzleminde farkl� kararl� ve karars�z dairesel jeodeziklerinin mevcut oldu§u sonu-
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cuna ula³�lm�³t�r. Her iki uzay-zaman için de k = 4 de§erinde parçac�klar�n etkin

potansiyellerinin üstel artt�§� ve bu durumda parçac�klar�n dairesel yörüngeye sahip

olamayaca§� görülmü³tür. Öte taraftan, BR BD uzay-zaman�n�n �³�k-tipi ve zaman-

tipi tüm parçac�klar için dairesel yörüngelerinin mevcut olmad�§� saptanm�³t�r. Ayn�

zamanda, CC ve BR BD uzay-zamanlar�n�n GG'den farkl� olarak ω > −3
2
− k+1

(k−1)2

durumu için ρ = 0'da simetri ekseni boyunca uzanan bir tekilli§i daha oldu§u elde

edilmi³tir.

Yine genelle³tirilmi³ TNSR metodu yard�m�yla, dura§an eksenel simetrik çözüm-

lerden olan, kozmolojik sabit içermeyen Plebanski-Demianski, Kerr-Newman-Taub-

NUT, manyetikle³mi³ Kerr-Newman ve (manyetikle³mi³) iki kutuplu Bonnor-tipi

BD çözümlerine iki parametreli olarak ula³�lm�³t�r. KNTN BD uzay-zaman�n�n, �³�k-

tipi ve zaman-tipi test parçac�klar� için dairesel jeodeziklerine bak�lm�³t�r. I³�k-tipi

parçac�klar için L/E'nin özel ve genel durumlar� incelenmi³tir. Zaman-tipi test par-

çac�klar� için ise ISCO e³itli§ine ba³ar�yla ula³�lm�³, uç-kara delik çözümü için ISCO

e³itli§inin Kerr-Newman çözümüyle örtü³tü§ü saptanm�³t�r.

Elde edilen tüm dura§an ve statik eksenel simetrik BD çözümlerinin, ω'n�n tüm

sonlu de§erleri için, k → 1 durumunda GG'ye indirgendi§i aç�kça görülmektedir.

Ancak, literatürde, ω → ∞ de§erinde BD çözümlerinin GG çözümlerine gitti§ini

belirten bir çok durum söz konusu olmas�na ra§men, bu tezde bulunan sonuçlar

için, ω →∞ durumu, çözümleri GG'ye indirgememektedir.

Kozmolojik sabitli Einstein alan denklemleri ve metrik f(R) alan denklemlerinin

birlikte ele al�nmas�yla, metrik fonksiyonlar� aras�nda Teorem 4 ile verilen dönü³üm-

ler kullan�larak, herhangi bir kozmolojik sabitli GG çözümüne kar³�l�k gelen metrik

f(R) çözümüne ula³�laca§� gösterilmi³tir. Örnek olarak ise, kara deliklerin tüm pa-

rametrelerini bar�nd�ran Plebanski-Demianski metrik f(R) çözümü elde edilmi³tir.

Bu çözümün, ivmenin s�f�r ve kozmolojik sabitin negatif oldu§u durumunu ifade

eden KNTNAdS GG çözümü kullan�lm�³ ve bu uzay-zaman�n metrik f(R) kar³�l�§�

elde edilmi³tir. Ancak, bu dönü³üm yönteminde dikkat edilmesi gereken husus, GG

metrik fonksiyonlar� metrik f(R)'a dönü³ürken de§i³medi§i için, metrik f(R) fonksi-
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yonlar� GG metrik fonksiyonlar� formuna de§i³tirilmesidir. Aksi taktirde, elde edilen

çözümler, metrik f(R) alan denklemlerinin çözümü olmamaktad�r.

Metrik f(R) çözümleri bulunan KNTNAdS kara deli§inin termodinamik özellik-

leri elde edilmi³tir. Genelle³tirilmi³ Smarr formülünün elde edilmesiyle, kara delik

termodinami§i birinci yasas� olan ifadeye bu kara delik için ula³�lm�³t�r. Bu e³itlik

yard�m�yla, KNTNAdS kara deli§inin olay ve Cauchy ufuklar�nda, s�cakl�§� , aç�sal

h�z�, elektrik ve NUT yüklerinin elektromanyetik potansiyeli ve kozmolojik sabit

termodinamik durum fonksiyonu kolayca elde edilmi³tir.
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EKLER

Ek A. Brans-Dicke Teorisi Aksiyon Varyasyonu

Brans-Dicke aksiyonu varyasyon hesab�na ba³lamadan önce, gerekli baz� e³itliklerin

ispat� ele al�nacakt�r. �lk olarak, Christo�el sembolü tan�m�ndan,

Γσσν =
1

2
gσλ (gσλ,ν + gλν,σ − gσν,λ) (A.1)

yaz�larak, kö³egen metrik için;

Γσσν =
1

2
gσσ (gσσ,ν + gσν,σ − gσν,σ) =

1

2
gσσgσσ,ν (A.2)

ve gσσ = (gσσ)−1 ifadeleriyle;

Γσσν =
1

2

√
−g,ν√
−g

(A.3)

e³itli§i elde edilir. Ayn� zamanda, Christo�el sembolünün;

Γσµν =
1

2
gσλ (gµλ,ν + gλν,µ − gµν,λ) (A.4)

varyasyonu;

δΓσµν =
1

2
δgσλ (gµλ,ν + gλν,µ − gµν,λ) +

1

2
gσλ (δgµλ,ν + δgλν,µ − δgµν,λ)

= Γβµνδg
σλ +

1

2
gσλ (δgµλ,ν + δgλν,µ − δgµν,λ)

=
1

2
gσλ (δgµλ;ν + δgλν;µ − δgµν;λ) (A.5)

³eklinde elde edilir. Burada, (;) kovaryant türev ifadesi için kullan�lm�³t�r.

Jordan çerçevesinde, BD için aksiyon;

SJBD =

∫
d4x
√
−g
(
φR− ω

φ
gµν∂µφ∂νφ−

(
FαβF

αβ
))

(A.6)

e³itli§i ile verilmektedir. Burada, SM madde aksiyonudur. Bu aksiyonun metri§e

109



göre varyasyonu;

δS = δ

(∫
d4x
√
−g(φR− ω

φ
gµν∂µφ∂νφ−

(
FαβF

αβ
))

= 0 (A.7)

olarak ifade edilebilir. Bu e³itli§i,

δS = δS1 + δS2 + δS3

δS1 =

∫
d4xδ

(√
−gφR

)
δS2 = −

∫
d4xδ

(√
−gω

φ
gµν∂µφ ∂νφ

)
δS3 = −δ

∫
d4xδ

(√
−gFαβFαβ

)
(A.8)

³eklinde ele alarak üç farkl� aksiyon gibi varyasyonlar� incelenebilir.

S1 aksiyonunun metri§e göre varyasyonu için;

δS1 =

∫
d4x

(
δ(
√
−g)φR +

√
−gφδR

)
(A.9)

yaz�larak birinci k�s�m için;

δ
√
−g = − 1

2
√
−g

δg (A.10)

varyasyonu ile herhangi bir kare matrisi için olan temel kural� kullan�larak

δ
√
−g =

1

2

√
−ggµνδgµν (A.11)

ifadesi elde edilir. Ayn� zamanda metrik tan�m�,

gµλgλν = δµν ,

δgµλgλν + gµλδgλν = 0 (A.12)

e³itli§iyle

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµνδgµν (A.13)

ifadesine ula³�l�r. �kinci k�s�m için R = gµνRµν Ricci tensörü ifadesi ile;

δR = δ(gµν)Rµν + gµνδRµν (A.14)
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elde edilirken, ilk terimde düzenleme yapmaya gerek olmad�§�ndan, ikinci terim ay-

r�nt�l� incelenmelidir. Ricci tensörü e³itli§inden

δRµν = δ(∂σΓσνµ)− δ(∂νΓσσµ) + δ(ΓσσλΓ
λ
νµ)− δ(ΓσνλΓλσµ) (A.15)

elde edilir. Kovaryant türevin tan�m� ile

∇ρ(δΓ
σ
νµ) = ∂ρδΓ

σ
νµ + ΓσρλδΓ

λ
νµ − ΓλρνδΓ

σ
λµ − ΓλρµδΓ

σ
λν (A.16)

e³itli§ine ula³�l�r. Böylece;

δRµν = ∇σ(δΓσνµ)−∇ν(δΓ
σ
σµ) (A.17)

ile metrik uyumlulu§u kullan�larak;

gµνδRµν = ∇σ(gµνδΓσνµ)−∇ν(g
µνδΓσσµ) (A.18)

sonucuna ula³�l�r. Bu e³itlikte kovaryant türev ifadesi tekrar ele al�n�p, metri§in

kareköküyle çarp�lmas�yla;

√
−ggµνδRµν =

√
−g
[
∂σ
(
gµνδΓσνµ

)
+ Γσσλg

µνδΓλνµ

−∂ν
(
gµνδΓσσµ

)
− Γσνλg

µνδΓλσµ

]
=
√
−g
[
∂σ
(
gµνδΓσνµ

)
+

(
1

2
gνσgνσ,λ

)
gµνδΓλνµ

−∂ν
(
gµνδΓσσµ

)
−
(

1

2
gνσgνσ,λ

)
gµνδΓλσµ

]
=
√
−g
[
∂σ
(
gµνδΓσνµ

)
+

√
−g,λ√
−g

gµνδΓλνµ

−∂ν
(
gµνδΓσσµ

)
−
√
−g,λ√
−g

gµνδΓλσµ

]
= ∂σ

(√
−ggµνδΓσνµ

)
− ∂ν

(√
−ggµνδΓσσµ

)
(A.19)

sonucu elde edilir. Serbest indisler de§i³tirilerek;

√
−ggµνδRµν = ∂ρ

(√
−ggµνδΓρνµ −

√
−ggµρδΓσσµ

)
(A.20)
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e³itli§i elde edilirken, skaler alan ile çarp�lan bu ifade için;

φ
√
−ggµνδRµν = φ∂ρ

(√
−ggµνδΓρνµ −

√
−ggµρδΓσσµ

)
= ∂ρ

[(√
−ggµνδΓρνµ −

√
−ggµρδΓσσµ

)
φ
]

−
(√
−ggµνδΓρνµ −

√
−ggµρδΓσσµ

)
φ,ρ (A.21)

yaz�labilir. Burada ilk terim tam türev ifadesi oldu§undan, integrali al�nd�§�nda var-

yasyon hesab�na bir katk� sa§lamamaktad�r. Bu durumda;

φ
√
−ggµνδRµν = −

(√
−ggµνδΓρνµ −

√
−ggµρδΓσσµ

)
φ,ρ (A.22)

haline gelirken, Christo�el sembolünü varyasyonu için yaz�lan e³itlik (A.5) kullan�-

larak;

φ
√
−ggµνδRµν = −φ,ρ

√
−g

2

(
gµνgρλ (δgνλ;µ + δgλµ;ν − δgµν;λ)

− gµρgσβ (δgσβ;µ + δgβµ;σ − δgσµ;β)
)

(A.23)

elde edilir. Bu e³itlikte dummy indisler de§i³tirilirek;

φ
√
−ggµνδRµν = −φ,ρ

√
−g

2

(
gµνgρλ (δgνλ;µ + δgλµ;ν − δgµν;λ)

− gλρgµν (δgµν;λ + δgνλ;µ − δgµλ;ν)
)

= −φ,ρ
√
−ggµνgρλ (δgµλ;ν − δgµν;λ) (A.24)

sonucuna ula³�l�r. Ayn� zamanda bu e³itli§i;

φ
√
−ggµνδRµν = −

√
−gφ,λ (gµνδgµλ;ν − gµνδgµν;λ)

= −
√
−gφ,λ

(
gµνδg

µν
;λ − gµλδg

µλ
;λ

)
= −

√
−gφ,λ

(
(gµνδg

µν);λ −
(
gµλδg

µλ
)

;λ

)
= −

√
−g
((

gµνδg
µνφ,λ

)
;λ
− µνδgµνφ,λ;λ

−
(
gµλδg

µλφ,λ
)

;λ
+ gµλδg

µλφ,λ;λ

)
(A.25)

³eklinde de ifade etmek mümkündür. E³itlik (A.19) gibi kovaryant türev ifadesi

yaz�ld�§�nda, birinci ve üçüncü terimler yine varyasyon hesab�na bir katk� sa§lama-
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d�§�ndan;

φ
√
−ggµνδRµν =

√
−gδgµν

(
gµνφ

,λ
;λ − gµλφ

,λ
;λ

)
=
√
−gδgµν (gµν�φ− φ,µ;ν) (A.26)

e³itli§i elde edilir. Skaler alan için kovaryant türev, k�smi türeve e³it oldu§undan, son

terimde ilk k�smi türev kovaryant türev olarak yaz�labilir. Böylece S1 aksiyonunun

metri§e göre varyasyonu için;

δS1

δgµν
=

∫
d4x
√
−g
(
−1

2
φgµνR + φRµν + gµν�φ− φ;µ;ν

)
(A.27)

sonucuna ula³�l�r.

S2 aksiyonunun varyasyonu ise çok daha basit olarak elde edilir;

δS2 = −
∫
d4xδ

(√
−gω

φ
gµν∂µφ∂νφ

)
= −

∫
d4x

(
δ(
√
−g)

ω

φ
gµν∂µφ∂νφ+

√
−gω

φ
δ(gµν)∂µφ∂νφ

)
= −

∫
d4x

((
−1

2

√
−ggµνδgµν

)
ω

φ
gµν∂µφ∂νφ+

√
−gω

φ
δ(gµν)∂µφ∂νφ

)
= −

∫
d4x
√
−gω

φ

(
−1

2
gµν∂µφ∂

µφ+ ∂µφ∂νφ

)
δgµν . (A.28)

Öte taraftan, madde aksiyonunun varyasyonu için, enerji-momentum tensörü

δS3 = −
∫
d4x

(
δ
(
gλβgασFαβFλσ

)√
−g + FαβF

αβδ(
√
−g)

)
= −

∫
d4x
√
−g
[
δ(gλβ)gασFαβFλσ + δ(gασ)gλβFαβFλσ

− 1

2
gµνFαβF

αβδgµν
]

(A.29)

e³itli§i yaz�labilir. Burada, ilk iki terimde serbest indisler de§i³tirilerek;

δS3

δgµν
= −2

∫
d4x
√
−g
[
FµαF

α
ν −

1

4
gµνFαβF

αβ
]

= 0 (A.30)

sonucuna ula³�l�r. Bu e³itlikte;

Tµν = 2

(
FµαF

α
ν −

1

4
gµνFαβF

αβ

)
(A.31)
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tan�mlanabilir.

Ayr� olarak ele al�nan üç aksiyon varyasyonunun toplanmas�yla;

δS

δgµν
=

∫
d4x
√
−g
[
φRµν +

1

2
φgµνR + gµν�φ− φ,µ,ν

− ω

φ

(
φ,µφ,ν −

1

2
gµνφ

,αφ,α

)
− Tµν

]
= 0 (A.32)

e³itli§i elde edilir. Kö³eli parantez içerisindeki ifadenin s�f�r olmas� gerekti§inden;

Gµν =
Tµν
φ

+
ω

φ2

(
φ,µφ,ν −

1

2
gµνφ

,αφ,α

)
− 1

φ
(gµν�φ− φ,µ,ν) (A.33)

BD aksiyonunun metri§e göre varyasyonundan, BD alan denklemi elde edilir.

Benzer ³ekilde, ayn� aksiyonun skaler alan φ için varyasyonu;

δS = δ

(∫
d4x
√
−g(φR− ω

φ
gµν∂µφ∂νφ) + SM

)
=

∫
d4x
(√
−gRδφ+

ω

φ2

√
−ggµν∂µφ∂νφδφ

−
√
−ggµν ω

φ
(δ(∂µφ)∂νφ+ ∂µφδ(∂νφ))

)
+
∂SM
∂φ

δφ (A.34)

e³itli§i yaz�labilir. Son terim olan madde aksiyonunun skaler alana göre varyasyonu

s�f�r olmaktad�r. Üçüncü terim için;

ω

φ
gµν
√
−g∂µ(δφ)∂νφ = ∂µ

(
ω

φ
gµν
√
−g∂νφδφ

)
− ∂µ

(
ω

φ
gµν
√
−g∂νφ

)
δφ (A.35)

denklemi yaz�l�rken, ilk terim yine Stoke's teoreminden s�f�r olmaktad�r. Bu du-

rumda;

ω

φ
gµν
√
−g∂µ(δφ)∂νφ =

ω

φ2
gµν
√
−g∂µφ∂νφδφ

− ω

φ
∂µ
(
gµν
√
−g∂νφ

)
δφ (A.36)

olarak elde edilir. Ek olarak; ω
φ
gµν
√
−g∂µφ∂ν(δφ) terimi de ayn� sonucu verece§inden,
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bulunan sonuç ikiyle çarp�larak yaz�labilir. Böylece aksiyon varyasyonu için;

δS =

∫
d4x
√
−g
[
R +

ω

φ2
gµν∂µφ∂νφ−

2ω

φ2
gµν∂µφ∂νφ

+
2ω

φ
√
−g

∂µ
(√
−g∂µφ

) ]
δφ (A.37)

e³itli§ine ula³�l�r. Böylece;

δS

δφ
=

∫
d4x
√
−g
(
R− ω

φ2
∂µφ∂

µφ+
2ω

φ
�φ

)
= 0 (A.38)

³eklinde, BD aksiyonun skaler alan φ için varyasyonu elde edilir. Bu e³itlikte parantez

içindeki ifadenin s�f�r olmas� gerekti§inden;

R− ω

φ2
∂µφ∂

µφ+
2ω

φ
�φ = 0 (A.39)

yaz�labilir. Bu e³itlik skaleralan için alan denklemi olmaktad�r ve elde edilen çözü-

mün bu e³itli§i de sa§lamas� gereklidir. 4 boyutlu uzay-zaman için; metri§e göre

varyasyondan elde edilen alan denklemi (A.33)'in izi al�narak ve e³itlik (A.39) kul-

lan�larak;

(2ω + 3)�φ = 0 (A.40)

sonucu elde edilir.
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Ek B. f(R) Teorisi Aksiyon Varyasyonu

Metrik f(R) teorisi aksiyonu ;

S =
1

16πG

∫
d4x
√
−g(R + f(R)) + SM(gµν , ψ) (B.1)

olarak ifade edilmektedir. Bu aksiyonun metri§e göre varyasyonu için;

δS = δS1 + δS2 + δS3

S1 =
1

16πG

∫
d4x
√
−gR

S2 =
1

16πG

∫
d4x
√
−gf(R)

S3 = SM (B.2)

³eklinde ele al�narak üç aksiyonun varyasyonu incelenmelidir.

S1 aksiyonunun varyasyonu daha önceki bölümlerde, kütle-çekimsel aksiyon olarak

ifade edilen e³itlik (2.17) ile ayn�d�r. Bu nedenle;

δS1 =
1

16πG

∫
d4x
√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµν (B.3)

olarak yaz�labilir.

S2 aksiyonunun varyasyonu ise;

δS2 =
1

16πG

∫
d4x

(
δ
√
−gf(R) +

√
−gδf(R)

)
=

1

16πG

∫
d4x

[
δ
√
−gf(R) +

√
−g
(
∂f(R)

∂R
δR

)]
=

1

16πG

∫
d4x

[
δ
√
−gf(R) +

√
−g (Rµνδg

µν + gµνδRµν) f
′(R)

]
(B.4)

olarak ifade edilir. Burada, f ′(R) = ∂f(R)
∂R

³eklinde gösterilmi³tir. Ayn� zamanda,

δ
√
−g ifadesi, e³itlik (2.22)'te verildi§inden;

δS2 =
1

16πG

∫
d4x

[
−1

2
f(R)

√
−ggµνδgµν +

√
−g (Rµνδg

µν + gµνδRµν) f
′(R)

]
(B.5)

yaz�labilir. Bu ifade de birinci ve ikinci terimler δgµν terimi içerdi§i için, bu terimleri
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tekrar düzenlemeye gerek yoktur. Üçüncü terim tekrar incelenmelidir. �lk olarak,

Ricci tensörü varyasyonu için

δRµν = δ(∂σΓσνµ)− δ(∂νΓσσµ) + δ(ΓσσλΓ
λ
νµ)− δ(ΓσνλΓλσµ) (B.6)

elde edilir. Kovaryant türev tan�m� e³itlik (A.16) kullan�larak

δRµν = ∇σ(δΓσνµ)−∇ν(δΓ
σ
σµ) (B.7)

sonucuna ula³�l�r. Metri§in kovaryant türevinin s�f�r olmas�ndan dolay� ve serbest

indisler de§i³tirilerek;

gµνδRµν = ∇σ

(
gµνδΓσνµ − gµσδΓσσµ

)
(B.8)

e³itli§i elde edilir. Bu e³itlik f ′(R) ile çarp�larak;

f ′(R)gµνδRµν = f ′(R)∇σ

(
gµνδΓσνµ − gµσδΓσσµ

)
= ∇σ

((
gµνδΓσνµ − gµσδΓσσµ

)
f ′(R)

)
−

(
gµνΓσνµ − gµσδΓσσµ

)
f ′(R);σ (B.9)

yaz�labilir. Burada, ilk terim için e³itlik (A.19)'deki gibi kovaryant türev ifadesi

yaz�ld�§�nda, Stoke's teoreminden aksiyon varyasyonuna bir katk� sa§lamamaktad�r.

Christo�el sembolünün varyasyonunu veren e³itlik (A.5) kullan�larak;

f ′(R)gµνδRµν =
(
gµσδΓσσµ − gµνΓσνµ

)
f ′(R);σ

= gµνgσβ (δgµν;β − δγµβ;ν) f
′(R);σ

= f ′(R);β
(
−gµνδgµν;β + gµβδg

µν
;ν

)
= f ′(R);β

(
−gµνδgµν;β + gµβδg

µβ
;β

)
=

(
−gµνδgµνf ′(R);β

)
;β

+ gµνδg
µνf ′(R);β

;β

+
(
gµβδg

µβf ′(R);β
)

;β
− gµβδgµβf ′(R);β

;β (B.10)

sonucuna ula³�l�r. Ayn� zamanda, e³itlik (A.19) gibi kovaryant türev incelendi§inde,
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yine burada ilk ve üçüncü terimlerin katk�s� s�f�r olmaktad�r. Böylece;

f ′(R)gµνδRµν = gµνf
′(R);β

;βδg
µν − gµβf ′(R);β

;βδg
µβ

= gµν

(
f ′(R);β

;β − f
′(R);ν

;ν

)
δgµν

= (gµν�f
′(R)−∇µ∇νf

′(R)) δgµν (B.11)

e³itli§ine ula³�l�r. Böylece S2 aksiyonunun varyasyonu için;

δS2 =
1

16πG

∫
d4x
√
−g
[
− 1

2
f(R)gµν +Rµνf

′(R)

+ gµν�f
′(R)−∇µ∇νf

′(R)
]
δgµν (B.12)

sonucuna ula³�l�r.

Ek olarak, madde aksiyonunun varyasyonunda, önceki çal�³malar gibi enerji-momentum

tensörü Tµν = − 2√
−g

δSM
δgµν

tan�mlanarak;

δS3 = δSM = −1

2

∫
d4x
√
−gTµνδgµν (B.13)

e³itli§i yaz�labilir.

Böylece, f(R) teorisi aksiyonu S'in metri§e göre varyasyonu için;

δS

δgµν
=

1

16πG

∫
d4x
√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR−

1

2
gµνf(R) + f ′(R)Rµν

+ gµν�f
′(R)−∇µ∇νf

′(R)− 8πGTµν

)
= 0 (B.14)

sonucu elde edilir. Bu e³itlikte, parantez içindeki ifadenin s�f�r olmas� gereki§inden;

f(R) teorisi alan denklemleri elde edilir. Bu sonuç e³itlik (4.16)'da verilmi³ ve alan

denklemleri buradan hesaplanm�³t�r.
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Ek C. Yüzey Kütle-Çekimi

Bu k�s�mda, aç�sal momentumu olmayan test parçac�klar� için, eksenel simetrik uzay-

zamanda yüzey kütle çekimi e³itli§i elde edilecek ve KNTNAdS için bu sonuç ele

al�nacakt�r. �lk olarak, dura§an, eksenel simetrik uzay-zaman için;

ds2 = −Adt2 +B (dϕ−Hdt)2 + Cdr2 +Ddθ2 (C.1)

metri§i seçilmi³tir ve burada metrik fonksiyonlar� koordinatlar r, θ'n�n birer fonksi-

yonudur. Bu metri§in olu³turdu§u uzay-zamanda hareket eden bir test parçac�§�n�n

korunumlu büyüklükleri;

L =
1

2
gµν ẋ

µẋν

∂L
∂ϕ̇

= L = Bϕ̇−BHṫ

∂L
∂ṫ

= E =
(
−A+BH2

)
ṫ−BHϕ̇ (C.2)

Lagrangian e³itli§inden elde edilir. Böylece;

ṫ = −HL+ E

A

ϕ̇ =
L

B
− H (HL+ E)

A
(C.3)

yukar�daki e³iliklerin düzenlenmesiyle sonuçlar�na ula³�l�r. Öte taraftan;

u = uµ∂µ

ũ = uµdx
µ

K(a) = ζµ∂(a)
µ ⇒ K(t) = ∂t, K(ϕ) = ∂ϕ (C.4)

h�z vektörü, h�z bir-formu ve eksenel simetri için Killing vektörleri tan�mlanabilir.

Bu e³itlikler ile korunumlu büyüklüler;

iK(ϕ)ũ = i∂ϕ (utdt+ uϕdϕ) = uϕ

iK(t)ũ = i∂t (utdt+ uϕdϕ) = ut (C.5)
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³eklinde, uϕ, ut aç�sal momentum ve enerji olmak üzere, korunumlu büyüklükler

olarak ifade edilebilir. Aç�sal momentum s�f�r oldu§unda (L = uϕ = 0)

ut = gttut, uϕ = gϕtut (C.6)

elde edilir. Ayn� zamanda; eksenel simetrik metrik (C.1) için aç�sal h�z;

Ω =
dϕ

dt
=
gtϕ

gtt
= H (C.7)

olmaktad�r.

Ayn� zamanda, kara deli§in ufuklar�nda yüzey kütle-çekimi;

κ± = lim
r→r±

√
aµaµ
ut

(C.8)

³eklinde aµ ivme ve dörtlü h�z u = ut (∂t + Ω∂ϕ) ile tan�mlanmaktad�r. Dörtlü h�z�n

normalizasyonundan;

−1 = uµuµ = (ut)2
(
gtt + 2Ωgtϕ + Ω2gϕϕ

)
(C.9)

e³itli§i elde edilir. Ayn� zamanda, parçac�§�n ivmesi;

aµ =
duµ

dτ
+ Γµνλu

νuλ (C.10)

olarak tan�mlanmas�yla;

aµ =
1

2
gµλ∂λ ln(ut)2 (C.11)

sonucuna ula³�l�r. Buradaki h�z vektörü için;

ut =
dt

dτ
(C.12)

yaz�labilir ve metrik (C.1) kullan�larak s�f�r aç�sal momentum için;

ut =
1√
A

(C.13)

elde edilir. Buradan;

aµa
µ =

∣∣∣∣grr (−1

2

A,r
A

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣gθθ (−1

2

A,θ
A

)∣∣∣∣ (C.14)
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sonucuna ula³�l�r ve böylece yüzey kütle-çekimi;

κ± = lim
r→r±

√∣∣∣∣grr A,r4A2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣gθθ A,θ4A2

∣∣∣∣ 1

ut

= lim
r→r±

√∣∣∣∣grrA,r4A

∣∣∣∣+

∣∣∣∣gθθA,θ4A

∣∣∣∣ (C.15)

elde edilir. Genellikle, ufuk yar�çaplar� r± için, A,θ s�f�ra gitmektedir. Bu durumda

yüzey kütle-çekimi e³itli§i;

κ± = lim
r→r±

1

2

√
grr

A
A,r (C.16)

olarak bulunur.

Tez boyunca ele al�nan dura§an, eksenel simetrik metrik (2.6) ile yüzey kütle-çekimi

hesab� için kullan�lan metrik (C.1) kar³�la³t�r�ld�§�nda;

A =
W 2

e−2UW 2 − e2UA2
(C.17)

e³itli§i kolayca elde edilir.

�lk olarak, KN kara deli§ini tan�mlayan e³itlik (3.26) kullan�larak, yüzey kütle-çekimi

için;

κ± = lim
r→r±

1

2

∆,r

r2 + a2

= lim
r→r±

1

2

2r − 2m

r2 + a2

=
r2
± − a2 − q2

2r± (r2
± + a2)

(C.18)

sonucu elde edilir.

Benzer ³ekilde, KNTN metri§i BD çözümü olan e³itlik (7.18) için, yüzey kütle-çekimi

hesab� için gereken büyüklükler;

grr =
∆

(
√

∆ sin θ)(k−1)+(1−k)2(ω+3/2)

A =
(∆− sin2 θ)k

ρ2(∆ sin2 θ)k

(
√

∆ sin θ)k−1(∆−a2 sin2 θ)
− (
√

∆ sin θ)k−1(∆−a2 sin2 θ)A2
B

ρ2

(C.19)
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olarak elde edilir. Bu e³itlikte aç�kça görüldü§ü gibi, A'n�n r'ye göre türevi ifadesi her

zaman bir ∆ ifadesi içermekte ve bunu götürecek bir çarpan olmad�§�ndan, KNTN

BD çözümü için yüzey kütle-çekimi s�f�r olmaktad�r.

Bir di§er yüzey kütle-çekimi hesab�, KNTNAdS f(R) çözümü olarak verilen metrik

(8.4) için yap�lm�³t�r. Bu metrik ile di§er dura§an, eksenel simetrik metrik (C.1)

kar³�la³t�r�ld�§�nda;

grr =
∆r

ρ2

A =
∆rρ

2

−∆rh2

∆θ+(r2+a2+n2)2

(C.20)

elde edilir. Bu e³itlikler yüzey kütle-çekimi e³itli§i (C.16) yerine koyuldu§unda;

κ± = lim
r→r±

1

2

∆r,r√
−∆rh2

∆θ sin2 θ
+ (r2 + a2 + n2)2

=
1

2(r2
± + a2 + n2)

lim
r→r±

∆r,r

=
1

2r±

[
|R0|

4
r4
± + r2

±(1 +
|R0|
12

(a2 + 6n2))− a2 + n2 − q2

− |R0|n2

4
(a2 − n2)

]
(C.21)

sonucuna ula³�l�r.
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