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KATI BENZERI IDEALLER VE HALKALAR
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Afyon Kocatepe Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Muhittin BASER

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. Ik béliim giris kismma ayrilmistir. Ikinci
boliimde, ¢calismamiz igin gerekli olan temel kavramlar, bazi halka siniflari ve bir halka
iizerindeki polinom halkalar1 hatirlatilmistir. Ugiincii boliimde, kat1 benzeri idealler ve
halkalar karakterize edilmis ve bu halka siniflarinin bazi temel 6zellikleri incelenmistir.
Doérdiincti boliimde, kati benzeri halkalarin genislemeleri ele alinmistir. Besinci

boliimde ise kat1 benzeri halkalarin bazi uygulamalari verilmistir.

2016, iv + 33 sayfa
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ON QUASI-RIGID IDEALS AND RINGS
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Supervisor: Prof. Dr. Muhittin BASER

This theis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction
section. In the second chapter, some required preparatory notions, some ring classes and
polynomial rings on a ring are recalled. In the third chapter, quasi-rigid ideals and rings
are characterized and the basic properties of this ring classes are studied. In the fourth
chapter, extensions of quasi o-rigid rings are studied. In the final chapter, some

aplications of quasi o-rigid rings are given.
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1. GIRIS

R bir halka ve ¢ da R nin bir endomorfizmasi olmak iizere, son yillarda pek ¢ok halka
nazariyeci halkalarin siniflandirmasini bu o endomorfizmasina bagli olarak yapmistir.

Ornegin Hong vd. (2000) : a € R i¢in
aca =0=>a=0

kosulu saglaniyorsa bu durumda R halkasini bir o-kat1 halka olarak adlandirmislardir.
Diger taraftan Pearson ve Stephenson bir R halkasimin o-yariasal olmasini su sekilde
tanimlamuslardir: I bir g-ideal olsun. A; R nin bir ideali ve g, R nin bir otomorfizmasi
olmak iizere her t > m i¢in Aat(A) € I olacak sekilde bir m tamsayis1 var oldugunda
A € I oluyor ise, bu durumda R nin [ idealine o-yariasal ideal demislerdir. Eger bir R
halkasmin sifir ideali bir o-yariasal ideal oluyorsa da, bu durumda R halkasini bir o-
yariasal halka olarak adlandirmislardir. Bir ¢ otomorfizmasi i¢in; her bir o-kat1 ideal
bir o-yariasal idealdir. Fakat bunun tersi genelde dogru degildir. Calismamizin
detaylarina ge¢cmeden once konu hakkinda bazi hatirlatmalar yapalim. Calismamiz
boyunca aksi belirtilmedik¢e halkalar birimli olarak ve halkalarin endomorfizmalar1 da
otomorfizmalar olarak alinacaktir. Bir R halkas1 verildiginde, R iizerindeki polinomlar
halkas1 R[x] ile gosterilecektir. o bir R halkasinin bir endomorfizmasi olmak iizere bir
8:R — R toplamsal doniigiimii, eger her a,b €R i¢in § ab = §(a)b + a(a)d(b)
oluyorsa bir o-tiirev olarak adlandirilir. R[x] polinomlar halkasi tizerindeki toplama
islemi bilinen toplama ve ¢arpma islemi de; her r € R i¢in xr = o(r)x + §(r) esitligi
yardimiyla tanimlanarak yeni bir halka elde edilir. Bu halkaya R nin Ore genislemesi
denir ve R[x;o,d] ile gosterilir. Eger § = 0 alinirsa bu durumda R|[x; g, 0] yerine
R[x; o] yazilir. Bu halka R tizerinde skew polinomlar halkasi olarak adlandirilir. Benzer
sekilde R x; 0 da skew kuvvet serileri halkasi olarak adlandirilir. R nin R[x; g, §] Ore
genislemesi bir inmis (yani sifirdan farkli nilpotent elemana sahip olmayan halka) halka
ve ¢ nin bir monomorfizma olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin g-kat1 halka olmasi
ve bunun olmasi i¢in de gerek ve yeter kosul R[x;c] nin bir inmis halka olmasidir
[Hong et al. 2000, Onerme 5] ve [Hong et al. 2003, Onerme 3]. I, R nin bir ideali olmak
tizere eger o(l) € I oluyor ise bu durumda I ya R nin bir g-ideali denir. Hong vd.
(2005),



ac a €El>a€l

oluyorsa bu durumda I idealini o-kati ideal olarak adlandirmislardir. A¢ik olarak R nin
bir o-kat1 halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin sifir idealinin bir o-kat1 ideal

olmasidir. I, R nin bir o-ideali olmak iizere; biz ¢calismamizda,
a€Ri¢cin aRoa €1 = a€l

kosulunu saglayan R nin idealleri ile ilgilenecegiz. @, R nin bir otomorfizmasi olmasi
durumunda yukaridaki kosulu saglayan R nin bir I ideali bir o-kat1 benzeri ideal olarak
adlandirilacaktir. Diger taraftan R nin sifir idealinin bir o-kati benzeri ideal olmasi

durumunda da R ye bir g-kat1 benzeri halka diyecegiz.

Calismamizin {igiincii boliimiinde o-kati benzeri ideallerin yapisini inceleyecegiz.
Dérdiincii boliimde ise o-kat1 benzeri halkalarin bazi genislemelerini calisacagiz. o-kati
benzerlik kavraminin bir R halkasinin hangi genislemelerine tasinip tagiamayacagini
arastiracagiz. Son boliimde ise g-kati benzeri halkalarin Baerlik, quasi-Baerlik, p.q.-
Baerlik ve p.p. 6zelliginin hangi tiirden polinom halkalarina taginip tasinamayacagini

inceleyecegiz.

Calismamiz i¢in temel referansimiz, Hong vd. (2010) “On quasi-rigid ideals and rings”

olacaktir. Calismamizdaki sonuglarin tamami adi gegen makaleden alinmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde ¢aligmamiz i¢in gerekli olan bazi temel kavramlar: ve sonraki boliimlerde
ihtiya¢ duyacagimiz bazi halka siniflarimi hatirlatacagiz. Bu bolim igin temel
referanslarimiz (Hungerford 1982, Anderson and Fuller 1992, Lam 2001, Rowen 1988)

olacaktir.

2.1 Halkalar

Bu kisimda halka teorideki bazi temel kavramlar hatirlatilacak ve halkalarin sikga
kullanacagimiz 6zellikleri verilecektir.

Tanmm 2.1.1 R bostan farkli bir kiime ve R lizerinde, genellikle (+) toplama ve (.)

carpma ile gosterilen iki ikili islem tanimlanmis olsun. Eger;

(1) (R,+) bir degismeli gruptur,
(i) Her a,b,c € Ricin ab c = a(bc) (carpmanin birlesme 6zelligi vardir.),
(i) Her a,b,c €R i¢in a b+c =ab+ac ve a+b c=ac+ bc (carpma

isleminin toplama islemi iizerine soldan ve sagdan dagilma 6zelligi vardir.)

aksiyomlar1 saglantyorsa, bu durumda R ye (+) ve (.) ikili islemleri ile birlikte bir

halka denir.

R bir halka olmak iizere eger, her a,b € R i¢in ab = ba oluyorsa R ye degismelidir
denir. Eger her a € R i¢in aly = 1za = a olacak sekilde bir 1 € R varsa, bu
durumda R ye birimli bir halka denir. 1z elemanma da halkanin birimi denir. Bir
halkanin toplama islemine gore etkisiz elemanina halkanin sifiri denir ve 0Ogveya

herhangi bir karigikliga sebep olmazsa 0 ile gosterilir.

Teorem 2.1.2 R bir halka olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

(i) Hera € R igin 0a = a0 = 0 dur.

(i) Hera,b € Rigin —a b =a —b = —(ab) dir.

(iii) Hera,b € Rigin —a —b = abdir.

(iv) Hern € Zve her a,b € R igin (na)b = a nb = n(ab) dir.

(V) Her a;, b] €ER 1g1n( 71-1=1 Cli)( 71:1 b]) = ?=1 ;-nzl aibj dir.



Tamim 2.1.3 R bir halka ve 0 # a € R olsun. Eger ab = 0 (ba = 0) olacak sekilde bir
0 # b € R varsa, bu durumda a ya bir sol (sag) sifir bolen denir. Hem sag hem de sol
sifir bolen olan bir elemana halkanin bir sifir boleni denir. Higbir sifir béleni olmayan

bir halkaya bir tamlik bélgesi (domain) denir.

Tanim 2.1.4 R birimli bir halka olmak tizere a € R olsun. Eger ca = 15 (ab = 1R)
olacak sekilde bir ¢ € R (b € R) varsa bu durumda a ya sol (sag) tersinir eleman denir.
¢ (b € R) elemanina a nin bir sol (sag) tersi denir. Hem sag hem de sol tersinir bir

elemana tersinir eleman denir.

Tanim 2.1.5 0 # 1 birim elemanina sahip degismeli bir R halkasinin sifirdan farkli her

elemani tersinir ise, bu durumda R halkasina bir cisim denir.

Ornek 2.1.6 Z tamsayilar kiimesi bilinen toplama ve carpma islemlerine gore birimli ve
degismeli bir halkadir. Bununla beraber Z tamsayilar kiimesi farkl ikili islemlere gore
de halka yapilabilir. Fakat bundan sonraki caligmalarimizda Z tamsayilar halkasi
denildiginde, tamsayilarin bilinen toplama ve carpma islemleri ile birlikteki halka yapisi
g0z Online alinacaktir. Z tamsayilar halkasi bir tamlik bolgesidir. Q (rasyonel sayilar), R
(reel sayilar) ve C (kompleks sayilar) kiimesi bilinen toplama ve ¢arpma islemleri ile

birlikte birer cisimdir.

Ornek 2.1.7 Z,= 0,1,2,...,n—1 kimesia+ b =a+ bve ab = ab ikili islemleri

ile birlikte degismeli ve birimli bir halkadir. Eger p bir asal tamsay1 ise Z, bir cisimdir.

Tamm 2.1.8 R bir halka a € R olmak iizere eger a™ = 0 olacak sekilde bir n dogal

sayis1 varsa, bu durumda a Yya iistel sifir (nilpotent) eleman denir.

Tamm 2.1.9 Bir R halkasinin e? = e ozelligini saglayan bir e elemanmna eskare

(idempotent) eleman denir. Birimli bir halkada 05 ve 1, eskare elemanlardir.
Tanim 2.1.10 R bir halka olmak tizere,
C(R)= c€R|Herr €eRigincr =rc

kiimesine R halkasinin merkezi denir.



Tanim 2.1.11 Bir R halkasiin bir R eskare eleman1 R halkasinin merkezine ait ise, bu
durumda e eskare elemanina merkezil eskare (central idempotent) eleman denir. Bir R
halkasmin tiim eskare elemanlar1 merkezil eskare ise, bu durumda R halkas1 abelyan

(abelian) olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.12 R bir halka ve u,r € R olmak tlizere ur = 0 iken r = 0 ise u sag regiiler
eleman, ru = 0 iken r = 0 ise u sol regiiler eleman olarak isimlendirilir. u hem sag

hem sol regiiler ise u ya bir regiiler eleman denir.

Tanmm 2.1.13 R bir halka olmak tizere, R nin her sifirdan farkli A, B ideal ¢ifti i¢in
AB # 0 oluyorsa bu durumda R ye asal halka denir. Agik olarak R nin bir asal halka

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a, b € R i¢cinaRb = 0 = a = 0 veya b = 0 olmasidir.

2.2 Alt Halkalar, idealler ve Boliim Halkalari

Tamm 2.2.1 R bir halka ve @ # S c R olmak iizere S kiimesi R de tanimli toplama ve
carpma islemlerine gore kapali olsun. Eger S; R deki islemlere gore kendi basina bir
halka oluyorsa, bu durumda S ye R nin bir alt halkas: denir. I; R nin bir alt halkasi
olmak tizere, eger her r € R ve her x € [ i¢in rx € I oluyorsa, bu durumda / ya R nin
bir sol ideali, xr € I oluyorsa, bu durumda da I ya R nin bir sag ideali denir. Eger |

hem bir sol hem de bir sag ideal ise, bu durumda I ya R nin bir ideali denir.

Her ideal bir alt halkadir. Fakat her alt halka bir ideal olmak zorunda degildir.
Gergekten bir halkanin merkezi bir alt halka olmasina ragmen bir ideal olmak zorunda
degildir.

Ornek 2.2.2 Her bir n tamsayisiicin n = kn | k € Z devirli alt gurubu, Z tamsayilar

halkasinin bir idealidir.

Ornek 2.2.3 R bir halka olmak iizere 0 ve R;R nin idealleridir. Bu ideallere R nin

asikar idealleri denir.
R bir halka olmak iizere A4, 4,, ..., A,; R nin bostan farkli alt kiimeleri olsun.
A1 +A2 ++An = a1 +a2 + “‘+an | ai EAi,i = 1,2,...,n

seklinde gosterilir. Eger A ve B; R nin bostan farkli alt kiimeleri ise bu durumda,



AB = a;b;+--+ayb,|a;, €A b; €B, n€N"

seklinde gosterilir. Eger A = a ise, bu durumda AB yerine aB yazilir. Eger B kiimesi

toplama islemine gore kapali ise, bu durumda aB = ab | b € B olur.

Onerme 2.2.4 R bir halka A;|i €1, R nin (sol) ideallerinin bir ailesi olsun. Bu

durumda ;¢; A; ler de R nin bir (sol) idealidir.

Tamm 2.2.5 X, bir R halkasinin bir alt kiimesi olsun. R nin X i kapsayan tiim (sol)
ideallerinin arakesitine X tarafindan iiretilen (sol) ideal denir. (X) seklinde gosterilir. X
in elemanlarina (X) idealinin dgrete¢leri denir. Eger X = x4, x5, ..., X, 1€ bu durumda
(X) ideali (x4, x5, ..., x) seklinde gosterilir ve bu ideale sonlu iiretilmis ideal denir. Bir
tek eleman tarafindan {iretilen (x) ideali bir temel ideal olarak adlandirilir. R bir halka

Ve a € R olmak iizere R, = ra|r € R, (ra = ar, r € R) R nin bir sol (sag) idealidir.

Ornek 2.2.6 R bir halka ve e de R de bir merkezil eskare eleman olmak iizere 1z — e

de bir merkezil eskaredir. Ayrica eR ve (1z — e)R kiimeleri R nin idealleridir.

Grup teoride normal alt gruplarin oynadigi rolii halka teoride idealler oynar. R bir halka
[ da R nin bir ideali olsun. R degismeli toplamsal bir grup oldugundan I; R nin bir

toplamsal normal alt grubudur. Bdylece;
RI= a+1|a€R
kiimesi,
a+l + b+1 = a+b +1
seklinde tanimlanan toplama islemine gore degismeli gruptur. R [ degismeli grubu,
a+l b+1 =ab+1

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile birlikte bir halka olur. Bu halkaya R nin I ideali
yardimiyla elde edilen boliim halkas: denir. R degismeli iken R [ ninda degismeli ve R

birimli iken R I nin da birimli oldugu agiktir.

Tamim 2.2.7 R bir halka ve ¢ # X C R olmak flizere;



lp X = reR|Herx€Xiginrx =0
TR X = r€R|Herx € Xicinxr =0

kiimelerine sirayla R iginde X in sol ve sag sifirlayani denir. Eger X = x ise bu

durumdalp, X =1z x =l x seklinde gosterilir.

Onerme 2.2.8 R bir halka ve ¢ # X € R olmak {izere; [ X ; R nin bir sol ideali,
g X de R nin bir sag idealidir. Ayrica X ve Y; R nin bostan farkli iki alt kiimesi olmak

lizere;

(i) XcYiselgY clg X verg Y crg X dir.
(i) X € ra(le X )veX C lz(rp X ) dir.

2.3 Matris Halkalar1 ve Polinom Halkalari

Bu boéliimde verilen bir R halkasindan elde edilen bazi yeni halkalar1 hatirlatacagiz.

Tamim 2.3.1 R birimli bir halka ve x bir bilinmeyen olmak tizere;
ap+ a;x + a,x* + -+ a,x" (n € N¥)

seklindeki bir formal toplama R den katsayili bir polinom denir. R den katsayili tiim

polinomlarin kiimesi R[x] ile gdsterilir. Yani;
Rx = ap+a;x+ax>+-+a,x"|n€N*,aq; ER
seklindedir.
fx = Poaxt ve gx = Jiibx/ €R[x]

olmak iizere, n ve m tamsayilarindan bilyiik olanini k ile gosterirsek bu iki polinomun

toplami1 ve ¢arpimi asagidaki sekilde tanimlanir.
fx+g()= olaitb)x’
Bu polinomlarin ¢arpimu ise,

— 1 —
= j=0 ajbl_j = aobl + albl_l + azbl_z + -+ al_zbz + al_lbl + albo



olmak tizere,

fxgl)= " ext

seklinde tanimlanir. Yukarida tanimlanan ikili islemlere gore R[x] kiimesi bir halkadir.
Bu halkaya R iizerindeki polinomlarin halkast veya R den katsayili polinomlarin

halkas: denir.

Tamm 2.3.2 R bir halka olmak iizere;
R x = Pyax|a;€R

kiimesi polinomlarda bilinen toplama ve ¢arpma islemine gore bir halkadir. Bu halkaya

R den katsayili kuvvet serilerinin halkas: ad1 verilir.

Tanim 2.3.3 R bir halka olmak tizere;

1 _—

R x;x~ ™. a;x‘| a; € R (k ve n negatif olabilir.)

kiimesi polinomlardaki bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir halkadir. Bu

halkaya R den katsayili Laurent polinomlarimin halkast ad1 verilir.

Tamim 2.3.4 R bir halka olmak iizere bilesenleri R den gelen n satirli ve n siitunlu
matrislerin kiimesi matrislerde bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir halkadir.
Bu halkaya R fiizerinde n X n tipindeki matrislerin halkast denir ve M, (R) seklinde

gosterilir.

Tamim 2.3.5 (i,j) inci bileseni 1, diger bilesenlerinin hepsi 0 olan matrislere M,,(R)

icinde matris birimselleri denir ve E;; ile gdsterilir. Ornegin,

1 0 0 0 1 0
Ey; = O 0 O ve Ejp = 0 0 0
0 0 0 0 0 0

seklindedir.

Tanmim 2.3.6 R bir halka ve n > 2 olmak lizere ;



s;(Ry= 0 @ 2 |g,a; €R
0 O a
a; a an
0 e Aoy
Vn(R) = . a;l . n ! aq,ay, ..., 0, €ER
0 0 a,

kiimeleri, M, (R) nin alt halkalaridir.

2.4 Baz1 Halka Siniflar

Bu kisimda bazi halka siniflart hatirlatilacak ve bu halka siniflart arasindaki iliskiler

verilecektir.

Tamim 2.4.1 Bir R halkasinin sifirdan farkli istel sifir eleman1 yoksa veya denk olarak;
a € R igin,

a’=0 =a=0
oluyorsa, bu durumda R ye inmis (reduced) halka denir.

Sifir bolensiz her halka inmis halkadir. Daha 6zel olarak Z tamsayilar halkast inmis bir
halkadir. Diger taraftan 0 # 2 € Z, i¢in (2)? = 22 = 0 oldugundan Z, halkas1 inmis
bir halka degildir. Ayrica inmis bir halkanin her alt halkasinin da inmis oldugunu
gormek c¢ok kolaydir.
Tanmm 2.4.2 a,b € R i¢in,

ab=0=ba=0
oluyorsa, bu durumda R halkasina terslenebilir (reversible) denir.

Lemma 2.4.3 Her inmis halka terslenebilir bir halkadir.

Ispat. a,b € R icin ab = 0 olsun. (ba)? = baba = b0a = 0 ve R inmis oldugundan

ba = 0 olur ]

Tamim 2.4.4 R bir halka olmak tizere a, b € R igin,



ab=0=aRb=0

oluyorsa, bu durumda R halkasi1 yar: degismeli (Semicommitative) olarak adlandirilir.
Bir R halkasmin yari degismeli olmasi igin gerek ve yeter kosul her bir a € R i¢in

mr @ (lg a ) kiimesinin R nin bir ideali olmasidir.

Her terslenebilir halka yar1 degismelidir. Gergekten R terslenebilir bir halka ve a, b € R
icin, ab = 0 olsun. R terslenebilir oldugundan ba = 0 ve bdylece her r € R igin
bar = 0 olur. Tekrar R terslenebilir oldugundan arb = 0 yani aRb = 0 elde edilir ki,

bu da R nin yar1 degismeli oldugunu gosterir.

Tamm 2.4.5 R bir halka, I # R olacak sekilde R nin bir ideali I olmak tizere, eger R

nin A, B idealleri igin;
ABCS]I=ACIlveyaBCcl

oluyorsa, bu durumda I ya bir asal (prime) ideal denir.

Tanim 2.4.6 R bir halka olmak lizere a € R igin,
aRa=0 =a=0
oluyorsa, bu durumda R halkasi yar: asal (semiprime) olarak adlandirilir.

Lemma 2.4.7 Her inmis halka yar1 asaldir.

spat. R inmis bir halka ve a € R i¢in aRa = 0 olsun. Bu durumda 1; € R igin de
alga = a® = 0 olacagindan ve R inmis oldugundan a = 0 elde edilir ki, bu da R nin

yari asal oldugunu gosterir. ]

Tanim 2.4.8 R bir halkave a,b,c € R olmak tzere;
abc=0 = ach=0

oluyorsa, bu durumda R ye bir simetrik (symmetric) halka denir.
Tamm 2.4.9 R bir halka, P, R nin bir ideali ve a,b € R olmak tizere;
abeP =a€PveyabeP

oluyorsa, bu durumda R halkasina tamamen asal (completely prime) ideal denir.
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3. KATI BENZERi HALKALAR VE iDEALLER

Bu boliimde Hong vd. (2010), ¢alismasini referans alarak bir halkanin ¢ otomorfizmasi
icin ideallerin ve halkalarin o-kati1 benzerligini tanimlayacagiz. Tanimlanan bu halka

siifi o-kat1 ve g-yariasal halka siniflar1 arasinda yer alacaktir.

3.1 o-Kat1 Benzeri idealler

Calismamiz boyunca halkalar birimli halka olacak ve aksi belirtilmedikce verilen bir

halkanin o endomorfizmasi bir otomorfizma olacaktir.

Tammm 3.1.1 R bir halka I, R nin bir ideali ve ¢, R nin bir endomorfizmas1 olmak tizere

eger a(I) € I oluyorsa, bu durumda I ya R nin bir g-ideali denir.

Hong vd. (2005), calismasinda o-kati1 ideal tanimini su sekilde vermislerdir: I bir R
halkasimnin bir o-ideali olsun. Eger, a € R i¢in ac(a) €[ olmasi a € [ olmasini
gerektiriyorsa, bu durumda I ya R nin bir o-kati ideali denir. Bu g¢alismada bir R
halkasinin o-kat1 idealleri ile R[x;o0,8] Ore genislemesinin idealleri arasindaki iliski
calisilmistir. Agik olarak R nin bir g-kati halka olmasi igin gerek ve yeter kosul R nin
sifir idealinin bir o-kat1 ideal olmasidir. Diger taraftan Pearson vd. (1977)
calismalarinda bir R halkasinin bir ¢ otomorfizmasi i¢in R nin bir I g-idealini; 4, R nin
bir ideali ve her t = m i¢in Aot (A) S I olacak sekilde bir m tamsayisi var iken A € [
oluyor ise, bu durumda R nin I idealini bir o-yariasal ideal olarak adlandirmiglardir.
Eger bir R halkasmin sifir ideali bir o-yariasal ideal oluyor ise, bu durumda bu R
halkas1 o-yariasal olarak adlandirilir. [Pearson et al. 1977, Onerme 1.1] de R[x; o] skew
polinom halkasinin yariasal olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun R nin bir o-yariasal
halka olmasi gerektigi ispatlanmistir. Bir R halkasinin bir o otomorfizmasi i¢in R nin o-
yariasal olmasi igin gerek ve yeter kosul a € R ve her t > m icin aRo® a = 0 olacak
sekilde bir m tamsayist var iken a = 0 olmasidir. A¢ik olarak; bir o otomorfizmasi i¢in
her o-kat1 ideal (halka) bir o-yariasal ideal (halka) dir. Boylece bir R halkasinin bir

o endomorfizmasi ve bir I g-ideali i¢in asagidaki kosulu géz 6niinde bulunduralim.

@a€R i¢in aRoa S1 = a€l *)
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I, R nin bir o-kat1 ideali ve aRg a < lolsun. Boylece ac a = alo(a) € aRo(a) S|
olup buradan acg(a) € I olur. R, o-kat1 ideal oldugundan a € I elde edilir. Bu ise her o-
kat1 idealin (*) sartin1 sagladigin1 gosterir. Ayrica, o bir otomorfizma oldugunda (*)
sartin1 saglayan her og-idealin bir g-yariasal ideal oldugunu gormek kolaydir. Asagidaki

ornekler sirasiyla yukaridaki gerektirmelerin tersinin dogru olmadigini géstermektedir.

Ornek 3.1.2 (1) R, Z; cismi iizerindeki 2x2 tipindeki matrislerin halkas1 yani R =

M,(Z3) olsun. Bu durumda R nin [ = {0} ideali R nin bir maksimal (ve asal)

idealidir.a:R > R, o Ccl Z = —ac _db fonksiyonu R nin bir otomorfizmasidir.
Simdi a b Re ¢ b C [ olsun. R bir asal halka oldugundan a b € I veya
c d c d c d
a b ; b . . . .
T .4 € [ olur. Boylece d € I olur ki bu da bize I idealinin (*) sartin

sagladigini gosterir. Diger taraftan [Hong et al. 2005, Ornek 3.3] den I bir o-kat1 ideal
degildir.

(2) R = Z,®Z, halkasim1 g6z Oniine alalim. Bu durumda R degismeli reduced bir
halkadir. 6: R - R, o( a,b ) = (b, a) seklinde tanimlanan fonksiyon agik olarak R nin
bir otomorfizmasidir. Bu durumda R nin [ = (0,0) sifir ideali (*) sartin1 saglamaz.
Gergekten (1,0) € R i¢in;

10 Re 10 = 10RO01, 10 ab 01:ab €rR = 00 =I1C]
olmasina ragmen 1,0 €1 ={(0,0)} dir. Simdi R[x;0] nin yariasal oldugunu
gosterelim. Bunun igin (a,,, by,) # 0 ile birlikte f x = T (a;, b;)x" € R[x; o] olmak
tizere f x R x;o f x =0 olsun. a,, # 0 oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda
fxRx;0fx =0 oldugundan her t >0 tamsayist i¢in f(x)x‘f(x) =0 olur.
Buradan her t=0 igin Ay by 0™ ay,, b, =0 olur.  Bu ise

Ay by 0™ Ay, by, =0ve ay, b, c™? a,,b, =0 olmasim gerektirir. Boylece
eger m tek veya ¢ift ise, bu durumda a,,, b,, an, b,, = 0 olur. Buradan Z, reduced
oldugundan a,, = b,, = 0 olur ki bu ise a,, # 0 kabuliimiizle gelisir. Bu yiizden
R[x; o] yariasal ve boylece de [Pearson et al. 1977, Onerme 1.1] geregince de R, o-

yariasaldir. Buna denk olarak bir o-yariasal idealdir.
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o-kat1 ideallerin diger bir genellestirmesi a-uyumlu ideallerdir. Hashemi (2006) de
asagidaki tanimi vermistir. I, R nin bir ideali olsun. Her bir a,b € R igin ab € | &
ao(b) € I oluyor ise bu durumda I ya R nin bir o-uyumlu ideali denir. Asagidaki 6rnek
o-uyumlu halkalarn sinifi ile (*) sartin1 saglayan o-ideallerin sinifinin birbirinden

bagimsiz oldugunu gosterir.

Ornek 3.1.3 (1) Ornek 3.1.2 deki R halkasimin {0} ideali (*) sartim saglar. Fakat bir o-
uyumlu ideal degildir. Gergekten;

_ 11 _ 20 - 11 2 0 _00
a= 4 9 ,b = 1 0 €ER icin ab = 00 10-0 0 € [ fakat
_ 11 2 0 _ 11 20 _20 0 0 <
ac b = 00% 10 00 200 0 * 0 0 oldugundan
ac b &1 dir.

(2) f(x) bir F cismi fzerindeki polinomlar halkast olmak iizere

fx) g)

B=""0" fw

:f x ,g9(x) € F[x] halkasin1 goz Oniine alalim. Bir 0 #a € F

fx) gx) _ f(x) ag(x)
0 f() 0 f(x)

fonksiyonu R nin bir endomorfizmasidir. p(x) € F[x] indirgenmez polinomu tarafindan

icin 0:R—->R, o= seklinde tanimlanan

tiretilen ideal < p x > olmak lizere I = 8 g%x) :g x €<p x > ideali R nin

bir a-uyumlu idealidir. Bakiniz [Hashemi 2006, Ornek 2.5].

Bununla beraber R nin [ ideali (*) sartin1 saglamaz. Gergekten A = g é ¢ [ fakat
_ 01 fx gx 01  fx gx
ARTA="90 0 Fx T 00 0o fx F
_ 01 f) gC) 0 a, fC) g3 _, _ 00 _,
0 0 0 f(x 00" 0 f(x 0 0 —
olur.

Yukaridaki gerceklere dayanarak asagidaki tanimi verebiliriz.

Tamm 3.1.4 R bir halka ve g, R nin bir otomorfizmasi olsun. I, R nin bir o-ideali olmak

tizere eger a € R i¢in aRo(a) € I olmasi a € I olmasi gerektiriyor ise, bu durumda R
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ye I nin bir g-kati benzeri ideali (veya bir giiclii o-yariasal ideal) denir. Eger bir R
halkasinin 0 ideali bir g-kat1 benzeri ideal ise, bu durumda R ye bir o-kati benzeri

halka (veya bir giiclii o-yariasal halka) denir.

Bu tez caligsmasinda bir o otomorfizmasi i¢in hem g-kat1 benzeri idealleri hem de o-kat1
benzeri halkalar1 ¢alisacagiz. Bir R halkasinin o-kat1 benzerlik 6zelligi ile bu halkanin

Ore genislemesi arasindaki iligkileri aragtiracagiz.

3.2 6-Kat1 Benzeri ideallerin Yapilar

R bir halka; 1, R nin bir ideali ve &,R nin bir otomorfizmasi olsun. Eger 672 [ =1
oluyor ise bu durumda I ya o-degismez ideal denir. Her o-degismez ideal bir o-idealdir.
Simdi bunu goérelim. I,R nin bir g-degismez ideali olsun. Yani ¢~ I =1 olsun.
a € o(l) ise a = o(b) olacak sekilde b € I vardir. Buradan 6™ a =0¢7 ! a(b) =
bel=oc"11 olup buradan b € 671 I olur. Béylece a=a b €0 o711 =1

elde edilir. Sonug olarak a(I) < I olup I bir o-idealdir.
Lemma 3.2.1 Bir R halkasinin her g-kat1 benzeri ideali -degismez ve yariasal idealdir.

Ispat. R bir halka I, R nin bir o-kat1 benzeri ideali olsun. Bu durumda I, R nin bir o-
ideali yani ¢(I) € I dir. Buradan I =671 g(I) So7 11 yanil S o1 I olur. Diger
taraftan a € 071 I olsun. Buradan o(a) € I ve boylece I bir ideal oldugundan
aRa(a) € I olur. I bir o-kat1 benzeri ideal oldugundan a € elde edilir. Boylece
o 11 <1 sonug olarak ¢7* I =1 elde ederiz ki bu da bize I nin o-degismez
oldugunu gosterir. Simdi [ nin yariasal ideal oldugunu gosterelim. a € R i¢in aRa € |
olsun. o orten oldugundan ¢ R = R dir. Bdylece herhangi bir r € R igin aRa € |
oldugundan arc a Ro arc a =arc a o R 0 arc a = ard(aRarc(a)) €1
elde edilir. I, o-kat1 benzeri halka oldugundan arcg(a) € I ve tekrar I, o-kati1 benzeri

ideal oldugundan a € I olur ki bu da bize I nin bir yariasal ideal oldugunu gosterir. m
Asagidaki 6rnek Lemma 3.2.1 in tersinin dogru olmadigini gosterir.

Ornek 3.2.2 R = Z,®7Z, halkasim ve Ormek 3.1.2. (2) deki gibi o( a,b ) = (b,a)
seklinde tanimlanan endomorfizmay1 goz oniine alalim. I,R nin N, R = (0,0) asal
radikali olsun. Bu durumda agik olarak I bir yariasal ideal ve bir g-degismez idealdir.

Fakat Ornek 3.1.2. (2) den bir g-kat1 benzeri ideal degildir.
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o-kat1 benzeri idealler i¢in denk kosullar1 asagida verelim.

Onerme 3.2.3 I bir R halkasinin bir o-ideali olsun. Asagidakilerin her birisi I nin bir o-

kat1 benzeri ideal olmasina denk kosullardir.

(1) Herhangi bir a € R igin 6(a)Ra < I ise, bu durumda a € [ dir.
(2) R nin herhangi bir A ideali i¢in Ao (A) € I ise, bu durumda A € [ dur.
BR=RI,a=a+Iveoc=R->R, ga+] =d(a)+1

seklinde tanimlanmak {izere herhangi bir a € R i¢in aRo a =0 ise, bu

durumda a = 0 dir.

Ispat. (1) I bir o-kat1 benzeri ideal ve a € R i¢in o(a)Ra €I olsun. Bu durumda
Lemma 3.2.1 den [, yariasal idealdir. Boylece aRo(a) € I olup I, o-kat1 benzeri ideal
oldugundan a € I elde edilir. Tersine (1) saglansin. b € R i¢in bRb € [ olsun. Buradan
herhangi bir r €RR i¢in ¢ ¢ b b Ra b rb = a*(b)a(r)a(bRb)rb S I bdylece (1)
den a(b)Rb € I ve tekrar (1) den b € I elde edilir. Boylece I, yariasal ideal olur. Simdi
a € R i¢in aRo(a) € I olsun. I, yariasal oldugundan a(a)Ra S I olup (1) den a € I

elde edilir. Bu da bize I nin bir g-kat1 benzeri ideal oldugunu gosterir.

(2) I bir o-kat1 benzeri ideal ve a € A olsun. Eger Ag(A) €I ise, bu durumda agik
olarak aRo(a) € I olup I, o-kat1 benzeri ideal oldugundan a € I olur. Sonug olarak
A € | elde ederiz. Tersine olarak (2) saglansin. Bir a € R i¢in aRo(a) € I olsun. Bu
durumda RaRo RaR = RaRag(a)R S 1 ve boylece (2) den RaR < [ olur. Buradan

a € [ elde edilir ki, bu da bize I nin g-kat1 benzeri ideal oldugunu gosterir.

(3) Kabul edelim ki I, R nin bir o-kat1 benzeri ideali olsun. a € R igin aRg a =0
olsun. Bir r€R i¢in aRoa +1= a+1 r+1 oca +1 €aRocga =0=1
oldugundan aRo a €1 yani aRo(a) €1 olur. I, o-kati benzeri ideal oldugundan
a € I ve buradan da a = 0 elde edilir. Tersine (3) saglandiginda I nin bir o-kat1 benzeri

ideal oldugunu goérmek kolaydir. [

Calismamizin bundan sonraki kisminda &, bir R halkasinin bir g-tiirevi olacaktir. R nin
bir I ideali i¢in eger 6(/) €1 oluyorsa, bu durumda I ya bir §-ideal denildigini

hatirlatalim.
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Lemma 3.2.4 I bir R halkasmin bir o-kat1 benzeri ideali olsun.

(1)a,b € R i¢in eger aRb <1 ise, bu durumda her pozitif n tamsayisi igin
aRa™ b, a™(a)Rb < I olur. Tersine uygun bir pozitif k tamsayisi i¢in eger

aRa® b < 1veya o®(a)Rb S I ise, bu durumda aRb S I dir.

(2) a,b € R igin eger I bir §-ideal ve aRb < I ise, bu durumda her pozitif n
tamsayisi icin aRé™ b , §™(a)Rb < I dir.

Ispat. Lemma 3.2.1 den herhangi o-kat1 benzeri idealin o-degismez ve yariasal
oldugunu biliyoruz. Bu gercegi ispatlarimizda her seferinde vurgulamadan kullanacagiz.
(1) a,b € Rigin aRb S I olsun. aRa b , o(a)Rb < I olduklarini gostermek yeterlidir.
Herhangi bir r € R i¢in bro a Ro bro a = bro(aRb)a(ra a ) €1 dir. I, o-kat1
benzeri ideal oldugundan bro a € I ve bdylece de bRa(a) € I olur. I bir yariasal
ideal oldugundan a(a)Rb < I olur. aRb S I ve [ yanasal ideal oldugundan bRa < |
elde edilir. Yukarida kullandigimiz aynm1 yontemle aRog b < I elde ederiz. Tersine,
uygun bir pozitif k tamsayisi icin aRa® b < I olsun. Bu durumda yine yukaridaki ayn
yontemle of aRb = d*(a)Ra*(b) €1 olur. I bir o-degismez oldugundan
o1 aRb S o' I =1 olur. Bu islem devam ettirilerck aRb < I elde edilir. Benzer
olarak uygun bir pozitif k tamsayis1 i¢in ¢* a Rb €1 olmast aRb €1 olmasimi

gerektirir.

(2)I bir §-ideal ve a,b € R i¢in aRb €1 olur. aR§ b ,5(a)Rb € I olduklarim
gostermek yeterlidir. aRb € I dan bRa < I ve bdylece (1) den bRa(a) € I yazabiliriz.
Herhangi bir r€R i¢in 6 arb =a(ar)é(b) +8(ar)bel dir.
Buradan & arb €1 ve bRa(a) € I oldugundan,

(o6(ar)§(b)R)? =68 arb Ro ar § b R — §(ar)bRa(ar)5(b)R €1 dir. I, yariasal
oldugundan o(a)RS(b) S I ve boylece (1) den aR§ b < I elde ederiz. Benzer olarak

aRb < I olmasindan bRa € [ olmasi da § (a)Rb < I olmasim gerektirir ]

Sonug 3.2.5 [ bir R halkasiin bir g-ideali olsun. Bu durumda I nin bir o-kat1 benzeri
ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul I nin bir yariasal ideal ve a,b € R iginaRo b <

I © aRb € | olmasidir.
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Ispat. I bir o-ideal olsun. Kabul edelim ki I, o-kat1 benzeri bir ideal olsun. Bu durumda
Lemma 3.2.1 den I, yariasaldir. Lemma 3.2.4 den de a,b €R i¢gin aRoc b S 1 &

aRb < I olur. Tersine, Lemma 3.2.1 den ve Lemma 3.2.4 den istenilen elde edilir. ]

Teorem 3.2.6. I bir R halkasinin bir o-kat1 benzeri ideali olsun.

Mpx = Roax'veq x = T bx/ € R[x;0,6] olsun. Eger I, R nin bir §-
ideali ise, bu durumda p x R[x;0,6]q(x) € I[x; 0,5] olmas1 icin gerek ve
yeter kosul her i ve j i¢in a;Rb; € I olmasidir.

@Qpx = Zoax' ve qx = {L,bix/ €R[[x;0]] olsun. Bu durumda
p x R[[x;a]]lq(x) € I[[x,o]] olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul her i ve j i¢in
a;Rb; € I olmasidir.

Ispat. (1) p x R[x; 0,8]q(x) € I[x; o,8] olsun. Bu durumda herhangi bir r € R igin
pxrqx €I x;0,6 olur.

Roaixr( Tobix!) = CoppanX™™ + Coppn 1 X 4 4 X + ¢ € I[x; 0, 6]
olsun. Her 0 <i<m ve 0 <j <n i¢cin a;Rb; € oldugunu iddia ediyoruz. i + j
tizerine tiimevarim uygulayalim. i + j = m + n oldugunda c,,,,, = a,,6™(r)c™(b,) €
I ve boylece Lemma 3.2.4 den a,,Rb,, € I elde edilir. Simdi iddiamizm i +j >k >0
i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

Ck = i+jek @ 0' T 0" by + ijspa;Ro18028%2 .g§N b; < [ burada
i1, 11, J1, -, J; Negatif olmayan tamsayilar ve r € R dir. Timevarim hipotezi ve
Lemma3.2.4den sk q; Ro'1§/igh§/2 . gusht b; < I oldugundan

Cp = i+]-=kai0i T O'i b] el (l)

elde ederiz. (1) denklemini sagdan Ra, ile carpalim. Herhangi bir negatif olmayan u
tamsayisi, timevarim hipotezi ve Lemma 3.2.4. (1) den dolayr her i +j > k i¢in

a“(bj)Ra; < I oldugundan

i+j=k@; o' T ot by Ray = a,o®(r)a*(by)Ray S I
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elde ederiz. Buradan herhangi bir r € R i¢in (axc®(r)a*(by)R)? € I ve Lemma 3.2.1
den a,o*(r)a*(b,) € I olur. Béylece ayRa®(b,) €1 ve Lemma 3.2.4.(1) den de
axRby < I olur. Boylece (1) denklemi,

ijok a;oi(r)ai(by) €1 )

0<i<k-1
haline gelir. (2) denklemini sagdan Ra;_, ile carparsak,
ax_10% 1 (r)o* 1(b)Ray_, S 1

ve boylece yukaridaki aynit metot kullanilarak a,_;Rb; €1 elde ederiz. Bu anlamda
devam edersek i + j = k olacak sekildeki tiim i, j ler i¢in a;Rb; € I elde ederiz. Sonug
olarak tiim 0 <i<m ve 0 <j <n i¢in a;Rb; €I elde edilir. Tersine gerektirmeyi

direkt Lemma 3.2.4 den elde edebiliriz.

(2) p x R[[x;0]lq(x) € I[[x,0]] olsun. Bu durumda herhangi bir r € R igin
p(x)rq(x) € I[[x; o]] olur. Boylece,

oaxt v Lobix) = Py yjmka;at(M)at(b)x™ € I[x; 0]] 3)

elde edilir. Her i,j igin a;Rb; €1 oldugunu iddia ediyoruz. Tiimevarim ile ispati
yapalim. i +j =0 i¢in (3) denkleminden ayRb, S I elde edilir. Simdi iddiamizin
i+j<n-—1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Boylece tiimevarim hipotezi ve
Lemma 3.2.4. (1) geregince i + j < n — 1 oldugunda herhangi u ve v negatif olmayan
tamsayilari i¢in a;Ro"(b;) € I ve 6”(bj)Ra; € I olur. Simdi i + j = n i¢in a;Rb; € I

oldugunu gosterelim. (3) denkleminden,
i+j=n @;0" (r)a'(by) €1 (4)

elde ederiz. (4) denklemini sag taraftan Ra, ile carparsak (ayrb,)Ra, € I ve bdylece

aorb, € I elde ederiz. Buradan ayRb,, < I olur. Yani (4) denklemi,

i+j=n @; 0 (r)a'(by) € 1 ()

1<isn

halini alir. Tekrar (5) denklemini sagdan Ra, ile carparsak yukaridakine benzer metotla

a,Rb,,_; € I elde ederiz. Bu isleme devam ederek i + j = n olacak sekildeki tiim i ve j
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ler i¢in a;Rb; € I oldugunu gorebiliriz. Sonug olarak her i ve j i¢in a;Rb; €1 dur.

Tersi, direkt Lemma 3.2.4. (1) den elde edilir. ]

Sonug 3.2.7 R bir halka, I da R nin bir g-kat1 benzeri ideali olsun.

(1) 1, R nin bir §-ideali olmak tizere I[x; g, §], R[x; 0, §] nin bir yariasal idealidir.
(2) I[[x; o]], R[[x; o]] nin bir yariasal idealidir.
Ispat. (1) p x = ™,a;x' € R[x; 0,8] olmak iizere p x R[x;0,8]p(x) € I[x; 0, 5]
olsun. Teorem 3.2.6 dan her 0 <i <m i¢in a;Ra; < I olur. Lemma 3.2.1 den I bir
yariasal ideal olur ki boylece her 0 <i <m igin a; € [ elde ederiz. Yani p x €
I[x;0,68] olur bu da bize I[x;0,8] nin R[x;0,8] nin bir yariasal ideali oldugunu
gosterir.

(2) Benzer sekilde (1) deki ispat yontemi kullanilarak yapilir. |

R bir halka I da R nin tek yanli bir ideali olsun. a,b € R i¢in ab € I olmast aRb € |

olmasin1 gerektiriyor ise, bu durumda I ya R nin bir IFP ideali denir (Mason 1981).

Lemma 3.2.8 R bir halka I da R nin bir ideali olsun. I nin bir o-kat1 benzeri ideal ve
IFP 6zelligine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul / nin bir o-kat1 ideal olmasidir.

Ispat. I bir o-kat1 benzeri ideal ve IFP 6zelligine sahip olsun. a € R icin ac(a) € I
olsun. I, IFP 6zelligine sahip oldugundan aRa(a) € I ve I, o-kat1 benzeri oldugundan
da a € [ elde ederiz. Bu da bize I nin bir o-kat1 ideal oldugunu gosterir. Tersine kabul
edelim Ki I bir g-kat1 ideal olsun. Bu durumda [Hong C.Y. et. al, 2005, Onerme 2.2.(1)]
den I, R nin bir tamamen yariasal idealidir. (Yania € R igin a? € I olmas1 a € [
olmasin1 gerektirir.) Boylece [Mason 1981, Lemma 3.2.(a)] dan [ ideali IFP 6zelligine

sahiptir. -
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4. 0-KATI BENZERI HALKALARIN GENISLEMELERI

Bu boliime o-kati benzeri halka tanimimin hatirlatmasini yaparak baslayalim. R bir
halka olmak tizere eger R nin sifir ideali bir o-kati1 benzeri ideal oluyor ise, bu durumda
R ye bir o-kat1 benzeri halka denir. A¢ik olarak bir o otomorfizmasi i¢in her o-kati
halka bir g-kat1 benzeri halkadir. Her o-kati benzeri halka bir g-yariasal halkadir. Fakat
bunlarin terslerinin Ornek 3.1.2 den saglanmadigimni goriiriiz. Her o-kat1 benzeri halka
Lemma 3.2.1 geregince bir yariasal halkadir. R[x; o] halkasi1 yariasal olmayacak sekilde
bir yariasal R halkasinin bir ¢ endomorfizmasi olabilir [Kamal 1994, Ornek 4.3].

Bununla beraber Sonug 3.2.7 yi kullanarak asagidaki sonucu elde edebiliriz.

Sonu¢ 4.1 Eger R bir o-kati benzeri halka ise, bu durumda R[x; o, 8] bir yariasal
halkadir.

Ispat. R bir g-kat1 benzeri halka olsun. Bu durumda Sonug 3.2.7.(1) de I = {0} alimirsa
I ideali bir §-ideal olup I x; 0,6 = {0}ideali R x; 0,8 mnin bir yariasal ideali olur ki bu

da R x;0,8 ninbir yariasal halka oldugunu gosterir. [

Her bir asal halka bir otomorfizmasi ile birlikte bir o-kat1 benzeri halkadir. Gergekten;
R yariasal halka ve a € R iginaRo a = 0 olsun. Budurumdaa =0veyaoc a =0
dir. o, birebir oldugundan a = 0 elde edilir ki bu da bize R nin bir o-kat1 benzeri halka
oldugunu gosterir. Diger taraftan Ornek 3.1.2.(2) deki R = Z,®Z, halkasi o
otomorfizmasi i¢in R ve R[x; o] nin her ikisi de yariasal halkalar fakat R, o-kat1 benzeri

halka degildir.

R bir halka ve g, R nin bir endomorfizmasi olmak tizere eger R nin sifir ideali bir o-
uyumlu ideal (a,b € R iginab =0 < ac b = 0) oluyor ise, bu durumda R ye bir o-
uyumlu halka denir (Annin 2002). Her bir o-kat1 halka bir o-uyumlu halkadir. Simdi
bunu gorelim. R bir g-kat1 halka olsun. Kabul edelim ki ab = 0 olsun. R terslenebilir
oldugundan ba = 0 dir. Buradan,

acboachb =acbac*bh =ac 006?b =alc®* b =0

olup R, o-kati oldugundan ac b = 0 elde edilir. Simdi ac b = 0 olsun.
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bac ba =bac b o a =b0oc a =0
olup R, o-kat1 oldugundan ba = 0 ve R terslenebilir oldugundan da ab = 0 elde edilir.
Fakat bunun tersi genel olarak dogru degildir. o-kat1 benzeri halkalar ile a-uyumlu

halkalar asagidaki drnek ve Ornek 3.1.3.(1) den dolay1 birbirine bagh degildir.

Ornek 4.2 R = 8 Z :a €Z, t€Q halkasim1 gbéz Oniine alalim. o:R — R,

o g Z = g taZ seklinde tanimlanan fonksiyon agik olarak R nin bir
0 1 ..

endomorfizmasidir. 0 # 0 0 € R i¢in,

0 1 a t 0 1 01 a t 0 1/2 _ g .

00 0a% 0 0 00 0 a 0 0 = 0 oldugundan R bir g-kat1

benzeri halka degildir. Simdi R nin bir o-uyumlu halka oldugunu gdosterelim.

_a t _ b s
A_Oa’B_Ob

dir.  Tamsayilar sifir  bolensiz  oldugundan a=0 wveya b=0 dir.

€ R i¢in AB = 0 olsun. Budurumdaab =0veas+th =0

Eger a = 0 ise, bu durumda t = 0 olup A = 0 olur. Benzer sekilde eger b = 0 ise, bu
durumda s = 0 olup B = 0 olur. Bu ise bize AB = 0 & Ao(B) = 0 sonucunu verir Ki

bdylece R bir g-uyumlu halkadir.

R bir halka ¢ da R nin bir endomorfizmas: olsun. a,b € R i¢in ab = 0 olmasi
aRo(b) = 0 olmasini gerektiriyor ise, bu durumda o endomorfizmasina yaridegismeli
denir. Bir R halkasinin bir yaridegismeli o endomorfizmasi var ise, bu durumda R ye o-
yaridegismeli halka denir [Baser et. al. 2008, Tanim 2.1]. Bir halkanin yar1 degismeligi
ve g-yaridegismeligi birbirinden bagimsizdir. Bunu gérmek igin [Baser et al. 2008,
Ornek 2.3 ve Ornek 2.7] bakilabilir. Lemma 3.2.8 den bir yaridegismeli halkanin g-kati
benzerligi ve g-katilig1 birbiriyle ilgilidir. Diger taraftan bir o-yaridegismeli halka i¢in

asagidaki sonucu elde edebiliriz.

Onerme 4.3. R bir o-yaridegismeli halka olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.
(1) R bir o-kat1 halkadir.
(2) R bir o-kat1 benzeri halkadir.
(3) R bir g-yariasal halkadir.
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Ispat. (3) = (1) i gostermek yeterlidir. R bir o-yariasal halka ve a € R igin ac(a) = 0
olsun. Bu durumda Baser et al. (2008, Uyar1 2.2) den herhangi bir t pozitif tamsayisi
icin aRa® a = 0 olur. Boylece R, o-yariasal oldugundan a = 0 elde edilir ki bu da R

nin bir o-kat1 halka oldugunu gosterir. ]

Sonu¢ 4.4 Eger R bir yariasal ve yaridegismeli halka ise, bu durumda R bir inmis
halkadir.

Ispat. Onerme 4.3 te ¢ = 1, birim endomorfizmasi almnir. ]

R bir halka ve a: R = R fonksiyonu da R nin bir otomorfizmasi olsun. Bu durumda
o:R[x] > R[x], 0 T,a;x* = ™,0(a;)x" seklinde tamimlanan fonksiyon da R[x]
polinomlar halkasmin bir otomorfizmasidir. Benzer olarak o: R[x,x 1] - R[x,x71],
o paxt = ",0(a;)x" seklinde tanimlanan fonksiyon da R[x,x~!] halkasmin

bir otomorfizmasidir.

Onerme 4.5 Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir.

(1) R bir o-kat1 benzeri halkadir.
(2) R[x] bir o-kat1 benzeri halkadir.
(3) R[x,x~1] bir o-kat1 benzeri halkadur.

Ispat. (1) & (2) R bir o-kat1 benzeri halka olsun. Kabul edelim ki R[x], o-kat1 benzeri
halka olmasmn. Bu durumda bir 0 # f x =ay+a;x+ -+ a,x"™ € R[x] igin
fxRxo fx =0dr a,+#0kabul edebiliriz. f x R x ¢ f x = 0 oldugundan
fxRofx =0 dir. Yani her T€R i¢cin f xro f x =0 dir. Buradan
apra a, + - +a,ro a, x** =0 ve boylece a,Ro a, =0 elde edilir. R, o-kat1
benzeri halka oldugundan a,, = 0 elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. O halde kabuliimiiz
yanlis olup R[x] bir o-kat1 benzeri halkadir. Tersine kabul edelim ki R x bir o-kat1
benzeri halka olsun. a € R igin aRo a = 0 olsun. Bu durumda aR x o(a) = 0 olur.
R x , o-kat1 benzeri halka oldugundan a = 0 elde ederiz ki bu da bize R nin bir o-kati

benzeri halka oldugunu gosterir.

(1) © (3) yukaridakine benzer sekilde gosterilir. ]
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Onerme 3.2.3 ten hatirlanacag: iizere bir R halkasinin bir I idealinin bir o-kat1 benzeri
ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R I bdliim halkasinin bir o-kati benzeri halka
olmasidir. Ayrica o:R [ >R I, ca+] =0 a +1 seklinde tanimlandiginm
hatirlayalim. Asagidaki Ornekten; R, o-kati benzeri halka olmamasina ragmen bu
halkanin herhangi bir sifirdan farkli I temel ideali i¢in I, o-kat1 ideal ve boylece R I,
o-kat1 benzeri halka olacak sekilde bir R halkasi ve bu halkanin bir ¢ otomorfizmasinin
var oldugunu goriiriiz. Ustelik asagidaki ornek de bir o-kat1 benzeri halkanin alt

halkalarinin da o-kat1 benzeri halkalar olmasinin gerekmedigini gosterir.

Ornek 4.6 F bir cisim, R = Ig g = 8 IZ a,b,c € F olmak {izere bu halkanin
a b _ a -b ; .

0:R->R, 0 0 c — o0 ¢ seklinde tanimlanan endomorfizmasini goz Oniine

alalim. A = g é € R i¢cin AR A = 0 olmasina ragmen A # 0 dir. Boylece R, o-

kat1 benzeri bir halka degildir. R halkasinin sifirdan farkl tiim temel idealleri;

F F a

_ — b
I = 0 0= 0 0 :a,b €F
_ 0 F _ 0 a .
] = 0O F = 0 b ra,b€EF
_ 0 F _ 0 a .
K = 00~ 0 0 ta €F
seklindedir. Simdi / nin bir o-kat1 ideal oldugunu gosterelim. 4 = g b € R i¢in
- 2 _ .
Ac(A) S I olsun. Buradan Ao A = 8 IZ g' Cb = ‘8 ab;i—bc el ise
c
c? =0 ve F bir cisim oldugundan ¢ = 0 elde edilir. Boylece 4 = 8 g € [ olur.

Sonug olarak I bir o-kati idealdir. Benzer olarak K ve J ideallerinin de o-kat1 idealler
oldugunu gosterebiliriz. Béylece Onerme 3.2.3 ten R I, R ] ve R K halkalar1 g-kat:

benzeri halkalar olur.

R bir halka ve ¢ da R nin bir otomorfizmasi olsun. Bu durumda o: M,,(R) = M, (R) ,
o((a;;)) = (o(a;;)) seklinde tamimlanan fonksiyon da Mp,(R) halkasmmn bir

otomorfizmasidir.
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Teorem 4.7 Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir.

(1) R bir o-kat1 benzeri halkadir.
(2) Herhangi bir n > 2 i¢in M,,(R) bir o-kat1 benzeri halkadir.
(3) Uygun bir n > 2 i¢in M,,(R) bir o-kat1 benzeri halkadir.

Ispat. 1 = 2 R bir g-kat1 benzeri halka ve n > 2 olsun. A= a;; € M, R igin
AM,, R ¢ A = 0 olsun. Bu durumda 6zel olarak her r € R ve her biri,j € 1,2,...,n

iginde A 7E;j 0 A = 0 olur. Boylece a;;Ro a;; = 0 dir. R, o-kat1 benzeri bir halka
oldugundan a;; = 0 olur. Bu yiizden A = 0 olur ki bu da bize M,, R halkasinin bir o-

kat1 benzeri halka oldugunu gosterir.
(2) = (3) Aciktir.

(3) = (1) Kabul edelim ki n > 2 igin M,,(R) bir o-kat1 benzeri halka olsun. a € R i¢in
aRo a =0 olsun. A = aEy; € M,,(R) diyelim. Bu durumda AM, R ¢ A =0 olup
M, R , o-kat1 benzeri bir halka oldugundan A = 0 elde ederiz. Buradan a = 0 olur ki

bu da bize R nin bir o-kat1 benzeri halka oldugunu gdsterir. |

Teorem 4.7 yi goz 6nlinde bulundurursak, bir o-kat1 benzeri R halkasi i¢in U,, R alt
ticgensel matris halkasinin da o-kat1 benzeri halka olmasindan siiphe edebiliriz. Fakat

asagidaki ornek bu durumu ortadan kaldirir.

Ornek 4.8 R bir halka, o da R nin bir endomorfizmasi olsun. 0 # A = E;,, € U, R
icin AU, R g A =0 dir. Yani U,, R , n Xn tipindeki alt liggensel matris halkas1
herhangi bir n > 2 i¢in o-kat1 benzeri bir halka degildir. Benzer metotla n = 2 igin
S, R ve V, R halkalarinin da o-kat1 benzeri halkalar olmadig1 goriiliir. n = 2 i¢in
x™ , R[x] igerisinde x" tarafindan iiretilen ideal olmak iizere V;, R = R[x] x™ dir
(Lee and Zhou 2004). Diger taraftan o:R[x] x™ = R[x] x", 0 fx + x" =

n halkasinin  bir

o(f(x))+ x™ seklinde tamimlanan fonksiyon R[x] x
endomorfizmasidir. Sonug¢ olarak R[x] x™ halkasi da o-kati benzeri bir halka

degildir.

R bir halka, e? = e € R bir eskare eleman ve ¢ da R nin bir otomorfizmasi olmak iizere
o e =e olsun. Bu durumda o:eRe — eRe, o ere = eo(r)e seklinde tanimlanan

fonksiyon eRe nin bir otomorfizmasidir.
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Onerme 4.9 R bir halka ve e? =e €R igin 0 e = e olsun. Eger R, o-kat1 benzeri

halka ise, bu durumda eRe de o-kat1 benzeri bir halkadir.

ispat. R, o-kat1 benzeri bir halka ve eae € eRe icin eae eRe g eae = 0 olsun. Bu
durumda O = eae eRe o eae = eae eRe ec a e = eae Ro(eae) dir. R, o-kat
benzeri bir halka oldugundan eae = 0 olur. Bu da bize eRe nin g-kat1 benzeri bir halka

oldugunu gosterir. |

Asagidaki 6rnek, yukaridaki 6nermedeki ¢ e = e sartinin kaldirilamayacagini gosterir.

a b _ a -—b

Ornek 4.10 Ornek 3.1.2.(1) deki R = M,(Z3) halkasmi ve o i - —¢ d

seklinde tanimlanan R nin endomorfizmasini goz oniine alalim. Bu durumda R nin o-

kat1 benzeri bir halka oldugunu biliyoruz. e = 8 1 € R idempotenti igin,
- 01 _ 0 2 " 0 1
01 01 0 1
0 0 .
olur. 1 1 € R i¢in,
oo _01 00 01_0 2
11011101 027"
. s t ... 0 2 0 u+v 0 1 _ :
dir. Diger taraftan her - € R 1¢in 02 0 utv 0 2 =0 olur. Yani
e 8 1 e eRe o e 8 1 e = 0 olur ki bu da bize eRe nin g-kat1 benzeri bir halka

olmadigini gosterir.

R bir halka olsun. a,b € R ve b regiiler olmak tizere ab; = ba, (b;a = a,b) olacak
sekilde b, regiiler olmak tizere a;, b; € R varsa bu durumda R ye sag (sol) Ore halka
denir. Diger taraftan R nin bir sag (sol) Ore halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin
klasik sag (sol) kesir halkasinin var olmasidir. o, R halkasinin bir otomorfizmasi olsun.
Kabul edelim ki R nin Q(R) klasik sag kesir halkasi mevcut olsun. Bu durumda
a,b € R ve b regiiler olmak iizere herhangi bir ab™! € Q(R) igin 0: Q(R) — Q(R),
o ab™! =o(a)a(b)™! seklinde tamimlanan fonksiyon da Q(R) halkasmm bir
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otomorfizmasidir. Bir o-kat1 R halkasinin Q (R) klasik sag kesir halkas1 Q(R) de o-kati

halkadir. Benzer olarak asagidaki sonuca sahibiz.

Onerme 4.11 Bir R halkasinin Q (R) klasik sag kesir halkasmin oldugunu kabul edelim.
Eger R, o-kat1 benzeri bir halka ise, bu durumda Q(R) halkas1 da o-kat1 benzeri bir
halkadir.

Ispat. R, o-kat1 benzeri bir halka ve ab™* € Q(R) i¢in ab=*Q R ¢ ab™* = 0 olsun.
Budurumda0 =ab™'Q R o ab™* = aQ(R)a(a)o(b)™?! olur. Ciinkii,

b"1Q R =Q R

dir. Bu ise aQ R o0 a = 0 olmasim gerektirir. Béylece aRo a = 0 olur. R, g-kati
benzeri bir halka oldugundan a = 0 elde ederiz. Bdylece ab™! = 0 olur ki bu da bize

Q(R) nin og-kat1 benzeri bir halka oldugunu gosterir. ]
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5. UYGULAMALAR

R bir halka olmak iizere eger, R nin bostan farkli her alt kiimesinin sag (sol) sifirlayani
bir idempotent tarafindan tiretiliyor ise, bu durumda R ye Baer halka denir (Kaplansky
1968). Eger R nin her bir sag idealinin sag sifirlayan1 (bir sag ideal olarak) bir
idempotent tarafindan iretiliyor ise, bu durumda R ye bir quasi-Baer halka denir (Clark
1967). Bir halkanin Baerligi ve quasi-Baerligi sag (sol) simetriktir. Eger R nin her bir
elemaninin sag (sol) sifirlayani bir idempotent tarafindan iiretiliyor ise bu durumda R
halkasina bir sag (sol) p.p.-halka denir. Eger bir R halkasi hem sag hem de sol p.p.-
halka ise, bu durumda bu halkaya bir p.p.-halka denir. Birkenmeier (2001) de, R nin her
bir temel sag (sol) idealinin sag (sol) sifirlayan1 bir idempotent tarafindan iiretiliyor ise
bu durumda R ye sag p.q.-Baer (sol p.q.-Baer) halka denir. Eger R halkasi hem sag
hem de sol p.q.-Baer halkasi ise bu durumda R ye bir p.q.-Baer halka denir. p.q.-Baer
halkalarin sinifi tiim (quasi-) Baer ve tiim abelyan p.p.-halkalarin simifi tarafindan
icerilir. Baer, quasi-Baer, p.q.-Baer ve p.p.-halkalarin genislemeleri kaynaklar
bolimiinde verilen birgok makalede calisilmistir (Hong et al. 2000). Bir o-kati R
halkas1 i¢in R (quasi-) Baer < R[x;o,d] (quasi-) Baer & R[[x;c]] (quasi-) Baer
oldugu ve p.q.-Baer (p.p.) © R[[x; a]] p.q.-Baer (p.p.) olduklar1 ispatlanmistir. Bunlara

paralel olarak bir g-kat1 benzeri halka igin asagidaki sonuca sahibiz.
Lemma 5.1 R bir g-kat1 benzeri halka olsun.
(1) Herhangip x ,q x €R x;0,8 igin,

pxRx;0,06gx =0 (xR x;0 qx =0) olmast i¢in gerek ve yeter

kosul p x in her a ve q(x) in her b katsayisi i¢in aRb = 0 olmasidir.

(2) e?=e €R x;0,8 (R[[x;0]]) igin eger eR x; 0,8 (eR[[x;a]]) nin bir ideali

ise, bu durumda e, e nin sabit terimi olmak {izere e = e dir.
Ispat. (1) Teorem 3.2.6. dan direkt elde edilir.

(2) e= ™ ,extolsun.

Budurumdal—e= 1-¢, — ™, ex‘olur.eR x;0,8 birideal oldugundan ,
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1-eRx;0060e€ 1—eeRx;0,6 =0

olup boylece 1 —e R x;0,6 e = 0 elde edilir.
(1) den 1—ey Reg =0 ve 1 <i<n icin e;Re; =0 olur. Lemma 3.2.1. den R

yariasal oldugundan 1 < i < n igin e; = 0 elde edilir. Béylece e = e, olur. ]

Asagidaki 6rnek yukaridaki Lemma da “eR x; 0,6 , R x; 0,6 nin bir idealidir” sartinin

kaldirilamayacagini gosterir.

Ornek 5.2 Ornek 3.1.2.(1) deki R = M,(F) halkasi1 ve o endomorfizmasini goz

Oniine alalim. Bu durumda R halkasinin o-kat1 benzeri bir halka oldugunu biliyoruz.

_ 01 0 1 o
e= 4y 1 + 0 0 X € R[x; o] igin,
e? =e € R[x;d] ve e € eR[x; ]
_ 10 b 4
olur. r = 0 0 € R[x; o] i¢in,
_ 01 0 1 _
re= 0+O OereR[x,a]
dir. Ciinkii eR[x; 0] nin herhangi bir elemaniin sabit terimi a,b € F olmak {izere
@ Z formdadir. Bu ise eR[x;0] nin bir ideal olmadigin1 gosterir.
_ 01 0 1 :
Ayrica e = 0 1 + 0 0 X & R dir.

Onerme 5.3 R bir o-kat1 benzeri halka olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.

(1) R bir quasi-Baer halkadr.
(2) R x; 0,8 bir quasi-Baer halkadir.
(3) R[[x; o]] bir quasi-Baer halkadir.

Ispat. [Hong et al. 2009, Teorem 1] ve [Birkenmeier et al. 2001, Teorem 1.2] de R nin
o-kat1 benzerligi kabul olmaksizin (1) = (2) ve (1) = (3) ispatlanmistir.

(2) = (1) Kabul edelim ki R x;a,6 bir quasi-Baer halka ve J, R nin bir ideali olsun.
Budurumdarg .5 JR x;0,6 =eR x;0,6 olacak sekilde uygunbire € R x; 0,68

vardir. Fakat Lemma 5.1.(2) den e € R olur. Buradan,
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™) =Tprxoes JRX;0,6 NR=¢eR x;0,6 NR=¢eR

oldugunu Lemma 5.1.(1) den goriiriiz. Sonug olarak R bir quasi-Baer halka olur.
(3) = (1) benzer yontemle ispatlanir. [
Teorem 5.4 R bir o-kat1 benzeri halka olsun.

(1) R nin bir sag p.q.-Baer halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R x; 0,8 nin bir
sag p.q.-Baer halka olmasidir.

(2) Eger R[[x;0o]] bir sag p.q.-Baer halka ise bu durumda R bir sag p.q.-Baer
halkadir.

Ispat. (1) Kabul edelim ki R bir sag p.q.-Baer halka olsun.

px =ayg+a;x+-+a,x™ € R[x;0,8] olmak iizere | = p(x)R[x; 0,5], R[x; 7, 6]
nin bir temel sag ideali olsun. I* = agR + -+ + a,, R olarak alalim. R bir sag p.q.-Baer
halka oldugundan 7z I* = eR olacak sekilde bir e? =e € R vardir. R yarasal
oldugundan e, merkezi bir idempotenttir. Bu durumda [*Re = 0 ve bdylece Lemma
51.(1) denp x R x;0,6 e = 0 olur. Boylece /e = 0 ve buradan e € rg ., 5 (1) elde
edilir. Buradan eR[x;d,8] € 1y y.55 (I) olur. $imdi ¢ x = by + byx + -+ + b, x™ €
TR 0,6 (1) Olsun. Budurumdap x R x;0,6 ¢ x =0 ve Lemma 5.1.(1) geregince de
by, by, ... b, € 7 I* = eR elde edilir. Boylece 0 < i < n i¢in b; = ec; olacak sekilde
ci€ER ler vardi. O halde, g x =by+bx+ -+b,x" =ecy+ecix+ -+

ecpx™ =e(co + cix + -+ c,x™) € eR[x; g, §] olur. Sonug olarak,

TRxos | = eR[x;0,0]

olur ki bu da bize R[x; o, §] halkasinin sag p.q.-Baer halka oldugunu gosterir.

(1) in tersi ve (2) nin ispatlar1 Onerme 5.3 iin (2) = (1) durumundan elde edilir. |

Onerme 5.5 R bir yariasal halka ve ¢ da herhangi bir e € R merkezi idempotenti icin
o e = e olacak sekilde bir otomorfizma olsun. Eger R bir sag p.q.-Baer halka ise bu

durumda R, o-kat1 benzeri bir halkadir.
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Ispat. Kabul edelim ki R bir sag p.q.-Baer halka , yariasal ve a € R igin aRo a =0
olsun. Bu durumda o a €rg aR =eR =o(eR) olacak sekildle e?=e €R
idempotenti vardir. R, yariasal oldugundan bu e idempotenti merkezidir.

a € eR =1y aR oldugundan aRa = 0 olur. R yariasal olugundan da a =0 elde

ederiz. Sonug olarak R bir g-kat1 benzeri halkadir. |

Onerme 5.5 teki “herhangi bir e € R merkezi idempotenti icin o e =e” sarti
kaldirilamaz. Gergekten; Ornek 3.1.2.(2) deki R = Z,@Z, halkas1 ve ¢ otomorfizmasi
g0z Oniine alindiginda, R yariasal ve sag p.q.-Baer bir halkadir fakat o-kat1 benzeri bir

halka degildir ve ¢ 1,0 # (1,0) dur.
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