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OZET

LUKASIEWICZ LOJiGi VE ASAL SAYILARIN ARASTIRILMASI
KATICAN, Tugce
Yiksek Lisans Tezi Matematik Anabilim Dali

Tez Danismani: Dog. Dr. Tahsin ONER
Agustos 2016, 42 sayfa

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, Lukasiewicz lojikleri hakkinda genel bilgiler verildi.

Ayrica tezde yapilacak calismalar kisaca 6zetlendi.

Ikinci boliimde, iki-degerli klasik onermeler lojigi C, ye ve ii¢-degerli

Lukasiewicz lojigi L. e ait bazi temel tanim ve kavramlar verildi.

Uciincii béliimde, n-degerli Lukasiewicz lojikleri ., lere ait temel tanim ve
kavramlar  verilerek, Lukasiewicz lojiklerinin  dogruluk  degerlerinin

yorumlanmasindan bahsedildi.

Dordiincii boliimde, n-degerli Lukasiewicz lojikleri L., lerin fonksiyonel

ozellikleri incelenerek asal sayilarla arasindaki baglantiya ulasildu.

Besinci boliimde, asal sayilar i¢in matris lojikleri tanimlanarak, bu lojiklere
ait baz1 temel kavramlar verildi. Ardindan asal sayilarin kuvvetleri, ¢ift sayilar ve

tek sayilar icin benzer tanimlamalardan bahsedildi.

Anahtar sozciikler: Asal sayilar, Lukasiewicz lojikleri, matris lojikleri, Post
lojikleri, Sheffer Stroke






ABSTRACT

LUKASIEWICZ LOGIC AND INVESTIGATION OF PRIME
NUMBERS

KATICAN, Tugge

MSc in Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Tahsin ONER
August 2016, 42 pages

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, general information about Lukasiewicz logics is given.
Also, there will be a brief summary of study done in the thesis.

In the second chapter, some basic definitions and concepts for C, and &,
will be given.

In the third chapter, apart from basic concepts for t.,,, the interpretation of truth

values of L,, will be mentioned.

In the fourth chapter, the functional properties of n-valued Lukasiewicz
logics L., are examined and the connection between these logics and prime

numbers is achieved.

In the fifth chapter, matrix logics are described for prime numbers, some
basic notions will be given for these logics. And then, similar descriptions for

powers of prime numbers, even numbers and odd numbers are mentioned.

Key words: Lukasiewicz logics, matris logics, Post logics, prime numbers,
Sheffer Stroke
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1. GIRIS

Jan Lukasiewicz (1878-1956) in hemen hemen tiim hayati boyunca
ilgilendigi gelecegi onceden saptama problemi, ¢ok-degerli lojik fikrinin ilham
Aristo’nun gelecegi Onceden saptama goriisii lizerine Lukasiewicz’in yaptig
elestiri, tarihsel olarak {ig-degerli lojik icin zemin hazirladi. 1920 yilinda

PR

1970a). Bu lojigin 6zellikleri o donemde oldukga sasirtici goriinmekteydi.

Lukasiewicz’in ¢ok-degerli lojiginin temelindeki sonlu ve sonsuz
durumlarin genellestirmeleri, 20. yiizyilin sonuna kadar sekillenen ve hala hizlica
gelismeye devam eden sonuglar ortaya koydu: Sonsuz-degerli Lukasiewicz lojigi
Lo (Cignoli, D’ Ottaviano and Mundici, 2000) ve sonlu-degerli Lukasiewicz lojigi
L,,. Birincisi, farkli fakat denk cebirsel yapilar ve bu yapilarin uygulamalarindan
ortaya ¢ikarken, ikincisi L., ve asal sayilar arasindaki baglantiyr inceler. Bu tezde
sonlu-degerli Lukasiewicz lojiklerinden s6z edilmektedir.

Ikinci béliimde, iki-degerli klasik onermeler lojigi C, ve ii¢-degerli
Lukasiewicz lojigi L3 i¢in bazi temel tanim ve kavramlar verilerek bu lojikler
arasindaki benzerliklere ve farkliliklara deginilmistir. Ayrica, bu boéliimde {ig-
degerli Lukasiewicz lojigi L.; ve gelecegin onceden saptanmasi arasindaki baglanti
gosterilmistir.

Ucgiincii boliimde, n-degerli Lukasiewicz lojikleri igin gerekli tanim ve
kavramlar verildi ve ilk olarak 1930 da A. Tarski tarafindan ortaya konan L, nin
tamliginin kardinal derecelerini de iceren bir¢ok 6zelligi incelendi. Bu 6zellik,
Lukasiewicz lojikleri ve asal sayilar arasindaki baglantiyr gosteren ilk isarettir.
Daha sonra, Boole cebirleri araciligiyla L., icin béliim-semantigi insa edilerek L.,
nin dogruluk degerlerinin iki yorumlanmasi 6nerildi.

Dordiincii boliimde, bir mantiksal sistemi cebir olarak inceleyen i¢ metot
aracihigiyla (n + 1)-degerli Lukasiewicz lojikleri t.,,; lerin fonksiyonel
ozellikleri (ilk olarak (Finn, 1970)de s6z edilmistir) arastirilarak, (n + 1)-degerli
Post lojikleri ve maksimal (n + 1)-degerli Post olmayan lojikler araciligiyla asal
sayilar ve L., ler arasindaki baglantiya ulasilmustir.

Tezin son boliimi olan besinci boliimde, asal sayilar igin matris lojikleri

tanimlanmistir ve n bir asal say1 oldugunda bu lojiklerin t.,,,; ile ayn1 fonksiyonel



ozelliklere sahip olduklar1 goriilmiistiir. Asal sayilarin mantiksal belirlenebilirligi
g0z Onilinde bulundurularak asal sayilarin kuvvetleri, ¢ift sayilar ve tek sayilar igin

benzer tanimlamalar verilmistir.



2.ONBILGILER

Burada, tezin okunabilirligini kolaylastirmak amaciyla bazi tanim ve

kavramlar verilmistir.
2.1 ki-Degerli Klasik Onermeler Lojigi

Iki-degerli klasik &nermeler lojigi, her muhakemenin ya dogru ya da yanlis

oldugu varsayimina dayali en basit muhakeme modelini temsil eden bir lojiktir.

Diger lojiklerin ¢ogu bu lojik tarafindan ya kapsanir ya da dile yeni

baglaclar eklenerek onun iizerinden insa edilir.

Dogruluk veya yanlishgr degerlendiren bir 6nermeye dogru ya da yanlis
etiketlerinden biri atanir. Bu etikete dnermenin dogruluk degeri denir. Dogru bir
Oonermenin etiketlemesi T veya 1 ve yanlis bir 6nermenin etiketlemesi F veya 0 ile

temsil edilir.
n € N olmak iizere 6nerme degiskenleri p,, ile gosterilecektir.

Bu lojigin 6nermesel baglaglart — (degilleme), A (evetleme), v (veyalama),

D (gerektirme) ve = (denk) dir.

Bilesik onermeler, onermesel baglaclar kullanilarak atomik Onermelerden

olusturulan 6nermelerdir.

Tammm 2.1.1 (Karpenko, 2006) For ile gosterilen iyi-bigimlendirilmis

formiiller kiimesinin elemanlar1 rekiirsif olarak asagidaki sekilde tanimlanir:
(a) Her 6nerme degiskeni bir iyi-bi¢imlendirilmis formiildiir.

(b) P bir iyi-bi¢imlendirilmis formiil ise o zaman (—P) formiili de iyi-

bicimlendirilmistir.

(c) P ve Q iyi-bigimlendirilmis iki formiil ise o zaman (P A Q), (P V Q),
(P 2 Q) ve (P = Q) formiilleri de iyi-bigimlendirilmistir.

Iyi-bigimlendirilmis bir formiil kisaca formiil olarak adlandirilir.

Bir uzlas1 olarak bir formiiliin en disindaki parantezler kaldirilacaktir.



p1 Ve p, ya dogru ya da yanlis 6nermeleri gostermek tlizere tiim olasiliklar

gosteren Oonerme baglaglarinin dogruluk cizelgeleri asagidaki gibidir:

p1 | D1
1 0
0 1

P1|P2 | P1VDP2 | P1AD2 | P12 P2 | P1=D2
1)1 1 1 1 1
110 1 0 0 0
01 1 0 1 0
0|0 0 0 1 1

Tamim 2.1.2 (Karpenko, 2006) Yukaridaki gizelgeler yardimiyla tanimlanabilen

onerme baglaclarina dogruluk fonksiyonelleri denir.

Tanmm 2.1.3 (van Dalen, 2008) Bir v:For — {0,1} deger atama fonksiyonu

asagidaki bicimde tanimlanir:

(1) v(=P) =1 —v(P).

(2) v(P 2 Q) =min{1,1 —v(P) +v(Q)}.
(3) v(P A Q) = min{v(P),v(Q)}.

(4) v(P Vv Q) = maks{v(P),v(Q)}-

G v(P=Q =1~ |v(P) -v(@].

Tamm 2.1.4 (Karpenko, 2006) Tiim olas1 dogruluk deger atamalari igin daima 1

degerini alan bir formiile totoloji ve 1 e atanmis dogruluk degeri denir.
Bazi Totoloji Ornekleri (Karpenko, 2006):
(K)p1 2 (02 2 p1)
(S) (P12 (P2 2 p3)) 2 (P12 p2) 2 (P12 p3))

(B") (p1 2 p2) 2 ((p2 2 p3) 2 (P12 p3))



(C) (P12 (p2 2 p3)) 2 (p2 2 (p1 2 p3))

(W) (p1 © (p1 2 p2)) @ (p1 2 p2)

Tamm 2.1.5 (Houston, 2009) ‘Bir 6nerme ya dogru ya da yanlistir fakat bagka bir

deger yoktur’ ifadesi ortanin dislanma yasasi olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.6 (Karpenko, 2006) ‘iki celiskili énerme aym anda dogru degildir’

ifadesine ¢eliski yasasi denir.

Yukarida belirtilen iki yasa iki-degerli klasik 6nermeler lojiginde gegerli

iken n > 3 dogal sayisi i¢in n-degerli Lukasiewicz lojiklerinde gecerli degildir.

Klasik onermeler lojiginin tiiretim kurallart:

(a2) Modus Ponens: P ve P D Q iki totoloji ise 0 zaman Q da bir totolojidir.
(b) Ikame: P(p,) bir totoloji ise P formiiliinde p; in tiim gegislerinin yerine

Q nun alinmasiyla elde edilen P(Q) formiilii de bir totolojidir.

Iki-degerli klasik onermeler lojigi, C,, tiim klasik totolojilerin sinifi olarak

adlandirilir.

Tamm 2.1.7 (Karpenko, 2006) Iki-degerli klasik énermeler lojigi C, nin dnerme
baglaglarinin bir sistemi verilsin. {0,1} dogruluk deger kiimesi iizerinde bir
fonksiyonu temsil eden her bagla¢ sadece bu sistemin baglaglar1 aracilifiyla
tanimlanabiliyorsa o zaman bu sisteme dogruluk fonksiyoneli olarak tamdir,

denir.

{—, V, A} klasik baglaglar kiimesi dogruluk fonksiyoneli olarak tamdir
(Post,1921).

Ayrica {—, D}, {—, A} ve {=, vV} baglag sistemleri de dogruluk

fonksiyoneli olarak tamdir.

‘Ne p,ne de p,’ anlamim ifade etmek igin kullanilan Sheffer Stroke |

baglaci asagidaki bigimde dogruluk ¢izelgesi ile temsil edilir:



P1| P2 | py |1
11 0
10| o
01| 0
00| 1

—p ile p|p ve p, Ap, ile (py |p1) | (p2 |p2) onermeleri mantiksal denk

olduklarina gore { | } sistemi dogruluk fonksiyoneli olarak tamdir.

‘P bir totolojidir’ ifadesi = P bi¢iminde temsil edilir. Ayrica, I formiiller
kiimesi olmak iizere ‘P,I’ nin mantiksal sonucudur’ ifadesi I' = P bic¢iminde

temsil edilir.

iki-degerli klasik 6nermeler lojigi C, nin aksiyomlastirilmasi (Karpenko,

2006):
C, nin aksiyomlari

(A1) p1 2 (p2 2 p1)
(A2) (p1 @ (P2 2 p3)) 2 (P12 p2) @ (P12 P3))

(A3) (=p1 2 =p2) 2 (P2 2 1)

cew e

tiiretim kurallar1 kullanilarak gergeklestirilir.

‘P bir teoremdir’ ifadesi + P bigiminde temsil edilir ve bu da aksiyomlar

yardimiyla P nin bir kanitinin elde edilebilecegi anlamina gelir.

Tammm 2.1.8 (Karpenko, 2006) Aksiyomlar kiimesi ve tiretim kurallari

araciligiyla ifade edilebilen mantiksal hesaba Hilbert-tarzi hesap denir.

Hilbert-tarzi hesapta, I' - P notasyonu I' formiiller kiimesinden bir P

formiiliiniin kanitinin elde edilebilecegini temsil eder.



Teorem 2.1.9 (Tiiretim Teoremi) (Karpenko, 2006) I formiiller kiimesi ve P ve

Q iki formiil olsun. O zaman I', P + Q ancak ve ancak I' + P © Q dur.

Tammm 2.1.10 (van Dalen, 2008) I' formiiller kiimesi olmak iizere I' tutarhidir

ancak ve ancak I' = P ve I' + =P olacak sekilde bir P formiilii yoktur.

Yukarida verilen bilgiler 1s18inda iki-degerli klasik Onermeler lojiginde
dogruluk E ve tiiretilebilirlik - kavramlarinin birbirine gore tam oldugu sonucunu

ifade edebiliriz.

Teorem 2.1.11 (Tamhk Teoremi) (Karpenko, 2006) Bir P formiili igin + P

ancak ve ancak &= P dir.

Bu durumda, iki-degerli klasik 6nermeler lojigi C, tiiretimsel olarak tam ve

tutarlidir.



2.2 U¢-Degerli Lukasiewicz Lojigi

gore, her onerme ya dogru ya da yanlis oldugundan her sey gereklilikle meydana

gelir ve olasiliklar veya 6zgiir iradeyle yapilan herhangi bir se¢im s6z konusu
degildir.

Aristo’nun bu diisiincesi formel olarak asagidaki bigimde ifade edilebilir
(Karpenko, 2006):

T : ‘... dogrudur’,
F :’... yanhstir’,
N : ... gereklidir’,
— : ‘Ise ... 0 zaman’,
~ : ‘... nin olmamas1’
V: ‘veya’
y1 temsil etsin.

i.Tp>Np  Onciil I

ii. Fp = N~p (i) den

ii. TpvFp  Onciil II

iv. Np V N~p (i), (ii) ve (iii) den karmasik yapici ikilem araciligiyla

Kanit

(ii)
lFp e T~p H (Yanlighigin klasik tanimi)
2.T~p—>N~p H ((i) den)
3.Fp - N~p (1 ve 2 ye gegcislilik uygulanarak)

(iv)



Hatwrlatma ‘P, Q,R ve S formiilleri i¢in eger P > Q, R > S ve PVR ler

totoloji iseler Q v S de bir totolojidir’ ifadesine karmasik yapici ikilem adi verilir.

1. Tp > Np H
2.Fp>N~p H
3. TpVFp H
4.Np VN~p (1, 2 ve 3 den karmasik yapici ikilem araciligiyla). |

Lukasiewicz, ‘her onerme ya dogru ya da yanlistir’ ifadesinin asikar
olmamast nedeniyle dogru ile yanlisin yaninda bu iki deger arasinda ara deger
olarak nitelendirdigi en az bir tane daha dogruluk degerinin var olmas1 gerektigini

belirtir.

Ucgiincii dogruluk degerinin amaci1 asagidaki bigimde aciklanabilir: Hicbir
geliski olmaksizin Tugge’nin iki yil sonra 20 Ocak aksam vakti Tokyo’da
bulunmasinin su an ne pozitif olarak ne de negatif olarak belirlendigi varsayilsin.
Oyleyse Tugce’nin o tarihte Tokyo’da bulunmasi olas1 fakat gerekli degildir. Bu
varsayim sebebiyle ‘Tugge iki yil sonra 20 Ocak aksam vakti Tokyo’da
bulunacak’ 6nermesi su an ne dogru ne de yanlis bir 6nermedir. Eger bu 6nerme
su an dogru olsaydi Tugce’nin iki y1l sonra Tokyo’daki varlig1 gerekli olacakti
fakat bu yukaridaki varsayimla celisir. Buna karsin, e§er bu 6nerme su an yanlig
olsaydi Tugge’nin iki y1l sonra Tokyo’daki varligi imkansiz olacakti fakat bu da
yukaridaki varsayimla gelisir. Bu yiizden, bu 6nerme su an ne dogru ne de yanlis

olarak degerlendirilir ve ‘0 (yanlis)’ ve ‘1 (dogru)’ dan farkli {igiincii bir degere

sahip olmalidir. ‘Olast’ y1 temsil eden bu ti¢lincii deger % ile gosterilir.

(gerektirme), A (evetleme), v (veyalama) ve « (denk) dir ve bu baglaglar i¢in

dogruluk cizelgeleri asagidaki gibidir:

O NIRr P T
[EEN N[ - o
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P1 | P2 |P1AD2 | P1VD2 | P1D2 | P19 D2
1)1 1 1 1 1
1111 1 1 1
2 2 2 2
110 0 1 0 0
1] 1 1 1 1
2 2 2
1 1
111 1 1 1 1
2 2 2
Llo| o 1 1 1
2 2 2 2
0|1 0 1 1 0
0 1 0 1 1 1
2 2 2
010 0 0 1 1

Tammm 2.2.1 (Karpenko, 2006) A, V ve < oOnermesel baglaglari yukaridaki

dogruluk cizelgeleri yardimiyla asagidaki bigimde tanimlanir:
pP1Vpz=(P1=P2) > P2
P1AP2 = ~(~P1V ~D2)
p1 < P2 = (P1 = P2) A (P2 = 1)

Tamim 2.2.2 (Karpenko, 2006) Bir deger atama, For formiiller kiimesinden

{0, %, 1} dogruluk degerleri kiimesine tanimlanan bir fonksiyondur.

Tamm 2.2.3 (Karpenko, 2006) Her deger atama fonksiyonu altinda 1 (atanmuis)
degerini alan formiile totoloji adi verilir ve bu sekilde tanimlanan totolojilerin

kiimesine lig-degerli Lukasiewicz lojigi denir ve L. ile gosterilir.

Uc-degerli Lukasiewicz lojigi t; iin aksiyomlastirilmasi (Karpenko,
2006):

t.; lin aksiyomlart:
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(1) (p1 = p2) = (P2 = p3) = (P1 > P3))
(2) p1 = (P2 = p1)

(3) (~p1 = ~p2) = (P2 =~ P1)

W (@1~ ~p) > p1) >

Tiretim kurallart Modus Ponens ve ikamedir.

O halde L; iin aksiyomlastirilmast C, nin aksiyomlastirilmasindan elde
edilir ve bu aksiyomlagtirma asagidaki teoremin t; icin de gecerli oldugu

anlamina gelir.

Teorem 2.2.4 (Tamhik Teoremi) (Karpenko, 2006) Bir P formiilii i¢in - P ancak

ve ancak = P dir.

Ug-degerli Lukasiewicz lojigi t.; de iki-degerli klasik onermeler lojigi C,

gibi tiiretimsel olarak tam ve tutarlidir.

Lemma 2.2.5 (Karpenko, 2006) Ug-degerli Lukasiewicz lojigi t.; deki herhangi
bir totoloji iki-degerli klasik 6nermeler lojigi C, nin de bir totolojisidir fakat tersi

her zaman dogru degildir.

Ornek 2.2.6 (p; = (p1 = (p1 = p2))) = (p1 = p) formiilii C; nin bir totolojisi

iken L5 iin bir totolojisi olmadigini gosterelim.
[lk olarak, yukaridaki formiiliin C, nin bir totolojisi oldugunu gosterelim:

Bu formiiliin C, nin bir totolojisi olmadigini yani C, deki bir v deger
atamast igin v((p1 - (p1 - (p — Pz))) - (p1 = p2)) =0 oldugunu kabul

edelim. Oyleyse, Tanim 2.1.3 den v (p1 - (py - (py — pz))) =1 ve v(p; -
p,) = 0 dir. Eger v(p; = p;) = 0 ise o zaman Tanim 2.1.3 den v(p,) =1 ve

v(pz) = 0 dir. Buradan v(pl - (p1 - (- pz))) = 0 elde edilir. Bu ise,
v (pl - (pl - (p— pz))) = 1 olmasi ile gelisir. O halde, her v deger atamasi

icin  v((ps = (P> 1o p))) > Prop))=1 dir, yani  (p, -

(p1 = (p1 = p2))) = (p1 = p2) formiilii C, nin bir totolojisidir.
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(p1 = (p1 = (p1 = p2))) > (p1 > p,) formiiliiniin k3 iin bir totolojisi

olmadigini gosterelim:

Eger p; yerine % degerini ve p, yerine 0 degerini alirsak o zaman bu formiil

degerini alir. O halde, (p; = (pl - (p1— Pz))) - (p1 = p) formiili L3 {in bir

totolojisi degildir.

L; ve C, biiylik 6l¢iide birbirinden farklidirlar. Ortanin diglanma yasasi ve
celiski yasasi gibi iki-degerli klasik dnermeler lojigi C, nin iki 6énemli yasas1 t.3

de (her n > 3 igin L., de oldugu gibi) gegerli degildir.

L; ve C, arasindaki en Oonemli fark, 1936 da Slupecki tarafindan ortaya
konmustur. Slupecki, C, nin dogruluk fonksiyoneli olarak tam olmasina ragmen
L5 iin dogruluk fonksiyoneli olarak tam olmadigini yani her {ig-degerli dogruluk-
fonksiyonunun tL; de tanimlanamadigini gosterdi. Bunun i¢in, t; de taniml
olmayan ancak t; e eklendiginde dogruluk fonksiyoneli olarak tam bir sistem
Olusturan Slupecki’nin Tp operatoriiniin dogruluk ¢izelgesi asagidaki gibidir
(Karpenko, 2006):

p|Tp
111
2
1
2
ol 1
2
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3. n-DEGERLI LUKASIEWICZ LOJIiKLERI

Simdiye kadar iki-degerli klasik Onermeler lojigi C, ve iig-degerli
Lukasiewicz lojigi L.; tanimlandi. Bu boliimde ise n-degerli Lukasiewicz lojikleri

ele alinacaktir.

Tamm 3.1 (Karpenko, 2006) n € N ve n > 2 igin

1 n—2

=0 =

13
Ve ~ ve — sirastyla Vj, lizerinde
~p=1-p
ve
p1 = pz = min(1,1 —p; + py)
ile tanimlanan 1-li ve 2-1i fonksiyon sembolleri olmak iizere
Wy, = Vo, ~ = {1})

bi¢imli bir mantiksal matrise n-degerli Lukasiewicz matrisi denir; burada {1},

ML nin atanmis elemanlarinin bir kiimesidir.

V, A ve = fonksiyonlari asagidaki bi¢imde tanimlanir (Karpenko, 2006):

(@ p1 VP2 = (p1 > p2) = p2 = maks(py,p2)
(b) p1 Apy = ~(~p1 V ~p2) = min(p;,p2)
(©)p1 =p2 = (p1 = p2) A (P2 = p1)

Kanit (a)
P1V D2 = (p1 2 p2) 2 p2 =min(1,1 — (p1 = p2) +p2)
=min(1,1 —min(1,1 —p; + ) + p,)
= min(1, maks(0,p; — p;) + ps2)
= min(1, maks(0, p; — p2) + maks(pz, p2))

= min(1, maks(0 + p,, p1 — P2 + p2)
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= min(1, maks(py, p1))
= min(1, maks(py,p,))

= maks(py, p1)

(b)

P1AP2=~(~p1V~p2) =1—(~p1V~pz) ((a)dan)
=1 —maks(~p1, ~p2)
=1—maks(1—p;,1—p,)
=min(1-(1-p),1-1-py))
= min(py, p2)- .

SL o6nermesel dili yukarida tanimlanan mantiksal matrisin (V,, ~, -)

cebirlerine karsilik gelir.

Oyleyse 9L mantiksal matrisinin  biitiin  totolojilerinin ~ kiimesine
Lukasiewicz’in matris lojigi ya da n-degerli Lukasiewicz lojigi denir ve L, ile

gosterilir.

Nn-degerli Lukasiewicz lojigi L, nin aksiyomlastirilmasi: (Karpenko,
2006)

L., nin aksiyomlar1
p1 >° P2 = P2,
p1 =1 p2 =1 = (01 > p2)
ve
p1 =Pz = (P1 = p2) A (P2 = P1)

olmak tizere

1 (p1 = p2) = ((p2 = p3) = (p1 = p3))
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2.p1 = (P2 > p1)
3. ((p1 = p2) 2 p2) = (P2 = P1) = P1)
4. (p1 >" p2) = (p1 2" p2)
5. P1ADP2 2 Ps
6. p1 Ap2 = D2
7.(p1 = p2) = ((p1 = p3) = (p1 = P2 AP3))
8.p1 > PV P2
9.p2 2 p1VD:
10. (1 = p3) = (P2 = p3) = (L V P2 = P3))
11. (~p1 = ~p2) = (P2 = P1)
12. s,(n — 1) in bir béleni olmayacak sekilde her 2 < s < n — 1 i¢in
p=@->"2~p)>"""p.
Tiiretim kurallari: Modus Ponens ve ikamedir.

Tammm 3.2 (Karpenko, 2006) L bir lojik olsun. L nin teoremlerini kapsayan

lojiklerin sayisina L nin tamliginin kardinal derecesi denir ve y (L) ile gosterilir.

A= (b4, ... , by) dogal sayilarin keyfi bir dizisi olsun. Asagidaki kosullari

saglayan A nin C altdizilerinin sayis1 1 < i < nigin Ny (b;) ile gosterilir:

(@) b; € Cve her c € Cigin b; > c dir.
(b) Eger j # k ve bj, by € C ise 0 zaman (b; — 1), (by — 1) in bir bdleni
degildir.

a(n) = (b, ..., b,) asagidaki 6zelliklere sahip bir dizi olsun:
(i) by = n,
(iyby >+ > by, > 1 ve

(iii) 1 < i < m olacak sekilde her i igin (b; — 1), (n — 1) in bir bolenidir.
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Teorem 3.3 (Karpenko, 2006) Sonlu bir n igin
V(‘Ln) = ( z Na(n)(bi)) +1
b;ea(n)
dir.
2000 yilinda, M. N. Rybakov y(%,) i hesaplamak icin bir bilgisayar

programi yazmistir. Her n <1000 i¢in y(k,) degerleri hesaplanmigtir
(Karpenko, 2006).

Teorem 3.4 (Lukasiewicz and Tarski, 1970) Her (n — 1) asal says1 i¢in y(L,) =
3 tiir.
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3.1 n-Degerli Lukasiewicz Lojigi %, nin Dogruluk Degerlerinin
Yorumlanmasi

1970 1i yillarin sonunda, M. Byrd ve A. S. Karpenko tarafindan birbirinden
bagimsiz olarak t.,, nin dogruluk degerlerinin iki yorumlamasi verildi. Byrd, T nin
dogruyu F nin yanlis1 ifade ettigi T-F-dizileri cinsinden %, nin dogruluk
degerlerinin bir yorumlamasini verirken, Karpenko ise T-F-dizilerinin kiimeleri

cinsinden bir yorumlama onerdi.

Tamm 3.1.1 (Karpenko, 2006) B = {T,F} klasik dogruluk degerlerinin kiimesi

olsun. O zaman her s > 2 dogal sayisi igin 1 < i < s olacak sekilde
BS = {(by, ..., by} | b; € B}

kiimesinin elemanlarina T-F-dizileri denir ve k € N olmak iizere a ile

gosterilirler.
-, A, V ve D baglaclar1 Boole islemleridir.

Tammm 3.1.2 (Karpenko, 2006) —*,o*Vv* ve A* islemleri, Boole islemleri

aracilifiyla asagidaki bicimde tanimlanir:
Her a; = (b4, ..., b), @y = (cy, ..., ¢5) € B® igin
—=Ta, = (aby, ..., —bs)
a, D7 a, = (b; D ¢y, ...,bs D C;)
a; VYt a, =(byVcy,...,bs V)
a, At a, =(by Acy, ..., bs A Cg).

O halde AB =(B%, —*, o*, v*, A*t) cebiri 25 elemanli bir Boole
cebiridir.
Asagidaki tanim Byrd tarafindan %, nin dogruluk degerlerinin

yorumlanmasi amactyla ortaya konmustur.

Tammm 3.1.3 (Karpenko, 2006) T-F-dizilerinde biitin T leri dizinin basina

oteleyen, yani k € N olmak tizere her a;, € B® i¢in
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d(ay) =(T,T,T,...,F,F,F)
bi¢iminde tanimlanan d igslemine one-place islemi denir.

Bu tanim araciligiyla Byrd in yorumlamasi asagidaki gibi ifade edilir

(Karpenko, 2006):
gJ’t_lql+1 = (B%; d; _|d; _)dl {TS}>

mantiksal matrisi verilsin. O zaman B# biitiin T lerin dizinin basinda bulundugu
T-F-dizilerini igeren dogruluk degerlerinin kiimesidir ve bu kiimenin elemanlari
k € N i¢in ag ile gosterilir. {T*}, TS = (T, T, ..., T) bigiminde tanimlanan atanmig

elemanlarin bir elemanh kiimesidir ve islemler
(i) d(ay) = ag,
(i) =4(af) = d(=*ay) ve

da; = d(a; % ay)

(i) af -
bigiminde tanimlanir.

Yukaridaki bigimde tanimlanan T-F-dizilerinin sayisi s + 1 dir ve L, nin

dogruluk degerlerinin sayisina esittir, yani n = s + 1 dir.

Teorem 3.1.4 (Karpenko, 2006)

ve
Mgy =(Bs, d =9 -9 (T
mantiksal matrisleri izomorftur.
Bu teoremden dolay1 asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 3.1.5 (Karpenko, 2006) 9L, ; mantiksal matrisi n-degerli Lukasiewicz

bir teoremidir ancak ve ancak P, ML, ; mantiksal matrisinin bir totolojisidir.

Eger d islemi k € N olmak {izere her a;, € B® igin
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d(ay) = (F,F,F,..,T,T,T)

bigiminde tanimlanirsa o zaman yine 9%, ; mantiksal matrisine izomorf bir matris

elde edilir.

O halde L,, nin dogruluk degerlerinin yorumlanmasi T nin T-F-dizilerinin
basinda ya da sonunda olup olmamasma bagl degildir. Ornegin, % degeri

(T, T, T,F)yada(F, T,T,T) T-F-dizileri olarak yorumlanabilir.
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3.2 n-Degerli Lukasiewicz Lojigi t.,, icin Boliim-Semantigi

Boliim-semantigi, belirli bir tiiriin T-F-dizileri yerine T-F-dizilerinin belirli

kiimelerini dogruluk degerleri olarak tanimlayan semantiktir (Karpenko, 1983).
s = 2 olmak iizere bir s dogal sayist i¢in
c’qs = (le EI R _|+1 :)+)

cebiri verilsin ve k € N olmak tizere her a; € B i¢in nr(ay), a; daki T lerin

sayisini gostersin. O zaman her a; = (b, ..., bs), a; = (¢4, ..., ¢5) € B igin
a; = a, ancak ve ancak nr(a;) = nr(ay)
dir ve R bagintis1 asagidaki gibi tanimlanir (Karpenko, 2006):
a1 R a, ancak ve ancak (a) nt(a,) < nr(ay) ve
heri < siginb; =T isec; =T
ya da

(b) nr(a1) > nr(az) ve
heri < si¢inc; =T ise b; =T.

Tamm 3.2.1 (Karpenko, 2006) 9L, , mantiksal matrisi A, cebiri ile

iliskilendirilir ancak ve ancak
Mgy = (BS/E, =" o {lTS | »
dir, burada

Q) BS/E,E bagintisina gére B nin bolim kiimesidir ve s+ 1 elemana

sahiptir. k € N olmak {iizere a; € B® ise 0 zaman |ak , Qp nin =
bagintisina goére denklik siniflarini belirtir.

(ii) ML, | in atanmis elemanlarmin kiimesi bir-elemanli{ | TS | } kiimesidir.

(iii) | a;

,|a2| EBS/Eiginaie |a1|,aée |a2| ve a; R a; olmak tlizere

~ | = [=tai

ve
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|“1| ud |a2| = |6¥{ o' a,
bigiminde tanimlanir.

Teorem 3.2.2 (Karpenko, 2006) n = s + 1 olmak iizere
Moy, =B/, - o (s |p
mantiksal matrisi n-degerli Lukasiewicz lojigi t.,, i¢in tamdr.

Bu durumda, T-F-dizileri yerine B® den T-F-dizilerinin belirli altkiimeleri n-

degerli Lukasiewicz lojigi L., i¢in dogruluk degerleri olarak ifade edilir. Ornegin,
{(T,T,T,F),(T, T,F, T),(T,F, T, T),(F, T, T, T)} kiimesi z degerini ifade eder.
Teorem 3.2.3 (Karpenko, 2006) k € N,r = nt(a;) ve m = s olmak lizere her
| ay | € BS/ ~ i¢in | a | denklik sinifinin eleman say1s1

m!
r —
Cm Crl(m—=r)!

dir.
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4. n-DEGERLI LUKASIEWICZ LOJIKLERININ FONSiYONEL
OZELLIKLERI

Mantiksal sistemler, dis metot ve i¢ metot olmak {izere iki bi¢imde incelenir:
Bunlardan birincisi bir mantiksal sistemi hesap olarak ifade ederek bu hesabin
farkli semantiklerini incelerken, ikincisi bir mantiksal sistemi cebir olarak

inceleyip bu sistemin cebirsel 6zelliklerini arastirir.

Boylece, n-degerli Lukasiewicz lojikleri L.,, ler ve asal sayilar arasindaki

baglantiya ulasilir.

Tamm 4.1 (Rosser and Turquette, 1958)

v =0 1 n—2 J
n= Oy
kiimesi lUizerinde
1, p=iise
Jilp) = {O, p *iise

bi¢iminde tanimlanan fonksiyonlara J; —fonksiyonlar1 denir.

J; —fonksiyonlari, cok-degerli lojiklerin genis siniflarinin

aksiyomlastirilmasindan olduk¢a 6nemlidir.

Teorem 4.2 (Rosser and Turquette, 1958) J;_fonksiyonlari, n-degerli Lukasiewicz

lojigi L,, deki ~ ve — araciligiyla tanimlanabilirdir.

McNaughton, sonlu durumda herhangi bir bir n dogal sayis1 ve % deki
herhangi bir g fonksiyonu i¢in g nin sadece ~p ve p; — p, araciligiyla

tanimlanabilir olup olmadigini belirleyen asagidaki teoremi kanitladi.

Teorem 4.3 (Karpenko, 2006) g fonksiyonu ML de tanimlanabilirdir ancak ve

ancak her p4, -, ps Ve p igin g(p4, -+, ps) = p i1S€ 0 Zzaman

ebob(py, -+, ps,n—1) I p

dir.
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Sheffer Stroke fonksiyonundan (ya da baglacindan) olusan bir mantiksal
sisteme Ozel bir ilgi duyulmasina ragmen bir n-degerli lojigin her fonksiyonlar

kiimesi Sheffer Stroke fonksiyonuna sahip degildir.

Teorem 4.4 (Karpenko, 2006) C gerektirme baglacini, N degilleme baglacini ve
koseli parantezler igerisindeki ifadelerin sayisini gosterecek sekilde her p; ve p,
Onermesi i¢in
Epip; = Cp1C[CNp2]p,NCp, N[Cp;]Np,

fonksiyonu n-degerli Lukasiewicz lojigi L,, i¢in bir Sheffer Stroke’dur.

Ep,p, fonksiyonu p; »F p,biciminde temsil edilsin. p; — p, ile p; -F p,
yi karsilastirmak icin p, =% p, fonksiyonu

1, p,=0ise

P~ Py = ~p1, P2 =1lise
p1 = D2, aksi halde

bigiminde tanimlanir. Bu tanima gére, McKinsey’in ~p ve p; = p, tanimlari
@ 1= -* p)->Ff ((p-F p) > (-F D)
(0)~p=p—* 1
©) p1 2 P2 =p1 >F (1-F py)

dir (Karpenko, 2006).

Kisim 2.2 deki Slupecki’nin Tp operatoriiniin bir genellestirmesi asagidaki

bigimde tanimlanir:

Her p € V, i¢in Tn-2(p) = Z—:i olsun. O zaman

n-1

{r1 = P2, ~p, Tn—2(p)}

n—-1
sistemi fonksiyonel olarak tamdir (Rosser and Turquette, 1958).
Bu sonucun daha da genellestirilmis hali agagidaki teoremle ifade edilir:

Teorem 4.5 (Evans and Schwartz, 1958) Her p €V, ve 0 <i<n-—1 i¢in

T i (p) = ﬁ olsun. O zaman

n-—1
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n

{r1 = p2~p, T i (P}
-1

sistemi fonksiyonel olarak tamdir ancak ve ancak (n —1,i) = 1 dir, yanin —1

ve i aralarinda asal sayilardir.
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4.1 n-Degerli Post Lojikleri

n-degerli Post lojikleri, t.,, den farkli ve fonksiyonel olarak tam olan sonlu

degerli lojiklerdir ve P, ile gosterilirler.
neNven=>2igin
, ={0,1,--,n—1}
ve — Ve V sirastyla 1, lizerinde
-p =p+ 1mod(n)
ve

p1V p = maks(py,p2)

ile tanimlanan 1-li ve 2-1i fonksiyon sembolleri olmak iizere
E[Rfl = (Vn: - Vv, {n - 1})

bi¢imli bir mantiksal matrise n-degerli Post matrisi denir, burada {n — 1}, % nin

atanmis elemanlarimin bir kiimesidir (Karpenko, 2006).

Asagidaki dogruluk ¢izelgesine sahip — fonksiyonuna devirli (dairesel) degilleme

ad1 verilir (Karpenko, 2006):

p -p
0 1
1 2
n—2|n-1
n—1 1
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Teorem 4.1.1 (Post, 1921) n-degerli Post lojigi P,, fonksiyonel olarak tamdir.
Kamt (Barton, 1979). ]

Tamm 4.1.2 (Karpenko, 2006) V,,,; = {0,1,:--,n} ve s tane V,,, in kartezyen
carpimui V.5, ; olsun. Eger g,V,;,, kiimesinden V,,; i¢ine tanimlanan bir fonksiyon
ise 0 zaman g(pq, -+, ps) Ye (n + 1) —degerli fonksiyon ya da (n + 1) —degerli

lojigin bir fonksiyonu denir.
k € N igin g4, -+, g) fonksiyonlarinin bir siiperpozisyonu

(i) g1,:**, gk larm bazilarim1 bu fonksiyonlarin bilesenlerinin yerine
koyarak,
(i) g1, -+, gx larin bilesenlerini yeniden adlandirarak
ya da (i) ve (ii) kosullarinin her ikisini de uygulayarak elde edilir (Karpenko,
2006).

Tamim 4.1.2 (Janowskaja, 1959) (n + 1) —degerli Post lojigi P,,4 i¢in G S P44

olsun. [ ] operatorii, P, in kuvvet kiimesi iizerinde asagidaki bi¢imde tanimlanir:

(1) G < [G] dir.

(2) [[61] = [6] dir.
(3) Eger G, S G, ise 0 zaman [G;] S [G,] dir.

[G], G kiimesindeki fonksiyonlarin biitiin siiperpozisyonlarinin kiimesidir.

Tamm 4.1.3 (Karpenko, 2006) (n + 1) —degerli Post lojigi P, i¢in G S P44
olsun. Eger G = [G] ise 0 zaman G fonksiyonlar kiimesine kapali denir. Ayrica, 9
fonksiyonlarin kapali bir kiimesi olmak {izere [G] =9 ise 0 zaman G

fonksiyonlar kiimesi 9t € P,,,; de fonksiyonel olarak tamdir.

Tamm 4.1.4 (Karpenko, 2006) (n + 1) —degerli Post lojigi P, i¢in G S P,
olsun. O halde bir g fonksiyonu i¢in g € P,,; Ve g & G olmak lizere [G] # Pp4q
ve [G U {g}] = P, ise 0 zaman G kapali kiimesine P, de 6ntam (precomplete)

denir.

Fonksiyonlarin 6ntam siniflari, fonksiyonel tamlik i¢in olduk¢a dnemlidir.
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Teorem 4.1.5 (Karpenko, 2006) (n + 1) —degerli fonksiyonlarn bir G kiimesi
fonksiyonel olarak tamdir ancak ve ancak G kiimesi fonksiyonlarin bir dntam

kiimesi tarafindan kapsanmaz.
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4.2 Maksimal (n + 1) —Degerli Post Olmayan Lojikler

(n + 1) —degerli Post lojigi P,,; de 6ntam olan T, (Jablonski, 1958),

maksimal (n + 1) — degerli Post olmayan lojik olarak adlandirilir.
neNvenz2=2igin
Vier ={0,1,--,n}
ve ~, A, V, Ji ve N; sirastyla V,,,; lizerinde
~p=n-—p,
p1 AD2 = min(py,p2),

p1 V p; = mak s(py, p2),

_(n, p=iise
]i(p)‘{o, p # iise

vel<i<n-1igin

i, pef{l,--,n—1}ise

Ni(p) = {~p, p € {0,n} ise

ile tanimlanan fonksiyon sembolleri olmak tizere

SIRZ~1+1=(VH+11 ~p, P1ADP2, P1VD2 ]O(p)' ']n(p)ﬂ
Ni(p), - Np_i(p), {n})

bigimli bir mantiksal matrise maksimal (n + 1) —degerli Post olmayan lojik T,
in matrisi denir, burada {n}, MT,, in atanmis elemanlarinin bir kiimesidir
(Karpenko, 2006).

INT ., matrisinin imzas1 asagidaki bicimde basitlestirilebilir (Karpenko,
2006):

(i) n = 2ise 0zaman

p1 =T Dy =p1 P2

Ve
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(i) n > 2 ise 0 zaman

n—1, p,=p, ve p,p;€{l,-,n—1} ise

T
P17 P2 = {pl - p,, aksi halde

olmak lizere

EmrTlﬂ = (Vot1, ~D, D1 T D2, {n})

mantiksal matrisi verilsin ve IMT,, in fonksiyonlarmmn kiimesi T,,, ile

gosterilsin.
Teorem 4.2.1 (Karpenko, 2006) Her n > 2 i¢in Ty, ; = T, dir.

Tamim 4.2.2 (Karpenko, 2006) 0 < {, u < n olmak iizere

_(u  p={_ise
leu(p) = {O, p # { ise

biciminde tanimlanan fonksiyonlarin dogruluk c¢izelgeleri { =i, u=j ve

1<ij<n-1icn

p Oj1|.|i||n—=1|n

Iy®@) 00| |j|-| O 0

dir ve I,4q, Ty4; de tammlanabilir olan biitin I, (p) —fonksiyonlarinin

kiimesidir.

Teorem 4.2.3 (Bochvar and Finn, 1972) (n+ 1) —degerli Lukasiewicz lojigi
Lyns1, (n+ 1) —degerli Post lojigi P, de fonksiyonel olarak 6ntamdir ancak ve

ancak I,,,; € L, 44 dir, 0 halde t.,,,; = T, dir.

Teorem 4.2.4 (Bochvar and Finn, 1972) ((n + 1) —degerli Lukasiewicz lojigi

Ln+1 icin ontamlik kriteri) L., ., = T,,, dir ancak ve ancak n bir asal sayidir.
Kamt Teorem 4.2.3 ve Teorem 4.3 den elde edilir. [

Ornek 4.2.5 L., in fonksiyonlar1 bir 6ntam kiime olusturur fakat %,g,, inkiler

olusturmaz.
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Oyleyse, asal sayilarin yeni bir tanimi verilebilir.

Tamim 4.2.6 (Karpenko, 2006) n > 2 dogal sayisi asaldir ancak ve ancak
(n + 1) —degerli Lukasiewicz lojigi t.,,, ¢ karsilik gelen biitiin fonksiyonlarin

kiimesi (n + 1) —degerli Post lojigi P, de ontamdir yani L., ; = T4, dir.
Teorem 4.2.4 ten ve Teorem 3.4 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.2.7 (Karpenko, 2006) Eger n =2 i¢in L,,, = T,,,; iSe 0 zaman

y(Entq) = 3 tir.



31

5.ASAL SAYILAR ICIN MATRIS LOJIKLERI

Dérdiincii boliimde, (n + 1) —degerli P, ; Post lojiginde 6ntam olan

fonksiyon siniflart araciliiyla asal sayilarin belirlenebilirligi ifade edilmisti.
neNvenz=3igin
Vn+1 = {0, 1, W, n }

ve ~ ve »X sirasiyla V,,, ; iizerinde

~p=1-p
ve
P2,  0<p; <p,<nve(py,p;) # lise
P1—>sz= P2, 0<pL=p,<nise
pP1 = P2, aksi halde

ile tanimlanan 1-li ve 2-1i fonksiyon sembolleri olmak iizere
M1 = Ve, ~ =5 {n})

mantiksal matrisi verilsin, burada {n}, MMK,, in atanmis elemanlarinin bir
kiimesidir. ~p ve p; =¥ p, nin siiperpozisyonlari olarak tanimlanan X, in

biitiin fonksiyonlarinin kiimesi K, ;4 ile gosterilir (Karpenko, 1982).
p, =X p, ile p; = p, yi karsilastirmak i¢in p; — p, fonksiyonu

n, p1 < p, ise
- p, = .
P17 P {n—m+mw p1 > p, ise
bi¢iminde tanimlanir (Karpenko, 2006).

Lemma 5.1 (Karpenko, 2006) n bir asal say1 ve p € V,,, ;1 olsun. Egerp <n —p

ise 0 zaman p »X ~p = n dir.

Asal sayilarin, ¢ok-degerli matris lojigi K,,; in totolojilerinin siniflari

cinsinden tanimi asagidaki teoremle ifade edilir.

Teorem 5.2 (Karpenko, 2006) Her n > 3 igin n bir asal sayidir ancak ve ancak

n € K, dir.
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Asal sayilarin bagka bir tanim1 asagidaki sekilde ifade edilir.

Teorem 5.3 (Karpenko, 2006) Her n > 3 igin n bir asal sayidir ancak ve ancak

Kny1 = Enyq dir.
Asal sayilar i¢in bagka bir matris lojigi tanimlansin:
neNvenz2=3igin

Vier = {0,1,...,n}

K

! . .
ve ~ ve > sirastyla V1 lizerinde

~p:]_—p
ve

0<ps<p,<n, (pp) #1
ve p1 + pp S nise

0<p;<py<n, (p,p)#1

|{ P1,

p ~% p, = { p
| 2 ve p; + p, > nise
k191

P2, 0<p;=p,<nise
= P2, aksi halde

ile tanimlanan 1-li ve 2-1i fonksiyon sembolleri olmak iizere
My = Vowr, ~ -K, )

.. e . ! . .
mantiksal matrisi verilsin; burada {n}, 9MK,, nin atanmis elemanlarinin bir

. .9 ! . . . ! -
kiimesidir. ~p ve p; =% p, nin siiperpozisyonlar1 olarak tanimlanan 9K, in

biitiin fonksiyonlarinin kiimesi K, ; ile gosterilir (Karpenko, 2006).

Lemma 5.4 (Karpenko, 2006) n bir asal say1 ve p € V,,,; olsun. Egerp <n —p

. ! -
ise 0 zaman p »X ~p = n dir.

Teorem 5.5 (Karpenko, 2006) Her n > 3 igin n bir asal sayidir ancak ve ancak

n € K, ., dir.

Teorem 5.6 (Karpenko, 2006) Her n > 3 igin n bir asal sayidir ancak ve ancak

Kpy1 = Lpyq dir.
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Sonug 5.7 (Karpenko, 2006) Her n > 3 igin n bir asal sayidir ancak ve ancak

Kn+1 = Kpyq dir.
Kanit Teorem 5.3 ve Teorem 5.6 dan elde edilir. ]
~~p =p (cifte degilleme)
ve
p1 = P2 = ~p2 = ~p1 (karsit ters)

yasalar1 (n + 1) —degerli Lukasiewicz lojigi L., de gegerli olduklari halde asal

sayilar igin matris lojikleri olan K,,,; de yada K;,, de gecerli degildir.
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5.1 Asal Sayilar I¢in Sheffer Stroke

Dérdiincii bolimde, (n + 1) —degerli Lukasiewicz ojigi t.,,4 1 igin bir

sheffer stroke fonksiyonu tanimlanmaisti.
neNven=3icin
Voe1=1{0,1,...,n}
ve ~ ve - sirastyla V, ;4 iizerinde
~p=1-p
Ve
( n, p, =0ise

~P1, Dy =nise

S —
P P2 =0 wp, oK ~py, 0 <pyp, <nise

| p.o% p,  aksihalde

ile tanimlanan 1-li ve 2-li fonksiyon sembolleri olmak iizere ~p ve p; —»° p, nin

biitlin siiperpozisyonlarinin kiimesi S,, , ; ile gosterilir (Karpenko, 2006).

Teorem 5.1.1 (Karpenko, 1994) n bir asal say1 olacak sekilde her n > 3 i¢in

Sn+1 = Kpyq dir.

O halde, p, =5 p, fonksiyonu K, ,; ve Sonug 5.7 den dolay1 K, i¢in bir

sheffer stroke’dur.

Teorem 5.1.2 (Karpenko, 2006) Her n > 3 igin n bir asal sayidir ancak ve ancak

Sn+1 = Lnyq dir.

Sonug¢ 5.1.3 (Karpenko, 2006) Her n > 3 i¢in n bir asal sayidir ancak ve ancak

Sn+1 = Kpyq dir.
Kamit Teorem 5.1.2 ve Teorem 5.6 ya gegislilik uygulayarak elde edilir. [

Sonug¢ 5.1.4 (Karpenko, 2006) Her n > 3 i¢in n bir asal sayidir ancak ve ancak

Sn+1 = Ky dir.

Kamt Sonug 5.7 ve Sonug 5.1.3 e gegislilik uygulayarak elde edilir. ]
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Teorem 4.4 deki p; —F p, sheffer stroke fonksiyonu ve ~p fonksiyonunun

biitiin siiperpozisyonlariin kiimesi E,, ; ile gosterilsin.

Teorem 5.1.5 (Karpenko, 2006) Her n > 3 igin n bir asal sayidir ancak ve ancak

Sny1 = Epyq dir,
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5.2 Asal Sayillarin Kuvvetlerinin Mantiksal Matrislerle Belirlenmesi

Kisim 5.1 de asal sayilar i¢in matris lojikleri tanimlandi. Bu kisimda, asal
sayilarin kuvvetleri i¢in benzer bir tanimlama yapilir. Bu amagla, g bir asal say1

ve B pozitif bir tam say1 olmak iizere K;,,; lojigi n = q# durumuna genellestirilir.
neNvenz2=3igin
Vher1 ={0,1,...,n}
ve ~ ve - sirasiyla V,,,; iizerinde
~p=1-p
ve

( 0<p; <p,<nm
d # 1 olmak lizere
P (py,p,) = dvek € N igin
d* t nvep, +p, <nise
0<p<p<nm
p1 —=F py =4 d # 1 olmak lizere
P2, (p1,p2) = dvek € Nicin
d* tnvep, +p, >nise
0<pi=p,<n
P2 vep, +py =nise
\p1 = P2 aksi halde

ile tanimlanan 1-li ve 2-1i fonksiyon sembolleri olmak iizere
EIJI11’:l+1 = <Vn+1; ~ _)F' {n}>

mantiksal matrisi verilsin; burada {n}, MMF,, in atanmis elemanlarmin bir
kiimesidir. ~p ve p; —F p, nin siiperpozisyonlar1 olarak tanimlanan ML, in

biitiin fonksiyonlarinin kiimesi F,,; ile gosterilir (Karpenko, 2006).

Lemma 5.2.1 (Karpenko, 2006) q bir asal say1 ve 8 pozitif bir tam say1 olmak

iizere n = q¥ olsun. Eger p < n — p ise 0 zaman p »F ~p = n dir.

Teorem 5.2.2 (Karpenko, 2006) g bir asal say1 ve f pozitif bir tam say1 olmak

lizere her n > 3 icin n = q# dir ancak ve ancak q? € F,,, dir.
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Teorem 5.2.3 (Karpenko, 2006) g bir asal say1 ve 8 pozitif bir tam say1 olmak

lizere her n > 3 i¢in n = q# dir ancak ve ancak F,,,; = k4, dir.
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5.3 Cift Sayillarin Mantiksal Matrislerle Belirlenmesi

Cift sayilar da asal sayilar gibi mantiksal matrisler araciligiyla belirlenir.

neNven=3icin

Vs ={0,1,...,n}
ve ~ ve —-¢ sirasiyla V,, 4 lizerinde
~p=1-p

ve
( 0<pi<p,<nve
P p +p, <nise

0<p;<p;<nm,

P p1tp2=nve
p1 # p (mod 2) ise

e -
P17 P2 = 0<p, <p,<nve
P2 p +p,>nise
- 0<pi=p,<nve

D1 +py Fnise
\ p, 2 p,, aksihalde

ile tanimlanan 1-li ve 2-1i fonksiyon sembolleri olmak tizere
$l+1 = (Vn+1: ~ _)e' {n})

mantiksal matrisi verilsin; burada {n}, 9., in atanmig elemanlarmin bir
kiimesidir. ~p ve p; =€ p, nin siiperpozisyonlart olarak tanimlanan 95, ; in

biitiin fonksiyonlarinin kiimesi E,,, ; ile gosterilir (Karpenko, 2006).

Lemma 5.3.1 (Karpenko, 2006) n bir ¢ift say1 ve p € V,, 1 olsun. Egerp <n —p

ise 0 zaman p =° ~p = n dir.

Teorem 5.3.2 (Karpenko, 2006) Her n > 2 i¢in n ¢ift sayidir ancak ve ancak

n € E, ., dir.

Teorem 5.3.3 (Karpenko, 2006) Her n > 2 i¢in n ¢ift sayidir ancak ve ancak

Epnt1 = Lpyq dir,
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5.4 Tek Sayillarin Mantiksal Matrislerle Belirlenmesi
Tek sayilar da ¢ift sayilara benzer sekilde mantiksal matrislerle belirlenir.
ne Nven=>3igin
Ve1 ={0,1,...,n}

ve ~ ve - sirasiyla V,,, ¢ lizerinde

~p=1-p
ve
n, D1 < p,ise
pL2% P2 = P2, v(; ;ﬁi p:2 P=2 rfi?e
P1 = D2, aksi halde

ile tanimlanan 1-li ve 2-1i fonksiyon sembolleri olmak iizere
pt1 = Vg, ~ 2% {n})

mantiksal matrisi verilsin; burada {n}, IM5,; in atanmig elemanlarinin bir
kiimesidir. ~p ve p; =° p, nin siiperpozisyonlar1 olarak tanimlanan 95, ; in

biitin fonksiyonlarinin kiimesi 0,4 ile gosterilir (Karpenko, 2006).

Teorem 5.4.1 (Karpenko, 2006) Her n = 2 i¢in n bir tek sayidir ancak ve ancak

n € 0, dir.

Teorem 5.4.2 (Karpenko, 2006) Her n > 2 igin n bir tek sayidir ancak ve ancak

Ont1 = tnyq dir
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