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OZET

Tezin giris boliimiinde, ilerleyen boliimlerde kullanilmak tizere yarigrup yapilari ile
ilgili bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Sonraki boliimde filterlar, ultrafilterlar,
BD topolojik uzay1 ve bir ayrik uzayin Stone-Cech kompaktifikasyonuna deginilmistir. Bu
boliimii takiben SS de ¢arpma islemi, 5.5 de degisme 6zelliginin olmamasi, S dinamik
sistemi ve ayrica sadelestirme kavrami ve bu kavramin SN ve 57 deki durumu incelenmistir.
Son boliimde ise SN tizerinde yarigrup yapilar1 ve bazi yarigrup 6zellikleri verilmistir. Sonug

boliimiinde tezin genel yapisi yorumlanarak tez sonlandirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yarigruplar, Topolojik Yarigruplar, Filterlar, Ultrafilterlar,
Kompaktifikasyon, Stone-Cech Kompaktifikasyonu, SD Topolojik Uzayi, Cancellation
(Sadelestirme), 5.5 Yarigrubu, SN Uzerinde Yarigrup Yapilari.
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SUMMARY

In the introduction of this thesis, basic definitions and theorems of semigroups are
given to use in the following chapters. In the next chapter, filters, ultrafilters, the topological
space 8D, the Stone-Cech compactification of a discrete space are given. Following this
chapter, under the title of 55 as a semigroup, the multiplication on /35, non-commutativity
in 55 and S as a dynamic system, notion of cancellation are given. In the chapter, a proof
that N* does not contain an algebraic and topological copy of SN and semigroup structures

on SN are examined.

Keywords:  Semigroups, Topological = Semigroups, Filters, Ultrafilters,
Compactification, Stone-Cech Compactification, The Topological Space 8D, Cancellation,
(S as a Semigroup, Semigroup Structures on SN.
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KAYNAKLAR DIZINI




1. GIRIS

Tezin ilk boliimiinde yarigrup kavrami verilerek yarigruplarin kompaktifikasyonu
incelenmistir. Yarigrup en basit cebirsel yapidir. Yarigrup sartlari zayiflatilabilir veya
gii¢lendirilebilir. Ornegin birlesme sarti kaldirilirsa grupoid elde edilir. Ayrica yarigrup
sartina birim eleman veya ters eleman ozellikleri eklenirse grup tanimi elde edilir. Bu

ozelliklere degisme 6zelligi eklenirse degismeli grup tanimi elde edilir.

Tezin ikinci bolimiinde filter, ultrafilter tanimlar1 verilerek bir D kiimesi lizerinde
tanimli biitiin ultrafilterlarin kiimesi olan SD olusturulmus, sonrasinda kompaktlagtirma
kavramindan bahsedilerek Stone-Cech kompaktifikasyonu hakkinda bilgi verilmistir. Filter
kavraminin ilk izleri Root’un makalesinde (Root, 1914) olmakla birlikte asil filter tanim1
Cartan (Cartan, 1937b; Cartan, 1937a) tarafindan yapilmistir. Bourbaki (Bourbaki, 1940)
filterlar1 ¢aligmalarinda kullanmis ve ayni yil Tukey aglarla filterlarin degisik sekillerini
caligmistir. 1955°te Bartle aglarla filterlar arasindaki esdegerlikten bahsetmistir. Kowalsky
(Kowalsky, [1961)), topolojinin gelismesi i¢in filterlar iizerinde ¢alismalar yapmistir. Verilen

2

bir D kiimesi tizerinde bir ¢ok filter olabilir. Bu filterlarin ”C ” yar1 siralama bagintisina
gore maksimaline ultrafilter denir. Yani baska bir filter tarafindan kapsanmayan filtera

ultrafilter denir.

Kompaktlik kavramini ilk olarak Fréchet (Fréchet, 1906) kullanmistir. Daha sonra
sonlu arakesit 6zelligine sahip olan kapali kiimeler ailesi ile kompaktlik kavrami 1908 de
Riesz tarafindan incelenmistir. Alexandroff ve Urysohn (Alexandroff ve Urysohn, [1924)
kompakt kiimeyi tanimlamistir. Sonrasinda Tychonoff (Tychonoff, 1930) herhangi bir
sayida kompakt uzayin kartezyen carpiminin da kompakt uzay oldugunu gostermistir.
Bourbaki (Bourbaki, 1940) Heine-Borel 6zelligine karsilik gelen bikompaktlik kavramini

ele almistir.

R deki kapali ve sinirhi alt kiimelerin sahip oldugu 6zelliklere benzer 6zellige genel
topolojik uzaylarin sahip olup olmadigi sorusu, kompaktlik kavramina isaret etmektedir. R
deki kapali kiime kavramina karsilik olarak genel topolojik uzaylarda kapali alt kiime
kavrami vardir. Fakat R deki sinirh kiime kavraminin genel topolojik uzaylarda bir karsiligi
yoktur. Ciinkii her topolojik uzayda bir metrik tanimlamak miimkiin olmayabilir. Topolojik
uzaylarda R deki smirlilik kavrami ile benzer o6zellik gosteren kompaktlik kavrami
mevcuttur. Ayrica matematikte bazen ¢alisilan uzay yeterli olmayabilir ve verilen topolojik

uzay bazi durumlarda kompakt olmayabilir. Bu durumda kompaktifikasyon yardimiyla,



verilen uzay kompakt bir uzayin bir alt uzayina homeomorf kilinabilir. Buradan hareketle
kompaktifikasyon kavraminin ana fikrinin bir topolojik uzayin geniglemesi oldugu anlagilir.
Genel topolojide kompaktifikasyon sadece 7 uzaymin bir 75 uzay1 olmasi durumunda goz
ontinde bulundurulur. Bu tiir kompaktifikasyonlara sahip uzaylar Tychonoff uzaylar olarak
da bilinirler. Tychonoff uzaylar ele alindiginda verilen bir uzayin tiim kompaktifikasyonlari
dogal olarak siralanabilir ve her zaman bir en biiyiigli vardir, buna Stone-Cech
kompaktifikasyonu denir. Ayrica kompakt genisleme kavrami topolojide bilinen

Stone-Cech kompaktifikasyonu fikrinin bir genellemesidir.

Tezin sonraki boliimiinde 8.S yarigrup olarak incelenmistir. Bunun i¢in dncelikle 55
de p ve ¢ noktalarmin p - ¢ carpimi tanimlanarak S de ¢arpma igleminin &zellikleri
incelenmistir. Daha sonra p - ¢ daki kiimelerin 6zeliklerinden bahsedilmis ve .S de degisme
ozelliginin olmadig1 gosterilmistir. Sonrasinda S iizerindeki dinamik sistemlerin 35
kompakt sag topolojik yarigrubuyla baglantili oldugu gosterilmistir. Burada AS, S
iizerindeki dinamik sistemlerdeki bazi1 kavramlarin agiklanmasi icin gereklidir. Ayrica 55,

S tlizerindeki bir dinamik sistem olarak goriilebilir.

Tezin son bolimiinde (S iizerindeki incelemeler 6zel olarak N kiimesi ig¢in
yapilmistir. Burada SN den N* 1n bir alt uzayima tanimlanan bir homeomorfizm olmadigi
ispatlanarak N* 1n SN nin bir cebirsel kopyasini igermedigi gosterilmistir. Sonrasinda 6zel
olarak incelenen SN iizerinde yarigrup yapilari ele alinmistir. N {izerindeki bir ikili iglem N
nin SN Stone-Cech kompaktifikasyonu iizerinde bir ikili isleme genisletilerek 6zellikleri
incelenmistir. Ayrica (8N, +) ve (SN, X) nin baz1 yarigrup 6zellikleri ele alinmis ve son

olarak N {izerinde genel ikili islem 6zellikleri incelenerek tez sonlandirilmastir.



2. YARIGRUPLARIN KOMPAKTIFIKASYONU

2.1 Yangruplar

Tamim 1. S bos olmayan bir kiime olmak iizere

SxS — S

(s,t) — s-t
S tizerinde bir ikili islem olsun. Eger bu ikili islem birlesmeli ise yani her r,s,t € S i¢in
re(s-t)y=(r-s)-t

oluyorsa (S, -) sirali ikilisine bir yarigrup denir. Eger her s,t € Si¢in s -t =t - s ise S ye
degismeli yarigrup denir. Yarigrup en basit cebirsel yapidir. Yarigrup sartlart
zayiflatilabiliv veya giiclendirilebilir. Ornegin birlesme sarti kaldirihrsa grupoid elde
edilir. Ayrica yarigrup sartina birim eleman veya ters eleman ozellikleri eklenirse grup
tammi elde ediliv. Bu ozelliklere degisme ozelligi eklenirse degismeli grup tanimi elde
edilir. Yarigrup operasyonu genellikle carpimsaldir. s - t ye genellikle s ile t nin ¢carpimi
denir. Yarigrup operasyonu olarak + veya x gibi semboller de kullanilir. Genellikle (S, -)

verine kisaca S ve s - t yerine st yazilimi kullanilir.
Egerse Sisen € Nigcins-s---s=s"ile gosterilir.

Eger S bir yarigrup ise s € S i¢in
As 1S — S, A(t) = st
fonksiyonuna s ile sol oteleme fonksiyonu ve
ps S — S, ps(t) =ts

fonksiyonuna ise s ile sag oteleme fonksiyonu denir. Biitiin sol oteleme fonksiyonlarinin

kiimesi
L(S)={)Xs:s€ S}

ve biitiin sag oteleme fonksiyonlarinin kiimesi

R(S) = {p, : s € S}



ile gosterilir.
Z(S)={s€ S: hert e Sigin st =ts}

kiimesine S nin (cebirsel) merkezi denir.

A BC Sves e Sise

sA = X(A)ve As = ps(A)
sTTA = M 1(A)ve As™' = p;1(A)

s

ve
AB={ab:ac A beB}=|JtB=|]At

teA teB

olarak tanimlanir.

Ornek 1. Asagidakiler yarigrup ornekleridir.

(N’ +)7 (N’ ')7 (R7+)7 (R’ ')’ (R\{O}v ')7 (R+’+)’ (R+a )

Ornek 2. s,t € Nicgin sVt = max{s,t}, s Amin{s, t} olmak iizere (N, V) ve (N, A\) birer
yarigruptur.

Ornek 3. S bos olmayan bir kiime olmak iizere her s,t € Sicin s -t =t ve a € S olmak

lizere her s,t € S igin s xt = a olarak tamimlanirsa (S, -) ve (S, *) birer yarigrup olurlar.

Ornek 4. S bir kiime olmak iizere XX = {f|f : X — X bir fonksiyon} kiimesi fonksiyon

bileske islemine gére bir yarigruptur.

Ornek 5. S bir kiime ve P(S), S nin bir kuvvet kiimesi ve P;(S) = {F C S : ) # F, sonlu}
olmak iizere (Ps(S), C), (P(S5),V), (P(S),N) ikilileri birer yarigruptur.

Ornek 6. S bir yarigrup olmak iizere (L(S), o) ve (R(S), o) ikilileri birer yarigruptur.

Tamm 2. (i) (S, *) ve (T, ) iki yarigrup ve f : S — T bir fonksiyon olsun. Her s,t € S
icin

flsxt)=f(s)- f(t)
oluyorsa f fonksiyonuna bir homomorfizm denir. Eger f birebir orten ise f ye bir izomorfizm

denir. Bu durumda S ve T ye izomorfik denir ve S ~T" seklinde yazilir.

(ii) (S, *) ve (T, ) iki yarigrup ve f : S — T bir fonksiyon olsun. Her s,t € S i¢in

f(sxt) = f(t)- f(s)

oluyorsa f fonksiyonuna bir antihomomorfizm denir. Eger f birebir orten ise f ye bir

antiizomorfizm denir. Bu durumda S ve T ye antiizomorfik denir.



Eger f: S — Tveg:T — G iki homomorfizm ise
gof:8S—@G
bir homomorfizmdir. Benzer sekilde eger f : S — T ve g : T' — G iki izomorfizm ise
gof:S—G
de bir izomorfizmdir.

Teorem 1. (Hindman ve Strauss, 2010) S bir yarigrup olsun.

(i)
A:S — L(S)
s > As) = Ag

seklinde tanimli \ fonksiyonu érten bir homomorfizmdir.

(ii)
p:S — R(5)
s = p(s) = ps
seklinde tanimli p fonksiyonu orten bir antihomomorfizmdir.
Ispat. (i) s,t € S olsun. Bu durumda her u € S i¢in
(As 0 M) (u) = As(tu) = s(tu) = (st)u = Ag(u)
olur. Bu durumda \s o \y = Ay olur. Yani \(st) = A(s) o A(t) dir. Diger bir degisle \ bir

homomorfizmdir.

(ii) s,t € S olsun. Bu durumda her v € S i¢in

(ps 0 pr)(u) = ps(ut) = (ut)s = u(ts) = pis(u)

olur. Bu durumda
Ps © Pt = Pts
olur. Yani p(ts) = p(s) o p(t) dir. Diger bir degisle p bir antihomomorfizmdir.

Tamim 3. S bir yarigrup olsun.

(i) ts = us ozelligindeki her t,u € S i¢cint = v oluyorsa s € S ye sag sadelesebilir

eleman denir.



(ii) st = su ozelligindeki her t,u € S igin t = u oluyorsa s € S ye sol sadelesebilir

eleman denir.
(iii) Eger her s € S elemani sag sadelesebilir ise S ye sag sadelesebilir denir.
(iv) Eger her s € S elemani sol sadelegebilir ise S ye sol sadelesebilir denir.

(v) Eger S hem sag sadelesebilir hem de sol sadelesebilir ise S ye sadelesebilir denir.

Tamim 4. S bir yarigrup ve e € S olsun. Bu durumda,
(i) Her s € S i¢in es = s ise e ye sol birim denir.
(ii) Her s € S icin se = s ise e ye sag birim denir.
(iii) Eger e hem sag hem de sol birim ise e ye birim eleman denir.
(iv) Her s € S i¢in es = e ise e ye sol sifir denir.
(v) Her s € S igin se = e ise e ye sag sifir denir.
(vi) Eger e hem sag hem de sol sifir ise e ye sifir eleman denir.

Birim elemanli bir yarigruba monoid denir. Bir sifira sahip olan yarigruba null

yarigrup denir.

S birim elemansiz bir yarigrup ise S ye bir e elemani ekleyip S* = S U {e} kiimesi
elde edilir. S iizerindeki islem S* de her s € S' kiimesi icin es = se = s olarak tammlanirsa
SY bir birimli yarigrup olur. Benzer sekilde S sifir elemansiz bir yarigrup ise S ye bir e
elemam ekleyip S* = S U{e} kiimesi elde edilir. S iizerindeki islem S* de her s € S kiimesi

icin es = se = e olarak tamimlamrsa S* bir sifirli yarigrup olur.

Teorem 2. (i) Eger e, S nin sol birimi ve €', S nin sag birimi ise e = ¢’ dir.

(ii) Eger e, S nin sol sifirt ve €', S nin sag sifirt ise e = €' dir.

Ispat. (i) e, S nin sol birimi oldugundan e¢’ = €' ve ', S nin sag birimi oldugundan ee’ = e

olur. Bu durumda e = ee’ = €’ olur.



(ii) e, S nin sol sifirt oldugundan e’ = e ve €', S nin sag sifirt oldugundan ee’ = ¢’

olur. Bu durumda e = ee’ = €’ olur.

Tanim 5. S birimli bir yarigrup ve s € S olsun. st = e olacak sekilde bir t € S varsat ye
s nin sag tersi ve s ye de sagdan terslenebilirdir denir. Benzer sekilde ts = e olacak sekilde
birt € S varsat ye s nin sol tersi ve s ye de soldan terslenebilir denir. Eger s hem sag hem

de sol terslenebilir ise s ye terslenebilir denir.

Tanim 6. S bos olmayan bir kiime olmak iizere asagidaki ozellikler saglaniyorsa S ye bir

grup denir.
(i) S bir yarigruptur.

(ii) S nin bir e sol birimi ve S nin her s elemaninin bir t sol tersi vardir.

Teorem 3. (Hindman ve Strauss, 2010) Bir S yarigrubu icin asagidakiler denktir.
(i) S bir gruptur.

(ii) S nin bir e iki tarafli birim elemani her bir s € S'igin s nin (iki tarafli) tersi olacak

sekilde en az bir t € S elemani vardrr.

(iii) S nin bir sol birimi vardiwr ve S nin verilen herhangi bir e sol birimi ve herhangi

bir s € S'icin en az birt € S, s nin sol tersi olacak sekilde vardir.

(iv) S nin bir sag birimi her bir s € S i¢in en az bir t € S, s nin sag tersi olacak

sekilde vardir.

(v) S nin bir sag birimi vardiwr ve S nin verilen herhangi bir e sag birimi ve herhangi

bir s € Sicin en az birt € S, s nin sag tersi olacak sekilde vardr.

Bir yarigubun bir ¢ok sag birimi olabilir. Eger bir yarigrubun hem bir sag birimi hem
de bir sol birimi varsa bunlar ¢akisirlar. Bu eleman yarigrubun birimi olur. Bir yarigrubun en

cok bir birimi vardir.

0 x

Ornek 7. S = {[
0 1

] .« € R} matris ¢arpimina gére bir yarigruptur.

IR

0y

Her[ 1] e Sicin



oldugundan her x € R igin

T ] sag birimdir.
Tanim 7. S bir yarigrup olsun. Bu durumda
(i) Eger S nin bir 0 sifirt var ve n € N ler i¢in S™ = {0} ise S ye nilpotent denir.

(i) Eger S nin bir O sfirtvarve s € S s" = {0 = {f|f : X — X }} olacak sekilde

bazin € N ler vardir.

Eger bir yarigrubun hem bir sag sifirt hem de bir sol sifirt varsa bunlar ¢akisirlar. Bu

eleman yarigrubun sifiri olur. Bir yarigrubun en ¢ok bir sifiri vardur.

100 0 0100 000 1
2 01 00 01 00 010 0
Ornek 8. a = b = 4 |
0010 0 0 01 00 0 1
| 0001 0001 0001
0010
0100 g | o
d= 000 1 olmak iizere S = {a,b, ¢, d} matris ¢arpimina gore bir yarigruptur.
00 01

Bu yarigrubun bir sol sifiri sag sifir olmayacak sekilde vardir Benzer sekilde bu

yarigrubun bir sol birimi sag birim olmayacak sekilde vardir.

Teorem 4. (Hindman ve Strauss, 2010) S bir yarigrup olsun.
(i) Eger S sag sadelesebilir ise S ve L(S) izomorfiktir.

(ii) Eger S sol sadelesebilir ise S ve R(S) antiizomorfiktir.

Ispat. (i) \(s) = \, seklinde tammli \ : S — L(S) fonksiyonunun érten bir homomorfizm
oldugunu biliyoruz. Simdi X nin birebir oldugunu gosterelim. s, t € S i¢in \(s) = \(t) olsun.
Bu durumda her u € S i¢in

As(u) = M(u) = su=tu
— s=t (S sag sadelesebilir oldugundan)

olup bu durumda \ fonksiyonu birebirdir. O halde \ fonksiyonu bir izomorfizmdir. Bu
durumda S ve L(S) izomorfiktir.

(ii) p(s) = ps seklinde tammli p : S — R(S) fonksiyonunun érten bir

antihomomorfizm oldugunu biliyoruz. Simdi p nin birebir oldugunu gosterelim. s,t € S i¢in



p(s) = p(t) olsun. Bu durumda her u € S igin

ps(u) = pe(u) = us=ut
= s=t (S sol sadelesebilir oldugundan)

olup bu durumda p fonksiyonu birebirdir. O halde p fonksiyonu bir antiizomorfizmdir. Bu
durumda S ve R(S) antiizomorfiktir.

Tanim 8. S bir yarigrup ve T', S nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Bu durumda T C S
olsun. Eger TT = {st : s,t € T} C T oluyorsa T ye S nin alt yarigrubu denir.

Tamim 9. S bir yarigrup ve e € S olsun. Bu durumda
(i) €2 = e ise e ye bir idempotent denir.

(i) Bir S yarigrubunun idempotent elemanlarimin kiimesi E(S) ile gosterilir. Yani
E(S) ={e € S : e, idempotent} dir.

(iii) Eger E(S) = S ise S ye idempotent yarigrup denir.

(iv) Q C Sve Q, S iizerindeki igleme gore bir yarigrup ise () ya S nin altyarigrubu
denir. Diger bir degisle QQ) C Q) oluyorsa Q) ya S nin altyarigrubu denir.

(v) Q C SveQ, S iizerindeki isleme gore bir grup ise ) ya S nin altgrubu denir.
Diger bir degisle QQ) C Q) oluyorsa () ya S nin altgrubu denir.

(vi) A, S nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. A yi kapsayan altyarigruplarin
arakesitine A min tirettigi altyarigrup denir. Bu durumda A nmin elemanlarina bu altgrubun
iiretegleri denir. A min tirettigi altyarigrup (A) ile gosterilir. S = (A) ise S ye A tarafindan
tiretilen yarigrup denir. Tek bir eleman tarafindan iiretilen yarigruba devirli yarigrup denir.

S sonlu bir kiime tarafindan iiretiliyorsa S ye sonlu iiretegli yarigrup denir.

Teorem 5. A, S yarigrubunun bos kiimeden farkly bir altkiimesi olsun. Bu durumda
(A) ={a1a2---a,:neN,1<i<nigina; €A} dir

ispat. T ={aas - - a, : a; € A} olsun. Bu durumda T ¢arpma islemi altinda kapalidir.
Boylece T', S nin bir altyarigrubudur. Diger taraftan A C T oldugundan T, A y1 kapsayan
bir altyarigruptur. Boylece (A)y C A dw: A C (A) ve (A) ¢arpama iglemi altinda kapali
oldugundan T' C (A) olur. Bu durumda (A) =T olur.

Teorem 6. S, birim elemani e olan bir grup ise E(S) = {e} dir.
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Ispat. b € E(S) olsun. Bu durumda
bb =10 = be
olur. Bu esitligin her iki yani sol taraftan b nin tersi ile ¢carpilirsa b = e elde edilir.

Tamim 10. S bir yarigrup ve e bir idempotent olsun. S nin e yi eleman kabul eden
altgruplarimin birlesimine e yi iceren maksimal altgrup denir ve H (e) ile gosterilir. Yani
e € E(S) igin

H(e) = U{G : G, S nin altgrubuve e € G}

dir. Eger S nin bir e birimi varsa H (e) ye S nin birim grubu denir.

Teorem 7. S bir yarigrup ve e € E(S) olsun. Bu durumda H (e), S nin birim elemanly bir
altgrubudur.

Ispat. H(e) niniirettigi altyarigrup T olsun. Her s € H(e) i¢in se = es = s dir. Bu durumda
e, H(e) nin birimi olur. s € T olsun. Bu durumda i = 1,2,...n (n € N) igcin s; € H(e)
olmak iizere s = s18y--- s, seklinde yazilir. Her biri = 1,2, ..., ni¢in birt; € H(e) elemanin
sit; = t;s; = e olacak sekilde segelim vet = t,, - - - toty diyelim. Bu durumda st = ts = e
olur. Bu ise T' nin bir grup olmast demektir. Bu durumda H(e) = T dir. H (e) nin e yi iceren

maksimal altgrup oldugu H (e) nin tammindan agiktir.

H (e), e yi kapsayan maksimal altgruptur. Yani 7', e yi igeren bir altgrup ise 7' C H (e)

olur.
Teorem 8. S, birim elemani e olan bir yarigrup ise E(S) bir altgruptur,

Ispat. S nin terslenebilir elemanlarinin kiimesini T ile gosterelim. e € T oldugundan T bos

olamaz. s,t € T olsun. Bu durumda s ve t terslenebilir oldugundan
(st)"H(st) =t st =t""t =eve(st)(st) " =sttTlsT =55 =¢

olur. Bu durumda st terslenebillirdir. Boylece st € T olur. O halde T, S nin altgrubu olur.
Ustelik e € T, T nin birim elemamdir. Boylece T, S nin birimli bir altyarigrubudur. Bu

durumda T nin her elemaninin tersi vardir. Boylece T, S nin altgrubudur.

Teorem 9. S bir yarigrup, e € E(S) ve x € S olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(i) s € H(e)
(ii) es = s ve et =t ve st = ts = e olacak sekilde t € S vardir.

(iii) s = se ve te =t ve st = ts = e olacak sekilde t € S vardir.
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Tanim 11. S bir yarigrup ve T', S nin bos olmayan bir altkiimesi T’ C S olsun.
(i) Eger T'S C T ise T ye S nin bir sag ideali denir.
(ii) Eger ST C T isel" ye S nin bir sol ideali denir.
(iii) Eger T', S nin hem sag hem de sol ideali ise T' ye S nin bir ideali denir.

(iv) Eger T', S nin bir ideali ve T' # S ise T ye S nin bir has ideali denir.

Tamim 12. S bir yarigrup olsun.

(i) M bir sol ideal olsun. K bir sol ideal olmak iizere K C Molmast M = K
olmasini gerektiriyorsa M ye minimal sol ideal denir. Diger bir deyisle M hi¢ bir sol ideali

kapsamiyorsa M ye minimal sol ideal denir.

(ii) M bir sag ideal olsun. K bir sag ideal olmak tizere K C Molmasi M = K
olmasini gerektiriyorsa M ye minimal sag ideal denir. Diger bir deyisle M hi¢ bir sag ideali

kapsamuyorsa M ye minimal sag ideal denir.
(iii) S bir minimal sol ideal ise S ye sol basittir denir.
(iv) S bir minimal sag ideal ise S ye sag basittir denir.

(v) S nin kendisinden baska ideali yoksa S ye basittir denir.

Teorem 10. Eger S yarigrubunun bir minimal K ideali varsa K, S nin ideallerinin

kesisimine esittir.

Ispat. :1. S nin herhangi bir ideali olsun. Bu durumda IK C I N K dir. Béylece I N K bos
olmayan bir idealdir. K minimal oldugundan K = I N K C I olur.

Teorem 11. S bir yarigrup olsun.
(i) M, ve M, farkli iki sol ideal ise My N My = 0 dur.

(ii) My ve My iki sol ideal olsun. My N My nin bir sol ideal olmast i¢in gerek ve yeter
sart M, N My # () olmasidir.

(iii) M bir sol ideal ve N bir sag ideal olsun. M N N # ) dur.
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Ispat. (i) M, N My # O olsun. Bu durumda M, N M, bir sol idealdir. Minimallikten dolay
My, = My N My = M olur. Bu ise celiskidir.

(ii) My N My bir sol ideal olsun. My N My # 0 ise m € M, N My olacak sekilde
bir m elemani vardir. Bu durumda m € M, ve m € M, dir. Bir s € S alalim. Bu durumda
sm € My ve sm € M, dir. Béylece sm € My, N My olur. Bu durumda My N M, bir sol
idealdir.

(iii) m € M ven € N olsun. m € M oldugundan nm € M ven € N oldugundan
nm € N dir. Bu durumda nm € M N N olur. Boéylece M N N # () dur.

Teorem 12. S bir yarigrup olsun.
(i) Her s € S icin sS bir sag idealdir.
(ii) Her s € S icin S's bir sol idealdir.
(iii) Her s € S i¢in sSs bir idealdir.

(iv) e € E(S) ise e, S nin sol birimi, Se nin sag birimi ve eSe nin birimidir.

Ispat. (i) (55)S = 5(SS) C sS oldugundan sS bir sag idealdir.
(ii) S(Ss) = (SS)s C Ss oldugundan S's bir sol idealdir.
(iii) S(Ss5)S = (S95)s(SS) = SsS oldugundan SsS bir idealdir.
(iv) e € E(S) olsun. e nin Se nin sag birimi oldugunu gosterelim. ¢ € Se ve s € Se

olsun. Bu durumda s = te olacak sekilde bir t € S vardw. Boylece se = tee = te = s olur.

Yani e, Se nin bir sag birimidir. Benzer sekilde e nin Se nin sol birimi oldugu da gésterilebilir.

Teorem 13. S bir yarigrup olsun.
(i) S sol basit ve e € E(S) ise e, S nin sag birimidir.
(ii) M, S nin sol ideali ve s € M ise Ss C M dir.

(iii) M C S ve M # 0 olsun. M nin S nin minimal sol ideali olmast igin gerek ve
veter sart her bir s € M i¢in Ss = M olmasidir.
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Ispat. (i) Yukaridaki teorem geregince Se, S nin bir sol idealidir. Bu durumda S nin
minimalligi geregince Se = S olur. Boylece yukaridaki teorem geregince e, S nin sag

birimidir.
(ii) Tanmim geregince s € M ve s € S oldugundan Ss C SM C M olur.

(iii) M minimal olsun. Yukaridaki teorem geregince Ss bir sol ideal oldugundan
Ss C M olur. Buradan Ss = M olur. Tersine bazi s € M ler icin Ss = M olsun. Bu
durumda M sol idealdir. K C M ozelligindeki K, S nin bir sol ideali olsun. s € K alalim.
(ii) sikki geregince Ss C K ve boylece K C M = Ss C K olur. Yani K = M olur. Bu

durumda M minimaldir.

S bir yarigrup ise

v S , S nin birimi varsa
SU{e} S nin birimi yoksa
seklinde tanimladigimizi hatirlayalim. Eger A C S ise
STA = {sa:se S'ac A}
= {sa:seSU{e},ac A}
= {sa:seSacAtU{sa:s e {e},ac A}
= SAU{ea:a € A}

= SAU{a:a€ A}
= SAUA
olur. Ozel olarak A = {a} ise
Sta = Sa U {a}
olur. Benzer sekilde
aS' = aS U {a}
ve
StaS' = SaSuU SaUaSU{a}
olur.

Tamim 13. S bir yarigrup ve s € S olsun.

(i) S nin s elemanini iceren en kiiciik sol idealine s nin iirettigi principal sol ideal

denir.

(ii) S nin s elemanini igeren en kiigiik sag idealine s nin tirettigi principal sag ideal

denir.
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(iii) S nin s elemanini iceren en kiigiik idealine s nin iirettigi principal ideal denir.

Teorem 14. S bir yarigrup olsun.
(i) s nin iirettigi principal ideal S*sS* = SsS U Ss U sS U {s} dir.
(ii) S nin birim elemani varsa s nin iirettigi piricipal ideal SsS dir.
(iii) s nin iirettigi principal sol ideal S's = Ss U {s} dir.

(iv) s nin tirettigi principal sag ideal sS* = sS U {s} dir.
Ispat. (i) S'sS' = SsSUSsUsSU{s} nin s yi igeren iki tarafli bir ideal oldugu agiktir. T s
i igeren iki tarafli bir ideal olsun. S'sS' = SsSUSsUsSU{s} C T oldugunu gésterelim.
Bunun i¢in SsS C T oldugunun gésterilmesi yeterlidir. sissy € SsS olsun. T sol ideal
oldugundan ST C T dir. Bu nedenle si1so € T olur. T' sag ideal oldugundan T'S C T olur.
Buradan (s15)sy € T olur. Boylece s1ssy € T olur. Bu durumda SsS C T dir. Buradan
StsSt = SsSUSsUsSU{s} C T olur.

(ii) e, S nin birimi olsun. Bu durumda S's = Ss <= s € Ss oldugundan

StsSt = SsSUSsUsS = SsS

olur. Ayrica S nin birim elemani ya da idempotenti varsa her bir s € S igin S's = S's olur.

(iii) S's in s tarafindan iiretilen bir principal sol ideal oldugunu géosterelim. s = se

oldugundan s € S's olur. Bu durumda S(S's) = (SS')s C S's olur. Boylece S's, s yi

iceren bir sol ideal olur. M, s yi iceren bir sol ideal olsun. Bu durumda
S'sCS'M=SMUMCM

olur. O halde S's, s yi igceren en kiiciik idealdir:

(iv) Bunun ispati (iii) ye benzer sekilde yapilir.
2.2 Kompakt Sag Topolojik Yarigruplar

Tamim 14. S Hausdorff topolojiye sahip bir yarigrup olsun.

(i) Her s € S igin siirekli ps : S — S fonksiyonu ps(t) = ts olacak sekilde varsa S
ye sag topolojik yarigrup denir.
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(ii) Her s € S igin siirekli \s : S — S fonksiyonu \s(t) = st olacak sekilde varsa
S ye sol topolojik yarigrup denir.

(iii) Her s € S igin hem ps hem de )\ fonksiyonu siirekli ise S ye yaritopolojik

yarigrup denir.

(iv) (s,t) — s-t : S xS — S ¢arpim fonksiyonu siirekli ise S ye topolojik

varigrup denir.

Tamim 15. S bir sag topolojik yarigrup ise A = A(S) = {s € S | \s : S — S, sirekli } ye

S nin topolojik merkezi denir.

Tamm 16. Her s,t € Sy i¢in Sy yarigrubundan Sy yarigrubuna 1 (st) = 1 (s)(t) olacak
sekildeki i) : S, — Sy fonksiyonu bir homomorfizmdir. 1 fonkiyonu birebir ve orten ise
Y ye izomorfizm denir. Ayni zamanda S, ve Sy, topolojik uzay ise 1 ye homeomorfizm denir.
Bu durum topolojik izomorfizm olarak adlandwrilir ve boylece S, ve Sy ye topolojik olarak

izomorf denir.

Simdi kompakt sag topolojik yarigruplarin baz1 6nemli 6zelliklerini ifade edelim.
Onerme 1. (Ellis, [1969) S bir kompakt sag topolojik yarigrup olsun. S bir idempotent icerir.

Teorem 15. (Hindman ve Strauss, 2010) S bir kompakt sag topolojik yarigrup olsun. Bu
durumda E(S) # () dir.

Ispat. A= {T' C S :T # 0, T kompakt ve T - T C T} olsun. Yani A, S nin kompakt alt
varigruplarimin bir kiimesi olsun. Zorn Lemmayt kullanarak A min bir minimal elemani
oldugunu gosterelim. S € A oldugundan A # 0 dir. C, A da bir zincir olsun. Bu durumda
C, sonlu kesisim ozlligine sahip olan S kompakt uzaymin kapali alt kiimelerinin bir
kolleksiyonudur. Dolayisiyla (\C # 0 olup (\C, kompakt ve bir yarigrup olur. Béylece
N C € A olur ve dolayisiyla A min bir A minimal elemanmni segebiliriz. x € A alalim.
xx = x oldugunu gosterecegiz. (A = {x}). Av = A oldugunu gosterelim. B = Ax olsun.
Bu durumda B # () ve B = p, |A] oldugundan, B kompakt bir uzaywn siirekli bir goriintiisii
olup dolayisiyla kompakttir. Ayrica BB = AxAx C AAAx C Ax C B dir. Boylece B € A
olur B = Ax C AA C A oldugundan ve A minimal oldugundan B = A dir.
C ={y € A : yr = x}olsun. x € A = Az oldugundan C # () dir. Ayrica
C = An p;t[{x}] dir dolayisiyla C kapali ve kompakttr. Verilen y,z € C igin
yz € AA C Ave yzx = yr = x olup dolayisiyla yz € C olur. Boylece C € Adw. C C A

ve A minimal oldugundan C = A olup x € C ve dolayisiyla xx = x olur.

Onerme 2. (Hindman ve Strauss, 2010) S bir kompakt sag topolojik yarigrup olsun.
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(i) S nin her sol ideali bir minimal sol ideal icerir. S nin minimal sol idealleri

kapalidir.
(ii) S nin bir en kii¢iik K = K (S) ideali vardr.

(iii) K idempotentler icerir ve bir e € S idempotenti i¢in asagidakiler denktir.

(a)e c K

(b) K = SeS

(c) Se bir minimal sol idealdir.
(d) eS bir minimal sag idealdir.
(e) eSe, S nin bir altgrubudur.

(iv) Bazi e € K idempotentleri igin her minimal sol ideal Se ve her minimal sag ideal
eS seklindedir.

v)
K = |J{eSe:e€ E(K)}

= (H{eS:e€ E(K)}
= U{Se:e€ E(K)}.

Her minimal sol ideal ve her minimal sag ideal K da bulunmaz.

Onerme 3. (Hindman ve Strauss, 2010) S bir kompakt sag topolojik yarigrup olsun. Bu

durumda
(i) S nin her sag ideali minimal bir sag ideal icerir.

(ii) S nin her kapali sag ideali minimal bir kapali sag ideal icerir.

Onerme 4. (Hindman ve Strauss, 2010) S kompakt sag topolojik yarigrubunun topolojik
merkezi

A(S)={se€S:\s: S — S, siirekli}
va bostur ya da S nin bir altyarigrubudur. Eger S bir grup ise A\, S nin bir altgrubudur.
Onerme 5. (Hindman ve Strauss, 2010) S bir kompakt sag topolojik yarigrup olsun. Her

s € S i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(i) s € K(S)



(ii) Her t € S igin s € Sts dir.

(iii) Her t € S igin s € stS dir.

(iv) Hert € Sicin s € stS N stS dir.

17
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3. FILTERLAR, ULTRAFILTERLAR VE BIiR AYRIK
UZAYIN STONE-CECH KOMPAKTIFIKASYONU

3.1 Filterlar

Filter kavraminin ilk izleri Root’un makalesinde (Root, 1914) olmakla birlikte asil
filter tanim1 Cartan (Cartan, 1937b; Cartan, [1937a) tarafindan yapilmistir. Bourbaki
(Bourbaki, [1940) filterlar1 ¢aligmalarinda kullanmis ve ayni yil Tukey aglarla filterlarin
degisik sekillerini ¢alismistir. 1955°te Bartle aglarla filterlar arasindaki esdegerlikten
bahsetmistir. Kowalsky (Kowalsky, [1961), topolojinin gelismesi ig¢in filterlar {izerinde

caligmalar yapmistir.

Tamm 17. D herhangi bir kiime olsun. D nin alt kiimelerinin bostan farkl bir F C P(D)

ailesi verilsin. Eger F ailesi asagidaki 6zellikleri saglyyorsa F ye bir filter denir.
F-1)0 & F dir.
F-2) A,B € Fise AN B € F dir.

F-3) A€ Fve AC BC DiseB e Fdir
Ornek 9. Filterlara klasik bir érnek olarak, bir topolojik uzaydaki bir noktanin
komsuluklarinin ailesi verilebilir. Once komsuluklar ailesini tammlayalim. (D,T) bir
topolojik uzay ve x € D olsun. x € U C A olacak sekilde bir U ag¢ik kiimesi varsa A ya x
in bir komsulugu denir ve x noktasimin komsuluklarimin ailesi genellikle N, ile gosterilir.
N, ailesi komsuluk aksiyomlar: denilen asagidaki ozelliklere sahiptir,

N-1) N, ailesine ait herhangi bir kiimeyi kapsayan her kiime N ailesine aittir.

N-2) N, ailesine ait herhangi iki kiimenin ara kesiti yine N, ailesine aittir.

N-3) N, ailesine ait her kiime x noktasini igerir.

N-4) Eger A € N, isey € B i¢in A € N, olacak sekilde bir B € N, vardur.

Bu ozelliklerle N, © € D noktasinin komsuluklar filteridw: Ciinkii;
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F-1) z noktasimin her A komsulugunda x noktasinin kendisi bulundugundan () ¢ N,
dir.

F-2) A, B € N, ise N-2) aksiyomundan AN B € N, dir.

F-3) Ae N, B € P(D)ve AC BiseN-1) aksiyomundan B € N dir.
Ornek 10. (Sonlu Tiimleyenler Filter1) Sonsuz bir D kiimesinin alt kiimelerinden olusan
F={ScD:D\ Ssonlu}

ailesi D iizerinde bir filterdw. Crinkii;
F-1)0 & F dir.

F-2) 81,8 € F olsun. F nin tammundan, D\ Sy ve D\ Sy sonludur. Sonlu iki kiimenin

birlesimi sonlu oldugundan
(D\SHU(D\ S2) = (D\S1NS)
kiimesi de sonludur. O halde F nin tanimindan S, N Sy € F olur.
F-3) Her Sy € F kiimesi i¢cin S; C Sy ise F nin tammmundan D \ S kiimesi sonlu

ve (D \ S3) C (D \ S1) olur. Sonlu bir kiimenin her alt kiimesi de sonlu oldugundan D \ S,

kiimesi sonludur. Sonug olarak Sy € F bulunur.

Ornek 11. N dogal sayilar kiimesi iizerindeki sonlu tiimleyenler filterina Fréchet Filter:

denir. Yani, N dogal sayilar kiimesi iizerinde,
F ={S CcN:N\ Ssonlu}
ailesi bir filterdrr.

Ornek 12. (Sayilabilir Tiimleyenler Filter1) Sayilamaz bir D kiimesinin alt kiimelerinden
olusan

F ={S C D: D)\ Ssayilabilir}
ailesi D iizerinde bir filterdir.

Ornek 13. (Principal Filter) D bir kiime ve © € D olsun.
F={A:z€Ave AcP(D)}

olarak tamimlansin. F bir filterdir, ¢iinkii;
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F-1) A € Figin x € A olacagindan A # () dir. Dolayisiyla () & F dir:

F-2) A, B € F olsun. A € F oldugundan x € A olur ve B € F oldugundan x € B
olur. Bu durumda x € AN B olur. Boylece AN B € F dir.

F-3) Herhangi bir A € F ve A C B ézelligine sahip bir B € P (D) verilsin.

A € Fisex € Adir. Dolayisiyla A C B oldugundan © € B olur. Buda B € F
oldugunu ifade eder.

Tanim 18. D herhangi bir kiime ve F , D iizerinde bir filter olsun. Foy C F olsun. Eger her
F e Figin Fy C F olacak sekilde bir Fy € Fy varsa bu F alt ailesine F filterinin tabani

denir.

Ornek 14. (X, 7) bir topolojik uzay ve x € X olsun. U, = {U C X : x € U, U a¢ik} ailesi
N, in tabanmidir.

Teorem 16. (Hindman ve Strauss, 2010) D herhangi bir kiime ve F, D iizerinde bir filter ve
Fo C P(D) olsun. Fy n bir filter tabani olmasu igin gerek ve yeter sart asagidaki kosullarin

saglanmasidur.
B-1) Her Fy € Fy igin Fy # 0 dir.

B-2) Her F\, F, € Fyicin F3 C Fy N Fy olacak sekilde bir F3 € Fy vardir.

Ispat. (= ) F, bir filter taban: olsun.

B-1) Her Fy € Fyigin Fy € Fo C F oldugundan Fy € F dir. F, D iizerinde bir
filter oldugundan ) ¢ F dir. Dolayiswla Fy # 0 dir.

B-2) I\, F, € Fy C Fise Fy, Iy, € F dir. F bir filter oldugundan Fy N F, € F dir.
Fo, F nin bir tabani oldugundan taban tanimi geregi her ' = Fy N F; igin F5 C F' olacak
sekilde bir F3 € Fqy vardwr. Bu da 7 her '\, Fy, € Fyicin F5 C F| N F; olacak sekilde bir
F5 € Fo vardw.” ifadesini dogrular.

( <) Fy alt ailesi B-1) ve B-2) aksiyomlarini saglasin. Bir F ailesini
F={FeP(D):3F € Fyigcin F' C F}

seklinde tamimlayalim. Bu durumda F nin bir filter oldugunu gostermek ¢oziimii getirecektir.
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F-1) F € F alahm. F' C F olacak sekilde bir F' € F, vardw. B-1) den F' # () dir.
) #£ F' C F oldugundan F # () dir. Buradan () ¢ F olur.

F-2) F\,F, € Fise F| C Fy, ve F} C F, olacak sekilde F|, F) € Fy vardr.
Dolayisiyla bir F' € Fyigin F' C F{ N F; C Fy N Fy dir. Buda Fy N Fy € F olmast

anlamina gelir.
F-3) F € Falalim. F' € Fyicin ' C F dir. Yani F' € F dir.

Dolayisiyla F bir filterdir. Fy alt ailesi de F yi olusturan bir tabandir.

3.2 Ultrafilterlar

Tanmim 19. Bagska bir filter tarafindan kapsanmayan filtera ultrafilter denir. Baska bir
degisle;

D herhangi bir kiime olsun. D nin alt kiimelerinin bostan farkii bir U C P(D)
kolleksiyonu asagidaki ozellikleri saglyyorsa bu filtera D iizerinde bir ultrafilter denir.

U-1) 0 ¢ U dur.
U-2) A,BelUise ANB €U dur.
U-3) AcUUve AC BC Dise BeU dur.

U-4) Biitiin A kiimeleri icin A € U yada D\ A € U dur.

Verilen bir D kiimesi iizerinde bir ¢ok filter olabilir. Bu filterlarin ”C ” yar1 siralama
bagintisina gore maksimaline ultrafilter denir. Ultrafilter tanimindaki U-4) kosulu ayni
zamanda maksimalligin de bir kosuludur. Yani, bir F filter1 hem bir A kiimesini hem de
onun tiimleyeni olan D \ A y1 igeremez. Clinkii eger igerirse, AN D\ A = () € F olur ki bu
U-1) kosulu ile ¢elisir. Fakat bir filter bunlarin ikisini de icermeyebilir. Aksine ultrafilterlar

genis (ultra) olmalidirlar ve her zaman iki kiimeden birini igerirler.

Not 1. D bir kiime ve U ve V, D iizerinde ultrafilterlar olsun. U =V olmasi icin gerek ve
yeter sartU C V olmasidrr.
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Yardimci Teorem 1. (Hindman ve Strauss, 2010) U, D kiimesi tizerinde bir filter ve A C D

olsun.
(i) AN B = () olacak sekilde bazi B € U lar vardir ya da

(ii) {C C D : AN B C C ozelliginde bazi B € U lar vardwr} kiimesi D iizerinde bir
filterdrr.

Tamm 20. D bir kiime ve bir A C P(D) ailesi igin A nin bostan farkli sonlu her F C A alt

kiimesi i¢in NF # () ise, A ailesi sonlu kesigim ozelligine sahiptir denir.

Teorem 17. (Hindman ve Strauss, 2010) D bir kiime ve U C P(D) olsun. Asagidaki

ozellikler birbirine denktir.

(i) U, D de bir ultrafilterdr.

(i) U, sonlu kesisim ozelligine sahiptir ve her A € P(D) \ U i¢in AN B = 0 olacak
sekilde bazi B € U lar vardir.

(iii) U, sonlu kesigim ozelligine gore maksimaldir. Yani U,
{V CP(D) : V sonlu kesisim ozelligine sahip}

kiimesinin bir maksimal elemanidr.

(iv) U, D de bir filterdir ve biitin U € P¢(P (D)) ler i¢in eger UF € U ise o zaman
FNOU #0dir

(v) U, D de bir filterdwr ve biitin A C D lericinya A € U yada D\ A € U dur.
ispat. (i) = (ii) Tamum [ 7, F-1) ve F-2) geregince U sonlu kesisim ozelligine sahiptir.
AeP(D)\UveVY ={C C D :bazt B €U laricin AN B C C} olsun. Bu takirde

A e VvelU C Vdirdolayisiyla V, D de bir filter degildir. Boylece AN B = () olacak sekilde
bazi B € U lar vardr.

(ii)=(iii) U C V C P(D) ise AN B = ) olacak sekilde A € V\U ve B € U
segelim. Boylece A, B € V dir. Dolayisiyla V sonlu kesisim 6zelligine sahip degildir.

(iii)=>(iv) Farz edelim ki, P(D) nin altkiimeleri arasinda sonlu kesisim ozelligine

gore U maksimal olsun. Bu takdirde U, D nin alt kiimelerinin bostan farkli bir ailesidir.
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U N{D} sonlu kesisim izelligine sahip ve Ud C UN{D} oldugundan U = U N{d} dir. Yani,
D € U dur. Verilen A, B € U i¢inUU U {A N B} sonlu kesisim ozelligine sahiptir dolayisiyla
ANB eUdur A €Uve AC B C D olacak sekilde verilen A ve B i¢in U U { B} sonlu
kesisim ozelligine sahiptir. Dolayisiyla B € U dur. Boylece U bir filterdrr.

UF € U olacak sekilde F € P¢(P(D)) olsun ve her A € F icin A ¢ U oldugunu
kabul edelim. Bu takdirde verilen A € F icinUd C U U {A} dir. Dolayisiylad U { A} sonlu
kesigim ozelligine sahip degildir. Bu nedenle A N (NG4) = 0 olacak sekilde G4 € P(U)
vardir. H = ALlegA olsun. O zaman H U {UF} C U iken (UF) N (NH) = O dir. Bu bir
celiskidir.

(iv)=() F = {A, D\ A} alimirsa ispat tamamlanr.
(v)=>(i) Varsayalim ki U, D de bir filter olsun ve her A C D icinya A € U ya da
D\ A € U olsun. U C YV veV bir filter olsun. Farz edelim ki, U # V olsun. A € V\U

segilirse D\ A € U CV iken AN (D \ A) = () olur. Buradan da ¢eliski bulunur. Boylece U,
D de bir ultrafilterdrr.

Tamm 21. Eger a € D ise {A € P(D) : a € A}, D de bir ultrafilterdir ve bu ultrafiltera a

tarafindan tanimlanan principal ultrafilter denir.

Teorem 18. (Hindman ve Strauss, 2010) D bir kiime ve U, D de bir ultrafilter olsun.
Asagidaki ozellikler birbirine denktir.

(i) U bir principal ultrafilterdr.

(i) F' € U olacak sekilde bazi F' € P;(D) ler vardir.
(iii) U, {A C D : D\ A sonlu} kiimesini icermez.
(iv) "\U # O dir.

(v) "\U = {z} olacak sekilde bazi = € D ler vardr.

Ispat. (i)=(ii) U = {A C D : x € A} olacak sekilde x € D alalim. F = {x} olur.

(il)==(iii) Verilen F' € P;(D) ler i¢in D \ F ¢ U dur.
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(iii)=>(iv) D \ A sonlu ve A ¢ U olacak sekilde A C D alalim. F = D \ A olsun.
Bu takdirde F' € U ve Teorem [[ ] dan dolay1 F = U{{z} : x € F} olur, {x} € U olacak
sekilde © € F segebiliriz. Boylece her B € U i¢in BN{x} # 0 dir. Dolayisiyla x € NU olur:

(iv)=>(v) Varsayalim ki, "U # () olsun ve x € NU segelim. Bu takdirde D\ {z} ¢ U
dur dolayisyla {x} € U olur. Bu yiizden "\U C {z} dir.

v)=(@0) "U = {z} olacak sekilde x € D secelim. Bu takdirde U ve
{AC D :x e A} ultrafilterdir ve buld C {A C D : x € A} yazmak igin yeterlidir.

Yardimei Teorem 2. (Zirnstein, 2012) (Filterlarin Ultrafilterlara Genislemesi) F, D de bir
filter olsun. Bu durumda F C U olacak sekilde bir U ultrafilter: vardur.

Bu teoremin Fréchet filterina uygulamasi bize nonprincipal ultrafilterlarin varligini

gosterir.

Sonu¢ 1. (Zirnstein, 2012) (Nonprincipal Ultrafilterlarin Varligy) Her nonprincipal
ultrafilter bir Fréchet filterina genigler.

ispat. Yardimc: Teorem [ de bahsedildigi gibi Fréchet filterina genisleyen bir U ultrafilter:

vardwr. Biitiin A € U kiimelerinin kesigimi bos oldugundan U ultrafilter: principal olamaz.

Sadece U principal ultrafilterimin sonlu kiimelerden olusabildigine dikkat edelim.
Herhangi bir A kiimesi verilsin A mn tiimleyeni olan D \ A sonludur, dolayisiyla bir U
nonprincipal ultrafilter: A kiimesini icermelidir fakat D \ A y1 iceremez. Bu ise U nun bir

Fréchet filterina genisledigi anlamina gelir.

Teorem 19. (Hindman ve Strauss, 2010) D bir kiime ve A, P(D) nin sonlu kesisim ézelligine
sahip bir alt kiimesi olsun. Bu takdirde A C U olacak sekilde D iizerinde bir U ultrafilter

vardir.

Ispat. ' = {B C P(D): A C Bve B sonlu kesisim ozelligine sahip} olsun. O zaman
A C T ve dolayisiyla T' # () olur. T' de verilen bir C zinciri igin A C UC dir. Verilen
F € Ps(UC) igin F C B ézelliginde bazi B € C ler vardir. Dolayisiyla F # () dir. Boylece
Zorn Lemma dan dolayr 1" nin bir maksimal U elemanini segebiliriz. U sadece 1' de
maksimal degildir ayni zamanda aslinda sonlu kesisim ozelligine gore de maksimaldir.

Teorem [ ] geregince U, D de bir ultrafilterdur:

Sonug¢ 2. (Hindman ve Strauss, 2010) D bir kiime, A, D de bir filter ve A C D olsun. Bu
takdirde A ¢ A olmasi i¢in gerek ve yeter sart AU {D \ A} C U olacak sekilde baz1 U

ultrafilterlarinin var olmasidur.
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Ispat. :A € U ve D\ A € U olacak sekilde bir U filter: olmadigindan yeter kosul 6nemsizdir.

Gerek kosul icin Teorem [19 geregince AU{D \ A} nin sonlu kesisim ozelligine sahip
oldugunu gostermek yeterlidir. Bu yiizden varsayalim ki (D \ A) N (NF) = 0 ozelliginde
bostan farkly sonlu bazi F C A lar olsun. Bu takdirde N\F C A dir ve dolayisiyla A € A

olur.

Tammm 22. D bir kiime ve U, D de bir ultrafilter olsun. U nun normu
||| = min{|A| : A € U} seklinde tanmimhidur.

Teorem [L§ den dolay1 eger U bir ultrafilter ise ||U/|| nun 1 veya sonsuz olacagina dikkat

edelim.

Tamm 23. D bir kiime ve k bir sonsuz kardinal olsun. D de bir k—diizgiin ultrafilter, ||U|| >
K olacak sekilde D de bir U ultrafilteridir. Bunlarin kiimesi

U.(D) ={U : U, D de bir k — diizgiin ultrafilter}

seklindedir. D de bir diizgiin ultrafilter, D de bir k—diizgiin ultrafilterdir ve k = |D)| dir.

Sonug 3. (Hindman ve Strauss, 2010) D herhangi bir kiime ve A, D nin alt kiimelerinin bir
ailesi olsun. Eger A nin her sonlu alt ailesinin kesisimi sonsuz ise A, biitiin elemanlari sonsuz
olan bir ultrafilter tarafindan kapsanir. Daha genel olarak eger k bir sonsuz kardinal ve A
min her sonlu alt ailesinin kesigiminin kardinalitesi r ya esit veya daha biiyiikse bu takdirde

A, D de bir k -diizgiin ultrafilter tarafindan kapsanur.

Ispat. Sonsuz olma ézelligi diizgiin parcalamsdir ve dolayisiyla en azindan k kardinalitesine

sahip olma ozelligi vardir.

Eger A min her sonlu alt ailesinin kesisimi sonsuz ise A sonsuz sonlu kesisim
ozelligine sahiptir denir. Boylece Sonug 3| de degindigimiz gibi eger A sonsuz sonlu kesisim

ozelligine sahip ise A C U ozelliginde D de bir U nonprincipal ultrafilter: vardir.

3.3 PBD Topolojik Uzayr

Bu béliimde bir D kiimesindeki biitlin ultrafilterlarin kiimesi lizerinde bir topoloji

tanimlayacagiz ve olusan topolojik uzayin baz1 6zelliklerini kuracagiz.
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Tamm 24. D bostan farkl bir kiime olsun. T = P(D) kolleksiyonu D iizerinde bir
topolojidir. Bu topolojive D iizerindeki ayrik topoloji ve (D, T) topolojik uzayina da ayrik
topolojik uzay denir.

Tamm 25. D bir ayrik topolojik uzay olsun.
(i) BD = {p: p, D de bir ultrafilter} dir.

(ii) A C D olmak iizere A = cl(A) = {p € BD : A € p} dur:

Tanim 26. D bir kiime ve a € D olsun. Bu takdirde
(i)e(a) ={AC D:ac A} dr
(ii) e[A] = {e(a) : a € A} dir.

Boylece her a € D igin e(a), a ya karsilik gelen bir principal ultrafilterdir.

Yardimer Teorem 3. (Hindman ve Strauss, 2010) D bir kiime ve
A, B C D olsun.

(i) AC BC Dise AC B dir

—

(ii) (AU B) = AU B dir.

(i) (AN B) = AN B dir

(iv) AN D = A dir

() (D\ A) = 8D\ A dir

(vi) A = 0 olmas icin gerek ve yeter sart A = () olmasidur.

(vii) A= BD olmasi igin gerek ve yeter sart A = D olmasidur.

(viii) A = B olmas icin gerek ve yeter sart A = B olmasidir.

Ispat. (i) AC BC Diken A€ pvep € 3D oldugundan B € p dir. p € A iken p € BD ve
B € p oldugundan p € B olur. Béylece A C B elde edilir.
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(ii) Her p € (A/U\B) isep € AuUB oldugunu gostermek i¢in her p ¢ AUB
isep ¢ (A/U\B) olup olmadigina bakalim. Eger p € (AU B ise p € (AY N (B) olur:
Dolayisiylap ¢ Avep ¢ B oldugundan A ¢ e(a) ve B ¢ e(a) dir. Dolayisiyla e(a)
bir ultrafilter oldugundan D \ A € e( Jve D\ B € e(a ) dir. Buradan p € (17\\/1) ve
pE (D/\\B) isep € (m) (D\B) olur. Yanlp € D\(AUB) olup p ¢ (AUB) elde
edilir. Dolayisiyla p € AU B olur. O halde (A UB)C AU B bulunur.

—

A C AU B ise A C (A/U\B) ve B C AU B ise B - (A/U\B) olur. Dolayisiyla
C (AU B) olur. O halde (AU B) = AU B bulunmus olur:

AUB
(iii) AN B C Aise (A/H\B) C Ave ANB C Bise (A/H\B) C B dir. Buradan

da (A/H\B) C AN Bolur Herp € AN Bikenp € (A/D\B) oldugunu gostermek igin,
p ¢ (AN B)ikenp ¢ AN B olup olmadigina bakalim; AN B ¢ e(a) ve e(a) bir ultrafilter
oldugundan D \ (AN B) € e(a) dwr Dolaylszyla (D \A)U (D \ B) € e(a) dwr. Buradan

p € ((D\A) (D\B)) (D\ A) U (D\ B) oldugundan p € (D\ A) U (D \ B)

olur. Dolayisiyla p € (D \ A) veya p € (D \ B) elde edilir. Buradan e(a) bir ultrafilter
oldugundanD\A € e( )veyaD\B €ela)ve A gé e(a) veya B ¢ e(a )oluppgé A veya

p & B elde edilir lilir. p ¢ AN B dir. Dolayisiyla p € (A N B) olur. O halde AN B C (A/I’W\B)
dir. Béylece (A N B) = AN B olur.

(iv) Her p € AN D olmas: icin gerek ve yeter sart p € /Alvep € D olmasidwr. Boylece
A € e(a) vep € D dir. Buradanp € Avep € D bulunur. Yanip € AND = A dir.
Dolayisiyla p € A elde edilir. Aymi sekilde p € A olmast sartiyla p € AN D elde edilir.
Boylece AND = Aolur

(v) AN (D\A) = 0 oldugundan (D\ A)UA = D dir. Bu nedenle (A N (D \ A))

~

oldugundan ((D \ A)U A) D dir. D = BD ve 0=0 oldugundan ve (D \A)NA
oldugu igin (D \ A)U A = 8D olur

I
= =)

(D\NAUA\A =D\ A

ve

(D\A)\ AU (A\A) = (X\A)up

olup (X \ A)UD = (X \ A) oldugundan (m) = 8D\ A bulunur

(vi) A= {p € BD : A € p} = 0 olmasu i¢in gerek ve yeter sart, ultrafilter tammmindan
0 ¢ e(a) oldugundan A = ) olmasidur.
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(vii) A= {p € BD : A € p} = BD olmasi igin gerek ve yeter sart, D biitiin filterlara
ait olup D kiimesi BD in biitiin p noktalarint kapsadigindan A = D olmasidur.

(viii) A = Bise A C Bvep € Aise A mn tammindan A € e(a) dir. e(a) filter
oldugundan B € e(a) olur. Dolayisiyla p € B bulunur: Béylece A C B olur Aymi sekilde
A= DBise BC Avep € B ise B min tammindan B € e(b) dir. e(b) filter oldugundan
A € e(b) olur. Dolayiswla p € A bulunur: Boylece B C A olur Sonug olarak A = B elde

edilir.

ANB= (A/O\B ) oldugundan A kiimelerinin sonlu kesigim altinda kapali oldugunu
sOyleriz. Sonug olarak {ﬁ A C D} , B.D lizerindeki bir topoloji i¢in bir taban olusturur. Bu
kiimeleri taban olarak kabul eden 5D topolojisini tanimlayacagiz. Simdi 5D in bazi temel

topolojik 6zelliklerini anlatan bir teoremi inceleyecegiz.

Tamm 27. Bir X topolojik uzayinin bir Z topolojik uzay: icine embedding (gémmesi) X den
¢ [X] e giden
p: X —Z2
X — o[X]

seklinde bir homeomorfizmdir.

Teorem 20. (Hindman ve Strauss, 2010) D herhangi bir kiime olsun.
(i) BD bir kompakt Hausdorff uzaydir.
(ii) A kiimeleri BD in kapali-agik alt kiimeleridir.
(iii) Her A C D igin A = clgpe [A] dr

(iv) Herhangi bir A C D ve herhangi bir p € 5D i¢in p € clgpe [A] olmast igin gerek
ve yeter sart A € p olmasidir.

(v) e fonksiyonu bir gémmedir ve e [D], BD in yogun bir alt kiimesidir. e [D] in

noktalari, 5D in izole noktalaridir.

(vi) Eger U, 3D in acik bir alt kiimesi ise clgpU da agiktir.

Ispat. (i) pve q, BD in farkli elemanlari olsun. Eger A € p\qise D\ A € q dur. Dolayisiyla A
ve D\ A, 5D in swrasiyla p ve q yu iceren ayrik acik alt kiimeleridir. Boylelikle 5 D Hausdorff

uzaydir.
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BD \ A= (17\\14) oldugundan A kiimelerinin ayni zamanda kapali kiimeler i¢in
de bir taban oldugunu gérebiliriz. Boylece 3D in kompakt oldugunu géstermek icin sonlu
kesisim ozelligine sahip A kiimelerinin bir A ailesini diisiinecegiz ve A min bostan farkl bir
kesisime sahip oldugunu gosterecegiz. B = {A CD:Ac .,4} alalim. Eger F € Ps(B) ise
bazi p € AQ;E lar vardwr ve dolayisiyla NF € p dir ve boylece N\F # 0 dir. Yani B sonlu
kesisim ozelligine sahiptir ve dolayisiyla Teorem [19 geregince B C q olacak sekilde ¢ € 5D
alabiliriz. Boylece q € NA olur.

(ii) (i) nin ispatindaki her A kiimesinin actk olmasimin yani sira kapali olduguna dikkat

edelim. C, BD in herhangi bir clopen alt kiimesi olsun.
A:{E:AgDve/AlgC}

alalim. C a¢ik oldugundan A, C' nin bir acik ortiisiidiiv. C' kapali oldugundan (i) den dolay
kompakttwr, dolayisiyla C' = ALGJIE olacak sekilde P (D) in sonlu bir F alt ailesi alinabilir.

Bu takdirde Yardimci Teorem |3 den dolay1 C' = UF olur.

(iii) Agik¢a her a € A igin e(a) € A dir ve bundan dolayr clgpe [A] C A dir. Ters
kapsamay1 ispatlamak igin p € A alalim. Eger B , p nin temel komsulugunu belirtiyorsa
A € pve B € pdirve dolayisiyla AN B # 0 olur. Herhangi bir a € A N B secelim.
e(a) € e[A] N B oldugundan ¢ [A] N B # 0 dir ve béylece p € clgpe [A] olur:

(iv) (iii) den ve A min tammindan, p € clgpe [A] olmasi icin gerek ve yeter sart p € A
olmasidir ve dolayisiyla A € p dir.

(v) Eger a,b € D farkli elemanlar ise D \ {a} € e(b) \ e(a) dur ve dolayisiyla
e(a) # e(b) dir

Eger 121\, BD in bostan farkli agik bir temel alt kiimesi ise A # ) dir. Herhangi bir
a € A ea) € e[D] N Ay saglar ve dolayisiyla e [D] N A # O dir. Béylece ¢ D], 3D de
yogundur.

Herhangi bir a € D igin @7 tek elemant e(a) olan BD in agik bir alt kiimesi
oldugundan; e(a), D nin bir izole noktasidir. Tersine eger p, BD in izole noktasi ise bu

takdirde {p} N e D] # 0 dir ve dolayisiyla p € e [D] dir.

i) U = 0 iken sonu¢ 6nemsiz oldugundan U # O alalim. A = e~* U] olsun. Ilk
olarakU C clgpe [A] oldugunu iddia edelim. Dolayisiyla p € U ve p nin bir temel komsulugu
B olsun. Bu takdirde U N B bostan farklr a¢ik bir kiimedir ve dolayisiyla (v) den U N BN
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e [D] # 0 dir. Dolayiswyla e(b) € U olacak sekilde b € B segelim. Biylece e(b) € Bne [A4]
dir ve dolayisiyla B M e [A] # O dir.

Ayrica e[A] C U ve bu yiizden U C clgpe[A] C clgpU olur. Béylece (iii) den
clgpU = clgpe [A] = A dir ve dolayisiyla clgpU, D de agiktir.

Tamim 28. D bir kiime ve A, D de bir filter olsun. Bu takdirde A= {pepBD: ACp}dr

Teorem 21. (Hindman ve Strauss, 2010) D bir kiime olsun.
(i) A, D de bir filter ise ﬁ, BD in kapali bir alt kiimesidir.

(i) ) # A C BD ve A = NAise A, D de bir filter ve A = clA dur:

Ispat. (i) p € D\ Aolsun. B € A \ p alalim. Bu takdirde D/\\B, p nin ﬁyl kapsamayan
bir komsulugudur.

(ii) A, filterlar kiimesinin bir kesigimidir, dolayisiyla bir filterdir. Ayrica, her p € A
icin A C p dir dolayistyla A C A dir baylece (i) den clA C A olur: A C clA oldugunu
gormek igin p € Ave B € p alalim. BN A = () olsun. Bu takdirde her g€ Aigin D\ B € q
dur ve dolayisiyla D \ B € A C p olur bu bir ¢eliskidir.

Tamim 29. D bir kiime ve A C D olsun. Bu takdirde A* = A\ e [A] olarak tammlanir:

3.4 Stone-Cech Kompaktifikasyonu

Kompaktlik kavramin ilk olarak Fréchet (Fréchet, 1906) kullanmistir. Daha sonra
sonlu arakesit 6zelligine sahip olan kapali kiimeler ailesi ile kompaktlik kavrami 1908 de
Riesz tarafindan incelenmistir. Alexandroff ve Urysohn (Alexandroff ve Urysohn, 1924)
kompakt kiimeyi tanimlamistir. Sonrasinda Tychonoff (Tychonoff, 1930) herhangi bir
sayida kompakt uzayin kartezyen carpimmin da kompakt uzay oldugunu goéstermistir.
Bourbaki (Bourbaki, [1940) Heine-Borel 6zelligine karsilik gelen bikompaktlik kavramini

ele almistir.

R deki kapali ve sinirh alt kiimelerin sahip oldugu 6zelliklere benzer 6zellige genel
topolojik uzaylarin sahip olup olmadigi sorusu, kompaktlik kavramina isaret etmektedir. R
deki kapali kiime kavramina karsilik olarak genel topolojik uzaylarda kapali alt kiime kavrami
vardir. Fakat R deki sinirli kiime kavraminin genel topolojik uzaylarda bir karsilig1 yoktur.
Cilinkii her topolojik uzayda bir metrik tanimlamak miimkiin olmayabilir. Topolojik uzaylarda

R deki simirlilik kavramiyla ile benzer 6zellik gosteren kompaktlik kavrami mevcuttur.
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R de [a,b] tipindeki kapali ve smirli araliklar tizerinde taniml reel degerli biitiin
stirekli fonksiyonlar maksimum ve minimum degerlerini bu araliklar {izerinde alirlar.
Heine-Borel teoreminden dolay1 bu araliklarin agik kiimelerden olusan her agik ortiisiiniin
sonlu bir alt ortiisii vardir. Kapali ve sinirl araliklarin bu 6zelligi kullanilarak herhangi bir

topolojik uzayda kompaktlik kavrami tanimlanabilir.

Matematikte bazen calisilan uzay yeterli olmayabilir ve verilen topolojik bir uzay
bazi durumlarda kompakt olmayabilir. Bu durumda verilen uzay, kompakt bir uzayin bir alt

uzayina homeomorf kilinabilir. Bu konuyla ilgili analiz ve geometride somut 6rnekler vardir.

2? = 2 denkleminin ¢oziimii, Q rasyonel sayilar kiimesi iizerinde yoktur. Ancak Q
rasyonel sayilar kiimesine ++/2 irrasyonel sayilarmin eklenmesi ile yani, Q rasyonel sayilar

kiimesinin genislemesiyle ¢6ziim miimkiin olur.

C kompleks diizlem iizerinde tanimli kompleks analitik bir f(z) fonksiyonunun
z — oo i¢in degerlerine bakilirken, C kompleks diizlem Riemann kiiresinin bir alt uzay1
olarak ele alinir. Riemann kiiresinin kuzey kutbu, ”c0” notasyonu ile gosterilen ve “ideal

nokta” olarak adlandirilan noktaya karsilik getirilerek, Riemann kiiresi ile
CU{o0}=C"

kiimesi arasinda bire bir esleme yapilmis olur. Bu ise f(z) fonksiyonunun ”0o” noktasinda

nasil davranigini gosterir.

Kompaktlagtirma kavraminin ana fikri, verdigimiz orneklerde bahsedildigi iizere,
verilen topolojik uzaym genislemesidir. Bu konudaki c¢alismalar 1924 de Tietze nin
makalesinde kullandig1 bir nokta kompaklastirmasi” kavrami ile baslamistir. Ayni tarihte
Alexandroff ve Urysohn, kompaktlastirmay1 ilk once sayilabilir kompakt uzaylarin
geniglemesi olarak diigsiinmiislerdir. Daha sonra Tychonoff (Tychonoff, 1930) tamamen
diizenli uzaylarda kompaktlastirma ftizerine c¢alismistir. 1937 yilinda Tychonoff un
calismalarmi Stone ve Cech (Stone, [1937; Cech, [1937) daha da gelistirmistir.
Kompaktlagtirma konusundaki ¢aligmalar Freudenthal, 1949 da Myskis, Kelley (Kelley,
1955), 1957 de Wagner ve 1961 de ise Kowalsky (Kowalsky, [1961) ile devam etmis ve

halen devam etmektedir.

Burada BD in D ayrk uzaymm Stone-Cech Kompaktifikasyonu oldugunu

gosterecegiz. Burada gegen tiim topolojik uzaylar Hausdorff olarak alinmistir.

Tamm 30. (X, 7) uzayr hem bir T3y —uzayr hem de bir T —uzay: ise (X, 7) uzayina tamamen

regiiler bir uzay veya Tychonoff uzayt denir.
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Simdi kompaktlastirma uzayinin ne anlama geldigine bakalim.

X yerel kompakt olmasi gerekmeyen herhangi bir Tychonoff uzay1 olsun. X uzayini
yogun bir alt uzay kabul eden herhangi bir Y (O X) kompakt 75—uzayma X uzaymin bir
kompaktifikasyonu denir. Eger X kompakt ise, X C Y alt kiimesi Y Hausdorff uzayinda
da kompakttir. Béylelikle kapalidir ve Y\ X tiimleyen kiimesi Y uzayinda agiktir. Ustelik
(Y \ X)N X = 0 oldugundan eger Y \ X # () olsayd1 X alt uzayinin Y uzayinda yogun
olamayacagi gozlenerek zorunlu olarak Y \ X = () yani X C Y C X oldugu bulunur.
Kisacas1 kompakt bir 75 —uzayinin birircik kompaktifikasyonunun kendisi oldugu anlasilir.
X uzaymin herhangi bir Y kompaktifikasyonu bir 7 —uzay1 ve boylelikle bir Tgé—uzayl
olacagindan, X zorunlu olarak bir Tychonoff uzayidir. Demek ki Tychonoff olmayan bir
uzayin kompaktifikasyonu var olamaz (tanimlanamaz). Yerel kompakt bir Hausdorff
uzayinin en inlii kompaktifikasyonu Aleksandroff tek nokta konpaktifikasyonudur.
Tychonoff uzaylarinin bir baska kompaktifikasyonu ise Stone-Cech Kompaktifikasyonudur.

Tamim 31. (Ergun, 2014) k sonsuz bir nicel sayi ve I kisaca ([0, 1],]1%[1071]) alt uzaymi

gostermek tizere 1™ ¢carpim uzaymma Tychonolff kiibii denir.

Tamm 32. (Ergun, 2014) X normal bir uzay ve K, ve Ky kiimeleri bu uzayda kapali ve ayrik
olsunlar. Her x € K i¢in f(x) =0, her x € Ky i¢in f(x) = 1 ve f(X) C [0, 1] kosullarim
gercekleyen siirekli f : X — [0, 1] fonksiyonuna X uzayinda K, ve Ky ayrik kapali kiime
¢iftine karsilik tanimlanmig bir Urysohn fonksiyonu denir.

Tamim 33. (Ergun, 2014) I = [0, 1] araligt iizerinde R uzayindan edinilen alt uzay topolojisi
tammlansin. X Tychonoff uzayinda farkli noktalar: ve noktalarla onlari icermeyen kapali
kiimeleri C(X, I) elemant olan Urysohn fonksiyonlart ile ayirdigimizi ve her bir f € C(X, I)
ve her bir v € X icin f(x) € I nin ger¢eklendigini unutmadan her v € X igin

h = I I;=1%0
x(x) ={f(x)}recx.n) € reabe s

bicimindeki hy : X — I°XD fonksiyonunu tammlayalim. Tychonoff teoremi nedeniyle

JeXD = ; CI(TX 1)] 1 Tychonoff kiibiiniin kompakt bir Ty ve boylece kompakt bir T, uzayi
€ )

oldugunu hatirlayarak hx(X)(C IXD) alt kiimesinin bu kompakt uzaydaki kapansi
clyex.n (hx (X)) kompaktur. Iste bu kompakt T, uzayima X uzayimn Stone-Cech
Kompaktifikasyon Uzayi denir. Genellikle B X ile ifade edilir. Yani

X = ClIC(X,J)(hX(X)) - JeXD

dir.

Tanimladigimiz hy : X — hx(X) fonksiyonu bir esyap1 fonksiyonudur. Ger¢ekten
her bir f € C(X, ) icin 7y o hx = f € C(X, ) oldugundan hy siireklidir. Ayrica X bir
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Tychonoff uzay1 oldugundan xz; # x5 ve z1,29 € X oldugunda g(x;) = 0 < 1 = g(x9)
ifadesini gergekleyen en az bir g € C'(X, I) vardir. Boylece 7, (hx(x1)) # m4(hx(22)) den
hx(x1) # hx(x) bulunur. Kisacasi hx birebirdir ayrica agiktir ve ortendir ve bu nedenle
bir esyap1 fonksiyonudur. Topolojide X ile topolojik kopyast hx (X ) arasinda hig¢ bir ayrim
yapilmaz ve dikkat edilirse hx (X) kopya uzay1 1¢*)) Tychonoff kiibiindeki kapanist olan
cliexn(hx(z)) = BX i¢in yogun bir alt uzaydir. X = clgx(hx (X)) dir ve X Tychonoff
uzayinin kopyasi hx (X) bu kompakt ve Hausdorff 5X uzayinda yogundur.

Ayrica X uzayindan herhangi bir kompakt ve Hausdorff Y uzaymna tanimlanan
herhangi bir siirekli f : X — Y fonksiyonunun f# : X — Y gibi tek tiirlii belirli bir
siirekli genislemesi vardir. Gergekten f sayesinde siirekli bir £ : €0 — O
fonksiyonu

F({ty}gecxay) = {thostnecvin) € 190

biciminde tanimlansm. Dikkat edilirse her bir h € C(Y,I) i¢gin h o f € C(Y,I) olur.
Boylelikle ¢ kiibiiniin  {t,},ec(x.) noktasmm t4,; € I dir. Bu nedenle
F oo 165D [0 fonksiyonu iyi tammlidir. hy @ Y — €MD fonksiyonu
hy (y) = {h(y)nec(v,n } esitligini gergeklediginden F o hx = hy o f dir. Ciinkii her z € X

i¢in
F(hx(z)) = F{g(@)}secxny) = {(ho f)(@)hecrr.y = hy (f(x)) = (hy o f)(z)

bulunur. Ayrica her bir h € C(Y, ) i¢in 7, o F' = ho f € C(X, ) oldugundan tanimlanan

F fonksiyonu siireklidir. Boylece
F(ﬂX) = F(CZIC(X,I)(hX(X)) g CZIC(Y,I)F(hX(X)) g CZIC(Y,I) (hy(f(X))) g CZIC(Y,I)<hy(Y)) = 5Y

dir. Dolayisiyla F/(5X) C BY = Y sonucu bulunur. O halde (F' | SX) o hx sonucu
bulunmustur. Aranilan genisleme fonksiyonunu f? = hy' o (F | BX) bigiminde
tanimlarsak

fﬁth:h;lo(F|ﬁX)th:f

bulunur. Diger taraftan esyapih X ve hx(X) Tychonoff uzaylarinin Stone-Cech
kompaktifikasyonlar1 da esyapili kisacast X = [(hx(X)) oldugundan X Tychonoff
uzayimin topolojik kopyasi hx(X) uzayindan herhangi bir kompakt Hausdorff Y uzayina
tanimlanan herhangi bir f siirekli fonksiyonunun f% : BX (= B(hx(X))) — Y gibi tek
tirlii bigimde belirli bir geniglemesi vardir. O halde hx(X) uzayinin sahip oldugu bu

ozellige X uzay1 da sahiptir.

Stone-Cech Kompaktifikasyonunun bir baska tanimina bakalim.

Tanim 34. X bir topolojik uzay olsun. C' kompakt bir uzay, ¢, X in C igine bir gommesi ve
0 [X], C deyogun ise (o, C) ikilisine X in bir kompaktifikasyonu denir.
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Herhangi bir tamamen regiiler X uzay1 Stone-Cech Kompaktifikasyonu olarak

adlandirilan bir en genis kompaktifikasyona sahiptir.

Tamm 35. X bir tamamen regiiler topolojik uzay olsun. X in bir Stone-Cech
Kompaktifikasyonu asagidaki ozelliklerle birlikte (p, Z) ikilisidir:

(i) Z bir kompakt uzaydur.
(ii) p, X in Z igine bir gommesidir.
(iii) ¢ [ X], Z de yogundur.

(iv) Verilen herhangi kompakt Y uzayr ve herhangi bir siirekli f : X — Y
fonksiyonu igin g o ¢ = [ olacak sekilde siirekli bir g : Z — Y fonksiyonu

A
/ \
X 7 Y

diyagramini degismeli yapacak sekilde vardr.

Not 2. X bir tamamen regiiler topolojik uzay ve (¢,Z) ve (1,W), X in Stone-Cech
kompaktifikasyonu olsunlar. Bu takdirde v o ¢ = T olacak sekilde bir v : Z — W

homeomorfizmi vardur.

Teorem 22. (Hindman ve Strauss, 2010) D bir ayrik uzay olsun. (e, D), D nin Stone-Cech
kompaktifikasyonudur.

ispat. Tanim B3 i (i), (i), (iii) sartlart Teorem 20 ye dayandigindan sadece (iv) sartini
agtklayacagiz.

Y bir kompakt uzay, f : D — Y ve her p € D i¢in A, = {cly f[A] : A € p}

olsun. Her p € BD igin A, sonlu kesisim ozelligine sahiptir ve dolayisiyla bostan farkl bir
kesisime sahiptir. g(p) € NA, secelim. Bu takdirde asagidaki diyagrami elde ederiz.

8D
D ; Y

Diyagramin degismeli ve g nin stirekli oldugunu gostermeliyiz.
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Ik iddia i¢in x € D olsun. {z} € e(x) dir. Dolayisiyla

gle(x)) € cly f [{z}] = cly [{f(2)}] = {f(2)}

olur. Buda g o e = f olmasini gerektirir.

g nin siirekli oldugunu gormek i¢in p € D ve U, Y de g(p) nin bir komsulugu olsun.
Y regiiler oldugundan clyV C U olacak sekilde g(p) nin bir V' komsulugunu alalim ve
A = f7Y[V] olsun. A € p oldugunu iddia edelim fakat bunun yerine D \ A € p oldugunu
diisiinelim. Bu takdirde g(p) € cly f [D \ A] dir ve V. g(p) nin bir komsulugu oldugundan
A = f~Y V] ninaksine VN f [D\ A] # 0 dir. Béylece A, p nin bir komsulugudur: [ﬁ] cU
olugunu iddia edelim. Dolayisiyla q € A olsun ve 9(q) ¢ U olugunu iddia edelim. Bu takdirde
Y'\cly'V, g(q) nun bir komsulugudur ve g(q) € cly f [A] dir buyiizden (Y \ cly' V)N f [A] # 0

olur ve tekrar A = f~1[V] olmast ile ¢elisir.

Teorem P2 de D nin Stone-Cech kompaktifikasyonunun 5D oldugunu gostermistik.
Bu durum, bu uzay i¢in 5D notasyonunun kullanim amacimni agiklar. Soyle ki; D herhangi
bir tamamen regiiler uzay ise 3D bu uzaym Stone-Cech kompaktifikasyonu igin standart bir

notasyondur. D yi genellikle 8D in bir alt uzay1 olarak goriiriiz.

Tamm 36. X bir topolojik uzay © € X ve (xs)sep, X in noktalarimin bir dizisi olsun. p, D de
bir filter olmak tizere x € X in her U komsulugu icin {x, : s € A} C U olacak sekilde bazi
A € plervarsa x e (x5)sep nin bir p — lim i denir. Baska bir ifadeyle x in her U komsulugu
icin{s € D : x5 € U} kiimesi p de ise x, (x)scp nin bir p—lim dir. Yani q, p den genisleyen

bir filter ise (xs)scp nin bir p — lim i aymi zamanda () scp nin bir ¢ — lim idir.

Tamm 37. (D nin e[D] ile Tammlanmasi) Ultrafilterlarin noktalart tarafindan iiretilen
principal ultrafilterli D nin noktalarimi tanmimlamak icin pratikte 5D kullanimi yaygindir.
Biz de bunu benimseyecegiz. s yazdigimizda bazen e(s) anlamina geldigini hatirlatmaya

nadiren ihtiyag¢ duyacagiz.

e(s) € BD olacak sekilde s € D yi tammladiktan sonra D C D oldugunu iddia edip
D* = BD \ e[D] yerine D* = BD \ D yazacagiz. Dahast bu adlandirma ile Teorem 20

geregince her A € P(D) igin A= clgpA olur. Bu nedenle A notasyonu ve A notasyonu

aralarinda degisebilir.

Simdi Teorem 22 y1 tekrar aciklayarak degisim siirecini anlatalim.
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Teorem 23. (Hindman ve Strauss, 2010) D sonsuz ayrik bir uzay olsun. Bu takdirde
(i) BD kompakt bir uzaydir.
(ii) D C BD dir.
(iii) D, 5D de yogundur.

(iv) Verilen herhangi bir kompakt X uzayt ve herhangi bir f : D — X fonksiyonu
igin f oe = f olacak sekilde f nin bir Stone-Cech genislemesi denilen siirekli bir
f: BD — X fonksiyonu vardir.

Ispat. (iv) Ispatin tekligi; e D], 8D de yogundur béylece e [D) den bir Hausdorff uzaya
giden her fonksiyon en ¢ok bir siirekli genislemeye sahiptir. Ispatin varligi icin p — lim
kavranmindan yararlanacagiz. (f(s))sep, X in noktalarimin bir ailesi olsun. X kompakt
Hausdorff uzayt oldugundan p € 8D igin

f(p) = p—lim f(s)

seD

fonksiyonunu tanzmlayabiliriz a € Dvep € e(a) iginp — limyep f(s) = f(a) oldugundan
f fonksiyonu f oe = f esitligini saglar. f fonksiyonu siireklidir dolayisiyla bazi p € 5D ve
T = f( ) i¢in 5SS deki p nin bir A komsulugunu bulmak i¢in U, x in X de bir komsulugu
olsun. x in kapanisi U da olsun ve x in bir V komsulugunu alalim. v = p —limsep f(s) € V
olugundan { f(s) : s € A} C V olacak sekilde bazi A € p ler vardir: Herq € gigin A€ qve
F(q) = q—limyep f(s) € c{f(s):s € A} C cl(V) C U olur

Tanim 38. (A C D i¢in Aile BD nin Tamimlanmasi) A C D olmak iizere p, D tizerinde bir
ultrafilter ve p € Aise {BN A : B € p} de A da bir ultrafilterdwr. Bu durumda A C D

olur.
Onerme 6. (Hindman ve Strauss, 2010) Herhangi bir A C D icin A\, BA ya homeomorfiktir.

Ispat. A min noktalart D iizerinde A tarafindan kapsanan ultrafilterlardir ve BA nin

noktalart ise A iizerindeki ultrafilterlardr. Buradan

f(p) =pNP(A)

ve

g(q) ={BCD:BNA€cq}

seklinde tamimli f - A — BAveg : A — A fonksiyonlart siirekli ve birbirlerinin

tersidir.
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4. S NIN YARIGRUP OLARAK INCELENMESI

4.1 A3S de Carpma Islemi

£S5 nin p ve g noktalarinin p - ¢ ¢arpimini tanimlayacagiz. Bu ¢arpimi genel olarak
pq seklinde ifade edecegiz. Herhangi bir s € S i¢in [;(x) = sz sekilde tanimli bir
ly - S — S sol oteleme igslemi vardir. S C S oldugundan [, ayn1 zamanda S den S

kompakt Hausadorff uzayina giden bir fonksiyondur.

Tanmim 39. (Berlin, 2016d) (i) Keyfi bir s € S i¢in I, : BS — BS fonksiyonuls : S — BS
nin Stone-Cech genislemesidir. Keyfi bir ¢ € 35 icin sq = Z;(q) dur.

(ii) Keyfi bir ¢ € BS igin r,(s) = sq seklinde tammli sag oteleme fonksiyonu
rg + S — BS olsunver, : S — BS fonksiyonu v, : S — [BS fonksiyonunun
Stone-Cech genislemesi olsun. Keyfi bir p € S i¢in pg = 74(p) olur.

Keyfi bir p € S icin \,(q) = pq olacak sekilde \, : S — (.S tanimlamr. Benzer
bigimde keyfi bir q € 3S icin p,(p) = pq olacak sekilde p, : S — BS olur. Tanim B9 her
q € S igin p, sag otelemesinin ve her s € S i¢in \g sol 6telemesinin siirekli oldugunu ifade

eder.

Teorem 24. (Berlin, 2016d) s € Sve q € S i¢ins-q = Z;(q) islemi altinda S, kompakt
sag topolojik yarigruptur.

Ispat. Herhangi p,q,r € BS icin p(qr) = (pq)r oldugunu ispatlayalim. p,q,r € S icin
p=s€eS qg=te Sver=ue€ S alalim.

Ispaticinp = s € S, q =t € S ve keyfi bir v € S icin esitligin her iki tarafi r nin
stirekli fonksiyonlaridr. Sol taraf \s(\(r)) olarak ve sag tarafi ise Ay (1) olarak yazilabilir.
Bu fonksiyonlar S de ¢akisirlar ve dolayisiyla 35S iizerinde de ¢akisiktirlar ¢iinkii S, B.S de
yogundur.

Ispatin ikinci kismiicinp = s € S, r € BS ve keyfi bir ¢ € 5.5 alalim.

s(qr) = As(pr(q))

(sq)r = pr(Ns(q))

lerin her ikisi de S de ve dolayisiyla S iizerinde de ¢akigsan q nun siirekli fonksiyonlaridir.
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Ispatin son kismi igin q,r € BS ve keyfi bir p € BS alalm. p(qr) = pg.(p) ve
(pq)r = pr(pq(p)), S de ¢akisan p nin siirekli fonksiyonlaridir: B

Not 3. (Berlin, 2016d) s € S ve p,q € 3S olsun. Bu takdirde
(i) sq = q — limyc g st dir.

(i) pq = p — limgeg sq = p — limgeg(q — limyeg st) dir:
Onerme 7. (Berlin, 2016d) f : S — T ayrik yarigruplar arasinda bir homomorfizm olsun.
Bu takdirde f: BS — BT de bir yarigrup homomorfizmidir.
Ispat. Egerp=sc Sveq=t¢c Sise

flp-q)= f(p) fla)

esitligi gecerlidir. Esitlik p = s € S ve herhangi bir q € S icin de gecerlidir ¢iinkii s sol

otelemesi ve f(s) siireklidir. Ayrica herhangi p, q € 3S i¢in q sag otelemesinin ve f(q) nun

surekliliginden esitlik saglanir. B

4.2 p - q daki Kiimeler

Tamim 40. (Berlin, 2016d) (i) A C Sves e Sicins'A={t €S :ste A} tammlayalim.
(i) AC Sveqe BSicin A=1={s € S:s A€ q}alalim.

Eger S yarigrubu bir grup oluyorsa bu takdirde her s € S nin bir s=1 € S tersi vardir
ve A, s7Vile soldan ¢arpilirsa s™' A elde edilir. Ancak keyfi bir S yarigrubunda genellikle
elemanlarin bir tersleri yoktur; s~ A min tammindan A min s~ ile carpildigi anlami ¢ikmaz

ancak s™' A ya ait herhangi bir t € S in var olmast igin st € A olmalidur:

Onerme 8. (Berlin, 2016d) s € S, q € 3S ve A C S olsun. Bu takdirde A € sq olmast icin

gerek ve yeter sart s—*A € q olmasidur.

Ispat. ‘A € sq oldugundan q — limyeg st € A dur A\, BS nin kapali-acik altkiimesi
oldugundan
{teS:ste A} eq

olurve AN S = A oldugundan s ' A ={t € S : st € A} € q olur. B

Teorem 25. (Berlin, 2016d) p,q € BS ve A C S olsun. Asagidakiler birbirine denktir.
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(i) A €pq
(ii) A~1 € p
(iii){seS:{teS:ste Ay eq}ep

(iv) |J v- W, C A olacak sekilde q daki kiimelerin bir (W, ),cy ailesi ve' V € p
veV
vardrr.

Ispat. A € pq olmasi icin pg = p — limyeg sq € A olmas gerekir buradan
{SES:quA\}:{SES:s’IAGq}:A*qep

olur. Boylece (i), (ii) ye esittir. (ii) ve (iii) nin esitligi ise s~ A ve A=Y nun tammlarindan

anlasilir. (iv) ise (iii) nin yeniden formiile edilmis halidir. B

Not 4. (Berlin, 2016d) A, B,C C S vep,q € 3S olsun.

(i) Eger A € pve B € q ise bu takdirde AB € pq dur. Her v € V i¢cin V = A ve
W, = B alalim, bu takdirde AB = |J v - W, € pq olur.

veV
(ii) (i) nin baska bir ifadesi ise A-B C AB dir Eger A- B C C ise bu takdirde

A-B C C dir Eger T, S nin bir altyarigrubu ise bu takdirde T\, S = BS nin bir
altyarigrubudur.

(iii) T, S nin bir altyarigrubu dolayisiyla f, B.S nin bir altyarigrubu olsun. T den BT

ve bir f kanonik homeomorfizmi vardir.
4.3 3S de Degisme Ozelliginin Yoklugu

Onerme 9. (Berlin, 2016d) A = {xy, : k < nyve B = {1y, : n < k} kiimeleri
ayrik olmak tizere (xy)rey, ve (Yn)new dizilerinin S yarigrubunda oldugunu varsayalim. Bu
takdirde 5S degismeli degildir.

Ispat. {X}. : k € w} ailesi sonlu kesisim 6zelligine sahip oldugundan tiim k € w ler icin
Xk = {x, : n > k} kiimelerini igeren S iizerinde bir p ultrafilterin belirleyebiliriz. Benzer
sekilde Yy, = {y, : n > k} kiimelerini iceren bazi q € (S ler belirleyelim. Bu takdirde
Teorem 23 dan dolay1 V = Xo = {x}, : k € w}, pdevev = x;, € V igin

Wy = Yir1 ={yn :n > k}
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q da olacak sekilde | ) vW, olarak yazilabildiginden yukarida tanimlanan A kiimesi pq
veV
dadir. Benzer sekilde B € qp dir ve boylece pq # qp olur. B

4.4 Idempotentler

Tanim 41. (Berlin, 2016a) (i) Herhangi X kiimesi i¢in P¢(X ), X in bostan farkli sonlu tiim

alt kiimelerinin kiimesidir.

(ii) (S, -) yarigrubu icin e € Ps(w) olsun ve T = (x;)icy,, S de sonsuz bir dizi olsun.
i € eigin p., x; elemanlarimn ¢arpimudir iy < ... <ipig¢ine = {iy, ..., i} iSe pe = T4, ...T;,

alalim.

(iii) T = (2;);ew dizisi verilsin. S nin F P(T) (T tizerindeki sonlu ¢arpimlarin kiimesi)
altkiimesi
FP(T) ={p.: e € Ps(w)}

seklinde tamimlidwr. Yani F'P(T) = {x, x1, 21, T2, ToT2, T1T2, ToT1L2, T3, ...} dir:

Benzer sekilde I C w olacak sekilde T nin herhangi y = (y;):e; altdizisi i¢in

FP(y) = {pe: e € Ps(I)}

olur.

(iv) S deki bazi sonsuz T = (x;)iew dizileri igin FP(T) C A ise S nin bir A

altkiimesine bir 1 P-kiime denir.

(v) (S, +) degismeli yarigrubu igin p. yerine s, = X;c.x; ifadesini kullanacagiz ve
benzer sekilde F'P(T) yerine F'S(T) (T iizerindeki sonlu toplamlarin kiimesi) yazacagiz. S
deki bazi sonsuz T dizileri icin F'S(T) C Aise A C S altkiimesine bir 1S-kiime denir.

Tamm 42. (Berlin, 2016a) Bir (S, -) yarigrubunun altkiimelerinin bostan farkl bir C ailesine
carpimsal aile denir. C sonlu kesigim ézelligine sahiptir, her C' € Cve herc € C'iginc-D C C
olacak sekilde bazi D € C ler vardir.

Yardimci Teorem 4. (Berlin, 2016a) C C P(S) ¢arpimsal bir aile olsun. Bu takdirde

T:ﬂaz{peﬂS:CQp}
ceC

BS nin kapali bir altyarigrubudur.
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Ispat. :T, kapali kiimelerin kesisimi oldugundan kapalidir: C sonlu kesisim ozelligine sahip
oldugundan T bostan farklidir. Dolayisiyla pq € T oldugunu gostermek icin T nin p ve q
elemanlarint alalim. C, C nin herhangi bir elemani olsun. C' € pq oldugunu gostermeliyiz.
C nin ¢arpimsal ozelliklerinden faydalanarak her ¢ € C igin ¢ - D, C C olacak sekilde bazt

D, € C leri alalim. Béylece | ) ¢- D. C C olur. C € pve her ¢ € Cigin D, € q oldugundan
ceC
C € pqolur. 1

Yardimc1 Teorem 5. (Berlin, 2016a) A, B C S, s,t € Svep,q € BS i¢cin asagidakiler

saglanr.
(i) ss" (AN B) =s"'ANs 'Bdir
(i) t71s™1A = (st)"L A dur
(iii) (ANB) = A""NB %dm

(iv) A=P1 = (A~9)~P dir.

Ispat. s A, s ile soldan ¢arpma islemi \, : S — S altinda A min 6ngoriintiisii ve Ay =
s © A oldugundan (i) ve (i) acikti. s~ A tammi ve (i) den (iii) agiktir. (iv) igin herhangi
s e Sigins € AP jken s € (A~)7P oldugunu ve s € (A~9)7P iken s € A™"? oldugunu
gostermeliyiz.

SEA™ «— s'Aepg < A€ s(pqg)
ve
se (A7) <= A %csp <= Ac (sp)y
olur. B
Tamim 43. (Berlin, 2016a) A C S ve p € 3S i¢in S nin A* altkiimesini
A*=ANA"?
olarak tanimlayalim.

Yardimer Teorem 6. (Berlin, 2016d) A* min bir p idempotent ultrafilterina gore

tammlandigini varsayalim. Bu takdirde asagidakiler saglanir.
iJ)Acp < APecp < A*ep
(ii)) A = A*

(iii) A € pve L, A* min sonlu bir altkiimesi olsun. Bu takdirde W C A*ve L-W C A*
olacak sekilde bazi W € p ler vardur.



42

Ispat. (i) A € p = p - pifadesi A™P € p ye denktir

(ii) B=A" A*=BNBP?=(ANAP)N(APNAP)P)=ANA"P=A"
olur. p idempotent oldugundan (A~?)"P = A~P oldu.

(iii) (i) ve (ii) den A** = A* min p nin bir elemanidir. Her v € L ve x € A™ igin
xW, C A* olacak sekilde bazi W, € p ler vardwr. Dolayisiyla W = A* N0 (| W, olur. B

zeLl

Teorem 26. (Berlin, 2016d) Keyfi bir (S,-) yarigrubunun herhangi bir A altkiimesi i¢in
asagidakiler egsittir.

(i) A, S deki bir idempotent ultrafilter tarafindan kapsanwr. (Yani j’ BS nin bir

idempotentini kapsar.)
(ii) A bir I P-kiimedir.
(iii) A min P(A) kuvvet kiimesi ¢arpimsal bir aileyi igerir:

(iv) j’ BS nin kapali bir altyarigrubunu igerir.

Ispat. (iv) = (i) A daki BS nin kapali bir T altyarigrubu bir kompakt sag topolojik
yarigruptur ve 'T' de bir idempotent vardir dolayisiyla A da bir idempotent igerir.

(iii) = (iv) C ¢arpimsal bir aile ve bazi D € C leri¢cin D C A oldugunu varsayalim.

BSninT = ) C kapali altyarigrubu D de ve dolayisuyla A dadir:
cec

(ii) = (iii) A bir I P-kiime yani F'P(T) C A olacak sekilde T = (x;)ic., S de bir
dizi olsun. Her n € w i¢inT in (x;)n<i<. dizisini diigiinelim. e, {n,n+1,n+2, ...} nin bostan

farkli sonlu bir altkiimesi olmak iizere p. ¢carpimlarini igeren A nin
Cn = FP((%i)ngi<w)
altkiimesini tanimlayalim. Dolayisiyla
C={C, : new}

P(A) mn bir altailesidir. Her n i¢in C,y C C, oldugundan C sonlu kesisim ozelligine
sahiptir. C nin ¢arpimsal oldugunu gérmek igin bazin € w leri ve bazi ¢ € C,, leri diistinelim
e C{n,n+1,n+2,...} sonlu ve bostan farkli olacak sekilde c = p. olsun. Bu takdirde e nin
her elemanindan biiyiik olan bazi m € w ler segelim ve D = C,,, € C oldugunu diisiinelim.

¢+ D C C, oldugunu gosterelim. Herhangi d € D i¢ine C {m,m + 1,m + 2,...} sonlu



43

ve bostan farkli olmak iizere d = p. alalim. Buradan c - d = p. - p- = peye 0Olur. e nin her

elemani € nun her elemanindan kiigiik oldugundan son esitlik saglanr.
(i) = (ii) p, S de bir idempotent ultrafilter ve A € p olsun. A* € p, her n € N,
i > 1igin ve (;)1<i<n dizisi tiimevarimsal iddiay saglayacak sekilde
FP(z;)1<i<n C A"

Dolayisiyla A* ve A birer I P-kiimedir. A* min keyfi bir x1 elemanini segelim. Dolayisiyla
tiimevarimsal iddia n = 1 igin saglamr. n igin tiimevarimsal iddiayr saglayacak sekilde
X1y ooy Ty verilsin. A* mn sonlu L = F P(x;)1<i<y, altkiimesini alirizve W € pve L-W C A*
olacak sekilde bir W C A* kiimesini elde ederiz. x, 1, W nin keyfi bir elemani olsun. n + 1
i¢in tiimevarimsal iddiay1 gostermek i¢in p, € A* oldugunu gérmek amaciyla {1,...,n + 1}
kiimesinin bostan farkli bir e altkiimesini diisiinelim. Eger e C {1,...,n} ise bu takdirde
pe € A*, n igin tiimevarimsal ifadeyi dogrular. Eger e = {n + 1} ise p. = x,41 € W C A*
olur. Aksi takdirde {1, ...,n} nin bostan farkli bir € i¢in p. = p. - ;1 olurdu. Bu durumda
pe € L-W C A* olur B

4.5 Tidealler

(S, ) yi keyfi bir ayrik yarigrup olarak alacagiz.

Tanmim 44. [, S nin bir altkiimesi olsun.

(i) 1 bostan farkli ve SI C I ise yanii € [ ve s € S igin si € I ise I, S nin bir sol
idealidir.

(ii) I bostan farklive IS C [ ise yanit € I ve s € S iginis € I ise I, S nin bir sag
idealidir.

(iii) 1, S nin hem sol hem de sag ideali ise S nin iki tarafli idealidir.
Tanim 45. S nin M deki her I sol ideali M ile ¢cakisiyorsa S nin bir M sol ideali minimaldir.

Yardimci Teorem 7. (Berlin, 2016b) L, S nin bir sol ideali olsun. Asagidakiler esittir.
(i) L bir minimal sol idealdir.
(ii) Her x € L i¢in Sx = L dir.

(iii) Her x € L i¢in Lz = L dir.
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Ispat. (i) = (iii) L minimal ve x € L olsun. Bu takdirde L bir sol ideal oldugundan Lz C L

olur. Dahast Lx bir sol idealdir ve L nin minimalliginden Lx = L dir.

(iti) = (ii) v € L i¢in L bir sol ideal oldugundan Lx C Sx C L dir. (iii) den
Lx = L dir ve boylece St = L olur.

(ii) = (i) 1, L de bir sol ideal olsun. L. C I oldugunu ispatlamaliyiz. I min keyfi bir

x elemanint alalim. Bu takirde x € L ve dolayisiyla x € I ve I bir sol ideal oldugundan (ii)
den L = Sz C I olur B

Yardimc1 Teorem 8. (Berlin, 2016b) L, S nin bir minimal sol ideali olsun. Bu takdirde
asagidakiler denktir.

(i) Her s € S icin Ls ayni zamanda bir minimal sol idealdir.

(ii) L, S nin iki tarafli her idealinde bulunur.

Ispat. (i) Ls bir sol idealdir. x, Ls nin keyfi bir elemant olsun. (Ls)r = Ls oldugunu
gostermeliyiz. | € L i¢cin v = ls diyelim. Buradan (Ls)x = (Ls)(ls) = (L(sl))s = Ls olup

L nin minimalliginden ve sl € L oldugundan son esitlik saglanir.

(ii) I herhengi bir iki tarafli ideal olsun. Bu durumdal € Lvet € [iginil € LN 1
oldugundan L' = L N I bostan farkhidir. L = L' C I olur. B

Tanim 46. (Berlin, 2016b) Herhangi S yarigrubu igin
K(S) = U{L : L, S nin bir minimal sol ideali}

S nin tiim minimal sol ideallerinin birlesimi olsun. Dolayisiyla K (S) nin bostan farkli olmasi
i¢in S nin en az bir tane minimal sol ideali olmalidir. Bu durumda K (S), sol ideallerin bostan

farkly ailesinin bir birlesimi oldugundan bir sol idealdir.

Teorem 27. (Berlin, 2016b) K(S) # 0 olsun. Bu durumda K(S), S nin iki tarafli bir
idealidir.

Ispat. K(S), S nin iki tarafli her idealinde bulunur. K(S) nin bir sag ideal oldugunu
kamitlamak i¢in s € S alalim boylece K(S) - s C K(S) olur. K(S)-s =J{Ls : L, S nin
bir minimal sol ideali} C K (S) olur. B

Tanim 47. (Berlin, 2016b) Asagidakiler saglaniyorsa S bir abundant yarigruptur.

(i) S nin her sol ideali minimal bir ideal igerir.
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(ii) S nin her minimal sol ideali bir idempotent eleman igerir.
Sonuc 4. (Berlin, 2016b) Her kompakt sag topolojik yarigrup abundanttir.

Tanim 48. Bir S yarigrubunun idempotent elemanlarimin kiimesi E(S) iizerinde
e<f < ef=fe=e

yapisini tammlayalim. Bu yapr E(S) tizerinde bir kismi siralamadir. Yani e, f, g € E(S) igin
e <eolure < f, f <eoldugundan e = f olur. ve e < f, f < g oldugundan e < g olur.
Buradan ef = e ifadesi Se C S f ye esittir.

Tanim 49. (Berlin, 2016b) Bir S yarigrubunda
Emin(S) ={e € E(S) : (E(S), <) de e minimal}

L={LCS:L, S nin minimal bir sol ideali}
dir.

Teorem 28. (Berlin, 2016b) S bir abundant yarigrup ve e € E(S) olsun. Asagidaki ozellikler

saglanr.

(i) Eger L. C Se bir minimal sol ideal ise f < e olacak sekilde f € L idempotenti

vardir.

(ii) e nin bir minimal idempotent olmasi igin gerek ve yeter sart bazi L minimal sol

idealleriigin e € L olmasidwr yani e € K(S) olmasidwr.

(iii) e nin bir minimal idempotent olmasi igin gerek ve yeter sart L = Se sol idealinin

minimal olmasidir.

(iv) f < e olacak sekilde bazi f minimal idempotentleri vardir.

Ispat. (i) S abundant oldugundan < € L N E(S) segelim. Bu takdirde iddiamiz icin f = ec
alalim. Ilk olarak L bir sol ideal oldugundan f € L dir. Daha sonras € LNE(S) oldugundan
ce = € alalm. s € S olacak sekilde ¢ = se olsun. Boylece ce = see = se = ¢ olur.
[? = ecee = ece = ec = f oldugundan f idempotettir. Son olarak ef = ecec = ec = f ve

fe =ece = ee = f olur. Dolayisiyla f < e dir.

(ii) e nin bir minimal idempotent oldugunu varsayalim. Bazi L. € L ler i¢in L C Se
olur. (i) den f < e olacak sekilde f € L N E(S) alalim. Bu takdirde e nin minimalliginden

f = e olur ve boylece e € L dir. Tersine L € L iken e € L olsun. e nin minimalligini
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ispatlamak i¢in, x = e oldugunu gostermek amaciyla x < e ozelliginde v € E(S) alalim.
x < e oldugundan Sx C Se olur. L nin minimalliginden L = Se = Sx olur. Dolayisiyla

s € Sigin e = sz olur. x < e oldugundan x = ex dir ve boylece
T =exr =Srr=Sr=-=¢€

olur.
(iii) Eger e € L ve L € L ise bu takdirde L = Se dir.

(iv) S abundant oldugundan ve (i) den L C Se olacak sekilde L € L ve f < e olacak
sekilde f € L N E(S) alalim bu takdirde (ii) den f minimaldir. B

Sonug 5. Bir S abundant yarigrubu i¢in S nin minimal idempotentleri K (S) dedir yani
Emin(S) = E(S) N K(S) dir.

4.6 Topolojik Dinamikler

S bir yarigrup olmak iizere S iizerindeki dinamik sistemler S kompakt sag
topolojik yarigrubuyla baglantilidir. ilk olarak 3.9, S iizerindeki dinamik sistemlerdeki baz1
kavramlarin agiklanmasi i¢in gereklidir. Ayrica 8.5, S tizerindeki bir dinamik sistem olarak
goriilebilir.

Tamim 50. (Berlin, 2016¢) (S, -) bir yarigrup ve 1, S nin birimi yani her x € S i¢in 1g-x =
x - 1g olmakiizere (S, -, 1) ti¢liisii bir monoidtir. Notasyonel olarak (S, -, 1) monoidi yerine

kisaca (S, -) veya S ve 1g yerine 1 kullanacagiz.

Not 5. (Berlin, 2016¢) (w,+) birimi 0 olan bir monoid iken (N, +) bir monoid degildir.
Her (S, -) yarigrubu bir (S7, -, i) monoidine genisletilebilir. Burada i, S de olmayan ve tiim

x € ST larigin ix = xt = x olan bir elemandr:

Tamm 51. (Berlin, 2016¢) S bir monoid olsun. S tizerinde bir dinamik sistem veya S-sistem
asagidaki ozelliklerle birlikte bir (X, u) ikilisidir.

(i) X bos olamyan bir Hausdorff uzaydur.
(ii) p, S nin X iizerine bir etkisidir.

(iii) Her s € S i¢cinmg(x) = sz seklinde verilen mg : X — X fonksiyonu siireklidir.

Not 6. (Berlin, 2016¢) (i) Her in : S x X — X fonksiyonu s € S i¢in m(s) = ms

olacak sekilde bir m : S — XX fonksiyonunu olusturur. Tersine verilen herhangi bir
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m: S — X* fonksiyonundan u(s, r) = m(x) olacak sekilde i : Sx X — X fonksiyonu
elde edilir.

X den X e giden tiim fonksiyonlarin idx birimli (X%, o) yarigrubunu hatirlayalim.
w nin X iizerinde S nin bir iglemi olabilmesi icin m : S — X~ fonksiyonunun bir monoid

homomorfizmi olmast gerekir yani s,t € S i¢in m(1g) = idx ve mg = mg o my olmalidur.

Bir X topolojik uzayt igin X den X e giden tiim siirekli fonksiyonlardan olugan
(XX, 0) in altyarigruplar C(X) ile gosterelim. Bu takdirde (X, p) in S iizerinde bir
dinamik sistem olmasi icin X kompakt Hausdorff uzay ve m : S — X~ fonksiyonunun S

den C(X) e giden bir monoid homomorfizmi olmasi gerekir.

(ii) (w, +) monoidi tizerindeki dinamik sistemlere ayrik denir.

(iii) X bir kompakt Hausdorffuzay vet : X — X stirekli bir fonksiyon olsun. n € w
icin t nin n. iterasyonu t" ile gosterilir yani

t"=to..ot
N——

n tane

dir ve t° = idx olur. t"™™ = t" o t"™ oldugundan n - x = t"(z), X ile bir ayrik dinamik

sistem belirtir.

(iv) Tersine her (X, ) ayrik dinamik sistemi bu yolla olusur. Yani t(x) = 1-z seklinde
tammh t : X — X fonksiyonu siirekli olsun. Bu takdirde her n € wve v € X igin

n-x=01+..+1)-x2=(to..ot)(z)=1t"(x)
dir.

(v) Boylece X uzayiyla olusan ayrik dinamik sistemler genellikle (X ,t) ikilileriyle
ifade edilir ve t : X — X siireklidir.

(vi) X bir kompakt Hausdorff uzay ve S, C(X) in bir alt monoidi olsun. s € S ve

x € Xigin s - x = s(x) olacak sekilde X, S iizerinde bir dinamik sistem belirtir.

Tamim 52. (Berlin, 2016d) X, S tizerinde bir dinamik sistem olsun.

(i) Eger her y € Y ve s € S igin sy € Y oluyorsa yani | J m,[Y]| C Y ise X in bir
ses
Y altkiimesine invaryant denir. Eger Y invaryant ise ,mg fonksiyonu siirekli oldugundan, Y

nin X deki topolojik kapanisi clx (Y') de invaryanttir.
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(i)) Y C X olmak iizere eger Y bostan farkl, topolojik olarak kapali ve invaryant
ise, bu takdirde Y, X in S ye gore bir altsistemi veya S-altsistemidir.

Tamim 53. X, S iizerinde bir dinamik sistem ve x € X olsun.

(i) X deki x in (S-) orbiti
orb(z) = {sz:s € S}

kiimesidir. Bu kiime x i iceren X in en kiigiik invaryant altkiimesidir. © = 1gx € orb(x) dir.

(i)

T = clx orb(x)

kiimesi x € X in orbit kapanisidir ve x i iceren X in en kiigiik altsistemidir.
(iii) Eger x € X i¢in Y =T ise X in 'Y altsistemine basitce iiretilmis denir.

(iv) X in bir M altsistemi olmak tizere eger M nin her altsistemi M ye denk geliyorsa,

M minimaldir.

WU CXvese Sicins'U={z€X:sxeU}dur

Onerme 10. (Berlin, 2016¢) S iizerindeki her X dinamik sistemi icin asagidaki ifadeler

esittir.
(i) X bir minimal S-sistemdir.
(ii) Her x € X i¢in x in @ orbit kapanmis1 X dir.
(iii) Her x € X i¢in x in orbiti X in yogun bir altkiimesidir.

(iv) X in bostan farkl her U agik altkiimesi icin X = |J s~'U olacak sekilde S nin

s€e
sonlu bir e altkiimesi vardr.

Ispat. (i) ve (ii) egittir ciinkii herhangi bir x noktasimin orbit kapanisi X in bir altsistemidir
ve aksine X in her altsistemi bir orbit kapanisini icerir. (ii) ve (iii) nin esitligi aciktir. (iii)
den yola ¢ikarsak her x € X ve bostan farklt her U C X ag¢igt icin sx € U olacak sekilde
bazi s € S ler vardir. Yani bostan farkl her U agigi icin X = |J s7'U olur. X kompakt

see
oldugundan ve s~'U kiimesi agik oldugundan bazi sonlu e C S ler i¢in X = |J s~ 'U
s€e
saglanir. B
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4.7 (S Dinamik Sistemi

Keyfi bir (.5, -, 1§) monoidini ve bu monoidin Stone-Cech kompaktifikasyonu olan

£S5 yi diisiinecegiz. 4S5 nin 1g birimli bir monoid oldugunu hatirlayalim.

Tanim 54. (Berlin, 20160) S tizerine bir dinamik sistemde asagidaki sekilde 5S elde edelim.
S bir altmonoid olmak tizere 5.5 nin bir (kompakt sag topolojik) monoid oldugunu biliyoruz.
Her s € S ve herp € S igin sp € (S ¢arpumi tammhidwr. (s, p) = sp olacak sekilde
w: S x BS — BS tammlayalim. Genellikle (s, p) igin sp yazacagiz. S iizerinde dinamik
bir sistem icin tiim gereksinimler tamamlandi. Yani Bir s € S sabiti ile soldan ¢arpim .S
lizerinde siireklidiv, tiim p € (S icin 1gp = p saglanir ve s(tp) = (st)p, BS iizerinde

carpmanin birlesme ozelligini verir.

Not 7. (Berlin, 2016¢) (i) p € BS igin p nin orbiti orb(p) = {sp : s € S} = S-pdir. S dep
ile sagdan ¢carpmamn siirekliliginden p nin orbit kapamsip = 3S - p dir. Boylece .S nin basit
olarak iiretilen altsistemi .S yarigrubunun basitge tiretilmis 3S - p (kapali) sol idealleridir.
Daha genel olarak (S nin S-altsistemleri 3S nin topolojik olarak kapali sol idealleridir.

(ii) BS nin minimal alt sistemleri 5S yarigrubunun minimal sol idealleridir. Yani
p € K(BS) igin idealler 3S - p dir.

(iii) 1 € S C S nin orbit kapamist 5S - 1s = (S dir. Dolayisiyla 5S dinamik
sistemi basit olarak iiretilmistir.

Tamim 55. (Berlin, 2016¢) X ve Y, S monoidi iizerinde dinamik sistemler olsun. Her v € X
ve s € Sicin sx € X ve sf(x) € Y olacak sekilde

flsz) = sf(z)

esitligivarve f : X — Y fonksiyonu siirekli ise [ ye bir S-homomorfizm veya basit olarak

bir homomorfizm denir.

Teorem 29. (Berlin, 2016¢) S iizerindeki her X dinamik sistemi ve her x € X i¢in lgix e
gotiiren bir tek [ = f, : S — X, S-homomorfizmi vardir. f nin deger kiimesi x in T orbit

kapanisidir. Ozellikle basitce iiretilmis her S-sistemi 3S nin bir homomorfik goriintiisiidiir.

Ispat. Teklik icin; f,q : BS — X fonksiyonlar 1g yi x e gotiiren S-homorfizmler olsun.
Bu takdirde M = {p € BS : f(p) = g(p)} kiimesi 1 yi igerir.

f(s) = f(sls) = sf(ls) = sz

ve benzer sekilde

g(s) = sx
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oldugundan her s € S, M dedir. Son olarak f ve g nin siirekliliginden M kapalidir. Boylece
M, S nin S deki kapanisidir. Yani M = 3S ve f = g dir.

f ninvarhiguiigin; S nin 5S kompaktifikasyonunun ézelliklerini kullanalim. h(s) = sx
seklinde verilen h - S — X fonksiyonunu diigiinelim ve h nin f : 3S — X Stone-Cech

genislemesini gosterelim.
f(ls) = h(ls) = 15.CE =X
olup timp € S ve s € Sigin f(sp) = sf(p) oldugunu gostermeliyiz.
f(st) =h(st) = (st)x =x
ve
sf(t) = sh(t) = s(tz)

oldugundan eger p =t € S ise ifadeyi gostermis oluruz.

f nin deger kiimesi igin, S nin h altindaki goriintiisii S - x, X S-sistemindeki  in

orbitidir, dolayisiyla 5S nin f altindaki goriintiisii x in orbit kapanigidir. B

h nin ﬁ, Stone-Cech genislemesi S-homomorfizm f, : 55 — X
fo(p) = h(p) = p — limh(s) = p — lim(sz)
olarak yazilabilir.

Tamm 56. (Berlin, 2016d) X bir S monoidi tizerinde bir dinamik sistem olsun.

(i) Her p € S ve x € X i¢in

p-a=pr=p-lim(sz)

tammlariz. Yani f, : fS — X, S-homorfizmi 1 i x gotiirecek sekilde px = f.(p) dir.

(i) Her p € (S ve sabit v € X i¢in belirlenen pr € X siirekli bir fonksiyondur.
Fakat her x € X ve sabit p € BS igin belirlenen px € X genellikle siirekli degildir.

(iii) = BS x X — X fonksiyonu (p,x) = px olacak sekilde X iizerinde S nin
etkisi ile genisler. Bu X uzay: iizerinde [3S yarigrubunun bir etkisidir. Tiim x € X ler ve
p,q € BS igin eger p = s ve q = t, S nin elemant ise (pq)xr = p(qz) saglamr. q € BS ve
p = s € S olmast durumunda ve p, q nun 35 nin keyfi elemanlart oldugu genel durumda da
stireklilikten dolay: saglanir. Fakat bu etki p € B.S i¢in x — pzx fonksiyonu genellikle siirekli

olmadigindan (S tizerinde bir X dinamik sistemi olusturmaz.
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(iv) X in S uzayr oldugu ozel durumda v : 35S x X — X carpimi 35S iizerindeki
yarigrup ¢arpimina denk gelir. Ciinkii p, q € S icin p(p,q) = p — linsl(sq), pq nun tanimina
ElS
karsilik gelir.

)T = f. [BS] vep € BS igin f.(p) = p - x dir dolayisiyla
T={p-x:pepS}=pS-z

olur.

4.8 Cancellation(Sadelestirme)

Tamm 57. (Hindman ve Strauss, 2010) S bir yarigrup olmak iizere S* = 5S \ S dir.

Teorem 30. (Hindman ve Strauss, 2010) S bir yarigrup olsun. S* in S nin alt yarigrubu
olmast i¢in gerek ve yeter sart herhangi bir A € Py(S) ve S nin herhangi sonsuz B alt kiimesi

icin (| = 'A sonsuz olacak sekilde F' € P;(B) nin var olmasidir.
zeF

Ispat. Gereklilik i¢in; S nin sonlu bir A alt kiimesi ve sonsuz bir B alt kiimesi verilsin. Her

F € Py(B) igin () x~'A nin sonsuz oldugunu varsayalim. Bu takirde {x~'A : x € B}
zcF
kiimesi tiim sonlu kesigimlerinin sonsuz olmasi ozelligine sahiptir dolayisiyla Sonug 3.14 den

{x7*A: x € B} C polacak sekilde p € S* segebiliriz. B € q olacak sekilde q € S* alalim.
Bu takdirde A € q - p ve A sonludur dolayisiyla Teorem 3.7 den q - p € S olur ki bu bir
celiskidir.

Yeterlilik i¢in; p,q € S* verilsin ve q - p = y € S oldugunu varsayalim. (Yani q - p,
y tarafindan iiretilen principal ultrafilterdir. ) A = {y} ve B={x € S : 7' A € p} olsun.
Bu takdirde her F' € P¢(B) i¢in B € piken (| x~ A sonsuz olacak sekilde (| z7'A € p

zeF zeF
vardir ki bu bir celiskidiv. B

Tamim 58. (Hindman ve Strauss, 2010) S bir yarigrup ve A C S olsun.

(1) A min bir sol ¢oziim kiimesi olmasi i¢in gerek ve yeter sart A = {x € S : ux = v}

olacak sekilde S de u ve v elemanlarinin olmasidur.

(13) A min bir sag ¢oziim kiimesi olmasi i¢in gerek ve yeter sart A = {x € S : xu = v}

olacak sekilde S de u ve v elemanlarinin olmasidir.

(7i1) S nin zayif sol sadelegebilen olmasi i¢in gerek ve yeter sart S deki her sol ¢éziim

kiimesinin sonlu olmasidir.
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(1v) S nin zayif sag sadelesebilen olmasi igin gerek ve yeter sart S deki her sag ¢oziim

kiimesinin sonlu olmasidir.

(v) S nin sadelesebilen olmasi i¢in gerek ve yeter sart S nin hem zayif sol

sadelesebilen hem de zayif sag sadelesebilen olmasidur.

Eger S bir sag sifir veya bir sol sifir yarigrup ise bu takdirde 55 de ayni 6zelliktedir
ve bu durum £S nin cebiri hakkinda ilging bir bilgi degildir. Ancak S deki sadelesme
ozelliklerinin varligi 3S de zengin bir cebirsel yapi olusturur. Ornegin eger S, x
kardinaliteli sonsuz sadelesme &zellikli bir yarigrup ise bu takdirde 3.9, 22" tane ayrik sol
ideali igerir. Bu bolimde (S in elemanlarinin sag veya sol sadelesebilir oldugunu
gorecegiz. Eger S, x kardinaliteli bir sadelesebilir yarigrup ise 3S in 22" tane sag
sadelesebilir elemani igerdigini gosterecegiz. Eger ayn1 zamanda S nin sayilabilir olugunu
varsayarsak bu takdirde 4.5 nin sag sadelesebilir elemanlarinin kiimesi, S* 1 bir yogun agik
alt kiimesini icerir. S nin N oldugu veya sayilabilir bir grup oldugu durumda bu ifadeyi
giiclendirebilir ve iki yonlii sadelesebilen 55 nin elemanlarinin kiimesinin S* 1n yogun bir
acik alt kiimesini i¢erdigini iddia edebiliriz. Bu boliimiin sonunda S nin N veya sayilabilir
bir grup oldugunu varsayacagiz ve sag sadelesebilir bir eleman igeren S* 1 en kiigiik
kompakt alt yarigrubunu tartisacagiz. Bu yarigruplarin zengin cebirsel bir yapilarinin

oldugunu gosterecegiz.

4.9 [N ve 57 de Sag Sadelesme

(N, +) ve (Z, +) yart gruplar1 igin sag sadelesebilirligin bazi ek 6zellikleri vardir.

Teorem 31. (Hindman ve Strauss, 2010) p € SN olsun. p nin SN e sag sadelesebilir olmast
i¢in gerek ve yeter sart her k € N icin {x,, : v, + k < x,11} = 0 olacak sekilde N de artan

bir (xy,)., dizisinin var olmasudur.

Ispat. Ispatin gereklillik kismi icin, bazi her k € N i¢in —k + B ¢ p olacak sekilde bazi

[eS)
n=1"

k k
i¢in B\ ‘!1(_i + B) epve B\ ‘91(_i + B) C{x, 2y +k < xpp1} olur

B € pleri segelim ve (x,,) B yi artan bir sekilde siralasin. Bu takdirde verilen bir k € N

Ispatin yeterlilik kismi i¢in, B = {x, : n € N} olsun. Verilen k € N ler icin
(=k+ B)N{xy:xn+k <xpi1} = 0 olup dolayisiyla —k + B ¢ p olur. R

Ornek 15. (Hindman ve Strauss, 2010) SN de sag saddelesebilir olan fakat 7 de sag

sadelesebilir olmayan bir p € SN elemant vardur.
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Ispat. Her k € N i¢in FS((31)2,) € q olacak sekilde bir ¢ € SN idempotenti secelim.
p = —q + q alalim ve p nin BN de sag sadelesebilir oldugunu fakat B7Z de sag sadelesebilir
olmadigint gosterecegiz. (—q € PZ nin {—A : A € q} tarafindan iiretilen bir ultrafilter
oldugunu hatirlayalim. ) N*, BZ nin bir sol idealidir dolayisiyla p € N* di. —q € E(SZ)
oldugunu kontrol etmek kolaydir ve béylece —q+p = p dir soyle ki p € Z* + p ve dolayisiyla
D, BZ de sag sadelesebilir degildir.

p nin BN de sag sadelesebilir olmadigint varsayalim. Bu takdirde bazi z € N* lar
icinp =z + polur. Yani —q+ q = z + (—q) + q olur.

A={3"3 38 tk:keN, F,H € PyN),min F > max H + L ve k < 3"}
tel teH

ve

B = {ZBt — ZBt : F,H € P¢(N) ve min F' > max H + 1}
teF teH

olsun.
A€ 2+ (—q) + qve B € —q + q oldugunu géstermek kolaydur.

B nin elemanlarint onlarin ii¢lii temsillerinden tanimak kolaydiwr. Yani, F', H € P;(N),

Jj=minF > max H + 1,7 = min H ve max F' = [ ise bu takdirde tiim
tef{i,i+1,..,j—1}

icin a; = a;_1 = 2, a; € {1,2} olacak sekilde ve t > j iken a; € {0, 1} olmak kosuluyla

I

B> =) a3

tel teH t=1

olur. Dolayisiyla AN B = () olup bu bir ¢eliskidir. B

Bir kompakt sag topolojik .S yar1 grubunda ¢l K (.S) nin bir sol ideal olmasi gerekmez.
Diger taraftan, eger S bir ayrik yari grup ise c/K(5S) nin her zaman S nin hem sag hem

sol ideali oldugunu biliyoruz.
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5. SN NIN INCELENMESI

5.1 N*1n SN nin Cebirsel ve Topolojik Kopyasim

Icermemesi

Burada N* in SN nin bir topolojik ve cebirsel kopyasini igerip igermedigi sorusuna
yanit arayacagiz. Herhangi siirekli ¢ : SN — N* homomorfizmi i¢in ¢(SN) nin sonlu
oldugunu gosterecegiz. Bu temel teoremimiz olacak. SN iizerinde, N deki toplamanin bir
genislemesi olan ve SN yi bir sag topolojik yarigrup yapan bir toplama islemi tanimlanabilir.

Burada SN nin elemanlarin1 N deki ultrafilterlar olarak gorecegiz.

N nin bir altkiimesi i¢in G, A nin sonlu bir altkiimesi olmak tizere > G formundaki
tamsayilarin kiimesini F'S(A) ile gosterelim. Eger A bos degilse m(A), A kiimesinin
minimumunu gosterecektir. Her bir n € N i¢in G, A nin m(G) > n 6zelligini saglayan
sonlu alt kiimesi olmak iizere ) G formundaki tamsayilarin kiimesi F'S,(A) ile

gosterilecektir.

Eger S € fNise hern € Nigin & = & ve &1 = &, + £ seklinde bir (&,) dizisi

tamimlariz. Eger (&,,) sonsuz ise S nin mertebesi sonsuzdur diyecegiz.

[k yardime1 teoremde Stone uzaylarinin basit bir dzelligini ispatlayacagiz. Stone

uzaylar1 her acik kiimenin kapanisinin agik oldugu kompakt T, uzaylardir.

Yardimci Teorem 9. X ve Y Stone uzaywn sayilabilir ve
XNY=XnNY

ozelligini saglayan iki alt kiimesi ise

>
i)
s
I
=

dir.

Ispat. X = (z,,) ve Y = (y,) olsun. Her x,, noktasinin'Y N U, olacak sekilde bir clopen
U,, komsulugu vardir. Benzer sekilde her y,, noktasimin X N'V,, olacak sekilde bir clopen V,,
komsulugu vardw. Eger G,, = U, \ LZLJVZ- ve H, =V, \ L?UZ- ise

(“E;Gn) N (‘E;Hn> =0
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dir.Dolayisiyla
oLlen N OL;Hn —(
olur, X C OL;JDGH veY C OLlen oldugundan XNY =0 olur

Yardimci Teorem 10. X bir topolojik uzay olmak iizere f : PN — X siirekli bir fonksiyon
olsun. Eger € € N icin f(§) = z ise x in her U agik komsulugu icin NN f~1(U) € £ dur.

Ispat.

JINNfHXA\U)) € X\U

oldugundan

§ENNfHXN\U)
olur. Ancak N C f~Y(U)U f~1(X \ U) ve dolayisiyla ¢ € NN f~1(U) olur.

Yardimcr Teorem 11. k£ > 1 bir pozitif tamsay: ve €, N* da bir idempotent olsun. Her
A € kN icin N* nin
Atat+e=a+A+e

olacak sekilde bir o elemant yoktur.

Ispat. :Aksini iddia edelim. Yani bir o € N* sayist
Atate=a+Ate

olacak sekilde var olsun. Her bir n € N sayisi a,, € {0, 1,2, ...,k — 1} olmak iizere > a, k™
0

seklinde tek tiirlii yazilir. N den {0,1,2, ...,k — 1}* ye tamml1 f : n — (a,,) foksiyonunun
fP:BN — {0,1,2,....k — 1}

seklinde bir genislemesi vardwr. Baska bir fonksiyona daha ihtivacimiz var. m = a,k" ise
0
n sayist a,, # 0 ozelligindeki ilk tamsayt olmak tizere

g(m) = a,k"

c(m)=|{n eN:a,}|

olarak tanimlayalim. Bu fonksiyonlarin SN den SN ye genislemeleri vardir. Herhangi i €
BN ve herhangi v € ijolf”N igin

97 (n+v) =g°(n)

A+ v) = () + H(v)
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oldugunu dogrulamak zor degildir. Her m € N ve her (a,) € {0,1,2,....k — 1} icin
sm((an)), sonlu {ag,ay, as, ...,an} dizisini ifade edecek. Eger y € PN ise Teorem [I(]
geregince (s, ) (f(1)) € p olur

f?(a) = (ay) olsun. (a,) nin hichir zaman 0 olmadigina dikkat edelim. Aksi takdirde
eger (ay,), 0 olsaydi bazi m € N ve bazi [ € ?W_OOW icin o« = m + [ olurdu. Buradan her

A € kENigin A+ +4¢ = 4+ A +¢ olurdu. Herhangi \ € {kn} \N* segersek ve g° uygularsak
X = ¢%(B) olur: Bu durum igin 2© tane farkh se¢im oldugunda miimkiin degildir.

Ayni zamanda (a,,) nin hi¢bir zaman k — 1 olamayacagini da gosterebiliriz. Bunun
icinn > ng i¢in a, = k — 1 oldugunu varsayalim.

o

B==> a,k"+ k" +a
0

alalim. r > nq 6zelliginde bir tamsayi r olsun. t € (s, f) (a,) ise

no

> ankt+ kO 4t e KN
0

olur. Boylece

o
B=> a,k"+ k" +a €k tIN
0
olur. Buradan § € k"N bulunur:

no
m = kot — E ank"
0

olmak iizere « = m + [ oldugundan onceki gibi bir ¢eligki elde edilir.
L={neN:0<a,<k-1}

olsun. L nin sonlu oldugunu gosterecegiz. Bunun igin sonsuz oldugunu varsayalim ve
A € {k"}, e NN olsun. Bu takdirde

Fla+r+e)=c(a) +1+P(e)
olur. Ancak egern € Lver > nicint € (s,.f) " (ay,) ise
(k" +t) = c(t)

olur. Béylece P(\ + a) = P (a) ve dolayisiyla P(\ + o + €) = P (a) + P (e) olur ki bu

A+ a+e=a+ N+ evarsayimimiz ile ¢eligiv. Buradan

M={neN:a,=k—-1vea,;, =0}
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sonsuz olmalidir.

A € {kn}, o NN* olsun. Boylece
FPla+d+e)=c(a)+ 1+ (e)
olur. Ancak egern € M ver > nikent € (s,.f) (a,) ise
(k™ +1)=c(t)

olur. Buradan
PN+ a) = Pla)

olur. Béylece
FPA+a+te) = (a)+P(e)

olur. Bu bir ¢eliskidir.

Yardimei Teorem 12. ¢ : SN — N* siirekli bir homomorfizm olsun. Eger o ve 3, BN de
herhangi iki idempotent ise p(«) = ¢(3) olur. Dahast her x > m, x € N i¢in

() = p(z) + ¢(a)
olacak sekilde bir m tamsayisi vardir.

Ispat. ¢, BN de herhangi idempotent olsun.
p(1) +¢(e) = le) + ¢(1)

(1) +¢(e) € N+ p(e)
ve
p(e) + ¢(1) € p(N) + (1)
oldugundan Yardimct Teorem {9 geregince bazi k € N ler i¢cin k + ¢(€) € o(6N) veya bazi
1 € PN ve bazt k € N ler i¢in

p+p(e) = ¢(k) + (1)

olur.

Herm € N igin km + ¢(e) € ¢(BN) ve boylece her \ € kN igin

A+ ¢(e) € p(ON)

olurdu. O zaman \ + p(¢) ile p(1) degismeli olacagindan

A+ @(1) +ple) = (1) + A+ ¢(€)
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olurdu ki bu Yardimci Teorem |1 ile ¢elisir.

Bu durumda ilk olasilik miimkiin degildir. Dolayistyla bazi m € N ler igin

p(m) € BN+ p(e)

olur. N deki her x > m icin p(x) € BN + @(€) olur ve béylece her v € N* icin p(v) €
BN + p(€) olur: Buradan her v € N* i¢in p(v) = p(v) + ¢(€) bulunur.

Baylece her p(€) € N* idempotenti i¢cin o(N*) = o(N*) + () oldugunu gosterdik.
Eger 5, o(N*) da bir idempotent ise o~ (§) kompakt bir yarigruptur ve bir idempotent icerir.
Dolayisiyla bazi ¢ € N* idempotentleri i¢in & = p(€) dir. Buradan o(N*) kendisinin bir
minimal sol idealidir ve boylece p(N*) nin her elemani o(N*) de bir tek sol birime sahiptir.

Ancak eger o, N* da herhangi bir idempotent ise

p(a) +@(m) = p(m) + p(a) = p(m)
olur. Boylece ¢ ile N* min tiim idempotentlerini belirleyebiliriz.

Yardimci Teorem 13. ¢ : SN — ON siirkli bir fonksiyon olsun. x > m ozelligindeki her
x € Nigin p(z) = ¢(x + a) olacak sekilde bir a € SN \ ¢(N) elemani ve bir m tamsayisi
var olsun. Bu takdirde tamsayilarin artan bir (nk)k:{o,1727__.} dizisinive k1 < ko < ... < k,
iken

Py + gy + o+, ) € Wi \ Wiy

olacak sekilde ¢(o) mn komsuluklarimin kapali-agik azalan bir (Wy)i=(0.12,.) dizisini

tammlayabiliriz.

Ispat. Ik olarak ny = m ve Wy = BN secelim ve daha sonra p(ng) ¢ Wi olacak sekilde
o(a) mn clopen bir komsulugunu secelim. Istenilen ézelliklere sahip ng,ni, ...,n; ve

Wo, Wi, ..., Wit kiimeleri tanimlanmuig olsun. ky < ky < ... < k, < k igin
o(ng, + Ny + ... + g, +n)
yi gozoniine alalim. n, o ya yakinsarken o(ny, + ny, + ... + ny, +n),
@ +ni,) € Wiy \ Wiy 11
e yakinsar. Boylece ki < ko < ... < k, < k olmak iizere
(g, + Mgy + oo+ Mg+ 1pp1) € Wi \ Wi

ve

©(np41) € Wi
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olacak sekilde ny,, > ny, segebiliriz. ki < ko < ... < k, < k + lise p(«) nin
e(ng, + ngy, + ... +ny,)
formunda hi¢ bir eleman i¢cermeyen bir Wy, o C W, seklinde bir komsulugunu segebiliriz.

Yardimer Teorem 14. Yardimer  Teorem |13 in  sartlann  altinda N nin

©(FS(B))Ne(FS(C)) = 0 dzelligini saglayan sonsuz ve ayrik B ve C' altkiimeleri vardur:

Ispat. B ve C yukaridaki teoremde tanimlanan (ny) dizisinin sonsuz ve ayrik altkiimeleri

olsun. Eger v € FS(B) ise p(x) ¢ o(FS(C)) dir. Bunu kanitlamak i¢in F, B nin sonlu
bir altkiimesi olmak tizere x = Y F ve m(F') = ny, olsun. Bu takdirde ¢(x) € Wi \ Wi
olur. y € FS(C) ise C nin bazi sonlu G altkiimeleri i¢cin y = >, G dir. Eger m(G) < ny, ise
o(y) & Wy olur. Eger m(G) > ny, ise p(y) € Wii1 olur. Dolayisiyla

QO(FS(C)) Q Wk U Wk—H

olup p(z) & (FS(C)) olur.

Benzer sekilde eger y € F'S(C) ise p(y) & p(FS(B)) olur. |d geregince

p(FS(B)) Np(FS(C)) =0
olur.
Teorem 32. Herhangi bir ¢ : SN — N* siirekli homomorfizmi i¢in (SN) sonlu olmalidr.

Ispat. Eger o(BN) sonsuz ise o(N) hi¢ bir idempotent iceremez. Dolayisiyla eger o, N* da

bir idempotent ise Yardimci Teorem [13 in sartlart saglanr. Béylece (Yardimer Teorem

geregince) p(FS(B)) N (FS(C)) = 0 ozelligine sahip N nin sonsuz ve ayrik B ve C

QN(FS”(B)) ve QN(FSn(C’)) bostan farkl yarigruplardir.

Dolayisyla her biri bir idempotent icerir. Eger 6 € NFS,(B) ve ¢ € FS,(C)
idempotentlerse p(3) # (€) ifadesi Yardimct Teorem |14 ile ¢elisir. B

alkiimelerini secebiliriz.

Sonu¢ 6. Eger ¢ : SN — N* siirekli homomorfizm ise bazi m € N ler i¢in ¢(6N) = Z,,
dir.

Ispat. ©(BN) sonlu bir devirli yarigruptur.
Sonug¢ 7. Eger ¢ : SN — N* siirekli homomorfizm ise |*(SN)| = 1 dir.

Ispat. (BN) = Z,, ve (1) = ¢ oldugunu varsayalm. &,, idempotent oldugundan
mN € & olur. Bunu gésterelim. q,,2, N den Z,,> iizerine kanonik doniisiimii olsun. Boylece
qf1 » bir homomorfizm olacaktir ve dolayisiyla qi 2(&n) = 0 olur. qng (&m) = mqfn »(§)
oldugundan mqi 2(&m) = 0 olur. n dogal sayisinin mqi .(n) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter
sart n € mN olmasidir. Dolayistyla mN € € olur. Eger o, o(SN) nin birimi ise her
n € mN i¢cin o(n) = a olur. Boylece p(§) = « olur:
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Sonug 8. Eger £ € BN sonsuz mertebeliise £, {&,, } nin hi¢ bir elemaniyla degismeli degildir.
Dolayisiyla sonsuz mertebeden hig¢ bir eleman SN nin herhangi kompakt altyarigrubunun

merkezinde olamaz.

Ispat. o : n — &, fonksiyonu SN den {£,,} iizerine siirekli bir fonksiyona genisler. Eger
&, {&n} nin her elemanwyla degismeli olsaydibu fonksiyon bir homomorfizm olurdu. Ciinkii,

eger (my) ve (ng), N de sirasiyla ji ve v ye yakinsayan aglar ise

SOB(M—i_U) = lim 11m<,0 (ma+n,5>)

= .=
QBQBQ

() 0F(ma))
= lim(¢"(ma) + " (v))
= s&ﬁ(u)ﬂoﬁ( )

(
tnlip
im(ep
(

olur ve bu Yardimci Teorem { ile celisir.
Teorem 33. & € N* olsun. £ nin sag sadelestirilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart asagidaki
ozelligi saglayan bir X € & olmasidir.

"Eger X kiimesi artan bir (x,,) dizisi olarak yeniden diizenlenirse her bir k € N i¢in
{xp : xpy1 —xy >k} € Eolur

Ispat. Hic bir X € ¢ kiimesinin bu ozelligi saglamadigini varsayalim. Bu durumda her bir

X € Cigin X, artan (x,,) dizisi seklinde diizenlenmis olmak iizere
{xn:xn-l-l_xn Sk} 66
olacak sekilde pozitif bir k, sayisi vardrr.
kg
{zp : xpy1 —x, <k} = gl{xn P Xpa1 — Tp =M}

oldugundan
{zp : xpy1 — 2y = ki }

oldugunu varsayabiliriz.

ky + x, = x,41 olarak yazalim. Eger x,,, £ na yakinsiyorsa x,., de k, + & = &,
ozelligini saglayan bir ultrafilterina yakinsar. &, in £ na yakinsadigini kabul edebiliriz. (k)
netinin herhangi p limit noktasi: p + & = & esitligini saglar. Dolayistyla £ sag sadelesebilir
degildir.

Eger & sag sadelesebilir degilse bazi |1 € N* igcin & = i+ € olur. Eger X € € ise her
y €Y igin Uy(y + X)) C X olacak sekilde tanimlanmis bir Y € p ve bir X, € £ kiimesi
ye
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vardir. X artan bir (x,,) dizisi olarak diizenlenmis ve y € Y olsun. Eger x,, € X N X, ise

Yy + x, € X olur ve dolayisiyla x,, 1 — x,, < y olur. Bu nedenle

{@n i 2pp1 —n <y} eé
olur.

Not 8. N* in sag sadelesebilir elemanlarinmin kiimesi, N* \ (N* + N*) kiimesini ve bdylece
N* nin yogun bir agik altkiimesini icerir. N* n sag sadelesebilir elemanlarinin kiimesi bir

yarigrup oldugundan agiktir. Béylece tiimleyeni de minimal ideal i¢eren bir sag idealdir.

Not 9. Bostan farkli ayrik ve sonlu F,G C X i¢in > F # > G ozelligini saglayan N
nin sonsuz bir altkiimesi X olsun. Eger ¢ € X N N* ise m nin bir yarigrup olmadigini
biliyoruz. £ nin sag sadelesebilir oldugunu gostermek kolaydir. Eger X = (x,,) ve k € Nise
Tpi1 — Tp = k ve 1 — X = k esitliklerinden x,, + x, 11 = x, + T 1 olur ve buradan
m = nveyam =n — 1 veyam = n + 1 olur. Boylece {x,, : T,11 — x, = k} sonludur ve £

da degildir.
Teorem 34. Eger £ € N* sag sadelesbilir ise {£,} bir yarigrup degildir.

Ispat. {&,} nin bir yarigrup oldugunu varsayalim. X € ¢ elemam, X artan bir (z,,) dizisi
diizenlensin ve her k € N i¢in {x, : ©p1 — v, > k} €  olsun. Her v = 1,2, ..., k igin

n<ng <..<ngve
r—1
E Ny < Tpp41 — Ty,
=1

olmak iizere x,, +x,,+...+x,, toplamini diigiinelim. Bu yazilis tek tiirlii oldugunu gostermek
kolaydw. Eger

Tpny T Tpy + oo T Ty, = Ty + Tiny + -0+ T

yukaridaki formda ise n;, = mg olur. Bunu gostermek icin eger ny > mg ise
s—1
Tny — Tmyg Z Tmg+1 — Ty > mes
i=1
olur ki bu bir ¢eliskidir.
S bu tiir toplamlarin kiimesi ve m € N igin S,, kiimesi de bu tiirden ve "her bir
1= 1,2,..,kicin x,,+1 — x,, > m ” ozelligini saglayan toplamlarin kiimesi olsun. Eger
s € Siseherbiri=1,2,.... kigin

r—1
S =Ty, + Tpy + . + Ty VE Ty, 11 — Ty, > E T,
i=1

olmak iizere c(s) = k olarak tamimlayalim.
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7 tizerinde indiiksiyon metodunu kullanarak her bir m € N igin
{s€ Sy, :c(s)=r}eg
oldugunu gosterecegiz. v — 1 igin iddia dogru olsun. Her V' C S, kiimesinin
{se€Sn:c(s)=r}

ile kesistigini gosterecegiz.

Her v € V ve bazi W,, € ¢ ézelligini saglayan bir V. € &,_1 vardwr Indiiksiyon
basamagindan c(v) = r — 1 olacak sekilde bir v € V N S, elemant vardir. Bu durumda
W,NX kiimesi x,, .1 —x, > mvex, 11—z, > vozelligini saglayan bir x,, i¢erir. Bu durumda
v+x, € S,NU, c(v+x) = r ozelligini saglar. Bu da indiiksiyon basamaklarimin saglanmast
demektir. Béylece eger c® : S — BN fonksiyonu c nin bir genislemesi ise c°(§,) = r olur.

kﬂNS_k, {&,} yiigeren N* da bir yarigurptur. c°, kﬂNS_k tizerinde bir homomorfizm oldugundan
€ S

c? ayni zamanda {€,} bir homomorfizmdir.

¢ : N — N* fonksiyonunu p(n) = &, olacak sekilde tanimlayalim. Her n € N igin
Fo(n) =nvepd®(&,) = &, oldugundan her ;i € BN igin PP (u) = pve herv € {&,} igin
©PcP(v) = v olur. ¢ bir homomorfizm oldugu igin ©° de bir homomorfizmdir ve bu Teorem

3.1 ile celisir.

5.2 AN Uzerinde Yarigrup Yapilarinin incelenmesi

o, N pozitif tam sayilar kiimesi iizerinde bir ikili islem olsun. Bu islem N nin SN
Stone-Cech kompaktifikasyonu iizerinde bir ikili isleme asagidaki sekilde genisletilebilir. Her
m € Nig¢in

N — N

n —— mon

fonksiyonu SN — (N siirekli fonksiyonuna genisletilebilir. Eger n € SN ise 7 nin bu
fonksiyon altindaki goriintiisii m o 7 ile gosterilir. Bu takdirde her n € SN icin

N — pN

m —— mon
fonksiyonu

AN — (N

£ +— Lo

stirekli fonksiyonuna genisler.
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Bu sekilde SN iizerindeki o ikili islemi tanimlanir. Bu islem asagidaki 6zelliklere
sahiptir. Her m € N igin
BN — BN
n — mon

fonksiyonu stireklidir ve her € SN igin

AN — BN
£ > Eon
fonksiyonu da siirekli olur. Eger o iglemi N iizerinde birlesmeli ise bu islemin SN ye

genislemesi de birlesme 6zelligini korur. Dolayisiyla (5N, o) bir kompakt sag yaritopolojik

yarigruptur.

(BN, +) ve (BN, x) yarigruplar iizerinde bir ¢ok caligma mevcuttur. Ciinkii bu

yarigruplarin ¢esitli 6zellikleri ve sayilar teorisinde degisik uygulamalar: vardir.

ON nin elemanlarmi N {izerinde ultrafilterlar ve N* nin elemanlarin1 da serbest
ultrafilterlar olarak alinacaktir. Bazen SN nin elemanlarini tam sayilar1 ¢ikarmak kullanislt

oldugundan N yi Z ye ve SN yi de SZ ye gdmiilmiis olarak alacagiz.
5.3 (BN, +) ve (BN, x) nin Baz1 Yarigrup Ozellikleri

Teorem 35. (Strauss, 1992) n € PN eleman (SN, +) da sag sadelesebilir olmasin . Bu
takdirde bazi o € N* i¢in n = o + n olur.

Ispat. & ve &, BN nin farkl: iki elemant olmak iizere & +n = & + 1 olsun. X, ve Xo,
N nin X, € & ve Xy € & ozelligine sahip ayrik iki alt kiimesi olsun. & +n € X, +n ve
&+ e m oldugundan bazi x1 € Xy i¢cin vy +1n € m veya bazi x4 € X, icin
ro+n € Xy + 0 (Yardimer Teorem 9 geregince) Ik ifadenin dogru oldugunu kabul edebiliriz.

v 4+neXyo+n=Xy+1

ise bazi B € N* igcin x1 +n = [ + n olur. Boylece « = —x1 + [ olmak tizere n = x1 +

olur.

Teorem 36. (Strauss, 1992) (BN, +) nin herhangi iki principal sol ideali, ayriktir veya biri

digerini kapsar.

Ispat. 1,1, € N*ve (BN 41,) N (BN + 1) # 0 oldugunu iddia edelim. n, € SN + 1, veya
12 € BN + 0y oldugunu gésterecegiz. 1 = 1,2 i¢in SN + n; = N + n; oldugundan Yardimct
Teorem 9 geregince bazi n € N icinn +n; € BN +ny veyan +ny € BN + 11 olur:
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V = N*\ (N* + N*) olsun. Asagidaki teorem V' nin (N* ) nin bir altyarigrubunu

urettigini gosterecektir.

Teorem 37. (Strauss, 1992) N* iizerinde bazi m,n € Nigcinm + & = n + nise £ = n olur
seklinde bir denklik bagintist tamimlayalim. Her &;,m; € V icin

SG+t&t o t&=m+mt..+nm
olsun. Bu takdirde k = m ve herv = 1,2, ..., k icin & = n; olur.

ispat. Jlk olarak TeoremBd geregince &, € fN-+n,, veyan, € SN+E, olur. &, 1 ¢ N*+N
oldugundan &, = n,, olur. Teorem B3 geregince &, sag sadelesebilirdir. Boylece &1 veya
Nm—1 Vi denk elemanlarla yer degistirebiliriz ve bu takdirde

SG+&+ &1 =m A+ o D

esittligini elde ederiz. Ispat k icin tiimevarimla sonlanir.

Asagidaki teorem (SN, X) i¢in ifade edilecektir. Bazi m,n € N ler i¢in N* {izerinde
mé& = nn ise £ = 1 seklinde bir denklik bagintis1 tanimlayalim.

Yardimac1 Teorem 15. (Strauss, 1992) (i) Herhangi bir a € N ve herhangi &1, & € N* icin

a&y = a&s olmast &, = & olmasini gerektirir.

(ii) Herhangi a € Nve £ € N* i¢cin aN € £ olmasi: bazi n € N* icin £ = an olmasin
gerektirir.
(iii) Herhangi m,n € Nve £ € N* icin m& = n& olmast m = n olmasini gerektirir.

ispat. (i) & # & ise N nin X, € & ve Xo € & olacak sekilde ayrik X, ve Xy altkiimeleri
vardir: Bu durumda a X, € a&, ve aXy € a&s olur. Fakat a X, N aXy = () dir.

(i) n ={X € P(N) : aX € &} alinmas: yeterlidir.

(iii) m& = n& ve n > m oldugunu iddia edelim. Bu takdirde her k € N igin

mFE = nk¢ olur

h : N — Z fonksiyonunu h(q) = sup{r € Z : 2" < q} seklinde tammlayalim. h
fonksiyonunu BN den 57 ye genisletelim. Her v € N ve n € SN i¢in
h(rn) = h(r) + h(n) veya h(r) + h(n) + 1

dir. Ancak burada k min degeri i¢in h(n*) > h(m*) + 1 dir.
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Teorem 38. (Strauss, 1992) (i) N* \ N*N* nin her eleman (5N, X) de sag sadelesebilirdir.
(ii) £,m € N*\ N*N* olsun. Eger (BN)¢ N (BN)n # () ise & = n dir:
(iii) Eger her &;,m; € N* \ N*N* i¢cin £,&...& = mno...0)m ise her i = 1,2, ... k igin

k=mve& =« n; olur.

Ispat. (i) ¢ € N*\ N*N* olmak iizere o, 3 € N* ve o # f3 icin af = 3¢ olsun. A € «
ve B € f3 olacak sekilde A ve B, N nin ayrik altkiimeleri olsun. AE N BE # 0 oldugundan
Yardimcr Teorem [ geregince bazi a € N ler icin aé € BE = B¢ oldugunu kabul edebiliriz.

Béylece bazi v € N* icin o = ~& olur. a min p asal ¢arpanina sahip oldugunu
varsayalim. q, : N — Z,, kanonik doniisiimii BN den 7, ye giden bir fonksiyona genisler.
¢0(v) = 0veya ¢,(§) = 0 oldugundan bazi v' € N* i¢in v = py' veya bazi £ € N* i¢in
¢ = p& olur. Buradan Eg = ~/'€ veya Ef = ~¢& olur. Bu iglem tekrar edilirse & € N*N*
bulunur, bu bir celiskidir. P

(ii) Eger (BN)E N (BN)n # 0 ise | geregince bazi a € N icin aé € (BN)n oldugunu
iddia edebiliriz. Dolayisiyla ¢ =, nyadaaé € N*N* olur. Ikinci ihtimal ¢ € N*N* ¢eliskisini

yaratir.

(iii) Bu agikardir.
Not 10. (Strauss, 1992) s,+1 —> S, —> o0 igin S = (s,), pozitif tamsayilarin
Sptl — Sp —> OO

ozelliginde bir dizisi olsun. S N (N* + N*) = () oldugunu géstermek zor degildir. Bunu su
sekilde gosterebiliriz. € € S ven,( € N* i¢cin &€ = 1+ ( olsun. Bu takdirde

Y={yeN:S—ye(}en

olur aksi halde N\ Y € nven+¢ € {y + (} oy olurdu. Fakaty € N\Y ise N\S € y+(
olur. Boylece y + ¢ € N\ S olur. Ancak € ¢ N\ S dir.

Egery,,ys € Y ise S — yy ve S — ys sonsuz ¢oklukta ortak elemana sahiptir. Diger
yandan eger y, # vy ise bu miimkiin degildir. Dolayisiyla S N N*, (N*, 4) min serbest bir
altyarigrubunu iireten 2 kardinaliteli N* nin bir clopen altkiimesidir. Aym zamanda
N*\ (N* + N*), N* nin her yerde yogun bir agik altkiimesini icerir. Her yerde yogun olan
bu altkiime S nin yukaridaki ozellige sahip bir dizi olmak iizere S N N* kiimelerinin bir

birlesimi seklindedir. Benzer sekilde S = (s,), GLAD NN ozelligine sahip pozitif
s

n
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tamsayilarin bir dizisi ise S N N*N* = () olur. Dolayisiyla S N N*, (N*, x) nin bir serbest

altyarigrubunu tiretir.

Teorem 39. (Strauss, 1992) £,n,0,7 € N* olmak iizere £ + 1 = o1 olsun. Bu takdirde T

nun,sonlu tane tamsayt ¢arpani vardir.

Ispat. S = {s € N: s7 € BN + 0} olsun. S nin sonlu olmas: gerektigini gostermeliyiz. h,

Teorem B3 in (iii) ifadesinde tamimlanan fonksiyon olsun. Bu takdirde
h(sT) = h(s) + h(7)
veya
h(sT) = h(s)+ h(r)+1

dir. Ancak herhangi a,y € N icin eger a < yise h(a +1y) = h(y) veya h(a +y) = h(y + 1)
olur. Dolayisiyla h(a +n) = h(n) yada h(a+n) = h(n) + 1 dir ve béylece her o € N* i¢in
h(a + 1) = h(n) veva h(a + 1) = h(n) + 1 dir. Buradan h(S) sonludur ve dolayisiyla S

sonludur.

X={zeN:z+ne (pN)r}

olsun. Bu takdirde X € & dir aksi halde { +n € (N\ X +n) veor € (N\ S)7 olurdu ki bu
Yardimci Teorem |9 daki

(NAX) +7) N (N S)T = (N\S)T) N (N\ )T =10

ile celisir.

Dolayisiyla farkly iki a,b € X tamsayist vardr. Herhangi bir pozitif n tamsayist i¢in
Gn : N — Z,, kanonik doniisiimii SN den Z.,, ye giden bir fonksiyona genisler. Eger n > a,b
ise q,(a +n) # q.(b+n) dir ve dolayiswyla q, (1) # 0 olur.
Sonuc¢ 9. (Strauss, 1992) N* in bir elemani hem (SN, +) da hem de (SN, x) de bir idempotent

olamacz.
Ispat. (BN, +) da bir idempotent her tamsayiy1 bir ¢arpan olarak kabul eder:

Teorem 40. (Strauss, 1992) S = (2") dizisi olsun. S N N*, (N*,+) nin bir serbest

altyarigrubunu tiretir.

ispat. ni,No,....npy € NU{0} veny < ny < ... < ng olmak iizere her n € N sayist
2m 4 2™ 4 2™ olarak tek tiirlii ifade edilir. ¢, f : N — N U {0} fonksiyonlarim
c(n) =k ve herr € N igin

- k
pm={,, o)
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seklinde tanimlayalim. Bu fonksiyonlar BN den SN U {0} a giden fonksiyonlara genisler.

1,89, .., &k € S N N* olsun. Eger ni,ng,...,ni € Nven; < ng < ... < ny ise her
r <kicin
c(2M 42" 4 42" =k

fr(2M 4272 4 4 27) = 2™

olur.

Eger 2" dizisi &, ya yakinsarsa 2" de &, e yakinsar. Bu sekilde devam edilirse

f+&+. . +&) =6
dir. 1, M2, s € SNN ve &l + & + ... + & = ny + 0o + ... + 0y, olsun. Bu esitlige

¢ fonksiyonu uygulanirsa k = m ve f fonksiyonu uygulanirsa her bir r = 1,2,.... k i¢in

& =ny olur.

5.4 N Uzerinde Genel ikili Islemler

Teorem 41. (Strauss, 1992) o islemi her m € N i¢in n — 00 iken m o n — oo ozellige
sahip N itizerinde bir ikili islem olsun. Bu takdirde (N*, o) degismeli degildir. Her £ € N* i¢in

Ce={neN:(N'og)N(N"on)# 0}

kiimesi N* de hi¢hir yerde yogun olmayan bir kapanisa sahiptir. Ustelik n € N* olmak iizere
N*, N* o n) seklinde 2 tane ayrik altkiimesiye sahiptir.

Ispat. (i) Ilk olarak @ nin bos bir ice sahip oldugunu gosterelim. Eger boyle olmasaydt
XNN* C @ olacak sekilde N nin sonsuz bir X altkiimesi olacakti. Herhangi bir s, € X
secelim. s1, So, ..., S, Se¢ildikten sonra s, 1 > s, olacak sekilde s, 1 € X aliriz. k,m < s,

ver > S,uq ozelligindeki her k,m,r € Nigcinkom < s,.1 vemor > s, olur.

Hern > sy igin h(n) = sup{r € N : s, < n} seklinde bir h : N — N fonksiyonu
tammlayalim. Eger n < sy ise h(n) keyfi sekilde tanimlanir. h fonksiyonu BN den SN ye

genigler.

x,y € Nolsun. n > 1 olmak tizere x < s,_1 ve s, <y < Spy1 ise

Sp—1 < ZToyYy < Sp42
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olur. Dolayisiyla h(x o y), h(y) — 1, h(y), h(y) + 1 degerlerinden birine esittir.

o, 3 € N* olsun. Herhangi x € Nigin {y € N: h(xoy) = h(y) +i.} € B olacak
sekilde i, € {—1,0,1} vardir. Dolayisiyla h(x o ) = h(B) + i, olur. {x € N : i, = i}
olacak sekilde bir i € {—1,0,1} vardir. Boylece h(a o 3) = h(B) + i olur.

n € C¢ olsun. o = B o & oldugunu iddia edelim. Bazii,j € {—1,0, 1} ler igin

hacon) = hin) +i
ve

h(Bo&) =h(§)+j
oldugundan n € h™*( :L2J_2{h(§) + r}) olur. Dolayisiyla

X NN CC.Chl( _@Q{h@) +r))

dir. h nin X N N* iizerinde 5 farkl deger aldigim gostererek bir celiski elde ederiz. Her
m=0,1,2,3,4,5i¢in C,,, = {n € N: n = m(mod6)} olsun.

Herhangin € N* i¢cin {s¢,1m : n € N} € nise h(n) € C,, dir. C,, kiimeleri ayriktir.

(ii) N* nin N o 1 nin 2° tane ayrik altkiimesine sahip oldugunu gésterelim. Eger

n € SNN*ise
(BNon) N (BN () #0

olacak sekilde en ¢ok bes ¢ € S N N* elemant vardir. Bunlar k € {—2,—1,0,1,2} icin
(Sn,) € (i olmast icin gerek ve yeter sart (s, 1) € n olmasidir seklinde tanimlanabilir. Y,
bu bes elemanin kiimesini olsun. F, SN\N* nin farkli her n,,ny € F igin (8No)N(BNo() # ()
ozelligine gore maksimal olan bir altkiimesi olsun. Eger |F| < 2 ise |U,crY,| < 2€ dir
Béylece (S NN*) \ U,crY, de bir eleman vardir ve bu durum F nin maximalligi ile celisir.

Not 11. (Strauss, 1992) Buradaki ispat metodu asagidaki ifadeleri iddia etmemize olanak
saglar. x isleminin N iizerinde her m € N ig¢in n — o0 iken m * n — oo ozelligine sahip
bir ikili islem olsun. Bu takdirde her £ € N* i¢in

{neN": (N"x&) N (N"on) # 0}

kiimesi N* de hi¢ bir yerde yogun olmayan bir kapanisa sahiptir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Oncelikle filter yardimiyla ultrafilter tanimlandi. Bir D kiimesi iizerinde taniml
biitiin ultrafilterlarin kiimesi olan 5D olusturuldu. Kompaktlagtirma kavraminin ana fikri,
verilen topolojik uzayin genisletilmesi, yani; kompakt olmayan bir topolojik uzaymn
kompakt bir wuzay haline getirilmesidir. Bunun i¢in Alexandroff tek nokta
kompaktifikasyonu, n-nokta kompaktifikasyonu gibi yontemler kullanilabilirken burada
Stone-Cech kompaktifikasyonu ifade edilerek 5D nin D ayrik uzayinin kompaktifikasyonu
oldugu gosterildi. Daha sonra (S bir yarigrup olarak incelendi. 55 de ¢arpma islemi
tanimland1 ve S nin degisme Ozelliginin olmadigi vurgulandi. Idempotent ve ideal
kavramlar1 ifade edildi. Keyfi bir (S,-,1g) monoidi ve bu monoidin Stone-Cech
kompaktifikasyonu olan 3S incelenerek A4S dinamik sistemi tanimlandi. Cancellation
(Sadelesetirme) ifade edildi ve SN ve SZ de sag sadelesme durumlarina bakildi. N* in SN
nin bir topolojik cebirsel kopyasini i¢erip icermedigi sorusuna yanit arandi ve SN {izerinde

yarigrup yapilari incelendi. N iizerinde genel ikili islemlerle tez sonlandirildi.
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