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OZET

Bu ¢aligma dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim ¢alismanin giris kismi olup, bu bdéliimde Mannheim egrileri ve
AW(k)-tipinden egriler {izerinde yapilan c¢alismalar hakkinda literatiirdeki bilgiler

incelenmistir.

Ikinci boliimde diger boliimlere faydali olacak temel tanim ve kavramlar

verilmistir.

Ugiincii boliimde bir yiizey iizerinde yatan bir egrinin Darboux ¢atisiyla ilgili temel
bilgiler, 3-boyutlu Oklid uzayinda Mannheim partner D-egrilerinin tanimi ve bunlarla

ilgili karakterizasyonlar verilmistir.

Dordiincii boliimde AW(k)-tipinden egriler Darboux catisina gore ifade edilmistir
ve zaylf AW(k)-tipinden Mannheim egrileri ifade edilmistir. Bu boliim ¢alismanin orijinal

kismdir.

Anahtar Kelimeler: AW(k)-tipinden egriler, Mannheim partner egrileri, Darboux ¢atisi

I



ABSTRACT

Propenties and Characterizations of Mannheim Curves

This study consists of four chapters.

The first section is the introduction of this study. In this section information in the
literature about the studies on the Mannheim curves and AW(k)-type curves were studied.

In the second chapter, basic definitions and theorems are presented and general
facts have been given.

In the third chapter, basic information about the Darboux frame of a curve lying on
a surface is given and the definition and characterizations of Mannheim partner D-curve in
3-dimensional Euclidean space are given.

In the fourth chapter, curves of AW(k)-type are expressed according to Darboux
frame and weakened AW(k)-type Mannheim curves are expressed. This section is the
original part of this study.

Keywords: AW(k)-type curves, Mannheim partner curves, Darboux frame
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1. BOLUM
GIRIS

Baglantil1 egriler, karsilikli noktalarinda bir egrinin Frenet vektorlerinden biri ile,
diger egrinin Frenet vektorlerinden birinin denk oldugu egrilerdir ve baglantili egriler, uzay
egrilerinin temel egri teorisi ve uzay egrilerinin karakterizasyonlar1 i¢in 6nemli bir
problemdir. Boyle egrilerin iy1 bilinen bir 6rnegi; iki egri arasindaki karsiliklr iliskinin bir
cesidi gibi karakterize edilen Bertrand egrileridir. Bilindigi gibi Bertrand egrilerinde, bir
egrinin asli normali diger egrinin asli normalidir. Yani Bertrand egrisi baska bir egriyle
normal ¢izgisini paylasan bir egridir. Birgok matematik¢i yillarca farkli uzaylarda Bertrand
egrilerini calistilar ve bu egrinin 6zelliklerini diisiindiiler. Ravani ve Ku, regle ylizeyleri

icin Bertrand egriler kavramini verdiler ve regle yiizeyler icin Bertrand offsetleri

tanimladilar [18].

Son zamanlarda baglantili egrilerin yeni bir tanimi Liu ve Wang tarafindan
verilmistir [13, 22]. Onlar bu yeni egrileri Mannheim Partner egrileri olarak adlandirdilar
ve su sekilde tammladilar: E3, 3-boyutlu Oklid uzaymda iki egri x ve x; olsun. x ve x;
uzay egrileri arasinda karsilikli bir iliskinin mevcut olmasi halinde, bu egrilerin karsilikli
noktalarinda, x egrisinin asli normal dogrusu x; egrisinin binormal dogrusu ile ¢akisiyorsa,
x egrisine bir Mannheim egrisi denir. x; egrisine de x egrisinin bir Mannheim partner
egrisi denir. { x, x;} ¢iftine de bir Mannheim egri ¢ifti denir. Buradan x,(s;) egrisinin
x(s) egrisinin bir Mannheim partner egrisi olmasi igin gerek ve yeter sart x;(s;) egrisinin
egriligi k; ve burulmasi t; olmak iizere sifirdan farkli bir A sabiti i¢in asagidaki denklemin

saglanmasidir.
dt ¥,
t=—=—(1+2A%12).
t a5 A (1+2A%1t9)
Kahraman ve arkadaslar1 tarafindan Minkowski 3-uzaymnda Mannheim partner
egrileri ¢alisildi [7]. Ozbay, Kasap ve Aydemir, Bertrand offsetlerine benzer sekilde regle
ylizeylerinin Mannheim offsetlerini tanimladilar ve karakterize ettiler [15]. Minkowski 3-

uzayindaki time-like ve space-like regle yiizeylerinin karakterizasyonlar1 da Onder ve

Ugurlu tarafindan verildi [16,17].

Bu calismamizdaki diger bir konu da AW(k)-tipinden egrilerdir. AW(k)-tipinden

alt manifold kavrami ilk olarak Arslan ve West tarafindan ¢alisildi [3]. Bundan sonra
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AW(k)-tipinden alt manifoldlarla ilgili bircok calisma yapildi. Arslan ve Ozgiir, Oklid
uzaymda AW(k)-tipinden egriler ve yiizeyleri ¢alistilar [1]. Arslan ve Giiveng, n-boyutlu
Oklid uzaymnda AW(k)-tipinden egrileri genellestirdiler [2]. Bu c¢ahigmalarla birlikte,
AW(k)-tipinden egriler farkli uzaylarda g¢alisildi: 3-boyutlu null cone da [9], Lorentz
uzaymnda [10,11,12], 3 null cone da ve semi-Oklidyen 3-kiirede [20] ve 4-boyutlu
Minkowski uzayinda [21].

Bu calismada, farkli ylizeylerde yatan egriler i¢in Mannheim partner egrisi
kavrami dikkate alindi. Mannheim partner D-egri olarak adlandirdigimiz yeni baglantil
egri c¢ifti verildi. Egrilerin darboux catilarin1 kullanarak, bu egrilerin tanimi ve
karakterizasyonu verildi. Ayrica darboux catis1 kullanilarak AW(k)-tipinden egriler ifade

edildi ve zayif AW(k)-tipinden Mannheim egrileri verildi.



2. BOLUM

2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. A bos olmayan bir ciimle ve bir K cismi iizerinde tanimlanan vektor

uzay1 V olsun. bu takdirde,
f: AXA->V

fonksiyonu i¢in asagidaki onermeler saglaniyorsa, A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay

denir [4].
(A1) VP, Q, R €A igin f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R),
(A2) VP EAveVa €V igin f (Wj) = o olacak sekilde bir tek Q €A vardir.

Tamm 2.1.2. Reel bir afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzay V olsun. V de bir i¢
carpim islemi olarak,

<,>: VXV -—>IR

n
a=(a, .., a,)
(a,B) »< a, >=Za- { }
Mo ab>=2,abilp= g, .0
Oklid i¢ carpmmi tamimlanirsa, bu islem yardimi ile A da uzaklik ve ag1 gibi metrik

kavramlar tanimlanabilir. Boylece A afin uzay1 Oklid uzay:1 admi alir ve E" ile gdsterilir

[4].

Tanim 2.1.3. d: E" X E® -»IR

(x,y) = dlx,y) = lIxyll = V< xy,xy >=

i(xi — ¥i)?

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna E™ de uzaklhik fonksiyonu veya Oklid metrigi denir

[4].

Tanim 2.1.4. A bir afin uzay ve A ile birlesen bir vektor uzay1 V olsun. A da verilen

{Py, Py, ..., P, } nokta (n+1)-lisine V de karsilik gelen {PyP;, PyPs, ..., PP, } vektor n-lisi bir

baz olusturuyorsa, {P,, Py, ..., P, } nokta (n+1)-lisine afin ¢at1 denir [4].



Tamm 2.1.5. E™de sirali bir {P,, P, ..., B, } nokta (n+1)-lisine IR" de karsilik gelen

{PoPy, PyP,, ..., PyB,} vektor n-lisi IR™ de ortonormal bir baz ise {Py, P;, ..., P,} sistemine

E™ de Oklid cat1 denir [4].

Tanim 2.1.6. X#¢ bir ciimle ve X in alt cimlelerinin bir koleksiyonu t olsun. Eger t

icin asagidakiler dogru ise T ya X iizerinde bir topoloji denir [4].
(THX,per
(T2)VA,BETicn ANBET
(T3)iel,A; €ticin Ui, A, ET

Tanim 2.1.7. Bir X climlesi ve iizerindeki bir T topolojisinden olusan (X, t) ikilisine

bir topolojik uzay denir [4].
Tanmim 2.1.8. X ve Y birer topolojik uzay olsunlar.
f: XY

fonksiyonu siirekli ise ve f~1var ve f~1 de siirekli ise f ye X den Y ye bir homeomorfizm

denir. Bu takdirde X ile Y uzaylarina homeomorfik uzaylar denir [4].

Tanim 2.1.9. X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi farkli noktalar1 i¢in, X de
sirast ile P ve Q noktalarmi igine alan Ap ve Ay agik alt climleleri Ap N Ay = ¢ olacak

bicimde bulunabilirse, X uzayma Hausdorff uzayi denir [4].

Tanim 2.1.10. M bir topolojik uzay ve M i¢in asagidaki onermeler saglaniyorsa, M

ye n-boyutlu topolojik manifold denir [4].
(M1) M bir Hausdorff uzayidir.

(M2) M nin her bir agik alt climlesi E™ ¢ ya da E™ in bir acik alt ciimlesine

homeomorfdur.
(M3) M sayilabilir ¢oklukta agik climlelerle ortiilebilir.

Tammm 2.1.11. M bir topolojik manifold ve M’nin bir atlasi S = {(W,, W,)}sea
olsun. Eger S atlasi i¢in, W, N Wp # ¢ olmak lizere Va, f € A ya karsilik @,5 ve @p,

fonksiyonlar1 C* sinifindan  diferensiyellenebilir iseler, S ye C* smifindan
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diferensiyellenebilirdir denir. S atlasina M iizerinde C* smifindan diferensiyellenebilir yap1

denir [4].

Tamm 2.1.12. M bir topolojik n-manifold olsun. M iizerinde C¥* smifindan bir

diferensiyellenebilir bir yap1 tanimlanirsa, M ye C* smifindan diferensiyellenebilir

manifold denir [4].

Tamm 2.1.13. E™ n-boyutlu Oklid uzayinda (n-1)-boyutlu bir yiizey veya (n-1)-

yiizey diye E™ deki bos olmayan bir M ciimlesine denir, dyleki bu M ciimlesi

dif .bilir
M={xeUcE"ftU — IR,

x - f(x) = ¢}

Vflp # 0,Vp € M bi¢giminde tanimlanir [5].

COO
Tamim 2.1.14. ICIR acik(kapali) bir aralik olmak tizere a: I — E™ fonksiyonuna E™
de bir egri denir [4].

Tamm 2.1.15. M, (I, a) koordinat komsulugu ile verilmis bir egri olsun. Vs€ I i¢in

lla’(s)|| = 1ise M egrisine birim hizli egri denir. s € I ya da yay-parametresi ad1 verilir

[4].

Tanmm 2.1.16. Her noktasindaki hiz vektori sifirdan farkli olan egriye regiiler egri

denir. Yani Vt € [ IR igin a’(t) # 0 dir [4].

Tamm 2.1.17. Mc E3egrisi (I, o) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda
Y = {a’, . a(T)} sistemi lineer bagimsiz ve Va™ k>t icin a® e SP{LP} olmak tizere W
den elde edilen {V,,V,, ..., V;.} ortonormal sistemine M egrisinin Serret-Frenet r-ayakli alani
denir. meM ig¢in {V;(m),V,(m),...,V,.(m)} ye ise m€ M noktasmndaki Serret-Frenet r-

ayaklis1 denir. VV;, 1 < i < r ye Serret-Frenet vektorii denir [4].

Tamm 2.1.18. Mc E3egrisi (I, o)) koordinat komsulugu ile verilsin. Vt € I i¢in a(t)

noktasindaki Frenet 3-ayaklisi,

1
T(t) = m(l (t)



N(t) =B(t) x T(t)

a'(t) x a”(t)
la' () x a” (£l

B(t) =

seklindedir [4].

Tamm 2.1.19. a:1 - E3 egrisi birim hizli bir egri olmak iizere Vs € I i¢in a(s)

noktasindaki Frenet 3-ayaklisi,

T(s) = a'(s)

a'(s) 1
lla” (I~ x(s)

N(s) = .T'(s)

seklindedir [4].

Tammm 2.1.20. Mc E™" egrisi, (I, o) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I ya

karsilik gelen a(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi, {V; (s), ..., V,.(s)} olsun. Bu durumda,

k;:1 - IR
s = ki(s) =< V/(s),Viy1() >, 1<i<r

seklinde taniml k; fonksiyonuna M egrisinin i-iyinci egrilik fonksiyonu denir. s € I i¢in

k;(s) reel sayina, a(s) noktasindaki M nin i-yinci egriligi denir [4].

Tamm 2.1.21. Mc E™ egrisi, (I, o) koordinat komsulugu ile verilsin. s € [ igin a(s)
noktasinda i-yinci egrilik k;(s) ve Frenet r-ayaklisi, {V;(s), ..., V.(s)} olsun. Bu takdirde

Frenet formiilleri,

1) V{(s) =k (s)Vi(s)
2) V{(s) = —ki_1(S)Vi1(8) + ki(8)Vipe(s), 1<i<r
3) V(s) = —kr_1(S)Vr_1(5)

seklindedir [4].

Tanim 2.1.22. E™ in bir hiperyiizeyi M olsun. M de bir egri a ve a nin teget vektor

alan1 T olmak iizere a lizerindeki Y vektor alani icin,

DY =0



ise Y vektor alanina M iizerinde o boyunca bir Levi-Civita anlaminda paralel vektor alani

denir. Eger DI = 0 ise a egrisine M iizerinde bir geodezik egri denir [5].

Tamm 2.1.23. E3 de birim hizli bir a egrisinin birim teget vektdér alam T olmak

uzere,

2

kg = |ID7T|| = ol

ifadesine a egrisinin, a(s) noktasmna karsilik gelen E3 deki geodezik egriligi denir [6].

Tamm 2.1.24. v, € T,(M) olmak iizere

V. V.
k(v =<S<—p>,—”>
p() =<\ 1) Tl

esitligi ile tanimlanan kp(vp) sayisma, M yiizeyinin p noktasinda, v, dogrultusundaki

normal egriligi denir [19].

Tamm 2.1.25. Birim hizhi a: I - IR3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olmak

lUzere
T:1 > IR, 7(s) = —(B'(s),N(s))

fonksiyonuna a egrisinin burulma (torsiyon) fonksiyonu denir. T(s) sayisina ise egrinin

a(s) noktasindaki burulmasi (torsiyonu) denir [19].

Tamm 2.1.26. M,IR3 uzaymda bir yiizey ve a:I - M diizenli (regiiler) bir egri
olsun. Her t €I i¢in a'(t) hiz vektorl, a(t) noktasinda M ylizeyinin bir asimptotik

vektorii ise a egrisine, M yiizeyi iginde bir asimptotik egri denir [19].
Tamim 2.1.27. IR3 vektdr uzaymin {e,, e,, e5} standart bazim gdz 6niine alalim.
P:IR3AIR3 - IR3
lineer doniisiimii
e;Ae; > P(eg Aey) = e

e;Nes > Ple, Aes) = e



esNe; > PlezAe) =e,

olarak tanimlansin. Bu doniisiim bazi baza doniistiiren lineer doniisiim oldugundan lineer

izomorfizmdir.

x:IR3 x IR® - IR3
(@,f) > axp=y(aAp)
seklinde tanimli x i¢ islemine vektdrel carpim islemi ve a X f vektoriine de « ile f nin

vektorel ¢arpimi denir [4].

Tamm 2.1.28. E3 de bir M yiizeyi iizerindeki diferensiyellenebilir bir birim normal

vektor alanina M iizerinde bir yonlendirme denir [5].

Tamm 2.1.29. E3 de irtibath bir yiizey M olsun. O zaman M iizerinde N; ve N, gibi

sadece iki birim diferensiyellenebilir normal vektor alani vardir. Oyle ki,
N,(P) = —N,(P), VP €M

dir. Bu durumda E® deki her bir M yiizeyi iizerinde tam iki yonlendirme vardir. Bir yiizey

iizerinde bir yonlendirme secilmis ise bu yiizeye yonlendirilmis yiizey denir [5].

Tamm 2.1.30. M, IR3 uzaymda bir yiizey ve a:I » M diizenli (regiiler) bir egri
olsun. Her t € I i¢in a'(t) hiz vektorii, a(t) noktasinda M yiizeyinin bir egrilik vektorii ise

a egrisine, M ylizeyi i¢cinde bir egrilik ¢izgisi (asli ¢izgi) veya bas egri denir [19].



3. BOLUM

3.1. Bir Yiizey Uzerinde Yatan Bir Egrinin Darboux Catisi

3-boyutlu Oklid uzay1 E* de ydnlendirilmis bir yiizey S olsun ve yay uzunlugu s
olmak iizere tamamen S de yatan bir x(s) egrisini goz Oniine alalim. Ayrica x(s) egrisi bir
uzay egrisi oldugundan, egrinin her bir noktasinda sirasiyla T birim teget vektor, N asli
normal vektor, B binormal vektor olmak iizere bir Frenet catis1 {T, N, B} vardwr. k ve 1
sirastyla x(s) egrisinin egriligi ve torsiyonu ve (') ifadesi s ye gore tiirev olmak tizere x(s)

egrisinin Frenet denklemleri:

T =«xN
N'=—«T+1B
B'=—N

ile verilir [14]. x(s) egrisi S yiizeyinde yattig1 icin x(s) nin {T, g, n} ile gdsterilen ve
Darboux ¢atist diye adlandirilan bagka bir catis1 vardir. Bu c¢atida T egrinin birim teget
vektorii, n egri boyunca S yiizeyinin birim normali ve g ise g = nxT ile verilen birim
vektordiir. T birim tegeti, Frenet catisinin ve Darboux catismin her ikisinde de ortak
oldugu icin N, B, g ve n vektorleri ayn1 diizlemde yatar. Bu catilar arasindaki iliski

asagidaki gibi verilebilir.

T 1 0 0 T

g|l=10 <cosg sing||N

n 0 —sing cos@llB

Burada o, g ile N vektorleri arasindaki agidir.
Darboux ¢atisinin tiirev formiilii

T 0 kg kil[F

gl=|"% 0 7flg (3.1.1)
2 —k, -1, O0]|7n

dir. Burada kg, k,, ve T, sirastyla geodezik egrilik, normal egrilik ve geodezik torsiyon

diye adlandirilir. Yukarida ve bundan sonra, bir egrinin yay uzunlugu parametresine gore

tiirevini belirtmek i¢in “nokta” kullanacagiz.



Geodezik egrilik, normal egrilik, geodezik torsiyon ve k, t arasindaki iliski asagidaki
gibidir.
do

ks =Kcos,k, =ksing,t, = T+E. (3.1.2)

Ayrica x(s) egrisinin geodezik egriligi k; ve geodezik torsiyonu 7, asagidaki gibi

hesaplanabilir.

dx d*x dx dn

k n >, Ty =<—,NX—> (3.1.3)

=<——,——5 X
g ds’ ds?
asagidakiler 1y1 bilinir.

i.  x(s) bir geodezik egridir & k; = 0
ii.  x(s) bir asimptotik ¢izgidir & k, = 0

iii.  x(s) bir asli ¢izgidir & 7, = 0 [14].

Yiizey iizerindeki her nokta boyunca her bir dogrultudan bir geodezik gecer. Geodezik bir
baslangi¢ noktas1 ve bu noktadaki teget ile tek olarak belirtilir. Bir yiizey lizerindeki biitiin
dogrular geodeziklerdir. Biitlin egrisel geodezikler boyunca egrilerin asli normali yiizey
normali ile cakisir. Asimptotik ¢izgiler boyunca oskiilator diizlemler ve teget diizlemler
cakisir. Geodezikler boyunca bu diizlemler diktirler. Agilabilir olmayan yiizeyin bir

noktasindan reel ya da imajiner olan iki asimptotik ¢izgi geger.
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3.2. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Mannheim Partner D-Egrileri
Bu boliimde, Darboux catis1 dikkate alinarak, Mannheim partner D-egrilerinin

tanim1 ve bunlarla ilgili karakterizasyonlar verilecektir.

Tanim 3.2.1 3- boyutlu Oklid uzayinda ydnlendirilmis iki yiizey S ve S; olsun, ve sirasiyla
tamamen S ve S;lizerinde yatan ve yay uzunlugu parametresi ile verilen egriler de x(s) ve
x1(s1) olsun. x(s) ve x;(s;) egrilerinin Darboux catilar1 sirasiyla {T, g, n} ve {T; g n,}
ile gosterilsin. Eger x ve x; egrileri arasinda uygun bir bagmnt1 varsa, yani egrilerin es
noktalarinda, x in g Darboux ¢at1 eleman1 x; in n; Darboux c¢at1 elemani ile ¢akisiyorsa,
yani g ve nyvektorleri bir dogru iizerinde yatiyorsa, x egrisine Mannheim D-egrisi ve x;
egrisine de x egrisinin bir Mannheim partner D-egrisidir denir. Bu durumda { x, x;} ¢iftine
bir Mannheim D-¢ifti denir. Eger, sirasiyla, yonlendirilmis S ve S; yiizeyleri tizerinde yatan

boyle egriler varsa, {S, S;} yiizey ¢iftine Mannheim yiizey cifti denir.

Sekil 1: Mannheim partner D-egrileri

Teorem 3.2.1 S yonlendirilmis bir ylizey ve x(s), s yay uzunlugu parametresi ile verilen
E’ de tamamen S yiizeyinde yatan bir Mannheim D-egrisi olsun. Eger S; baska bir
yonlendirilmis yiizey ve x;(s;), S; yay uzunlugu parametresiyle verilen tamamen S
ylizeyinde yatan bir egri ise, x;(s;) egrisinin x(s) egrisinin Mannheim partner D-egrisi
olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki esitligin sifirdan farkli herhangi bir A sabiti i¢in

gecerli olmasidir.
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IV (1—Aky,)" + 2212\ (Aky, — 1 e e \s A2z, by
o (1-2ky,) cos§ " ) 1—2k,

Burada 0, x ve x; egrilerinin karsilikli noktalardaki T ve T; teget vektorleri arasindaki

acidir.

Ispat. Kabul edelim ki S yonlendirilmis bir yiizey ve x(s) tamamen S de yatan Mannheim
D-egrisi olsun. x(s) ve x;(s;) egrilerinin Darboux ¢atilar1 swrasiyla {T,g,n} ve
{T1,g1,n1} ile ifade edilsin. O halde tanimdan A(s; ) diferensiyellenebilir

fonksiyonu i¢in
Y (3.2.1)

x(s1) = x1(s1) + A(s1)ny(s1)

oldugunu kabul edebiliriz. Simdi bu denklemin s; parametresine gore tiirevi alinirsa ve

(3.1.1) Darboux formiiliinii uygulayarak

dx ds dx; . :
T5ds. " ds. + A(s1)ny(sq) + A(spn,(sq)
ds .
T—=T,+An, + l(—kanl - Tylgl)
dSl
ds j
TE = (1 - Aknl)Tl - ATglgl + Anl (322)
1

elde edilir. n; dogrultusu ile g dogrultusu ¢akistigindan,
1(51) =0
elde edilir. Bu A nin sifirdan farkl bir sabit oldugu anlamimdadir ve (3.2.2) denklemi

ds

T_ = Tl +An1 = Tl + A(_kanl - Tg1g1)
ds;
ds

T—=(1—2Akp )Ty — A1y, 01 (3.2.3)
ds;

olur. Ote yandan x ve x; egrilerinin karsilikli noktalarindaki T ve T; teget vektorleri

arasindaki a¢1 0 olmak iizere

T = cosOT; + sinfg, (3.2.4)
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dir. Bu ifadenin s; parametresine gore diferensiyeli alinirsa,

dT ds

I (kg1.91 + kn1n1) cos@ + O(—sin 6)T, + (—kg1T1 + Tglnl) sin@ + 6 cos 6 g,
1

d . .
ﬁ(kgg +kon) = (=0 —k,,)sin0T;, + (0 + ky, ) cos 6 g
1

+(kn, cosO + 14, sinf)n, (3.2.5)
esitligi elde edilir.

n=sinfT; —cosb g, (3.2.6)
esitliginin son ifadede yerine yazilmasiyla
_ ds
(kgg + k,sin@ T, —k, cos6f gl) 5.
S1
= (—9 - kg1) sinfT; + (9 + ky1) cos 8 g, + (k,, cosO (3.2.7)

+ 174, sin 6)n,

denklemi elde edilir. x ve x; egrilert Mannheim partner D-egrileri olduklar1 i¢in n; in yoni

ile g cakisik oldugundan her iki tarafta T; in katsayilar1 birbirine esittir. Dolayisiyla

b—k, —kn B — g
91 "Mds,
bulunur. Boylece
. ds
6=— (knd—sl + kgl) (3.2.8)
esitligi elde edilir. (3.2.3), (3.2.4) ve T; in g, e ortogonal oldugu gerceginden
ds _1-Aky, A, (3.2.9)
ds, cos @ sin
elde edilir. (3.2.9) denklemi,
Atg, (3.2.10)
tan 0 = _1——Mcm

esitligini verir ve bu esitliklerden kolayca -At, = tanf (1 — Ak, ) denklemi bulunabilir.

Bu denklemin s; parametresine gore tiirevi alinirsa

) 215, . —A1,, .
_l’l’gl = (1 +m> 9(1 _Aknl) - (1——lknl>lknl

elde edilir ve (3.2.8) denklemi g6z Oniine alinirsa
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_ 2 2.2 _ 2.
g o [ Ak)” 220G (A, — 1, ) ATk, GB.2.11)
o (1 - 2ky,) cos@ " 9] 11—k,

denklemi elde edilir.
Tersine, kabul edelim ki (3.2.11) esitligi sifirdan farkli bir A sabiti i¢cin gegerli olsun. O
halde (3.2.9) esitligi (3.2.11) de yerine yazilirsa

ds\> ) . ,
—ky, (d—sl) = Mg, (1= hn,) = 1g b, + (1= Mew,)” + 2222 )by, B212)
elde edilir. A sifirdan farkl bir sabit say1 olmak tizere
X(Sl) = x1(51) + lnl(sl)

egrisini tanimlayalim. x in bir Mannheim D-egrisi oldugunu ve x; egrisinin de x egrisinin

(3.2.13)

Mannheim partner D-egrisi oldugunu gosterelim. (3.2.13) denkleminin s; e gore iki kez

tlirevi alinirsa,

ds .
TE = Tl + Anl = Tl +A(_kn1T1 - Ty1g1)
1

ds
T—=(1- 2k, )Ty — A1y,0:

ds, (3.2.14)

\

2 2

Tds+(k +k )(ds)
ds? 99 T \gs,

= (=Aky, + Aty ky )Ty
+ (1= Ak g, = Atg, ) g1 ((1 = Mew, hn, — 272 )y (3.2.15)

denklemi elde edilir. (3.2.14) ve (3.2.15) denklemleri vektorel carpilirsa
3

d
[ky (T x g) — kn(T x )] (d—;)
= (1 = Ak )[(1 = Ak ) hen,— A2 |(Ty X 1y)
— Aty (—Aky,, + Aty kg )(gy X Ty)
(1= A, ) g, = A2, (1= Ak, ) ) (T % g)

+ (—A1g, Ky, (1 — Aky,) + 2275, ) (g1 X 1)

bulunur. Buradan
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ds\>
[kgn — kyg] (d—sl)
= (_AT‘!thU(l - Akn1) + Azrgl)Tl
— ((1 — Aknl)zknl — A2 (1- lknl)) 91

t kg, (1= Akn,)" = Ay, (1 = Aky,) — 227, ke,

+/121§1kg1] n, (3.2.106)
esitligi elde edilir. (3.2.12) esitligi (3.2.16) da yerine yazilirsa
ds\>
[kgn - kng] (d_Sl)
= (—Aty,kn, (1 — Ay, )+22T3 )T,
3
9 9 2 _ 422 (1— d ﬁ)
(kn1(1 Ay, )’ — 222 (1 Aknl)) P4 ( &)™ a1
denklemi bulunur. (3.2.17) denklemi (3.2.14) denklemi ile vektorel carpilirsa
ds\*
[ky (T x 1) — k(T % 9)] (d—)
S1
= (_Azry1k7l1(1 - Akn1)l3’[‘g1)n1
3 2 ds\?
~ (g (1 = e, ) = 72, (1 Aen)* ) g + (d—sl) (1 - Aky, )91
ds\>
+ kn (d_Sl) l’l'gl Tl
ds\*
[ky (T x 1) — k(T % 9)] (d—)
S1
= (=422 ko, (1 = Ak, + 218, — b (1= M)’
ds\>
2 — 2 - —
+ AT&h(l Akn1) )Tl1 + kn (dSl) (1 Aknl)gl (3218)
ds\>
+ kn (d_Sl) l’l'gl Tl

bulunur. Buradan da
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ds\3 ds\3
— Kk, (d—sl) Aty Ty + ky (d—) (1= 2k )gs

S1
(1= k)" + 2222,) (222, — k(1= 2ky,) )y

elde edilir. (3.2.17) ve (3.2.18) denklemlerinden,
ek (d5)4 kz(d5)4
"9 \ds, g~k ds, n
ds
= (~Atg,Jen, (1 = M) + 273 Vg () T
1

5 ds ds\*
(ko (0= 200, = 25,2 = ) by () =y (5

\
4

ey (22 g k2 (&
ke (55:) 913 (55;)
ds\> ds\>
= I, k2 (d—sl) T, + k3(1 — 2ky, ) (d—sl) b,
ke (1= 2k, )+ 2222)) (222, — ke (1 = 2he,) ) 4

denklemleri elde edilir. Buradan da gerekli islemler yapilirsa,

ds\*
5.+ () »
ds ds\>
= [kg d—Sl(—l Tglkn1(1 - Aknl) + 127‘51) - AT&hk% (dSl) l T

d
- [kg T (hony (1= 2, )" = 23, (1= k)
ds;

ds\>
+ (1 = 2k, K2 (d—sl) l a1
ds\* 2 2.2 2
— |k, (d—sl) g (1= Men, ) +2222,) (222, = ki, (1 = 2hen)) | s

(3.2.19)

denklemi bulunur. Bununla birlikte, (3.2.14) ve (3.2.17) denklemlerinden,
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ds\* 2 .,
(d—sl) = (1 - Aky, )" + 2222,

(

|

| ds 2

& (d_Sl) = ky, (1 = Aky,) — AT2, (3.2.20)

elde edilir. (3.2.20), (3.2.19) da yerine yazilirsa,

(k2 + k2) (2)4 n
ds;
ds ds\>
= [, g, ATg ke (1= M, ) + 2275, = g I (d—sl) l T,
ds 2
- [kg & (Fen, (1 = Ak, )* = 222, (1 = 2y, )
+ (1 = Ak, K2 (;—;)31 o (3.2.21)
denklemi elde edilir. (3.2.14) ve (3.2.21) esitlikleri T ve n vektorlerinin sp{Ty, g}
diizleminde yattigini gosterir yani egrilerin karsilikli noktalarinda x egrisinin Darboux cati
eleman1 g ile x; egrisinin Darboux cati elemani n; cakisirlar, yani x ve x; egrileri
Mannheim partner D-egrileridir.

Simdi baz1 6zel durumlar icin Mannheim partner D-egrilerin karakterizasyonlarini
verelim. Kabul edelim ki x(s) bir asimptotik ¢izgi olsun. (3.2.11) denkleminden asagidaki
0zel durumlar elde edilir.

(1).  x4(sy) egrisinin bir geodezik egri oldugunu kabul edelim. Bu takdirde x,(s;)
egrisinin x(s) egrisinin bir Mannheim partner D-egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter
sart

. AT kn,
' T D ok,

denkleminin saglanmasidir.

(ii). Kabul edelim ki x;(s;) egrisi bir asimptotik egri olsun. Bu takdirde x,(s;)
egrisinin x(s) egrisinin Mannheim partner D-egrisi olmasi igin gerek ve yeter sart
x1(sy) egrisinin kg, geodezik egriligi ve 7,4, geodezik burulmasi arasinda

Mg, = (14 2272 kg,
bagintisinin var olmasidir. Bu durumda x4 (s;) egrisinin Frenet ¢atis1 onun Darboux
catistyla cakigir. (3.1.2) den k;, = Kk; ve Tg, =71 elde edilir. Yani Mannheim

partner D-egrileri Mannheim partner egrileri olur. Yani eger x(s) ve x;(s;)
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egrilerinin her ikisi de asimptotik egri ise Mannheim partner D-egrilerinin tanim ve

karakterizasyonu, 3-boyutlu Oklid uzayindaki Mannheim partner egrilerinin tanim

ve karakterizasyonunu kapsar.

(iii).  Eger x,(s;) bir asli ¢izgi ise bu takdirde x,(s;) egrisinin x(s) egrisinin Mannheim

partner D-egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart ya geodezik egriligi k;, =0 yani

x1(s1) egrisi ayn1 zamanda bir geodezik egridir ya da k,,, = % = sabittir.

Onerme 3.2.1. { x, x;} cifti bir Mannheim D-¢ifti olsun. x(s) egrisinin k, geodezik

egriligi, t, geodezik torsiyonu ve x;(s;) egrisinin k, normal egriligi, 7, geodezik

torsiyonu aralarindaki iliski asagidaki gibi verilir.

kg —kn, = A(kgkyn, —1474,)

Ispat. x(s) egrisi bir Mannheim D-egrisi ve x;(s;) egrisi x(s) egrisinin Mannheim

Partner D-egrisi olsun. Oyleyse (3.2.13) den sabit bir A i¢in
x1(s1) = x(s1) — Any(s1)
yazabiliriz. (3.2.22) nin s; e gore diferensiyeli alinirsa,

ds

T,=T
! ds;

= )\(—kanl - rgg) —Any

T,=(1+ Akg)ﬁT — At Lo
ds; ds;
elde edilir.
T; = cosOT + sinfn

oldugu i¢in (3.2.23) ve (3.2.24) denklemlerinden

d
cos8 = (1+ Ak, ﬁ, sinf =— Aty —
1

yazilabilir. (3.2.9) ve (3.2.25) denklemleri kullanilirsa,

d d
€028 = (1 + Aky)—— (1 — Akn,) =2 = 1+ A(k, — kn,) — Pkyky.,
ds; 7 ds 1 1

. ds ds, 5
sin® 6 = A1, d—SI/lrgl Is = A TyTg,
esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa,

kg —kn, = Alkgkyn, —1474,)

bulunur.

Onerme 3.2.1. den asagidaki 6zel durumlar elde edilir.
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{ x, x1} bir Mannheim D-¢ifti olsun. Bu takdirde
1. Eger x; bir asimptotik egri ise, bu takdirde
kg = —AtgTg,
i.  Eger x4 bir asli ¢izgi ise, bu takdirde
kg —kn, = Akgky,
iil.  Eger x bir geodezik egri ise, bu takdirde
kn, = Atgty,
iv.  Eger x bir asli ¢izgi ise, bu takdirde
kg —kn, = Akgky,
dir.

Teorem 3.2.2. { x, x4} ¢ifti Mannheim D-¢ifti olsun. Bu durumda asagidaki denklemler

saglanir.

@) kg =—(kno+ )

i dsq dsq

(i1). g gs, = —ky, sin6 + 74 cos6
(iii). kg o ky, cosf + 1, sin6

. . ds
(iv). 14, = (kysin@ + 1, cos G)d—sl.

Ispat. (i) < T, T, >= cos6 denkleminin s, e gore diferensiyeli alinirsa,

ds . de

<(kgg + k,n) d_sl' T1> + (T, kg 91 + kn1n1> = — smed—s1

elde edilir. n; in yonii ile g nin yoniiniin ¢akistig1 gercegini kullanarak,
{ T, =cosOT +sinfn (3.2.26)
g1 =sinfT —cosfn

esitlikleri elde edilir. Kolayca

ds . de
<(kgg + kyn) =, T1> + (T, kg, 91+ kn nl) = —sinf —

ds; 1 1 ds;

d
<(kgg + k,n) d—;,cose T+ sin9n> + (T,kgl(sine T —cosfn)+ kn1n1>

e
= Sin d51
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ds ds
<kg—g + k,—n,cosOT + sin9n> + (T, kg (sin@T —cosOn) + kn1n1>
ds; ds;

= —sinf d_9
ds;
knsineﬁ(n,n) +k, sin0(T,T) = —sined—e
ds, g1 ds,
b =g 95 _d6
g1 “ds; ds;
elde edilir.

(ii) < n,n; >= 0 denkleminin s; e gore diferensiyeli alinirsa,
ds
<(—knT —149) d—51, n1> + (n, —k, T, + Tg1g1> =0
elde edilir. (3.2.26) ve n, ile g nin yonlerinin ¢akisik oldugu dikkate alinirsa,

ds
<(—knT —7459) PR n1> + (n, —k, (cos@ T +sinfn) — 7, (sinf T — cos 6n)) =0
1

ds ds : .
<—kn —T —155—9, g> + (n, (— cos Ok, — 14, Sin 9)T + (—kn sinf@ + 7,4, cos H)n)

dS1 dSl 1 1 1 1

=0

ds _

T, d—SI(g,g) + (—kn1 sin@ + 7,4, cos 9)(n,n) =0
ds _

ng—51 = —kp, sinf + 1,4 cosf
elde edilir.

(iii) < T,n; >= 0 denkleminin s; e gore diferensiyeli alinirsa,
ds
(Ueog + kar) d_sl’n1> AT, —kn, Ty — T4 1) = 0
olur. (3.2.26) denklemi kullanilirsa
ds
<(kgg + k,n) d_sl'n1> +(T,—k,, (cosOT +sinfn) — 1, (sin@T —cosfn)) =0
ds _ _
<(kgg + k”n)d_sl'g> +(T,—k,, (cosOT +sinfn) — 1, (sin@T —cosfn)) =0
ds _
kgd—Sl(g,g) + (=k,, cosO — 1,4 sinO)(T,T) =0
ds

kyd—s1 = ky, cos 6 + 174 sinf
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elde edilir.
(iv) < g, g1 >= 0 denkleminin s; e gore diferensiyeli alinirsa
ds
<(—kgT + 14n) d—&,g1> + (g, —kg Ty + Tg1n1> =0
elde edilir. (3.2.26) dan
ds
<(—kgT + T4n) a5’ sin@T — cos 6 n> +(g, —ky, (cosOT +sinfn) + Tg1n1> =0

ds ds
<—kg—T +1755—mn,sinf0T — cos 6 n> + (g, —kgy, cos0T—kgy sinfn+ Tg1g> =0
ds; ds;

k. sin6 2.7 0% tim) . (g.a) =0
4 Sin s\ T4 COS ds, nn)rT14\9,9)=

ds

74, = (kgsin6 + 7,4 cos 6) Is
1

bulunur.
Simdi x bir Mannheim D-egrisi olsun ve x; egrisi x egrisinin bir Mannheim
partner D-egrisi olsun. (3.1.3) {in ilk esitliginden
kg, = (%1, % X ) = (%, %] % §)
ds\> 2 ds\>
= (d_Sl) (—kn(l + Ak,)” — Azrgkn) + (d—sl) (At4(1 + 2ky)

— A%t ky)

(3.2.27)

elde edilir. x;(s;) egrisinin geodezik egriligi k; ve x(s) egrisinin geodezik egriligi kg,
normal egriligi k,, ve geodezik torsiyonu T, arasindaki iliski asagidaki gibi verilir.

1) Eger k,=0 ise (3.2.27) den x4 (s,) egrisinin k; geodezik egriligi

K, = — (ﬁf (1 + 2222)k, + (ﬁ)z i (3.2.28)
9 ds, g7 " \ds, 9
dir.
2) Eger k,=0ise kg, 14, kg, arasindaki iligki
ds\* : (3.2.29)
ky =2 (d—sl) (ty(1+ Ak,) — ATgky) 2.
dir.
3) Eger 1,=0 ise k, geodezik egriligi i¢in
d 3
ky, = - (—S) (1+ 2ky) k) (3.2.30)
ds;
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verilebilir.

Yukaridaki ii¢ denklemden asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 3.2.1. x bir Mannheim D-egrisi olsun ve x; egrisi x egrisinin bir Mannheim partner

D-egrisi olsun. x;(s;) egrisinin k, geodezik egrili§i ve x(s) egrisinin k, geodezik

egriligi, k,, normal egriligi ve T, geodezik torsiyonu arasindaki iliski asagidaki gibi verilir.
i.  Eger x bir geodezik egri ise, x;(s;) egrisinin k;, geodezik egriligi

ds\3 ds\?
— = 2.2 - >
ky, = ( dsl) (1+ 272k, + ( dsl) A,

dir.
ii.  Eger x bir asimptotik ¢izgi ise, kg, esitligi

ds\*> .
ky, = 2 (d—sl) (ty(1+ Ak,) — Atyky)

dir
iii.  Eger x bir asli ¢izgi ise, x; (s;) egrisinin k;, geodezik egriligi

ds\> 2
ky, = - (d—sl) (1+ k) Ky

dir. Benzer sekilde (3.1.3) iin ikinci esitliginden ve g nin n; ile cakistig1 gercegini
kullanarak x; (s;) egrisinin 7, geodezik torsiyonu ve x(s) egrisinin T, geodezik torsiyonu

arasidaki iliski

_(ds’ (3.2.31)
T, = ds, Tg -
seklinde verilir. Ayrica (3.2.9) u kullanarak, (3.2.31) den
sin? @
TgTlg, = T (3.2.32)

elde edilir.
(3.2.31) ve (3.2.32) den asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonuc 3.2.2. x bir Mannheim D-egrisi olsun ve x; egrisi x egrisinin Mannheim partner D-
egrisi olsun. x;(s;) egrisinin 7, geodezik torsiyonu ve x(s) egrisinin T, geodezik

torsiyonu arasindaki iliski asagidakilerden biri ile verilir.

ds \*
g, = (d_sl) lg

ya da
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sin? 6
Tolar = Tz
dir. Boylece x Mannheim D-egrisi bir asli ¢izgi iken x; Mannheim partner D-egrisi de bir
asli ¢izgidir.
Benzer sekilde (3.2.9) ve (3.2.31) den
Ty cos’6
T (1-2ky)’
bulunur. Eger x, (s;) bir asimptotik ¢izgi ise yani k, =0 ise
T, = cos? 01y, (3.2.33)

elde edilir ve bu ifadeden asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.2.3. x bir Mannheim D-egrisi olsun ve x;, x egrisinin Mannheim partner D-egrisi
olsun. Eger x;(s;) bir asimptotik ¢izgi ise x(s) egrisinin T, geodezik torsiyonu ve x;(s;)
egrisinin 7, geodezik torsiyonu arasindaki iliski agsagidaki gibi verilir.
— rodl
Tg =C0s“ 071y .
Burada 0, x ile x; egrilerinin karsilikli noktalarinda T ve T; teget vektorleri arasindaki

acidir.
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Ornek 3.2.1. x(0) = (cos® , sinf , 0) egrisi S(6,¢) = (cosb sing, sinf sing, cosp)
birim kiiresi iizerinde biiyilk ¢emberdir. A sifirdan farkli bir sabit olmak tiizere x(6)
egrisinin Mannheim partner D-egrisi x;(6) = (cos@ ,sinf , 1) egrisidir ve x,(0) egrisi,
x,(0) egrisinin tegetlerinin olusturdugu
$51(0,v) = (cosB,sinB ,1) + v(—sinf ,cosf ,0) regle yiizeyi iizerinde yatar. Bu
takdirde { x, x;} cifti Mannheim D c¢iftidir.

Sekil 2
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Ornek 3.2.2.5(8,¢) = (cos@,sind , ) dik silindiri iizerinde x(0) = (cos6 ,sinb ,H)
helis egrisi verilsin. A sifirdan farkli bir sabit olmak {izere x(8) egrisinin Mannheim

partner D-egrisi

(9) ( 0+ A g @ ,sin @ A 6,0 + /1)
X = | COS —=Sin o, sin ——=C0Ss 0, —
! V2 V2 V2

dir ve a sifirdan farkl bir sabit olmak tizere x4(0 ) egrisi

A A A
S.(8,v =(cose+—sin9+avcos€,sin9——cos€+avsin9,9+—)
1(6,7) 7 7z 7z

ile verilen helikoid ylizeyi lizerinde yatar. Bu takdirde { x, x;} ¢ifti Mannheim D-¢iftidir.

5 e
I S S S e
TR R NS S a— ol
LI A CUURIN——.. e NOSR— S0
I e SO S B
-5 0 5
Sekil 3

25



4. BOLUM
4.1. AW(k)-Tipinden Egriler

Bu bolimde AW(k)-tipinden egri kavrami tanitilarak bir egrinin AW(k)-tipinden
(k=1, 2, 3) olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar elde edilecektir.

Onerme 4.1.1. « € E® oskiilator mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun. Bu takdirde
a'(s) =T
a"(s) =kyg +kyn
a"'(s) = T(—kZ —k2) + g(kj — knty) + n(kyty + ki)
alV(s) = T(=3kyk} — 2k, ky + kgknTy)
+ g(—k3 — kykZ + k) — 2kjty — kot — kyT2) + n(—knk2 — k2
+ 2tk — kntf + kgTy + k)

dir.

Notasyon.

Ni(s) = (a"(s))* = kyg + kyn (4.1.1)
Na(s) = (@' ()t = g(k) — knty) + n(kyTy + ki) (4.1.2)
N;3(s) = (0(”/(5))l = g(—ki — kyk2 + kj — 2kpt, — kyt) — kyt2)

+n(—=knk; — ki + 215k — k15 + kgt + kyy) (4.1.3)

Sonuc 4.1.1. a'(s), a’' (s), a”’ (s), a'V (s) lineer bagimhidir & N, (s), N,(s), N3(s) lineer
bagimldir.

Onerme 4.1.2. «, E3 de oskiilatér mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun. Bu takdirde
{UINL OIPINL (12 = (N1 (s), N2 (5))*IN3(s)
= {[IN2()1I2(N3(s), N1(s)) = (N3(s), Nz ()N, (s), N (s))}N; (s)

HIIN: ($)NI*(N3 (), N3 (5)) — (N3(5), N1 ($)}N1(5), N2 ()IN; (s)
dir.

Teorem 4.1.1. a, E3 de oskiilatér mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun. Bu takdirde
N3(s) = (N3(s), Ny ()N (s) + (N3(s), N3 (s))N3 (s)

dir. Burada
" _ N1(s)
Ni(S) = v ol
N ORI AGN HONAD
2() Z L, 6) = (N6, @O G
dir.

Sonuc 4.1.2. «, E3 de oskiilatdr mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun. Bu takdirde,
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k /k2+k2 k /k2+k2
Ni(s) =2 "G5 N7 Ty (4.1.4)

kg+k% g+ ki+k% n
ve
(kék%—k%rg—knkf,rg—k{lknkg) G+ (kg,rg—kgrgk%—k,’lkg,—k;,kgkn) 3
N; = kg+k% kg+k3

kitg—knkg+kitg+kgks

/k§,+k,21

[len (=K +knTg) +hg(kgTg+in)]” [len (=K} +knTg) +kg(kgTg+kh)]”
ke k,

kg+k3 kg+k3

—

= g + n
e (k) — kng) — g (kg + ki)Y Kn(—Kp + knTy) + kg (KgTy + ki)

—kn /k2+k2 k /k2+k2
=F| — o |G F | 2 | (4.1.5)

kg+k% kg+k3
dir.

Tamm 4.1.1. Oskiilatér mertebesi 3 olan bir Frenet egrisine, eger

i) N5 (s) = (N5(s), N3(s))N5 (s) (4.1.6)
sartin1 sagliyorsa zayif AW(2)-tipindendir,
i) Na(s) = (N3(s), N{ (s)INg (s) (4.1.7)

sartin1 sagliyor ise zayif AW(3)-tipindendir denir.

Onerme 4.1.3. a, 3. mertebeden bir Frenet egrisi olsun. Eger a, zayif AW(2)-tipinden ise
kg —kgky + 2kky: + kyy — kpky, — 2kgknty + 2kgknt, + kits + kitl =
dir.
Ispat. o, zayif AW(2)-tipinden ise (4.1.6) denklemini saglar. (4.1.6) da (4.1.3) ve (4.1.5)
yerine yazilirsa,
(kS — kykZ + ky — 2knty — ko) — kyt2)d
+ (—knk2 — k2 + 215k} — k12 — kyT) — k;{)ﬁ

—kn(—kgky — kgk? + kgk3 + kgkn + 2kgkjty + 2knkpt, + kzr’)
k2 + k2
kg(—kgkn — kok2 + koks + kgky + 2k kT, + 2k kT, + k2T, kzr’)
+ 2 2
k2 + k2

elde edilir. g ve 71 lineer bagimsiz oldugundan
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Ky (g — g ey + 2kgkS + k3 — itk — 2kgkuty + 2kokity + KgTs + KaTg) _
kZ + k2

Ve
b (b = Iefleg + 2KGIE + K — Ieithen — 2hlenty + 2kgkity + KGT5 +IiTs)
kZ + k2 -

olup kg, k, # 0 igin,
kg —kgky + 2kzky: + kyy — kypky — 2kgk,ty + 2kgknty, + kit + kit; =0

bulunur.

Onerme 4.1.4. a, 3. mertebeden bir Frenet egrisi olsun. Eger a, zayif AW(3)-tipinden ise
—knky = kgki + koki + kgky + 2kgkgt, + 2k knty + kit + kitg =0
dir.
Ispat. o zayif AW(3)-tipinden ise (4.1.7) denklemini saglar. (4.1.7) de (4.1.3) ve (4.1.4)
yerine konulursa,
(kS — kykZ + ky — 2kpty — ko) — kyt2)d
+ (—kpk2 — k2 + 215k} — ko2 + ko) + kpy )it

-

g

) ( kg (e = kgl + 2k + ks — knlen — 2heghnTy + 2keghnty + kgth + kiﬁ,))
- k2 + K

—

n

Jen (ki — kgk; + 2KEKE + k3 — ke — 2k ghnTy + 2k gk Ty + k272 + k212)
. kZ + k2
g n
elde edilir. g ve 1 lineer bagimsiz oldugundan

kn(—knky — kgk2 + kgk3 + kyky, + 2kgkt, + 2k, kyty + k2T, + k2T, “ o
k2 + k2

kg(—knkj — kgkZ + kyki + kgky + 2kykty + 2knknty + k2T, + k2T, _ o
k2 + k2

olup kg, k,, # 0 igin,
—knky — kgki + koki + kgky + 2kgkgt, + 2knknty + kit + kitg =0

bulunur.

Tanmm 4.1.2. o, oskiilator mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi olsun. Eger

i) N;(s) = 0 ise a, AW(1)-tipindendir,
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i) lIN2()IIZN5(s) = (N3(s), No($)IN2(s) (4.1.8)
ise o ya AW(2)-tipindendir,

i) [IN2()II2N3(s) = (N3(s), Ny ()N (s) (4.1.9)
ise a ya AW(3)-tipindendir denir.

Teorem 4.1.2. a egrisi, 3. mertebeden bir Frenet egrisi olsun. Bu takdirde o, AW(1)-
tipinden olmasi i¢in gerek ve yeter sart

k3 —koki + kg — 2kt — knty — kg2 =0
ve

—knks — ki + 2kgty — k5 + kytg + Ky =0

olmasidir.

Ispat. (=): a egrisi, AW(1)-tipinden olsun. Tanim (4.1.2) (i) den dolay1 N5(s) = 0 dur.
Boylece (4.1.3) esitliginden
{—k3 — kyk2 + k) — 2kpty — knt) — kyt2}g
+ {—knk2 — k2 + 2kjt, — k12 + kyty + Ky} =0

dir. Ayrica g ve 7 lineer bagimsiz oldugundan

k3 —kyki + kg — 2kt — knty — kg2 =0
ve

—knks — ki + 2kyty — k5 + kytg + Ky =0
dir.
(&): Asikardur.

Teorem 4.1.3. a egrisi, 3. mertebeden bir Frenet egrisi olsun. Bu takdirde o nin AW(2)-

tipinden olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(kp + kgty)(—kyk2hy — kjk2 + k3ky, — ki kpy + kgknk2 + kjky + kity + 2(kp)?,
—kgkyty + 2kikiT, + kity + 2(ky)?Ty — knk, Ty — 3kgk, 15
+ 3kgknt2 + k275 + k2t + kjkyT) + kpkat)) =0 (4.1.10)

\
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(ky — knTy)(—kyk2ky — kjk2 + k3ky, — ki kp + kgknk2 + kjky + kity + 2(kp)?,
—kykyty + 2kikiT, + kity + 2(ky)?Ty — knk, Ty — 3kgk, 15
+ 3kgknt2 + k275 + k275 + kjkyT) + kpkat)) =0 (4.1.11)
dir.

Ispat. (=): a egrisi AW(2)-tipinden ise (4.1.8) esitligi o lizerinde saglanir. (4.1.2) ve
(4.1.3) denklemleri (4.1.8) de yerine konulursa,
{((k)? + (kp)? — 2kgknTy + 2kghpty + k22 + k272)(—k3 + k[ — kgk2 — 2k,

— kgt — kng)}g
+ {((kp)? + (kp)? — 2kpknt, + 2kgkpty + k212 + k212)(—k2k, — k2
+kyy + 2k[T, — knT2 + kyT) )}
= —{(kg — kntg)(k3ky — kgky + kgkgki + kikpk, + knki — ky k;,
+hgknty + kokity — kokaty — kgkyty — kgkgti — knk,t5 + kokatg
—kgknty — kit T, — kit,T)}g
— {(kp + kegry ) (k3K — K ky + kgkjk2 + k2knky, + k2ky — kyk;,
+hgkaTy + kokity — kgkaty — kgkyty — kgkgtl — knk,ts + kokatg
— kgkpty — k2t,Ty — k2t,T) )}

elde edilir. Burada da gerekli sadelestirmeler yapilarak (4.1.10) ve (4.1.11) denklemlerine

ulagilir.

(&): Tersi tammdan agikardir.

Teorem 4.1.4. « egrisi, 3. mertebeden bir Frenet egrisi olsun. Bu takdirde o nin AW(3)-
tipinden olmasi i¢in gerek ve yeter sart
kg(kg —kjky + 2kaka + ki — kpky, — 2kgknty + 2k kyt, + kits + kitd) + ((kg)?
+ (kn)? = 2kgk,ty + 2k kyt, + kits + kATS) (k5 + kj — kykz
— 2kpty — kgt — knty) =0
ve
kn(kg —kgky + 2kZka + ki — kyky — 2kgk,ty + 2kgkyty + kiti + kits) + ((kg)?
+ (kn)? = 2kgkyty + 2k kyty + kits + kATs) (—kik, — k3 + Ky
+ 2kyty — knyTi + ky1y) =0
dir.
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Ispat. (=): o, AW(3)-tipinden ise (4.1.9) esitligi saglanir. (4.1.1) ve (4.1.3) denklemleri
(4.1.9) esitliginde yerine yazilirsa,
G{(kp)? + (kp)? = 2kt + 2k kT, + k2T2 + k212)(—kS + ki — kgk2 — 2k;1,
— kg5 — kntg)}
+ A3{((k)? + (kp)? — 2k knty + 2k kpt, + k2T2 + k212)(—k2k, — k2
+kyy + 2k)T, — knt2 + kyT))}
= g{—ky(kd — kjk, + 2k2k2 + k3 — kykn — 2kpknT, + 2kgky T,
+ k212 + k2T2)} + i~k (ki — kj kg + 2k2k2 + k3 — kjk, — 2kjkyt,
+ 2kgky Ty + kiti + kiti)}

esitligi elde edilir. g ve 7 lineer bagimsiz oldugundan
ko(kd — kjky + 2k2k2 + k3 — kyjkn — 2kjknT, + 2kgknt, + k272 + k272)
+ ((ky)? + (kp)? — 2kpkpt, + 2kgkyt, + k212 + k2t2)(—k3 + k]l
— kgk2 — 2kpty —kyT2 — kytp) =0
Ve
kn(kd — klk, + 2k2k2 + k3 — kjky, — 2kp kT, + 2k gk, + k212 + k212) + ((k})?
+ (kp)? — 2kjknty + 2kgkyty + k272 + k2t2) (—kZky, — k2 + ki)
+ 2kyty — knT5 + ky1g) =0
elde edilir.

(&): Tersi tammdan agikardir.
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4.2. AW(k)-Tipinden Mannheim Egrileri
Son olarak bu bolimde de AW(k)-tipinden egri kavramini kullanarak bir egrinin

AW(k)-tipinden Mannheim egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar elde edilecektir.

Onerme 4.2.1. a egrisi 3. mertebeden bir Frenet egrisi ve a; egrisi o egrisinin Mannheim
partner D-egrisi olsun. Eger a egrisi zay1f AW(2)-tipinden ise, asagidaki denklem saglanir:

(=ky + 2kpty)(=kn, + A747,,)

k3 — kpky — 2k} ky Ty + k2T2 + Y
ng

(2kZ +t2)(—kn, + hgrgl)z (—kn, + lrgrg1)4 _
(—1 + Aey,)’ (—1+ 2Aky,)"

Ispat. o ve a; egrileri Mannheim partner egrileri oldugundan Onerme 3.2.1. den
kg —kn, =A(kgkn, —1474,)
esitligi saglanir. Bu ifade
kn1 r )\Tg 19,
kg = (———
1— Ak,

seklinde yazilabilir. Bu ifadenin tiirevleri alinirsa

p - kp, (1= 227474)) + A(—=1 + Akp ) (1474, + T47g,)
9 -1+ Kknl)z

k; =3 (—k;l1 (=14 Akp ) (=1 + A%7474,) — 2A(—1 4 Aky, DAKY (T4T,, + T4Tg,)
(=14 Aky,)

+ kp, 20Ky, (=1 + A2147,,) 4+ A2 (1474, + TgTy,) — A2 ARy, (TTg, + T4Tg,)))

bulunur. Kabul edelim ki a egrisi zayif AW(2)-tipinden olsun. Bu durumda o egrisi

Onerme 4.1.3. deki esitligi saglar. kg, kg, k; ifadeleri yerlerine yazilirsa,

(=ky + 2kpt,)(—kn, +A747,,)
—1+ Ak,

k3 — Kk, — 2k kT, + k272 +

(2k2 + ©2)(—kp, + /hgrgl)z (—kn, + Mgrgl)4 _
(—1 + Aey,)’ (—1+ k)"

ifadesi elde edilir.
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Onerme 4.2.2. o egrisi 3. mertebeden bir Frenet egrisi ve a; egrisi a egrisinin Mannheim
partner D-egrisi olsun. Eger a egrisi zay1f AW(3)-tipinden ise, asagidaki denklem saglanir:

(k2 — k3 — Iep) (kp, — ATyT,.) , Tolkn, = A7gTg,)?
—1+ Ak, (=1 + 2kp,)?

2k kiyT, + k2T +
e T (=21, (=kn, + Atyty )k, — X2k} 74T, — AT)T,,
1
+ Pk i1y, — ATy, + A2k T,T5)) + ky (2AKE, + ky, — Aky Ky,
— 23 (kp )21y, — Mk, TyTy, + Bhy ky 147, — 32%ky T4T,,
+ 203k ki, TiTy, + NPPky ARy TyT, — 322k Tty + 243Ky Ky T,Tg.
+ A%kp Ak 7,75 )) =0 .

Ispat. o ve a; egrileri Mannheim partner egrileri oldugundan Onerme 3.2.1. den
kg —kn, =A(kgkn, —1474,)
esitligi saglanir. Bu ifade

K, = (kn1 = Ay 1g,
1—2ky,
seklinde yazilabilir. Bu ifadenin tiirevleri alinirsa

. kp, (1= 227474)) + A(—=1 + Akp ) (1474, + T47g,)
g -1+ Kknl)z

ky 55 (len, (=1 e, ) (=14 2170, = 2201+ Ain, ARG, (25T, + TT5,)

T (—1+ Ak,

+ kp, 20Ky, (=1 + A2147,,) 4+ A2 (1474, + T4Ty,) — A2 ARy, (T4T4, + T4Tg,)))

bulunur. Kabul edelim ki a egrisi zayif AW(3)-tipinden olsun. Bu durumda a egrisi

Onerme 4.1.4. deki esitligi saglar. kg, kg, k; ifadeleri yerlerine yazilirsa,
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(k2 — k3 — k) (ky, — AT,4T4,) 4 ToCkn, = A747,,)°
—1+ Ak, (—1 + Aky,)?

2knklyT, + k2T, +
e T (=21, (=kn, + Atyt,) (ki — X2k} 74T, — AT)T,,
1
+ Pk i1y, — ATy, + A2k, T,T5)) + ky (2AKE, + ky, — Aky Ky,
— 23 (kp )21y, — Mk, TyTy, + Bhy ky 147, — 32%ky T4T,,
+ 203k ko, TiTy + NPPhy ARy TyT, — 322k Tty + 243Ky Ky T,Tg.
+ A2k Ak, 7,75 ) = 0

ifadesi elde edilir.
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