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ÖZET 
 

Bu çalışma dört bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölüm çalışmanın giriş kısmı olup, bu bölümde Mannheim eğrileri ve 

AW(k)-tipinden eğriler üzerinde yapılan çalışmalar hakkında literatürdeki bilgiler 

incelenmiştir. 

İkinci bölümde diğer bölümlere faydalı olacak temel tanım ve kavramlar 

verilmiştir. 

Üçüncü bölümde bir yüzey üzerinde yatan bir eğrinin Darboux çatısıyla ilgili temel 

bilgiler,  3-boyutlu Öklid uzayında Mannheim partner D-eğrilerinin tanımı ve bunlarla 

ilgili karakterizasyonlar verilmiştir. 

Dördüncü bölümde AW(k)-tipinden eğriler Darboux çatısına göre ifade edilmiştir 

ve zayıf AW(k)-tipinden Mannheim eğrileri ifade edilmiştir.  Bu bölüm çalışmanın orijinal 

kısmıdır. 

 

Anahtar Kelimeler: AW(k)-tipinden eğriler, Mannheim partner eğrileri, Darboux çatısı 
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ABSTRACT 
 

Propenties and Characterizations of Mannheim Curves 

 

This study consists of four chapters. 

The first section is the introduction of this study. In this section information in the 
literature about the studies on the Mannheim curves and AW(k)-type curves were studied. 

In the second chapter, basic definitions and theorems are presented and general 
facts have been given. 

In the third chapter, basic information about the Darboux frame of a curve lying on 
a surface is given and the definition and characterizations of Mannheim partner D-curve in 
3-dimensional Euclidean space are given. 

In the fourth chapter, curves of AW(k)-type are expressed according to Darboux 
frame and weakened AW(k)-type Mannheim curves are expressed. This section is the 
original part of this study.  

 

Keywords: AW(k)-type curves, Mannheim partner curves, Darboux frame 
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1. BÖLÜM 

GİRİŞ 

Bağlantılı eğriler, karşılıklı noktalarında bir eğrinin Frenet vektörlerinden biri ile, 

diğer eğrinin Frenet vektörlerinden birinin denk olduğu eğrilerdir ve bağlantılı eğriler, uzay 

eğrilerinin temel eğri teorisi ve uzay eğrilerinin karakterizasyonları için önemli bir 

problemdir. Böyle eğrilerin iyi bilinen bir örneği; iki eğri arasındaki karşılıklı ilişkinin bir 

çeşidi gibi karakterize edilen Bertrand eğrileridir. Bilindiği gibi Bertrand eğrilerinde, bir 

eğrinin asli normali diğer eğrinin asli normalidir. Yani Bertrand eğrisi başka bir eğriyle 

normal çizgisini paylaşan bir eğridir. Birçok matematikçi yıllarca farklı uzaylarda Bertrand 

eğrilerini çalıştılar ve bu eğrinin özelliklerini düşündüler. Ravani ve Ku, regle yüzeyleri 

için Bertrand eğriler kavramını verdiler ve regle yüzeyler için Bertrand offsetleri 

tanımladılar [18]. 

 Son zamanlarda bağlantılı eğrilerin yeni bir tanımı Liu ve Wang tarafından 

verilmiştir [13, 22]. Onlar bu yeni eğrileri Mannheim Partner eğrileri olarak adlandırdılar 

ve şu şekilde tanımladılar: Eଷ, 3-boyutlu Öklid uzayında iki eğri ݔ	ve ଵݔ	  olsun. ve	ݔ	  ଵݔ	

uzay eğrileri arasında karşılıklı bir ilişkinin mevcut olması halinde, bu eğrilerin karşılıklı 

noktalarında, ݔ eğrisinin asli normal doğrusu ݔଵ eğrisinin binormal doğrusu ile çakışıyorsa,  

ݔ  eğrisine bir Mannheim eğrisi denir. ݔଵ	eğrisine de ݔ  eğrisinin bir Mannheim partner 

eğrisi denir. {	ݔ ,ݔଵ}  çiftine de bir Mannheim eğri çifti denir. Buradan	ݔଵ(ݏଵ) eğrisinin 

 eğrisinin (ଵݏ)ଵݔ eğrisinin bir Mannheim partner eğrisi olması için gerek ve yeter şart (ݏ)ݔ

eğriliği ߢଵ ve burulması ߬ଵ	olmak üzere sıfırdan farklı bir λ sabiti için aşağıdaki denklemin 

sağlanmasıdır.  

τ̇ =
݀τ
ଵݏ݀

=
κଵ
λ
(1 + λଶτଵଶ)	. 

Kahraman ve arkadaşları tarafından Minkowski 3-uzayında Mannheim partner 

eğrileri çalışıldı [7]. Özbay, Kasap ve Aydemir, Bertrand offsetlerine benzer şekilde regle 

yüzeylerinin Mannheim offsetlerini tanımladılar ve karakterize ettiler [15]. Minkowski 3-

uzayındaki time-like ve space-like regle yüzeylerinin karakterizasyonları da Önder ve 

Uğurlu tarafından verildi [16,17]. 

Bu çalışmamızdaki diğer bir konu da AW(k)-tipinden eğrilerdir. AW(k)-tipinden 

alt manifold kavramı ilk olarak Arslan ve West tarafından çalışıldı [3]. Bundan sonra 
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AW(k)-tipinden alt manifoldlarla ilgili birçok çalışma yapıldı. Arslan ve Özgür, Öklid 

uzayında AW(k)-tipinden eğriler ve yüzeyleri çalıştılar [1]. Arslan ve Güvenç, n-boyutlu 

Öklid uzayında AW(k)-tipinden eğrileri genelleştirdiler [2]. Bu çalışmalarla birlikte, 

AW(k)-tipinden eğriler farklı uzaylarda çalışıldı: 3-boyutlu null cone da [9], Lorentz 

uzayında [10,11,12], 3 null cone da ve semi-Öklidyen 3-kürede [20] ve 4-boyutlu 

Minkowski uzayında [21]. 

Bu çalışmada, farklı yüzeylerde yatan eğriler için Mannheim partner eğrisi 

kavramı dikkate alındı.  Mannheim partner D-eğri olarak adlandırdığımız yeni bağlantılı 

eğri çifti verildi. Eğrilerin darboux çatılarını kullanarak, bu eğrilerin tanımı ve 

karakterizasyonu verildi. Ayrıca darboux çatısı kullanılarak AW(k)-tipinden eğriler ifade 

edildi ve zayıf AW(k)-tipinden Mannheim eğrileri verildi. 
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2. BÖLÜM 

2.1. Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.1. A boş olmayan bir cümle ve bir K cismi üzerinde tanımlanan vektör 

uzayı V olsun. bu takdirde, 

f: A×A → V 

fonksiyonu için aşağıdaki önermeler sağlanıyorsa, A ya V ile birleştirilmiş bir afin uzay 

denir [4]. 

(A1) ∀P, Q, R ∈A için f (P,Q) + f (Q,R) = f (P,R) , 

(A2) ∀P ∈A ve ∀α ∈	V için f (PQሬሬሬሬሬ⃗ ) = α olacak şekilde bir tek Q ∈A vardır. 

Tanım 2.1.2. Reel bir afin uzay A ve A ile birleşen vektör uzay V olsun. V de bir iç 

çarpım işlemi olarak, 

 <	, >	∶ ܸ × ܸ →  ܴܫ

,ߙ)																					 (ߚ →< ,ߙ ߚ >=෍ߙ௜ߚ௜ ൜
ߙ = ,ଵߙ) … , (௡ߙ
ߚ = ,ଵߚ) … , (௡ߚ

ൠ
௡

௜ୀଵ

 

Öklid iç çarpımı tanımlanırsa, bu işlem yardımı ile A da uzaklık ve açı gibi metrik 

kavramlar tanımlanabilir. Böylece A afin uzayı Öklid uzayı adını alır ve E୬ ile gösterilir 

[4]. 

Tanım 2.1.3.  d: E୬ × E୬ →IR 

,ݔ)																										 (ݕ → ,ݔ)݀ (ݕ = ሬሬሬሬ⃗ݕݔ‖ ‖ = ඥ< ሬሬሬሬ⃗ݕݔ , ሬሬሬሬ⃗ݕݔ >= ඩ෍(ݔ௜ − ௜)ଶݕ
௡

௜ୀଵ

 

şeklinde tanımlanan d fonksiyonuna E୬ de uzaklık fonksiyonu veya Öklid metriği denir 

[4]. 

Tanım 2.1.4. A bir afin uzay ve A ile birleşen bir vektör uzayı V olsun. A da verilen 

{ ଴ܲ, ଵܲ, … , ௡ܲ} nokta (n+1)-lisine V de karşılık gelen { ଴ܲ ଵܲሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , ଴ܲ ଶܲሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , … , ଴ܲ ௡ܲሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ } vektör n-lisi bir 

baz oluşturuyorsa, { ଴ܲ, ଵܲ, … , ௡ܲ} nokta (n+1)-lisine afin çatı denir [4]. 
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Tanım 2.1.5. ܧ௡de sıralı bir { ଴ܲ, ଵܲ, … , ௡ܲ} nokta (n+1)-lisine	IR௡ de karşılık gelen 

{ ଴ܲ ଵܲሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , ଴ܲ ଶܲሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , … , ଴ܲ ௡ܲሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ } vektör n-lisi IR௡ de ortonormal bir baz ise { ଴ܲ, ଵܲ, … , ௡ܲ} sistemine 

 .௡ de Öklid çatı denir [4]ܧ

Tanım 2.1.6. X≠ϕ bir cümle ve X in alt cümlelerinin bir koleksiyonu τ olsun. Eğer τ 

için aşağıdakiler doğru ise τ ya X üzerinde bir topoloji denir [4]. 

(T1) X,ϕ ∈ ߬ 

(T2)∀A, B∈ ߬ için A∩	B ∈ ߬ 

(T3)	݅ ∈ ,ܫ ௜ܣ ∈ ߬		için		 ⋃ ௜ܣ ∈ ߬௜∈ூ	  	

Tanım 2.1.7. Bir X cümlesi ve üzerindeki bir τ topolojisinden oluşan (X, τ) ikilisine 

bir topolojik uzay denir [4]. 

Tanım 2.1.8. X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. 

f: X→Y 

fonksiyonu sürekli ise ve fିଵvar ve fିଵ de sürekli ise f ye X den Y ye bir homeomorfizm 

denir. Bu takdirde X ile Y uzaylarına homeomorfik uzaylar denir [4]. 

Tanım 2.1.9. X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi farklı noktaları için, X de 

sırası ile P ve Q noktalarını içine alan ܣ௉ ve ܣொ açık alt cümleleri ܣ௉ ∩ ொܣ = ϕ olacak 

biçimde bulunabilirse, X uzayına Hausdorff uzayı denir [4]. 

Tanım 2.1.10. M bir topolojik uzay ve M için aşağıdaki önermeler sağlanıyorsa, M 

ye n-boyutlu topolojik manifold denir [4]. 

(M1) M bir Hausdorff uzayıdır. 

(M2) M nin her bir açık alt cümlesi ܧ௡  e ya da 	ܧ௡  in bir açık alt cümlesine 

homeomorfdur. 

(M3) M sayılabilir çoklukta açık cümlelerle örtülebilir. 

Tanım 2.1.11. M bir topolojik manifold ve M’nin bir atlası ܵ = {(Ψఈ, ఈܹ)}௔∈஺  

olsun. Eğer S atlası için, ఈܹ ∩ ఉܹ ≠ ϕ  olmak üzere ∀ߙ, ߚ ∈ ya karşılık ߮ఈఉ ܣ  ve ߮ఉఈ 

fonksiyonları ܥ௞	 sınıfından diferensiyellenebilir iseler, S ye ܥ௞  sınıfından 
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diferensiyellenebilirdir denir. S atlasına M üzerinde ܥ௞ sınıfından diferensiyellenebilir yapı 

denir [4]. 

Tanım 2.1.12. M bir topolojik n-manifold olsun. M üzerinde ܥ௞  sınıfından bir 

diferensiyellenebilir bir yapı tanımlanırsa, M ye ܥ௞  sınıfından diferensiyellenebilir 

manifold denir [4]. 

Tanım 2.1.13. ௡ܧ	  n-boyutlu Öklid uzayında (n-1)-boyutlu bir yüzey veya (n-1)-

yüzey diye ܧ௡ deki boş olmayan bir M cümlesine denir, öyleki bu M cümlesi 

M = ݔ} ∈ ܷ ⊂ :௡|fܧ ܷ	
ௗ௜௙.௕௜௟௜௥
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ IR, 

ݔ → f(ݔ) = ܿ} 

∀f|௣ ≠ 0, ݌∀ ∈  .biçiminde tanımlanır [5]	ܯ

Tanım 2.1.14. I⊂IR açık(kapalı) bir aralık olmak üzere ߙ: ܫ
஼ಮ
ሱሮ  ௡ܧ ௡ fonksiyonunaܧ

de bir eğri denir [4]. 

Tanım 2.1.15. M, (I, α) koordinat komşuluğu ile verilmiş bir eğri olsun. ∀s∈ I için 

‖(ݏ)ᇱߙ‖ = 1 ise M eğrisine birim hızlı eğri denir. s	∈ I ya da yay-parametresi adı verilir 

[4]. 

Tanım 2.1.16. Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri 

denir. Yani ∀ݐ ∈ I ⊂IR için ߙᇱ(ݐ) ≠ 0 dır [4]. 

Tanım 2.1.17. M⊂  ଷeğrisi (I, α) koordinat komşuluğu ile verilsin. Bu durumdaܧ

Ψ = ൛ߙᇱ, … , (௞)ߙ k > r için ,(௥)ߙ∀ ൟ sistemi lineer bağımsız ve(௥)ߙ ∈ ܵ௣{Ψ} olmak üzere Ψ 

den elde edilen { ଵܸ , ଶܸ, … , ௥ܸ} ortonormal sistemine M eğrisinin Serret-Frenet r-ayaklı alanı 

denir. m∈M için { ଵܸ(݉), ଶܸ(݉),… , ௥ܸ(݉)} ye ise m∈  M noktasındaki Serret-Frenet r-

ayaklısı denir. ∀ ௜ܸ , 1 ≤ ݅ ≤  .ye Serret-Frenet vektörü denir [4] ݎ

Tanım 2.1.18. M⊂ ݐ∀	.ଷeğrisi (I, α) koordinat komşuluğu ile verilsinܧ ∈ I	için	(ݐ)ߙ 

noktasındaki Frenet 3-ayaklısı, 

(ݐ)ܶ =
1

ߙ‖(ݐ)ᇱߙ‖
ᇱ(ݐ) 
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(ݐ)ܰ = (ݐ)ܤ ×  (ݐ)ܶ

(ݐ)ܤ =
(ݐ)ᇱߙ × (ݐ)ᇱᇱߙ
(ݐ)ᇱߙ‖ ×  ‖(ݐ)ᇱᇱߙ

şeklindedir [4]. 

Tanım 2.1.19.		ߙ: ܫ → ݏ∀		eğrisi birim hızlı bir eğri olmak üzere	ଷܧ ∈ I  için (ݏ)ߙ 

noktasındaki Frenet 3-ayaklısı, 

(ݏ)ܶ =  (ݏ)ᇱߙ

(ݏ)ܰ =
(ݏ)ᇱᇱߙ
‖(ݏ)ᇱᇱߙ‖ =

1
(ݏ)ߢ . ܶ

ᇱ(ݏ) 

şeklindedir [4]. 

Tanım 2.1.20.  M⊂ ௡ܧ  eğrisi, (I, α) koordinat komşuluğu ile verilsin. ݏ	 ∈ I  ya 

karşılık gelen (ݏ)ߙ noktasındaki Frenet r-ayaklısı, { ଵܸ(ݏ), … , ௥ܸ(ݏ)} olsun. Bu durumda, 

݇௜: I → IR 

						s → ݇௜(ݏ) =< ௜ܸ
ᇱ(ݏ), ௜ܸାଵ(ݏ) >	, 1 ≤ ݅ <  ݎ

şeklinde tanımlı ݇௜ fonksiyonuna M eğrisinin i-iyinci eğrilik fonksiyonu denir. ݏ ∈ I için 

݇௜(ݏ) reel sayına, (ݏ)ߙ noktasındaki M nin i-yinci eğriliği denir [4]. 

Tanım 2.1.21.  M⊂ ݏ	.௡ eğrisi, (I, α) koordinat komşuluğu ile verilsinܧ ∈ I için (ݏ)ߙ 

noktasında i-yinci eğrilik ݇௜(ݏ) ve  Frenet r-ayaklısı, { ଵܸ(ݏ),… , ௥ܸ(ݏ)} olsun. Bu takdirde 

Frenet formülleri, 

1) ଵܸ
ᇱ(ݏ) = ݇ଵ(ݏ) ଵܸ(ݏ) 

2) ௜ܸ
ᇱ(ݏ) = −݇௜ିଵ(ݏ) ௜ܸିଵ(ݏ) + ݇௜(ݏ) ௜ܸାଵ(ݏ)	,					1 < ݅ <  ݎ

3) ௥ܸ(ݏ) = −݇௥ିଵ(ݏ) ௥ܸିଵ(ݏ) 

şeklindedir [4]. 

Tanım 2.1.22.	ܧ௡ in bir hiperyüzeyi M olsun. M de bir eğri α ve α nın teğet vektör 

alanı T olmak üzere α üzerindeki Y vektör alanı için, 

௒்ܦ  = 0 
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ise Y vektör alanına M üzerinde α boyunca bir Levi-Civita anlamında paralel vektör alanı 

denir. Eğer ்்ܦ = 0 ise α eğrisine M üzerinde bir geodezik eğri denir [5]. 

Tanım 2.1.23.	ܧଷ  de birim hızlı bir α eğrisinin birim teğet vektör alanı T olmak 

üzere, 

݇௚ = ‖்ܶܦ‖ = ብ
݀ଶߙ
ଶݐ݀

ብ 

ifadesine α eğrisinin, (ݏ)ߙ noktasına karşılık gelen ܧଷ deki geodezik eğriliği denir [6]. 

Tanım 2.1.24.	ݒ௣ ∈ ௣ܶ(ܯ) olmak üzere 

݇௣൫ݒ௣൯ =< ܵ ቆ
௣ݒ
ฮݒ௣ฮ

ቇ ,
௣ݒ
ฮݒ௣ฮ

> 

eşitliği ile tanımlanan ݇௣൫ݒ௣൯  sayısına, M yüzeyinin p noktasında, ݒ௣  doğrultusundaki 

normal eğriliği denir [19]. 

Tanım 2.1.25. Birim hızlı ߙ: ܫ → IRଷ eğrisinin Frenet vektör alanları ܶ,ܰ,  olmak ܤ

üzere 

߬: ܫ → IR, (ݏ)߬ =  〈(ݏ)ܰ,(ݏ)ᇱܤ〉−

fonksiyonuna ߙ	  eğrisinin burulma (torsiyon) fonksiyonu denir. ߬(ݏ)	sayısına ise eğrinin 

 .noktasındaki burulması (torsiyonu) denir [19] (ݏ)ߙ

Tanım 2.1.26. ,ܯ	 IRଷ  uzayında bir yüzey ve ߙ: ܫ → ܯ  düzenli (regüler) bir eğri 

olsun. Her ݐ ∈ ܫ  için ߙᇱ(ݐ)  hız vektörü, (ݐ)ߙ  noktasında ܯ  yüzeyinin bir asimptotik 

vektörü ise ߙ eğrisine, ܯ yüzeyi içinde bir asimptotik eğri denir [19]. 

Tanım 2.1.27. IRଷ vektör uzayının {݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ} standart bazını göz önüne alalım. 

߰: IRଷΛ	IRଷ → IRଷ 

lineer dönüşümü 

݁ଵ	Λ	݁ଶ → ߰(݁ଵ	Λ	݁ଶ) = ݁ଷ 

݁ଶ	Λ	݁ଷ → ߰(݁ଶ	Λ	݁ଷ) = ݁ଵ 
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݁ଷ	Λ	݁ଵ → ߰(݁ଷ	Λ	݁ଵ) = ݁ଶ 

olarak tanımlansın. Bu dönüşüm bazı baza dönüştüren lineer dönüşüm olduğundan lineer 

izomorfizmdir. 

:ݔ IRଷ × IRଷ → IRଷ 

,ߙ) (ߚ → ߙ × ߚ =  (ߚ	Λ	ߙ)߰

şeklinde tanımlı x iç işlemine vektörel çarpım işlemi ve ߙ ×  nın ߚ ile ߙ vektörüne de ߚ

vektörel çarpımı denir [4]. 

Tanım 2.1.28. ܧଷ de bir ܯ yüzeyi üzerindeki diferensiyellenebilir bir birim normal 

vektör alanına ܯ üzerinde bir yönlendirme denir [5]. 

Tanım 2.1.29. ܧଷ de irtibatlı bir yüzey ܯ olsun. O zaman M üzerinde ଵܰ ve ଶܰ gibi 

sadece iki birim diferensiyellenebilir normal vektör alanı vardır. Öyle ki, 

ଶܰ(ܲ) = − ଵܰ(ܲ), ∀ܲ ∈  ܯ

dir. Bu durumda ܧଷ deki her bir ܯ yüzeyi üzerinde tam iki yönlendirme vardır. Bir yüzey 

üzerinde bir yönlendirme seçilmiş ise bu yüzeye yönlendirilmiş yüzey denir [5]. 

Tanım 2.1.30. ܯ, ଷܴܫ  uzayında bir yüzey ve ߙ: ܫ → ܯ  düzenli (regüler) bir eğri 

olsun. Her ݐ ∈  yüzeyinin bir eğrilik vektörü ise ܯ noktasında (ݐ)ߙ ,hız vektörü (ݐ)ᇱߙ için ܫ

 .yüzeyi içinde bir eğrilik çizgisi (asli çizgi) veya baş eğri denir [19] ܯ ,eğrisine ߙ
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3. BÖLÜM 

3.1. Bir Yüzey Üzerinde Yatan Bir Eğrinin Darboux Çatısı 

3-boyutlu Öklid uzayı E3 de yönlendirilmiş bir yüzey S olsun ve yay uzunluğu s 

olmak üzere tamamen S de yatan bir (ݏ)ݔ  eğrisini göz önüne alalım. Ayrıca (ݏ)ݔ eğrisi bir 

uzay eğrisi olduğundan, eğrinin her bir noktasında sırasıyla T birim teğet vektör, N asli 

normal vektör, B binormal vektör olmak üzere bir Frenet çatısı {T, N, B} vardır. ߢ	ve τ 

sırasıyla (ݏ)ݔ eğrisinin eğriliği ve torsiyonu ve (′) ifadesi s ye göre türev olmak üzere (ݏ)ݔ 

eğrisinin Frenet denklemleri: 

T′ = κN 

N′ = −κT+τB 

B′ = −τN 

ile verilir [14]. (ݏ)ݔ eğrisi S yüzeyinde yattığı için (ݏ)ݔ nin {T, g, n} ile gösterilen ve 

Darboux çatısı diye adlandırılan başka bir çatısı vardır. Bu çatıda T eğrinin birim teğet 

vektörü, n eğri boyunca S yüzeyinin birim normali ve g ise g = n×T ile verilen birim 

vektördür. T birim teğeti, Frenet çatısının ve Darboux çatısının her ikisinde de ortak 

olduğu için N, B, g ve n vektörleri aynı düzlemde yatar. Bu çatılar arasındaki ilişki 

aşağıdaki gibi verilebilir. 

൥
ܶ
݃
݊
൩ = ൥

1 0 0
0 cos߮ sin ߮
0 −sin ߮ cos߮

൩ ൥
ܶ
ܰ
ܤ
൩ 

Burada φ, g ile N vektörleri arasındaki açıdır.  

 Darboux çatısının türev formülü 

൦
ሬܶ⃗
݃̇⃗
ሬ݊⃗ ̇

̇

൪ = ቎
0 ݇௚ ݇௡
−݇௚ 0 ߬௚
−݇௡ −߬௚ 0

቏ ቎
ሬܶ⃗
݃⃗
ሬ݊⃗
቏                                         (3.1.1) 

dir. Burada ݇௚ , ݇௡  ve τ௚  sırasıyla geodezik eğrilik, normal eğrilik ve geodezik torsiyon 

diye adlandırılır. Yukarıda ve bundan sonra, bir eğrinin yay uzunluğu parametresine göre 

türevini belirtmek için “nokta” kullanacağız. 
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Geodezik eğrilik, normal eğrilik, geodezik torsiyon ve κ, τ arasındaki ilişki aşağıdaki 

gibidir. 

݇௚ = ߢ cos߮ , ݇௡ = ߢ sin ߮ , ߬௚ = 	߬ +
݀߮
ݏ݀ 		. 

Ayrıca (ݏ)ݔ  eğrisinin geodezik eğriliği ݇௚	 ve geodezik torsiyonu ߬௚  aşağıdaki gibi 

hesaplanabilir. 

݇௚ =<
ݔ݀
ݏ݀ ,

݀ଶݔ
ଶݏ݀ × ݊ >, ߬௚ =<

ݔ݀
ݏ݀ , ݊ ×

݀݊
ݏ݀ >		. 

 Yüzeylerin diferensiyel geometrisinde, bir S yüzeyinde yatan bir (ݏ)ݔ eğrisi için 

aşağıdakiler iyi bilinir.  

i. (ݏ)ݔ	bir geodezik eğridir ⟺ ݇௚ = 0 

ii. (ݏ)ݔ	bir asimptotik çizgidir ⟺ ݇௡ = 0 

iii. (ݏ)ݔ	bir asli çizgidir ⟺ ߬௚ = 0 [14]. 

Yüzey üzerindeki her nokta boyunca her bir doğrultudan bir geodezik geçer. Geodezik bir 

başlangıç noktası ve bu noktadaki teğet ile tek olarak belirtilir. Bir yüzey üzerindeki bütün 

doğrular geodeziklerdir. Bütün eğrisel geodezikler boyunca eğrilerin asli normali yüzey 

normali ile çakışır. Asimptotik çizgiler boyunca oskülatör düzlemler ve teğet düzlemler 

çakışır. Geodezikler boyunca bu düzlemler diktirler. Açılabilir olmayan yüzeyin bir 

noktasından reel ya da imajiner olan iki asimptotik çizgi geçer. 

  

(3.1.2) 

(3.1.3) 
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3.2. 3-Boyutlu Öklid Uzayında Mannheim Partner D-Eğrileri 

Bu bölümde, Darboux çatısı dikkate alınarak, Mannheim partner D-eğrilerinin 

tanımı ve bunlarla ilgili karakterizasyonlar verilecektir. 

Tanım 3.2.1 3- boyutlu Öklid uzayında yönlendirilmiş iki yüzey S ve S1 olsun, ve sırasıyla 

tamamen S ve S1 üzerinde yatan ve yay uzunluğu parametresi ile verilen eğriler de (ݏ)ݔ ve 

 eğrilerinin Darboux çatıları sırasıyla {T, g, n} ve {T1, g1, ݊ଵ} (ଵݏ)ଵݔ	ve	(ݏ)ݔ	.olsun (ଵݏ)ଵݔ

ile gösterilsin. Eğer ݔ  ve ݔଵ  eğrileri arasında uygun bir bağıntı varsa, yani eğrilerin eş 

noktalarında, x in g Darboux çatı elemanı		ݔଵ in		݊ଵ Darboux çatı elemanı ile çakışıyorsa, 

yani g ve ݊ଵvektörleri bir doğru üzerinde yatıyorsa, ݔ eğrisine Mannheim D-eğrisi ve ݔଵ 

eğrisine de ݔ eğrisinin bir Mannheim partner D-eğrisidir denir. Bu durumda {	ݔ ,ݔଵ} çiftine 

bir Mannheim D-çifti denir. Eğer, sırasıyla, yönlendirilmiş S ve S1 yüzeyleri üzerinde yatan 

böyle eğriler varsa, {S, S1} yüzey çiftine Mannheim yüzey çifti denir. 

 

Şekil 1: Mannheim partner D-eğrileri 

Teorem 3.2.1 S yönlendirilmiş bir yüzey ve (ݏ)ݔ, s yay uzunluğu parametresi ile verilen 

E3 de tamamen S yüzeyinde yatan bir Mannheim D-eğrisi olsun. Eğer S1 başka bir 

yönlendirilmiş yüzey ve ݔଵ(ݏଵ) ଵݏ ,  yay uzunluğu parametresiyle verilen tamamen S1 

yüzeyinde yatan bir eğri ise, ݔଵ(ݏଵ)	eğrisinin		(ݏ)ݔ eğrisinin Mannheim partner D-eğrisi 

olması için gerek ve yeter şart aşağıdaki eşitliğin sıfırdan farklı herhangi bir λ sabiti için 

geçerli olmasıdır. 
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௚భ̇߬ߣ− = ൭
൫1 − ௡భ൯݇ߣ

ଶ
+ ଶ߬௚భߣ

ଶ

൫1 − ௡భ൯݇ߣ
൱ቆ

௡భ݇ߣ − 1
cosߠ ݇௡ − ݇௚భቇ +

ଶ߬௚భ݇̇௡భߣ
1 − ௡భ݇ߣ

		. 

Burada θ, ݔ  ve ݔଵ  eğrilerinin karşılıklı noktalardaki T ve T1 teğet vektörleri arasındaki 

açıdır.  

İspat. Kabul edelim ki S yönlendirilmiş bir yüzey ve (ݏ)ݔ tamamen S de yatan Mannheim 

D-eğrisi olsun. (ݏ)ݔ	 ve (ଵݏ)ଵݔ	  eğrilerinin Darboux çatıları sırasıyla {ܶ, ݃, ݊}  ve 

{ ଵܶ, ݃ଵ, ݊ଵ}		 ile ifade edilsin. O halde tanımdan λ( ଵݏ ) diferensiyellenebilir 

fonksiyonu için  

(ଵݏ)ݔ = (ଵݏ)ଵݔ +  (ଵݏ)ଵ݊(ଵݏ)ߣ

olduğunu kabul edebiliriz. Şimdi bu denklemin ݏଵ parametresine göre türevi alınırsa ve 

(3.1.1) Darboux formülünü uygulayarak 

ݔ݀
ݏ݀

ݏ݀
ଵݏ݀

=
ଵݔ݀
ଵݏ݀

+ (ଵݏ)ଵ݊(ଵݏ)ߣ̇ +  (ଵݏ)ଵ̇݊(ଵݏ)ߣ

ܶ
ݏ݀
ଵݏ݀

= ଵܶ + ଵ݊ߣ̇ + ൫−݇௡భߣ ଵܶ − ߬௚భ݃ଵ൯ 

ܶ
ݏ݀
ଵݏ݀

= ൫1 − ௡భ൯݇ߣ ଵܶ − ௚భ݃ଵ߬ߣ +  ଵ݊ߣ̇

elde edilir.	݊ଵ	doğrultusu ile g doğrultusu çakıştığından, 

(ଵݏ)ߣ̇ = 0 

elde edilir. Bu λ nın sıfırdan farklı bir sabit olduğu anlamındadır ve (3.2.2) denklemi 

ܶ
ݏ݀
ଵݏ݀

= ଵܶ + ଵ̇݊ߣ = ଵܶ + ൫−݇௡భߣ ଵܶ − ߬௚భ݃ଵ൯ 

ܶ
ݏ݀
ଵݏ݀

= ൫1 − ௡భ൯݇ߣ ଵܶ −  ௚భ݃ଵ߬ߣ

olur. Öte yandan ݔ  ve ݔଵ  eğrilerinin karşılıklı noktalarındaki T ve T1 teğet vektörleri 

arasındaki açı θ olmak üzere  

ܶ	 = ߠݏ݋ܿ	 ଵܶ +  ଵ݃ߠ݊݅ݏ

(3.2.1) 

(3.2.2) 

(3.2.3) 

(3.2.4) 
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dir. Bu ifadenin ݏଵ parametresine göre diferensiyeli alınırsa, 

݀ܶ
ݏ݀

ݏ݀
ଵݏ݀

= ൫݇௚భ݃ଵ + ݇௡భ݊ଵ൯ cosߠ + −)ߠ̇ sin (ߠ ଵܶ + ൫−݇௚భ ଵܶ + ߬௚భ݊ଵ൯ sin ߠ + ߠ̇ cosߠ ݃ଵ 

ݏ݀
ଵݏ݀

൫݇௚݃ + ݇௡݊൯ = ൫−̇ߠ − ݇௚భ൯ sin ߠ ଵܶ + ൫̇ߠ + ݇௚భ൯ cosߠ ݃ଵ 

+(݇௡భ cos ߠ + ߬௚భ sin  ଵ݊(ߠ

eşitliği elde edilir. 

݊ = sin ߠ ଵܶ − cosߠ ݃ଵ 

eşitliğinin son ifadede yerine yazılmasıyla  

൫݇௚݃ + ݇௡ sin ߠ ଵܶ − ݇௡ cos ߠ ݃ଵ൯
ݏ݀
ଵݏ݀

= ൫−̇ߠ − ݇௚భ൯ sin ߠ ଵܶ + ൫̇ߠ + ݇௚భ൯ cos ߠ ݃ଵ + (݇௡భ cosߠ

+ ߬௚భ sin  ଵ݊(ߠ

denklemi elde edilir. ݔ ve ݔଵ eğrileri Mannheim partner D-eğrileri oldukları için ݊ଵ in yönü 

ile g çakışık olduğundan her iki tarafta ଵܶ	in katsayıları birbirine eşittir. Dolayısıyla  

ߠ̇− − ݇௚భ − ݇௡
ݏ݀
ଵݏ݀

= 0 

bulunur. Böylece  

ߠ̇ = − ൬݇௡
ݏ݀
ଵݏ݀

+ ݇௚భ൰ 

eşitliği elde edilir. (3.2.3), (3.2.4) ve ଵܶ in ݃ଵ e ortogonal olduğu gerçeğinden  

ݏ݀
ଵݏ݀

=
1 − ௡భ݇ߣ
cosߠ = −

௚భ߬ߣ
sin  ߠ

elde edilir. (3.2.9) denklemi, 

tan ߠ = −
௚భ߬ߣ

1 − ௡భ݇ߣ
 

eşitliğini verir ve bu eşitliklerden kolayca		– λ߬௚భ = 1)	ߠ݊ܽݐ −  .௡భ) denklemi bulunabilir݇ߣ

Bu denklemin ݏଵ	parametresine göre türevi alınırsa 

௚భ̇߬ߣ− = ൭1 +
ଶ߬௚భߣ

ଶ

൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଶ൱ ൫1ߠ̇ − ௡భ൯݇ߣ − ቆ

௚భ߬ߣ−
1 − ௡భ݇ߣ

ቇ  ௡భ̇݇ߣ

elde edilir ve (3.2.8) denklemi göz önüne alınırsa 

(3.2.5) 

(3.2.6) 

(3.2.7) 

(3.2.8) 

(3.2.9) 

(3.2.10) 
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௚భ̇߬ߣ− = ൭
൫1 − ௡భ൯݇ߣ

ଶ
+ ଶ߬௚భߣ

ଶ

൫1 − ௡భ൯݇ߣ
൱ቆ

௡భ݇ߣ − 1
cosߠ ݇௡ − ݇௚భቇ +

ଶ߬௚భ݇̇௡భߣ
1 − ௡భ݇ߣ

 

denklemi elde edilir. 

Tersine, kabul edelim ki (3.2.11) eşitliği sıfırdan farklı bir λ sabiti için geçerli olsun. O 

halde (3.2.9) eşitliği  (3.2.11) de yerine yazılırsa  

−݇௡ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

= ௚భ൫1̇߬ߣ − ௡భ൯݇ߣ − ଶ߬௚భ݇̇௡భߣ + ቀ൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଶ
+ ଶ߬௚భߣ

ଶ ቁ݇௚భ
 

elde edilir. λ sıfırdan farklı bir sabit sayı olmak üzere 

(ଵݏ)ݔ = (ଵݏ)ଵݔ +  (ଵݏ)ଵ݊ߣ

eğrisini tanımlayalım. ݔ in bir Mannheim D-eğrisi olduğunu ve ݔଵ eğrisinin de ݔ eğrisinin 

Mannheim partner D-eğrisi olduğunu gösterelim. (3.2.13) denkleminin ݏଵ	e göre iki kez 

türevi alınırsa, 

ܶ
ݏ݀
ଵݏ݀

= ଵܶ + ଵ̇݊ߣ = ଵܶ + ௡భ݇−)ߣ ଵܶ − ߬௚భ݃ଵ) 

ܶ
ݏ݀
ଵݏ݀

= ൫1 − ௡భ൯݇ߣ ଵܶ −  ௚భ݃ଵ߬ߣ

ve 

ܶ
݀ଶݏ
ଵଶݏ݀

+ ൫݇௚݃ + ݇௡݊൯ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଶ

= ൫−̇݇ߣ௡భ + ௚భ݇௚భ൯߬ߣ ଵܶ

+ ቀ൫1 − ௡భ൯݇௚భ݇ߣ − ௚భቁ̇߬ߣ ݃ଵ ቀ൫1 − ௡భ൯݇௡భ݇ߣ − ௚భ߬ߣ
ଶ ቁ ݊ଵ 

denklemi elde edilir. (3.2.14) ve (3.2.15) denklemleri vektörel çarpılırsa  

ൣ݇௚(ܶ × ݃) − ݇௡(ܶ × ݊)൧ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

= ൫1 − ௡భ൯ൣ൫1݇ߣ − ௚భ߬ߣ−௡భ൯݇௡భ݇ߣ
ଶ ൧( ଵܶ × ݊ଵ)

− ௡భ̇݇ߣ−௚భ൫߬ߣ + ௚భ݇௚భ൯(݃ଵ߬ߣ × ଵܶ)

+ ൬൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଶ
݇௚భ − ௚భ൫1̇߬ߣ − ௡భ൯൰݇ߣ ( ଵܶ × ݃ଵ)

+ ൫−߬ߣ௚భ݇௡భ൫1 − ௡భ൯݇ߣ + ଶ߬௚భߣ
ଷ ൯(݃ଵ × ݊ଵ) 

bulunur. Buradan 

(3.2.11) 

(3.2.12) 

(3.2.13) 

(3.2.14) 

(3.2.15) 
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ൣ݇௚݊ − ݇௡݃൧൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

= ൫−߬ߣ௚భ݇௡భ൫1 − ௡భ൯݇ߣ + ଶ߬௚భߣ
ଷ ൯ ଵܶ

− ൬൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଶ
݇௡భ − ௚భ߬ߣ

ଶ ൫1 − ௡భ൯൰݇ߣ ݃ଵ

+ ቂ݇௚భ൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଶ
− ௚భ൫1̇߬ߣ − ௡భ൯݇ߣ − ଶ߬௚భ݇̇௡భߣ

+ ଶ߬௚భߣ
ଶ ݇௚భቃ ݊ଵ 

 

eşitliği elde edilir. (3.2.12) eşitliği (3.2.16) da yerine yazılırsa  

ൣ݇௚݊ − ݇௡݃൧൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

= ൫−߬ߣ௚భ݇௡భ൫1 − ߣ+௡భ൯݇ߣ
ଶ߬௚భ

ଷ ൯ ଵܶ

− ൬݇௡భ൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଶ
− ௚భ߬ߣ

ଶ ൫1 − ௡భ൯൰݇ߣ ݃ଵ − ݇௡ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

݊ଵ 

denklemi bulunur. (3.2.17) denklemi (3.2.14) denklemi ile vektörel çarpılırsa  

 

ൣ݇௚(ܶ × ݊) − ݇௡(ܶ × ݃)൧ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ସ

= ൫−ߣଶ߬௚భ݇௡భ൫1 − ߣ௡భ൯݇ߣ
ଷ߬௚భ

ସ ൯݊ଵ

− ቀ݇௡భ൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଷ
− ௚భ߬ߣ

ଶ ൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଶ
ቁ ݊ଵ + ݇௡ ൬

ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

൫1 − ௡భ൯݃ଵ݇ߣ

+ ݇௡ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

௚భ߬ߣ ଵܶ 

ൣ݇௚(ܶ × ݊) − ݇௡(ܶ × ݃)൧ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ସ

= ቀ−ߣଶ߬௚భ
ଶ ݇௡భ൫1 − ௡భ൯݇ߣ + ଷ߬௚భߣ

ସ − ݇௡భ൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଷ

+ ௚భ߬ߣ
ଶ ൫1 − ௡భ൯݇ߣ

ଶ
ቁ݊ଵ + ݇௡ ൬

ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

൫1 − ௡భ൯݃ଵ݇ߣ

+ ݇௡ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

௚భ߬ߣ ଵܶ 

bulunur. Buradan da  

(3.2.16) 

(3.2.17) 

(3.2.18) 
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ൣ−݇௚݃ − ݇௡݊൧ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ସ

= ݇௡ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

௚భ߬ߣ ଵܶ + ݇௡ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

൫1 − ௡భ൯݃ଵ݇ߣ

+ ቀ൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଶ
+ ଶ߬௚భߣ

ଶ ቁ ቀ߬ߣ௚భ
ଶ − ݇௡భ൫1 − ௡భ൯ቁ݇ߣ ݊ଵ 

elde edilir. (3.2.17) ve (3.2.18) denklemlerinden, 

−݇௡݇௚ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ସ

݃ − ݇௚ଶ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ସ

݊

= ൫−߬ߣ௚భ݇௡భ൫1 − ௡భ൯݇ߣ + ଶ߬௚భߣ
ଷ ൯݇௚ ൬

ݏ݀
ଵݏ݀

൰ ଵܶ

− ൬݇௡భ൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଶ
− ௚భ߬ߣ

ଶ ൫1 − ௡భ൯൰݇ߣ ݇௚ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰ ݃ଵ − ݇௡݇௚ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ସ

݊ଵ 

ve 

−݇௡݇௚ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ସ

݃ − ݇௡ଶ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ସ

݊

= ௚భ݇௡߬ߣ
ଶ ൬

ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

ଵܶ + ݇௡ଶ൫1 − ௡భ൯݇ߣ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

݃ଵ

+ ݇௡ ቀ൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଶ
+ ଶ߬௚భߣ

ଶ ቁ ቀ߬ߣ௚భ
ଶ − ݇௡భ൫1 − ௡భ൯ቁ݇ߣ ݊ଵ 

denklemleri elde edilir. Buradan da gerekli işlemler yapılırsa,  

൫݇௚ଶ + ݇௡ଶ൯ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ସ

݊

= ൤݇௚
ݏ݀
ଵݏ݀

ߣ−) ߬௚భ݇௡భ൫1 − ௡భ൯݇ߣ + ଶ߬௚భߣ
ଷ ) − ௚భ݇௡߬ߣ

ଶ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

቉ ଵܶ

− ቈ݇௚
ݏ݀
ଵݏ݀

൬݇௡భ൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଶ
− ௚భ߬ߣ

ଶ ൫1 − ௡భ൯൰݇ߣ

+ ൫1 − ௡భ൯݇௡݇ߣ
ଶ ൬

ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

቉ ݃ଵ

− ቈ݇௡݇௚ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ସ

+ ݇௡ ቀ൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଶ
+ ଶ߬௚భߣ

ଶ ቁ ቀ߬ߣ௚భ
ଶ − ݇௡భ൫1 − ௡భ൯ቁ቉݇ߣ ݊ଵ 

 

 

denklemi bulunur. Bununla birlikte, (3.2.14) ve (3.2.17) denklemlerinden, 

 

(3.2.19) 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ൬

ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଶ

= ൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଶ
+ ଶ߬௚భߣ

ଶ

݇௚ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଶ

= ݇௡భ൫1 − ௡భ൯݇ߣ − ௚భ߬ߣ
ଶ

 

elde edilir. (3.2.20), (3.2.19) da yerine yazılırsa, 

denklemi elde edilir. (3.2.14) ve (3.2.21) eşitlikleri T ve n vektörlerinin 	݌ݏ{ ଵܶ, ݃ଵ}	 

düzleminde yattığını gösterir yani eğrilerin karşılıklı noktalarında ݔ eğrisinin Darboux çatı 

elemanı g ile ݔଵ  eğrisinin Darboux çatı elemanı ݊ଵ  çakışırlar, yani ݔ  ve ݔଵ  eğrileri 

Mannheim partner D-eğrileridir. 

 Şimdi bazı özel durumlar için Mannheim partner D-eğrilerin karakterizasyonlarını 

verelim. Kabul edelim ki (ݏ)ݔ bir asimptotik çizgi olsun. (3.2.11) denkleminden aşağıdaki 

özel durumlar elde edilir. 

(i). ݔଵ(ݏଵ)  eğrisinin bir geodezik eğri olduğunu kabul edelim. Bu takdirde ݔଵ(ݏଵ) 

eğrisinin (ݏ)ݔ eğrisinin bir Mannheim partner D-eğrisi olması için gerek ve yeter 

şart 

߬̇௚భ =
௚భ݇௡భ߬ߣ−
1 − ௡భ݇ߣ

 

denkleminin sağlanmasıdır. 

(ii). Kabul edelim ki ݔଵ(ݏଵ)  eğrisi bir asimptotik eğri olsun. Bu takdirde ݔଵ(ݏଵ) 

eğrisinin (ݏ)ݔ eğrisinin Mannheim partner D-eğrisi olması için gerek ve yeter şart 

eğrisinin ݇௚భ geodezik eğriliği ve ߬௚భ (ଵݏ)ଵݔ  geodezik burulması arasında  

௚భ̇߬ߣ = ൫1 + ଶ߬௚భߣ
ଶ ൯݇௚భ 

bağıntısının var olmasıdır. Bu durumda ݔଵ(ݏଵ) eğrisinin Frenet çatısı onun Darboux 

çatısıyla çakışır. (3.1.2) den ݇௚భ = ଵߢ  ve τg1 = ߬1  elde edilir. Yani Mannheim 

partner D-eğrileri Mannheim partner eğrileri olur. Yani eğer (ݏ)ݔ  ve 	ݔଵ(ݏଵ) 

(3.2.20) 

൫݇௚ଶ + ݇௡ଶ൯ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ସ

݊

= ൤݇௚
ݏ݀
ଵݏ݀

ߣ−) ߬௚భ݇௡భ൫1 − ௡భ൯݇ߣ + ଶ߬௚భߣ
ଷ ) − ௚భ݇௡߬ߣ

ଶ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

቉ ଵܶ

− ቈ݇௚
ݏ݀
ଵݏ݀

൬݇௡భ൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଶ
− ௚భ߬ߣ

ଶ ൫1 − ௡భ൯൰݇ߣ

+ ൫1 − ௡భ൯݇௡݇ߣ
ଶ ൬

ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

቉ ݃ଵ 

 

 

 

 

 

 

(3.2.21) 
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eğrilerinin her ikisi de asimptotik eğri ise Mannheim partner D-eğrilerinin tanım ve 

karakterizasyonu, 3-boyutlu Öklid uzayındaki Mannheim partner eğrilerinin tanım 

ve karakterizasyonunu kapsar. 

(iii). Eğer ݔଵ(ݏଵ) bir asli çizgi ise bu takdirde ݔଵ(ݏଵ) eğrisinin (ݏ)ݔ eğrisinin Mannheim 

partner D-eğrisi olması için gerek ve yeter şart ya geodezik eğriliği ݇௚భ=0 yani 

eğrisi aynı zamanda bir geodezik eğridir ya da ݇௡భ (ଵݏ)ଵݔ =
ଵ
ఒ
= sabittir. 

 

Önerme 3.2.1. { ݔ	 ଵݔ , } çifti bir Mannheim D-çifti olsun. (ݏ)ݔ  eğrisinin ݇௚  geodezik 

eğriliği, τ௚	  geodezik torsiyonu ve ݔଵ(ݏଵ)  eğrisinin ݇௡భ  normal eğriliği, ߬௚భ  geodezik 

torsiyonu aralarındaki ilişki aşağıdaki gibi verilir. 

݇௚ − ݇௡భ 	= ௚݇௡భ݇)	ߣ − ߬௚߬௚భ) 

İspat. (ݏ)ݔ  eğrisi bir Mannheim D-eğrisi ve ݔଵ(ݏଵ)  eğrisi (ݏ)ݔ  eğrisinin Mannheim 

Partner D-eğrisi olsun. Öyleyse (3.2.13) den sabit bir λ için  

(ଵݏ)ଵݔ = (ଵݏ)ݔ −  (ଵݏ)ଵ݊ߣ

yazabiliriz. (3.2.22) nin ݏଵ e göre diferensiyeli alınırsa, 

ଵܶ = ܶ
ݏ݀
ଵݏ݀

− λ൫−k௡భTଵ − τ௚g൯ − λ̇݊ଵ 

ଵܶ = ൫1 + ௚൯݇ߣ
ݏ݀
ଵݏ݀

ܶ − ௚߬ߣ	
ݏ݀
ଵݏ݀

݊ 

elde edilir. 

ଵܶ = ܶߠݏ݋ܿ +  ݊ߠ݊݅ݏ

olduğu için (3.2.23) ve (3.2.24) denklemlerinden 

cos ߠ = (1 (௚݇ߣ+
ݏ݀
ଵݏ݀

	,									sin ߠ = − ௚߬ߣ
ݏ݀
ଵݏ݀

 

yazılabilir. (3.2.9) ve (3.2.25) denklemleri kullanılırsa,  

cosଶ ߠ = (1 + (௚݇ߣ
ݏ݀
ଵݏ݀

൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଵݏ݀
ݏ݀ = 1 + ൫݇௚ߣ − ݇௡భ൯ −  ,ଶ݇௚݇௡భߣ

sinଶ ߠ = ௚߬ߣ
ݏ݀
ଵݏ݀

௚భ߬ߣ
ଵݏ݀
ݏ݀ =  ଶ߬௚߬௚భߣ

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitlikler taraf tarafa toplanırsa, 

݇௚ − ݇௡భ = ௚݇௡భ݇)ߣ − ߬௚߬௚భ) 

bulunur. 

Önerme 3.2.1. den aşağıdaki özel durumlar elde edilir. 

(3.2.22) 

(3.2.23) 

(3.2.24) 

(3.2.25) 



19 
 

  bir Mannheim D-çifti olsun. Bu takdirde {ଵݔ ,ݔ	} 

i. Eğer ݔଵ bir asimptotik eğri ise, bu takdirde 

݇௚ =  ௚߬௚భ߬ߣ−

ii. Eğer ݔଵ bir asli çizgi ise, bu takdirde 

݇௚ − ݇௡భ =  ௚݇௡భ݇ߣ

iii. Eğer ݔ bir geodezik eğri ise, bu takdirde 

݇௡భ = ௚߬௚భ߬ߣ  

iv. Eğer ݔ bir asli çizgi ise, bu takdirde 

݇௚ − ݇௡భ =  ௚݇௡భ݇ߣ

dir. 

Teorem 3.2.2. {	ݔ ,ݔଵ} çifti Mannheim D-çifti olsun. Bu durumda aşağıdaki denklemler 

sağlanır. 

(i). ݇௚భ = −ቀ݇௡
ௗ௦
ௗ௦భ

+ ௗఏ
ௗ௦భ
ቁ 

(ii). ߬௚
ௗ௦
ௗ௦భ

= −݇௡భ sin ߠ + ߬௚భ cos  ߠ

(iii). ݇௚
ௗ௦
ௗ௦భ

=	݇௡భ cos ߠ + ߬௚భ sin  ߠ

(iv). ߬௚భ = ൫݇௚ sin ߠ + ߬௚ cosߠ൯
ௗ௦
ௗ௦భ
	. 

İspat. (i) < ܶ, ଵܶ >=   ,e göre diferensiyeli alınırsa	ଵݏ denkleminin ߠݏ݋ܿ

ർ(݇௚݃ + ݇௡݊)	
ݏ݀
ଵݏ݀

, 	 ଵܶ඀ + ൻܶ, ݇௚భ݃ଵ + ݇௡భ݊ଵൿ = − sin ߠ
ߠ݀
ଵݏ݀

 

elde edilir. ݊ଵ in yönü ile ݃ nin yönünün çakıştığı gerçeğini kullanarak, 

൜	 ଵܶ = cos ߠ ܶ + sin ߠ ݊
	݃ଵ = sin ߠ ܶ − cosߠ ݊ 

eşitlikleri elde edilir. Kolayca  

ർ(݇௚݃ + ݇௡݊)	
ݏ݀
ଵݏ݀

, 	 ଵܶ඀ + ൻܶ, ݇௚భ݃ଵ + ݇௡భ݊ଵൿ = − sin ߠ
ߠ݀
ଵݏ݀

 

ർ(݇௚݃ + ݇௡݊)	
ݏ݀
ଵݏ݀

, cos ߠ ܶ + sin ߠ ݊඀ + ൻܶ, ݇௚భ(sin ߠ ܶ − cosߠ ݊) + ݇௡భ݊ଵൿ

= − sin ߠ
ߠ݀
ଵݏ݀

 

(3.2.26) 
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ർ݇௚
ݏ݀
ଵݏ݀

݃ + ݇௡
ݏ݀
ଵݏ݀

݊	, cosߠ ܶ + sin ߠ ݊඀ + ൻܶ, ݇௚భ(sin ߠ ܶ − cos ߠ ݊) + ݇௡భ݊ଵൿ

= − sin ߠ
ߠ݀
ଵݏ݀

 

݇௡ sin ߠ
ݏ݀
ଵݏ݀

⟨݊, ݊⟩ + ݇௚భ sin ߠ ⟨ܶ, ܶ⟩ = −sin ߠ
ߠ݀
ଵݏ݀

 

݇௚భ = −݇௡
ݏ݀
ଵݏ݀

−
ߠ݀
ଵݏ݀

 

elde edilir. 

(ii) < ݊, ݊ଵ >= 0 denkleminin ݏଵ	e göre diferensiyeli alınırsa, 

ർ(−݇௡ܶ − ߬௚݃)	
ݏ݀
ଵݏ݀

, 	݊ଵ඀ + ൻ݊, −݇௡భ ଵܶ + ߬௚భ݃ଵൿ = 0 

elde edilir. (3.2.26) ve ݊ଵ ile ݃ nin yönlerinin çakışık olduğu dikkate alınırsa, 

ർ(−݇௡ܶ − ߬௚݃)	
ݏ݀
ଵݏ݀

, 	݊ଵ඀ + ൻ݊,−݇௡భ(ܿߠݏ݋	ܶ + sin ߠ ݊) − 	߬௚భ(sin ߠ ܶ − cos ߠ ݊)ൿ = 0 

ർ−݇௡
ݏ݀
ଵݏ݀

ܶ − ߬௚
ݏ݀
ଵݏ݀

݃, ݃඀ + ൻ݊, ൫− cos ߠ ݇௡భ − ߬௚భ sin ൯ܶߠ + ൫−݇௡భ sin ߠ + ߬௚భ cos ൯݊ൿߠ

= 0 

−߬௚
ݏ݀
ଵݏ݀

⟨݃, ݃⟩ + ൫−݇௡భ sin ߠ + ߬௚భ cos ,݊⟩൯ߠ ݊⟩ = 0 

߬௚
ݏ݀
ଵݏ݀

= −݇௡భ sin ߠ + ߬௚భ cos  ߠ

elde edilir. 

(iii) < ܶ, ݊ଵ >= 0 denkleminin ݏଵ	e göre diferensiyeli alınırsa, 

ർ(݇௚݃ + ݇௡݊)
ݏ݀
ଵݏ݀

, ݊ଵ඀ + ⟨ܶ,−݇௡భ ଵܶ − ߬௚భ݃ଵ⟩ = 0 

olur. (3.2.26) denklemi kullanılırsa  

ർ(݇௚݃ + ݇௡݊)
ݏ݀
ଵݏ݀

, ݊ଵ඀ + ⟨ܶ, −݇௡భ(cos ߠ ܶ + sin ߠ ݊) − ߬௚భ(sin ߠ ܶ − cos ߠ ݊)⟩ = 0 

ർ(݇௚݃ + ݇௡݊)
ݏ݀
ଵݏ݀

, ݃඀ + ⟨ܶ, −݇௡భ(cosߠ ܶ + sin ߠ ݊) − ߬௚భ(sin ߠ ܶ − cosߠ ݊)⟩ = 0 

݇௚
ݏ݀
ଵݏ݀

⟨݃,݃⟩ + (−݇௡భ cos ߠ − ߬௚భ sin ,ܶ〉(ߠ ܶ〉 = 0 

݇௚
ݏ݀
ଵݏ݀

= ݇௡భ cos ߠ + ߬௚భ sin  ߠ
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elde edilir. 

(iv)	< ݃, ݃ଵ >= 0 denkleminin ݏଵ e göre diferensiyeli alınırsa  

ർ(−݇௚ܶ + ߬௚݊)
ݏ݀
ଵݏ݀

, ݃ଵ඀ + ൻ݃,−݇௚భ ଵܶ + ߬௚భ݊ଵൿ = 0 

elde edilir. (3.2.26) dan 

ർ(−݇௚ܶ + ߬௚݊)
ݏ݀
ଵݏ݀

, sin ߠ ܶ − cosߠ ݊඀ + ൻ݃,−݇௚భ(cosߠ ܶ + sin ߠ ݊) + ߬௚భ݊ଵൿ = 0 

ർ−݇௚
ݏ݀
ଵݏ݀

ܶ + ߬௚
ݏ݀
ଵݏ݀

݊, sin ߠ ܶ − cos ߠ ݊඀ + ൻ݃, −݇௚భ cos ߠ ܶ−݇௚భ sin ߠ ݊ + ߬௚భ݃ൿ = 0 

−݇௚ sin ߠ
ݏ݀
ଵݏ݀

〈ܶ, ܶ〉 − ߬௚ cos ߠ
ݏ݀
ଵݏ݀

〈݊, ݊〉 + ߬௚భ〈݃, ݃〉 = 0 

߬௚భ = (	݇௚ sin ߠ + ߬௚ cos (ߠ
ݏ݀
ଵݏ݀

 

bulunur. 

 Şimdi ݔ  bir Mannheim D-eğrisi olsun ve ݔଵ  eğrisi ݔ  eğrisinin bir Mannheim 

partner D-eğrisi olsun. (3.1.3) ün ilk eşitliğinden  

݇௚భ = ଵሬሬሬ̇⃗ݔ〉 , ଵሬሬሬ̈⃗ݔ × ݊ଵሬሬሬሬ⃗ 〉 = ଵሬሬሬ̇⃗ݔ〉 , ଵሬሬሬ̈⃗ݔ × ݃⃗〉

= ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

ቀ−݇௡൫1 + ௚൯݇ߣ
ଶ
− ଶ߬௚ଶ݇௡ቁߣ + ൬

ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଶ

௚൫1̇߬ߣ) + ௚൯݇ߣ

−  (ଶ߬௚݇̇௚ߣ

elde edilir. ݔଵ(ݏଵ) eğrisinin geodezik eğriliği ݇௚భ ve (ݏ)ݔ  eğrisinin geodezik eğriliği ݇௚ , 

normal eğriliği ݇௡	ve geodezik torsiyonu	τ௚ arasındaki ilişki aşağıdaki gibi verilir. 

1) Eğer  ݇௚=0 ise (3.2.27) den ݔଵ(ݏଵ) eğrisinin ݇௚	geodezik eğriliği 

݇௚భ = −൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

൫1 + ଶ߬௚ଶ൯݇௡ߣ + ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଶ

 ௚̇߬ߣ

dir. 

2) Eğer  ݇௡=0 ise ݇௚, τ௚, 	݇௚భ 	arasındaki ilişki 

݇௚భ = ߣ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଶ

(߬̇௚൫1 + ௚൯݇ߣ −  (௚݇̇௚߬ߣ

dir. 

3) Eğer  τ௚=0 ise ݇௚భ geodezik eğriliği için 

݇௚భ = −൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

൫1 + ௚൯݇ߣ
ଶ
݇௡) 

(3.2.27) 

(3.2.28) 

(3.2.29) 

(3.2.30) 
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verilebilir. 

Yukarıdaki üç denklemden aşağıdaki sonucu verebiliriz. 

Sonuç 3.2.1. ݔ bir Mannheim D-eğrisi olsun ve ݔଵ eğrisi ݔ eğrisinin bir Mannheim partner 

D-eğrisi olsun. ݔଵ(ݏଵ)  eğrisinin ݇௚భ  geodezik eğriliği ve (ݏ)ݔ  eğrisinin ݇௚	 geodezik 

eğriliği, ݇௡ normal eğriliği ve τ௚ geodezik torsiyonu arasındaki ilişki aşağıdaki gibi verilir. 

i. Eğer ݔ bir geodezik eğri ise, ݔଵ(ݏଵ) eğrisinin ݇௚భ 	geodezik eğriliği 

݇௚భ = −൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

൫1 + ଶ߬௚ଶ൯݇௡ߣ + ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଶ

 ௚̇߬ߣ

dir. 

ii. Eğer ݔ bir asimptotik çizgi ise,	݇௚భeşitliği 

݇௚భ = ߣ ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଶ

(߬̇௚൫1 + ௚൯݇ߣ −  (௚݇̇௚߬ߣ

dir 

iii. Eğer ݔ bir asli çizgi ise,	ݔଵ(ݏଵ) eğrisinin ݇௚భ	geodezik eğriliği 

݇௚భ = −൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଷ

൫1 + ௚൯݇ߣ
ଶ
݇௡ 

dir. Benzer şekilde (3.1.3) ün ikinci eşitliğinden ve ݃	 nin ݊ଵ  ile çakıştığı gerçeğini 

kullanarak ݔଵ(ݏଵ) eğrisinin ߬௚భ geodezik torsiyonu ve (ݏ)ݔ eğrisinin τ௚ geodezik torsiyonu 

arasındaki ilişki  

߬௚భ = ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଶ

߬௚ 

şeklinde verilir. Ayrıca (3.2.9) u kullanarak, (3.2.31) den 

߬௚߬௚భ =	
sinଶ ߠ
ଶߣ  

elde edilir. 

(3.2.31) ve (3.2.32) den aşağıdaki sonucu verebiliriz. 

Sonuç 3.2.2.	ݔ bir Mannheim D-eğrisi olsun ve ݔଵ eğrisi ݔ eğrisinin Mannheim partner D-

eğrisi olsun. ݔଵ(ݏଵ)  eğrisinin ߬௚భ  geodezik torsiyonu ve (ݏ)ݔ  eğrisinin τ௚  geodezik 

torsiyonu arasındaki ilişki aşağıdakilerden biri ile verilir. 

߬௚భ = ൬
ݏ݀
ଵݏ݀

൰
ଶ

߬௚ 

ya da 

(3.2.31) 

(3.2.32) 
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߬௚߬௚భ =	
sinଶ ߠ
ଶߣ  

dir. Böylece ݔ Mannheim D-eğrisi bir asli çizgi iken ݔଵ Mannheim partner D-eğrisi de bir 

asli çizgidir. 

Benzer şekilde (3.2.9) ve (3.2.31) den 

߬௚
߬௚భ

=
cosଶ ߠ

൫1 − ௡భ൯݇ߣ
ଶ 

bulunur. Eğer ݔଵ(ݏଵ) bir asimptotik çizgi ise yani ݇௡భ=0 ise  

߬௚ = cosଶ ߠ ߬௚భ  

elde edilir ve bu ifadeden aşağıdaki sonucu elde ederiz. 

Sonuç 3.2.3. ݔ bir Mannheim D-eğrisi olsun ve ݔଵ,  ݔ eğrisinin Mannheim partner D-eğrisi 

olsun. Eğer ݔଵ(ݏଵ) bir asimptotik çizgi ise (ݏ)ݔ eğrisinin τ௚ geodezik torsiyonu ve ݔଵ(ݏଵ) 

eğrisinin ߬௚భ geodezik torsiyonu arasındaki ilişki aşağıdaki gibi verilir. 

߬௚ = cosଶ ߠ ߬௚భ 		. 

Burada θ ݔ ,  ile ݔଵ  eğrilerinin karşılıklı noktalarında ܶ  ve ଵܶ  teğet vektörleri arasındaki 

açıdır. 

  

(3.2.33) 
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Örnek 3.2.1. x(θ) = (cosθ , sinθ , 0) eğrisi ܵ(ߠ	, ߮) 	= 	 ,߮݊݅ݏ	ߠݏ݋ܿ) ,߮݊݅ݏ	ߠ݊݅ݏ  (߮ݏ݋ܿ

birim küresi üzerinde büyük çemberdir. λ sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere (ߠ)ݔ 

eğrisinin Mannheim partner D-eğrisi ݔଵ(ߠ) 	= ,	ߠݏ݋ܿ) ,	ߠ݊݅ݏ  ,eğrisi (ߠ)ଵݔ eğrisidir ve (	ߣ

(ߠ)ଵݔ  eğrisinin teğetlerinin oluşturduğu 

ଵܵ(ߠ	, (ݒ 	= 	 ,	ߠݏ݋ܿ) ,	ߠ݊݅ݏ (	ߣ + ,	ߠ݊݅ݏ−)ݒ (0,	ߠݏ݋ܿ  regle yüzeyi üzerinde yatar. Bu 

takdirde {	ݔ,  .ଵ} çifti Mannheim D çiftidirݔ

 

  

         

 

Şekil 2 
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Örnek 3.2.2. ܵ(ߠ	, ߮) 	= 	 ,	ߠݏ݋ܿ) ,	ߠ݊݅ݏ ߮) dik silindiri üzerinde	(ߠ)ݔ 	= 	 ,	ߠݏ݋ܿ) ,	ߠ݊݅ݏ  (ߠ

helis eğrisi verilsin. ߣ  sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere (ߠ)ݔ  eğrisinin Mannheim 

partner D-eğrisi  

(ߠ)ଵݔ = ൬cosߠ +
ߣ
√2

sin ߠ , sin ߠ −
ߣ
√2

cosߠ , ߠ +
ߣ
√2
൰ 

dir ve a sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere ݔଵ(θ ) eğrisi 

ଵܵ(ߠ, (ݒ = ൬cosߠ +
ߣ
√2

sin ߠ + ݒܽ cosߠ , sin ߠ −
ߣ
√2

cosߠ + ݒܽ sin ߠ , ߠ +
ߣ
√2
൰ 

ile verilen helikoid yüzeyi üzerinde yatar. Bu takdirde {	ݔ ,ݔଵ} çifti Mannheim D-çiftidir. 

 

 

Şekil 3  
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4. BÖLÜM 

4.1. AW(k)-Tipinden Eğriler  

 Bu bölümde AW(k)-tipinden eğri kavramı tanıtılarak bir eğrinin AW(k)-tipinden 
(k=1, 2, 3) olması için gerek ve yeter şartlar elde edilecektir. 
 
Önerme 4.1.1.	ߙ ∈  oskülatör mertebesi 3 olan bir Frenet eğrisi olsun. Bu takdirde	ଷܧ

(ݏ)ᇱߙ = ܶ 
(ݏ)ᇱᇱߙ = ݇௚݃ + ݇௡݊ 

(ݏ)ᇱᇱᇱߙ = ܶ൫−݇௚ଶ − ݇௡ଶ൯ + ݃൫݇௚ᇱ − ݇௡߬௚൯ + ݊(݇௚߬௚ + ݇௡ᇱ ) 
(ݏ)ூ௏ߙ = ܶ൫−3݇௚݇௚ᇱ − 2݇௡݇௡ᇱ + ݇௚݇௡߬௚൯

+ ݃൫−݇௚ଷ − ݇௚݇௡ଶ + ݇௚ᇱᇱ − 2݇௡ᇱ ߬௚ − ݇௡߬௚ᇱ − ݇௚߬௚ଶ൯ + ݊(−݇௡݇௚ଶ − ݇௡ଶ

+ 2߬௚݇௚ᇱ − ݇௡߬௚ଶ + ݇௚߬௚ᇱ + ݇௡ᇱᇱ) 
dir. 
 
Notasyon. 
ଵܰ(ݏ) = ୄ((ݏ)ᇱᇱߙ) = ݇௚݃ + ݇௡݊           (4.1.1) 

ଶܰ(ݏ) = ୄ((ݏ)ᇱᇱᇱߙ) = ݃൫݇௚ᇱ − ݇௡߬௚൯ + ݊(݇௚߬௚ + ݇௡ᇱ )        (4.1.2) 

ଷܰ(ݏ) = ൫ߙூ௏(ݏ)൯
ୄ
= ݃൫−݇௚ଷ − ݇௚݇௡ଶ + ݇௚ᇱᇱ − 2݇௡ᇱ ߬௚ − ݇௡߬௚ᇱ − ݇௚߬௚ଶ൯  

																																								+݊(−݇௡݇௚ଶ − ݇௡ଶ + 2߬௚݇௚ᇱ − ݇௡߬௚ଶ + ݇௚߬௚ᇱ + ݇௡ᇱᇱ)        (4.1.3) 
 
Sonuç 4.1.1. ߙᇱ(ݏ), ߙᇱᇱ(ݏ), ߙᇱᇱᇱ(ݏ), ߙூ௏(ݏ) lineer bağımlıdır ⟺ ଵܰ(ݏ), ଶܰ(ݏ), ଷܰ(ݏ) lineer 
bağımlıdır. 
 
Önerme 4.1.2. 	ߙ,   ଷ de oskülatör mertebesi 3 olan bir Frenet eğrisi olsun. Bu takdirdeܧ

{‖ ଵܰ(ݏ)‖ଶ‖ ଶܰ(ݏ)‖ଶ − 〈 ଵܰ(ݏ), ଶܰ(ݏ)〉ଶ} ଷܰ(ݏ) 
≡ {‖ ଶܰ(ݏ)‖ଶ〈 ଷܰ(ݏ), ଵܰ(ݏ)〉 − 〈 ଷܰ(ݏ), ଶܰ(ݏ)〉〈 ଵܰ(ݏ), ଶܰ(ݏ)〉} ଵܰ(ݏ) 
+{‖ ଵܰ(ݏ)‖ଶ〈 ଷܰ(ݏ), ଶܰ(ݏ)〉 − 〈 ଷܰ(ݏ), ଵܰ(ݏ)〉〈 ଵܰ(ݏ), ଶܰ(ݏ)〉} ଶܰ(ݏ) 

dir. 
 
Teorem 4.1.1. ܧ ,ߙଷ de oskülatör mertebesi 3 olan bir Frenet eğrisi olsun. Bu takdirde  

ଷܰ(ݏ) = 〈 ଷܰ(ݏ), ଵܰ
〈(ݏ)∗ ଵܰ

(ݏ)∗ + 〈 ଷܰ(ݏ), ଶܰ
〈(ݏ)∗ ଶܰ

 (ݏ)∗
dir. Burada 

ଵܰ
(ݏ)∗ = ଵܰ(ݏ)

‖ ଵܰ(ݏ)‖
 

ଶܰ
(ݏ)∗ = ଶܰ(ݏ) − 〈 ଶܰ(ݏ), ଵܰ

〈(ݏ)∗ ଵܰ
(ݏ)∗

‖ ଶܰ(ݏ) − 〈 ଶܰ(ݏ), ଵܰ
〈(ݏ)∗ ଵܰ

 ‖(ݏ)∗

dir. 
 
Sonuç 4.1.2.  ܧ ,ߙଷ de oskülatör mertebesi 3 olan bir Frenet eğrisi olsun. Bu takdirde, 
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ଵܰ
(ݏ)∗ =

௞೒ට௞೒మା௞೙మ

௞೒మା௞೙మ
݃⃗ +

௞೙ට௞೒మା௞೙మ

௞೒మା௞೙మ
ሬ݊⃗                               (4.1.4) 

ve 

ଶܰ
∗ =

൬௞೒
ᇲ ௞೙మି௞೙యఛ೒ି௞೙௞೒మఛ೒ି௞೙ᇲ ௞೙௞೒

௞೒మା௞೙మ
൰ ݃⃗ + ൬௞೒

యఛ೒ି௞೒ఛ೒௞೙మି௞೙ᇲ ௞೒మି௞೒ᇲ ௞೒௞೙
௞೒మା௞೙మ

൰ ሬ݊⃗

௞೙మఛ೒ି௞೙௞೒ᇲ ା௞೒మఛ೒ା௞೒௞೙ᇲ

ට௞೒మା௞೙మ

 

=

݇௡ඨ
ൣ௞೙൫ି௞೒ᇲ ା௞೙ఛ೒൯ା௞೒൫௞೒ఛ೒ା௞೙ᇲ ൯൧

మ

௞೒మା௞೙మ

݇௡൫݇௚ᇱ − ݇௡߬௚൯ − ݇௚൫݇௚߬௚ + ݇௡ᇱ ൯
݃⃗ +

݇௚ඨ
ൣ௞೙൫ି௞೒ᇲ ା௞೙ఛ೒൯ା௞೒൫௞೒ఛ೒ା௞೙ᇲ ൯൧

మ

௞೒మା௞೙మ

݇௡൫−݇௚ᇱ + ݇௡߬௚൯ + ݇௚൫݇௚߬௚ + ݇௡ᇱ ൯
ሬ݊⃗  

= ∓ቌ
ି௞೙ට௞೒మା௞೙మ

௞೒మା௞೙మ
ቍ ݃⃗ ∓ ቌ

௞೒ට௞೒మା௞೙మ

௞೒మା௞೙మ
ቍ ሬ݊⃗            (4.1.5) 

dir. 
 
Tanım 4.1.1. Oskülatör mertebesi 3 olan bir Frenet eğrisine, eğer 

i) Nଷ(s) = 〈Nଷ(s), Nଶ∗(s)〉 ଶܰ
 (4.1.6)           (ݏ)∗

şartını sağlıyorsa zayıf AW(2)-tipindendir, 

ii) ଷܰ(ݏ) = 〈 ଷܰ(ݏ), ଵܰ
〈(ݏ)∗ ଵܰ

 (4.1.7)           (ݏ)∗

şartını sağlıyor ise zayıf AW(3)-tipindendir denir. 

 

Önerme 4.1.3. α, 3. mertebeden bir Frenet eğrisi olsun. Eğer α, zayıf AW(2)-tipinden ise  

݇௚ସ − ݇௚ᇱᇱ݇௚ + 2݇௚ଶ݇௡ଶ + ݇௡ଷ − ݇௡ᇱᇱ݇௡ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ = 0 

dir. 

İspat. α, zayıf AW(2)-tipinden ise (4.1.6) denklemini sağlar. (4.1.6) da (4.1.3) ve (4.1.5) 

yerine yazılırsa, 

൫−݇௚ଷ − ݇௚݇௡ଶ + ݇௚" − 2݇௡ᇱ ߬௚ − ݇௡߬௚ᇱ − ݇௚߬௚ଶ൯݃⃗

+ ൫−݇௡݇௚ଶ − ݇௡ଶ + 2߬௚݇௚ᇱ − ݇௡߬௚ଶ − ݇௚߬௚ᇱ − ݇௡ᇱᇱ൯ሬ݊⃗  

=
−݇௡൫−݇௚"݇௡ − ݇௚݇௡ଶ + ݇௚݇௡ଷ + ݇௚݇௡" + 2݇௚݇௚ᇱ ߬௚ + 2݇௡݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ᇱ + ݇௡ଶ߬௚ᇱ ൯

݇௚ଶ + ݇௡ଶ
݃⃗

+
݇௚(−݇௚"݇௡ − ݇௚݇௡ଶ + ݇௚݇௡ଷ + ݇௚݇௡" + 2݇௚݇௚ᇱ ߬௚ + 2݇௡݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ᇱ + ݇௡ଶ߬௚ᇱ )

݇௚ଶ + ݇௡ଶ
ሬ݊⃗  

elde edilir. ݃⃗ ve ሬ݊⃗  lineer bağımsız olduğundan 
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݇௚(݇௚ସ − ݇௚ᇱᇱ݇௚ + 2݇௚ଶ݇௡ଶ + ݇௡ଷ − ݇௡ᇱᇱ݇௡ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ)
݇௚ଶ + ݇௡ଶ

= 0 

ve 

݇௡(݇௚ସ − ݇௚ᇱᇱ݇௚ + 2݇௚ଶ݇௡ଶ + ݇௡ଷ − ݇௡ᇱᇱ݇௡ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ)
݇௚ଶ + ݇௡ଶ

= 0 

olup ݇௚, ݇௡	 ≠ 0 için, 

݇௚ସ − ݇௚ᇱᇱ݇௚ + 2݇௚ଶ݇௡ଶ + ݇௡ଷ − ݇௡ᇱᇱ݇௡ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ = 0 

bulunur. 

 

Önerme 4.1.4. α, 3. mertebeden bir Frenet eğrisi olsun. Eğer α, zayıf AW(3)-tipinden ise 

−݇௡݇௚ᇱᇱ − ݇௚݇௡ଶ + ݇௚݇௡ଷ + ݇௚݇௡ᇱᇱ + 2݇௚݇௚ᇱ ߬௚ + 2݇௡݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ᇱ + ݇௡ଶ߬௚ᇱ = 0 

dir. 

İspat. α zayıf AW(3)-tipinden ise (4.1.7) denklemini sağlar. (4.1.7) de (4.1.3) ve (4.1.4) 

yerine konulursa, 

൫−݇௚ଷ − ݇௚݇௡ଶ + ݇௚ᇱᇱ − 2݇௡ᇱ ߬௚ − ݇௡߬௚ᇱ − ݇௚߬௚ଶ൯݃⃗

+ ൫−݇௡݇௚ଶ − ݇௡ଶ + 2߬௚݇௚ᇱ − ݇௡߬௚ଶ + ݇௚߬௚ᇱ + ݇௡ᇱᇱ൯ሬ݊⃗  

= ቌ−
݇݃(݇݃

4 − ݇݃݇݃
′′ + 2݇݃

2݇݊
2 +݇݊

3 − ݇݊݇݊
′′ − 2݇݃

′ ݇݊߬݃ + 2݇݃݇݊
′ ߬݃ + ݇݃

2߬݃2 +݇݊
2߬݃2)

݇݃
2 + ݇݊

2 ቍ ݃⃗

+ ቌ−
݇௡(݇݃

4 − ݇݃݇݃
′′ + 2݇݃

2݇݊
2 + ݇݊

3 − ݇݊݇݊
′′ − 2݇݃

′ ݇݊߬݃ + 2݇݃݇݊
′ ߬݃ + ݇݃

2߬݃2 + ݇݊
2߬݃2)

݇௚ଶ + ݇௡ଶ
ቍ ሬ݊⃗  

elde edilir. ݃⃗ ve ሬ݊⃗  lineer bağımsız olduğundan  

݇௡൫−݇௡݇௚ᇱᇱ − ݇௚݇௡ଶ + ݇௚݇௡ଷ + ݇௚݇௡ᇱᇱ + 2݇௚݇௚ᇱ ߬௚ + 2݇௡݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ᇱ + ݇௡ଶ߬௚ᇱ ൯
݇௚ଶ + ݇௡ଶ

= 0 

݇௚൫−݇௡݇௚ᇱᇱ − ݇௚݇௡ଶ + ݇௚݇௡ଷ + ݇௚݇௡ᇱᇱ + 2݇௚݇௚ᇱ ߬௚ + 2݇௡݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ᇱ + ݇௡ଶ߬௚ᇱ ൯
݇௚ଶ + ݇௡ଶ

= 0 

olup ݇௚, ݇௡ ≠ 0 için, 

−݇௡݇௚ᇱᇱ − ݇௚݇௡ଶ + ݇௚݇௡ଷ + ݇௚݇௡ᇱᇱ + 2݇௚݇௚ᇱ ߬௚ + 2݇௡݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ᇱ + ݇௡ଶ߬௚ᇱ = 0 

bulunur. 

 

Tanım 4.1.2. α, oskülatör mertebesi 3 olan bir Frenet eğrisi olsun. Eğer  

i) Nଷ(s) = 0	 ise  α, AW(1)-tipindendir, 
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ii) ‖ ଶܰ(ݏ)‖ଶ ଷܰ(ݏ) = 〈 ଷܰ(ݏ), ଶܰ(ݏ)〉 ଶܰ(ݏ)              (4.1.8) 

ise  α ya AW(2)-tipindendir, 

iii) ‖ ଶܰ(ݏ)‖ଶ ଷܰ(ݏ) = 〈 ଷܰ(ݏ), ଵܰ(ݏ)〉 ଵܰ(ݏ)              (4.1.9) 

ise α ya AW(3)-tipindendir denir. 

 

Teorem 4.1.2.  α eğrisi, 3. mertebeden bir Frenet eğrisi olsun. Bu takdirde α, AW(1)-

tipinden olması için gerek ve yeter şart 

−݇௚ଷ − ݇௚݇௡ଶ + ݇௚ᇱᇱ − 2݇௡ᇱ ߬௚ − ݇௡߬௚ᇱ − ݇௚߬௚ଶ = 0 

ve 

−݇௡݇௚ଶ − ݇௡ଶ + 2݇௚ᇱ ߬௚ − ݇௡߬௚ଶ + ݇௚߬௚ᇱ + ݇௡ᇱᇱ = 0 

olmasıdır. 

 

İspat. (⟹): α eğrisi, AW(1)-tipinden olsun. Tanım (4.1.2) (i) den dolayı ଷܰ(ݏ) = 0 dır. 

Böylece (4.1.3) eşitliğinden 

൛−݇௚ଷ − ݇௚݇௡ଶ + ݇௚ᇱᇱ − 2݇௡ᇱ ߬௚ − ݇௡߬௚ᇱ − ݇௚߬௚ଶൟ݃⃗

+ ൛−݇௡݇௚ଶ − ݇௡ଶ + 2݇௚ᇱ ߬௚ − ݇௡߬௚ଶ + ݇௚߬௚ᇱ + ݇௡ᇱᇱൟ ሬ݊⃗ = 0 

dır. Ayrıca ݃⃗ ve ሬ݊⃗  lineer bağımsız olduğundan  

−݇௚ଷ − ݇௚݇௡ଶ + ݇௚ᇱᇱ − 2݇௡ᇱ ߬௚ − ݇௡߬௚ᇱ − ݇௚߬௚ଶ = 0 

ve 

−݇௡݇௚ଶ − ݇௡ଶ + 2݇௚ᇱ ߬௚ − ݇௡߬௚ଶ + ݇௚߬௚ᇱ + ݇௡ᇱᇱ = 0 

dir. 

(⇐):	Aşikardır. 

 

Teorem 4.1.3. α eğrisi, 3. mertebeden bir Frenet eğrisi olsun. Bu takdirde α nın AW(2)-

tipinden olması için gerek ve yeter şart 

൫݇௡ᇱ + ݇௚߬௚൯൫−݇௚ᇱ ݇௚ଶ݇௡ − ݇௚ᇱ ݇௡ଶ + ݇௚ଷ݇௡ᇱ − ݇௚ᇱᇱ݇௡ᇱ + ݇௚݇௡ᇱ ݇௡ଶ + ݇௚ᇱ ݇௡ᇱᇱ + ݇௚ସ߬௚ + 2(݇௚ᇱ )ଶ߬௚

− ݇௚ᇱᇱ݇௚߬௚ + 2݇௚ଶ݇௡ଶ߬௚ + ݇௡ଷ߬௚ + 2(݇௡ᇱ )ଶ߬௚ − ݇௡ᇱᇱ݇௡߬௚ − 3݇௚ᇱ ݇௡߬௚ଶ

+ 3݇௚݇௡ᇱ ߬௚ଶ + ݇௚ଶ߬௚ଷ + ݇௡ଶ߬௚ଷ + ݇௚ᇱ ݇௚߬௚ᇱ + ݇௡ᇱ ݇௡߬௚ᇱ ൯ = 0																								(4.1.10) 

ve 
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൫݇௚ᇱ − ݇௡߬௚൯൫−݇௚ᇱ ݇௚ଶ݇௡ − ݇௚ᇱ ݇௡ଶ + ݇௚ଷ݇௡ᇱ − ݇௚ᇱᇱ݇௡ᇱ + ݇௚݇௡ᇱ ݇௡ଶ + ݇௚ᇱ ݇௡ᇱᇱ + ݇௚ସ߬௚ + 2(݇௚ᇱ )ଶ߬௚

− ݇௚ᇱᇱ݇௚߬௚ + 2݇௚ଶ݇௡ଶ߬௚ + ݇௡ଷ߬௚ + 2(݇௡ᇱ )ଶ߬௚ − ݇௡ᇱᇱ݇௡߬௚ − 3݇௚ᇱ ݇௡߬௚ଶ

+ 3݇௚݇௡ᇱ ߬௚ଶ + ݇௚ଶ߬௚ଷ + ݇௡ଶ߬௚ଷ + ݇௚ᇱ ݇௚߬௚ᇱ + ݇௡ᇱ ݇௡߬௚ᇱ ൯ = 0																								(4.1.11) 

dır.            

 

İspat. (⟹): α eğrisi AW(2)-tipinden ise (4.1.8) eşitliği α üzerinde sağlanır. (4.1.2) ve 

(4.1.3) denklemleri (4.1.8) de yerine konulursa, 

൛൫(݇௚ᇱ )ଶ + (݇௡ᇱ )ଶ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ൯൫−݇௚ଷ + ݇௚ᇱᇱ − ݇௚݇௡ଶ − 2݇௡ᇱ ߬௚

− ݇௚߬௚ଶ − ݇௡߬௚ᇱ ൯ൟ݃⃗

+ {൫(݇௚ᇱ )ଶ + (݇௡ᇱ )ଶ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ൯൫−݇௚ଶ݇௡ − ݇௡ଶ

+ ݇௡ᇱᇱ + 2݇௚ᇱ ߬௚ − ݇௡߬௚ଶ + ݇௚߬௚ᇱ ൯}ሬ݊⃗

= −{(݇௚ᇱ − ݇௡߬௚)(݇௚ଷ݇௚ᇱ − ݇௚ᇱᇱ݇௚ᇱ + ݇௚݇௚ᇱ ݇௡ଶ + ݇௚ଶ݇௡ᇱ ݇௡ + ݇௡ᇱ ݇௡ଶ − ݇௡ᇱᇱ݇௡ᇱ

+ ݇௚ᇱᇱ݇௡߬௚ + ݇௚݇௡ଶ߬௚ − ݇௚݇௡ଷ߬௚ − ݇௚݇௡ᇱᇱ߬௚ − ݇௚݇௚ᇱ ߬௚ଶ − ݇௡ᇱ ݇௡߬௚ଶ + ݇௚ᇱ ݇௡߬௚ᇱ

− ݇௚݇௡ᇱ ߬௚ᇱ − ݇௚ଶ߬௚߬௚ᇱ − ݇௡ଶ߬௚߬௚ᇱ )}݃⃗

− {൫݇௡ᇱ + ݇௚߬௚൯൫݇௚ଷ݇௚ᇱ − ݇௚ᇱᇱ݇௚ᇱ + ݇௚݇௚ᇱ ݇௡ଶ + ݇௚ଶ݇௡ᇱ ݇௡ + ݇௡ଶ݇௡ᇱ − ݇௡ᇱᇱ݇௡ᇱ

+ ݇௚ᇱᇱ݇௡߬௚ + ݇௚݇௡ଶ߬௚ − ݇௚݇௡ଷ߬௚ − ݇௚݇௡ᇱᇱ߬௚ − ݇௚݇௚ᇱ ߬௚ଶ − ݇௡ᇱ ݇௡߬௚ଶ + ݇௚ᇱ ݇௡߬௚ᇱ

− ݇௚݇௡ᇱ ߬௚ᇱ − ݇௚ଶ߬௚߬௚ᇱ − ݇௡ଶ߬௚߬௚ᇱ ൯}ሬ݊⃗  

elde edilir. Burada da gerekli sadeleştirmeler yapılarak (4.1.10) ve (4.1.11)  denklemlerine 

ulaşılır. 

(⇐): Tersi tanımdan aşikardır. 

 

Teorem 4.1.4.  α eğrisi, 3. mertebeden bir Frenet eğrisi olsun. Bu takdirde α nın AW(3)-

tipinden olması için gerek ve yeter şart 

݇௚(݇௚ସ − ݇௚ᇱᇱ݇௚ + 2݇௚ଶ݇௡ଶ + ݇௡ଷ − ݇௡ᇱᇱ݇௡ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ) + ((݇௚ᇱ )ଶ

+ (݇௡ᇱ )ଶ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ)(−݇௚ଷ + ݇௚ᇱᇱ − ݇௚݇௡ଶ

− 2݇௡ᇱ ߬௚ − ݇௚߬௚ଶ − ݇௡߬௚ᇱ ) = 0 

ve 

݇௡(݇௚ସ − ݇௚ᇱᇱ݇௚ + 2݇௚ଶ݇௡ଶ + ݇௡ଷ − ݇௡ᇱᇱ݇௡ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ) + ((݇௚ᇱ )ଶ

+ (݇௡ᇱ )ଶ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ)(−݇௚ଶ݇௡ − ݇௡ଶ + ݇௡ᇱᇱ

+ 2݇௚ᇱ ߬௚ − ݇௡߬௚ଶ + ݇௚߬௚ᇱ ) = 0 

dır. 
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İspat. (⟹): α, AW(3)-tipinden ise (4.1.9) eşitliği sağlanır. (4.1.1) ve (4.1.3) denklemleri 

(4.1.9) eşitliğinde yerine yazılırsa, 

݃⃗൛൫(݇௚ᇱ )ଶ + (݇௡ᇱ )ଶ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ൯൫−݇௚ଷ + ݇௚ᇱᇱ − ݇௚݇௡ଶ − 2݇௡ᇱ ߬௚

− ݇௚߬௚ଶ − ݇௡߬௚ᇱ ൯ൟ

+ ሬ݊⃗ ൛൫(݇௚ᇱ )ଶ + (݇௡ᇱ )ଶ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ൯൫−݇௚ଶ݇௡ − ݇௡ଶ

+ ݇௡ᇱᇱ + 2݇௚ᇱ ߬௚ − ݇௡߬௚ଶ + ݇௚߬௚ᇱ ൯ൟ

= ݃⃗൛−݇௚൫݇௚ସ − ݇௚ᇱᇱ݇௚ + 2݇௚ଶ݇௡ଶ + ݇௡ଷ − ݇௡ᇱᇱ݇௡ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚

+ ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ൯ൟ + ሬ݊⃗ {−݇௡(݇௚ସ − ݇௚ᇱᇱ݇௚ + 2݇௚ଶ݇௡ଶ + ݇௡ଷ − ݇௡ᇱᇱ݇௡ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚

+ 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ)} 

 

eşitliği elde edilir. ݃⃗	݁ݒ	 ሬ݊⃗  lineer bağımsız olduğundan 

݇௚൫݇௚ସ − ݇௚ᇱᇱ݇௚ + 2݇௚ଶ݇௡ଶ + ݇௡ଷ − ݇௡ᇱᇱ݇௡ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ൯

+ ൫(݇௚ᇱ )ଶ + (݇௡ᇱ )ଶ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ൯൫−݇௚ଷ + ݇௚ᇱᇱ

− ݇௚݇௡ଶ − 2݇௡ᇱ ߬௚ − ݇௚߬௚ଶ − ݇௡߬௚ᇱ ൯ = 0 

ve 

݇௡(݇௚ସ − ݇௚ᇱᇱ݇௚ + 2݇௚ଶ݇௡ଶ + ݇௡ଷ − ݇௡ᇱᇱ݇௡ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ) + ((݇௚ᇱ )ଶ

+ (݇௡ᇱ )ଶ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + 2݇௚݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௚ଶ߬௚ଶ + ݇௡ଶ߬௚ଶ)(−݇௚ଶ݇௡ − ݇௡ଶ + ݇௡ᇱᇱ

+ 2݇௚ᇱ ߬௚ − ݇௡߬௚ଶ + ݇௚߬௚ᇱ ) = 0 

elde edilir. 

(⇐): Tersi tanımdan aşikardır. 
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4.2. AW(k)-Tipinden Mannheim Eğrileri 

 Son olarak bu bölümde de AW(k)-tipinden eğri kavramını kullanarak bir eğrinin 

AW(k)-tipinden Mannheim eğrisi olması için gerek ve yeter şartlar elde edilecektir. 

 

Önerme 4.2.1. α eğrisi 3. mertebeden bir Frenet eğrisi ve ߙଵ eğrisi α eğrisinin Mannheim 

partner D-eğrisi olsun. Eğer α eğrisi zayıf AW(2)-tipinden ise, aşağıdaki denklem sağlanır: 

݇௡ଷ − ݇௡" ݇௡ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + ݇௡ଶ߬௚ଶ +
൫−݇௚" + 2݇௡ᇱ ߬௚൯൫−݇௡భ + ௚߬௚భ൯߬ߣ

−1 + ௡భ݇ߣ

+
൫2݇௡ଶ + ߬௚ଶ൯൫−݇௡భ + ௚߬௚భ൯߬ߣ

ଶ

൫−1 + ௡భ൯݇ߣ
ଶ +

൫−݇௡భ + ௚߬௚భ൯߬ߣ
ସ

൫−1 + ௡భ൯݇ߣ
ସ = 0	. 

İspat. α ve ߙଵ eğrileri Mannheim partner eğrileri olduğundan Önerme 3.2.1.  den  

݇௚ − ݇௡భ 	= ௚݇௡భ݇)	ߣ − ߬௚߬௚భ) 

eşitliği sağlanır. Bu ifade  

݇௚ = (
݇௡భ − λτ௚߬௚భ
1 − λk௡భ

) 

şeklinde yazılabilir. Bu ifadenin türevleri alınırsa 

݇௚ᇱ =
݇௡భ
ᇱ (1 − (ଶ߬௚߬௚భߣ + 1−)ߣ + λk௡భ)(߬௚

ᇱ ߬௚భ + ߬௚߬௚భ
ᇱ )

(−1 + λk௡భ)ଶ
 

݇௚" =
1

(−1 + λk௡భ)ଷ
(−݇௡భ

" (−1 + λk௡భ)(−1 + (ଶ߬௚߬௚భߣ − 1−)ߣ2 + λk௡భ)λk௡భ
ᇱ (߬௚ᇱ ߬௚భ + ߬௚߬௚భ

ᇱ )

+ ݇௡భ
ᇱ (2λk௡భ

ᇱ (−1 + (ଶ߬௚߬௚భߣ + ଶ(߬௚ᇱߣ ߬௚భ + ߬௚߬௚భ
ᇱ ) − ଶλk௡భ(߬௚ߣ

ᇱ ߬௚భ + ߬௚߬௚భ
ᇱ ))) 

bulunur. Kabul edelim ki α eğrisi zayıf AW(2)-tipinden olsun. Bu durumda α eğrisi 

Önerme 4.1.3. deki eşitliği sağlar. ݇௚, ݇௚ᇱ , ݇௚"  ifadeleri yerlerine yazılırsa, 

݇௡ଷ − ݇௡" ݇௡ − 2݇௚ᇱ ݇௡߬௚ + ݇௡ଶ߬௚ଶ +
൫−݇௚" + 2݇௡ᇱ ߬௚൯൫−݇௡భ + ௚߬௚భ൯߬ߣ

−1 + ௡భ݇ߣ

+
൫2݇௡ଶ + ߬௚ଶ൯൫−݇௡భ + ௚߬௚భ൯߬ߣ

ଶ

൫−1 + ௡భ൯݇ߣ
ଶ +

൫−݇௡భ + ௚߬௚భ൯߬ߣ
ସ

൫−1 + ௡భ൯݇ߣ
ସ = 0 

ifadesi elde edilir. 
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Önerme 4.2.2. α eğrisi 3. mertebeden bir Frenet eğrisi ve ߙଵ eğrisi α eğrisinin Mannheim 

partner D-eğrisi olsun. Eğer α eğrisi zayıf AW(3)-tipinden ise, aşağıdaki denklem sağlanır: 

2݇௡݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௡ଶ߬௚ᇱ +
(݇௡ଶ − ݇௡ଷ − ݇௡" )(݇௡భ − (௚߬௚భ߬ߣ

−1 + ௡భ݇ߣ
+
߬௚ᇱ (݇௡భ − (௚߬௚భ߬ߣ

ଶ

(−1 + ௡భ)ଶ݇ߣ

+
1

(−1 + ௡భ)ଷ݇ߣ
൫−2߬௚(−݇௡భ + ௚߬௚భ)(݇௡భ߬ߣ

ᇱ − ଶ݇௡భߣ
ᇱ ߬௚߬௚భ − ௚ᇱ߬ߣ ߬௚భ

+ ଶ݇௡భ߬௚ߣ
ᇱ ߬௚భ − ௚߬௚భ߬ߣ

ᇱ + ଶ݇௡భ߬௚߬௚భߣ
ᇱ ) + ݇௡(2݇ߣ௡భ

ଶᇱ + ݇௡భ
" − ௡భ݇ߣ

" ݇௡భ
− ଷ(݇௡భߣ2

ᇱ )ଶ߬௚߬௚భ − ଶ݇௡భߣ
" ߬௚߬௚భ + ଷ݇௡భߣ

" ݇௡భ߬௚߬௚భ − ଶ݇௡భߣ3
ᇱ ߬௚ᇱ ߬௚భ

+ ଷ݇௡భߣ2
ᇱ ݇௡భ߬௚

ᇱ ߬௚భ + ଶ݇௡భߣ
ᇱ λk௡భ߬௚

ᇱ ߬௚భ − ଶ݇௡భߣ3
ᇱ ߬௚߬௚భ

ᇱ + ଷ݇௡భߣ2
ᇱ ݇௡భ߬௚߬௚భ

ᇱ

+ ଶ݇௡భߣ
ᇱ λk௡భ߬௚߬௚భ

ᇱ )൯ = 0		. 

İspat. α ve ߙଵ eğrileri Mannheim partner eğrileri olduğundan Önerme 3.2.1. den  

݇௚ − ݇௡భ 	= ௚݇௡భ݇)	ߣ − ߬௚߬௚భ) 

eşitliği sağlanır. Bu ifade  

݇௚ = (
݇௡భ − λτ௚߬௚భ
1 − λk௡భ

) 

şeklinde yazılabilir. Bu ifadenin türevleri alınırsa 

݇௚ᇱ =
݇௡భ
ᇱ (1 − (ଶ߬௚߬௚భߣ + 1−)ߣ + λk௡భ)(߬௚

ᇱ ߬௚భ + ߬௚߬௚భ
ᇱ )

(−1 + λk௡భ)ଶ
 

݇௚" =
1

(−1 + λk௡భ)ଷ
(−݇௡భ

" (−1 + λk௡భ)(−1 + (ଶ߬௚߬௚భߣ − 1−)ߣ2 + λk௡భ)λk௡భ
ᇱ (߬௚ᇱ ߬௚భ + ߬௚߬௚భ

ᇱ )

+ ݇௡భ
ᇱ (2λk௡భ

ᇱ (−1 + (ଶ߬௚߬௚భߣ + ଶ(߬௚ᇱߣ ߬௚భ + ߬௚߬௚భ
ᇱ ) − ଶλk௡భ(߬௚ߣ

ᇱ ߬௚భ + ߬௚߬௚భ
ᇱ ))) 

bulunur. Kabul edelim ki α eğrisi zayıf AW(3)-tipinden olsun. Bu durumda α eğrisi 

Önerme 4.1.4. deki eşitliği sağlar. ݇௚, ݇௚ᇱ , ݇௚"  ifadeleri yerlerine yazılırsa, 
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2݇௡݇௡ᇱ ߬௚ + ݇௡ଶ߬௚ᇱ +
(݇௡ଶ − ݇௡ଷ − ݇௡" )(݇௡భ − (௚߬௚భ߬ߣ

−1 + ௡భ݇ߣ
+
߬௚ᇱ (݇௡భ − (௚߬௚భ߬ߣ

ଶ

(−1 + ௡భ)ଶ݇ߣ

+
1

(−1 + ௡భ)ଷ݇ߣ
൫−2߬௚(−݇௡భ + ௚߬௚భ)(݇௡భ߬ߣ

ᇱ − ଶ݇௡భߣ
ᇱ ߬௚߬௚భ − ௚ᇱ߬ߣ ߬௚భ

+ ଶ݇௡భ߬௚ߣ
ᇱ ߬௚భ − ௚߬௚భ߬ߣ

ᇱ + ଶ݇௡భ߬௚߬௚భߣ
ᇱ ) + ݇௡(2݇ߣ௡భ

ଶᇱ + ݇௡భ
" − ௡భ݇ߣ

" ݇௡భ
− ଷ(݇௡భߣ2

ᇱ )ଶ߬௚߬௚భ − ଶ݇௡భߣ
" ߬௚߬௚భ + ଷ݇௡భߣ

" ݇௡భ߬௚߬௚భ − ଶ݇௡భߣ3
ᇱ ߬௚ᇱ ߬௚భ

+ ଷ݇௡భߣ2
ᇱ ݇௡భ߬௚

ᇱ ߬௚భ + ଶ݇௡భߣ
ᇱ λk௡భ߬௚

ᇱ ߬௚భ − ଶ݇௡భߣ3
ᇱ ߬௚߬௚భ

ᇱ + ଷ݇௡భߣ2
ᇱ ݇௡భ߬௚߬௚భ

ᇱ

+ ଶ݇௡భߣ
ᇱ λk௡భ߬௚߬௚భ

ᇱ )൯ = 0 

ifadesi elde edilir. 
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