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Sira istatistikleri ve sira istatistiklerinin momentleri istatistiksel tahmin
calismalarinda olduk¢a yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu calismada, finansal
verilerin modellenmesinde siklikla kullanilan iki yonli kuvvet dagilimi sira
istatistikleri agisindan ele alinmis olup, Oncelikle sira istatistiklerinin tekli
momentleri elde edilmistir. Ardindan, bu tekli momentlere ait yineleme bagintilari,
L-momentleri, minimum ve maksimum sira istatistiklerinin asimptotik dagilimlart,
sira istatistiklerinin ¢arpim momentleri ve bu ¢arpim momentlerine ait yineleme
bagintilar elde edilmistir. Son boliimde ise elde edilen sonuglardan yararlanilarak iki
yonli kuvvet dagilimin konum ve 6lgek parametrelerinin en 1yi lineer yansiz tahmin
edicileri (BLUE) hesaplanmis ve sira istatiklerinin momentleri yardimiyla
hesaplanan BLUE degerinin daha etkin sonuglar verdigi sonucuna ulagilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sira istatistikleri, iki yonli kuvvet dagilimi, sira istatistiklerinin
momentleri, moment yineleme bagintilari
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Order statistics and moments of order statistics are widely used in statistical
inference studies. In this study, two sided power (TSP) distribution which is used
widely for modelling financial data is studied and firstly, single moments of order
statistics are obtained. Then, recurrence relations for these single moments, L-
moments, domain of attractions of minimum and maximum order statistics, product
moments of order statistics and recurrence relations for these product moments are
obtained. Finally, best linear unbiased estimators (BLUE) of location and scale
parameters of the two-sided power distribution are obtained and observed that the

BLUE’s which are obtained by using moments of order statistics give more effective
results.
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TESEKKUR

Calismamin her asamasinda higbir yardimi esirgemeden bana desteklerini
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Hayatimin her asamasinda elini tagin altina koymaktan ¢ekinmeden, tiim
zorluklara ragmen beni bu noktalara tasiyan ve varliklarindan her zaman gurur ve
huzur duydugum annem Leyla CETINKAYA ve babam Hac1 Ali CETINKAYA’ ya,
dogdugu giinden beri yasama sevincim olan kardesim Basak CETINKAYA’ ya
tesekkiirlerimi bir borg¢ bilirim.

Tez calisgmam boyunca tiim kahrimi ¢eken, zor zamanlarimda gii¢lii kalmami
saglayan, hayata umutla bakmama sebep olan, birlikte bir dmiir slirdirmeye karar
verdigimiz sevgili miistakbel esim Merve KANDEMIR’ e sonsuz tesekkiirler.

Ayrica, hayatta her anima deger katan, ilkokuldan bugiinlere geldigim
siiregclerde iizerimde emekleri bulunan basta degerli ilkokul Ogretmenim sayin
Durdane OZDEN, bana matematigi ilk sevdiren matematik 6gretmenim saym Saban
BORAN basta olmak iizere tiim 6gretmenlerime ve hocalarima, dostluklarini benden

esirgemeyen tiim arkadaslarima ve akrabalarima en igten tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS CAGATAY CETINKAYA

1. GIRIS

X1, X5, ..., X, olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) ve kiimiilatif dagilim
fonksiyonu F(x) olan, n birimlik rastgele bir 6rneklemi temsil etsin. X;  lerin artan
dizilimleriyle olusan X;., < X,., < ... <X, rastgele degiskenlerine bu rastgele
degiskenlerinin sira istatistikleri denir. Burada X;.,, ler birer istatistiktir ve siralidir.
Yani i. sira istatistigi X;., , biiyiikliikklerine gore dizilmis X; lerin bastan i. siradaki

elemanidir.

Sira istatistikleri, istatistik teorisinde 6nemli bir yer tutmakta olup istatistiksel
tahminleme yontemlerinde oldukga yaygin olarak kullanilirlar (David ve Nagaraja,
2003; Arnold, Balakrishnan ve Nagaraja, 1992). Ornegin, parametrelerin en iyi
dogrusal yansiz tahmin edicilerinin (BLUE) bulunmasi, bilinmeyen kitle dagiliminin
tutarl1 bir tahmin edicisi olan deneysel dagilim fonksiyonunun olusturulmasi,
uyumun iyiligini (goodness of fit) tayin ederken grafiksel bir ara¢ olarak kullanilan
Q-Q ografikleri ve parametrik olmayan istatistiksel yontemler gibi teorik ve
uygulamal istatistigin bir¢cok alaninda sira istatistikleri dnemli bir rol listlenmektedir.
Ayrica asagidaki alanlarda da uygulamalara sahiptir (Arnold, Balakrishnan ve
Nagaraja, 1992);

e Ugc deger (outlier) tespiti

e Giivenilirlik analizleri

e Istatistiksel kalite kontrol

e Dayanikli 6l¢ek tahminleri ( Robust Location Estimates)
e Sansiirlii 6rnekleme

e Materyallerin giicii, dayaniklilig1

e Esitsizlik 6l¢timleri

e Uyumun iyiligi

e Sinyal isleme, goriintii isleme

e Dogal afetlerin tahmin edilmesi
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e Deprem Olc¢limleri

e Sigortacilik uygulamalari.

Sira istatistiklerinin momentleri de istatistiksel tahmin ¢aligmalarinda yaygin
olarak kullanilmaktadir (Balakrishnan ve Cohen,1991). Parametrelerin en iyi
dogrusal yansiz tahmin edicilerinin hesaplanmasi, en ¢ok olabilirlik yontemi, L-
momentlerin hesaplanmasi, nokta tahmini, giiven araliginin olusturulmasi, uyumun
iyiliginin Sl¢iilmesi gibi caligsmalar sira istatistiklerinin momentlerinin kullanildigt en
yaygin calismalar olarak ortaya ¢ikmaktadir (David ve Nagaraja,2003). Literatiirde
cesitli dagilimlardan sira istatistiklerinin momentlerine dair ¢alismalar yaygin olarak
yer almaktadir. Son yillarda yapilan bazi1 ¢alismalara 6rnek olarak; Topp-Leone
(Geng, 2012; MirMostafaee, 2014), Gompertz-Makeham (Jodra, 2013) ve simetrik
ticgensel (Nagaraja, 2013) dagilimlar verilebilir.

Sira istatistiklerinin momentlerinin hesaplanmasi genellikle uzun ve karmasik
islemler gerektirebilmektedir. Ozellikle bazi dagilimlarin sira istatistiklerinin
momentleri, dagilimin yapisi geregi hesaplama agisindan olduk¢a uzun islemler
gerektirmektedir. Bu durumda moment yineleme bagintilar1 6nem kazanmaktadir.
Herhangi bir moment hesaplanabiliyor ise moment yineleme bagmtilar1 kullanilarak
diger momentler kolaylikla elde edilebilir. Genel veya dagilima 6zgii olmak tizere
elde edilen moment yineleme bagmtilar1 kullanilarak islem kolayligi ve zamandan
tasarruf saglanir (Arnold ve ark, 1992). Bu nedenle literatiirde sira istatistiklerinin
momentlerine ait yineleme bagmntilari ile ilgili ¢alismalar da oldukga yaygindir. Son
yillarda yapilan ¢aligmalara 6rnek olarak, Thomas ve Samuel (2008) tarafindan Beta
ve Bekei (2009) tarafindan diizgiin dagilimlarinin sira istatistiklerinin momentlerine

dair yineleme bagintilar1 caligmalari gosterilebilir.

Ote yandan diizgiin, iicgensel ve kuvvet dagilimini genelleyen iki yonlii
kuvvet dagilimi (Two-sided power, TSP) van Dorp ve Kotz (2002a,2002b)

tarafindan tanimlanmistir. Dagilimin o6zellikleri incelenmis ve beta dagilimina
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alternatif bir dagilim olarak onerilmistir. Ayrica dagilimin tepe noktasinin sivriligi
nedeniyle Laplace dagilimina benzerligi ifade edilmistir ( Kotz ve van Dorp, 2004).
Bu dagilimin sira istatistikleri agisindan incelenmesi bu tez konusunun ortaya

¢ikmasinda 6nemli bir etken olmustur.

Calismada oOncelikle TSP dagilimi ve 6zel durumlari tanitilmistir. Ardindan
bu dagilimin 6zel bir durumu olan standart iki yonli kuvvet dagilimi (STSP)
tanmitilmis ve kullanim alanlar1 belirtilmistir. Ardindan STSP dagiliminin sira
istatistiklerinin tekli momentleri elde edilerek bu momentleri elde edebilmek i¢in
alternatif formiiller sunulmustur. Devaminda bu tekli momentler i¢in elde edilen
moment yineleme bagintilar1 verilmistir. Daha sonra STSP dagiliminin sira
istatistikleri i¢in L-momentler elde edilerek elde edilen sonuglar yorumlanmustir.
Ardindan minimum ve maksimum sira istatistiklerinin asimptotik dagilimlar
incelenmis ve asimptotik durumda dagilimin  davraniglart  incelenerek
yorumlanmistir. Boliimiin sonunda da o6zellikle en iyi dogrusal yansiz tahmin
edicileri (BLUE) hesaplamada kullanilmak iizere STSP dagiliminin sira
istatistiklerinin ¢arpim momentleri ifade edilerek bu momentlere ait moment
yineleme bagintilar1 elde edilmistir. Son boliimde ise Kotz ve van Dorp (2004)
tarafindan en uygun TSP dagilimima uyum gosterdigi belirtilen Hauling Data
verisinin en iyi dogrusal yansiz tahmin edicileri (BLUE) elde edilen formiil ve

bagintilar kullanilarak elde edilmistir ve sonuglar yorumlanmaistir.
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2. iKi YONLU KUVVET DAGILIMI

2.1. Genel iki Yonlii Kuvvet Dagihm (TSP)

Iki yonlii kuvvet dagilimi (TSP) van Dorp ve Kotz (2002a,2002b) tarafindan
tanimlanmistir. Bu dagilim 6zellikle miihendislikte sik¢a kullanilan PERT (Program
Evaluation and Review Technique) analizi gibi bir takim risk ve belirsizlik
problemlerinin ¢oziimiinde, asir1 sivrilige sahip finansal verilerin modellemesinde
beta dagiliminin bir alternatifi olarak 6nerilmekte ve kullanilmaktadir (Kotz ve van

Dorp, 2004). Dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu (oyf)

(NS
f(xla,b,a,ﬁ):!l A (2.1)
kb—a<b—ﬁ) B<xsm
kiimiilatif dagilim fonksiyonu (kdf)
B—a/x—a\“
,a<x<p
F(x|a,b,a,B) = b_“(ﬁ_‘) . (2.2)
1—(b_ﬁ)(b_x> B<x<
SECERAETZ

seklindedir. Bu dagilimda, a ve b dagilimin smirlari, @ (a > 0) sekil (shape)
parametresi, B (a < B < b) ise yansima/esik (reflection/thresold) parametreleri
olarak ifade edilir. TSP dagilimi, parametrelerinin 6zel durumlarina gore iiggensel

dagilim, standart iki yonlii kuvvet dagilimi ve diizglin dagilimi icermektedir;

e a=0 ve b=1 durumunda, standart iki yonli kuvvet (STSP) dagilimina

sahiptir.
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e «a = 1durumunda [a, b] araliginda diizgiin dagilima sahiptir.

e a=0,b=1vea =2 durumunda iiggensel dagilima sahiptir.

Dagilimm beklenen deger ve varyansi (2.1.) kullanilarak kolaylikla asagidaki
sekillerde elde edilir.

a+(@—-1)B+b
a+1

E(X) =

a-2(a- 1 EZR0 )
(a+2)(a+ 1)

Var(X) = (b — a)?

TSP dagiliminin pozitif uzayr da beta dagilimi gibi sonlu bir araliktir. Fakat TSP
dagilimi beta dagiliminin aksine kapali formda bir kiimiilatif dagilim fonksiyonuna
ve kantil fonksiyonuna sahiptir. Bu acidan bakildiginda TSP dagilimmin beta
dagilimma gére matematiksel agidan daha kullanisli oldugu sdylenebilir. Ustelik TSP
dagilimi da beta dagilimi gibi sekil olarak esnektir.

0 -
a =35
— ﬁ = 0.5 a =4
<~ \\\ ﬁ =1 P
—_ o« - ‘/"
2 a=2 -~
g B N
o a=2 B “().5 .
B =025
o - S, S RS T )
T T I I I T
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

Sekil 2.1. STSP dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢esitli parametre
degerlerine gore grafigi
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2.2. Standart Iki Yonlii Kuvvet Dagihm (STSP)

TSP dagiliminin 6zel bir durumu (a = 0,b = 1) olan standart iki yonli
kuvvet dagilimi (STSP) 6zellikle pikli (peaked) bir dagilima sahip finansal verilerin
modellenmesinde kullanilir. Ornegin; Laplace dagilimmin normal dagilimin pikli bir
alternatifi olmasina benzer sekilde, STSP dagilimi da beta dagiliminin pikli bir
alternatifi olarak Onerilmis ve bu yonde c¢aligmalar Kotz ve van Dorp (2004)
tarafindan yapilmistir. Beta dagilimma benzer sekilde esnek bir yapiya sahip olan
STSP dagilimi, pikli histograma sahip bir ¢ok finansal verinin modellenmesinde beta
dagilimina alternatif olarak kullanilmaktadir (van Dorp ve Kotz, 2002a). Dagilimin

olasilik yogunluk fonksiyonu

{a(f)a_l 0<x<p
et = . 4 y
Ika(l—,@) , p<x<1 (2.3)

kiimiilatif dagilim fonksiyonu (kdf)

{ﬁ(f)a , 0<x<§p
I A e
L1—(1—ﬁ)(1_ﬁ) . B<x<t 2.4)

seklindedir. TSP dagiliminda da bahsedildigi tlizere burada; a sekil (shape)
parametresi , § yansima/esik (reflection/thresold) parametresidir. STSP dagilima,

parametrelerinin farkli degerlerine gore esnek bir yapiya sahiptir;

e Dagilim f = 0.5 i¢in a degeri ne olursa olsun simetriktir.

e a = 2 durumunda iiggensel dagilim elde edilir.



2. iKi YONLU KUVVET DAGILIMI CAGATAY CETINKAYA

e a=2, f =0.5 icin Nagaraja(2013) nin calistig1 simetrik licgensel
dagilim elde edilir.
e «a = 1durumunda [0,1] araliginda diizgiin dagilim elde edilir.

e [ =1 durumunda gii¢ fonksiyonu dagilimi elde edilir.

TSP dagilimint sira istatistikleri yoniinden c¢aligmak dagilimin sinirlarimi
belirten a ve b parametrelerinin varligi nedeniyle oldukg¢a zor ve karmasik bir hal
almaktadir. Fakat bu dagilimin 6zel bir durumu (a =0 ve b =1) olan STSP
dagilim1 matematiksel yapis1 agisindan daha kullanishdir. Bu nedenle bu calismada

TSP dagilimi, 6zel durumu STSP dagilimi {izerinden ¢alisiimistir.

X~STSP(y|la,B) ve Y~TSP(x|a,b,a, ) oOlmak iizere;
Y=b-a)X+a b>a (2.5.)

oldugundan (Kotz ve van Dorp,2004) STSP dagilimi igin elde edilen dagilimsal
sonuglar kolaylikla TSP dagilimi i¢in de elde edilebilir.

Oncelikle; Xq, X5, cov o ... ,Xn STSP dagilimindan alinan rastgele bir 6rneklem
olsun. X; lerin artan sirada dizilimleriyle olusan X;., < X5., < -+ < X,,., rastgele
degiskenleri de STSP dagiliminin sira istatistikleri olmak iizere, STSP dagiliminin

herhangi bir sira istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu

( an! Y qan—T
(Tl—r)!(r—l)!ﬁ( x [1 'B(ﬁ)] ,0<x<p
f;‘:n(x) = A (Tl — T‘;ﬁnér — 1)| (1 — 'B)(n—r+1)(1—a’)(1 —_ x)a(n—r+1)_1
L *[1—(1—5)(%_;;)] B<x<i
2.6.)
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olarak elde edilir. STSP dagiliminin sira istatistiklerinin olasilik yogunluk
fonksiyonu kullanilarak, sira istatistiklerinin tek ve carpim momentleri, yineleme
bagintilar1 ve elde edilen bu sonuglarin bir uygulamasi 3. ve 4. boliimlerde

verilmistir.
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3. SIRA ISTATISTIKLERININ MOMENTLERI

Sira istatistiklerinin momentleri istatistiksel tahmin caligmalarinda yaygin
olarak kullanilmaktadir. Parametrelerin en i1yi dogrusal yansiz tahmin edicilerinin
hesaplanmasi, en c¢ok olabilirlik yontemi, L-momentlerin hesaplanmasi, nokta
tahmini, gliven aralifinin olusturulmasi, uyumun iyiliginin Sl¢tilmesi gibi ¢aligmalar

sira istatistiklerinin momentlerinin kullanildig1 en yaygin ¢alismalar olarak ortaya

cikmaktadir.

Herhangi . sira istatistiginin k. momenti

o)

u9 f Xk o (O)dx

—00

(3.1)

esitligi kullanilarak hesaplanabilir. Ayrica 0 < x <1 durumunda asagida verilen

(3.2.) bagintis1 kullanilarak da r. sira istatistiginin k. momenti hesaplanabilir.
1
k) _ k—-171 _ (3.2)
Hrm = k| x [1 F;':n(x)]dx te
0
1

1
% = k j teLde — k ] (1 (D) dt
0 0
1 1

1= | *Rn Ol — [ Hfen (@t | = [ ¢ frn(de =

0 0

Ayrica, herhangi r. ve s. sira istatistiginin k. mertebeli ¢arpim momenti ise,

uled = j fx"ylfr,s,m(x.y) dxdy

—00 —O00

(3.3.)

11



3. SIRA ISTATISTIKLERININ MOMENTLERI CAGATAY CETINKAYA

esitligi kullanilarak hesaplanir. Burada x; r. siradaki gozlem ve y; s. siradaki
gozlemdir.

Standart iki yonlii kuvvet dagilimmin (STSP) sira istatistiklerinin tek ve
carpim momentleri (3.1.), (3.2.) ve (3.3.) esitlikleri kullanilarak elde edilmis ve bu
momentlere ait yineleme bagimntilar1 da dagilimin 6zelliklerine uygun olarak ifade

edilmistir.
3.1. Tekli Momentler

3.1.1. Herhangi Bir Sira Istatistiginin Tekli Momenti

Standart iki yonli kuvvet dagilimmin herhangi r. (1 <r <n) sira

istatistiginin k mertebeli tekli momenti (3.1.) esitliginden yararlanilarak

u® = ] X fo () = Co j S IFCOT11 = FGOI™ F(x)dx
0
0

B aqr—1 aqn-r a-1
o) e )T ) e
R = I =)

*a (1 :;) dx (3.4)

n-r

olarak elde edilir. iki integralin toplami olarak elde edilen bu esitligin ilk parcas1 I,

ve ikinci pargasi I, olarak asagidaki gibi ifade edilir;

O e T e

12



3. SIRA ISTATISTIKLERININ MOMENTLERI CAGATAY CETINKAYA

a r—1

I, =f[:xkll—(1—,8)(i:;)
*I(l_ﬁ)(i:p “(t;) o (3.5.)

Dolayisiyla, standart iki yonlii kuvvet dagilimmin herhangi bir herhangi r.

a

sira istatistiginin k mertebeli tekli momenti

ul) = Con(l + 1) (3.6)

esitligi kullanilarak hesaplanabilir. Bu esitlikte yer alan I; ve I, integrallerinin
¢Ozlimii birtakim matematiksel islemler uygulanarak elde edilen bagintilar sayesinde

farkl1 yollarla hesaplanabilir.

. a a-1
Ik olarak, I; integralinde, f (%) =u Ve (%) dx = du olmak tlizere

degisken degistirme islemi uygulandiginda,

B b

k
I = j uk/agl=k/ayr=1(1 _ 01y = pk-k/a J uat" (1 —w)" " du
0 0
(3.7)

olarak elde edilir. Bu integralin ¢oziimii, tamamlanmamig beta fonksiyonundan

yararlanilarak,

b
E+r—1 k
jua (1—u)n‘rdu=B(,B;E+r,n—r+1)
0
olmak {izere

13



3. SIRA ISTATISTIKLERININ MOMENTLERI CAGATAY CETINKAYA

I, = pk-k/*p (,8; S +r,n—r+ 1) (3.8)

olarak elde edilir. Bir baska alternatif ¢oziim olarak, (3.5.) esitliginde I, integralinde
n-r

a
yer alan [1 ] (%) ] ifadesine binom ag¢ilim1 uygulanirsa,

n-r

(7 e )

j=0

n-r

-4 )]

olmak tizere,

S

=T

B
11 4 (n — T') (_1)jﬁj—aj+(1—a)(r—l)—(a—l) f xaj+k+a(r—1)+a—1dx
0

4\

-
Il

n-r ﬁj+r+k

I = aZ (n ]_ T) (—1)jm (3.9)

=0

~

olarak da elde edilebilir. Bir baska alternatif ¢oziim ise (3.7.) esitliginde degisken
degistirme yontemi kullanilarak elde edilebilir. (3.7.) esitliginde 1—t=u

doniistimii uygulandiginda,
b
k
11 — 'Bk—k/a f(l _ t)5+r_1tn_rdt
0

k
—+r—1
a

olarak elde edilir. Burada (1 —t) ifadesine binom ag¢ilim1 uygulanirsa,

14



3. SIRA ISTATISTIKLERININ MOMENTLERI CAGATAY CETINKAYA

a+7"—1
—+7r— ..
j=0 g
olmak iizere,
§+r—1 k b
L = 'Bk—k/a z a+ T -1 (_1)j j tj+n—rdt
j=0 J 0
k
E+T_1 k n—-r+j
= _ _ il -r+j+1
I, = pkk/a z at T’ 1 (—1)/ 1-(=F) (k VAL
: j n—-r+j+1 ’'\a
j=0 (3.10.)

olarak elde edilir.
Sonug olarak; I; integrali (3.8.), (3.9.), (3.10.) esitliklerinden herhangi biri
kullanilarak ti¢ farkli sekilde hesaplanabilir.

N
I, integralinin uygun bir ¢6ziimii ise (3.5.) esitliginde (1 — ) C_—;) =u

dontisiimii ile elde edilir. Bu doniisiim yapilarak;

I, = f (1 —ul/e(1 - ﬁ)a—_l)k (1—w) " u""du
B

a-1\k

olarak elde edilir. Bu esitlikte (1 —u/%(1 - ﬁ)_) ifadesine binom acilimi

uygulandiginda,

(1w -p'@) =Y (4 v - gy

j=0

15



3. SIRA ISTATISTIKLERININ MOMENTLERI CAGATAY CETINKAYA

olmak tizere I, ;

k
Ky, i j
I, :Z)(f) (-1 =g @BA- B +n—r+17) (3.11)

aT—1

olarak elde edilir. Benzer sekilde (3.5) esitliginde |1—(1—p) (i_;;) |

ifadesine binom acilim1 uygulanarak;

i=0
olmak iizere
I, = az (T : 1) (—1)i(1 — p)-@(i+14n=r) 1
* jxk (1- x)a(i+n—r+1)—1dx
B
= ag (r : 1) (—1)i(1 — p)-@(i+14n-1) a15)

*B(1—-B;a(i+n—r+1),k+1)

olarak da elde edilir. Alternatif bir baska ¢6ziim i¢in (3.12.) esitliginde (1 —

x)@E+n=T+1D-1 jfadesine binom a¢ilimi uygulanarak, C = a(i+n—7r+1) —1ve

16



3. SIRA ISTATISTIKLERININ MOMENTLERI CAGATAY CETINKAYA

c

(1 _ x)a(i+n—r+1)—1 — (1 _ X)C — Z (f) (_1)jxj

j=0

olmak tizere;

i
=

o
I

. S

Nl

(r : 1) (j) (—1)i/j (1- ﬁ)(l—a)(i+1+n—7’) kaﬂ'dx
B

i1=0 j=0
r-1 C .
r—1\ /C . ) 1— ’3k+1+1
I = Z( . )() —1D¥i(1 - (1—a)(l+1+n—r)—.
TG IAVI A k+j+1
=0 j=0
(3.14)

olarak elde edilir.

Yukarida elde edilen bu sonuglar yardimiyla standart iki yonli kuvvet
dagiliminin r. sira istatistiginin k. momenti sonuglar (3.6.) da yerine koyularak
hesaplanabilir.

Standart iki yonli kuvvet dagiliminin herhangi bir sira istatistiginin tekli
momenti I; ve I, integrallerinin ¢dziimii igin yukarida elde edilen tiim formiiller
kullanilarak hesaplanabilir. Fakat bu bagintilara bakildiginda, bazilarinin hesaplama
acisindan kolay olmadigi goriilmektedir. Karsilastirma yapildiginda, I; igin
tamamlanmamis beta fonksiyonunu igeren (3.8.) esitligi hesaplama agisindan
digerlerinden daha kolaydir. Birgok istatistiksel yazilim ve hesaplama araglar
kullanarak tamamlanmamis beta fonksiyonunun degeri kolayca hesaplanabilir.
Ayrica I, i¢in de k’ ya bagl toplami igeren (3.11.) formiilii hesaplama kolaylig
acisindan diger iki secenege gore daha kolaydir. Bu nedenlerle, (3.6.) esitliginin

degerini hesaplamak i¢in en uygun ¢oziim;

k k
uﬁkg =Crp [ﬁk_EB ('B;E-I_ rn—r+ 1)

17
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+Z(lj) (-1 —ﬁ)f‘éB(1 —,8;£+n—r+ 1,r>

j=0

(3.15.)

olarak Onerilir.

Benzer islemler uygulanarak standart iki yonli kuvvet dagiliminin 6rneklem

minimum ve maksimum sira istatistiklerinin momentleri de elde edilmistir.
3.1.2. Minimum Sira Istatistiginin Tekli Momenti

(3.1.) ve (3.2.) esitliklerinde r = 1 olarak alindiginda standart iki yonli

kuvvet dagiliminin minimum sira istatistiginin momenti;

1 1
Mngz = f xkfl:n(x)dx = f xkn[l — F(x)]n_ldx
0 0

n—1

| [ s () o)

+ f;xk I(1 - B) (1 :;)aln_l a (1 :;)a_l dx]

(3.16.)

olarak elde edilir. (3.16.) esitliginde yer alan integralleri bir 6nceki boliimdeki gibi
benzer sekilde I; ve I, olarak pargalayip bu integrallerin ¢6zlimii i¢in birtakim
matematiksel islemler uygulandiginda hesaplama agisindan alternatif formiiller elde

edilmistir.

n-1

w=[ sG] e (3) e

18
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n-1 a—1

1 1—x @ 1—x
I, = f,; x[(1= ) (1 - B) @ (1 — 5) dx (3.17)
olmak iizere,
u =n(l + 1) (3.18)

olarak ifade edilir.
.. o\ & a1
Oncelikle [; integralinin ¢oziimii i¢in £ (E) =u ve a(E) dx =du

olmak iizere degisken degistirme yontemi kullanildiginda,

1 B
E k—E k—E E
I = f uaf (1 —u)" tdu=p aj ua (1 —w)" du (3.19.)
0 0

ve
B
k k
fua (1—w)" ldu = B(ﬁ;a +1,n)
0

olmak tizere;

I, = B*B (B:2+1n) (3.20.)

n—-1

a
olarak elde edilir. Bir baska ¢oziim yolu olarak, I; integralinde [1 -p (%) ]

ifadesine binom acilim1 uygulanarak;
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s G- 305 o ()
olmak iizere
n-l B ajrkra-
L=a 2, (n ]_ 1) (—1)i gi-ia J %dx
nol e . +l+1
i aj:o <nj 1) (_1)]% (3.21)

olarak elde edilir. Bir diger ¢6ziim yolu olarak da, (3.19.) esitliginde t = (1 — u)

doniistimii yapilarak,

B
k—E L3 k—E 3 k
L =8 af ua (1 —w)" ldu=p"«a f(l —t)a ()" dt
1-B

0

k
sekilde ifade edilir. Bu esitlikte (1 — t)« ifadesine binom agilim1 uygularsak;

k/a

(1—t)s = z (kf‘x) —1)J¢

j=0

olmak tlizere

1

(-1)/ J t/tn-1qt

Jj=0 1-8

)
Il
=N
T
NES
'Malw
—~. Q=

20
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k/a :
K k/a 1-@A-p)Y"" k +
j=0

olarak ifade edilir. Benzer islemler yapilarak I, integrali i¢in de uygun bagntilar

elde edilir.

Oncelikle I, integrali

n-1 a-1

w=[#la-nG) | <G5 e
— a(l . ﬁ)(l—a)(n—l)—(a—l) ka(l _ x)a(n—1)+a—1dx
B

1
= a(1-p)"t-o f x* (1 —x)™ dx
B

seklinde ifade edilerek, 1 — x = u donlisiimii yapilarak

1 1-B
j xk (1 —x)™ ldx = J (1 —wru* 1du (3.23)

0

=B(1—-pF;an,k+1)

olmak iizere;

L =a(l-p)"9B( - B;an,k + 1) (3.24.)
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RN 4
olarak elde edilir. Alternatif olarak I, integralinde (1 —p) C_—;) =u Ve

_.na—1
a (i_—;) dx = du olmak iizere degisken degistirme yontemi uygulanirsa;

1-B k

I, = J. (1 — ué(l — B)aT_l) u" ldu
0

1 1\ Kk
olarak elde edilir. Burada (1 —ua(l— ﬁ)T) ifadesine binom agilimi uygularsak;

(1—ua(1 ﬁ) a ) zk:( )( 1DJui/e(1 — p)/=il«

=
olmak iizere Iy,
I, = ,Zo (f) (—1J(1—p)yiile Zf_ﬁ w " du
I = ajz(;(l;) (—1)1'% = a(1 —ﬁ)"i( ) (J ;gr)l]
L=a(l- B)”]Z: HISE a-pr (325)

olarak elde edilir. Bir diger alternatif ¢dziim ise (3.23.) esitliginde (1 — x)%"1

ifadesine binom acilim1 uygulanarak;

an—1

(1—x)e 1 = Z (anj— 1) (-1)/x/)  ,(an—-1)€ Z*
=0
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olmak lizere

an-1 1

I, = a(l-p)"0-9 Z ((m.— )(—1)fka+jdx
B
I, = a(1 — By ail (an - 1) (-1 )]1]+ﬁT]J-r:+11 (3.26)

olarak elde edilir. Herhangi bir sira istatistiginin momentini hesaplamak i¢in
yaptigimiz yorumlara benzer olarak minimum sira istatistiginin momenti ic¢in elde
edilen bagintilara baktigimizda ise hesaplama kolaylig1 agisindan en uygun ¢oziimiin
(3.20.) ve (3.24.) esitliklerinin oldugu sdylenebilir. Bu durumda STSP dagiliminin

minimum sira istatistiginin k. momenti en kolay sekilde;

) =n [ﬁ /3 + 1 n) +a(l—p)"-¥B(1 = B;an k + 1)]

(3.27))
esitligi kullanilarak hesaplanabilir.
3.1.3. Maksimum Sira Istatistiginin Tekli Momenti

Benzer islemler yapilarak standart iki yonlii kuvvet dagiliminin maksimum
sira istatistiginin momenti de hesaplanabilir.
(3.1.) ve (3.2.) esitliklerinde r = n olarak alindiginda standart iki yonli

kuvvet dagilimimin maksimum sira istatistiginin momenti;

1

i = [ fn @ = n [ 2 (PG G0
0

0

23
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8
) k nl
unn—nfx [ﬁ
0
1
B

a (%)a ' dx
a-1

)] o(i=5) @ e®)

+n xkll—(l—ﬁ)( 7

esitligi kullanilarak elde edilir. Bu esitlikte yer alan integraller 6nceki iki duruma

benzer sekilde I; ve I, olarak adlandirip asagidaki gibi ifade edilebilir.

0
I, = ]xk [1 -(1-=5) (1 :;)ar_l g (i :;) g (3.29)
B

olmak iizere, standart iki yonlii kuvvet dagiliminin minimum sira istatistiginin

momenti;

u = [ 1 + I] olarak ifade edilir. Oncelikle I; esitligi;

11 — 'B(n—l)(l—a)—(a—l) aj xan—a+a—1+kdx
0

(X,Bk+n
k+na

I = (3.30.)

olarak elde edilir. I, esitligi i¢in bir takim matematiksel islemler yapilarak
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a-1

1 ayn—-1 _
Izzlxkll—(l—ﬁ)c:;)l a(i_Z) dx

_ _ -1
ifadesinde (1 —p) (i_—;)a =u, —a (i_—;)a dx = du ve x=1-—ul%(1-

a—-1
B) @ olmak lizere ters donlisiim uygulanarak;

1-B
k

I, = f (1 - ué(l - ,B)aT_l) (1—-w)"*du

0

a1k
olarak elde edilir. Bu integralde yer alan (1 —ut/e(1 —,8)71) ifadesine binom

acilimi uygulandiginda;

(1-wrea - ) = > () vy

Jj=0

oldugundan dolay1
ko 1-p
b= (7) i pyire | wite -t au
Jj=0 0
Nk j L J
=) () cva-p e - g+ (3.31)

j=0

olarak elde edilir. Dolayisiyla standart iki yonlii kuvvet dagiliminin maksimum sira

istatistiginin momenti;
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k+n
) “/3
HTL:TL

+i()( 1)1 - gy aB(1 - ;2 +1n)

j=0

(3.32)

esitligi kullanilarak hesaplanabilir. Bir baska alternatif ¢6ziim ise (3.2.) bagntisi

kullanilarak elde edilir. Bu bagintida r = n alinirsa ;

1 1
= I [ 241 = B (01 = ke [ #4411 - PG
0

0
1 1 1
) _ k-1 k-1 n _ k-1 n
s, — xtdx — | x*HF)]|"dx|=1—k | x*"[F(x)]"dx
e |

0 0

L n

u® =1 kal[ ()] dx+[)[ Xk 1[1—(1—;%)( _;ﬂ dx

olarak ifade edilir. Burada ;

k-1 ﬁ (%)a]n dx

w1l1—a—p (1 ;)ar dx

olmak tizere matematiksel igslemler yapilirsa;

B

k X\ % n Bn+k
o= [ o (T e oo [t I
0 0
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n

.. . 1-x\% . . .
olarak elde edilir. I, ise [1—(1—[3) (ﬁ)] ifadesine binom agilimi

uygulanarak;

n

[1 -(1-p) (1_;;)“]71 _ z (;l) (—=1)/(1 = B)/-@)(1 — x)an

Jj=0
olmak lizere

i <7> (1)1 - gyt fl K11 = x)Pdx
j=0 )

I

seklinde elde edilir. Burada (1 — x) = u doniisiimii yapilarak I, integrali i¢in uygun

¢Ozum;
n 1
n . .
I = jZ; (7) -via-pya-o [[ W (1 - w)du
= n . (1-q _
L = ; (]) (=1)/(1 = B)/A-DB1 - B;an + 1,k) (3.33)

olarak elde edilir. Dolayisiyla y,(lk,)l i¢in alternatif bir ¢ozlim ise;

#(k) 1 ﬁn+k
mn an +k

+ (7) 1D/ =Y VB~ pan+1,k)
j=0

(3.34)
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olarak elde edilir.

Sonug olarak (3.32.) ve (3.34.) esitliklerinden herhangi biri kullanilarak
standart iki yonli kuvvet dagiliminin maksimum sira istatistiginin momenti
hesaplanabilir. (3.32.) hesaplama kolayligi saglamasi agisindan daha kullanishidir.
Her iki bagint1 kiyaslandiginda k ya bagli bir toplam n e bagl bir toplamdan daha
kolay hesaplanabilir. Ciinkii biiyiik orneklemler i¢in bu formiil uzun islemler
gerektirecektir. Bu nedenle (3.32.) hesaplama kolayligi agisindan daha uygun bir

¢Ozimdiir.

Ozet olarak, bu boliimde standart iki yonlii kuvvet dagilimmimn tekli
momentleri hesaplanmistir. Bu momentlerin hesaplanmasi i¢in farkli formiiller elde
edilerek bu formiillerin kullanilabilirligi tartisilmistir. Fakat bu momentleri ayr1 ayri
hesaplamak zaman ihtiyacin1 ve islem =zorlugunu beraberinde getirmektedir.
Dolayisiyla muhtemel moment yineleme bagmtilart hesaplanarak, bir alt moment

biliniyorken bir {ist momenti hesaplamak miimkiin hale gelmektedir.
3.2. Tekli Momentler i¢in Yineleme Bagintilar

STSP dagilimi, iki pargali bir dagilim oldugundan bu dagilimla ¢alismak
zordur. Bu nedenle STSP dagilimi iki parga olarak degerlendirilerek bu pargalar

tizerinden sonuglar elde edilmistir. Dolayisiyla, dagilimin olasilik yogunluk

fonksiyonu fsrsp ve dagilim fonksiyonu Fgrgp;

fsrsp = {2 Fyrsp = {% olmak iizere, (2.3.) ve (2.4.) ‘den

fi=aF/x ve f,=(1-F,)/(1-x) (3.2.1)

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla (3.1.) esitligi;
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B

w = Crm f Xk fFTN (L = F) T dx (3.2.2)
0
1

+ Crn f x L FYH (1 — F)™ Tdx
B

olarak ifade edilir. Burada f;, (F;), f», (F,) tam bir yogunluk (dagilim) fonksiyonu
olmadig1 icin her bir integral tam bir moment ifade etmez. Bu nedenle ilk integral r.

sira istatistiginin k. alt momenti ve ikinci integral ise r. sira istatistiginin k. {st
momenti olarak adlandirilmis ve her biri icin sirasiyla; luﬁ? ve ngg gosterimleri
kullanilmistir. Ardindan bu kismi momentler i¢cin moment yineleme bagintilari elde

edilmistir.
3.2.1. Alt Tekli Momentler i¢in Yineleme Bagintilar

(3.2.2.) esitliginde ilk integral alt tekli moment olarak adlandirilmistir. Bu alt

momente ait yineleme bagintilari ise asagidaki gibi elde edilmistir.

B

ey = Cr,nJ xXMfFTTH( = F)"Tdx (3.2.3)
0

alt tekli moment olmak iizere, bu ifade iizerinde g¢esitli matematiksel islemler

yapilarak bir takim yineleme bagintilar1 elde edilir.

Teorem3.1.1.1<r<n-—1 ise

(k +ar) i = aCopf 1= P"" +ar ), (324)

Ispat;
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[lk olarak, (3.2.3.) esitliginde (3.2.1.) 6zel durumu kullanilarak (f; = aF;/x) esitlik

B

k - _
TR f X*fFIN(L - F)" T dx
0

B
i = aCr,nf xR (1 — F)™Tdx (3.2.5)
0

olarak elde edilir. (3.2.5.) ifadesinde u = F/' (1 — F,)™" ve dv = x* 1dx olarak

kismi integrasyon uygulandiginda;

V= Xk/k Ve du == [T‘F{_l(l - Fl)n_rfl — (n g T)Flr(l - Fl)n_r_lfl]dx

olmak tizere; (3.2.5.) esitligi,

B
—r B
aC..xFr(1 —F)™T" ar
iy = —— (k 2ER T Con | KRR - R
0 0
a(n —r
%Cr,n f xklelr(]- - Fl)n_r_ldx

0

olarak elde edilir. Burada

B

_ _ k
Cr,njxklelr 1(1 - Fl)n Tdx = l.ll?(*,rz
0
B

—r— r K
Crn ] AFL (L= F)"T e = —
0
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olmak iizere, bu ifade yukaridaki esitlikte yerine yazilip sadelestirmeler yapildiginda
(3.2.4.) bagintisi elde edilir.

Teorem 3.1.1 yineleme bagintis1 kullanilarak, herhangi bir alt moment
hesaplanabildi takdirde diger tiim alt momentler bu yineleme bagmtis1 kullanilarak

elde edilebilir.

Teorem3.1.2.1<r<n-—1 ise;

© _ g T A=p" 7 ( ® K )
hrn k k(Tl—T‘) My n-1 My t1n-1

r (k) 3.2.6.
n—r lnur+1,n ( )

Ispat;

(3.2.3.) esitliginde (3.2.1.) 6zel durumu kullanilarak (f; = aF;/x) esitlik (3.2.5.)
seklinde ifade edilmistir. (3.2.5. ) ifadesinde;

(1 — Fl)n—r — (1 _ Fl)n—r—l(l —_ Fl) — (1 _ Fl)n—r—l (1 _X_f1>
a

olarak yerine yazilirsa;

g
) = ac,, J XVF (1 - F)™ " dx
0

, (3.2.7)

¢, f XRFTf (1 — F)""dx
0

olarak ifade edilir. Burada;
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B

—r— r k
Con [ X¥FLAA = R =
0

olarak ifade edilir. Esitligin diger tarafindaise u = F{ (1 — F))" "1 vedv =

x*~1dx olarak kismi integrasyon uygulandiginda;

v=x*/k

du=[rF{"(A-F)" i —(n—r—-DF (1 - F)" " *fildx

olmak tizere (3.2.7.) ifadesi;

o _ Ao Ff (1 — Tt [P

lnur,n k

0
B

C f X fFT (L — F)™ T ldx
0

ar
k

an—r—1
Junzr=b,

TG | AAFL - R T

0

r u(k)
n—r Hr+1,n

(3.2.8)
olarak elde edilir. Burada;

B

- —r— n k
Crn j XAETH L= R = — gl
0
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B
Con f L FT(1 = F)"="2dx =

0

1) My { 1,n—-1

n-rNnh-r-—

olarak ifadeler (3.2.8.) de yerine yazilip gerekli sadelestirmeler yapildiginda, (3.2.6.)
esitligi elde edilir.

Teorem 3.1.3.

r—1
) _ r—1 ' 1 ()
tinm = cZ)( )Y e i (3:29)
l=

Ispat; (3.2.3.) esitliginde yer alan F7~! ifadesi [1— (1 —F;)]""! olarak ifade

edilebilir. Bu ifadeye binom agilim1 uygulanirsa;

r—1

n-a-rr=y (7 ena- Ry

i=0

olmak tizere, (3.2.3.) esitligi ;

r—1 1 B
r— .
1= ey (") 0 [ 20 - YA
i=0 0

olarak elde edilir. Bu esitlikte ;

B
1
k - — (k)
[ #ra =Ry = e
0
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oldugundan, bu ifade yerine yazildiginda (3.2.9.) esitligi elde edilir.

Teorem 3.1.4.

k
luﬁ,rf =aC

- (k+ar)
" pre=1(k 4 ar) [[gk+ar(1 BT Hin—r ]

(3.2.10)

Ispat;

(3.2.3.) esitliginde FI~! ifadesinde (3.2.1.) bagmtis1 kullanilir ve f; fonksiyonu

yerine yazilirsa;

rn = Cr'”f 4 (“ (%)a_1> (%)H (1 - F)""dx
0

B
ka+ar—1 (1 r Fl)n—rdx
0

_aCy,
- 'Br(a—l)

olarak elde edilir. Burada; x***"~1dx = dv ve (1 — F;)™ " = u olmak iizere kismi

integrasyon uygulanirsa;

xktar f(k+ar)y=v ve u=—[(n—1r)(1 — F)" " 1f;]dx

olmak iizere;

w0 aCn,r xk+ar(1 _ Fl)n—r B
thrn = prie-1 k+ ar
B
-r
+ . arj xk+arf1(1 _ Fl)n—r—ldx

0
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olarak elde edilir. Burada;

B

1
ka+arf1(1 _ Fl)n—r—ldx — — lugf;tarr)

0

olmak iizere gerekli sadelestirmeler yapilirsa (3.2.10.) esitligi elde edilir.
3.2.2. Ust Tekli Momentler i¢in Yineleme Bagintilar

(3.2.2.) esitliginde ikinci integral iist tekli moment olarak adlandirilmigtir. Bu

iist momente ait yineleme bagintilari ise asagidaki gibi elde edilmistir.

1

k
i = f X fF3 (1 — Fp)"dx (3.2.11)
B

(3.2.11.) st tekli moment olmak fiizere, bu ifade tizerinde ¢esitli matematiksel

islemler yapilarak bir takim yineleme bagintilari elde edilir.

Teorem 3.2.1.

k
1 .
A= Cr,n B(l —,B’;n—r+ 1,1") +a27ﬁ]+r—1(1 _ﬁ)n—r+1
j=1

D=an—-r+1) , 2<r<n

olmak tiizere

(k) _ (k) (l) (l)
<1 * ;) ublry = A + k uby 10 T D Z ubr-1n = ubtr n) (3.2.12)
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Ispat; (3.2.11.) esitligi (3.2.1.) bagintis1 kullanilarak ;

xFZr—l(l _ Fz)n—r+1dx

1
k
k X
u.u7(ﬂ,12 = aCr,n f 1=
B

olarak elde edilir.

x"_l
1—-x 1—x

k
xJ1

j=1

esitligi kullanilarak uuﬁf‘,i ;

1
1
k - —
u.u1(ﬂ,12 = aCr,n J 1— xFZr 1(1 - Fz)n r+1dx
B

1
_ aCrn ij—leT'—l(l _ Fz)n—r+1dx (3213)
B

j=1

olarak elde edilir. Elde edilen bu esitligin ilk integralinde (3.2.1.) 6zel durumundan
1/(1—x) = fz/(a(l — Fz)) esitligi  kullanilarak ve ikinci integralde u =

FI71(1 — F,)™ "+ ve x/~'dx = dv olmak iizere kismi integrasyon uygulanarak;
1

k _ _
W = Crp f FI71(1 — F)"" fdx
B

36



3. SIRA ISTATISTIKLERININ MOMENTLERI CAGATAY CETINKAYA

1

i ]Fr 1(1 F )n -r+1

- 1 :
, f X/ FI72(1 — )" " ldx
B ]

1
n—r+1 )
+J—,foF2r"1(1 — F)" "dx

B

olarak elde edilir. Dolayisiyla ilk integralde, F, = u doniisiimii uygulanir ve gerekli

islemler yapilirsa;

1

k
1 .
uﬂﬁkrz — Cr,n j ur—l(l — W) du — aCr,nz 7l3}+r—1(1 _ B)n—r+1
; =

1
r—1 .
+aC,p j X/ FI72(1 — )" " ldx
B

n—r+1 o
— “Cr,n]—.fx]Fzr 1 -F)""dx

olarak elde edilir. Burada da ilk integralde 1 — u = k doniisiimii ve gerekli

sadelestirmeler yapilirsa;

X F)72(1 — F)" " ldx . wly_1n

f | r-Dlm—r+ 1)
B

ve

1
[wrma - By = — i,
'B rn
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olmak tizere;

k
1 .
il = Con| BA=Fin—r+ L) 4@ ) —pIri(1 = pyrrt
=17
i an-r+1)

aln—r+1)
+ ] uMy_1n — @ ] uMrn

=Cn|BA=-Fn—1r+17)

k
1 .. B amn—r+1)
@) BT = pT | T
f=1]
—~1 aln—r+1)
+ a(n —-r+ 1) Z 7 u.u1l‘—1,n - f u.urlf,n
k-1
1 .
+an—r+ 1)27 ulrn
i=0
olarak elde edilir. Burada; D = a(n—r+ 1) ve
k
1 .
A=Cn| BA=Bn—r+1,7)+ azj—_ﬁm—lu — p)n-THt
j=1

olmak iizere; 2 < r < n durumunda kullanilabilir olan (3.2.12.) bagintis1 agsagidaki

gibi elde edilmistir;

D k k
<1 +;) ui = A+ 2 O n +DZ (w1 = )

Teorem 3.2.2. 2<r<n ise,
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r

=1

a
k n k _ a ; k+i
u.u7(",12 = Tl unu1(d—)1,n—1 - (1 - ﬁ)l * 2 (l) (_1)l U—'u‘f‘—-;,lr)l—l}

(3.2.14)

Ispat; (3.2.11.) esitliginde yer alan Fi~1 ifadesi FJ 2F, = F]2 [1 -(1-

- a
B) (i_—;) ] olarak parcalanilarak;

1

w® =, f Xk, FY (1 — Fp)"Tdx
B
1

— Cpn(1— ) f (1 — ) fFF2(1 — Fy)"Tdx
B (3.2.15)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte yer alan (1 —x)% ifadesine binom agilimi

uygulanirsa;

a

(1-0%=> (})-Dix

i=0

oldugundan, (3.2.15.) esitligi

1

uﬂf‘lfrz = Cr,n f xkuFzr_Z(l — F)" dx
B

a 1

~Cen=p Y (1) 1) j X2 (1 = F)" " dx

=0 B
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olarak elde edilir. Bu esitlikte;

1

- - n K
Con [ XHFE20 = Y = i,y
B

1

. _ _ n K+i
Con | XHFF2A = B = 30,
B

oldugundan;

a
) _ " (k) - a i UetD)
ulrn = m{ uly—1n-1— (1- ;8)1 az: (L) (D¢ u.ur—1,1n—1}

i=1

olarak elde edilir.

Teorem3.23. 1<r<n-—1 ise,

a

® _ N _ ovi-a a _aNi (kD
uMrn = n—r (1 ﬁ) z (l) (-1 ubrn-1 (3.2.16.)

i=1

Ispat; (3.2.11.) esitliginde yer alan (1 — F,)™ "ifadesi

A= A-F) = A-F 7 a-p (55)]

olarak parcalanilarak;

40



3. SIRA ISTATISTIKLERININ MOMENTLERI CAGATAY CETINKAYA

1

W = Con(1 = )1 f xH(1 = X)*f,Ff 711 = F)" " ldx (3.217.)
B

esitligi elde edilir. Bu esitlikte yer alan (1 —x)% ifadesine binom agilimi

uygulanirsa;

a

(1-0%=> (1) (-Dix

i=0

oldugundan, (3.2.17.) esitligi

a 1

i) = A=Y (1) 1 Cop [ #HEE A = Ry

=0 B

olarak elde edilir. Bu esitlikte;

1

. _ o n k+i
Cr,n j xk+lf2F2r 1(1 - Fz)n r 1dX = E U,U,EIn-'-_l)l
B

oldugundan;

a

n a . ;
i) === =pre Y (1) 0l

n—r
i=1

olarak elde edilir.
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Teorem 3.2.4. 2a — 1 = m bir tamsay ise,

k) _ m+1 i (m) (—1)i+1
whrn = o0 — g1 L\ i)k +i+1

n(n—1) ( (k+i+1)

* [Cr,nﬁk+i+r(1 _ B)n—r—l + —

(k+i+1)
uly—1n-2 = uMyrn—2 )l

(3.2.18.)

Ispat; (3.2.11.) esitliginde yer alan (1 — F,)" "ifadesi (1 — F,)™ " 1(1 - F,)
olarak yazilabilir. (3.2.1.) 6zel durumu kullanilarak (1 — F,) = (1 — x)f,/a olmak

uzere;

1
C
=22 [ (=0T - B
B

olarak elde edilir. Burada;

olarak (3.2.19.) esitliginde yerine yazildiginda ;

1

aC
ubpn = e j xk (1= )20 (1 - F)" T ldx

— 2(a—1)
(1-p5) 3
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esitligi elde edilir. Bu esitlikte; 2a —1=m  olsun. (1—x)?*1=(1-

x)™ ifadesine binom ag¢ilimi uygulanirsa;

m

a-om=> (7)nix

i=0

oldugundan

(m+1)Crn i
) = z?ll-l—_—ﬁ)m—lz (T) (-1

i=0

1
* f x*HEIT1(1 — Fy)M " ldx (3.2.21)
B

esitligi elde edilir. Bu esitlikte x**'dx = dv ve FJ~1(1— F,)™ " ! = u olacak

sekilde kismi integral uygulanirsa;

m . _ i1
k) _ (m + 1)Cr,n Z (m) (_1)1’ xk+l+1F2r 1(1 _ Fz)n r—1

urn =50 —gym-1 .\ K+i+1
=0 B
1 1
r— .
k i 1J k+lF2T—2(1 _ Fz)n—r—ldx
1 1
n—r-— .
+ m[ X1 = Fp)" TP dx (3.2.22)
B

olarak elde edilir. Burada;

43



3. SIRA ISTATISTIKLERININ MOMENTLERI CAGATAY CETINKAYA

1
. r—2)(n—r+1)! ;
f XHET2(1 - FynTidy = & zn(_ ol LGS
B
g (r = DI ( 2)!
. _ e r — H Tl —-7T + H k+i
ka+1+1F2r 1(1 S o 20x = Em— ullﬁ,ntl;l)
B

oldugundan, (3.2.22.) esitliginde bu esitlikler yerine yazilip gerekli sadelestirmeler

yapilarak

K __ M +1 i (m) D™ [Cr,nﬁk+i+r(1 — g1

wrn = o0 — g1 L\ i)k +ri+1
N n(n—1) ( (k+i+1) (k+i+1))
n—7 \ur-1n-2 7 ullrno

esitligi elde edilir.
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3.3. L-Momentler

Sira istatistiklerinin dogrusal kombinasyonlar1 olarak kullanilan, dagilimin
seklini tanimlamaya yardimci olan ve geleneksel moment yontemleri ile teori ve
uygulamalar1 ag¢isindan benzer oOzelliklere sahip L-momentler, Hosking (1990)
tarafindan tanimlanmistir. Bir dagilimm L-momentleri, sira istatistiklerinin beklenen

degerlerinin dogrusal kombinasyonlari olarak;

m-—1
Am = E (_1) ( i ).um—j:m , m=1 (331)

esitligi kullanilarak hesaplanir. Hosking (1990) ayrica bir dagilimin beklenen degeri
elde edilebiliyorsa, L-momentlerinin de ¢ogunlukla hesaplanabildigini ispatlamistir.
L-momentler geleneksel momentlerle kiyaslandiginda birtakim avantajlara sahiptir.
Ornegin; L-momentler serideki aykirt degerlerden daha az etkilenmektedir. Ayrica
kiigiik Orneklemlerle calisildigi durumlarda L-momentler kullanilarak daha etkin
tahminler elde edilmektedir. Bunlarin disinda en énemli avantaji ise L-momentlerin
verinin dogrusal bir fonksiyonu olmasindan dolay1 6rneklemdeki degisimden daha az
etkilenmesidir. Bu avantajlarindan dolayr L-momentler veririn tanimlanmasi ve
Ozetlenmesi amaciyla, parametre tahmininde ve hipotez testlerinde kullanilmaktadir.
Bu yontem o6zellikle hidroloji ve ekonomi gibi farkli disiplinlerde nokta ve bolge
frekans analizi ve benzeri ¢aligmalarda kullanilmaktadir.

Nagaraja (2013) A,,, degerini hesaplayabilmek i¢in, m degerinin ¢ift tamsay1

olmasi durumunda

m—1
Am = m . (=1)' (m i ) ('um—j:m - .“j+1:m) (3.3.2)

=0

m degerinin tek tamsay1 olmas1 durumunda;
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et
=il g EO ) rn e
\ (3.3.3)
R () T,
) 2

)

esitliklerini elde etmistir. Bu esitlikler, sira istatistiklerinin momentleri elde edildigi
durumlarda daha az hesaplama yapilarak L-momentlerin hesaplanmasini saglar.
Cinkii  (3.3.2.) ve (3.3.3.) bagintilarina bakildiginda daha diisiik toplam degeri

hesaplanmaktadir.

STSP dagilimmnin ilk dért L-momenti (3.3.1.) bagintis1 sira istatistiklerinin
momentleri i¢in elde edilen formiiller kullanilarak asagidaki gibi elde edilmistir.

Birinci L-moment dagilimin ortalamasini ifade eder ve

(a—1DB+1 (3.3.4)

A =EWX) = 1+a

olarak elde edilir. Ikinci L-moment ise bir 6lgek dl¢iimiidiir. Bu moment ayrica Gini’

nin ortalama farki degerinin yarisina denk gelmektedir. STSP i¢in ikinci L-moment;

a+(1—-a)(1-B)B (3.3.5)
1+ a)(1+ 2a)

1
Ay = 5 (Uz2 — H1:2) =

esitligi  kullanilarak elde edilir. Benzer sekilde (3.3.1.) bagintis1i ve sira
istatistiklerinin momentleri i¢in elde edilen formiiller kullanilarak 3. ve 4. L-

momentler 15 ve 1,

1
A3 = 3 (u3.3 — 2Uz.3 + H1:3)
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_@B-D]a—-BB -1 +a*(-1-p+pY)]
- 1+ a)(1+ 2a)(1 + 3a) (3.3.6.)

1
Ay = p (Maza — 3U3.4 + 3.4 — t1.a)

_BB-D{Ra’ —2a - D[SFBE -1 + 1]+ 6a +5a*(* - — 1)}

14+a0)(1+20)(1+3a)(1+ 4a)
ala—1)Q2a—-1)

T AT 00+ 200 + 301 + 4) (3:3.7)

esitlikleri kullanilarak elde edilir. Hosking (1990) ayrica L-moment oranlarini da
tammlamistir. Ornegin; degiskenlik 6Sl¢iimiiniin  boyutunu hesaplamak igin L-
varyasyon katsayisi (L-CV) 4,/A; ve carpiklik ve basiklik boyutunu hesaplamak igin
L-garpiklik (L-CS) ve L-basiklik (L-CK) katsayis1 da sirasiyla T3 = A3/1, ve 7, =
A4/ A, olarak verilmistir.

STSP dagiliminin simetrik olmasi durumunda yani f = 0.5 durumunda
Urn = 1 — Up_ri1.n Olur ve bu durumda A; = 0 olarak elde edilir. Nagaraja (2013),
m > 1 olmak {iizere ¢ift tamsayr m degerleri i¢in A,, = 0 oldugunu gostermistir.

Diger yandan tek tamsay1 m degerleri igin ise (3.3.2.)’ den

P % z (—1): (m ; 1) (1= 24 1m) (3.3.8)

=0

bagintis1 da kullanilabilir.

Cizelge 3.1” de STSP dagilimimin farkli @ ve 8 degerleri igin L-varyasyon (L-
CV), L-carpiklik (L-CS) ve L-basiklik (L-CK) degerleri hesaplanmistir. Bu degerleri
yorumlayacak olursak; oncelikle L-CV degeri S sabitken « arttikga azalmaktadir.
B < 0.5 olmak iizere sabit  degeri i¢cin L-CS ve L-CK degerleri a degeri arttik¢a
artis gostermektedir ve ayrica L-CS degeri a > 1 durumunda daima pozitif

¢ikmaktadir. Simetrik durumda ise L-CS bilindigi lizere 0 ¢gikmaktadir ve L-CK artan
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a degerlerine gore artig gostermektedir. f > 0.5 olmak iizere sabit § degeri i¢in a
degeri arttik¢a L-CS azalmakta ve L-CK degeri ise artmaktadir. Bu durumda, L-CS
degeri @ < 1 durumu disinda daima negatiftir. Diger yandan sabit a degeri i¢in L-
CV ve L-CS degeri £ degeri arttikca @« < 1 durumu disinda azalis gostermektedir.
L-CK degeri ise f < 0.5 durumunda g arttik¢a artis gostermektedir ve a < 1

durumu disinda 8 > 0.5 durumunda f azaldik¢a azalmaktadir.

Cizelge 3.1. STSP dagiliminin bazi a ve 8 degerleri igin L-varyasyon (L-CV), L-
carpiklik (L-CS) ve L-basiklik (L-CK) degerleri
B =0.2 B =05

a =05 a =2 a =4 a =0.5 a=2 a=
L-CV | 0,3222 | 0,3066 | 0,2444 | 0,4166 | 0,2333 | 0,1444
L-CS | -0,1531 | 0,1155 | 0,1888 0 0 0
L-CK | -0,0441 | 0,0641 | 0,1172 -0,1 0,0001 | 0,1537

p =0.7 p =09
a =0.5 a =2 a= a =0.5 a=2 a=
L-CV 0,4653 | 0,2105 | 0,1207 | 0,4954 | 0,2010 | 0,1120
L-CS 0,1077 | -0,0839 | -0,1383 | 0,1864 | -0,1358 | -0,2202
L-CK | -0,0728 | 0,0769 | 0,1349 | -0,0148 | 0,0526 | 0,1016
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3.4. Minimum ve Maksimum Sira Istatistiklerinin Asimptotik Dagilimlar

Minimum ve maksimum sira istatistiklerinin limit dagilimlar1 dejenere
dagilim oldugundan kullanigsizdir. Bu durumun ortaya c¢ikardigi olumsuzlugu
onlemek ve daha kullanigh bir limit dagilimi haline getirmek icin bazi dogrusal
doniistimler uygulanir. (Arnold ve ark, 1992). Bu dogrusal formlarin limit dagilimlari

Weibull, Gumbel veya Fréchet dagilimlarindan biri olarak elde edilir.

3.4.1. Maksimum Sira Istatistiklerinin Asimptotik Dagihmlari

Bir maksimum sira istatistiginin limit dagilimi dejenere dagilima sahip olup
kullanigsizdir. Bu olumsuzlugu ortadan kaldirmak ve kullanislt bir limit dagilim elde
edebilmek i¢in G nin siirekli oldugu tiim noktalarda a,, > 0 ve b,, 6rneklem hacmi n

e bagli normallestirme sabitleri olmak {izere

lim F*(a,x + b,) = G(x) (3.4.1)
n—-oo

formunda bir dogrusal doniisiim uygulanir. Bu doniisiim sonucunda F, G dejenere
olmayan limit dagiliminin maksimum ¢ekimi altinda doniisiime tabi tutulmus olur.
Bu G limit dagilimi Weibull, Gumbel ve Fréchet dagilimlarindan herhangi biri
formunda ortaya ¢ikmaktadir. Bu formlarin her biri i¢in gerek ve yeter kosullar

David ve Nagaraja (2003) tarafindan verilmistir.

STSP dagilimim maksimum sira istatistiklerinin limit dagilimi da Weibull
dagiliminin maksimum cekimi altindadir (Cetinkaya ve Geng,2016). Oncelikle bir
limit dagiliminin Weibull dagiliminin maksimum ¢ekimi altinda ortaya ¢ikmasi icin

gerek ve yeter kosul asagidaki teoremde verilmistir (David ve Nagaraja, 2003).
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Teorem 3.4.1. Siirekli bir kiimiilatif dagilim fonksiyonu olan F(x) in Weibull

dagiliminin maksimum ¢ekimi altinda olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul;
o & =sup{x|F(x) < 1} (X in st sinir1) sonlu olmalidir.

o Hert>0 icin, lim =282~ _ e

x50+ 1-F(§1-%)

Burada, a,, ve b,, standartlagtirma sabitleri olmak tizere
a=&-F1(1-2) e b, =& sccilebilir.
Dolayisiyla;
lim P(Xn < &1+ anx) = exp[—(~2)7]

olarak elde edilir. Buradaki exp[—(—x)%] Weibull dagiliminin dagilim
fonksiyonunu ifade etmektedir.
Dolayisiyla, STSP dagilimi i¢in bu gerek ve yeter kosullar incelendiginde;

e X’ inist s, & = sup{x|F(x) < 1} = 1 sonludur.

e Ayricahert > 0 igin;

olmak tzere

CF(E - 1-[1-(1-py (=) @ .
1-F(§—tx) _ [ (5 E )a] = lim % = t* olarak elde edilir.
x>0t 1-F(&1—x) 1_[1_(1_ﬁ)(1—1(il—3x)) ] x>0+ X
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Gerek ve yeter kosullar saglandigi icin; F(x) € D[W*(x;y = a)] olarak ifade
edilebilir. Burada; W*(x;y = a), sekil parametresi (y) STSP dagiliminin sekil

parametresine (a) esit olan Weibull dagilimini ifade eder ve dagilim fonksiyonu;

e 0% x <0

W*(x;y=a>={1 x=0

seklindedir. STSP dagilimi i¢in standartlagtirma sabitleri a,, ve b,, degerleri ;

([3 (x)l/a 0<x<p
i 0<x<
Fl(x|la,B) = ! p a . (3.4.2)
(1-a-p(=5) Bsx<t
oldugundan
by =¢ =1
an:€1—F_1<1—%>= 1—F_1(1—;)

=1-|1-(1- 'B) <L1;%)>E =(1- ﬁ)l—l/an—l/a

1

olarak elde edilir. Standartlagtirma sabitleri yerine yazildiginda;

7lingop(xn:n < 51 + anx) = exp[_(_x)a]

lim P(X,n, < 14 (1= B Yo Yo%) = exp[—(—x)%]
n—-oo

olarak elde edilir. Dolayisiyla
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Xn:n -1 d
(1 — ﬁ)l—l/an—l/a W

*

oldugundan

Xn-n_1 1a “
E <((1'_ﬁ)1)—n1/a > ]g E(WH)

olarak ifade edilebilir. Weibull dagilimmin k. momenti E(W*) = (=1)*T'(1 + k/a)
oldugu bilindiginden STSP dagilimin maksimum sira istatistiginin beklenen deger ve

standart sapmalar1 Weibull dagiliminin maksimum ¢ekimi altinda;

E(Xpp) =1-T(1 +1/a)(1 — p)-Van-1/e
=1- (1= Ve Ve -I(1/a) (34.3)

E(X7n) =T (1 + é) (1- 3)2%”‘% +1—2I(1+ 1/a)(1 — p)t-Yan-1/a

=~ (1 - B)* an el (3)2+1-201 - pyYen=Yer(1/a)1 /e

(3.4.4)
Var(Xpn) = (1 - §)*an"a2[2r (2) = 112 (2)] (3.4.5)
sd(X,.) = (1—B)"an"s \/% [zr (g) —2r2 (%)] (3.4.6.)

olarak elde edilir.

Cizelge 3.2’ de STSP dagiliminin maksimum sira istatistiginin farklh a, § ve
n degerlerine gore beklenen degerleri kesin ve asimptotik olarak hesaplanmis ve

karsilastirmalar yapilmistir. @ <1 durumunda gerek asimptotik gerekse kesin
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sonuglarda standart hatanin oldukga biiyiik oldugu ve 6rneklem hacmi n arttikca tiim
a ve [ degerleri i¢in standart hatanin azaldigi gozlemlenmektedir. Asimptotik
sonuclarin standart sapmasi, kesin degerlere ait standart sapmadan daha fazladir.
Fakat 6rneklem hacmi arttik¢a bu fark sifira yaklasmaktadir. n > 25 durumunda bu
fark 0.003’ ten daha az oldugu gozlemlenmektedir. Ayrica f — 0 yaklastikca
asimptotik sonuclarin kesin sonuglardan farki artmaktadir. Fakat bu farklilik n
artttkca azalmaktadir. Tam tersi durumda; yani f — 1 yaklastikga asimptotik
sonuclar kesin sonuclara kiiciik n degerlerinde bile yakin sonuclar vermektedir.
Dolayisiyla, STSP dagiliminin maksimum sira istatistiginin asimptotik sonuglarinin

25 birimden daha biiyiik 6rneklemler igin iyi sonuglar verdigi gozlemlenmektedir.
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Cizelge 3.2. STSP dagiliminin maksimum sira istatistiginin farkli a, § ve n deger-
lerine gore kesin ve asimptotik beklenen degerler ve standart hatalari

Kesin | (Std. Hatas1) | Asimptotik | (Std. Hatasi)

a =0.5 0.6 0.3425 -1.5 5.5902

=02 |a=2 0.4 0.2160 0.2073 0.4143

a =4 0.32 0.1424 0.2333 0.2151

a =0.5 0.5 0.3651 -3 8.8943

n=1 f =05 |a=2 0.5 0.2041 0.3733 0.3276
a =4 0.5 0.1291 0.4610 0.1512

a =0.5 0.4 0.3425 -9 22.3607

p =08 |a=2 0.6 0.2160 0.6037 0.2072

a =4 0.68 0.1424 0.7289 0.0760

a =05 | 0.8752 0.1693 0.7222 0.6211

p=02 |a=2 0.5911 0.1812 0.5424 0.2392

a =4 0.4447 0.1372 0.4174 0.1634

a =05 | 0.8125 0.2327 0.5556 0.9938

n=3 B =05 |a=2 0.6750 0.1470 0.6382 0.1891
a =4 0.6083 0.0989 0.5905 0.1149

a =05 | 0.7048 0.2777 -0.1111 2.4845

p =08 |a=2 0.7769 0.1219 0.7712 0.1196

a =4 0.7899 0.0707 0.7940 0.0578

a =0.5 | 0.9405 0.0941 0.9000 0.2236

B=02 |a=2 0.6696 0.1554 0.6455 0.1853

a =4 0.5023 0.1289 0.4873 0.1438

a=0.5| 0.9062 0.1427 0.8400 0.3578

n=5 p=05 |a=2 0.7386 0.1234 0.7198 0.1465
a =4 0.6500 0.0909 0.6396 0.1011

a =05 | 0.8243 0.2067 0.6000 0.8944

f =08 |a=2 0.8289 0.0897 0.8228 0.0927

a =4 0.8198 0.0535 0.8187 0.0509
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Cizelge 3.2. (Devami) STSP dagiliminin maksimum sira istatistiginin farkl «, 8 ve
n degerlerine gore kesin ve asimptotik beklenen degerler ve
standart hatalari

Kesin | (Std. Hatas1) | Asimptotik | (Std. Hatasi)

a =05 0.9811 0.0347 0.9750 0.0559
=02 |a=2 0.7583 0.1196 0.7493 0.1310
a=4 0.5754 0.1143 0.5688 0.1210
a =0.5 0.9697 0.0553 0.9600 0.0894
n=10 p =05 |a=2 0.8089 0.0945 0.8018 0.1036
a =4 0.7015 0.0804 0.6969 0.0850
a =0.5 0.9307 0.1084 0.9000 0.2236
p =08 |a=2 0.8785 0.0615 0.8747 0.0655
a=4 0.8494 0.0415 0.8476 0.0428

a =05 | 0.9964 0.0073 0.9960 0.0089
p=02 |a=2 0.8438 0.0798 0.8415 0.0829
a =4 0.6592 0.0940 0.6571 0.0962
a=0.5 | 0.9943 0.0117 0.9936 0.0143
n=25 £ =05 |a=2 0.8765 0.0631 0.8747 0.0655
a =4 0.7605 0.0661 0.7590 0.0676
=05 | 0.9858 0.0286 0.9840 0.0358
£ =08 |a=2 0.9219 0.0399 0.9207 0.0414
a=4 0.8795 0.0332 0.8788 0.0340

a =05 0.9991 0.0020 0.9990 0.0022
p=02 |a=2 0.8887 0.0575 0.8879 0.0586
a =4 0.7126 0.0800 0.7117 0.0809
a =05 0.9985 0.0032 0.9984 0.0036
n=50 p =05 |a=2 0.9120 0.0455 0.9114 0.0463
a =4 0.7980 0.0562 0.7973 0.0569
a =0.5 0.9962 0.0081 0.9960 0.0089
p =08 |a=2 0.9444 0.0287 0.9440 0.0293
a =4 0.8984 0.0283 0.8981 0.0286
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3.4.2. Minimum Sira Istatistiklerinin Asimptotik Dagihmlar1

Maksimum sira istatistiine benzer sekilde minimum sira istatistiginin limit
dagilimi dejenere dagilima sahip olup kullanigsizdir. Bu olumsuzlugu ortadan
kaldirmak ve kullanish bir limit dagilim elde edebilmek i¢in G nin siirekli oldugu
tiim noktalarda c,, > 0 ve d, o6rneklem hacmi n’e bagli normallestirme sabitleri

olmak lizere

lim F*(c,x + d,) = G(x) (3.4.7))
n—-oo

formunda bir dogrusal doniisiim uygulanir. Bu déniisiim sonucunda F, G dejenere
olmayan limit dagiliminin minimum ¢ekimi altinda doniisiime tabi tutulmus olur. Bu
G limit dagilim1 Weibull, Gumbel ve Fréchet dagilimlarindan herhangi biri formunda
ortaya ¢ikmaktadir.

STSP dagilimin minimum sira istatistiklerinin limit dagilimi da Weibull
dagiliminin minimum cekimi altindadir (Cetinkaya ve Geng,2016). Oncelikle bir
limit dagiliminin Weibull dagilimimin minimum ¢ekimi altinda ortaya ¢ikmasi i¢in

gerek ve yeter kosul asagidaki teoremde verilmistir (David ve Nagaraja, 2003).

Teorem 3.4.2. Sirekli bir kiimilatif dagilim fonksiyonu olan F(x) in Weibull

dagiliminin minimum ¢ekimi altinda olabilmesi igin gerek ve yeter kosul;

o &, =inf{x|F(x) > 0} (X in alt sinir1) sonlu olmalidir.

o Hert>0 icin, lim ~&=%2) _ ta

x—0+ F(x=&)

olmalidir. Burada c,, ve d,, standartlastirma sabitleri olmak iizere

¢, =F71 (—) —-& ve d, = &, olarak secilebilir.
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Dolayistyla

lim P(Xyp S & 4+ cpx) =1 — e

n—-oo
olarak elde edilir. Buradaki 1 — e™*“ Weibull dagilimin dagilim fonksiyonunu ifade

etmektedir.

Dolayistyla, STSP dagilimi i¢in bu gerek ve yeter kosullar incelendiginde;

e X’ inaltsin, & = inf{x|F(x) < 1} = 0 sonludur.

e Ayricahert > 0 igin;

_ e a .
im 2C&2 _ iy (ﬁ)a = lim &L = ¢ olarak elde edilir.
x-0t F(=§+x)  x-0t 3(%) x-0t x¢

Gerek ve yeter kosullar saglandigi i¢in; F(x) € D[W*(x;y = a)] olarak ifade
edilebilir. Burada; W*(x;y = a) sekil parametresi STSP dagilimmin sekil

parametresine esit olan Weibull dagilimini ifade eder ve dagilim fonksiyonu;

1—e* x<0
0 ,x=0

Wy = @) = |
seklindedir. STSP dagilimi i¢in a,, ve b, degerleri, (3.4.2.) den;

dp=$,=0

=P () b= p ()" =i

olarak elde edilir. Standartlagtirma sabitleri yerine yazildiginda;
lim P(X;., <& +cpx) =1 —exp(—x%)
n—-oo
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lim P(Xy., < B Y Ye%) =1 — exp(—x%)

n—-oo
olarak elde edilir. Dolayisiyla

Xl:n

d
W*W (x;y =a)

oldugundan
1 k
E I(leﬁa‘lnl/“) l = E(Wk)

olarak ifade edilebilir. Weibull dagilimmin k. momenti E(W*) = (=1)*T'(1 + k/a)
oldugu bilindiginden STSP dagilimin minimum sira istatistiginin beklenen deger ve

standart sapmalar1t Weibull dagiliminin minimum g¢ekimi altinda;

ul) = (mp)epkir (%) (3.4.8)
E(Xym) = ()" Vo1 (2) (34.9)
E(X3,) = p*(np) /<21 (g) (3.4.10.)
Var(Xy,) = p20-Von-2/az [or (2) - 2r2 (3] (3.4.11.)
sd(Xy.,) = Bi-Van-1/a \/i [zr (3)-=r2 (%)] (3.4.12)

olarak elde edilir.

Cizelge 3.3’ de STSP dagiliminin minimum sira istatistiginin farkli @, § ve n
degerlerine gore beklenen degerleri kesin ve asimptotik olarak hesaplanmis ve
karsilagtirmalar yapilmistir. ¢ < 1 durumunda standart hatanin oldukca biiyiik
oldugu ve Orneklem hacmi n arttik¢a tiim a ve [ degerleri i¢in standart hatanin

azaldig1 gozlemlenmektedir. . « <1 ve .n > 1 durumunda standart hatanin oldukca
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yiiksek oldugu gozlemlenmektedir fakat . @ > 1 durumunda sonuglar daha kabul
edilebilir diizeydedir. Asimptotik sonuglarin standart sapmasi, kesin degerlere ait
standart sapmadan daha fazladir. Fakat orneklem hacmi arttikga bu fark sifira
yaklagmaktadir. n =25 durumunda bu fark 0.003° ten daha az oldugu
gozlemlenmektedir. Ayrica f — 1 yaklasgtikca asimptotik sonuglarin  kesin
sonuclardan farki artmaktadir. Fakat bu farklilik n arttikca azalmaktadir. Tam tersi
durumda; yani 8 — 0 yaklastik¢a asimptotik sonuglar kesin sonuglara kiigiik n
degerlerinde bile yakin sonuglar vermektedir. Dolayisiyla, STSP dagiliminin
maksimum sira istatistiginin asimptotik sonuclarinin da 25 birimden daha biiyiik

orneklemler i¢in iyi sonuglar verdigi gozlemlenmektedir.

Genel olarak maksimum ve minimum i¢in asimptotik sonuglara bakildiginda,
n =25 ve a>1 durumunda asimptotik yaklagimin kesin degerlere yakin ve
olduk¢a diisiik standart hataya sahip sonuclar verdigi gozlemlenmektedir. Bu
nedenle, bu kosullar saglandig1 takdirde, asimptotik yaklasimla elde edilen formiiller

kullanilarak daha kolaylikla hesaplama yapilabilir.
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Cizelge 3.3. STSP dagiliminin minimum sira istatistiginin farkli , f ve n degerle-
rine gore kesin ve asimptotik beklenen degerler ve standart hatalari

Kesin (Std. Hatas1) | Asimptotik | (Std. Hatasi)

a =0.5 0.6 0.3425 10 22.3607

p =02 |a=2 0.4 0.2160 0.3963 0.2072

a =4 0.32 0.1424 0.2711 0.0760

a =0.5 0.5 0.3651 4 8.9443

n=1 =05 |a=2 0.5 0.2041 0.6267 0.3276
a =4 0.5 0.1291 0.5390 0.1512

a =0.5 0.4 0.3425 2.5 5.5902

=08 |a=2 0.6 0.2160 0.7927 0.4143

a =4 0.68 0.1424 0.7667 0.2151

a =0.5 0.2952 0.2777 1.1111 2.4845

f =02 |a=2 0.2231 0.1219 0.2288 0.1196

Q= 0.2101 0.0707 0.2060 0.0578

a =0.5 0.1875 0.2327 0.4444 0.9938

n=3 =05 |a=2 0.3250 0.1470 0.3618 0.1891
a= 0.3917 0.0989 0.4095 0.1149

a =0.5 0.1248 0.1693 0.2778 0.6211

=08 |a=2 0.4089 0.1812 0.4576 0.2392

a= 0.5553 0.1372 0.5826 0.1634

a =0.5 0.1757 0.2067 0.4000 0.8944

=02 |a=2 0.1711 0.0897 0.1772 0.0927

a= 0.1802 0.0535 0.1813 0.0509

a =0.5 0.0938 0.1427 0.1600 0.3578

n=5 p =05 |a=2 0.2614 0.1234 0.2803 0.1465
a= 0.3500 0.0909 0.3604 0.1011

a =0.5 0.0595 0.0941 0.1000 0.2236

=08 |a=2 0.3304 0.1554 0.3545 0.1853

a= 0.4977 0.1289 0.5127 0.1438
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Cizelge 3.3. (Devami) STSP dagiliminin minimum sira istatistiginin farkli , g ve n
degerlerine gore kesin ve asimptotik beklenen degerler ve sta-

ndart hatalari
Kesin | (Std. Hatas1) | Asimptotik | (Std. Hatas1)
a =05 | 0.0693 0.1084 0.1000 0.2236
=02 |a=2 0.1215 0.0615 0.1253 0.0655
a =4 0.1506 0.0415 0.1524 0.0428
a =0.5 | 0.0303 0.0553 0.0400 0.0894
n=10 =05 |a=2 0.1911 0.0945 0.1982 0.1036
a =4 0.2985 0.0804 0.3031 0.0850
a=0.5 | 0.0189 0.0347 0.0250 0.0559
B =08 |a=2 0.2417 0.1196 0.2507 0.1310
a =4 0.4246 0.1143 0.4312 0.1210
a =05 | 0.0142 0.0286 0.0160 0.0358
B=02 |a=2 0.0781 0.0399 0.0793 0.0414
a= 0.1205 0.0332 0.1212 0.0340
a =0.5 | 0.0057 0.0117 0.0064 0.0143
n=25 B =05 |a=2 0.1235 0.0631 0.1253 0.0655
a= 0.2395 0.0661 0.2410 0.0676
a =0.5 | 0.0036 0.0073 0.0040 0.0089
p =08 |a=2 0.1562 0.0798 0.1585 0.0829
a= 0.3408 0.0940 0.3429 0.0962
a =05 | 0.0038 0.0081 0.0040 0.0089
=02 |a=2 0.0556 0.0287 0.0560 0.0293
a= 0.1016 0.0283 0.1019 0.0286
a =0.5 | 0.0015 0.0032 0.0016 0.0036
n=50 B =05 |a=2 0.0880 0.0455 0.0886 0.0463
a= 0.2020 0.0562 0.2027 0.0569
a =05 | 0.0009 0.0020 0.0010 0.0022
B =08 |a=2 0.1113 0.0575 0.1121 0.0586
a= 0.2874 0.0800 0.2883 0.0809
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3.5. Sira Istatistiklerinin Carpim Momentleri

Sira istatistiklerinin ¢arpim momentleri istatistiksel tahmin problemlerinde
onemli bir yer tutan konum ve 6lgek parametrelerinin en iyi dogrusal yansiz tahmin
edicisi (BLUE) hesaplamalarinda ihtiyag duyulan kovaryansi elde ederken
kullanilmaktadir.

r < s olmak fizere, standart iki yonlii kuvvet dagiliminin 7. ve s. sira

istatistiklerinin (X,..,, ve X,.,,) ortak olasilik yogunluk fonksiyonu;

91(x,y) = [F1)]"F(y) = FL) 7 1 = FE )" () f(¥)

92(x,y) = [FL()]" () = F1()* 1 = EMI" () ()

93(x,y) = [ ' FRQ0) - EEPF 71 -EMI L0 L)
ve

Crsn =n!/(r=DI(s—r -1 (n-13s))

olmak tizere;

g1(x,y), 0<x<y<p
frsm(Y) = Crsni 92(x,y) 0<x<p<y<l1 (35.1)
gs(x,y) , p<x<y<l1

olarak ifade edilebilir. Bu ortak olasilik yogunluk fonksiyonu yardimiyla da r. ve s.

stra istatistiklerinin (X;., Xs.,) carpiminin beklenen degeri;

Ur sin = E(Xr:nXs:n)

By
AuT,SZTl = E(Xr:nxs:n) = Cr,s,nJ fxy 91(X, y)dxdy +
0 o
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1B 11
Crsm f f xy g2(x,y)dxdy + Cy 5 f f xy g3 (x,y)dydx (35.2)
B o B x R

bagintisi ile elde edilir. (3.5.2.) integralinin ¢ozimii igin ;

By By
ffxygl(x,y)dxdy=ffxy [F,CO MR () — Fy ()51
00 0 o

*[1=-FWI" L) L0)

| [T b s s

* (;C—;)a_l a (%)a_l dxdy

n-s

n-s s—-r—1

Sy e g

[br |8

* — 1- —~ - dx|d

O B I

esitliginde oncelikle gg; = u ve ardindan f8 (%)a = w degisken doniigtiirme
B

islemleri uygulanirsa;
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By
f f xy g1 (x, y)dxdy (3.5.3)
00

1 2
= p2U- 1/“)8( +7,5— r) (,B;E+s,n—s+1>

olarak elde edilir. Benzer sekilde;

‘%\’H
O\’m

xy g2 (x,y)dxdy

Il
m\“_‘
o — &

xy [ F0) = FOPT L = EMI" () () dxdy

f xy[ﬁ ] [1 (1- ,3)< Z) g <%>a]5—r—1

- ()T @) e ()

) ZY[“ . ( Z)la(i_% )a_l

I
W\’H

SR R =) e

esitliginde ilk olarak

a s—r—1

[1 a-p(r— =) ﬁ<ﬁ)l
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o an\sTr-1 ﬁia
:<1—<1—B>(1_—Z)> 1_1_(1_5:3)’)(_[;)“

s—r—1
olarak parcalanip [1 — o (1_y)a] ifadesine binom acilimi uygulandiktan
1-(-B)(=5

x\% 1-y a - .. . . .
sonra 8 (E) = u ve ardindan (1 — f8) (E) = k degisken degistirme yontemleri

strastyla uygulandiginda;

1 B
f f xy g2 (x,y)dxdy
B 0

g A BT+
= Z ( . )( 1)1 [BA—-Bn—s+1,s—j—r)
= J +r+]

—(1—3)1%B(1—ﬁ;a+n—s+1,s—r—j)] 554)

olarak elde edilir. Ugiincii ve son integral igin ise

1
f xy g3(x,y)dydx
X

'%\“_k

ffxy [F,()]" YF,(y) — F,(0)]° " 1 - EW]" S f(x) f2(v) dydx
B x

ffxyll_(l_ﬁ)(l—x>alr—1

B o 1-§

Ja-pE) -a-n(E= arrll(l m=7) |

n-s
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a—-1 a—-1

* (1 :;) a (1_%) dxdy

! o ayr1 a1
=jx[1—<1—ﬁ><i_2)l «(1=3)
*[u-m(i_;;)“_u-m(;_;;)“r‘“

n- a-1

* fy[(l—ﬁ)(i_%)al sa(i:;> dy|dx

a-p(E2)” : y Ny A
1 —a = u olacak sekilde degisken doniistiirme islemi yapilip elde

esitliginde =z =
NPT FEy

RN 4
edilen ifade de (1 — ) (i_—;) = k olacak sekilde bir doniisiim uygulanarak;

11
ffxyg3(x,y)dydx=B(n—s+1,s—r)
B x

*{B(l—ﬁ;n—r+1,r)—(1—ﬁ)1‘1/“B<1—ﬁ;%+n—r+1,r>}
—B<§+n—s+1,5—1"){(1—,8)1‘1/“B<1—ﬁ;%+n—r+1,r>

_(1_ﬁ)2(1—1/a)3(1—ﬁ;2+n—r+1)} (35.5)

olarak elde edilir.
(3.5.3), (3.5.4.) ve (3.5.5.) esitlikleri (3.5.2.) esitliginde yerine koyularak

Uy s degeri hesaplanabilir.
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Fakat elde edilen sonuglara bakildigi zaman, bu hesaplamalar1 yapmak her
zaman uzun islemler ve zaman gerektirecektir. Bu nedenle ¢arpim momentleri i¢in
yineleme bagintilarina ihtiya¢ duyulmaktadir. Yineleme bagintilar1 kullanilarak bir
moment hesaplandiginda elde edilecek olan bu bagintilar kullanilarak diger ¢arpim

momentleri daha kolay hesaplanabilir.

3.6. Sira Istatistiklerinin Carpim Momentleri i¢cin Yineleme Bagintilar

STSP dagilimi iki yonlii bir dagilim oldugundan, tekli momentlerde oldugu
gibi, carpim momentleri de hesaplama agisindan bir takim zorluklar icermektedir.
Carpim momenti hesaplanirken X,.,, ve X, sira istatistiklerinin dagilimm f
parametresine gore olasi tiim siralamalar1 (3.5.1.) goz Oniline alinarak (3.5.2.)
ifadesinde de gorildigi tizere ¢ ayr1 integralin  toplami  seklinde
hesaplanabilmektedir. Dolayisiyla yineleme bagintilari i¢in her bir integral ayr1 ayri

diisliniilerek her bir duruma 6zgii (3.5.1.) yineleme bagmtilari elde edilmistir.

Tekli momentlerde oldugu gibi f;, (F;), f,, (F;) tam bir yogunluk (dagilim)
fonksiyonu olmadig icin her bir integral tam bir moment ifade etmez. Bu nedenle
(3.5.2.) esitliginde yer alan ilk integral r. ve s. sira istatistiklerinin (k, l). alt garpim
momenti, ikinci integral ise r. ve s. sira istatistiklerinin (k, l). orta carpim momenti

ve l¢iincii integral ise . ve s. sira istatistiklerinin (k, [). Gist garpim momenti olarak

adlandirilmis ve her biri i¢in sirastyla; Lug;’:l,)l, Myﬁkslr)l ve Uyﬁksl,)l notasyonlari

kullanilmistir. Ardindan bu kismi momentler i¢cin moment yineleme bagintilar1 elde

edilmistir.
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3.6.1. Alt Carpim Momentleri i¢in Yineleme Bagintilari

Standart iki yonli kuvvet dagiliminin 0 < X,..,, < Xs.,, < f durumu igin r. ve
S. sira istatistiklerinin alt ¢arpim momentleri asagidaki baginti kullanilarak ifade

edilir;

By
W = Coon [ [ # IR GOI R 0) = RGP
00

*[1=FWI"™ A Ai(y)dxdy (36.1)

Burada; F;(x) ve fi(x) r. sira istatistiginin dagilim ve olasilik yogunluk
fonksiyonlarmin alt par¢asini (0 < x < ), F;(y) ve fi(y) ise s. sira istatistiginin
dagilim ve olasilik yogunluk fonksiyonlarinin alt pargalarin1 (0 < y < () ifade eder.
Bu alt ¢arpim momente dair yineleme bagintilar1 ise asagidaki teoremlerde

verilmistir.
Teorem3.6.1. 1<r+1<s<n ise

k1) _ O ) 3.6.2.
LHrsn = m LMy +1,s:n ( )

Ispat:

B
D — ¢ j Yy [ = B 1)
0

y
* [ f R @R E) - REPT fiG)dx | dy (36.3)
0

ifadesi f;(x) = aF;(x)/x bagintisin1 kullanilarak;
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y
f T [F, O () — Fy (01 fi (x)dac

y
—a f XU T TR () — Fy ()15 dx
0

olarak elde edilir. Burada,

u=[FEIFRE) -FREPT7T, X lde=dv , v=x"/k

du = [r[F, ()] R O) = F)ITHfi(x)
—(s =1 = DIFMI'ARG) - LT f1(0)]dx

olmak iizere, kismi integrasyon uygulandiginda;

y y
J udv = uv — f vdu
0 o

_ R TRG) - A@PT
k

y

0

—r=1) (Y
+ 2 [ B GOV IR ) - ROF 2 od
0
r Yy
1 [ HRI R - BP0
0
—r—=1) (Y
= (S,:—) [ E@ITRG - A@ITh@dr
0

y
RO HARG) — R fi(x)dx

olarak elde edilerek (3.6.3.) ifadesinde yerine yazilirsa;

uld =2 ”"(s ) jj "R OV TF () — Fy ()15
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«[1 = FEWI™ £ f () dxdy
r”ﬂ UE (O F () — Fy (01
«[1 = FEWI™ £ f () dxdy

olarak elde edilir. Burada;

ﬂ UF GO IR () — Fy GO 2[1 — Fy ()™ £y () fu () dxdy

wxp T'(E—1=2)(n-s)

= L:ur+1,s:n n!
ve
ﬂ' R, GOT IR () — Fy )20 = By (I F (0 fu () dxdy
Kl
- L.uﬁs %/Cr,s:n
olmak tizere;
kD _ aCron(s—r—1) (kD) ri(s—r—=2)(n—s)!
L.ur sn k L:ur+1,s:n nl
arCy. Kl
- % LU 7(‘5 1)1/Cr sin
ifadesi diizenlenirse;
Luﬁksl,)l = ﬁ Lﬂgi?sn , 2=<r<s<n bagmtsielde edilir.
Teorem3.6.2. 2<r<s<n, a € Z" ise
(kD n (k+a,l)
thrsm = Gy thr-1s-1n-1 (3.6.4.)
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Ispat: (3.6.1.) esitliginde [F; (x)]"~1 ifadesi [F; (x)]"2F, (x) olarak pargalanip

F; (x) degeri yerine yazilirsa;

By
D = f f YU F (OTT 2, () [Fy () — Fy ()]~
(1= B O™ fi(0)f()dxdy
By
= Cron Oj Of YOI (3) TG = o)

*[1=F ] () fi(y)dxdy

By
ﬁ{;’;) [ [xettrcor-2imo) - Reor
00

*[1=F W™ () fi(y)dxdy

ifadesi elde edilir. Burada;

By
ﬂ Y RO PR = RO L= RO A00f()dxdy
00

_ (k+al) r=Dl(s—r—=1D!(n-:s)!
= Mr_1s5-1n-1 =D

olmak iizere;

u(k‘l) _ Crsn  (ktad r—2)!(s—-r—1D!'(n-s)!
LMr,sm ﬁ(a_l) L*r—1,5s—-1:n—1 (n — 1)!

_ (k+a,l)
- ﬁ(“_l)(r _ 1) LFfr—1,s-1:n—-1

olarak elde edilir.

71



3. SIRA ISTATISTIKLERININ MOMENTLERI CAGATAY CETINKAYA

Teorem36.3.1<r<s<n—1, a €Z' ise

(k,D) (k,1) (k,1+a) (3.6.5.)

n a-1
Lnursn_m[bursn 1 Lnursn l/ﬁ ]

Ispat: (3.6.1.) esitliginde [1 — F,(»)]* S = [1 — F,()]" "1 - F,(y)] acilim

kullanilarak;
Mﬂ—@mﬂ R, R G) - RO - RO

" (1 —B (%)a) () fi(y)dxdy

esitligi elde edilir. Bu esitlik

Lwﬁ=@mﬂ R (O MR O) — )1

*[1 = F I f(0) () dxdy

&ﬂﬂ‘ka@Vlmw)ﬂvﬁrl

*[1 = F WM™ i) () dxdy

olarak elde edilir. Burada;

ﬂ UF T UFG) — @I - B0 £ @) f (v)dxdy

wp T—Dis—r—DI(n-s—1)!
= LHrsn—1 (n — 1)!
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ve

f f Kyl [F (0] R () = R@FTHL = RO GO f () dxdy

kire) T DI —r-DI(n—s5-1)!
- LMrsn-1 (Tl— 1)!

olmak iizere;

k,l n k,l k1l - o J
ety = 2| s — 5 /pe| bagmust elde edili.

Teorem3.64. 3<r<s—1<n-—1, 2a€Z"ise

D _ an(n—1)
thrsn = Ba D (k + 2a)(r — 1)

[ (k+2a,)) (k+2a,)) ] (3.6.6.)

LHy— 1,5-2n-2 ~ LM*r—2,5-2:n-2

Ispat: (3.6.1.) esitliginde [F;(x)]""! ifadesi [F;(x)]""2F;(x) olarak pargalanip

20{
F; (x) degeri yerine yazilip (x) f;(x) = Fi@D deger1 yerine yazilarak;

k+2a-1

By
X
8 = Coon | [ T Y RGN IR 0) - RGP
00

*[1=F @] fi(y)dxdy

ifadesi elde edilir. Ardindan
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B

k,l aCr,s:n —
s = 2 [ Y1 = RO A0)

0

y
o| [ #e B @I R ) - F@IT | dy

0

ifadesinde, x**2*~dx = dv, [F,()]"?[F(y) - Fi ()P "' =u,v="1"+ Ve

[(r = DI [ARO) - R fi(x)
—(s —r = DRI ?[A ) — R 2fi(0)]dx = du

olmak tizere, kismi integrasyon,

xk 2 [F 0)2[Fy(v) — Fy ol

k+2a
y

— [ ol 1R O) - BT @
0
fior-t J X2 [ (O] 2R () = F ()] fu(x)dx

k+2a
0

0

olarak elde edilir. Bulunan ifadeler yerine yazilip diizenlendiginde;

aCrsn s—1r—1
W0 = T g || R COT HRO) - ol
00

*[1=F W] () fi(y)dxdy

CTSTL
s nk’;mff IR0 W

*[1=F W] () fi(y)dxdy
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olarak elde edilir. Burada;

By
J.f xkr2aylE ()] 2 [F (y) — F,(0)15 772 [1 = L)1 fi(0) f(y)dxdy
00

— (k+2a,0) r—=D!'(s—r—-2)(n—ys)!
— LMr-1s-2mn-2 n—2)!

ve
By

.f.f eyl E (O 2 F(y) — FL )P = FL )] A fi()dxdy
00

 erzany =2 —r—-1D!(n—>s)!
= LP¥r-2,s-2mn-2 (n - 2)!

degerleri yerine yazildiginda;

(kD) an(n-1) (k+2a,1) _ (k+2a)
L.ursn - B2(@—1)(k+2a)(r—1) L¥r—1,s—-2n-2 LF¥r—2,s-2:n-2 !

ifadesi elde edilir.

Teorem3.65. 1<r<s<n, aj €Z'ise

D) n—s n— 'u(kl+aj)

k,l LMr,s:s

L“””‘QZ( j )( 1y NG (3.6.7)
j=o

Ispat: (3.6.1.) esitliginde

i-nomr= [ @) =50 o ()

binom ag¢ilimi uygulanarak;
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—=S

By
L.u7(”sr)1 - Cr,sn ( ) ,Bj(a 1)Jf l+a] [F. (X)]
00

=0

~.

« [F,(y) = FL DI () fL(v)dxdy

ifadesi elde edilir. Burada;

By
f f xky IR (O R () — L) A () dxdy
0 0

— LHMr,s:s

s!
ifadesi yerine yazildiginda;
(kl+aj)
L.u7(”kslr)L =M (n S)( 1)/ Lg]r(ff 5 bagmtisi elde edilir.

Teorem3.66. c=r+j ,1<r<s<n—-1 ,n=>2, ac€Z" ise

| s—-r-1 1
(k,1) an: z (S—T— > .
= —-1)/
L.ursn (r—l)!(s—r—l)! < ] ( )

, B D(s —c — 1) @+
(n—o)l(ac+1)! "7 (358)

Ispat: (3.6.1.) esitliginde [Fy(y) — F;(»)]5"""! yerine binom agilimi yerine
yazildiginda;

LTGRO (S ) CVEROFT RV

~.
(=)

olmak tizere;
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S—r— B
WD = Crsn Zl(s_;_l) 1 | fy XIF, (O 7, () d
j=0 o |o

* Y[R - FO)I A () dy

olarak elde edilir. Burada, F; (x)vef; (x) degerleri yerine yazildiginda;

Bc(l—a)yac+1
ac+1

y
[ st Gor o e -
0

olmak tlizere

s—r—1

s—-r—1 ,85(1 @)
TR (A [C j “H2 R ()]
0

«*[1=F I fi()dy

~.
o

elde edilir. Burada;

B
j YE2[E ()] — By () dy
0

_ (ac+2) (S—C—l)'(n—S)'
IMs—cn—c (n _ C)!

olmak tizere gerekli sadelestirmeler yapildiginda

| s—r—1 1
rsn = D1 (s =7 = D) 4 ;o)

. ﬁC(l—a) (S —C — 1)' ‘u(ac+2)
(n—o)! (ac + 1)1 s—en=c

bagintisi elde edilir.
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3.6.2. Orta Carpim Momentleri icin Yineleme Bagintilar

STSP dagilimmin 0 < X,., <f < X;., <1 durumu igin r. ve S. sira

istatistiklerinin orta ¢arpim momentleri asagidaki bagint1 kullanilarak elde edilir.

i = o j f IF1 OV [P () = Fy Ol

*[1=-FWI" i) f,(y)dxdy  (3.69)

Bu orta carpim momentine dair yineleme bagintilar1 asagidaki teoremlerde ifade

edilmistir.
Teorem3.6.7.1<r<s<n—1, a€Z' ise

a

®D) n (k,1+))
M'u”n_(n—s)(l—ﬁ)“_ljz( )( 1)) rsn]1 (3.6.10)

Ispat: [1 — F,(y)]"S ifadesi (3.6.9.) esitliginde;

[1—E,0)]"S"1 - F,0)] = [1 - B)]" 5! [1 -(1-p (1—;;)0(]

olarak ifade edilebilir. Bu durumda (3.6.9.) esitligi

Muﬁ’z?l—% f f Xyl (1 = Y)2[F (O [F(y) — Fy ()]s

*[1 =R () f2(y)dxdy

olarak elde edilir. Bu denklemde (1 — y)* ifadesine binom ag¢ilimi uygulanirsa;
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(1-y)° Z( )1y

olmak iizere;

a 18
Mﬂf’liilr)l = (Er'—'g;a_ljzo (f) (-1)/ [ﬂ- xRy [F, ()]

« [F(y) = FL)I 1 - RO () f,(v)dxdy
(3.6.11.)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte

[ #yHE @I« 1R0) - E@ITL = RO %) dxdy
3o

ey Gmr=Din—s-D!I(r - 1)
- MMrsn-1 (Tl — 1)!

ifadesi yerine yazilip sadelestirmeler yapilirsa;

a

(k1) n a (k1+))
it = G e 2, ) D
j=0

bagintis1 elde edilir esitligi elde edilir.

Teorem3.6.8. 2<r<s—1<n—-—1, a€Z'ise

(k,1) _ n(n—l)
Hhrsn = =)t = DIFA - HI*

qu

(k+a,l+7)
()( 1)]Mr10:; 1]n2
j=0

(3.6.12.)
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Ispat:  (3.6.11)  esitliginde  [F,(x)]"™*  ifadesi  [F,(x)]"%[F,(x)] =

a
[FL(x)]"2p (%) olarak denklemde yerine yazilirsa, esitlik;

1B
( 1y ﬂ ktay i [F, ()] -

(k,D) Crsim

Mnur,s:n - ,8(1 ,8) a 1

Ms:

J=0

* [F,(y) = L)L = EOI" T A () () dxdy

olarak elde edilir. Burada

1B
[ # ey R I 1R0) - E@IT L =BG Ay
Bo

ke Emr=Din—s—-D!(r—2)!
= MHr_15-1:n—2 (Tl _ 2)!

ifadesi yerine yazilip sadelestirmeler yapilirsa;

(k1) _ n(n—l)
ubrsn = 0 =) — DIFA — HIT

Ma

(k+a,l+j))
( >( 1)]M r 1,5—1:n—-2
j=0

bagintisi elde edilir.
Teorem36.9. 2<r<s<n, a€Z" ise

(k,1) n (k+a,l)
Mﬂrsn - ( _ 1),3““1 M:u'r—lls—l:n—l (3 6 13 )
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ispat: (3.6.9.) esitliginde [F,(x)]"~! ifadesi: [F, ()] 2[F,(x)] = [F,(x)]" 28 (%)a

olarak yerine yazilirsa;

i = ff IR T2 ) — B (1
«[1 =K, () f(»)dxdy
olarak elde edilir. Burada;

1B
[ # < E @I R0) - E@IT L= RO A @ G)dxdy
0

ey mT=DIm=9) =)
- MMr-1s-1n-1 (n . 1)!

ifadesi yukaridaki esitlikte yerine yazilip sadelestirmeler yapilirsa;

(kD n (k+a,l)

MMy s = et MHr-1s-1m-1 bagintisi elde edilir.

Teorem3.6.10. 1 <r<s<n, a(n—s) € Z* ise;

a(n-s)
(k,1) n! a(n—S) ( 1)] (kl+])
M:ursn_s|(n_s)|(1_ﬁ)(a 1)(n-s) MH 7,S:S
(3.6.14.)

(1-y)"=9)

ispat: (369) ifadesinde; [1 - Fz(y)]n—s = W

esitliginde yer alan;

(1 — y)*®=9) ifadesine binom ag1lim1 uygulanirsa;
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a(n-s)
(1- y)a(n—s) — Z <a(n N S)> (- 1)1 j
j=0 J
olmak iizere;
c a(n-s) ( )
(kD r,Sin an—=s A\
M.ursn - ( _ B)(a—l)(n—s) T < ] )( 1)

16
. f f Xy IR O F () — F OIS £, 00 fo () dxdy
B0

esitligi elde edilir. Bu esitlikte;

f f YR @I EG) — F I £,00f () dxdy

(k14 (s=r—-D!(r-1)!

- M :
7,5:S s!

olmak iizere ;

a(n-s)

(k1) n! a(n—s) j (kl+])
M.ursn _s'(n—s)'(l ﬁ)(a 1)(n-s) < ( 1) MHr,s:s

bagntisi elde edilir.

Teorem3.6.11. 1<r<s<n,a(r—1)€Z" ise

k -1),1
M.ursn - (kalr—))

(n—r1+ D! (r — 1)l ga—DG—D MHLs—r+1n-r+1 (3.6.15.)
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. a 171
ispat: (3.6.9.) esitliginde [Fy (x)]""! = | == ifadesi yerine yazilirsa;
ﬁa 1

kl
Ml = Wﬂ. X+ TDYE () = Fy ()

*[1 =] A)f,(y)dxdy

esitligi elde edilir. Burada;

1B
| ey tm o) - E @I L= OISR @ G)dxdy
0

 kraer-np =Dl —s)!
- MMrsin-1 (Tl e 1)'

ifadesi yukaridaki esitlikte yerine yazilip sadelestirmeler yapildiginda;

o) _ n! (k+a(r—1),0)
Mnursn (Tl —r+ 1)! (T _ 1)! B(a_l)(r_l) M*1,s—r+1in—-r+1

bagintisi elde edilir.

3.6.3. Ust Carpim Momentleri icin Yineleme Bagmtilar

STSP dagilminin f < X,.,, < Xgp <1 durumu igin r. ve s. sira
istatistiklerinin {ist carpim momentleri asagidaki bagint1 kullanilarak elde edilir.

D = ¢, jj UE, GO [Fy () — Fy ()]

*[1 - FWI" (0 f2(y)dxdy (3.6.16.)

Bu iist carpim momentine dair yineleme bagintilar1 agagidaki teoremlerde ifade edilmistir.
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Teorem3.6.12. 1<r<s<n-1, a€Z" ise

a

(k,D) n (k,1+))
Unursn - (n—S)(l—ﬁ)“_ljZ< )( 1)]U rsnjl

(3.6.17.)

ispat: [1 — F,()]"™ = [1 - K, [1 — K] = [1 - Kt 220

(1-p)e-t
ifadesi (3.6.16.) esitliginde yerine yazilirsa;
R ff Xy (1 = ) [FTHEG) — ()]

*[1 = B, f(0) 2 (v)dxdy
esitligi elde edilir. Burada (1 — y)® ifadesine binom agilimi uygulanirsa

(1-y)" = z (7) oy

j=0

olmak tlizere

a 1y

(kD) Cr,s:n 4 1 +7 r—1

ubrsn = (_—WZ <]> (—1)/ H xky' [F,(x)]
J=0 BB

« [F,() = BE@PF 1 = RO () f2(y)dxdy

esitligi elde edilir. Bu esitlikte;
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ff YR ERG) — REPTHL - RO () f,(0)dxdy

e =D —r =Dl (n—s)!
- Uur,s:n—l (TL _ 1)!

ifadesi yerine yazilip sadelestirmeler yapildiginda;

a

(kD) n E : @ (1))
UMy sm = (n—s)(1— B)a_l (1) (_1)] U:ursnjl
j=0

bagntisi elde edilir.

Teorem3.6.13. 2<r<s<n ,a €Z"ise

(k+j,1)
(k,1) n (k1) 3'{=0 ((;) (_1)J UMr—15-1m-1
U.ursn_ -1 U.ur 1,s—1m—1 (1_ﬁ)a 1

(3.6.18.)

ispat: [F,(0I" = (RO 2[R, =[R2 1- (1 - ) (32)"] olmak

tizere (3.6.16.)’ de yerine yazilirsa;

%D = €y j j E, (O] 2[Fy () — Fy ()]
« [1 = B () fo () dxdy
(=BG [[ 240 = DRI 2R0) - BEP T
BB

*[1 =MW" (0 f,(y)dxdy
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esitligi elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki integralde yer alan (1 — x)“ ifadesine
binom ag¢ilimi uygulanirsa;
a
a o
a-»r=) ()i

j=0

olmak tizere;

j j UE O 2[00 — Fy (OIF1 = By 0™, (0) f5 () dacdly

(kD) r—D(s—r—1!(n--s)!
- U'ur—l,s—l:n—l (Tl — 1)!

ve

1y

| I 21E ) ~ G L =BG G ()dxdy
BB

(kD) r=-2)!s—r—-1D!(n-y:s)!
- U:ur—l,s—l:n—l (Tl _ 1)!

ifadeleri yerine yazilip sadelestirmeler yapildiginda;

(k+j.D
kD n (kD) ?=0 (3{) (_1)] UMy —15-1:n-1
uMrsn = 1 uMr—1s-1m-1 ~ (1-p)a1

bagintis1 elde edilir.

Teorem3.6.14. 1<r<s<n,a(n-—s)€Ztise
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a(n-s)
U:ursn_s|(n_s)|(1_’8)(a 1)(n-s) uH rss
(3.6.19.)
(1-y)*=9)

Ispat: (3.6.16.) esitliginde [1 — F,(y)]™"* olmak tizere, (1 —

= (1-p)la-D(n-s)

y)“("‘s) ifadesine binom ag¢ilimi uygulanirsa;

a(n-s)

(1 _y)a(n—s) - z <a(n]_ S)>( 1)] j

j=0
olmak tizere;

A a(n-s) ( ) 1y

(k,) r,sn an—=s . Kol

ubrsm = (1-— ﬁ)(a—l)(n—s) < j )(—1)1 ff x y*r
j=0 BB

* [0 F(0) — I (0 f(v)dxdy

esitligi elde edilir. Bu esitlikte;

f f Y (BT E () — By (015, () f () dxdly

ey =17 =D —1)!
- UMrs:s sl

olmak tizere gerekli sadelestirmeler yapildiginda

a(n-s)

(k1) n! a(n—s) j (kl+])
U.ursn_sl (Tl—S)'(l ,B)(a D(n-s) ( . ( 1) UHrs:s
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bagmntisi elde edilir.

Teorem3.6.15.2<r<s<n, a €Z'ise

r—1

(k1) n! r—1 _ ,
U“”"_(r—1)!(n—r+1)!;< j )( D

aj (k+ 0
(1-[3)](6{ 1)2( )( 1)l uHi,s lr+1n r+1

(3.6.20.)

(1_x)a r—1

Ispat: [F,(x)]"1 = [1—m

degeri binom agilimi uygulanarak (3.6.16.)

esitliginde yerine yazilirsa;

r—1

(r—l) (1) (1-x)9

1 —-x)*
- a—pyem

aA-peD

j=0

ve bu binom agiliminda yer alan (1 — x)% ifadesine de binom acilimi uygulanarak ;

i=0
olmak tizere;
r—1 aj .
[F,(x)]"~ ;( ) %;(?) (—D)ix!

olarak elde edilir. Dolayisiyla, elde edilen [F,(x)]"~! degeri (3.6.16.) de yerine
yazilirsa, agsagidaki esitlik elde edilir;
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r—1 1 1 aj )
(k,l) _ T' - . CZ] .
U.ur,s:n - Cr,s:n Z ( ] ) (_1)] Wz ( i ) (_1)l
j=0 i=0

1y
f f HYE () = B0 1 = RO () o () dxdy
B

Bu esitlikte

1y
[ #51R0) - E@IT L= RO R G)dxdy
BB

o (ke+iD) s—=r—1D!n--:s)!
- U:ul,n—r+1:s—r+1 (Tl —r 4+ 1)!

esitligi yerine yazilir gerekli sadelestirmeler yapilirsa;

r—1

(kD) n! r—1 Y
U“T'S="_(r—1)!(n—r+1)!z< j )( b’

j=0

aj
1 aj i (k+iD)
* (1 — ﬁ)j(a—l) Z( i )(_1)l Ulul,s—lr+1:n—r+1
i=0

bagintisi elde edilmis olur.

Ozetleyecek olursak, STSP dagilimmin sira istatistiklerinin kismi ¢arpim ve
tekli momentleri i¢in elde edilen yineleme bagintilar1 yukaridaki teoremlerde
verilmistir. Bu yineleme bagintilar1 tekli momentler i¢in kullanigl olsa da, ¢arpim
momentleri i¢in ¢ok da kullanighh degildir. Bunun sebebi ise STSP dagiliminin
matematiksel yapisindan kaynaklanmaktadir. Carpim momentleri i¢in elde edilen
bagintilara bakildiginda esitliklerin her iki tarafinda yer alan momentlerin
derecelerinin farkli oldugu gézlemlenmektedir. Bu da hesaplama agisindan bir takim

zorluklar1 beraberinde getirdiginden, bu bagintilar1 kullanigsiz hale getirebilmektedir.
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4. UYGULAMA

X rastgele degiskeni, iki yonlii kuvvet dagilimina sahip, g konum parametresi
ve ¢ Olgek parametresi olmak lizere Y = y + 0X doniisiimii yapilarak g ve ¢ nin

modele dahil edildigi Y degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu;

S

p 5 M<y<u+pfo
fia,B,p0) = T (%) a1 (4.1)

ET MU+ Po<y<u+o

—co<u<o ve c>0

olarak ifade edilir. Bu durumda X rastgele degiskeninin ornek uzayr (0,1)
araligindan (u, u + @) araligina genisler. Y rastgele degiskeni yine de smirli bir
dagilima sahip olur. Bu durumda Y rastgele degiskeninin dagilimi ise p =a ve
0 = b —a olmak lizere standart olmayan TSP (a, 8, u, o) olarak ifade edilir (Kotz
ve van Dorp, 2004, s97).

Bu boliimde, sira istatistiklerinin momentlerinin bir uygulamasi olarak konum
ve Olcek parametrelerinin en iyi dogrusal yansiz tahmin edicileri (BLUE)
arastirilmistir. STSP dagilimina ait bir X r.d. konum ve 6l¢ek parametrelerinin bir
dogrusal fonksiyonu olarak Y r.d. ifade edildikten sonra STSP igin elde edilen

bagintilar kullanilarak TSP dagilimina ait sonuglar elde edilmistir.

Sag tiggensel dagilim (Downtown, 1954; Sarhan ve Greenberg, 1962), giic
fonksiyonu dagilimi (Sultan ve ark, 2000) gibi birgok dagilim igin literatiirde konum-
Olcek parametreleri icin BLUE degerlerinin hesaplanmasina dair calismalar

bulunmaktadir.
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Y., Y, ....Y,, STSP(a, B, u, o) dagihimdan alinmis bir 6rneklem olmak iizere Y., <

Yo.n < - < Y, Ornekleme karsilik gelen sira istatistikleri olur. Dolayisiyla

C=(ATV-14)"14TV1 | A=(18) ,1T=(1,..,1)
yT = (yl:n' ""yn:n) ' fT = (El:n' "'lfn:n) ) S;r:n = E(XT:TL)

ve V ise X rastgele degiskenlerinin sira istatistiklerinin varyans-kovaryans matrisi

olmak tizere (tlim vektorlerin boyutu n * 1) u ve ¢’ nin BLUE vektorii

)-o

olarak ele edilir. Tahminlerin varyans-kovaryans matrisi ise
(ATV-14) 102

ile elde edilir (Cetinkaya ve Geng, 2016).

Cizelge 4.1. ve Cizelge 4.2.” de simetrik STSP dagilimi (f = 0.5) i¢in u ve o
nin BLUE katsayilann « = 0.5,1,1.5,...,45 ve n=23,..,10 degerleri i¢in
verilmistir. Benzer a ve n degerleri i¢in i¢in p ve o nin BLUE degerlerinin varyans

ve kovaryans katsayilar1 da Cizelge 4.3.” te verilmistir. X simetrik oldugunda;
Ei:n =1- En—i+1:n ) Var(Xi:n) = Var(Xn—i+1:n) , 1=12,...,n.

olur. Simetrik STSP dagilimi i¢in simetri noktasinin BLUE degerleri i + 0.56 olarak
elde edilir. Ayrica, 0 < p < 1 olmak {izere o bilindiginde simetrik STSP dagiliminin
kitle kantili, p. BLUE degerleri fi + 6F 1(p;a,f = 0.5) olarak elde edilir (F~!

3.4.2. de verilmistir). Tahminin varyansi ise asagidaki baginti kullanilarak elde edilir.

Var() + (F~1(p; a, B = 0.5))’Var(6) + 2F~(p; a, f = 0.5)Cov(f, &)
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Cizelge 4.1. Simetrik STSP dagilimina ait y degerinin BLUE katsayilar
nirla=05| a=1 |a=15| a=2 |a=25| a=3 |a=35| a=4 |a=45

1,7 2| 2,318182| 2,642857 | 2,970588 3,3| 3,630435| 3,961538 | 4,293103

-0,7 -1| -1,318182 | -1,642857 | -1,970588 -2,3 | -2,630435 | -2,961538 | -3,293103
1,349708 15| 1,654297 | 1,823129| 2,004815| 2,196051 | 2,394154 | 2,597222 | 2,803943
-0,099415 0| 0,115648 | 0,210884 | 0,284488 | 0,341232| 0,385606 0,42094 | 0,449585
-0,250292 -0,5| -0,769945 | -1,034014 | -1,289303 | -1,537283 | -1,77976 | -2,018162 | -2,253528
1,254253 | 1,333333 | 1,396324 | 1,477334| 1577868 | 1,692905| 1,817964 1,94993 | 2,086743
-0,103611 0| 0,147937| 0,292747| 0,427135| 0,553007 | 0,673008 | 0,789096 | 0,902566
-0,028868 0| 0,030488 | 0,031472 | 0,004749 | -0,042271| -0,103492 | -0,174713 | -0,253122
-0,121775 | -0,333333 | -0,574748 | -0,801553 | -1,009751 | -1,203641 | -1,38748 | -1,564313 | -1,736187
1,212282 1,25| 1,256356 1,28445 | 1,338128 1,41041 | 1,495099 | 1,588046 | 1,686612
-0,098876 0| 0,139994 | 0,274936 | 0,400294 | 0,519217 | 0,634467 | 0,747716 | 0,859903
-0,034697 0| 0,076577| 0,150145| 0,209044 | 0,254405| 0,289472 | 0,317022 | 0,339076
-0,0102 0| -0,002224 | -0,037233 | -0,098019 | -0,17543 | -0,263308 | -0,35793 | -0,45705
-0,06851 -0,25| -0,470704 | -0,672298 | -0,849447 | -1,008602 | -1,155729 | -1,294854 | -1,428541
1,188981 12| 1,168799 | 1,162407 1,18651 | 1,232368 | 1,292352 | 1,361507 | 1,436774
-0,093897 0| 0124961 | 0,239994 | 0,344818 | 0,444021 | 0,540534 | 0,635855 | 0,730711
-0,034563 0| 0,088255| 0,183586 | 0,271292 | 0,350768 | 0,424055| 0,493014 | 0,558965
-0,014391 0| 0,038677 | 0,066079 0,07411| 0,066086 | 0,046446 | 0,018579 | -0,015185
-0,003825 0| -0,015928 | -0,063536 | -0,132401 | -0,213153 | -0,300446 | -0,391449 | -0,484645
-0,042305 -0,2 | -0,404764 | -0,588531 | -0,744329 | -0,880091 | -1,002942 | -1,117505 | -1,226619

1,174069 | 1,166667 | 1,108977 | 1,078267 | 1,081969 1,1099 | 1,153259 | 1,206456 | 1,266113
-0,089593 0| 0,111652| 0,209761| 0,297373 | 0,379945| 0,460397 | 0,540054 | 0,619493
-0,033394 0| 0,085298 | 0,177895| 0,264978 0,3465| 0,424268 | 0,499699 | 0,573689
-0,015085 0 0,0578 0,11977| 0,170385| 0,209159 | 0,238799| 0,261822| 0,280065

0
0

-0,006689 0,016418 | 0,015765| -0,004983 | -0,040518 | -0,085957 | -0,138015 | -0,194604
-0,001347 -0,021385 | -0,072064 | -0,139956 | -0,216143 | -0,296177 | -0,37799 | -0,46061
-0,02796 | -0,166667 | -0,358761 | -0,529393 | -0,669766 | -0,788844 | -0,894589 | -0,992026 | -1,084146
1,16361 | 1,142857 | 1,065397 | 1,016358 | 1,004946 1,0198 1,05113 | 1,092826 | 1,141252

O ©| ©| ©f © 0 | | 0| | 0l o N N Nl N| N N N o o o o o o o g g o Of & & B B W W W N N
gl | W N | o N o g B W N P N o g & W N R o g & W N R g B W N B W N R W N R ] e

-0,08605 0| 0101711 0,18757 | 0,262807 | 0,333364 | 0,402102| 0,470217| 0,538196
-0,032032 0| 0,077528 | 0,159489 | 0,236363 | 0,309109 | 0,379502 | 0,448677 | 0,517257
-0,014976 0 0,06349 | 0,137742 | 0,205625| 0,265446| 0,319014 | 0,368162 | 0,414218
-0,007439 0| 0,036167 | 0,069883 | 0,088779 | 0,094055| 0,089278 | 0,077387 | 0,060432
-0,003314 0| 0,003445| -0,012619 | -0,047038 | -0,093495 | -0,147337 | -0,205771 | -0,267162
-0,000323 0| -0,023112 | -0,073218 | -0,137574 | -0,207818 | -0,280218 | -0,353247 | -0,426296
-0,019476 | -0,142857 | -0,324627 | -0,485206 | -0,613909 | -0,720461 | -0,813471 | -0,898252 | -0,977896

1,155843 1,125| 1,032049 | 0,968467 | 0,945253 | 0,950052 | 0,972216 | 1,005186 | 1,045108
-0,083221 0| 0,094713| 0,171986 | 0,238461 | 0,300412| 0,360669 | 0,420354 | 0,479904
-0,030707 0| 0,069493 | 0,140537 | 0,206614 | 0,269462 | 0,330793 | 0,391526 | 0,452098
-0,014591 0| 0,061606 | 0,134551 | 0,203324 | 0,266545 | 0,325698 | 0,382167 | 0,436888
-0,007638 0| 0,046629 | 0,101023 | 0,146119 | 0,180507 | 0,206564 | 0,226627 | 0,242406
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Cizelge 4.1. (Devami) Simetrik STSP dagilimina ait p degerinin BLUE katsayilar

n|lr|la=05|a=1|a=15| a=2 |a=25| a=3 |a=35| a=4 |a=45
9| 6] -0,003946 0| 0,020713| 0,033308| 0,029818 | 0,013217 | -0,012475 | -0,044327 | -0,080427
9| 7] -0,001695 0| -0,003854 | -0,027592 | -0,067292 | -0,116376 | -0,170694 | -0,227996 | -0,287071
9 8| 0,000101 0| -0,023173| -0,07148| -0,131969 | -0,196743 | -0,262589 | -0,328354 | -0,393669
9 91 -0,014146 -0,125 | -0,298176 | -0,450799 | -0,570329 | -0,667075 | -0,750182 | -0,825184 | -0,895237
10| 1| 1,149876| 1,111111| 1,005533| 0,929968 | 0,897182 | 0,893953 | 0,908868 | 0,934967 | 0,968209
10| 2| -0,081026 0| 0,089852 0,161 | 0,221074| 0,276641 | 0,330542 | 0,383866 | 0,437026
10 3| -0,029508 0| 0,062829 | 0,125059 | 0,182398 | 0,237073 | 0,290713 | 0,344077| 0,397482
10 4| -0,014095 0 0,05649 | 0,122356 | 0,184893 | 0,243499 | 0,299527 | 0,354046 | 0,407699
10| 5| -0,00761 0| 0,049878| 0,112183| 0,168963 | 0,217905| 0,260678 | 0,299082 | 0,334431
10| 6] -0,004212 0| 0,032593| 0,067617 | 0,090683 | 0,101715| 0,103738| 0,099403 0,09057
10| 7| -0,00219 0| 0,010129| 0,008617 | -0,008442 | -0,036865 | -0,072636 | -0,113133 | -0,156752
10| 8] -0,000872 0| -0,00777| -0,034881 | -0,075789 | -0,124016 | -0,175923 | -0,229711 | -0,284491
10| 9| 0,000264 0| -0,022531 | -0,068767 | -0,125724 | -0,185851 | -0,246312 | -0,30622 | -0,365377
10| 10| -0,010629 | -0,111111 | -0,277002 | -0,423151 | -0,535238 | -0,624054 | -0,699195 | -0,766377 | -0,828797

Cizelge 4.2. Simetrik STSP dagilimina ait o degerinin BLUE katsayilar1

nirla=05| a=1 |a=15| a=2 |a=25| a=3 |a=35| a=4 |a=45
211 -2,4 -3 | -3,636364 | -4,285714 | -4,941176 -5,6 | -6,26087 | -6,923077 | -7,586207
2| 2 24 3| 3,636364 | 4,285714 | 4,941176 5,6 6,26087 | 6,923077 | 7,586207
3|11 -1,6 -2 | -2,424242 | -2,857143 | -3,294118 | -3,733333 | -4,173913 | -4,615385 | -5,057471
3] 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3] 3 1,6 2| 2,424242 | 2,857143| 3,294118| 3,733333 | 4,173913 | 4,615385| 5,057471
41 1| -1,376028 | -1,666667 | -1,971072 | -2,278888 | -2,587619 | -2,896546 | -3,205445 | -3,514244 | -3,82293
41 2| 0,074743 0| -0,117449 | -0,261275 | -0,422386 | -0,595278 | -0,776501 | -0,963809 | -1,155688
41 3| -0,074743 0| 0,117449 | 0,261275| 0,422386| 0,595278 | 0,776501 | 0,963809 | 1,155688
41 4| 1,376028 | 1,666667 | 1,971072 | 2,278888 | 2,587619 | 2,896546 | 3,205445 | 3,514244 3,82293
5] 1| -1,280792 -1,5| -1,72706 | -1,956748 | -2,187574 | -2,419012 | -2,650828 | -2,882899 | -3,115152
5| 2| 0,088676 0| -0,142218 | -0,312169 | -0,498314 | -0,694647 | -0,897775 | -1,105646 | -1,316952
5] 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5| 4| -0,088676 0| 0,142218| 0,312169| 0,498314| 0,694647 | 0,897775| 1,105646 | 1,316952
5| 5| 1,280792 15 1,72706 | 1,956748 | 2,187574| 2,419012 | 2,650828 | 2,882899 | 3,115152
6| 1| -1,231287 -1,4 | -1,573564 | -1,750938 | -1,930839 | -2,11246 | -2,295294 | -2,479012 | -2,663393
6| 2| 0,000072 0| -0,14089| -0,30353| -0,477219| -0,657173| -0,84098 | -1,027304 | -1,215356
6| 3| 0,020172 0| -0,049578 | -0,117507 | -0,197181 | -0,284681 | -0,377609 | -0,474436 | -0,57415
6| 4| -0,020172 0| 0,049578| 0,117507 | 0,197181| 0,284681 | 0,377609 | 0,474436 0,57415
6| 5| -0,000072 0 0,14089 0,30353 | 0,477219 | 0,657173 0,84098 | 1,027304 | 1,215356
6| 6| 1,231287 14| 1573564 | 1,750938 | 1,930839 2,11246 | 2,295294 | 2,479012 | 2,663393
71 1| -1,202028 | -1,333333 | -1,467738 | -1,607661 | -1,751735 | -1,898744 | -2,047848 | -2,198482 | -2,35026
7| 2| 0,088246 0| -0,133037 | -0,281825 | -0,437329 | -0,596087 | -0,756574 | -0,918044 | -1,080103
7| 3| 0,026704 0| -0,068879 | -0,16213| -0,269961 | -0,387018 | -0,510225 | -0,637714 | -0,768294
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Cizelge 4.2. (Devami) Simetrik STSP dagilimina ait o degerinin BLUE katsayilari

n|r|la=05| a=1 |a=15| a=2 |a=25| a=3 |a=35| a=4 |a=45

0 0 0 0 0 0 0 0 0

-0,026704 0| 0,068879 0,16213 | 0,269961 | 0,387018 | 0,510225| 0,637714 | 0,768294

-0,088246 0| 0,133037 | 0,281825| 0,437329 | 0,596087 | 0,756574 | 0,918044 | 1,080103

1,202028 | 1,333333 | 1,467738| 1,607661 | 1,751735| 1,898744 | 2,047848 | 2,198482 2,35026

-1,183086 | -1,285714 | -1,390024 | -1,501564 | -1,618856 | -1,74026 | -1,864601 | -1,991079 | -2,119148

0,085726 -0,124823 | -0,260787 | -0,40038 | -0,541182 | -0,68232 | -0,823465 | -0,964492

0,028718 -0,074083 | -0,172108 | -0,283401 | -0,402604 | -0,526838 | -0,654448 | -0,784419

0,007538 -0,027323 | -0,067859 | -0,116846 | -0,171391 | -0,229736 | -0,290775 | -0,353787

-0,028718 0,074083 | 0,172108 | 0,283401 | 0,402604 | 0,526838 | 0,654448 | 0,784419

0
0
0
-0,007538 0| 0,027323| 0,067859 | 0,116846 | 0,171391| 0,229736| 0,290775| 0,353787
0
0

-0,085726 0,124823 | 0,260787 0,40038 | 0,541182 0,68232 | 0,823465 | 0,964492

1,183086 | 1,285714 | 1,390024 | 1,501564 | 1,618856 1,74026 | 1,864601 | 1,991079 | 2,119148

-1,169989 -1,25| -1,330225 | -1,419266 | -1,515582 | -1,617127 | -1,722398 | -1,83037 | -1,940345

0,083323 -0,117885 | -0,243465| -0,37043 | -0,497155 | -0,623258 | -0,748708 | -0,873574

0,029013 -0,073348 | -0,168129 | -0,273905 | -0,385837 | -0,501486 | -0,619522 | -0,739168

0
0
0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0
0
0

©| O © © O | © ©f ©| 0 | | 0| 00| | o0 | N| N N|

4
5
6
7
1
2
3
4
5
6
7
8
1
2
3
4| 0,010644 -0,040893 | -0,101243 | -0,173506 | -0,253329 | -0,338172 | -0,426495 | -0,517316
5
6
7
8
9
1
2
3
4
5
6
7
8
9

-0,010644 0,040893 | 0,101243 | 0,173506 | 0,253329 | 0,338172| 0,426495| 0,517316

-0,029013 0,073348 | 0,168129 | 0,273905 | 0,385837 | 0,501486 | 0,619522| 0,739168

-0,083323 0,117885 | 0,243465 0,37043 | 0,497155| 0,623258 | 0,748708 | 0,873574

1,169989 1,25| 1,330225| 1,419266 | 1,515582 | 1,617127| 1,722398 1,83037 | 1,940345

10 -1,160504 | -1,222222 | -1,282535| -1,353118 | -1,43242 | -1,518008 | -1,608063 | -1,701344 | -1,797005
10 0,08129 0| -0,112383 | -0,229767 | -0,346798 | -0,462493 | -0,576854 | -0,690087 | -0,802403
10 0,028636 0| -0,070599 | -0,15994 | -0,258187 | -0,361089 | -0,466636 | -0,573789 | -0,681973
10 0,011905 0] -0,046361 | -0,113739 | -0,193336 | -0,280364 | -0,372163 | -0,467178 | -0,564451
10 0,003399 0] -0,017285 | -0,044566 | -0,07828 | -0,11619 | -0,156939 | -0,199679 | -0,243862
10 -0,003399 0| 0,017285| 0,044566 0,07828 0,11619 | 0,156939 | 0,199679 | 0,243862
10 -0,011905 0| 0,046361| 0,113739 | 0,193336 | 0,280364 | 0,372163 | 0,467178 | 0,564451
10 -0,028636 0| 0,070599 0,15994 | 0,258187 | 0,361089 | 0,466636 | 0,573789 | 0,681973
10 -0,08129 0| 0,112383| 0,229767 | 0,346798 | 0,462493 | 0,576854 | 0,690087 | 0,802403

10| 10| 1,160504 | 1,222222 | 1,282535| 1,353118 1,43242 | 1518008 | 1,608063 | 1,701344 | 1,797005

Cizelge 4.3. Simetrik STSP dagilimina ait u ve o degerinin BLUE degerlerinin var-
ns ve kovaryanslari (x?2)

n| a=05 a=1 a=15 a=2 a=25 a=3 a=35 a=4 a=45

2| 0,200667 | 0,166667 | 0,156375| 0,153486| 0,153416 0,1545| 0,156045 | 0,157742 | 0,159444
2 0,536 05| 0511216 | 0,530612 | 0,550173 0,568 | 0,583777 | 0,597633 | 0,609805
2 -0,268 -0,25 | -0,255608 | -0,265306 | -0,275087 -0,284 | -0,291889 | -0,298817 | -0,304903
3| 0,082818 0,075| 0,073579 | 0,074099 | 0,075381| 0,076939| 0,078553 | 0,080121 0,0816
3| 0,191619 0,2| 0,221082| 0,241497 | 0,259273 | 0,274424| 0,287332| 0,298394| 0,307947
3 -0,09581 -0,1| -0,110541 | -0,120748 | -0,129636 | -0,137212 | -0,143666 | -0,149197 | -0,153974
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Cizelge 4.3. (Devami) Simetrik STSP dagilimina ait 4 ve o degerinin BLUE degerle-
rinin varyans ve kovaryanslari (xg?2)

n| a=05 a=1 a=15 a=2 a=25 a=3 a=35 a=4 a=4.5

4 0,04244 | 0,044444 | 0,046344 | 0,047962 | 0,049525| 0,051037 | 0,052466 0,05379 | 0,055004
41 0,092143 | 0,111111 0,1326 | 0,151124| 0,166464| 0,179152 | 0,189737| 0,198665| 0,206279
41 -0,046072 | -0,055556 -0,0663 | -0,075562 | -0,083232 | -0,089576 | -0,094868 | -0,099333 -0,10314
5| 0,024052 | 0,029762| 0,033031| 0,035048 | 0,036643| 0,038046| 0,039312| 0,040456 | 0,041488

5| 0,050581| 0,071429| 0,091442| 0,107959| 0,121326| 0,132213| 0,141192 | 0,148696 | 0,155048
5| -0,02529 | -0,035714| -0,045721| -0,05398 | -0,060663 | -0,066107 | -0,070596 | -0,074348 | -0,077524

6| 0014584 | 0,021429 | 0,025236 | 0,027385| 0,028935 0,03023 | 0,031366 | 0,032375| 0,033276
6| 0,030139 0,05| 0,068191| 0,082959 | 0,094776 | 0,104316 | 0,112126| 0,118615| 0,124081
6| -0,01507 -0,025| -0,034096 | -0,041479 | -0,047388 | -0,052158 | -0,056063 | -0,059308 | -0,06204

7| 0,009317| 0,016204| 0,020167| 0,022331| 0,023815| 0,025013 | 0,026044 0,02695 | 0,027753
7| 0,019057 | 0,037037| 0,053478 | 0,066776| 0,077361 0,08586 | 0,092786 | 0,098516 | 0,103325
7| -0,009528 | -0,018519 | -0,026739 | -0,033388 | -0,03868 | -0,04293 | -0,046393 | -0,049258 | -0,051662

8| 0,006211| 0,012698 | 0,016634| 0,018761| 0,020174| 0,021288 | 0,022234| 0,023057 | 0,023782
8| 0012623 | 0,028571| 0,043445| 0,055512| 0,065099 | 0,072772| 0,079004 | 0,084144 | 0,088445
8| -0,006311| -0,014286 | -0,021722 | -0,027756 | -0,032549 | -0,036386 | -0,039502 | -0,042072 | -0,044222

9| 0,004291| 0,010227| 0,014048| 0,016113| 0,017457| 0,018498 | 0,019373 0,02013 | 0,020792
9| 0,008685| 0,022727 0,03623 0,04726 | 0,056024 | 0,063025| 0,068697 | 0,073363 0,07726
9| -0,004342 | -0,011364 | -0,018115 -0,02363 | -0,028012 | -0,031512 | -0,034348 | -0,036682 | -0,03863

10| 0,003057 | 0,008418 | 0,012083| 0,014078| 0,015356| 0,016334| 0,017148| 0,017849| 0,018461
10| 0,006169 | 0,018519 | 0,030831| 0,040981| 0,049054| 0,055496 | 0,060705| 0,064984 | 0,068549
10| -0,003084 | -0,009259 | -0,015416 -0,02049 | -0,024527 | -0,027748 | -0,030353 | -0,032492 | -0,034275
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4.1. Gergcek Veri Uygulamasi

Kotz ve Van Dorp (2004), AbouRizk (1990) tarafindan kullanilan kamyonlarin
tasima siirelerine (Hauling data set) ait 85 birimlik bir insaat miihendisligi veri
kiimesini maksimum olabilirlik tahmin prosediirii kullanarak {iggensel, beta ve
TSP(a, B, a, b) dagilimlarina uyarlamistir. Sonug olarak bu veriyi & = 3,463 , f =
0,5375 , i = 1,632 ve 6 = 7,941 parametrelerine sahip TSP dagiliminin daha iyi
modelledigini gozlemlemislerdir. Tezin bu kisminda bu veri kiimesi elde edilen

sonuclarin uygulamasinda kullanilacaktir.

Cizelge 4.4. @ = 3,463, ,@ = 0,5375, 4 = 1,632, 6 = 7,941 degerleri i¢in STSP
dagiliminin 7. sira istatistiginin beklenen deger ve standart hatalari

r Hr:85 Or.85

5 3,834005 0,2830580
15 4,698485 0,2096815
25 5,195701 0,1743802
35 5,563985 0,1485138
45 5,865758 0,1313972
55 6,162530 0,1423472
65 6,530196 0,1678546
75 7,059771 0,2068688
85 8,431520 0,3627847

Sira istatistiklerinin momentlerinin bir uygulamasi olarak TSP dagilima uygun
kamyonlarin tasima siirelerinin verilerinin r. sira istatistiginin beklenen deger u ve
standart hatalar1 o sonuglar1 hesaplanmis ve Cizelge 4.4.” de verilmistir. Sonuclar
incelendiginde, r = 5,10,15, ...,85 degerleri i¢in elde edilen standart hatalarin 6nce
azalma gosterdigi ve sonlara dogru tekrar artisa gectigi gézlemlenmistir. Maksimum
ve minimum sira istatistiklerinin varyanslarinin maksimum diizeyde oldugu

diisiiniildiiglinde bu sonucun normal oldugu sdylenebilir.

Ayrica maksimum olabilirlik tahmin metodu yardimiyla elde edilen 6n bilgi

kullanilarak @ = 3,5 ve f = 0,5 olmak {izere u ve o parametrelerinin g ve 6 BLUE
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tahminleri aragtirnlmistir. Cizelge 4.5.” te verilen parametrelerin BLUE katsayilari
incelendiginde g = 2,03896 ve & = 7,129354 olarak elde edilmistir. Tahminlerin
varyanst Var(g) = 0,06456202, Var(6) = 0,0504020% ve kovaryans1 ise
Cov(fi, 6) = —0,06088802 olarak elde edilmistir.

Verinin ortalamasi hesaplandiginda 5,690353 ve standart hatasinin ise

(a-1)p+1
a+1

0,1262923 oldugu goriilmiistiir. Diger yandan, E(X) = E(Xy.,) =

oldugundan, kamyonlarinin tagima siirelerinin ortalamasimin BLUE tahmini ise

o 7,129354
n=ut 5= 2,03896 + — = 5,603637

olarak elde edilir. Tahminin varyansi ise;

0,050402
SE(#) = +/Var(®) = 0,050402 j 0,064562 + ——,— — 0,060888

= 0,006429861

olarak elde edilmistir. Sonuglar incelendiginde, BLUE sonucu elde edilen standart

hatanin daha diisiik oldugu gézlemlenmektedir.
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Cizelge 4.5. Kamyon tagima verilerinin u ve ¢ degerlerinin BLUE katsayilari

[ katsayilari & katsayilari

0,594347 -0,000354 -0,000014 -0,848715 0,001319 0,000088
1,021808 -0,000018 -0,000008 -2,562826 -0,001669 0,000065
0,000647 0,001223 0,000004 0,087733 -0,003167 -0,000027
-0,048396 -0,000943 0,000007 0,144628 0,014663 -0,000039
-0,008271 -0,003694 -0,000001 0,024872 0,019542 0,000013
0,000397 -0,033922 0,000002 -0,001538 0,111944 -0,000022
0,000118 -0,023476 -0,000003 -0,000569 -0,000990 0,000026
-0,000059 0,296088 0,000013 0,000192 -1,816403 -0,000093
0,000035 -0,264164 -0,000009 -0,000128 1,447715 0,000050
0,000013 -1,588769 -0,000004 -0,000041 9,662083 0,000038
0,000001 1,149333 0,000005 -0,000003 -6,464600 -0,000020
0,000003 0,055729 -0,000006 -0,000008 -0,674629 0,000034
-0,000005 -0,249308 0,000003 0,000022 1,303846 -0,000021
-0,000003 0,128723 -0,000001 0,000007 -0,617334 0,000007
0,000003 -0,014412 0,000003 -0,000008 0,099420 -0,000019
0,000001 -0,004277 0,000002 -0,000003 0,046194 -0,000018
-0,000001 -0,009532 -0,000008 0,000002 0,038013 0,000048
0,000000 -0,002639 0,000002 0,007195

0,000002 0,003159 -0,000003 -0,014498

0,000001 0,000045 -0,000002 0,003146

0,000000 0,002084 0,000001 -0,014822

0,000000 -0,001532 0,000000 0,008496

0,000001 0,000196 0,000001 -0,001058

0,000001 -0,000272 0,000001 0,001952
-0,000001 0,000084 0,000000 -0,000271

0,000000 0,000368 0,000005 -0,002378

0,000001 -0,000198 -0,000002 0,001227
-0,000008 0,000008 0,000009 -0,000077
-0,000009 -0,000048 0,000034 0,000315
-0,000002 0,000021 -0,000035 -0,000084
-0,000017 -0,000008 0,000069 0,000036
-0,000022 0,000003 0,000156 -0,000070
-0,000009 0,000020 0,000060 -0,000101

0,000079 0,000004 0,001065 -0,000039
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Iki yonlii kuvvet dagilimi swa istatistikleri agisindan calisilarak sira
istatistiklerinin momentleri hesaplanmis ve bu momentlerin daha hizli ve kolay
hesaplanabilmesi i¢in dagilima 6zgii moment yineleme bagntilar1 elde edilmistir.
Dagilimin iki yonlii bir dagilim olmasi nedeniyle ¢aligmasi zor oldugundan moment
yineleme bagintilar1 da kismi olarak diisiiniilmiis ve her bir parcaya uygun sonuglar
alt, tist kismi tekli moment ve alt, orta, {ist kismi ¢arptm moment olarak ayr1 ayr1 elde
edilerek bu bagintilarin kullanilabilirligi anlatilmistir. Elde edilen bagmtilarla sira
istatistiklerine dair tiim momentler hesaplanmistir. Fakat yineleme bagintilar1 tekli
momentleri i¢in kullamish olsada, ¢arpim momentleri i¢in ¢ok da kullanish
¢ikmamaktadir. Dagilimin matematiksel yapisindan kaynakli olarak yineleme
bagintilarin her iki yaninda yer alan momentlerin derecelerindeki farklilik bu
bagmtilarin kullanilmasinda yer alan en biiyiik sorun olarak karsimiza ¢ikmaktadir.
Bu soruna alternatif bir ¢6ziim Onerisi ise daha Once sira istatistiklerinin ¢arpim
momentlerine dair bulunan genel teoremleri (David ve Nagaraja,2003; Arnold,
Balakrishnan ve Nagaraja, 1992) kullanmak olabilir, ayrica bu calismalara katk1
olarak ileride bu sorunun ¢6éziimiine yonelik yeni caligmalar da ortaya cikabilir.

Sira istatistiklerinin momentleri yardimiyla sira istatistiklerinin dogrusal bir
fonksiyonu olan L-momentler kullanilarak veriyi 6zetlemek amaciyla L-varyasyon
katsayisi, L-¢arpiklik ve L-basiklik katsayilar1 incelenmis ve elde edilen sonuglar
tablo halinde verilmistir. Parametrelerin farkli degerlerine gore verinin degisimini L-
momentler yardimiyla da nasil incelenebilecegi gdsterilmistir.

Ayrica minimum ve maksimum sira istatistiklerinin limit durumlan
incelendiginde, bu limit dagilimlarin dejenere dagilima sahip ve kullanigsiz oldugu
gosterilmistir. Bu olumsuzlugu gidermek i¢in minimum ve maksimum sira
istatistiklerinin asimptotik davranislart incelenmis ve her iki durumda da STSP
dagiliminin sira istatistiklerinin limit dagiliminin Weibull dagiliminin ¢ekimi altinda
oldugu gosterilmistir. Dolayisiyla bu iligki kullanilarak asimptotik sonuglar minimum
ve maksimum sira istatistikleri i¢in ayr1 ayr1 elde edilmis ve kesin degerlerle

karsilastirma yapilmistir. Elde edilen sonuglar yorumlanmis ve parametrelerin farkli
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durumlarina gore kullamlabilirligi agiklanmistir. Ozellikle @ <1 durumunda
asimptotik sonuclarin hatali ¢iktigi gozlemlenmistir. Sonug olarak da asimptotik
sonuclarin daha az standart hataya sahip oldugu ve daha saglikli sonuglar verdigi
sonucuna varilmistir.

Son boliimde ise TSP dagiliminin sira istatistiklerinin momentleri yardimiyla
ortalama ve standart hatalarin BLUE tahmin edicileri 6rnek olarak hesaplanmuistir.
Ardindan ger¢ek veri iizerinde bir uygulama olarak daha once TSP(a,pf,a,b)
dagilimma uygun oldugu Kotz ve van Dorp (2004) tarafindan belirtilen kamyon
tagima stireleri verisi ele alinarak sira istatistiklerinin momentleri yardimiyla u ve o
parametrelerinin en iyi dogrusal yansiz tahmin edicileri (BLUE) elde edilerek
sonuglar hesaplanmistir. Sonu¢ olarak da BLUE tahminlerinin daha diisiik standart
hataya sahip oldugu gézlemlenmistir.

Ozet olarak bu calismada, TSP dagilimimin sira istatistiklerinin momentleri ve
bu momentlere dair yineleme bagmtilari, L-momentleri ve minimum ve maksimum
sira istatistiklerinin asimptotik davranislari ele alinmistir. Elde edilen sonuglarin bir
ornek tlizerinde uygulamasi yapilarak etkin bir kullanima sahip oldugu sonucuna

varilmistir.
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