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OZET

Yalinkat fonksiyonlarin ve bu fonksiyonlardaki katsay: problemlerinin ele
alindigi bu ¢ahgmada, analitik fonksiyon kavrami ele alinarak analitik
fonksiyonlarin temel 6zellikleri verildikten sonra, yalinkat fonksiyonlar ele alinip bu
fonksiyonfara ait temel Gzellikler incelenmistir. Daha sonra bugiine dek yalinkat
fonksiyonlarda katsay: esitsizlikleri i¢in g¢esitli yazarlar tarafindan yapilan
¢aligmalarin bir kismi1 incelenmistir.

En son bdliimde degerli hocalanim Yasar Polatoglu, Metin Bolcal ve Arzu
Sen tarafindan gelistirilen ve tezin kaynaklar béliimiinde verilen bir makaledeki
" metod uygulanarak p — Fold kompleks mertebeden yildizil Janowski fonksiyeniar
smufl i¢in kesin katsay: esitsizligi verilmigtir. p = 1 hali i¢in s6z konusu hocalarim
tarafindan 2003’te yayinlanmis olan katsay: esitsizligi elde edilmekle birlikte bu
simfin p parametresinin degisik degerleri i¢in ihtiva ettigi simiflara ait kesin katsay1
esitsizlikleri elde edilmigtir. p = 2 hali i¢in s6z konusu siniflara ait tek fonksiyonlarin

kesin katsayi esitsizlikler: elde edilmistir.
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SUMMARY

In this study about the univalent functions and the coefficient problems in these
functions, after considering the concept of analytic function and giving the basic
properties of these functions, univalent function are considered and the basic properties of
the univalent functions are studied. Then, some of the studies made to date by several
authors about the univalent functions are inspected.

In the last chapter, the sharp coeficient inequation for the class of p — fold starlike
Janowski functions of complex order is presented by applying the method which was
developed by dear lecturers Yagar Polatoglu, Metin Bolcal and Arzu Sen and was given in
an article introduced in the “References” part of this thesus. Beside obtaining the
coefficient inequation for the case p = 1 which was published by above lecturers in 2003,
the sharp coefficient inequations for the classes that this class contains for different values
of the parameter p is also obtained. Finally, yhe sharp cofficient inequations of the odd

functions of above mentioned classes for the case p = 2 is obtained.
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ANALITIK FONKSIYONLAR
Bilgelerin Tanumi

Tamml.1.(Basit Baglantili Acik Egri): Baslangi¢ ve bitim noktasi farkl, kendi
kendini kesmeyen egriye basit baglantili agik egri denir.

Tamm1.2.(Cok Baglantih Acik Egri): Baglangic ve bitim noktas: farkli ve

kendi kendini kesen egriye ¢ok baglantili agik egri denir.

Tanim1.3.(Basit Baglant:th Kapali Egri ve Basit Baglantil Bélge): Baslangig
ve bitim noktalar aym olan, kendi kendini kesmeyen egriye basit baglantli kapal egri

dentr ve bu egrinin kapattiZ1 bélgeye de basit baglantili bolge denir.

Taniml1.4.( Cok Baglantih Kapah Egri ve Cok Baglantih Bélge): Baslangig
ve bitim noktasi aym olan ve kendi kendini kesen egriye ¢ok baglantili kapali egri denir

ve bu egrinin kapattig1 bolgeye de ¢ok baglantili bdlge denir.

Tamm1.5.(Konveks Bolge): Bolge icinde ahnan herhangi iki noktay: birlestiren
dofru pargas: tamamen bolge iginde kaliyorsa, bu bdlgeye konveks bolge denir. Akst
halde boélge konveks degildir.

Orjinden ¢ikan dogrular bdlgenin suurine en fazla bir noktada keserse bolge,

orjine gore y1ldizil bodlge adim alir.

NOT : Konveks bir bélge her noktasina gére yildizil bir bolgedir.

Tamm1.6.(Siireklilik): w = f(z) fonksiyonu basit baglantili bir D bdlgesinde
tammlanmis olsun. Bu D bélgesinde bir z, noktasinin & —civannda agagidaki i¢ kogsul

gergeklenirse fonksiyon z, noktasinda stireklidir.



() f(z) z=z, noktasinda tammh olmal.

(ii) Lim f(2) = L varolmahdir.

22y,

(i) Lim f(2) =L = f(z,) esitligi gergeklenmelidir.

Ornek : w= f(z) =z> fonksiyonu z =/ noktasinda siireklidir.

G f)=i=-1

(ii) Limit tammindan, Limz* = -1 bulunur.

2=

(iii) L’imz2 =—-1= f(i) esitligi gerceklenir.

NOT : w= f(z) fonksiyonu basit baglantih D bdlgesinde tanimlanmig tek

degerli fonksiyon olsun. Eger bu fonksiyon D bélgesinin biitiin noktalarinda siirekli ise

bu fonksiyona D bélgesinde siirekli denir.

NOT : Limit teoremlerinden dolayi, stireklilik hakkinda agagidaki teoremler

verilebilir.

Teoreml.l. w= f(z) ve w= g(z) fonksiyonlar: basit baglantili D bélgesinde
tanimlanmis tek degerli fonksiyonlar olsun. z, € D olmak lizere w = f(2) ve w = g(z)

fonksiyonlan z = z, noktasinda stirekli fonksiyonlar ise,

(i) (f (z) + g(z)) fonksiyonu da z, noktasinda siireklidir.
(i) (f(z)— g(z)) fonksiyonu da z, noktasinda siireklidir.

(i) (f(z)-g(z)) fonksiyonu da z, noktasinda siireklidir.

(iv) g(zo) # 0 kogulu ile (1@) fonksiyonu da z, noktasinda stireklidir.

g(z)



Tamm1.7.(Simrlk  Fonksiyon): w= f(z) fonksiyonu basit baglanili D
bolgesinde tamimlanmig tek degerli fonksiyon olmak tizere V z e D igin [ 7 (z)( <M
olacak gekilde bir M > 0 sayisi bulunabilirse f(z) fonksiyonuna D bdlgesinde simrli

fonksiyon denir.

Teoreml1.2. w= f(z) fonksiyonu basit baglantti D bolgesinde tanimlanmg

stirekli ve tek degerli fonksiyon olsun. Eger fonksiyon D bolgesindeki biitiin noktalarda
siirekli ise, fonksiyon D’de symirlidir. (Eger f(z) fonksiyonu, herhangi bir z degeri i¢in

birtek f(z) degeri aliyorsa, buna tek degerli fonksiyon denir.)
(Lim f@)=L = |f(z)<|L|+1=M den dolaylj

P T

Teoreml.3. w= f(z) ve z=g(c) fonksiyonlarim gézoniine alahm:
w= f(z) fonksiyonu z = z;, noktasinda siirekli ve
z = g(¢) fonksiyonu z =z, noktasmda siirekli olsun. Bu takdirde W = g(1(z))

z = z, noktasinda stireklidir.

Tanim1.8.(Diizgiin Siireklilik): w= f(z) fonksiyonu basit baglantili D
bolgesinde tammlanmis ve tek degerli fonksiyon olsun. z,,z, € D olmak iizere
|z, ~z,{ <& oldupu takdirde |/(z,)- f(z,) << esitsizligi daima gercekleniyorsa,

fonksiyon D bdlgesinde diizgiin stireklidir denir.

Ornek : f(z)=z* fonksiyonu D = {z‘ || < 1} bolgesinde diizgiin siirekli midir?
2,2, €D = ]zli <1ve ]zzf <1 ’dir. Buradan,
lf(z;)—f(zzx =]z,2 —zzzl =](zl ~22)(z, +22} S]zI hzzl+]z, + Zz]

S‘zl*zzmzl]+]22|)<]z,—22]-2 = |flz)-flz,) <z~ 27| 2 =



| f (zl)— f (zz) <26 =¢ oldugundan fonksiyon D= {z| |z| < 1} bolgesinde

diizgiin stireklidir.

Tamml1.9.(Dallanma Noktasi): w= f(z) fonksiyonu basit baglantii D
bélgesinde tanimlanmg bir fonksiyon olsun. z, € D olmak tlizere fonksiyonun z,
noktasindaki degeri birden fazla ise ( yani z, noktasi fonksiyonun ¢ok degerli oldugu

bir nokta ise ) z, noktasina f(z) ’nin dallanma noktasi denir.

Tginm.l.l().(‘]‘iirev): w= f(z) fonksiyonu basit baglantih D bdélgesinde
flz+h)- £(z)
h

tanumlanms olsun. Eger Lim varsa bu limit degerine fonksiyonun

h—0

£=Lim_ﬂiiﬁ):ﬁﬂf)

dz h-0 2 seklinde yazilir.

titrevi denir ve f"(z)=

Ornek : w= f(z)=2" fonksiyonunun tirevini, tirev tanmmindan hareket

ederek, hesaplayimz.

2_ 2 2 -
Lim(z+h21 2 _ g 2 42k B -

h—0 h

flz+n)-1(2)
h

h=0

fe)=Lin

Lim M = Lim(2z + h)=2z

h—0 h Al

olarak bulunur.
Tiirev Uzerine Temel Teoremler

Teoreml.d. w= f(z) ve w= g(z) olmak iizere
G Fl)=f@+z = Fl)=7@+g'@)

(i) Fliz)=f(2)-g(2) = Fz)=/11(2)-g"

(i) F(z)=71(2)-g(z) = Flz)=f(2) g2)+f(2) g'(2)



(iv) F(z2)=

; IR (R ACM (R WY

it
gz g’ (2)

© esitlikleri vardir.

Tspat:(i)

- F(z+Az) F(z) _ (f(z+Az)+g(z+Az))—(f(z>+g(z))
Az

F (Z) A..—iO Az

— Lim [ (z+Az) - £(2)]+[g(z + Az) - g(2)]

Az Az

i} Lim[[f(z +42) - f(2)], [g(z+42)~ g(z)]]
Az—0) Az Az

eran-f@], 0 [Gr8D-e@]_ s iy

Ar)(l Az Ax—0 Az

(i)
P b)-F@) . (F+ 80— gz )~ (f(2) - £(2)

m—>0 Az Ar—0 Az

F(z)=

_ i 82~ [(@)]-[g(z + A7) - (2)]

Az Az

- Lim[[f @+ 82)- f(2)]_[g(z+2)- g(z)]}
Az—>0 Az Az

8- @] et s -g@]

250 Az Az—;D Az =f'(z)-g'(2)

Fz+A2)~F(2) _ ;. (f(z+82) g(z+82)-(f(2)-5(2))
Az Az—D Az

(iii) F'(z)= g_:)?g

:Limf(HAZ)-g(z+AZ)—f(Z)-g(z+AZ)+f(Z)'8(z+AZ)—f(Z)-g(Z)
Az =0 Az




_ i 8 82+ 82) — f(D)]+ f (g2 + A7) - 2(2)]
Azl &Z

- Lim[ g+ a2z +82)~ f(2)] [z +n2)- g(z)]}
Ar—0 Az Az

_ i 8t A1) L () ez + A7) - g(2)]
Az—0 AZ sl AZ

[g(z + Az) - 5(2)]
Az

=-£;ng(2+152)éﬁ[f(z+£‘£_f(z)]+f(z)£l_‘?g

= f'(z)-g(2)+ f(2)- £'(2)

flz+4Az)  f(2)
g(z+4Az) g(2)
Az

=Lim

Az—0

. s .mF(Z+Az)ﬂF(z)
(iv) F'(z)=Lim A

= L2t 82) 8(2) gz + A7) f(2)
B30 g(z +Az)-g(2)- Az

L faaz)g(2)-gG+ M) () + [(28() - [(2)2)
Ar—»0 glz+Az)-g(2)-Az

_ 1in 8@ @+ 82) - F(2)]- f(Dglz + 42) — g(2)]
470 g(z+ Az} g(z) Az

2@+ - @) . F@ez+An)- g(2)]
TR g1 A7) g(a) Az e gz +4Az)-g(z)- Az

2 { Lim Lim @ +82) - f(2)]
g(z2)\ &0 g(z + Az) ) =0 Az

IO, L a8 -2()]
2(z) | a—0 g(z + Az) ) Az—0 Az



80 Ly J@ 1 (28 -g@) /()

2(2) () 2(2) 2)° (g(2))

Teoreml.5.{Cauchy — Riemann Denklemleri) w= f(z) fonksiyonu basit

baglantil: D bolgesinde tanimlanmis ve tiirevi haiz bir fonksiyon olsun. Bu takdirde:

w=u(x,y)+i-v{x,y)= f(z) = (¥) <

esitlikleri vardir. (*) esitliklerine Caucy — Riemann denklemleri denir.

Ispat : f'(z)=£,'zzr§.f(z+£:z)_f(z)

= Iim u(x +Ax, y + AV +i-vix + A,y + Ayy —u(x, )y —i-v(x, v)
Az+ity—0 Ax+IAy

- Lim u(x +Ax, ¥y + Ay) —u(x, ) i Lim w(x+ Ax, y+ Ay)—v(x, v)
Ax—0 Ax +iAy x50 Ax +iAy

Ay->0 Ay—0

= sonugta;

u(x"”Ax:J'""AY)—u(xa}’) +iLim v(x+Ax,y+Ay)—v(x,y)
Ax +iAy 8x—0 Ax +iAy

Ay—

(1) f'(z)= Lim

Ap—0

esitligini elde ederiz. Bu esitlikte iki durum ayr1 ayn ele alinarak:

Ay=10
IDURUM: Y 0} alinirsa (1) esitligi
Ax=30 Ax Ax—sD Ax Vors Fors



Ax =0
[IDURUM: } alinirsa (1) esitligi
Ay —>0

3) f'(2)=Lim ”(x YA ~ulxy) o V&Y + Ay - vix )
iAy Ay iAy

Lyt y + Ay)—ulx,y) pilpim Py +Ay) v y) :18_%@
I Ay-+0 ‘Ay [ dy-»0 Ay 18}) ay

f(z) fonksiyonunun (2) ve (3) esitlikleri ile elde edilen tiirevleri birbirine esit

olacagindan

. du ov 10u ov
f'@)y=—+i—=-"+— =
ox o&x ity oy
ou @ i du v ou v Ou Ov
= —— o — —H—=—i—t— =
& & Py 8y o Ox gy oy
o oo o ou
e ox dy oy
reel ve sanal kisimlarin esitliginden gﬁ:i ve Qi:—% bulunur.
Ox Oy Ox

Taniml.11.(Analitik Fonksiyon): f(z)} fonksiyonu basit baglantii D
bolgesinde tamimlanmis tiirevi haiz bir fonksiyon olsun, Bu takdirde f{z) fonkstyonuna

D bolgesinde analitik fonksiyon denir.

Tamm1.12.(Harmonik Fonksiyoen): w= f(z) fonksiyonu basit baglantih D

2 2
bolgesinde tanimlanmus tirevi haiz bir fonksiyon ve (36§+?33)€ =0 diferansiyel
" 2

denklemini gergekliyorsa, bu fonksiyona harmonik fonksiyon denir.



Teorem:1.6. w= f(z) {fonksiyonu basit baglantih D bélgesinde tanimlanmisg

analitik bir fonksiyon olsun. Bu takdirde bu fonksiyonun, hem reel hem de sanal

kisimlar harmonik fonksiyondur.

Ispat: w=u(x,y)+iv(x,y)= f(z) scklindedir. Burada Cauchy — Riemann

denklemlerinden;
) ou_dv v _ Bu
& By & &y
esitlikleri yazilabilir. Schwarz teoreminden,
3°F _O°F
@ =
edy Oyox

oldugunu biltyoruz. Bu durumda (1) ve (2) esitliklerinden
3

au_ v . 'u By
ox oy o’ Oyox
’u d'u
yo= oyt 5 =0
&x® oy
o Fu__ o
oy ox ' by
d o v du
g Ox &yt oxdy
2 2
oo P
Ox oy ot Bydx J

olduklar goriiliir. Bu da ispati istenen ifadedir.

(u(x, v) harmonik)

(u(x, ¥y harmonik)



Teorem:1.7. w= f(z) fonksiyonu basit baglantili D bdlgesinde tammlanmig

analitik bir fonksiyon olsun. Bu takdirde; f'(2),f"(2), f*(2),..., f“(2) tirevleri

meveuttur,

Teorem:1.8. w = f(z) fonksiyonu C kapali egrisinin kapattifs bdlgede ve C
iizerinde tamiml, regiiler ve analitlk olmak uzere, | f (z)! <M(r) esitsizligini

gerceklesin. Bu takdirde,

" M(r23.(n-Dn
| 0 a)}g (r) - (n-1)

¥
esitsizligi gerceklenir.

Ispat: f(z) fonksiyonu z = @ noktasinda TAYLOR ACILIMI na sahiptir.

(1)

w=f(z):f(a)+M(z—(:I)+£-'I—ql(z—az)2 +...+£:~£9—)(z—a)"

! 2! !

seklinde yazilabilir. z = @ noktas: civanindaki &, katsayisinin

@@
(2) a"_1.2.3..“(n-—l).n_ n!

oldugu goriiliir. Buradan,
3) f'(@)=a,n!
yazilir. Ve ayrica

< M)

) n "

7

oldugunu biliyoruz. (3) ve (4) ifadelerinden

10



|f (a)l [a n|| M(r) 7! M(r)1.23n(n — 1)]‘1 _

r
< M(r)1.2.3....(n -

n

bulunur ki bu da ispat1 istenen ifadedir.

Teorem:1.9. w= f(z) fonksiyonu Q= {Zl |z—a| < R} bélgesinde

tamimlanmus, regiiler ve analitik olsun. Bu fonksiyonun €2 bolgesinde
w=f(z)=Y a,(z-a)
n=0

seklinde bir serive agilabilecegini gisteriniz ve bu agilimdaki @, katsayisimn

O
g

oldugunu gosteriniz.

Ispat: (é’ —a)_l =—— fonksiyonu z — diizleminde ¢ noktasium ihtiva

{—a
etmeyen her bilgede yakinsak bir kuvvet serisine agilabileceginden,

1 1 1

{-z ¢—-z+a-—a B ¢ -a)+(a—z)

1
z—a| (-a z—a
(g_“)[l"g—a} (1_¢—a]

) é@@iﬁ] :i)é%

agilimim elde ederiz. Geometrik seri, degiskenin birden kiicitk olmasi ile yakimsakur.

11



Dolayisiyla,

Z_

{—a

<l & |z-a|<|{-ad

kosulu gergeklendifi zaman yakinsaktir. Bu ise yukanda bulunan agilimin, merkezi a’da
bulunan ve ¢ noktasindan gegen her C dairesinin iginde yakinsak oldugunu belirtir.

Dolayisiyla Cauchy — Integral formiiliinden hareketle,

)= | (f<)> =

f(&) 1 f(é')
w=/z)= 272"[( )“"]dg 2171'-[

[ I f(é)Z (z-a) | "M,

bﬁc —-z4+a—~ a —

fZ{l 2 dc}(z—@uilan(z—a)":f(z)

21 P )n+]

bulunur. Bu da gosterilmesi istenen ifadedir. Diger taraftan (Z —a)n teriminin

katsayisi gozontine ahnirsa,

_ 1 f&)
a"#%ﬁJC @”'g

oldugu goriiliir.
Teorem:1.10. w= f(z) fonksiyonu €= {Z| ’Zl < ?’} bolgesinde analitik

olsun, {zl =r g¢emberletinin resmi olan egrinin uzunlugu L ise,

L=2rz{f'(0)

esitsizliginin gergeklendigini ghsteriniz.
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Ispat: Cauchy — Tiirev formiil,

' ne v 1 f(z)
(1) f (a) - Y C‘-“(Z _ a)n+l dz
idi. Buradan,
TN S A CI RS
) flay= 2ir '[ o(z— a)

ifadesini yazabiliriz. (2) ifadesinde a = 0 alirsak,

3) f(0)= 1 I@dz
TE oz
esitligini elde ederiz. Bu esitlikten,
f ( f(z)
@ 1o} PRl L 0L U o e

esitsizlifi bulunur. Burada,

z=re"® = dz=ire” ifadelerini kullamirsak (4) esitsizligi,

1
(reif?)z

|70y < 2—11; Cﬂ fre’® )[ ;ireiedé’!

—ﬁ—c_ﬂf(reM) iremdf?,

Jl fire® )deﬁ i

1 oy 1, L
=iz e riteet- o =

, 1 1
4) <o~ Cﬂf(z)dzl L

13



egitsizlifine doniigiir. Bulunan bu son esitsizlik aym zamanda,

|17(0)| < —Z%L & fOferrst

seklinde yazilir ki bu da ispati istenen ifadedir.

Teorem:1.11. w= f(z) fonksivonu D= {z| |zi < 1} basit baglantili

bolgesinde tanimlanms, analitik ve |f(z)| < M(r) esitsizligini gergeklesin. Bu takdirde
|z|=r ¢emberinin w = f(z) fonksiyonu ile yapilan tasvirinde elde edilen resim

bdlgesinin A alaninin
Alan A< n'(M (,'"))2
esitsizligini gercekledifini gdsteriniz.

Ispat:
1CO7UM:

B
>

Yy AY

w= f(z) |z‘ =7 'nin resmi

\ 4
b4

M(r) yarigapli gember

Sekilde gorilldagi gibi D, :{ZI |Z| < l‘} bélgesi w= f(z) fonksiyonu ile

F(D,) resim bglgesi iizerine resmedilir. Ote yandan, | I (z)| <M(r) esitsizligi
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gergeklendiginden dolayr M(r) varngapli c¢ember f(D.) resim bdlgesini ihtiva
edecektir. Bu ise bize f(D,) resim bélgesinin alamnmn M(r) yangapli ¢emberin

alanindan daha kiigiik oldugunu gésterir, bu ise
2
Alanf(D,)= A< z(M(r))

oldugunu gésterir.

LCOZUM:

Resim bdlgesinin alaninin
W Alan £(D.) ={f}22d¢s
;
oldugunu daha énee gdstermisik. Ayrca, z=Re" almirsa;
@ [fRe=R = |[f®Re") =K
bulunur. Diger yandan;
@ f@=[fRe)sMr) = |fRe") s(M)Y

dir. (2) ve (3} ten

@ R* <(M(r))
elde edilir. Buldugumuz (4) ifadesini (1)’de verine yazacak olursak;
[ Alanf(D,) = 4

_ 1 iz 5 5 127" B 5 1 _ 2
4 _EJR de < (M) Eofdgzﬁ—(M(r)) s =M@ =

 Adlanf(D,) = A< z(M(r))’

egitsizlifini elde ederiz ki, bu da ispati istenen ifadedir.
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Teorem:1.12. w = f(z) fonksiyonu basit baglantil: €2 = {z’ |z’ < 1} baélgesini

Q" bolgesi Uzerine resmetsin, w = f(z) fonksiyonu aym zamanda O bélgesinde analitik

1se

?

Alanf(Q) = AlanCy" = J’ﬂ f(2)dz

oldugunu gésteriniz.

Ispat: w — diizleminde bir bélgenin alaninm

(1) Alanf (Q) = AlanQ’ = ([ dudv = [[dudv
f(Q) o

oldufunu Analiz derslerinden biliyoruz. Ote yandan,

u=u(x,y)
w= f(2)=u(x,y)+iv(x,y) = dir.
v=v(x,y)

flz) Q bolgesinde analitik oldugundan Cauchy — Riemann denklemlerini
gergekler. Yani,

ou ov o v
(2) 22 L4 egitliklerini gercekler. Burada

& &y & &

déntistimleri uygularsak,

du = a—udu + i’jﬁafy Oou Ou
Ox 6y ox ay
3 = dudv = dxdy
v, v v
dV = 'é“x“‘ du + 5 dy ax ay

bulunur. (2) esitliklerini (3)’te kullanirsak;

16



)

ou ou
ox Oy 2 2 2
dudv = dxdy = (?ﬁ’_} —(*@a—u) dxdy = [a—u) +[8_u) dxdy
B Su  Bu ox oy oy dx oy
ox Ox

esitligini elde ederiz. Diger taraftan f analitik oldugundan,

, ou ov Ov Su Ou Ou Su 1du
(3) (@D e—ti—m e — = 2 -—
x ox dy dy &x & & idy
esitlikleri yazilabilir. Ayrica,
(auT oY lou . ou
©) —| 2] =T
Ox Ay ox oy

dir. (4), (5) ve (6)dan;

2
gﬂﬂgyﬁ ddy=|f'(2) ddy =

(&) (5 o

6] dudy =|f"(z2)| dxdy

esitligini elde edenz. Buldugumuz bu ifadeyi (1) esitliginde yerine yazilacak olursa,

) Alanf (Q) = AlanQ)” = [[dudv = [l @f axay

bulunur ki bu da ispat: istenen ifadedir.

Teorem:1.13. w= f(z) fonksiyonu ‘zl:l gemberint C kapali efrisi tizerine

resmetsin. Bu takdirde, C efrisinin uzunlogunun,
UzunlukC = ||f'(z)|dz
(&
esithigi ile verilecegini ispatlayiniz.
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Ispat: R Y

z— diizlemi w — diizlemi

w=f(z)

/
K -1

w diizlemindeki bir yayin uzunlugu

& 2 2
UzunlukC = L = j ;(%J +(§) dt

esitligi ile verilir. Burada,
u=u(t) v=v(t)
dir. Diger taraftan,
w= f(2) = u(x,y)+v(x,y)
fonksiyonu analitik oldugundan ve
u=u(x,y) , v=v(xy)

parametrelenisinden dolay:

(1) u=u(x,y), v=vix,y) = x=x(t), y=y@)

ifadeleri yazilabilir. Simdi # =u(x,y) ve v=v(x,y)’ nin total diferansiyellerini

vazalim:

18



(2) duzg—zidx+@dy , dvr-?idx+—aldy.
Ox oy Ox oy

Ayrica,

x = x(¢) = dx=x'(t)dt ve
(3) {

v=y{t) = dy=y(@)dt dir

(3) esitlikleri (2)’de kullanilirsa,

4 du = %x'(t)dt + %;’i yidr & % = %x‘(r) + % ¥'(#)
ve
(5) dv = %x’(:)df + gyﬁ viitydt < % = % x'(6) + %V— ()
olur. f(z) analitik oldugundan, Cauchy — Riemann,
Ou _ v Ou v

© & day ' oy o

denklemleri gergeklenir. Buradan,

(7)
2]-{e] e o] e o]

- (x'(r))z[(g;if ; (—2{] ] ! (y'(t))[[g

\-__,.....-/
gy
PP

yazilir. Aynca,

(&3 - (3] e
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oldugu daha dnceki problemden biliniyor. O zaman (7) den ;
(8)

(%L(i) =P @ + ORI <|ref o) + o))

bulunur. Diger taraftan,

z)=x@)+iv(t) = ZO=(O+yHHd =

) 2] = YO + ('O di = |d]

bagintisim yazabiliriz. (8) ve (9)’dan hareketle,

r(fgﬂ ("J a= 1@l o) + o) b

=[P @NEOF +(' @) de = |f ()]

N

elde ederiz. Son ifadenin, wzunluk ifadesinde yerine konulmas ile,

dauY (Y, =
(1)  UzunlukC=L= Cj (ZJ J{EE) dt = Oﬂ (@)

bulunur ki bu da ispat1 istenen ifadedir.
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YALINKAT FONKSIYONLAR

2.1.Tamm: Bir f(z) fonksiyonu, genigletilmis diizlemde bulunan, bir Q

bélgesinde, var olabilen bir kutup noktas: diginda, analitik ve z,,z, € Q olmak lizere

z, #z, icin  f(z)# f(z;)

injektiflik kosulu gerceklenirse, f(z) fonksiyonuna €@ bolgesinde YALINKAT tir

denir. Q bilgesinde yalinkat olan bir f(z) fonksiyonu, € bdlgesinin her alt bdlgesinde

de yalinkattir.

2.2.0zellik: Yalinkat iki fonksiyonun bileske fonksiyonu da yalinkattir.

Ispat: Bu ispah yapmak igin, iki ayr ispat yapmaliyiz. Once, injektif iki

fonksiyonun bileske fonksiyonunun da injektif oldugunu gostermeliyiz. Daha sonra ise,

analitik iki fonksiyomun bileske fonksiyonunun da analitik oldugunu ispatlamaliyiz.

Béylece ispat tamamljanmig olacaktir.

(i) Injektif iki fonksiyonun bileske fonksiyonu da injektiftir.

f:Q—> G injektif ve g:G — H injektif olsun.
Bu takdirde; gof:Q— H injekiiftir.

Gergekten, z,,z, € Q) ise, f(z) fonksiyonunun injektifliginden,
z, 2z, = flz)#= f(z,) dir.
Diger taraftan, g(z) fonksiyonu G’de injektif oldugundan,
fz) = f(z) = g(f(@))=g(f(z,)) dir

Buda bize go f fonksiyonunun injektif oldugunu gésterir.

(i) Simdi ispaftt tamamlamak igin, analitik iki fonksiyonun

fonksiyonunun da analitik oldugunu gosterelim.

21
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f(z) ve g(z) fonksiyonlar analitik iki fonksiyon olsun.

/@)-sUG) _ [g(f(Z))— g/ z) f(2) - f(Zo)}
im Z2—Z J(2) = f(z)

() Lim

I, Z—z =2y

s [g(f(z))— g(f(z,)) f(2) —f(zo)}
M f@-fz) 2z

Lim g{7(2))-g(f(z,)) Lim f@ - f(z,)

I3, Z—2Z 2z, Z—Zy

bulunur. Diger taraftan,

w= f(z) dersek w, = f(z,) olur. f(z) in siireklilifinden z — z, olurken

w — w, olur ve

g(w)—g(w,)

(1I) g(z) in analitik olmasi nedeni ile [ iz =g'(w,) dir.
W=rW, W= wO
(ML) f(z) in analitik olmasi nedeni ile [, imM = f'(z,) dur.

Z=»Iy 0

Buldugumuz bu sonuglar: ( 1) ifadesinde yerine koyarsak,

Lim g/ (2)-g(f(z,))

I3y Z— 2y

= g'(w, )f’(zo )

bulunur.Bu da bize analitik iki fonksiyonun bileske fonksiyonun analitik oldugunu

gosterir.

2.3.0zellik: fonksiyonunun yalinkat olmas: igin gerek ve yeter kosul,

flz

f(2) in yalinkat olmasidir.
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fonksiyonu yalinkat olsun. Bu takdirde g(z)zl
f(2) z

Ispat:  Gereklik:

yalinkat fonksiyonu alimirsa, 2.2. Ozelliginden g[?:—)) fonksiyonu da valinkattir.
z
Yani,

g[—lAJ = f(z) fonksiyonu da valinkattir.
/(@)

Yeterlik:  f(z) fonksiyonu yalinkat olsun. 2.2 Ozelliginden, g(f(z2))

fonksiyonu da yalmkattir, yani  g{f(z))= % fonksiyonu da yalinkattir.
z

2.4.Tanmm: z noktasimin her civarinda, A climlesine ait z’den baska ancak sonlu

sayida eleman varsa, z noktasina, A ciimlesinin bir [ZOLE noktas: denir.

2.5.0zellik: Analitik bir fonksiyon, bir noktanin bir civarinda yalmz ve yalmz
bu noktada sifir olmayan bir tiireve haiz ise, injektiftir. Dolayisiyla bir Q bélgesinde

yalinkat olan f(z) fonksiyonuigin f'(z) =0 dir. Fakat tersi dogru degildir.

Ispat: Gereklit: w= f(z) fonksiyonu z =z, noktasinda analitik olsun ve
dahasi S'(2)} # 0 kosulunu gerceklesin.
Simdi  F(z)= f(z)-w, fonksiyonunu tammlayalim. Tammdan dolayi  F(z)
fonksiyonu z, da analitik ve F'(z,)= f'(z,)# 0 dir. O halde z, noktas: i¢in F(z)

fonkstyonun basit bir sifin vardir. Zira analitik fonksiyon igin bir z, noktast,
F'(z)20 , F"'(z)=0 (n=12,.)

olmas: halinde, n katli bir sifirdir. Taylor teoreminin neticelerinden hemen gésterilebilir

ki analitik F(z) fonksiyonunun sifir noktas1 z,, bir izole noktadir. F(z) ’nin iginde ve
onun izerinde analittk ve F'(z,)#0 oldugu bir |z - zo| s & civarn  vardir.

¥ [ﬂz —zD| < 5}]= I' dersek, w, = f(z,) noktas1 metrik topolojide bir kapali ctimle olan
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bu I' egrisinin tamamlayicisinda bulunacaktir. Bir a¢ik ciimle olan bu tamamlayic

w—w,)

w, "1 uygun bir |w—w,| < & agik civarim da ihtiva edecektir. [5 = inf

wel

Simdi bir ac {Jw— Wo| <& } alahm ve G(z)=f(z)—a fonksiyonunu

tanumlayalim. Tamimdan, G(z} fonksiyonu da {lz — zol < .-3} *da analitiktir.
F(2)-G(z)= f(2)-w, - f(2)+a , ¢=z,+e%c , 028<27r =
|F(6)-Glo)|=|a—w,| <& <|f(5) -l =|G(s)

bulunur ki ROUCHE TEOREMI’ne gére G(z) ile F(z)’in lz - zD[ < ¢ i¢inde birer tane
stfin vardir. Yani |a - wD] <8 kosulumu gergekleyen Vae C igin f(z)-a =0 olacak

sekilde bir tek z e ﬂz - zol < g} kompleks sayisi vardir. Dolayistyla f(z}, 2z, '1n bir

A= [w—w,| <5}

dolayinda injektiftir.

Yeterlik: f(z) fonksiyomu z,’in bir dolaymnda injektif olsun. Bu takdirde
f(z2)~a=0"m bir tek kdkii bulunacaktir. f(z)-w, 1 da bir tek koki vardir ve bu
basit bir sifirdir. Yani, f'(z,) # 0’dir. Fakat tersi dogru degildir. Bunu bir aksi drnekle

ispatlayalim.

w=e’® fonksiyonunu digiinelim. Bu fonksiyon |z<1’de sifir olmayan

titrevlere haiz oldugu halde yalinkat degildir. Gergekten;

vz e {2 <1} igin (%) = 272* » 0°d, fakat injektif degildir. Zira,

i 2:ri i 27—
ﬂz]<1} = e =" =-1=¢ % =¢

—€
2

i
2

-

dir. Yani %¢ —é olduguhalde ¢ 2 =¢ 2 dir. Yani injeksif degildir.
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2.6.0zellik : z, noktast yalinkat f(z) fonksiyonunun bir kutbu ise, f—(j
z

fonksiyonu z, 1n bir civarinda analitiktir ve yalinkattir.

Ispat : z, noktas1 f(z) yalnkat fonksiyonunun kutbu oldugundan

fonksiyonunun basit bir

! =0 dir. O halde 2.5. 6zelliginden, z, noktas:
f(zg) 7(2)

sifirtdir ve z, m bir civarinda injektiftir. Dolayisiyla z, m bir civannda yalinkattr.

2.7.0zellik  : Yalinkat  f(z) fonksiyonu Qc Cu{w} bolgesini

fAycCu {00} {izerine birebir olarak resmeder, Kiiresel simetriye goére de siieklidir.

Ispat : Bu ispatt yapabilmek icin énce kiiresel metrigi tammlamamiz

gerckmektedir.

KURESEL METRIK ( STEREOGRAFIK IZDUSUM )

Biiyitk taral iiggenden, Z=X
IK -

— = -—— vyazabiliriz.

10

IK=1-x, I (0,0,1)
10=1 %’

B

Kp =\/(x! ~0) +(x, —0)" +{x, —x, ) =yxl x| =
OZ=]Z|

K_KP _ l-x x+x

—= = =
0o oz 1 |2!

N
N

(1) |Z| =———" bulunur. s x|+ ix,

Fakat diger taraftan kiirenin denklemi:
l 2
3 1
(x]—O) +(x2—0) +[x3—5) :Z —
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2
xf+x§+x§——2x{%}+(%) =v3; = xH+x;txi-x, =0 =

2 2 2 2 2
X, X, =x,-x; =X +x2=x3(1—x3)

bulunur. Bunu ( 1) ifadesinde yerine koyarsak,

1{x]2 +x§' 3 ,fx3flﬁx3 ) 3 \/;c;fl—x3

1-x, 1-x, 1-x,

4=

R e e S R
(l—xﬂﬁ (l—x3)\/l——x; \/ﬁg

Xq

R o

bulunur. Diger taraftan kiiglik, taralt tiggenden,

Sin@ = ——2
Jx; +x; :
bulunur. Fakat kompleks sayilarn diger yazilislan da
. g6z dnline alinacak olursa,
Cos8 = '

2 2
A X+ Xy

z=x+iy=x, +ix, =|z|(Cos@ +iSin8) dan hareket edersek ve

|z = 7 Jx2axl = x-x,)

1-x,
esitlikleri de gz 6niine alinacak olursa;
z= )z|[CosB +iSin8)

x X . X x X, X,
_ % NPT, 7 S P . v
1= \/xf+x2 Xt +x3 I-x3 | Jx3(1-x3)  yxall—x3)

-
-
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x3 X, x3 Xy _}cI X,

Z,fl—xn/g,fl—x_% +I,/1—x3\/g,!1—x3 :1—x3 +11_x3

bulunur ki bu da tekabiiliin 1-1 oldugunu gosterir. Gergekten,

X3

I-x, =I—x3

4=

IZ|2(I “n)=x = ‘2[2 —lz!2x3 =% = x +|212x3 =[Z|Z = X (I +]Z|2)= 12!2
O - S
Ll T

bulunur. Bunu z nin esitliginde kullanirsak,

SNt X +ix

— 7 =(1-f—|z,2b:l +ix2)

1-#—|zl2

buluruz. O halde

zZ= (1+]z|2kx, +ix2)

1| z+z 1| z-%
e ¥ x‘l..':—- 3 5 _x]:—' —-vﬁ—-z
2{1+/] 2i\ 1+

bulunur. Kiire tizrindeki noktalar ; (xi,x,,x,) ve (x! ,X5,%5)  ise,

z= (1 +|z]2XxI —I'xz)

d(z,z')=J(x] _xl,)z +(x2 ‘x£)2 +(x3 __x3r)2

_ 2 ' r2 2 ’ r2 2 ' '2
—‘fx, = 2xx +x]* +x) —2x,x] +X37 + X7 - 2x,x; +x;

2 2
= d(z,2')= Jx? +x2 +x2 - 2x,x) + 2,3 + 0,7 )+ x)? + 50 + x}
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fakat, z ve 2z’ noktalan kiire iizerinde olduklarindan kiirenin denklemini gergeklerler.

Yani,

2 2 2 12 r2 12 !

X +x; +x;~x,=0 X" +x; +x;7 ~x, =0 dir. Dolayisiyla,
2 2 2 _ 12 r2 2 r as

X, tX; +X) =X, ve x°+xyt +xy =x; dir

Bu ifadeleri d(z, z’) esitliginde yerine koyalim :

d(z,z'})= .\[xlz +x2 4 xt =20 x] +xx) +x,x) )+ x)7 + Xy +xy

(%)

= \/x; + x, —Z(x]x{ + X, X5 +x3x;)

haline gelir. Diger taraftan,

1 [ z—Z J X 1 [z -z } > bagitilan gdz 6niinde bulundurulacak

"2 14| " 20\ 14|
olursa,
p "2
\ o e
1+|z] 1+|z Y

2(xx'+x x'+xx')=21 z+z |1 2/+7 +_1_ z-z |1 -7
A ] CR L bl ST B S E R U
I
+ 2 2
14| 1+
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1
s wees G0 R AR ey

1
2 (l +|z|211 +|z' :

1

1 - . [z.z'+z.2'+ T +z7 —z.2 + z.E’+§.z'—Z.E’+4!z|2|z’|2]
2 ]1 +|zj il +[z’| ]

1

1 _ _ 2 g2
=~(———I-—)2. "+2z.2" + 4z iz
2 1+|le 1+{Z’|2 [ZZ z.z I]IZ| ]

Yani ,sonugta

! ! ' ] = =t f?
(%) 20xx] + x5, +x,%} ) = ﬂ+ [zfle " ,z’ﬂ(Zz.z +2z.2"+ 4|z|2’z | )
bulunur.
(*-k*)
A, e I4ﬁ+kl)lfh+Mﬂ=kf+ﬂ¥PT+vf

]

l+|z‘2 l-f-lz'2

1+lzl 1+{zl (

bulunur. (**) ve (¥**) bagintilan (*) bagintisinda kulianilirsa,

d(z,z') = \/x; +x, —20x,x] +x,x) +x,x)) =

af(z,z')2 =x; +x, —Z(x[xl' + X, X5 +x3x;)

o + 24T <[z

(41 Jo =) hwﬂllk )

d(z,2') =

zz,z)

7ng S 12+ - 27 2 -

R
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1 1

2 2 - -, _ — I
i Tl mrEmaE Z2+.2.2 —z22 —2.
1+|le 1+lz,]2 QZI ‘ZI z.z ZZ) 1+Iz|2 ]+IZ’!2 (ZZ 2z -7z ZZ)

- ! 2z—2V-7(z-2)= L z-2\z~7
1+[z’[2 1+[z’[2 [ ( - )] (1+|z|le+|z'iz)( )( )
_ (z-zNz-2 _ ]z——z"2
il +|z|2 il +|z] ? ] (l +jzl2 ll +[z'[2 ]

Yani sonugta;

-

dlz, V= 7
.2) (R

d(z, z’) = lz _ z’l

S R

bulunur. Buna da Kiiresel Metrik {Stereografik Izdiistim) denir. Diger taraftan,

|z—z0|

d(z,2,)=

S\z—z \
l+fz’2 1+|z0|2 ’

oldugundan dolayr, yalinkat f(z) fonksiyonu da goz 6niine alinirsa,

Ve > 0 sayisina karsilik 6yle bir § > 0 sayist bulunabilir ki |z - zo| < & oldugu
miiddetge, d (z, z, ) < |z - zo| kosulunu gergekleyen her zigin d( f2)—f(z, )) < & olur.
Bu da bize f(z) fonksiyonunun kiiresel metrige gore de siirekli oldugunu gésterir. Ters

fonksiyon da meromorf olacagmdan f,Q nm f(Q) ierine bir homeomorfizmasidir.

Gergekten,
ST Z=2, . 1 L]
Lim=— o LM Ty T HM TG 1G) T P
z-2z,
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oldugundan, w= f(z) analitik ve yalinkat oldugundan w'= f'(z) # 0 dir. Dolayisiyla
w —> w, olurken, siireklilikten dolayr, z — z, olur. Buradan z = f “(w) da analitik

olur. Boylece konnektiflik gibi topolojik invaryantlar yahnkat fonksiyonlarca

korunurlar. Ornegin, {zk} dizisi (z, €2}, 8Q simurina yakinsarsa ( bu demektir ki
Q’da limiti yoktur) goriintiiler dizisi {f (z,()} da 8f(Q)’ya yakinsar. Gergekten,
A < F(€) kompakt bir alt ciimle olsun. /' (4) < € da kompakttir. Bu kompakt climle |
{z,} dizisinden en fazla sonlu sayida nokta ihtiva etmek zorundadir. Aksi takdirde, {z.}

dizisinin © ’nin bir i¢ noktasinda limiti olurdu. Yani,
JkeN |Vk >k, igin z, & /7' (4) dur.

Bu durumda Vi >k, icin f(z,)e 4 dir. Buradan, {f(z,()}’nm da f(€)’da limiti

yoktur.

2.8.0zellik : ¢ z()=x(O)+iv()) a<t< g, Q’dadizgin bir Jordan yayn
ise, (kink olmayan, z'(f)=0 ve z(t) siirekli) f(c)’de f(£2)’da diizglin bir Jordan
yayudir.  z, = z(t,) olmak lizere | f(z,) noktasindaki f(c) nin tegeti ile pozitif reel

eksen arasindaki ag1,

d
Arg%}(zo)=Arg(a§<zo>§z;anﬂ=Argf'(zo>+Argz'(to>

ile belirtilir (z, =% ya da f(z,) =< durumlan hari¢). Bu ise iki egrinin aym bir z,
noktasindan gegtikleri zaman, bu iki efrinin arasindaki agmin, goriintli egrilen
arasindaki agiya esit oldugunu gosterir. O halde yahinkat fonksiyonlar, birer konform

homeomorfizmalardir.

Ispat : ¢, =z(t), ¢, =z(s) iki egri olsun. Oyleki a <<, a <5< f

olsun. Ustelik z, = z(¢£) = z(s,) olsun. Yani, ¢, ve c, efrileri aym bir z, noktasindan

gegsinler. w = f(z) fonksiyonu da yalinkat olsun.
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f(¢,) ve f{c,) dizgiin Jordan Yay1 olduklarindan, sirasiyla,
Wity) = f'(20)2' (1) % 0
ve
w(sy) = f'(z5)2'(s,} # 0
dir. Buradan;
Argw,(t)) = Argf'(2,).2/(t,) = Argf"(z,) + Argz[(t,)
Argwi(s,) = Argf'(z,).z.(s5)) = Argf'(z,) + Argz;(5,)
Argw,(t)) — Argwi(s,) = Argf (2} + Argz;(t,) — Argf'(z,) — Argz (s,) =
Argw(t,)— Argw, (s,) = Argz;{t,) - Argz . (s,)
bulunur ki bu da bize agilarin korundugunugdsterir.

2.9.0zellik : AcC, Q’nin kompakt bir alt ciimlesi olsun. Ustelik f ’nin

kutup noktasim ihtiva etmesin. Bu takdirde resminin Euclidyen alam

Alanf (4) = [|f2)[ a2

dir.

Ispat : /(z) Q’da yahinkat oldugundan analitiktir. Dolayistyla f(z) Cauchy -

Riemann denklemlerini gergekler. Yani,

du _ 8v

x oy
w= f(z2)=u(x,y}+iv(x,y) =

av_ Ou

fﬂ_—

32



dir. Dolayisiyla

o
Lowov_ovou |7 P o) _d(wy)
xoy xdy gy sl Oxy) dxy)
o dy
bagintisin yazabiliriz. Diger taraftan,
(%) Alanf(A) = |[dudv
FUA)

dir. Fakat gokkath integrallerdeki degisken dontisiimiinden dolay:

(*¥**) dudv =

¥l @@

dx.dy

PP Q@

dir. O halde (*) ve (¥*¥) egitlikleri kargilastirilirsa,

ou

(+#+%) du.dv =

2l @2

o
dy

drdy =|f'(z)| drdy

bulunur. dx.dy = dQ alan elemam olarak yazilirsa ve (***%) bagintisi (**) bagintisinda

yerine konursa;
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a(u,v)
Alanf (4) = |tdudv = J"
an ”J'A) 2 { y)

dedy = [[|f @ dedy = [/ (2 a2 =

Alanf (4) = [[ (2 de2

bulunur.
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YALINKAT FONKSIYONLAR iCIiN KLASIK DISTORSIYON TEOREMI

3.1.Gisterimler :

D= {z| |z} < 1} birim dairenin igi

A= {z| || > 1} birim dairenin dig1

8D =0A= ﬂz] =1} birim dairenin sturt

3.2, Tanun :

S :{f(z)] f(z)=z+ a222 +..,f(0)=1,/(0)=0, f(z) D'de yalinkaz‘}

ciimlesimi S sinifi olarak adlandiracagiz.

3.3.Tamm :

I= {g(z)] g(Zy=z++by +bz™ +b,z7 +..,g(z) Ada yalinkar}

climlesini ¥ simfi olarak adlandwracafiz ve E=E(g)=C/g(4d)’da g(z)eZ
fonksiyonuyla yapilan tasvirde, resim bolgesinin kompakt tamlayicisidir. Ayrica b,

katasyisina E(g)’nin KONFORM MERKEZI denir ve

" dir.



3.4.Teorem(Alan Teoremi) : g € £ alalim. Buradan,

AlanE = :r{l — in'bqf]
e
dir. Bu alan, £ kompakt climlesinin, iki boyutlu LEBESGUE 6l¢timint
H(r)= C/{g(z)| || > r} (r>1)
alalim. H(r) analitik Jordan egrisi olan

C(r) = { g(re"] 0<1< er} ile simirhidir, £, ¥ — 1 olurken genisleyen H(r)

climlelerinin arakesiti oldugundan,

AlanE = Lim AlanH (r)

r—l

tanimimn  yapabiliriz. Boylece AlanE’yi hesaplamak i¢in, LEBESQUE teorisine

basvurmaktan kaginmis oluruz.

Ispat : Analitik GREEN formiiliinden,
(N L (o a owydw =1 [flrow) 4
2 id

Cir) A(r)

dir. A(w)=w alusak = A(w)=w olur. O halde A(w)=w = HK'(w)dw = dw bulunur.

Diger taraftan,
w=g(z)
yazilislan da gozoniinde bulundurulursa
w=g(2)

dw = g'(z)dz
esitligini buluruz. Buradan da
dw = g'(2)dz = h'(w)dw
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yazabiliriz. Bu adimda kutupsal koordinatlara gegersek,
z=re" & dz=ire'dt

bulunur, Buraya kadar buldugumuz biitlin sonuglar birlestirirsek

dw = g'(2)dz = g'(re" )ire" dr

buluruz.

w=g(re")

Bulunan bu sonuglar (I)’de yerine konulursa,

1 1 ' 2 1 ' 1
— dlanH(r) =~ [llwow)* aq = o [ACwyl (w)dw = oo fwew

H(r) Cir) [&(83)]

I 1 2T ) ) : 1 i
=— 2g(2)dz = —— |ire” g'(re"Vg(re" Yt = — |re" g'(re" Yg(re" dt
zm(_.(lf( )g'(2) Qmﬂf g(re")g(re" )t = j g'(re")g(re" )

elde edilir. Sonugta,

ir

{In lAlamr-[ ()= 1 re g'(re" Yg(re" )dt
Fia 2

buluruz. Fakat g € £ oldugundan, ¥ sinifinin tanmimindan dolayi

g(z)= z+Zbﬂz'” = E(?) =z+ Zaz""
n=0 n=0

dir. Bunlar kutupsal koordinatlarda yazacak olursak,

w0
g(reﬂ ) =re" + zbnr—ne—mt

n=0
buluruz. Bu yazlislardan hareket edersek,

[

g(reﬁ ) — refl + Zar—neint

n=0
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g'(re")= [z‘re" +> (- in)bnr‘"e"“‘] = i[re" — Y nbre™ )
=0 =0
ve buradan
g'(re").glre") = i(re" —annr""e"i”]{re +Zb F '"t)
n=0

buluruz. O halde

Ir
—I—-AIGI‘IH(I‘) =— jﬂh (w )| dQ) = L ire" g'(re" )g(re” Yt = L re' g'(re" )g(re” )t
2ir 2r

H(r) 0

_ 1 2z it s i = -5 _—int - _int
=3 jre {re Zolnbnr e J[re +Zbr ]d

0

1 = & ‘ © @ .
=-— Jre re"re™ +ré Zb re” re"annr_"e"m —re" anr'"e"“re" an;,r""e""t t
0 H=1

2'7: R=0 A=) h=6)

in

L) oy
— 1 I-FE,"; ( =it +Zb —n+1 i—int an mn+1 if—int _zg:r—nﬂeﬁﬂntan”r—n-f-lei.'—int )df
n=

2z ] n=u =0 =0
=

2
1 L X — . = _ i Ll _ . a »
=2__ Im?rr r2 +anr n+le Hnl) _ann’" n+le i{pe) —Zb,,f' n+ler(rr+l)lnb”r n+le i+l ;
T

0 n=0 n=c n=o
L II?‘E b_ -] —t(n+]]! an r—n+| —i(n+i) Zn b b r—’n}
( =1 n=n h=0
=
In ( o )
- - )l —n+l —l(n+l)r ~2n
fire( 2+ S e - S S e }u
27T 0 n=n =0
prana ]
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0 h=0 0 \p=0
+ L ire" ?T - i nb,r )t oy
2 O\ na
buluruz. Fakat

0, kF=+142

2r

je!kt dt _

0
2z, k=0

oldufunu burada kullanwrsak, son esitlikteki, son iki integralin sifir oldugunu gériiriiz. O
halde,

1 1% 1 [
— AlanH(r)=— lire"| r nb | r "
bulunur. Fakat alan pozitif bir bilyiiklitk oldugundan

2x @
—AlanH(r)—zL ire' ( 2 —-Zn|bn|2r"2" dezo
T

o n=1

2z 27 o

= —jI;AlanH(r) = %ire“ Jrzdt ~iﬁire” {J‘; n[bn|2 rYdr=0
= ~I—AlanH(r) =5l " Pl 20
]. I 3 I = 2 _ag
= —AlanH(r)=—r*(27-0)~—> up,| r (27 -0)20
s 2 2w
= l1.4.1.:101}-1(,?)=Lr327r—ijz,‘fr§:n[b |2r‘2" =0
7 27 2r % g -
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=N —I-AlanH(r)=r3 ~> nb, s
T n=|

oldugunu buluruz. Fakat

AlanE =7 Lfﬂ:’l AlanH (r)

oldugunu da burada kullanacak olursak,

Alank = n’Lir{zAlanH(r) = Lin]r{r3 . ann 2 -n } >0
~ — r=|

= AlanE = ﬁ(l - Zn}b,f)z 0

bulunur.q.e.d.

3.5, Sonug: g < Z alalim. Buradan |b1| <1 dir. Bu esitsizlikte, esitlik durumu

ancak ve ancak
g(z)=z+b,+e**z” (b, € C, p e R)

olmast ile miimkiindiir. Fakat, burada agiklamak gerekir ki, verilen bir esitsiziikte

esitligi gercekleyen fonksivona extremal fonksiyon adi verilir.

Ispat: Yukanda ispatladigimiz alan teoreminde, yani Zn)bn}z <1’ de,
=}

£
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ise, |b]| <1 bulunur. Bu halde geX fonksiyonu, g(z)=z+5,+b,z"" haline gelir.
Fakat, [b|=1 ise, b, =e” alabiliriz. Zira |b,l=‘ez"ﬁ ’=1 * dir. Yine alan teoremi

kullamlirsa, ]b1| =1 kosulu altinda, g(z) fonksiyonu, g(z)=z+b,+e"?z™" haline

gelir. Bu fonksiyon, bir esitsizlikte esitligi gergekledigi igin, extremal fonksiyondur. Bu

fonksiyon |z|>1 * i, gdz oniine alinan diizlemde, reel eksenle S agisi yapan dogrusal
kesit izerine resmeder.

Gergekten; g(z)=z+b, +e’*z"' fonksiyonunda b, sabitini simdilik ithmal
edebiliriz. Zira bu fonksiyonla yapilan tasvirde, b, sabiti sadece bir parelel kayma
verecektir, dolayisiyla, f(z)=z+e’”?z7' fonksiyonunu inceleyelim.

z=re'? alahm =  f(re”)=re’® + ™ re®

(eua—ﬁ) ) )

=re' (e’ge_fﬂ +e—we'ﬁ): 2re'f 5

=2e%Cos(0 - ) = e 2Cos(8 - p)

bulunur. -2 <2Cos(@ - ) <2 oldugundan, {zl >1 bolgesi reel eksenle f ag¢is1 yapan

dogrusal kesit iizerine resmeder. b, kadar kayma verirsek asil neticeyi elde ederiz.

3.6.Lemma: Efer g e X ve we E ise, buradan

g'(z)=1fg(zz)—w=z+é(b0—»w)z"+... ) Qz>1|)

fonksiyonu X’da tek bir fonksiyondur. Efer feS ise +f(z’) S’de tek bir

fonksiyondur.

Ispat: g €I oldugundan dolay tanimdan hareket edersek,

g(z)= z+ibnz"‘ , (]z > ll) = g(z)=7* +ibnz'2” =
n=0

n=0

gz —w=2z* —W+anz’2” =

n=0
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272(8(22)“W)=1-WZ_2 +z'25:bnz'2” =1-wz’ +z'2(b0 +bz 77 +b,z7" +)
n=1

=l~wz? 4 bz +bz ™ +bz7" 4.,
=14+ (by —w)z™? +bz + b2 + ...

fonksiyonu da A’da analitik ve ¢ift bir fonksiyondur.Gergekten, agilimdan dolay:

analitiktir, A’da daima sifirdan farkhdir ve ¢ift fonksiyon olugu da

F(z2)=z7 (g(zz) — w) dersek;

F-2) = (g(-2)-w)= 5 (el w)= 2 (ele?)-w)= Fi) =

(~2)° z

F(-z)Y=F(z)

|
dir. Bu da iddianin dogrulugunu gésterir. Simdi de g*(z)zzz”z(g(zz)—w)ﬁ

fonksiyonunu diigiiniiyoruz. Bu fonksiyon,

g(2)= z[z"2 (g(z*)— w)]]E =z +%(b0 —wk™ ., Qz] >1)

agtlumina haizdir. Gergekten

(*) [z'z(g(zz)—w)ﬁ = [1+(b0 —wle? + bz + b,z +...]5

oldugunu ispatlamistik. Buifadede z = ¢ dersek, ikinci taraf ;

2

4 (b~ Wi +b2 + 5,0 4= (140l +0,87 +,C 0+
=l+¢/ 87+ el w4208 #2067 420,87 + o+ 20,0,87 +2c,0,8 7 +
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=I+2c|§+(c,2+262)§2+... =
katsayrkan karstlastinrsak,
1
by —w=2¢ = c =5(b0 —w)

olur. O halde bunlan (*) ifadesinde yerine koyarsak,

) | 1 275 I
[Z—'(g(-’"z)-\ﬂ*’)]E = [1+5(bo ~w)z? +J =-1+5(b0 —w)z T
ve bu esitlik z ile garpilirsa ;

g'(2)= Z[Z"(.g'(zz)wvv)f2 =g(z")-—w= z+%(b0 —wlz

ifadesine ulagilir. Bu da iddianin dogrulugunu gosterir. Bu fonksiyon tektir, Gergekten ;
g @@= -w)| = g D=2 ) -w=-g" @)

oldugunda bu da iddianmn dogrulugunu gésterir. Simdi fonksiyonun yalinkat oldugunu

gosterelim. Bu fonksiyon 1<|z|<oo bolgesi fonksiyonun higbir singiileritesini

bulundurmaz. Dolaysiyla bu fonksiyon iz] > 1’de analitiktir. Injektiftir. Gercekten ;

g (z)=8"(z) = 24z {ez) -w) =2,z (g2 - w
= 22(z* (e (z2) —w))= 22 (z:*{g(z2) - w)
= (gz2)-w)=lez))-w) = gzt)=g(z})

= (g()yalnkat oldugundan) z' =z =  z =%z,
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bulunur. Fakat g"(z) tek oldugundan, g°(z)# g'(-z,) = z #-—z, dir. O halde

z =z, bulunur ki, bu da iddiamn dogrulugunu ggsterir. Buraya kadar bulmus

oldugumuz sonuglan toplarsak ; g'(z)}=+/g(z*)-w fonksiyonu da ¥ ’da tek bir

fonksiyondur.

f €8 olsun. Buradan,
f@y=z+a,2" +a,z2° +... , {z]<1) dir.
2 3

f(z) yalinkattir.

[z =22 +a,z vazt 4 f(zY) =z +a,2" +a,z® +... fonksiyonu

§’de tek fonksiyondur. Gergekten :

\/f(ZE) = \/z:z +ayzt +az® + . =\/;2(1+azz2 +a,z* +) =zl+a,z" + a2’ +...
burada;

1+a,z* +a,z* +... ifadesi 1+ Bz+ f,z° +... ifadesinin karesi olsun. Bu

durumda,
2 4 2 2
I+ a,z" +ayz +...=(1+,6’tz+ﬁzz +)
_ 2.2 2.4 2 1
=1+ Bz + Bz + .. 20 z2+28,2" +.. 428, 5,77 + ...
=1428z+(5, +28,)2 +28,8,2° +...

olur. Bu ifadede her iki tarafin katsayilari egitlenirse

i
p=0=> B +28,=a, = 2f,=a, = ﬁzzgaz

bulunur.

F(z) =\/f(zz) =\/? ta,zt +a,zf +.. =«.fz2i1+azz2 +a,z’ +.)
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=z 1+arlzz+arsz4+...=z\/(1+;5’[z+ﬂzz2 +)2 =z (1+;11—azz2 +]

La

S J | S
=z l+—agz" +... |=z+—a,z" +... =
2 2

F(a)=z+ la:t,zz’ +
5o
bulunur, Burada,

F(-z)= (—~z)+%a2(—z)3 .= ~z—%a223 — :—[z+—;—a223 +] =-F(z)

F(-2)=~-F(2)

oldugundan F(z) fonksiyonu tek fonksiyondur.

F0)=0ve F'(z)=1 -I—%arzz2 +... oldugundan, F'(0)=1"dir. Injektiﬁir.

F(z,)=1(z])
F(z,) :Vf(zg)

f(zH)= f(z3) = f(z) yalnkat oldugundan injektiftir.

= Flz)=F(z,) = Jfz) =4/ =

Buradan z, =+z, , fakat F(z) tek fonksiyon oldugundan, z, #-z, dir. O
halde, z, =z, bulunur ki buda F(z)'in D’de injektifligini gdsterir. F(z)’in |2]<1’de
analitik oldugu agiktir. O halde buraya kadar buldugumuz sonuglan toplarsak,

F(z)=+/f(z") S ’de tek bir fonksiyondur.

3.7.Teorem : g <X alahm. Buradan, Ec ﬁw—b0| < 2} “dir. Esitlik ancak ve

ancak E ’nin dort birim uzunlugunda bir parga olmasi ile ger¢eklenir.
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spat :  g'(2)=g(z")-w =Z+%(bu-—w)z" +...

fonksivon oldugundan w € E igin 3.5 Sonucunu bu fonksiyona uygularsak,

fonksiyonu £’'da tek

%(bo-w*sx = %l(bo—-wlsl = b, -w)<2

bulunur. Sirmdi esitlik durumunu inceleyelim. Yine 3.5.Sonucundaki esitlik durumu
buraya uygulanirsa,

g(z)=z+ 5 (bo - w)z"' bulunur. Buradan, esitlik durumu yazilirsa;

E(ba - w){ =1 > é(b0 —w)=—e”
alabiliriz.Bu halde fonksiyonumuz
g(z)=z~e%z"!
haline gelir. Fakat diger taraftan
J-;—(bo ~w* =1 = %(bo —w)=—e? = b -w=-2e" = by=w-2e"

buluruz. Bu b, sabitini de 3.5.Sonucunda egitlik halinde buldugumuz fonksiyona
uygularsak,

g@)=z+b+ez" = g(z)=z+(W—2e'ﬁ)+ez'ﬁz"

buluruz. Burada b, = w—2¢” sabitini goz dniine almazsak, g(z)=z+e*’z™ bulunur.

Buradan, z=e¢" dersek
g(efe) = o 4 2B _ g1 | gB il =it zeiﬁ(giﬁe—fﬁ +e1ﬂe-:5‘)

(1D 4 O ¥ 200~ ) =
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g(e¥y=¢¥2Cos(0- fy'den ( —-2<2Cos(@-p)<2 ) E, dort birim

uzuniugunda bir parca ise gergeklendigini gosterir.

? dir.

3.8.Sonug : Eger g € %, ise, |2| >1 igin |g(z)| < 2|z
Ispat : 3, simfindaki fonksiyonlar g(z)=z+bz" +b,z7 +... Oz[ >1)

sekiinde olduklarindan, (Zira burada b, =0 dur.)

:1+blf2 +b32_3 +...

- -2
2,(t) = giz) _zthzm +bz7+..

Z

fonksiyonu o noktast civarinda analitiktir. Madem ki £ alan teoreminde izah ettigimiz

gibi, [z!>r igin r—1 olurken F, genisleyen H(r) ciimlelerinin arakesitidir.

Dolaysstyla |z —> 1 igin biitiin limit noktalar1 E lizerindedir. Burada bir evvelki teoremi

kullanacak olursak;
EO— i 5D = el <2 = ’@ <2 = [g(2)| <2
z I Jod z

bulunur, bu da ispat1 istenen ifadedir.

39.Teorem : feS alahm. Buradan |a,|<2 ve )a;* —aslél’ dir. |a,|=2
olmas1 ancak ve ancak f{(z) fonksiyonunun, Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu
olmasi ile miimkiindiir. Ayrica f(z) tek fonksiyon ise, bu durumda |a3! <1’dir. Esitlik

ancak ve ancak

f(z)=2{1-e22}"

olmasi ile miimkiindiir.

Ispat: feS oldugundan, § simfinin tamm geregi f(z) = z+a,z> +..." dir.

F(z)=4/f(z") = z+%a223 +...
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oldugundan, bu fonksiyon da S smufina aittir. Dolayisiyla,

- 1 1

2(z)=— L
A1 l+~1ﬁar2L+... ! 1+la,—1—+,_, ' 1+la2z‘2+...
z) z 2 7z z\ 2 77 z 2

1 -7 1 -2 ? 1 -1
=z 1- —Z—azz +. )t Eazz LaPTTl B S :z—Eazz +..

fonksiyonu da I siufina ait olacaktir. O halde b <1 esitsizlizgi bu fonksiyona
uygulanirsa,

1 = als2

10’
72

&~

bulunur. Bu da istenen ifadedir. Diger taraftan f(z) =z+a,z77 +...€ § ise,

olz) = 11 =1 11 1 I1 :%xl -‘1+ =
f(_J Dia, *[“‘ag _+_") 1 14a,27 +a,270
zZ z zZ

Z 4

1
t+{a,z7" +a,27 +7 ot

- - 2 - -
=z (lnazzl—aaz2+...+agzz+a§z4+...)

- -l - -l
=z-ay,-a,z —.+ajz” +aiz 3+...=z—a2+(a§ «ha3)z + o

fonksiyonu da I sinifina aittir. Bu fonksiyona da alan teoreminin sonucu olan 5, <1

esitsizligi uygulanirsa,
(az2 -a, ) <1
esitsizligi elde edilir ki bu da istenen ifadedir. Simdi |a,|=2 olmas: halini ele alalim.

Bunun igin asagidaki durumlart géz 6niinde bulunduralim.

“Sonug: geXZ alabm. Buradan, 5 <1’ dir. Esitlik ancak ve ancak

g(z)=z+b, +e*”z7' olmasi ile miimkiindiir.”
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“Lemma: geX ve welk ise g”(z)=ﬂfg(z2)—w =z+%(b0 +w)z“ +...
fonksiyonu X  simfinda tek  bir  fonksiyondur. Eger feS§  ise
F(@)=.f(z)=z+ %azf +... fonksiyonu S ’de tek bir fonksiyondur.”

“Teorem: geX alalm. £ {Jw— b0| < 2}’ dir. Esitlik ancak ve ancak F ’min

dért birim uzunlugunda bir par¢a olmas: halinde gerceklenir.”

Bu ifadelerin sonucunda

fesS§ = f(n=z+a,z"+.. = F(z)xq/f(zz):z+%azz3+...eS ve

tek fonksiyondur. Buradan,

1

<l = a2
F(z)

= z+«1uazz*' +...€ T dir. Ve buradan

g'(z)=

1
2 2
dir.

t

o . | e
Esitligin ancak ve ancak g (z)=z+—§azz olmast durumunda gerceklendigini

yukarnda ispatlamistik. O halde

Ia2|=|b[,~w| = |w_bo|”2 = w-b, =2e”

alabiliriz. Bu halde w =54, +2¢” olur. Burada (g(z)=z+5, +e’”z"' fonksiyonuyla

karsilagtirarak) sonucu kullamirsak,
g (@=z+b,+ez7 = g (2)=z+ (w— 2eiﬁ)+ ez
bulunur. Fakat w e £ oldugundan w =0 alabiliriz. Bu halde
g ()=z-2e" +e* 77 = z(l +2e¥z7 4?77 )= z(l +e’z7! )2

bulunur.
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. 1 l 4 = (n—i)ﬂ I -
g (2)eX = - = = : =¥ ne"z" ¥ dir, bu da
g (i/2) l(1+e’ﬂz)2 (i+e72) ,,Z:a:
z

tanim geregi Koebe fonksiyonunun rotasyonudur. fe § tek ise, |a3[51 oldugunu

ispatlayalim.

f(Dy=z4+az’ +.. = Jf(z*)= z+%a_j_23 +..,

S ’de tek fonksiyon ( bunu daha once de ispatlamigtik ) ve ikinci terimin katsayisi

sifirdir. O halde bunu da laf - a3! <1 esitsizliginde kulanirsak buradan,
a,=0alimsa = [0-a<l = |a;|<]

bulunur. Bir bagka ispatta,

F(z) =+ f(z%) =z+%azz3 +.. = a =%a2 = o= -;—az <1 =
]a3\ <1
bulunur,
3.10.Hazwhk: f(z)=z+a,z* +a,z° +...€ § alalim. Buradan,
@) =1+2a,z+3a,2" +... = [f'(0)=1
ve
f(z)=2a, +6a,z +... =  f"0)=2aqa,
oldugunu buluruz.
"(0 “(0
S0 =2a, = (f'(0)=2a,] = f—z(—)1=|a2|g2 ir—i(—)‘sz
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buluruz. Bizim bu fikri, sifir noktasindan herhangi bir z, € D noktasina tagimamiz

halinde

f( g”"—] = s+l e+ 5[ (-l -2zl e 7+

1+35.z,

fonksiyonu da D ’de analitik ve yalinkattir, fakat S sinifina ait degildir. Zira normalize
edilmemistir. O halde bu fonksiyonun § sinifina ait olmas: igin normalize edilmesi

gerekir, Bunun i¢in de

1% | a,
h(g):f( gzo} e +[1(1 G z_]g2+
(i=lzol 20 2 S

h(0) =0
fonksiyonu kosullarint gergeklediginden § sinifina aittir.
A(0) =1

() fonksiyonu z,noktasina nazaran f(z) fonksiyonunun Koebe transformasyonu
olarak adlandirilir.

3.11.Lemma: Eger f €S ise buradan

Lo 2|
f(@) 1—}z|‘ l—|z|

dir.

Tspat : Yukandaki hazihktan hareket edersek

f["’”“} £(z5)

l1+¢.z,

— _ f(zo —:| 2
h(c)= = -z, z,
L (TR P [ by 2
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fonksiyonu S simfina ait oldugundan ikinci terimin katsayisi 2’den kiigiiktiir. Bu

durumda,

L 21/"(20) _Z <2
4 ( |0| )f( ) =
olur. Bu ifadeyi de

2120’2 _' 2z, |

I-fzof [1-]af]

ile carparsak

2 ) } 2 | tal

|1 ~lzo|” 1—|z(,4

% 1= [z

K—(—l fies o) 2 H .,

_( iz k/ f"(z,) 2z, n 2z, < 4|.2'0]2
F'E) -z T 1-]z) |

KON Y
f(zﬂ) 1- |zo| 1—|zo'2

bulunur. Bu ifadede z, ile z’i yer degistirirsek;

AN P (] <1)
f(z) 1- ]z| l—lz|:Z

elde edilir.
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3.12.Teorem (); Distorsiyon Teoremi ) : w=f(z)=z+a,z’+..e§
fonksiyonunun tasvirindeki, sinir noktalannin w = 0 noktasina olan uzakliklari ¥ ° ten

ktigiik olamaz.

Ispat: ¢ noktas1 D ’nin disindaki bir nokta olsun.

¢f (2)
c-f(=2

=z +[a2 + -—Jzz +... fonksiyonuda § siufina aittir. Ikinci terimin modiilii
c

2’den kugiik olacagina gére

a2+l£2
C
dir. Diger taraftan, |a,[<2 dir ve

1 1 1
— ==t a, —ay | S|t g+ ay =t ay| e €2+42=4 =
¢l e c c

Nes = led S |c|2l

¢ ]c[ 4

bulunur ki bu da iddianin dogrulugunu gésterir.

3.13.Teorem: a ve £ D’nin iginde f(z)e S fonksiyonunun alamadigi

herhangi iki deger olsun. Bu halde

__ [
F(z)—l_M

(44

fonksiyonu da D ’de yalinkat olup

1- Bla

deferini alamaz.
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ispat: J(z) D’de yalinkat oldugundan ve « degerini alamadigindan

ILZH) # 1°dir. Dolayisiyla £(z) =—I-(z—)~ fonksiyonu D ’de analitiktir.
o 1_f_(zl
a
f(z) f(z;)
F =F =
GI=FE) = =
a a
f(z) _ f(z,) — of (z,) _ of (z,) - f(z)) - F(z,)
a""f(Z]) a’-—f(22) (X—f(Z;.) a’f(zz) a“f(zi) O:—f(Zz)
o a
=

(- N ) =la~ fENf(z) = of (2)-flz)f(z) =af (z,) - F(2,)/(2)

=
af (z))=ef(z,) = [f(z)=f(z,)

ve f(z), D’de yalinkat oldufundan z, =z, olur. O halde F(z)= WA }Z()z)
1437
o
fonksiyonu D’de injektifti. Bu durumda F(z) fonksiyonunun D’de valinkat

oldugunu ispatlamig oluyoruz.

B sayisinin tersinin modiiliinii diisiinelim:
1- fla
Lk U L O LA A I R ¥
B (P B I B | «a

buluruz. Fakat bir evvelki teoremden dolay:

« L1
() 7w

<4
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bulunur, bu da bize teoremin ispatim verir. Diger taraftan, « ve # noktalanim
birlestiren dogru parcasi orjinden gegsin. Bu halde

ﬁ:wle:‘a , a:|a|ese
yazabiliriz. (*) ifadesinden;

1

P «a

1
lﬁle"’ e

s4:>l 1_4
8"l

buluruz. Bu esitsizlik de bize |a| ve |ﬁ| sayilarindan en az birinin E’den biiytk

oldugunu veyahutta |a:| = l ﬂ| :% oldugunu gosterir.

Sonug olarak sunu sbyleyebiliriz ki, @ ve £, feS fonksiyonu tarafindan

alinmayan herhangi iki deger ise ve bu noktalan birlestiren dogru pargasi orjinden

T 1
gecerse, & ve [ noktalarindan, en az birinin digerinden uzaklif 3 “den biiyliktiir veya

her iki uzakhik % "ye esittir.

3.14.Teorem: f €S ise,

G) i B
1+ (-1

(ii) G PP .
G+ -y

- _| s, 1+l
1+|z| (z)| |z|

(iii)

dir. Bu esitsizliklerde esitlik, ancak ve ancak f(z), Koebe fonksiyonunun uygun bir

rotasyonu ise gergeklenir.
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Ispat: 3.11 Lemma’da ispatladik ki

* @ 2| 4
F@ 1| 1=k

dir. Diger taraftan bir kompleks sayimun reel kismi ile modiilii arasindaki

—iz] <Rez< |zf bagintisindan hareket edersek, (*) bagintisini

LIPS {ij@}" 4 4,
1-|] @) 1-z 1-/

seklinde ifade edebiliriz. Buradan da

L cRe, @) A 2z’

e SO T 1
- o ) A2
1-|4] ) 1-

yazabiliriz. Diger taraftan

el @ _pe {alog f'(z)} _ Re{alog [ o }

f(2) Ologz 0z dlogz
8 ig dz ig 7 e'e
z= = dr=e dp = — =g . logpe ) .'gdpzd[ o
ap pe
dp
a7
oldugundan

Res L@ _ g, {alogf’(Z) B }z Re {alogf’(Z) | Qg} _ Re{ s alogf’(Z)}
f'(z) oz &logz op or op
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Re clog f'(2) _
op

bulunur. Bunlan (**) esitsizliginde yerine koyarsak, (**) esitsizligi,

2p° -4 2p% +4
f_z_p_ 10g|f( )< _u
—p
Plp-4) “4 pl2 +4
1-pt
2 —4 2 +4
R L TO B
haline gelir. Bu da 0°dan g ’ya kadar integre edilirse
f2p—4
fiordo= 14@
s1=-p Jop

log i+ )3 < log|f'(2)| < log ( )3

1-p

(t+ o)

. 1+p
< fl(2)= 2
T (1-p)

, |z’ = p oldugundan,

bulunur ki bu da (i) esitsizligidir.
(i1} esitsizligi ispatlamirken, (i)' nin sag tarafi ile orjini birlestiren dogru boyunca

integre edilirse
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f(2)|= jf (2)dz

<ﬂf(z)|dp<j( Ldp=rfs =

Py (-p)

M [/ 2) < g )2
bulunur. |f(z)| i¢in bir alt sinir elde etmek iizere, f(z) noktasi ile orjini birlestiren
dogru pargasi |zl <1 iginde, tamamen f(z)’in degerleriyle ortiliir. Eger L, w= f(z)
fonksiyonuyla bu dogru pargas: tizerine tasvir edilen, |z| <1°de bir yay ise, Z boyunca
dw = f'(z)dz > 0 dir. Biylece

p

_ g Til-p ,
S ke Je =

HOE

11 —P <
(II) o o <|f(2)

buluruz. (I) ve (I} ifadeleri birlestirilirse

S|f(z)|$

p P
(1 + pY (- p)

bulunur. |z| = p alinirsa,

bulunur ki, bu da (it) esitsizligidir.

Bundan &nce,

f[g”ﬂ} f(z,) ,,
— 1 [1(_|Zoll)f (Zo)__}gz_i_m

S ) e P fz)
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fonksiyonunun § stnifina ait oldugunu ispatlamistik. Bu fonksiyonda ¢ = —z, almrsa,

—~Z, + 2,
— = |~ )
h(=z,) = f[1+(-z0),{:0J /G - 1 ) f(zy)
’ (1_|20’2Jf'(zo) S AREAEY

bulunur. Zira f(0) = 0 ’dir.Buradan,

S(z) 1 S(20)
—(1—|z,| ) Al~z, - - =
(U—|zo[')- 1= 2,) = ) = DN R
2y f(zo

a- FARE Woz) 7 (z0)

(*) f(20)|_ 1 | 2y
C I a-fzl) [Hz0)

buluruz. (ii) esitsizliginde | f(z)| yerine 1 - | %o ’
1=fzo| ") [(=20)

konursa,

ool 1 |z |l

(O AR P ey

1=z Jo)
(1 + |Zo )

I/\

=

| 2z |_li-Jzf )
I Z°)| (1 ]Zﬂ)

(1_|20|X1+|zouzo| | Zy | (1 |ZG'X1 |ZO']ZO
Gk BEalTT - 2|)

(1 |zo|]z0] |ZO| (+lzof]-’-ol
1+]zl) | ZD} (1-]z])
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(*) esitsizliginden dolayi

<z, f(zo)‘ l"'Izo[
f(zo){ 1~ |z,|

1""|Zo|

1+Izo|

bulunur. z ile z, yer degistirilirse

-4 | s 1+
1+|z| f(z)l l—z!

bulunur ki, bu da (i) esitsizligidir. Béylece ispat tamamlanmis olur,

3.15.50nu¢: f(z), D’de analitik, yalinkat ve ¥ = f(0) olsun. Buradan

W - )@l sastr@on) <=l e (<)

dir Bu esitsizlikler en iyi sinmrlardir. Ozellikle f € § ise, buradan

(i) % < dist(0,0F) < 1
dir.
Ispat: 1lk olarak (if) esitsizligini ispatlayalim. Madem ki # € § dir, o halde
_H G
SHEE
(L+]al) (-[)
esitsizlifinden,

7 1
P ]) 4

() dist(0,0F) = L:m 1nf|f(z)| > L;m =<1
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bulunur. Diger taraftan (distorsiyon teoreminden)
(*%) dist(0,0F) = %
idi. (*} ve (**) bagintilan birlegtirilirse,

% < dist(0,0F) <1
dir. Bu da (i1) esitsizligidir.
' f(z)=1+a,2> +a,z° +... D’de analitik ve sifirdan farkhdir. Minimum

prensibi gdsterir ki

dist(0,8F) = lLlfn]ginf| fz)= l[,linl'.'!M <1
7= | z

dir. Simdi %s dist(0,0F) <1 esitsizligini

f[ g”iJ—f(zo)

14¢.z,

{1~z (o)

hc) = =g‘+|ié«(l—|zﬂlz)f"(20)“;;:|§2+---

F(z,)

fonksiyonuna uygularsam, (bunu yapabilirim. Zira #(z) normalize edilmemis bile olsa

h(c) fonksiyonu § sinifina aittir)

dist{f(z,),0F } = dist[0, ah(O)](l |z, ) f(zy)
bulunur. Buradan

Li-af )l s ditlr0m)< (- )y

elde ederiz. Bu da (i) esitligidir.
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KUVVET SERILERINDE BAZI TEOREMLER
1.ALAN TEOREMI I'CIN KATSAYILAR.

1 1
:§+c1—+czi3+...

(1) py=—
LA/ ¢ ¢

transformasyonunun, Alan Teoremi ile birlestirildifinde S sinifi igin,

a2| < 2 oldugunun

ispatlanmasinda gok faydali oldugunu biliyoruz. Bu halde (1) esitliginin sag tarafindaki

diger katsayilarinda faydali sonuglar verip vermeyecegini sormak dogaldir. Dahasi,

|
k#2 pozitif tamsayilan igin [f (z")]*_ ele alinabilir. Elbette bu durumda yeni

esitsizlikler elde edilir. Ancaka,,a,,...” lere bagl fonksiyonlar olarak ifade edilebilen

¢, katsayillarinmn karmagikligindan dolay: bu metod umuldugu kadar verimli degildir.

4.1. Teorem: k= O bir tamsay1 olmak {izere

(2) fzy=z+) a,z"
n=2
i E’'de, orjindeki hari¢, higbir sifinmn’ buhmmadigim varsayalim.
fonksiyonunu,
1 = Crpe
@ $)=—— =3
gt

olarak tanimlayalim.

ylk,m) = (e + )2k + )3k + 1) (mk +1) = f[(jk +1)

seklinde tammlansin. Burada }f(k,O) =1 oldugu genel kabuldiir. Bu durumda
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Z( DM ?(km 1)20293- e

4) Cok-1 = et 7|
m=i nm H T
dir. Burada:
(5) n+2n+3n 4. =n
ve
(6) Wb+ +.+r =m olmak tizere;

o, (n) negatif olmayan tamsayilardan olusan {(r,,7,,r;,....7 ) n- lilerinin ciimlesidir, (4)

n

ifadesindeki 2. toplam bu o, (n)* deki n- liler iizerinden yapilmaktadir,

(*) Bu teoremlerde yalnkatligin katsayilar arasindaki bagintilarla bir ilgisi
yoktur. Higbir sifir icermeme hipotezi bir yakinsaklik tamm bélgesini garanti eder.

Dolayistyla bu tiir kosullan gérmezden gelecegiz.

ispat: Bu teorem daha ¢ok multinomial teoreminin sonsuz bir seriye
uygulamginin yeniden formiilasyonudur, Alan Teoremi ile uyumlu olacak sekilde ifade
edilmigtir. |
Teoremde ilk 6 hal (n = 2,3,4,5,6,7) asagdaki formiilleri verir :

n=1 i¢gin:

e e BT RE L E

o Fi! ani) N

bulunur. Burada o, (1) ’in tammindan (yukanda verildi.), r, =1 bulunur. Bu durumda;

_ k0 al ) fa) 1
T ;;,rj! )" x 7

(7 Cog =7

esitligi elde edilir.
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n=2 igin :

=3 EW ) 5 a;'a?] .

m=] k-’ﬂ LU‘,(Z) rg!rz!

CD'yEI-1) afay  DPp(k2-1) © alal
Copq = 1 " + 7 "
k al(g}rl.rz! k a3(2) rl.r;,!

bulunur. Yine o, (#) *in tanumindan,

0,(2): n+2r,=2, r+r,=1 dir. Buradan, n=0 ve r, =1 oldugu gériiliir.
0,(2): 1, +2r,=2 , % +r =2 dir. Buradan, r,=2 ve r, =0 oldugu gérilir. Bu
bulunan ifadeler yukandaki c,,_, ifadesinde yerine konularak;

1o kel 1 k+1,

e T T AT T T s
1 k+1
(8) Coput = "Eaa +'2_k{‘a22

ifadesine ulasihr. (Burada y(k,l) degeri, yukarida verilen tanimdan, k+1 olarak
bulunup yerine yazilmistir) Bu sekilde devam ederek n=34506 igin swrasiyla

agagidaki esitlikler elde edilir.

1 k+l1 (2k + 1)k +1)
) €1 =TT+ T @y~ a’
1 k+1 k+1 2k+10k+1) ,
00 ==+ e+ e - BERED g

. B3k +1)(2k + 1)k + l)a;*

24k* :
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(1) Csim :‘-%aﬁ +-kk—-:1a2as +£j_ia a _}’(k,Z)( ) 2)

(12)

1 k+ k2
Coy = @ +—ﬁ+(2a2a6 +2a,a, +af)-— yé]ﬁ )(3a§a5 +6a,a,a, +a_f)

. k5)
2 )(2a§a4 +3ala})- ngs) 1+ ;Z(Ok" “

€. Katsayllanni determinantlar cinsinden ifade edebiliriz. Gergekten, (3)

ifadesinden tiirev almursa;

i l

1Y 1)) (1
1‘ s ANg g _1+Z‘(nk_1)§ C o

1 ! = (gnk—l)?.
1)

¢

k-1
e =1 3 e
/gt )]* * -

__l f’(l/(k) (_k) _1_’_2 (l—nk)cnkq

k T - nk
LFa/eyE ¢ d

3 £ SE nk)c,,k.

rajeE ¢

bulunur. Esitligin sol tarafinda,
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1 1 2. C
il — 1 nk—1
19 P Ay

ve

(1) Z""f (E_)_?+Z(¢ y

dzdesliklerini kullanalim.

1 ' k 1 1 o0 (l—nk)c i
¢ SISOV F/CH e

s

1 z, na > Copt (l_nk)cnk—l}
— 1+ Y 2 At Y
(§k+z(fk)")( ()" @ f[ ]( s"

n=| =l n=1

Burada 1/¢* yerine z koyarsak ve a, =1 ve ¢, =1 genel kabulini

uygularsak; (13) ifadesinden

(Z+Zna z )(1+chk z") = (z+2a z )(1+Z(1—nk)cnk z") =

n={

1 (na ) ez = (3 a,z )Y (- nk)e, 2"

bulunur, (n + 1) inci terim icin (16) esitliginin her iki tarafinda z™" in katsayilarim

esitlersek;
((n +1- j)aﬂi-l—_,l Xcﬂcwl )ZMHZJ = (an+l—_,' Xl - jk)(cﬂ:-r )ZMHZJ =

n+l—jk=1-jk = jk+n-j=0 =

an Y.(k+n-a,, €, =0 , n=123.. bulunur.

j=0
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Bu denklem sistemine ¢_, =1 agikar esitligini de ekleyelim. Bu halde ilk »+lesitlik
C;,C5,Cqyees . deigkenlerine bagli lineer denklemler olacaktir. Cramer kuralindan

asafidaki ifadeye ulagilir ki bu da ispat: istenen ifadedir.

(18)

a, k 0 0
2a, (k+Da, 2k

(-D"| 3a, (k +2)a, (2k +1)a,

cnic—lz P . ) A

nk :
: : : (n—~1k
na,, (k+n-a, (2k+rn-2)a,, .. .. [(n—-Dk+l]q

4.2.Teorem: Onceki teoremde k=0 pozitif bir tamsay, c,_, (3)
esitlifindeki gibi tamimlanirsa, ¢, (18) determinant: ile ifade edilebilir. (18)’ de 4,

soyle verilir:

[i+(-Dk—Da,, 1 , i+12]
(19) 4, = ve q, =c_ =1.
0 , i+l<

(3) ifadesinin (18) ifadesinde verilen determinantin (tek tiirli)
hesaplanmasmt temsil ettigi agiktr. (3)’te k yerine —K koyarsak katsayilar iin asagidaki

formiilii elde ederiz.
(20) g@)=fE N =24 b2
n=|

Boylece (4) veya (18) ifadelerinde k yerine —K ahnarak b, bulunur ve
Coqy yetine b .. yazhir. Teorem 1°de verilen formiilin, k’'min tamsay: olmama

durumunda bir anlam ifade edip, etmeyecegi sorusu akla gelebilir. Gortildugi gibi

highir anlami yoktur, ancak kiigiik bir degisiklikle anlaml hale gelebilir. Ve Parwitz
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egitsizligiyle birlikte faydali olabilir. Eger f(z) § de ise, EACIE in E’ de higbir
z
stfiriun olmadigini gézlemliyoruz. Bu halde herhangi bir & reel sayist i¢in

f(z) 9 %
h =1+ b,
(21) (2)=[—] [f( )] +,,Z z"

fonksiyonunu ele alabiliriz.(Sag taraftaki toplam E’ de yakinsaktir.) Her iki tarafi da

u]q

’ye baliip,

1 I &,
= bz 2
. Gy o &

sonucunu, (3) ifadesindezlk— verine z koydugumuz haliyle kiyaslayalim.

(23) 2 Coue IZ
s (Z) ™ Z‘
% = % alirsak (22) ve (23) ifadelerindeki serilerin dzdeg olacag agiktir.

KATSAYILAR ICIN KESIN SINIRLAR

4.3. Teorem:
C !
22) f@)=z+) az
k=2

fonksiyonu ST’ ye aitise, her n € Z7,i¢in

(23) a,{<n
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dir. Ayrica, bu esitsizlik herbir n indisi i¢in kesindir ve egitlik valmzca birtek 7> 2 igin

stzkonusu ise, f(z) Koebe Fonksiyonunun bir rotasyonudur (dénmesidir).

#f'(z)
J(z)

ispat: f(z), ST’ ye ait ise, Teoreml ve Teorem4” ten P dedir.

Biylece,

-zf(—z)~=1+
f(z)

(24) 22" =g(D), (b)<2 k=123.)
k=1

z
olmasi oldugunu bilivoruz.

b, =2 olmas) iin gerek ve yeter kogulun g(z) =

(22) ve (24) ifadelerinden asafidaki sonuglara ulagihr. (22) den tirev ahnirsa,

f(@=1+D ka*" =
k=2

() z(l+2kakzk’1) Z+Zkakzk o
g \z k=2 k=2 k
= = =(1+Zbkz }

-4

/@) (z +iakzk) Z+Zakzk =l
k=2 k=2

- (25) Z+Zkakzk =(z+Zakzk)(l+Zbkz")
=2 k=2 k=1

bulunur, (25) ifadesinde z" in katsayilanm esitleyerek,

na, = Zbkzk” + Zakzk +§akzk§bjzj =
k=1 J=l

k=1‘1-—1 k:.-'n

n—-2
na,=b_,+a,+ Zan_kbk
k=1

H=2
(26) nan = an + Z an—kbic + bn—l
k=1
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ifadesine ulasilir. #» =2 igin

(27) 2a, =a, +b
olur ve bu durumda Iazl = b, <2 dir. Ayrica esitlik ancak ve ancak g(z) = %ﬂ olmasi
-z

durumunda miimkiindor. k=23,.,n-1 igin |a,|<k oldugunu varsayahm. O

zaman (26) ifadesinden,

n=2

zanﬂkbk + b.»+|
k=1

]nan -a, = l(" -1a,

n-2
Zanﬁkbk +8,,
k=1

(28)

n2 n-l -1
nglan—kl+2 s2(1+;2k) o7 5 ” n(n—1).

__elde edilir. Bu yiizden [anl <n dir. Bununla birlikte b, <2 ise, (28) ifadesi esitsizlik

<n’ dir. Fakat bu

. 1+z ]
halini alacaktir.Boylece b, =2 ve g(z)= - degilse, |a,
-z

durumda herbir » > 1 i¢in a, = n olur ve bu sebeple Koebe Fonksiyonudur,

4.4, Teorem: (22) ifadesinde verilen f(z) CV’ ye aitise, herbir n e Z* igin

<1

(o4

n

29

dir. Ayrica, bu esitsizlik herbir n indisi igin keskindir. Ve sadece birtek n > 2 igin egitlik

7

" . Z o, ...
. sbzkonusu ise f(z), 15 in bir rotasyonudur.
-z

fspat: f(z), CV’ ye aitise, Teorem 5™ ten

30) g (z)=z+ Znanz”
n=1
ST’ ye aittir. Teorem 6™ dan nlaﬂ[ < n oldugunu biliyoruz; bu yiizden la,; <1 dir.
%~ 7422 +7° +... oldupundan |a | <1 smn keskindir. Ayrica, |a,| =1 yalmzca

1-2
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birtek 72> 2 igin dogruysa, zf'(z), Koebe Fonksiyonunun bir rotasyonudur. Buradan,

. z .. y : . . i
- f(@) in 1 in bir rotasyonu oldugu sonucuna varihr. Bu da ispat1 istenen ifadedir.
-z

(*YTeorem:1. f(z), Eﬂ : IzlS R kapal diskinde regiiler ve yalinkat bir

fonksiyon olsun. Bu halde f(z) in E, den bir konveks bolge tizerine bir tasvir olmas

igin gerek ve yeter kogul

Rei 1 iﬂ(z—)}zo ., Crpilz=R.
©) e[ T 2

dir. Ayrica f(0) =0 olsun. Bu takdirde f(z) in E, yi @ =0 a gére yrldizil bir bSlge

iizerine resmetmesi igin gerek ve yeter kogul

#'(2) =
(10) R{H f(z)}zﬂ ,  Cp:led=R.

dur.

Teorem:4. f(z)e S olsun. Eger f(E) konveks bir bolge ise, herbir r <1
pozitif reel sayis igin f(£,)’ de konveks bir boigedir. Bununla birlikte f(E) orjine
gire yildizil bir bolge iseherbir » <1 pozitif reel sayis1 igin f(£,) de orjine gére

yildizil bir bélgedir.

(**) Teorem:3. f'(z) #0 ve f'(z) € E, olsun. Bu takdirde, f(z) ancak ve
ancak

F(z)=2zf'(2)

E,’ de yildizil ise konvekstir.

Tanm(CV): E’ de yalinkat olan ve E’ yi konveks bir bolge tizerine

resmeden biitiin normalize fonksiyonlarin ciimlesini CV ile gosteriyoruz.

Tamm(ST): E’ de yalinkat olan ve E’ yi orjine gore yildizil bir bolge

_{izerine resmeden biittin normalize fonksiyonlann ciimlesini ST ile gésteriyoruz.
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Bu halde Teorem 5° 1 agagidaki gibi de ifade edebiliriz.

Teorem:S. f(z)eCV ise, zf'(z)eST

F(z)e ST ise, Ifégldg e CV dir

0

(***)Teorem:6. Eger

(22) f(z)= z+iakz"

ST’de ise, her n pozitif tamsayisi i¢in
(23) ja,|<n

dir. Dolayistyla, bu esitsizlik her n sayisi igin kesindir ve eger esitlik yalmz bir tane

n>=2 i¢in gergekleniyorsa ozaman, f(z) fonksiyonu Koebe fonksiyonunun bir

rotasyonudur.
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POZITIF REEL KISMI HAIZ FONKSIYONLAR SINIF1

5.1.Tanm: E’de regiiler olan ve z € £ igin
(1) Re(f())>0

kosulunu gercekleyen

@ f@=l+pz+pz*+.+pz+.=1+ p,z"

n=1

formundaki tiim fonksiyonlarin ciimlesine P diyoruz. P’deki herhangi bir fonksiyona,

E’de pozitif reel kisma haiz fonksiyon denir.
KATSAYI ESITSIZLIGI

5.2.Teorem: N =1 ve N belitli bir tamsay1 olsun. (2)" de venilen f(z) P'ye ait

ise,
3) lpy|<2

P

dir. Bu esitsizlik kesindir. Eger 77 =€ ve

1+r]"
1-n*

N z o0
) F(z)=) u ZEHZPNZN ,
k=1 n=|

ise, 0 zaman F(z), P’dedir ve py =2’ dir. Burada 4,20 , k=12, .N

ve

5) Do =1
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ispat: Her zaman P& >0 olacak sekilde f ('“z)” de bir @R

segebiliriz. Bu nedenle py =0 oldugunu varsayabiliriz.
iz -
@& I(r)= I(l—COSN@)f(re‘g)dﬁ , 0<r<l
0

integralini ele alalim. Burada f, fonksiyonu reel kisma haiz fonksiyon oldufundan
(hipoteze gore f(z)e P) Re(f (re"e))> 0 ve bu nedenle Re(/(r))>0" dir. Diger

taraftan, trigonometrik fonksiyonlarin ortogonalliginden;

f(@D=1+Y. p2t > ) =14 Y p(reY =1+ prie =
k=1 k=1 k=1

2 ' 2 N
I(r)= J(l —Cos8) f(re'®)dO = j(l ~CosO)(1+ Zpkr"e”‘f’ X0
0 0 pan
2x o
= _[(1 —Cosf)(1+ Zpkrk (Cos8 +iSin@)do
0 k=1

=2r—-m"p,

F(z)” in P'de oldugunu goéstermek igin sadece (4) ifadesinin Stieltjets (*)

integral gésteriminin &zel bir hali oldugunu gérmek yeterlidir.

1 *Tl+ze™ 1%
(o f@ =5 =5 [l du@)

0

Sonugta, F(z)’in N inci katsayilarim kolayca gorebiliriz :

k=t

N N N
@ Pu =2 Y =23 (") =2y uf =2
k=1 k=1
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Swiralk N — lilerin iki farkh seciminden F(z) ve F,(z) gibi iki farkh fonklsiyon
elde ederiz. Gergekten ; bu iki fonksiyon aym kutuplara sahip olabilir fakat, en az bir
kutbu vardir ki bu noktada bu iki fonksiyonun rezidiileri farklidir. Bu yiizden (4)’te
tammlanan fonksiyonlar climlesi N — 1 tane bagimsiz reel parametreye baghidir. (3)
ifadesinde esitlik halinde f(z), (4) ve (5) esitliklerinde tanimlanan tiirden fonksiyonlar
igin F (e"") formuna sahip olmasi gerektigi gosterilebilir.

(*y’'da (Stieltjets gdsterimi) integrali alinan ifadeyi sonsuz bir seri olarak

yazarsak ve terim terime integre edersek (]z| < 1) (1) ifadesindeki katsayilan soyle ifade

edebiliriz :

fe* du(g)

¢

12
(8) Py “;

Boylece (*) ve (8) esitlikleri bize [ P Nl < 2 seklinde yeni bir ispat: verir.
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SPIRAL FONKSIYONLAR

6.1. Tamm (Spiral Fonksiyonlar):
(1) f(z)=z+Zanz”
a=2
normalizasyonuna sahip f(z) fonksiyonu E’de regiiler ve E’de

R fa Ef’(Z) O
2) e(e ) )>

. esitsizligini sagliyorsa f(z)’e E’de a — spiral fonksiyon denir. Boyle f(z)’ lerin
. - . . -T 7
climlesini SP(a) ile gosterecegiz. Ayn1 zamanda « E[T’E] kosulunu gercekleyen

her a i¢in SP =| |SP(a)’ dur.

6.2.Teorem:11. f(z)e SP(a) ise,

ol e+ 25 —1 1
==,

k=1

( 1)|ﬁ((k-—1)2+4kcosza)'/2
RH=1)

dirve n= 2 kosulunu saglayan herbir n degeri i¢in bu esitsizlik kesindir.

ispat:
@ @)=z
(5) I(z)= (e cos) }%ﬂdf
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egitliklerinden

- & . 2 .
(veya; (*) [e f(z)—fsma]=1+ZPnZ = p(z) egitliginden )

cosa  f(z) o

F@=1'2 41"z = 2 (2)=29+I'(2)e" V2 =z (1+1'(2)2) =

zf'(z)  ze'@(1+1'(2)2)
fz) ze'®

=1+1'(z)z
elde edilir.

f(z)=e"“cosaf££“id§, PR=TE = pO=E =

1+4 1-4 24 pe)-1 20 1 2
1= — - = D
PO @ T TiaceTig

I(z)=(e™ cos a)ZJ‘T}ZdC = (e cosa)2-log1-¢), =
H(z)=e""Cosa2(-log(l1-z)+logl) =

I(z)=e¢"*Cosa(-2log(l - 2)) = —2¢“*Cosalog(l-z) =

I'(z)=-2e"*Cosa D _

1-z 1-z

m—1+[( )—1+ 2z
/(@) —z

e *Cosa

Burada, s = ®*Cosa olarak tammlamyor,
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zf'(z) St 2z

f(z) l—z
l+z l1+z I+z—-14+z 2z
. z)= = z)—1= —1= =
ayrica; p(z) 1—2 p(z) - -7 -
idi. O zaman,
zf'(2)
(6) =1+s(p(z)-1)
| f(2)

sonucunu elde ederiz. p(z) e P oldugundan, Schwarz Lemmastnin kosullarin ve

1+ b(z) o, 2b(z)
b 2% POTETS

(n pl2)=

esitliklerini saglayan bir &(z) fonksiyonu vardir. Burada (6) esitligini kullanarak;

zf'(2) it 2b(z) - zf'(z) _1-b(z)+ 25b(z2)
J(z) 1-z f(z) 1-b(z)

' (2)1-b(2) = f(21-b(z)+25b(z)) =
2f'(2) -2 (2)b(z) = £ (2)~ f(2)b(2) + 25/ (2)b(z) =
2f(2)- f(2) = 2 (2)b(2) ~ f(2)b(2) +25f (2)b(z) =

#(2)-f(2)=zf"(@b(2)+ f(2)b(z)(2s-1) =
2 (2)= [(2) = b(2)[zf "(2) + (2s -1} f (2)]

ifadesine ulagthir, Eger  2(2) = Y 56,2° ve f(z), (1) esitligindeki gibi ise,
k=1

fl(2)=1 +Zrz¢:1n:«:”_l = zf'(z2)=z -FZnanz'1 = zf'(z)= Zkakzk
n=2 n=2 k=1

olarak yazabiliriz.
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f(z):z+ianz”=iakz" = (2s—1)f(z)=i(23—l)akzk =

=2 k=1

[ib ](Zkaz +Z(2s Da,z J ikakz"—iakzk =

k=1

8) [ibkzk ][i(k+25—l)akzk)=(i(k—1)akzkj

esitlifini elde ederiz.

2

42;1”25 1J|k| (ﬁZ(k+23 Da,z"*

k=1
2

b2 d8

278 -1

>— Y tk+25-Da,z*
0lk=l

2

d6’>2—~ Z(k Na,z* + chz

olk=1 k=n+1

1 27 -]

> Oj b(z)g(k+25 Da,z*

-1

>Z(k Vil + Y > 2 (k- 7la|

k=rtl

bulunur. Buradan

n n-1
S k-Da <> [k+25-1|a,f
k= k=]
veya

S -1+ - f < Skeos-Flaf =
k=1 k=1
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(n

’< §|k+2s—1|2|ak[2 —i(k—l)zlaklz =N
k=1 k=1

n-1

[ le+2s—1° —(k—l)z} o> =

k=1

ya da

4C
<A Sy

)

ﬂ

esitsizligi bulunur. ¢, =1 oldugundan, (9) esitsizligi asagidaki surlan verir:

|a2|2<‘(‘zcoi)“z o =2 ja | acosar ~acosa = |a)<2cosa
k=1

ve

oy < 4‘7‘”“2 Haf* = 3905 o [ — Costafja* + 24y

(3-1)? 2 S

< Cosz.cz(liZ + 2(4Cosza)):> |a3|2 < Cosza(l + 8Cosza)::> [a3 < C’osa(l + SCOSZa)’Li.

Bu smirlar teoremde verilen siurlarla uyumludur, Simdi matematiksel
indiiksiyonu kullanarak »#>2 kosulunu gergekleyen biitiin n degerleri igin (3)'te

verilen simrin dogru oldugunu gdsterebiliriz. Burada, m =2,3,..n—1 igin

Iam| £ H I oldugunu varsayahm ve (9) esitsizlifindeki |a,| ile

. yer

degistirirse ve m = n -1 i¢in yazarsak;
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k=1 k=2 j=1

2
n (e +25 =1} 4Cos’er|, 42 j+2.§' 1
aoa..| <] |(| Z |) =(n(_352)2 1+> k] |{‘ I]

esitsizligini elde ederiz. Indiiksiyon hipotezine ve (9)a gére, a, icin;

2
zS4Cos2? 15 ﬁ[|J+ZS 1|]} 4Coszéz(n_l)ﬁ(|k+is—lq

n

(n-1) k=2 j=1 g (r—1) k=l

elde edilir.
k =n-1 alirsak;

(n~2)* +4(n-HCos’a | (k-1)’ +4kCos’a
(n—-1)° - K’

olur. Bu durumda (3) elde edilir. Simirlarin kesin oldugunu gérmek icin her ]a‘l S%

olan her a igin F(z) = “ nin SP(ex) ya ait oldugunu ve

(1 _ 2)2:

= ”1k+25 1
11 =74
(b (- 2s)*’*~* Zk

“ esitligini gérmeliyiz.
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SPiRALLIKE FONKSIYONLAR

7.1.Giris: f fonksiyonu agik birim ¢emberde, yani D={z| \z|<l} "de,

regiiler ve orjinde bir basit sifin olsun ve bagka higbir sifin olmasin. f° in D’de
yalinkat olmast i¢in gerek ve yeter kosulun 0 <r <1,0<¢, —f, <27 olan r,r ve ¢,

icin

t ' ig

TS (re”)
Frem € 4070

4

olmas1 oldugu Spatek tarafindan gésterilmisti. Dolayisiyla burada

(L.1) Re[g'{zﬁg) H >0 , zeD

kosulunu ger¢ekleyen bir & kompleks sayis1 var ise o zaman,

fy pr ig & r g
———J} ((”el_e)) e?df = % ﬂi(("‘fa)) e“df #0
J fre ;. fre

dir. Bu ytizden £, D’de yalinkattir.

Spagek’in (1.1) kosulunu saglayan fonksiyonlara spiral — like fonksiyonlar
denmektedir ve son yillarda geometrik fonksiyonlar teorisinde birgok faydah ve nemli
tipik problemlerin ¢oziimiinde kaynaklik etmektedir.

Spiral-like fonksiyonlar sinifi ve bu simufin tasvir zellikleri asagida tammlandi.
Yalinkat fonksivonlarin baz: aileleri i¢in f - spiral yangapi tamimlandi ve hesaplandi.

Katsayilann kesin simrlan saptand:.

7.2.Hazirhk Caliymalar:

(2.1) =0 ve f(O)=1
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kosullariyla normalize edilen, D’de regiiler ve yalinkat olan biitiin { fonksiyonlarinin

olugturdugu fonksiyonlar ailesini @ ile g&sterelim.

7.3. Tamm: f, D’de regiiler olsun ve (2.1) kosullanim gergeklesin.fin bir a -

spiral fonksiyon olmas i¢in gerek ve yeter kosul

(2.2) Re[e"“ {%(-ZS)—” >0 , zeD
4

olacak gekilde bir & € R sayis1 var olmasidr.
Spatek’in yukarida tammladigumz sonuglart J, <6 oldugunu gostermektedir.

f(z) = z birim fonksiyonu igin —%S o S% ve |a| :g oldugu asikardir. Bu

ytizden bu haller {izerinde durulmayacaktir.

(2.2)’ nin bir geometrik yorumu asagidaki sekilde yapilabilir:
f O<r<l wve feR igin z= re' cemberinde (2.2) kosulunu

gergeklesin ve C(r) bu ¢emberin 'deki resmi olsun. 7(r,€) ile artan & degerlerinin

belirledigi yonde f(re’”) noktasindan C(r)’ye gizilen teget vektdriini gosterelim. O

zaman, argiimanlarin uygun segimi ile (2.2) asagidaki esitsizlife denk olur.

el e Jre®)
(2.3) 0< arg{ze {re _W—_f(re" 7 }:l <

yE

arg{ire"ef’(re"e)}: arg{T (r, 0}
oldugundan (2.3)

2.4) 0 < arg{T(r,6)}~ [arg{f(re’e )}— a] <7

seklinde yazabiliriz. Dolayisivia T'(r,8) vektoriiniin yoni, sumrlar:
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(2.5) W= f(re“g)+texpi[arg{f(rem)}~ a] , teR

esitligi ile verilen agik yari diizlem igine dogrudur. Bu yan dizlem o > O igin orjint
kapsamaz, fakat o < 0 igin orjin yan dizlemin igine diiger. (2.5) ile verilen dofrunun

#oot () spiralinin (p,#)noktasindaki tefet dogrusuna paralel oldugu kolayca

0 = ke
gosterilebilir. (Spiral ve nokta, kutupsal koordinatlar civarinda verilmistir; yangap
vektdriiniin yoni arg[f (re' )]’ nin yoniiyle belirlenir.) 8.0zaki fin ¢okkatli olmas:
hali i¢in birgok fikir ileri stirmstiir.

Pozitif reel kisimli, normalize edilmis holomorfik fonksiyonlar simfim, p ile

gosterelim. Yani, P € P olmasi i¢in gerek ve yeter kogul P’nin I)’de holomorfik olmasi,

ze D igin Re{P(2)}>0 ve P(0)=1 olmasidir.

fe 34 ise, uygun normalizasyon faktorlerinin tammlanmasi

seca|:e"“ {i;(z))} —isin a} =1

olmasim miimkiin kilar. Bu yazilis 3, ‘nin elemanlarimn f’daki fonksiyonlar cinsinden

ifade edilmesi i¢in faydal: temsil formiilleri bulmamizi saglar.

f ancak ve ancak, f’ya ait

zf'(z) _cosaP(z)+isina
f(z) cosa +isina

ze b

(2.6)

>

veya buna denk olan

@.7) S (Z)=Ze>ip{cosae"‘“ P(It)_ldz} , zeD
]

esitligini saglayan bir P fonksiyonunun var olmasi halinde, bir « - spiral fonksiyondur.
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o - spiral fonksivoniarin birgok geometrik ve analitik Szellikleri (2.6) ve (2.7)
egitliklerinden ve B simfimn bilinen &zelliklerinden elde edilebilir. Bu sonuglar ’nin

uygun bir sekilde alt siniflarina inceltilmesi ile daha da keskinlestirilebilir.

7.4.Tanim: P, ancak ve ancak ze D igin Pef ve Re{P(z)} = p, kosullarnm
gergekliyorsa; 0< p<1 igin p uncu mertebeden pozitif reel kism haiz bir
fonksiyondur. Yani, P €p,. Burada 2 < 0 igin B, < Bq ‘dir. Bundan dolayi, her p igin
Bo = Po = p’dir. Dahasi, baza PepP’lar igin O(z) =(1— p)P(z)+ p oluyorsa,
0 e By dur ve tersi de dogrudur. f’mn 6zel bir eleman: olan Py fonksiyonu agagidaki

gibi tammhdar:

28) P@=*2 | zeD
1-z
Uyumlulugu saglamak i¢in P(z)’leri
{+0-2p)7}
(2.9) Pp (z)y=(1-p)B(2)+ p=——"—"F"—

-z
seklinde tanimlayalm.

7.5.Tanm: [ e3,, yani, fin p uncu mertebeden bir o - spiral fonksiyon
olmasi ancak ve ancak Pef, olmak tzere, fin (2.7)’deki gibi tammlanmas '
miimki{indiir.

p = 0 i¢in Definition 1 ‘deki fonksiyon climlelerini elde ederiz. Ve 3, = 3¢
yazanz. Dier taraftan o = 0 aldigimizda orjine gére p uncu mertebeden yildizil olan ve
genelde 6 ile gosterilen fonksiyonlart elde ederiz. ( t‘i"FJ = 3Jg, ). Bitlin yildizil
fonksiyonlarn simifi genellikle 6 ile gosterilir. Biitiin o - spiral fonksiyonlan da 3 ile

1 1
gosteririz. Yani, 0< p €1 ve —Eﬂ La< -2—31' olmak lizere 3 = U Tep ~ dur.
a.p
Yalinkat fonksiyonlar smifi igin konvekslik yarigapt ve yildizilhik yarigcam

kavramlar1 yararlt ve arastirmacilar geken bir konudur. Kisa bir stire 6nce KrzyZz, orjin
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merkezli 6’ nin her elemam ile tasviri konveks’e yakin olan en bilylik ¢emberin

yangapini elde etmistir.

7.6. Tanim: —%s p< T ve f e 6 ise, o zaman, fin S - spiral yarigapi

2
z|<r}

7.7. Tanim: —-% <p S% ve U c6ise, U'nun g - spiral yangapi,

asafidaki sekilde tanimlanir.

B-srifl= sup{r :Re{e’ﬁ %%)} >0,

p-srU= ﬁrrelg{ﬂ -st{f}}

seklinde tanmimlanir.
KATSAYI ESITSIZLIGI
78.Teorem: Eger f e L, , ve
3.1 f(z)=z+Y a,z" , zeD, ise
n=2

32) @) <17 PU-posale” +k 554,
g k+1 ’ T

ve bu siur biitlin uygun @ ve p’lar igin ve n’in herbir degeri i¢in keskindir.

Ispat : @ , D’de Schwarz Lemmasmin kogullarim gergekleyen bir holomorfik

fonksiyon olsun (13). Ve

3.3 P(z)= {1 + (1 - 2p)a)(z)}/{l - w(z)} , Z€D  ise
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Pe g, dir ve tersi de dogrudur. Dolayisiyla, bu P(z)’ i (2.6)’da kullanirsak, (2.6)

ternsilini
) . Cosex (=2p)o(z) +1 +iSina
; f(z) _Cosa.P(z)+iSina - f z) 1—ax(z) .
f(z) Cosa + iSina f (z) Cosa + iSinc

(Cosa+erna)zJJ:()) Cosa.l+(1_2p)w(z)+i5ina =

1-w(z}

f 2) —iSina = Cosc 1=2p)o(z)+1 +iSinae =
f z 1-w(z)
e'“z& ~iSina
f(@) _1+(-2p)a(z)
Cosax 1—w(z)

e,azf'(z) 1 _ Sina 1+(1—2p)@(z)
J(z) Cosa Cosa w(z)

I—K-Z-Z-iTana _1+(1-2p)axz)

(3.4) e " Seccz ) ()

seklinde yazabiliriz. Ayrica,
f(z)=z+Zanz", zeD

=2

idi. Buradan ;
S@=1+ an!z"'] = zf'(z)= ]L+Z:rzq1z"'I ] =z+ Znaﬂz"
n=2 =2 n=2

bulunuz. (3.4) estligini tekrar ele alahm :
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e"“Seca——Zf’(z) —iTang = 1+(1=2p)axz) =
(2) 1-ax(z)

1 a)(z){ o Secor L2 f(( )) zTanaJ:l+(1—2p)m(z):>

S 1+(-20)0(z) _
7@ 1-0(2)

e Seco 2"~

(i m(z){e"“Seca zf'(z) ; f(z)Tam:zJ _ [1+(1-2p)0(2)]f(2) .
J (2 (2 ()

{ }—2()2)) (ej“ Secezf'(z) - Ur(z)Tana) ) fz(f))f(Z)w(Z)

e'*Secozf'(z) ~ if (2)Tano — €' Secazf ' (2)axXz) + if (2)edz)Tana = f(z) +(1 = 20) f (2)az) =
e Secozf (2) —if (2YTanx — f(2) = e"“Seceef " (2)az) + (1 - 2 p) f(2)ex(z) — if (z)TangeX z) =
e'“Secazf'(z) - if (z)Tana — f(z) = (e'“Secazf’(z) +{(1-2p)f(2)- if(z)Tancr)a)(z) =

e Secazf'(2) ~ (1 +iTana) f (z) = ((emSecazf'(z) +(1-2p- iTana)f(z))a)(Z) =

(z + Zkakz Je"’Seca - [z + Zak ](1 +iTana)=

k=2

Kz +> kazt Je"“Seco: + (z +) a,zt J(l -2p - iTana)}a)(z) =
k=2 k=2

e*Cosa +iSina ve Seca =

oldugundan
Cosa
e'“Seca = (Cosax + iSina). _Cosa ;. 5% 1\ iTana =
Coso: Cosa Cosa
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(1+1'Tana{z+ikak J Zakz —ZazzTana—z i-zTana
k=2

k=1
={(1+iTana{z+ikak ]+[z+2ak ]l 2p- zTana)j| w(z) =
k=2

o @
& - .
z+ E ka,z" +izTana + E iTanaka, z* - E a,z - E a,z%iTanc -z ~i zTana
k=2 r=2

=2

= ’:(1 +iTana{z+ikakz"]+(z+iakzk](l —2p—iTana)} w(z}) =

k=12 k=2

i k(l + iTana)a,z* - i(l +iTana)a,z*
k=2

k=2

= [i ka,z%e" Seca + Zak -2p- iTana’)} -w(z)
k=1

i}h&”’S’ecaa,g’r - i(l +iTana)a, z*
k=2

k=2
zl:Zkakzk ’“Seca-kZak (1- 2p—lTana)}-w(z)
k=1

(3.5)

Z[ke‘“Seccx (1+1Tana]a {i[ke‘“Seca-f— 2p——:Tana)]a z }-w(z)

k=1
elde edilir. Ya da

(3.6)
{nz_l:[kemseca+(1_2P—fTana)]a } w(z) = Z[ke'“Seca (1+1Tan0:]a z' + Zb z

k=n+|

dir. z=re'®, O<r<l , 0S8<2r olarak alalim. O zaman
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3.7

ke’“Seca—l—(l 2p-— zTanal |ak| z

2

_i‘zxnl o _ oz k 16
=2 (;[H [ke Seca+(1-2p zTana)]akr e™| dé
27| p-
zij I[fce‘“Seca-f-(l 2p- zTana)]a rte'® ’w(re’ﬂ)l dé
27§13
a| p w 2
> L j [ke"“Seca—(l+iTana)}1kr"e’“‘ + > brte™| db
27l k=rit]

“Seca — (1+1Tana1 |ak| r o+ Z|b "2

k=n+l

R—

f

*2

ke'* Seca — (1 + z‘Tana12|a,¢ |2 r

olur. Yukandaki esitsizlifi r — 1 i¢in tekrar yazarsak

n—

{ke“‘Seca +(1-2p- z'Tano:l2 —lkei“Seca ~{1+ r.'Tcum:):X2 ]ar,(t2

P
il

1

(3.8)

> |ne"'Seco: {1+ ilr’”ana'l2 la, |’
bazi basit hesaplamalarla,
(3.9) 4(1- p)g(k - pla,|" 2 (n-1) Sec’ala,|
elde edilir. 7 =2 igin (3.9) u
4(1-p) = :':‘eczz:r[arz|2
seklinde veya
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= la| <4(1-p)Cos’a =
(3.10) la,| <2(1- p)Cosa
diye yazabiliriz. Genel halde

2 M- p)Cos’a 'S 12 |2(1 — p)Cosae™ + j[2
< ——————3{l- k-
|a"| (n~1)° ( p)+k=2( p)g (j+1)?

(3.11)

dir. Burada (3.11)’in sag tarafindaki ifadenin (3.2)’nin sag tarafindaki ifadenin karesi

oldugunu goriiriiz. Bu da

. 2
m=2 12{1— p)Cosae™ +j|
(3.12) ]‘[ i ,

. 2
= w _ s 3 k-2 12(1 - )Cosee™ + ]i
"y | P+ 2k p){];l B

. esitligini verir. Burada m =3,4.5,... dir.

7.9.Sonug: [ e I, ve (3.1) temsiline sahipse,

n=2 ‘29"“Cosa+ji
5!:0[ I , h=23..

(3.14)

a

n

dir. @ =0 alirsak, Schild’in de(20) yakin bir zamanda ispatladigi, Robertson’un(17) bir

teoremini elde ederiz.

7.10.Sonug: f, p uncu mertebeden yildizil bir fonksiyon ve (3.1)’deki gibi

MacLaurin serisine sahipse,
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[Jk-20)

k=2
L= , h=23..

(3.15) —

n

olur. (3.7)’deki integrasyon teknigi Clunie’ye(3) aittir. Aym metodun (3.3)%e

uygulanmas1 S, daki fonksiyonlarda katsayilarin tahmin edilebilmesine imkan saglar.

7.11.Teorem: Eger
P(Z)-"Jl+ipkzk ep,
=
ise
pe|<20-p) . k=12,

olur. (2.9y'da verilen P, siurlan kesinlestirir. p =0 igin Caratheodory’nin klasik

teoremini elde ederiz ve bunun Clunie’nin metodundan bir ispatini da Libera bagka bir

yerde veriyor.(11, Lemma 3.2)

7.12. g - spirallik yancapr: Eger f e 3., ise, Definition 3, 5 ve (2.6)'y
kullanrak, g - spiral yangapimn £, daki [z| <r olan bazi p’ler i¢in oldugu gibi, en

biiyiik r sayis1 oldugunu gériiriiz.
(4.1) Refe'"HCosa- P(z) + iSina ]}z 0

(2.8) ve (3.3)’tn sonucu olarak F’nin her elemanmin F;’a sabordine oldugu iyi
bilinmektedir(13). Bundan dolayn f,’daki her fonksiyon Fj’a sabordinedir.
Dolayisiyla (4.1) esitsizligi P, igin gergekleniyorsa, f,’daki bitin p’ler igin de

gerceklenir.

B(z) = #)[Cosa - P, (2) +iSina]

= e"(ﬂ“"){Cosa[—l +(1- 2’0)1 + iSina}

1-=z

4.2)
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alalim. B(z), |z{ <7 gemberini, merkezi

_ 2
4.3) eMF@{Cbsa{liil—3§ﬂf—]+ﬁwna}

1-7
ve yarigapl

et Cosq . ———-—2(1 -—-;;)r
-r

(4.4)

olan bir ¢gember iizerine resmeder. Bu yiizden, Re{B(z)} =0 olmasi i¢in gerek ve yeter

kogul
- 2 N
(4-5) Re ei(ﬁ—ﬂ)cosa IL(L_éEk“ +iSince > COS(I . 2(1 )(’J;')?'
1—-r 1-#*
veya

4.6) Cosp -(1 —r? )+ 21— p)r*Cos(f —a)Cosa = Cosar-2(1- p)r

esitsizliginin ger¢eklenmesidir. Bu sonuglar asagida 6zetlenmistir.

7.13.Teorem: 3., nun £ - spiral yangapi;

@7 [20-p)Cos(s- a)Cosa —Cosfl? —2(1- pYCosc-r+Cosfi =0
esithiginin en kiigiik pozitif kékiidiir. (3.13) "te tanimlanan F, ,, bu sonuglarin kesin
oldugunu gdsterir.

7.14.Sonug: I, ‘nin yildiallik yarigap,

1
(Cosa + |Sinai)

(4.8) 0-5r.3, =

dir. Bu sonu¢ M.S.Robertson(18) tarafindan yakin bir gegmiste bulunmustu.
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7.15.Sonug: Gp*’nun [ - spiral yangapi

(d.11) CosB-(1-2p)* 21— p)r + Cosfp =0

esgitliginin en kii¢iik pozitif kokiidiir.

7.16.Sonug: B -stR=Cosp .
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@’ met MERTEBEDEN SINIRLI p - VALENT ROBERTSON
FONKSIYONLARI

e M —aCosA —ipSind

/(z) ~M|<M
(p—a)Cosi

ve
z=pe'? clJ

kosullarim gergekleyen belirli Mler icin

flz)=2z" + ianz”

n=p+]

formundave U = {z[ [z[ < 1} "de analitik f(z) fonkstyonlarimin siifim, F,(4,a, p) ile;

(M>—;w, {ﬂ|<§, 05a<p].

e [I + E%_—(L)J —aCosA — ipSini
g'(2)
(p—a)Cosd

- Mi< M

ve

z=re® el

kosullarini gergekleyen belirli M’ler igin
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g{z)=2z%+ Zanz"

n=p+l
formundave U = {z| |z] < 1}’de analitik g(z) fonksiyonlarimn sinifim ise,

1
G,,(1,a,p) ile gosterelim (M >3 4] < g, 0<a < pj.

GIRIS

U= {zl ’z’ <l}’de analitik  f(z)=2z"+ ianz " fonksiyonlarmin smifini

n=p+l
4, tle gosterelim (p, 0°dan biiyik belirli bir tamsayr). zeU igin |w(z)|<|z| ve
w(0) =0 kosullanim gergekleyen U’daki analitik w(z) fonksiyonlannin katsayilarinin

sifina Q diyelim.

p, "dan bliyiik belirli bir tamsay1 olmak {izere;

ze ), !Al<§ ve O0<a<piin

Re o™t zf'(z)
f(z)

n > aCosAd

kogullarini gercekleyen f(z)e 4 , fonksiyonlar simfins F{A,q,p) ile gosterelim. Bu

durumda ; F(4,e, p) 'nin elemamn olan fonksiyonlara, @ inc1 mertebeden p — valent A -
spirallike fonksiyonlar denir. F,, (,?,,a, P) smifi Patil ve Thakare tarafindan ortaya

konmustu.

Biz burada, F,{l,a,p) ve G,(l,a,p) smflannn baz 6zelliklerini
inceleyecegiz. (M >%, |4 < ;5, 0<a< pJ F,(2,e,p) ve G, (A,a,p) nin tammlan

agagidaki gibidir.
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8.1.Tamm: fe 4, ise, f’e mertebesi & olan, smrl, p-kath e -spirallike

fonksiyonlarin  F,,(1,, p) [M >%, A< g,O <a< p} sunfina aittir deriz. Yani

fekF, (A,a, p) olmas: icin gerek ve yeter kogul, belirli bir M sayis: igin,

e M-‘CXCOS/%—IPSJ:HA
/() -Ml<M ,zelU,

, (p - a)CosA

(1.2)

olmasidir.

82.Tamm: ged, ise, g've G,{la,p) smfina aittir deriz.

p
(M > %,|ﬂ| <§,0£af < p) Yani g €G,, (4,2, p) olmas: igin gerek ve yeter kosul,

belirli bir M sayist igin,

g'(z)

(43) ‘ (p—a)Cosa

e” (1 + zg_(z)J —aCosA — ipSind

-Mi<M ,zelU,

olmasidir. (1.2) ve (1.3)ten g(z)’in ancak ve ancak Zg;Z)eFM(A,a:,p) ise,

G, (1.« p) "ye ait oldugu sonucu ¢ikar.
Burada M,A,a ve p’ye uygun degerler vererek bazi onemli alt siniflarin elde

edilebilecegine dikkat edelim:

() £(0,01)=F(L1), Singh(22) tarafindan incelenen bir yildizil fonksiyonlar
smifindadir.  F,, (0,0,1)= F(L,M), Singh(22) ve Singh(23) tarafindan incelenen bir
- smurlt yildilzil fonksiyonlar smifidir. F, (ﬂ.,O,l)zFLM ve G M(A,O,l):GLM simflary

Kulshrestha(9) "min inceledigi, sirasiyla, simrh spirallike fonksiyonlann ve Robertson

fonksiyonlarinin simflandir.
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(ii) F, (0,0,1) =8" ve Gw(0,0,l)z C , smrasiyla, meshur yildizil fonksiyoniar
smfi  ve meshur konveks fonksiyonlar smufidir. £ (0,a,])=S()
ve Gw(O,a,1)=C' (o), yine sirasiyla, mertebesi « olan yildizil fonksiyonlar simfi ve
mertebesi o olan konveks fonksiyonlar simfi olup, Robertson(17) tarafindan
bulunmugtur.  Spacek(25Yin  buldugu F, (/?,,0,1)= S* ve  Robertson(19)’un
buldugqu(A,O,l)=C’t simflar, sirayla, A -spirallike fonksiyonlarin sinifi ve zg'(z) A-
* spirallike olmak iizere g fonksiyonlarinin sifidir.

F{Aal)=S! ve G_(X,al)=Ct

44

siiflari, sirasiyla, Libera(10) ’min  ortaya
koydufu mertebesi o olan A -spirallike fonksiyonlarin siufi ve Chicra(2) ve Sizuk(24)
‘un bulmus oldufu, zg'(z) A-spirallike olmak iizere, mertebesi o olan g

fonksiyonlanmn simifidir.

(i) Goodman(6) ‘in inceledigi F,(0,0,p)=S(p) ve G_(0.0,p)=C(p),
sirasiyla, p—kathi yildizil fonksiyonlann ve p—kathh konveks fonksivonlarin sifidir.
E (0,a,p)=8,(p) ve G, (0,e,p)=C.{p), siasiyla, Goluzina(5) 'nin buldugu
mertebesi « olan p-kath yildizil fonksiyonlarin simfi ve mertebesi « olan konveks
| fonksiyonlann smufidir. F,(1,0,p)=8*{p) ve G (1,0, p)=C*(p) , siwasiyla, p-kath

')
p

A -spirallike fonksiyonlar smufi ve -spirallike olmak iizere p-kath g

fonksiyonlarimin ~ simfidir.  Son olarak, F, (ﬂ,a, p) =F (,l,a, p) *odir ve
G, (1,a.p)=G{A,a,p), 2@ A -spirallike olmak iizere, « inci mertebeden p—kath
P

g fonksiyonlarinin sinifidir.

8.3.Lemma: w(z)= Zbkzk €} seklinde tamimlansin. v herhangi bir
k=1

- kompleks say1 olmak iizere,

(5)  |b, — 57| < maxil, b}

diir. Burada esitlik, w(z) = z* ve W(z) =z igin saglanr.
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8.4.Lemma: (i) f,(z),ancak veancak, z € U/ igin

2'(z) _1+[(1+ o)Coste™ - Abu(z)

1.
(16) 72 [~ ow(2)

1
(burada, weQ, r=1- i > dir.) kogulunu gergekliyorsa, f5(z) € F), ()1,0,1) olur.

(ii) £,(z), ancak ve ancak, z €U/ icin

z8"(2) _ (1+&)Cos e *w(z2)

1.
a7 2(2) 1- ow(2)

?

1
(burada, we €, r=1- E * dir.) kosulunu gergekliyorsa, g,(z) € &G, (’LU:I) olur.

8.5.Lemma: (i) f,(z) € F(A,0) ve aelise,

z+ou
onzﬂ(HOE ]
z
18y F(2)= = , zelU
Sfr(oa)(z + oa)(1+ oz_zz)[ )Cosleé"" ~1
ol
dir. Ve M > 1l i¢in F,(z) e F,, (4,0,1) “dir.
(ii) £2,(z2)eG(A,0,1) ve a e U ise,
A z+ou
32(1 +oﬁz]
(1.9) G,(2) = , zelU

g;(ou)moaz)[”"
g

JCosﬂe_“

dir. Ve M > 1l igin G,(2) € G,,(4,0,]) “dir.

99

1¢1n,



F (A,a,p) ve G, (A,a, p) SINIFLARI ICIN GOSTERILIM
FORMULLERI

8.6.Lemma: [ € F, (4d,a,p) olmas i¢gin gerek ve yeter kosul, z € U igin

i f, €F,(0,0,) igin
(p—a)Cosie i -
an flz)=z° {f'( )] =z’ + Y a,z"
n=p+l

olmasidir.

(i) f, € F)(4,0,1) igin,
(p-a) o
2.2) C f(2)= zp[fz( )} =z + Y a,z"
n=p+i

olmasidar.

Ispat: (i) fi(z)=z+ chz" e F,(0,01), zel. igin

n=2

{p-a)Cosde™
fla)=1z [fl( )} =z +Zaz

n=p+l

olsun. Direkt hesaplama sonucunda

u 2f'(2) N o
e ﬁ aCosA —ipSind ()

(p~a)CosA A

esitligi elde edilir. Boylece (1.2) ifadesinden, (2.1) esitligine ulagilir.
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i) f(z)=z+>d,2" e F,(401), zeU. igin

n=2

(p-a) o
f(Z):z”[—f?(z)} =27+ Y a,z"
z

n=p+l

olsun. Direkt hesaplama sonucunda

e’ 7@ aCosA —ipSini  e” 7@ _ iSinA
/(z) __ A
(p—a)Cosd CosA

esitligi elde edilir. Bdylece (1.2) ifadesinden, (2.2) esitligine ulasilir.

1
8.7.Teorem: f, zc U i¢in, weQ ve o=1 T olmak iizere

zf'(2) _ p(l - ow(z)) + ( p— a)(l + C)')C'c)s?tff"‘1 w(z)
/(z) 1-ow(2)

kosulunu gercekliyorsa, f € F,, (1, a, p)’ dir.
8.8.Sonu¢: g Gy, ()l,a, p) olmas: i¢in gerek ve yeter kosul zel/ igin

() g <G,(00,]) igin

g'(z)= pz [g] (@] = pzo + Y ne, 2

n=p+l

(i) g, G, (1,01} icin

g'(z)=pz" gy ()7 = pzt + i ne, 2"

n=p+l
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1
(i) weq, cr=1—ﬁ igin

zg"(2) _(p- (1 - ow(z))+ (p- a X1+ )CosAe™ w(z)
g'(z) 1~ ow(z)

olmasidir.

F,(A,a,p) ve G,,(1,&, p) SINIFLARI iICIN KATSAYI
ESITSIZLIKLERI

8.9.Teorem: Eger, M > 1 olmak lizere

f(2)=2z"+ Zakz" e F, (A,Q',P) ve u herhangi kompleks say: ise,
k=p+l

(p- a(—l—E_EJCosﬂe op-1)- 1‘}

) l+o
A,y — /“ap+11 <(p- a{?]&?ﬂ max{ls
esitsizligi vardur. Bu esitsizlik her x igin keskindir.

ispat: Teorem 1’ den, f € F,,(1,a, p) oldugundan dolay:

Z 1
= k =} — =~
w(z) = ’il bzt e ve o=l Iv;
olmak iizere
32) f'(z) _p- w(2)o) + (p — a)(l + o)Cosle ™ w(z)

z
f(z) 1-w(z)o

esitligini yazabiliriz. Bu esitlikten w(z) ifadesini gekersek;
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()1~ w(2)o) = pf )1~ w(2)o )+ F(z)p - a)Xl + o)Cosie " w(z) =

2'(2) - 2 (2I(2)0 = pf (2) ~ pf (W20 +(p - a)(1 + O)Coshe ™ w(z) f(z) =
pf(@W(z)o -2 (D)o ~[(p - )1 + &) CosAe™ [f (w(z) = pf (2) - 2(z) =
w(2)|pf ()0 - 2 ()0 - [(p— @)1 + 6)Cosde™ | (2)]= pf (2) - () =

W) (Do - [(p - @)1+ o)Cosie™ ~ pof(z)]= pfiz) - 27(2) =

pf(z)—z"(z)
~{of (2o +1(p - )1 + ) Cosi - polf(2))

w(z) = — @&z
(zf'(z)cr + [(p —a)l+a)e™CosA — pcrjf(z))

w(z)=

esitligini buluruz. Burada;

f(z)=2"+ Zakz ¢ oldugunu g6zoniine alalim ve hesaplan yapalim:
k=p+]

2
f@y=z" +a,,2"" +a,,,2"" +a,,z"" +.. o

pl

_ P ptl +2 +3
pf(z)=pz +pa, .zt +pa,,zt + pa, 2T+ L

ve
f'(Z)szP—l +(p+1)ap+,zp +(p+2)ap+2zp+l +(p+3)ap+jzp+2 + —
2f'(z) = pz*® +(p+1)ap+lzp+i +(p+2)ap+22p+2 +(p+3)ap+32p+3 .
oldugundan
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pi(z2)-2(2)= (pz*" + pa,, z*" +pa, 2" + pa, 2" +)
— pz” —(p+1)ap+]z‘°+] —(;;'+2)1:1p+22”+2 —(p+3)ap+32er3 - ...
pf(2)-z'(z2)=(p-p- l)a,uaflzjw1 +(p-p "2)ap+2zp+2 +(p—p "3)ap+3zp+3 +t...=

o
2
pf(z) - ".Tf’(z) = _ap+lzp+] - 2"(‘l‘g;-é—}.’z"p-‘- - 3ap+32p+3 e _Zkap+kzp+k
k=1

bulunur. Paydadaki ifadenin hesabini yapmak igin éncelikle,
A=(p-a)l+c)e " Cosi

alalim. $Simdi hesabi yapalim:

o (2)o +[Ad- polf(2) = zf ' (2)o + Af (2) - pf (D)o =

o‘(zf'(z)—pf(z))+ Af(2) =Gikap+kzp+k +A[2” + iakz"J

k=p+k

X LAl o Ll
- prk p L prk ¢ pk
-crkz ka, z"" + 4z7 + 4 E a,z —0'2 ka,,z"" + Az +AE a,.,Z
=1 k=1 &=

k=p+k

= A+ (A+ko)a,, z"*

k=1

=(p-a)l+o)e*CosA + i [{(p —a)(1+c)e*Cosd + kcr}a!,,ﬂ ]z””&

k=1

sonucuna ulasilir,
w(z) = Z b.z"
k=1

bi¢iminde oldugundan yukarida bulmus oldugumuz ifadeleri bu gésterime benzetmek

igin z’ in {izerini p + k yerine k olarak alinz.
L]

%
- Z kap”z
&=l

o

(p—a)l+0o)e *CosA + Z [{(p —a)l+o)e *CosA + ka}amk }z"

w(z)=—
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ifadesinde islem kolaylig: i¢in;
(p-a)(1+0)e™Cosi =4
ve
(p-a)1+o)e*CosA+ ko = B,
diyelim. Buradan ,

2 3
a,,z2+2a,,2° +3a,,.2" +...

w(z) =

A+Ba,,z+Byz" + Bz’ +...

=(ap*,z+2ap+zz2 +3a,,,2° +} Z Z %
Al+—La z+-2z0 42204
4°f A A

— 2 3
= (apﬂz +2a,,z" +3a,:2° + )—

:(ap+,z+2a z* +3a,,,2° +)

+2
P B|

_ —~id B A .
(p-a)l+o)e™Cos I+—a, z+-2z" + E’—z" +o.
47 A A

4 B
=(ap+lz +2a,,2" +3a,,,2° +m)_e§e_ci_ I-—La,,z+..
g F (p-a)l+o) A4

2 5 - “Cosd +
= (ap+lz+2ap+zz“ -+-3amz3 +) ¢ Seck 1- (p-a)l+o)e _MOSE O-almz +...
(p-a)l+o) (p—a)l+a)e " Cosl

A Sech, —a)l+)e *Cost + o
=i—.(a’wz-l—Zamzz2 +3ap+323+...) ]_(p )i+ o) — PR N
(p—a)(+0o) (p-a)(1+o)e " Cost

e?Sech ¢ Secl 2, e*Secd (p-a)l+o)Cosi+o 5

= +1Z

& of= e, -
p-a+a) " et " T a1+ (roaisowiCont
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ib Z:,z_e“"lSe—a%_a Z+M2a _(P“a)(1+0')€_“CO&1+aa3 ol
= (p—-a)l+o) * (p—a)l+)| "7 (p-a)i+ole “Cosh PV

esitligi elde edilir. Burada her iki tarafta z ve z*'nin katsayilari esitlenirse;

e Seci

(3.3) | = m ag,

Ve

(3.4)

2e*Secd e Secd
2 T : 2
(p-a)l+o) (p-—a)y(l+o)

2
p+l

[(p ~a)l+ao)+ oe“Sec/’L]a

yazilir. Buradan,

_{p-a)ito),

3.5 a .
(3-5) Pl e Secl

1

Ve

2e*Seci e Secd

———a,, = b, + >
(p—-a)l+o) 7 (p-~a) (1+0)

3 [(P —a)i+o)+ e"’lSecﬂ,J]a:;H =5

e Secl
(p-a)i+o)

2

c1p+2¢=:"’t 28ecA =(p-a)l+o)b, + [(p —-a)l+o)+ e"‘1.S"E'(:,?Lcr]a,;érl =

_(p-a)lto), +[(p—a)(l+a‘)+o*ef’iSec/l} )

36) a :
@6y s 2e"* SecA 2p-aXl+o) P!

bulunur. Burada (1.5), (3.5) ve (3.6) esitliklerini kullanarak, (3.1) esitligini elde ederiz.
(1.5) kesin oldugu i¢in, (3.1) de kesindir.

8.10.Sonu¢: M >1 olmak iizere eger,
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fl2)y=z"+ iakz* e £, (La,p)

k=p+]

ise,
(3.7 la,..| < (p—a )1+ o)Cosa
ve
(1 + a’) l+o i
(3.8) 1aﬂ+2 <(p-a)——~-Cosimaxil,[(p —a) —— |Cosle™ +1
20 ol

dir. (3.7) ve (3.8)’deki sinirlan

l+o

# -(p— osde™
(3.9) )=z 1-zo)" | 2 Joese
seklinde tanimlanan f7(z) fonksiyonu alir.

Ispat: (3.7) ve (3.8) esitsizlikleri, sirasiyla, (3.5) ve (3.1)den direkt olarak elde

edilebilirler.

8.11.Sonu¢: M >1 ve g herhangi bir kompleks say1 olmak iizere, eger

g(zy=z"+ iekz" G, (A.a,p)

k=p+1

ise,

(3.10)

2
€prz —HE,

<Z ((i;‘z”))[l;" JCosi.max{l,

1_(p_a{HTJJCOM{2p(P+2)ﬂ—(p +1)2}

(p+1)

|

dir. Bu esitsizlik herbir g i¢in kesindir.

8.12.Sonu¢: M >1 olmak iizere eger,
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glz)=z"+ iekzk eG, (4,e,p)

k= p+i

ise,
)7 p—'a)(l+0')
(3.11) CIY S (p+1) CosA
ve
(B.12) le,,,l< plp-a) (1+U)Cosﬁmax ],l+@—a{£)€osﬂe"”‘
(p+2) 20 o

dir. (3.11) ve (3.12) deki sinirlan

~{ ,nu.:x)(l—-tEJ(:'os/ie"‘I
T

(3.13) g (2)=pz*(i1-z0)

seklinde tammlanan g'"(z) fonksiyonu alir.

8.13.L.emma: p ve m sifirdan bilylik tamsayilar olmak tizere, 0<a <p ve

14 % ise,

m-1 ,(p —a)l+o)Cosie™ + qj’

(3.14) ]‘! Goip
(1+ o‘){(p ~a)({+o)Cos*A

mZ

s ((p —a)(l+a)Cos® A+ k*(o - 1)+ 2k(p— a)oCoszzl)

t

E]

=
Il

k-l |(p —a)l+o)Coste™ + c:;r"2

*®
=0 (J * 1)2

olur.
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Ispat: Bu ispati m iizerineden indiiksiyon ile yapacagiz. m =g i¢gin Lemma
asikardir.

m =g -1 i¢in dogru kabul edelim. Yani,

§=2

(p—aXl+c)Cosde™ + o_:f}2

J=0 (J + 1)2

_ {1+0o) {(p-—f)t)2 (1+o)Cos*A
(¢-1)

(*)

2

+ 3 ((p~af 1+ 0)Cos? 2+ k(o -1)+ 2k(p — a)oCos A)

1

k-1 |(p —afl+o)Cosie™ + cy'|2 }

s

=
It

<11 G+1)

i=

oldugunu kabul edelim. Simdi, m = ¢ igin ispatlayalim.

2

PE

(1+0o) {(p —a)(i+0o)XosA

g1

+ ((p —a){l+0)os?A+k? (o —1)+2k(p ~ a)oCosz.?L)

k=l

P l(p ~a)l+ o )Cosde™ + c>j|2
=0 (f +1)2 V

_G +2or) {
g

(p-a)(1+c)Cos i+ l(p —a)(l+o)Cos*A+(g-1F (e ~1)+2(¢ -1)p —a)CoszAaJ

(p—a)l+c)Cosde™ + o}"2
=0 (+1y

5 ((p—a) 1+ 0)Cos i+ (o 1)+ 26(p - a)oCos’ )

X

g-2

&3

bl
1t

1
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) k-l }(p~—‘:va1+O')Cos,?{e‘“1 + qflz
g T

:Q;_O') { (p—a')z(l+ cr)Cosz,E +

-2

o

((P af(l+o)Cos’A+k* (o - 1)+ 2k(p - a)aCosz/l)

'|(p o:)(l+or osle™ +q,v|

G+1)

P.‘v

lr- r

b4
=

o

+ l(p— a)2 (l + cr}Cosz/l + (q - 1)2 (o' - 1)+ Z(q - 1)(p - a)Cosz/lo-J

§ ﬁ |(p —a)fl+o)Cosle™ + ojlz
J=D (} + 1)2

bulunur. (*) ifadesinden ;

=Q+2—J) { (p-a)(l+0)Cos®A +
q

-2

£

(p-a) (1+0)Cos? A + k(o - 1)+ 2k(p - a)oCos*2)

! ‘(p o:)(l + c:r)Cos/le + o;‘

G +1)f

=

"i Xa.— EM

+|p-aP i+ o052 +{g-17(o -1)+ 2g ~1Xp ~ a)Cos 20
= (p-a)i+ao)Cosie™ + q;‘{z
H (+1y

~1) ﬁ'(p all+ o )Cosle™ +o;[

g =0 (j +1)2
N Kp-a)2(1+a)2Coszl+(q—1) (o -—1)+2(q—1)(1+0')(p—a)C053/10‘]
q2
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= (p-a)i+o)coste™ + of
H (j+1)

2
g-2 |

(p—a)i+o)osie™ + g

J=¢ (] -+ 1)2

[(q ~1)o’ +(p-a)(l+o) Cos’A+2g~1)1+o)p ~cx)Cosz;Lcrl

2

q

g-! 1(p —a)l+0o)Cosie™ + o;r“2
/=0 (j + 1)2

ifadesine ulagilir ki, bu da gisterilmek istenen ifadedir.

8.14.Teorem: Eger

f(z)y=z"+ ianz" eF, (l,ap)

n=p+l

ise, n> p+1 igin

n={p+1) (p - aXl + o')e"’l CosA+ ko
(3.15) o< |1 oy

k=0

esitsizligi saglanir ve bu sinirlar

f

2"l - zr:}‘)_(p_a}(Pcrrj_}CWWJJ , a#0

(3.16) f(z)= <

— _"x"
Zpe(p a )Cosde ™z , o= 0

\

seklinde tamimlanan f*(z) fonksiyonu i¢in kesindir.
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ispat: feF,(i,a,p) oldugundan, Teorem 8.7°den dolayi,

7'(2) _ 1= ow(2))+ (p~ )l + 0 )Cosde™ w(z)
f(@) 1-w(z)

esitligini yazabiliriz. Bu esitligi diizenleyecek olursak,
(1-w(2))zf"(z) = |pll - ow(2)) + (p — @)l + o )CosAe *w(z)|f () =
2 "(2) - o (@)ow(z) = |p - pow(2) + (p— a1 + o )Coste w(z)|f (z) =
2f(2) - 2f '(2)om(2) = pf (2) - pow(2) f(2) + (p~ a1 + o)Cosde ™ w(2) f(z) =
o (2)ow(z) - pow(2) f (2) + (p ~ )l + o)Cos e w(2) f(2) = o/ "(2) - pf (2) =

*) (2o +|[(p-afi+o)Coste™ — polf (DHwz) = 2£7(2) - pf ()

esitligini elde ederiz. Burada f(z)’ in tammundan,

(**) fzy=z+ ianz" eF,(La,p) =

h=p+l

f(zy=pz¥ '+ Znaﬂz"" =

n=p+|

(++%) S =pz + 3 na,z

n=p+l

esitlikleri elde edilir. (**) ve (¥**) esitlikleri (*) esitliginde yerlerine konacak olursa;

{opz" + icmanz" + [(p-a)(l+a)€osﬂ,e'” —-pa(z” + ianz"}}w(z)

f=p+l n=p+l

= {pz” + ina”z" —pz’ - ipanz"} =

n=p+i n=p+l
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{opzﬂ + ga(p + Ky, 27 +[(p - o)1+ 0)Cosae™ - pcr[f + iawﬂ*" ]}w(z)

SRS T AN B

(burada iglem kolaylifii icin 4 = (p - cx)(l + O')Cosle’” alalim.)
{apzp +ga@+k)ap+kz‘”*k +Adz" —opz” -—opgawz“ +§Aa1,ﬂ.z*}w{z)
=g(p+k—p)ap+k2" =

{i(op + ok - op)ap+kz”+" +Az" + iAap+kz" }w(z)
k=1 k=1

o

_ k

= E ka,,.z =
k=1

@
k=

{(p —afi+o)Cosie ™ + 3 ((p - a)i+o)Coste™ + ok a,,, 2" }w(z)

=D ka,,z" =
k=1
bu esitlik su sekilde de yazilabilir ;

3.17) i[((P —a)l+o)Cosie™ + o-lc)ﬂp+,,z" ]w(z) = ikamkz" ,

burada a, =1 ve w(z) = th,z’”l dir.

k=0

(3.17) esitliginin her iki tarafindaki z" terimlerinin katsayilarin esitlersek ;
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-1

(p - aXl + crr'os,le"’la peilmy =ma,,

Q

ES

bl
1]

egitligini elde ederiz. Bu da bize sag taraftaki a,,, katsayisinm, sadece sol taraftaki

Ca,,a o1 2@ paasens @ ey lere bagh oldugunu gosterir. Bundan dolayr k = 0 i¢in

[{ofc+(p a)l+o)Cosie ”1} a7 }w(z) Zkaﬂﬂz + ZA,{

k=nt+1

esitligini yazabiliriz. (m =12,... ve uygun segilen bir 4, i¢in)

Simdi 0<r <1, 0£8<2x ve z=re'’ alahm, o zaman

|ak +(p~a)1+o)Cosie “1’ ’a
0

p+k
k=

e

m=1

> {ok +(p - )1+ o)Cosie™ }am,(r"e"g‘ de

k=0

1l
V|
&
c‘—-ug;

m— 2 2
ZE {cﬂc +(p-a)l+c)Cosie™ }amr"e‘a‘ ’W(re’a),-dg

k=0

\Y
m|_
cuy

28l m o 2
% ﬂz kr"e’“‘ + ZAkr"e”* déo

k=0 k=m+|

P ...(3.18)

£y Z(A s >§‘;k2|ap+k

k=m+t

) ap+k

.. esitligini elde ederiz. (3.18) esitliginde » — 1 iken

o= 2

[
ioiz +(p~a)i+ J)Cos,?i.e‘”lz —k’ }amk i

> m2|ap+m ..+(3.19)
k=0
esitliini yazabiliriz. (3.19)’da bir basitlestirme ile
m—t 2
‘apw < { +20-) {(p - a)Cosz)l[(p — a)(l +o)+ 20k}+ (cr —1)k? }‘am T (3.20)
M- =0
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esitligine ulasinz. (3.20) esitliginde p +m verine n yazarsak, n = p +1 olmak zere,

n={g+1}
a,|’ < (ix0) 'Y { (p-a) {1+ 0)Cos? A+ (o -1k + 2k(p - a)oCos® ,1} a,.

"o £

T @a2n

esitlifini elde ederiz. n = p +1 igin (3.21) esitligini

"< (p—a)(1+0)Cos’a

|ap+l

veya

<(p-a)l+c)Cosi

seklinde yazariz. Bu esitlik (3.15) esitligi ile denktir. (3.15) esitligini 2> p+1

p+?

kosulunu gergeklerken yazmak igin bir indiiksiyon argiimani kullaninz.
n2 p+2 kosulunu gercekleyenbelirli bir say: olmak tizere & =1,2,...n—(p+ 1)
i¢in (3.15} esitliginin ger¢eklendigini varsayalum. O zaman

a-{p+1)

[(p —a)(l+0)Cos? A + k(o -1)

a2<(1+0) ~a)(+0o)Cos?A+
L) omay e oycasts

k=

=

2

~all+a)Cosie™ +

G +1)

(3.23)

+2k{p — a)oCos’ A H\(p

esitsizligini elde ederiz. Bu sonugta (3.21), (3.23), Lemma 8.13. ve m=n—p oldugu

kullamhirsa,

—all+o)Coste™ +o

I (+1)

n~(p+1) |2

esitsizligine ulasinz. Boylece (3.15)’in ispati tamamlanmis olur.

8.15.Sonu¢: Eger

g{z) =27 + ieﬁz" e G, (1,a,p)

n=p+l
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ise, n= p+1 igin

a-(p+1}

(p-afl+ o) *Cosi+ ko
3.24 <P
3-24) feat <, H P

esitsizligi saglanir ve bu sinirlar g”(z) fonksiyonundan elde edilen

(3.25) g (z)=
- YCosde™ ™z

pz?le! , o=0

fonksiyonu igin kesindir.
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G,, (4., p) SINIFI iCIN DISTORSIYON VE ROTASYON TEOREMLERI
g(2)eG,(1,0]1) , M=1 igin

l+eo . 2402
@.1) ¢ (r) = ( J CosA - {—~Cosl log((l o’r*Sin A)
+ orCosR) - Sinﬁ,arcSin(m’ - Sin,l)}

¢ (r)= [ J CosA - {~COS/1 IOE((l o rlenzﬁ)l/'

— orCosA)+ SindarcSin{or - Sin)}

4.2)

v (r) = [ JCOS.Z. irzﬂ.-Icog((l—crzrzCosz;L)U2
o

— orSin)—CosAarcSin(or - CosA)}

(4.3)

W, (r)= ( ) -CosA - SinA - log((l - cr:*rzC'osz,l)u2
o
+ orSin/l) + CosAarcSin(or - CosA)}

@4

olmak tizere

(r)

(4.5) ¢,(r) <loglg}| <
Ve

(4.6) w, (#) <arg{g; ()} <, (r)

oldugu gosterilmisti.?
8.16.Teorem: Eger g G,, (l,a,p) ise, M #1 igin

g'(z)

L -l

4.7) (p—a)p (r) <log=——- < (p~a), ()

(4.8) (p~1)0+(p-a () <arglg'@}<(p-1)0+(p-al,(»)
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(3.13) ’te tammmlanan g(z) fonksiyonu i¢in (4.7) ve (4.8) egitsizlikleri, esitlik olarak

alimir.

G, (A, e, p), M >1 SINIFI ICIN KONVEKSLIK YARICAPI

8.17.Lemma: Eger fEFM(/I,a,p) , ael ise,

Z+ ou
1+ oz

(WZ)”f(

.1) F(z)= , zeU

I+
a

f @)z +oa) 1+ az) =l et

esitligini  ve  F,(0)=0 esitligini saplayan F, transformasyonu,

a o

]a{ <1 i¢in, F, (1,a, p) ‘ye aittir (M > 1).

ispat: Lemma 8.6. (ii) *den,

(p—a) )
52) 1) =z"[&} =27+ a7
Z

n=p+l

olacak sekilde £, € F,,(1,0,1) vardr. Lemma 8.6. (ii) ve (1.8) ifadesini kullanarak,

(p-ot) oo
(5.3) F ()= zp[ggz_)} =27+ Y A,z
Z

n=p+l

esitligini saglayan bir £, M >1 igin F, (1., p) ’ye aittir. Son olarak (5.2) *den

{ (p-a
flao)= (aa)”[—fm]
aor |
(5.4) <
z+ac "
f(z+acr _ Ztao., f2(1+azg
\ l+azo l+azo z+acoc
1+aze

elde edilir. Simdi (5.3) ve (5.4) "ten (5.1) e ulasinz.
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8.18.Sonug: Eger g € G, {(1,a,p) , ([aeU) ise,

ooy 2222
1+dzo

55  G2)=

1+

g'lac )(z +a J)Pfl (1 N Ezcr)( pﬁa{u}ﬂ](m 2 )

ve G,(0)=0 esitlikleriyle verilen G, transformasyonu da, her |a|<1 i¢in,

4 G, (4,a, p) ’nin elemamdir (M >1).

zg"(z)

8.19.Lemma: |z{<r ve G, (%,2,p),M >1 ’e ait olan g ’ler igin, @
gz

degerlerinin tanim ctimlesi,

[(p - a(l—Jr—GJCoszl -p+ l]r2 +{p-1) - (p- a{]—tg—)CosLSinlrg
o o

»
2 ]_rl

1-r

" diski olup yangapi

plp- a)(l + J)Cosﬂr

172

dir.

Ispat: g(z)=2z"+ Zenz” e G,, (1,a, p) oldugunda

n=p+l

] " — -1 p-2
b £ LB <l

olur. g €G,,(4,a,p) ve |a| <1 igin Sonug8.18. *den
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n=p+1

G, (z)=z"+ ZEnz" e G, (L, p), M >1 olsun. Direkt hesaplama sonucu,

N 'R TN g"(ao)

(5.6) plp+1E, ., = pli-c*ld Feo)
p[(p—a(HTJ]Cosleﬁ” —p+1}:}'2|4::.r|2 +p(p-1)

- ag

bulunur. (3.11) ve (5.6) "y birlikte ele alirsak,

[(p —a{lig](;’osﬂe"‘ -p+ l}:r2 o +(p-1)
z.g"(ao) _ o

g'(ac) aa(l —-o? Ia\2 J

(3.7)

< plp-a)i+ O')\CO.S‘/‘L
=o'l

clde ederiz. (5.7) *den, |z| =r <1 igin:

l:(p - a(M—JCmﬂe'” —-p+ l:lr2 +(p —'1)‘
z.g"(ao) o

g'(ac) (l—rz) ‘

(5.8)

. plp—a)l+o)rCosi

t-r7)

sonucuna ulaginz ve ispatl tamamlamis oluruz.

8.20.Teorem: G,, (R,,cx, p) . M >1 simfinin konvekslik keskin yarigapi,

69 r= 2p{p(p —e)1+o)Cosi+ p*p-a)(l+o) Cos’A

~splip-aft oYolcosta- o |

. ile verilir.

120



Ispat: (5.8) "den,

z|=r igin

(5.10)
") p-plp-ali+ochCosA+ {(p - a{l—;g)Coszi - p}rz
z.g"(z
Re{l+ 20 }2 o

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla (5.9) *da verilen r, igin,

|zl <7, oldugunda; Re{l + Z"E’: () } >0
g(2)

dir. (5.9) 'un keskin oldugunu géstermek igin

g”‘ (z)= pz p-1 (] _ Oz)ﬁ(pua)[i?};"_‘.kﬂ

ve
r[r - poe**
W= iA
o)l - pre
aliriz ve

p—plp—-afl+okCosi+ [(p ~ a{lic-r](fosl - p}r2
o

PR CI :

g"(2) 1-r

esitligini elde ederiz. Bu ifadenin (5.9) ’da verilen r 'de bir reel sifir kismi vardir.

Boylece teoremin ispat: tamamlanmig olur.
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BOLUM 11

p - FOLD KOMPLEKS MERTEBEDEN YILDIZIL JANOWSKI
FONKSIYONLAR SINIFI

Bu boliimde 1973 yilinda W .Janowski [27] tarafindan tamimlanan birim diskte

tanimli P(A,B) simfin ve buna bagli olarak

fZ)=z+a,, 2" +a,, 2" +
agtlimina sahip birim diskte tammli analitik fonksiyonlarin sinifinda katsayi problemini
ele alip inceleyecegiz. Bunun igin agagidaki tanimlara ihtiyag vardir.

Tamm:1. w(z), D= {z| || <1}’de tanimlanmiy analitik, w(0)=0, jw(z)|<1
kosullarini gergekleyen fonksiyon olsun. Bu kosulu gergekleyen fonksiyonlar sinufinm €2

ile gdsterecegiz.

Tamm:2. p(zy=1+pz+p,z° +.+p,z" fooksiyonu D’de tamimlanms

analitik fonksiyon olsun. —1< B < 4 <1 kosulunu gergekleyen reel sayilar olmak tizere

p(z) € P(A, B)’ dir, ancak ve yalmz

o 1+ 4-w(z)
PO = e

Tanim:3. b # 0 kompleks say: olmak iizere

f@=z+a,,z"" +a,,, 2" + ..

fonksiyonu D’de tammlanmig analitik bir fonksiyon olsun, f(z)e § p(A,B, p.b) dir,

ancak ve yalniz

1, 7@ ). .
1+b[ IS lj p(z), p(z)e P(A4,B) .
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Bu simifa p — fold kompleks mertebeden yildizil Janowski fonksiyonlar smifi

denir.
Teorem: f(z)e SP (A,B,b, p) ise,
| pk+ Zbl
e g plk+1)
dir.

Ispat: f(z)e S , (4,B,5,p) oldugundan;
1+—( ? )) J=p(z):1+plz+pzzz+...+pnz"+... =

1 [ [

Al=tl+pz+pzi+..+p 2" +..—1 =
709) ) Bzt p L

%(zi(:’—)—lJ=p,z+pzzz+...+pnz"+... =

f(z)
zf—(z-)——lszIz +bpyzt .t bp "+ D
f(z)
z&=1+bplz+bpzzz+...+bpnz" +.. =
/@

dir.

gl

f2)=z+a,,z"" +a,,,27" +.+a o

np+lz

seklinde idi. Buradan,

f’(z)=1+(p+1)ap+lzp +(2p+1)a2p+izz" +.._+(np+1)anﬂ+,z"” to.
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#'(2)=z+(p+Da, 2™ +2p+1a,,, 22" +..+{ip+1)a,,, 2" +.. =

L@ _ 2+ el +@p+la, 2 4.+ (ap + a2 <
f(Z) y4 +a Z"GH-l +a2ﬂ+122p+! + .. +a ”ZHPH +..

bulunur. Bu durumda,

z+(p+ba,,z7" +Q2p+la,,, 2" +. 4 (ip+a,,, 27" +...

2p+ np+l
T S o

Pl
Z+(1P+IZ +a2p+]z +..t+a

=1+bpz+bp,z* +..+bp,z" +

- Z4+ (_P'f‘ I}QPHZFH + (2p+])a2p+]zzﬂ+l + .. +(}?p+ l)anpﬂznpﬂ o

Ip+l

(1+bplz+bp,Z +otbpz" 4. Xz+ap+[ 2" ta,,,z +...+anp+,z””*'+...)

egitligi elde edilir. Burada parantezler acilip, birbirine egitlenirse agagidaki katsayilar

elde edilir ve bu durumda

la,| =1

~ 2|b| n-l
= ‘};’;;{akp+l

anp+1

esitlik elde edilir. Bu esitlik bize

nol pk + 2bl

H plk+1)

np+l

egitsizligini verir. Bu iddiays Matematik Indiiksiyon ile agsagidaki sekilde dogrulanz.

|a,]=1

23| o=t
an_a+] S%;]akpﬂ

esttsizliginin sad tarafi ile
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‘ pk +2bl
H » plk+1)

esitsizliginin sag tarafimn esit oldufunu (Matematik Indikksiyon Hipotezi ile)

n,n+]

gasterelim.
n=1 igin: Qo S%E A o) =1 =
k=0
2ib 2|6
Ap) < i l )ar,_'}l} =
|
(7 a,, <; 20p]
nt | pk + 28|
Rl |
1
8) @, S—I;-2[b[
2/ 2
n=2 igin: - J—JZlam, . a|=1 =
k=0
1
B e I
1
) 2, 1] < |bl+?-2|b|
n-l pk+2bl
Ay | S =
o plE+1)
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o] s L L o] =

(10) (@ < (o] + — -2

lp r

o zlbl n-]

n=273 11 amm ﬂ—;;Z|ﬂkp+] s 611,:1 =
k=D
2l 2 1 1 1
34 S':)'_|p_|'(l-l-a’p+1 +;a2p+l ): i |[1+p‘21b,+;',b,+p— ‘"Jb, J

1 2 1 1 4
ay g <5l 2l = fel
n | pk + 2b|
el ¥ Fr TR

e e B[ )z 4]

p 2p 3p p |\2p 2p\3p 3p
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2 1 11 4

<

1
(12) ‘a3p+l ;

Buradan goriiyoruz ki, (7) — (8), (9) ~ (10) ve (11) — (12) esitsizlikleri birbirine egittir.
Simdi;

n=m igin dogru oisun. (Matematik Inditksiyon Hipotez Adium) Yani,

2}p|
< :};Z

k=0

a . e =1

np+l akp+1

ve

esitsizliklerinin sag taraflan aym olsun. Bu demektir ki,

2

n2—|b~\m‘l\ =;;Qal\+

mp o

)

@y et }a(m_l)

) a,.

kpr+i 2p+l P+l

N N A N A om=Dp + 28]
k=0 p(k-l-l) p 2p 3P mp

bagintilarmin sa taraflar esittir. Yani,

-?H(Ja,h

o . }GZP“] +o. +]a(m_1)p+1))

ap+l

|2b[ \p+2bl \2p+2b\ |(m—1)p+2bl

—_ " .

P 2p 3p mp

esitligi vardir.
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n=m+1 i¢gin dogruluk ispati:

|2.b| |p+2h pp+28 Jm=1)p + 28]

" p o 2p 3p mp
nfp‘ (p+28]-[2p + 28]..)(m ~ 1)p + 28])
< nljzlm (p+2p)-Cp+2t)).((m-V)p+{28)) . 2b|=x dersek

S—n;i;;"—(@ + x)- (Zp + x)((m - l)p + x))

mp+l

oldugundan;

ty

—J—C—(1+ a + ..+

mp

+ ‘aZp-f-l

Byp])= e —Z—((p+x)-2p+2).A(m-1)p+x))

esitligi yazlabilir. (I) esitligi, 2)b| = x ile sadelestirilirse,

an
1 1
_n_;}—)(l + ap"ﬂ + la2p+‘: +...t 'a{m—l)pﬂ )= W((p + X)' (Zp + x)‘((m - I)JU + X))
seklinde ifade edilebilir. (I} esitlifiinin her iki tarafint ————- (x + mp) ile
{m+1)p

carparsak;
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+..+ ]a(m—!.)pHI)

|
m-(ﬂmp) mp(“]ap [+

) .
:m'(ﬂ mp)- w((P +x)-(2p+x).((m-1)p +x))

1 (—-4»1] (1+a,0| +]a. |+ e @)

(m + l)p mp
i (o0 @p s oD ) e o)

1
(m +1)p

-(1 + lapﬂl +la2p+l' + ...+|a{m_l)PH’)

1 x

oy e et S M LA

) (m + 11)! an-[ ((p + x)- (2p + x}..((m - UP + x)- (mp * x))

1
(m+1)p

= ((p+x)-2p+x).{(m-1)p+x)-(mp+x))

(m+1)

.(1+‘a |+|a2p,]+...+)a{mﬁ,}w,|+}am1|)
(1)

bulunur. (1) esitliginin her iki tarafim Z‘bl = x ile garparsak;
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24
(m—l—l]p

)

-1)p+l mp+l

-(1+ +...+‘a(m +‘a

+la

ap+1 2p+]

2lb
=G;;%%;r«P+ﬂﬂ)@p+ﬂﬂlﬂm—ﬂp+ﬂﬂ}&w+2@»
bulunur ki bu da m=m+1 igin dogrulugn gdsterir. Boylece teoremin ispatim

tamamlamig oluruz.
p =1 icin kompleks mertebeden yildizil fonksiyonlar i¢gin katsayr esitsizligini

. elde ederiz. Bu esitsizlik Yasar POLATOGLU, Metin BOLCAL ve Arzu SEN

tarafindan bulunmugtur. Mathematical Sciences adh dergide (2003) 36. ciltte

vayinlanmigtir.[26]
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