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OZET

Birinci bélimde, Sonlu Farklar Metodu ve Collocation Metodu hakkinda kisaca bilgi verildi.

Spline fonksiyonlarinin 6zellikleri ve tanimi verilerek, kubik spline ve kibik B-spline

interpolasyonu olusturuldu.

ikinci bélumde, kiibik B-spline Collocation Metodu ile bir boyutlu lineer 1si denkleminin

¢6zumu yapildi. Is1 denklemi icin verilen baslangi¢ ve sinir sartlari kullanilarak metod test edildi.

Uclincii bélumde baslangic ve sinir gartlari verilen yanal 1s1 kaybi denkleminin Collocation
Metodu ile ¢6ziml, metotta yaklasim fonksiyonlari olarak kibik B-spline fonksiyonlari

kullanilarak ifade edildi.

ikinci ve tigtincli bélimde, sayisal ¢oziimle elde edilen veriler tabloda gosterildi ve metodun
kararlihgi Fourier kararlihk yéntemi ile incelendi. Son olarak sayisal ¢éziimlemede kullanilan

Fortran Programi verildi.



ABSTRACT

A short introduction about the Finite Difference and Collocation Methods are given in the
first chapter. By giving definition and properties of spline functions, cubic spline and B-spline

interpolation are formed.

In the second chapter, one-dimensional linear heat equation is solved by using cubic B-
spline Collocation Method. The method is tested for the initial and boundary conditions of heat

equation.

In the third chapter, the solution of the equation with lateral heat loss given initial and
boundary conditions is expressed by using the cubic B-spline functions as approximation

functions in the method.

In the second and third chapters, the data which is get to numerical solution are shown in
the table and stability of the method is investigated by Fourier stability analysis. Finally, Fortran

Programme which used to the numerical analysis is given.



ONSOZ

Bu tezde kullandigimiz metot, genellikle lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
¢6ziiminde kullaniimig, temelinde dnce cesitli yontemlerle denklemi lineerlestirip, daha sonra
kubik B-spline fonksiyonlarint  kullanarak Sonlu Farklar Metoduyla sayisal ¢6zim
arastiriimaktadir. Kibik spline Collocation teknikleri ve uygulamalari gecen yillarda hizla
gelistirilmis olup, Wang ve Kahawita tarafindan ortaya atilmistir. B-spline terimini Isac Jacop
Schenberg ortaya atmistir.

Rubin ve Khosla [10] kibik spline kullanarak Collocation Metoduyla kismi diferansiyel
denklemlerin sayisal ¢6zUmund arastirmis, bu metodu Burger denkleminin sayisal ¢6zimda icin
kullanmiglardir. i.Dag, D.Irk ve B.Saka [5], bir boyutlu Burger denkleminin ¢ézimlerini, sonlu
elemanlar Uzerinde kiibik B-spline’larin diizenlenmesine dayanan bir metod ile elde etmislerdir.
H.Caglar, M.Ozer ve N.Caglar [4] ise lokal olmayan baslangic kosuluna sahip bir boyutlu isi
denklemini Giclinci dereceden B-spline fonksiyonlarini kullanarak incelemiglerdir.

Bu calismanin kolay anlasilabilmesi agisindan, birinci bélimde temel kavramlar verilmis,
konuya bir giris yapilmistir. Ikinci bélumde bir boyutlu lineer 1si denkleminin, tgiincii béliimde
ise yanal 1sI kaybi denkleminin Kubik B-spline Collocation Metodu ile ¢ézimi Gzerinde

calisiimistir. Son olarak sayisal ¢céziimlemede kullandigimiz bilgisayar programi verilmistir.



1.BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Sonlu Farklar Metodu

Muhendislik ve fen alanlarinda karsilasilan ¢cogu problem kismi diferansiyel denklemlerle
ifade edilir. Kismi diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimlerinin olmadigi ya da analitik
¢6zimin cok karmasik oldugu durumlarda, bu denklemleri ¢ézebilmek icin sayisal yontemler
kullanihir. Sonlu farklar metodu da bu yéntemlerden biridir.

X bagimsiz degiskenine sahip surekli bir U(X) fonksiyonunu ele alalim. Sekil 1.1 de
gorildagi gibi tanim kimesini X =X+rh noktalarina bélelim. Bu durumda bélinme
noktalarinda

Ux)=sU(rh)=u, , r=0,12,..
olacak sekilde U (X) fonksiyonunu gosterebiliriz.

U

A

UK
B,CSIUnme noktalari

,U(x)=U(rh)=U,

2h rh

0

Sekil 1.1: U =U(X) olmak tizere h aralii igin sonlu fark pargalanmasi
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Sekil 1.2: iki boyutta sonlu fark béliinmesi

iki boyutlu durumda U (X, y) fonksiyonunu béliinme noktalarinda

U(x,Yy,)=U(rh,sk)=U r=0,142,... ,s=012,.

rs !

notasyonu ile tanimlanir. Boylece

h? h?
U(x +h)=U(x)+huU,| +5Uxx | +§Um |+
veya
h? h®
U(Xr _h):U(Xr)_hUx |r +EUXX l _Euxxx I e
olarak bulunabilir. Yukaridaki iki denklem diizenlenirse;
_ 2
Ux|r:U(Xr +h) U(Xr) _EUXX L _h_uxXX l +...
h 21 3!
— — 2
U, = 2T Ny Dy e
h 2! 3!

elde edilir. Béylece U fonksiyonunun X. noktasindaki birinci tiirevi yaklasik olarak

~ U(Xr +h)_U(Xr) EUr+l_Ur

ler
h h

_U)-Ux-h) _U, -U,,
Ux|r~ h - h

seklinde bulunabilir.

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)



Goruldugu gibi seri belli bir yerden kesilmistir. Bu durumda da belli bir hata olacaktir.

Hatalar serinin kesildigi yerden sonraki ilk terime goére degerlendirilir. Bu durumda bu

yaklagimlaiilgili E, hatasi

Er=12UXX|{:O(h) x<ésx+h, x-hsés<sx

olarak temsil edilir. O(h), 1.mertebeden bir hata olarak kabul edilir. (1.3) ve (1.4) denklemleri
taraf tarafa toplanir ve U, |r ye goére ¢ozllirse;

‘b= —Ur+12_hUr—1 (1.7)

sonucu ve
h2

_EUXXX |§ X1SES Xy

biciminde hata terimi bulunur. (1.7) denklemi igin hata 2.mertebedendir denir ve O(h?) ile
gOsterilir.

(1.4) denklemi (1.3) denkleminden cikarilir ve U |r ye goére ¢ozulirse;

~ Ur+1_2Ur +Ur—1

Uxx |r~ h2 (1.8)
sSonucu ve
h2
_Euxxxx |E X4 SES Xy

olarak ikinci mertebeden hata elde edilir.

Tablo 1.1: Bir bagimsiz dedisken iceren fonksiyonlarda sonlu fark yaklagimlar

Tlrev Sonlu Fark Yaklagimi | Hata Mertebesi
ler Ur+l_Ur O(h)
h
U, U, U, o(h)
h
U, |r U,-U., O(hz)
2h
Uxxlr Ur+l_2Ur +Ur—1 O(hz)
h2




U (X, Y) icin sonlu fark yaklagimlarini daha énce bulmus oldugumuz tek degiskenli sonlu

fark yaklagimlari yardimiyla elde edecegiz.

u.,-u
L (1.9)
seklinde tek degisken icin bir yaklasim formali ile birlikte sekil 1.2 g6z 6nline alinirsa buradan;
ou U.,.-U
o = U ks= ===+ 0 (1.10)
ouU U,.,~U
a;’s EUY |r,s= = k = +O(k) (1-11)

esitlikleri bulunabilir.

Bu yaklagimlarda U, |, . iken alt indisteki s sabit olarak, U, |: < iken de r sabit olarak kabul

,S
edilir. Simdi tek degiskenli fonksiyonlar icin ikinci dereceden tirev yaklasimini ele alalim. Bunun
icin

_Ur+1_2Ur +Ur—l

XX |r h2

ikinci dereceden turev yaklasimi g6z o6nine alinmalidir. Bu yaklasim iki degisken iceren

yaklasima uygulanirsa;

U~  +U
U= == 35—==+0(") (112)
veya
Ur,s+1_2Ur,s +Ur,s—l
Uy b= 2 +0(k*) (1.13)

olarak elde edilir.
iki degiskenli fonksiyonlar icin en cok kullanilan sonlu fark yaklagimlari h=K alinarak

asagidaki tabloda verilmistir.



Tablo 1.2

Turev Sonlu Fark Yaklasimi Hata Mertebesi
U 1 O(h)
X |r,s E[Uﬁl,s_ur,s]
U 1 O(h
X |r,s E[Ur,s _Ur—l,s] ( )
u 1 o(h?
) |r,s %[Urﬂ,s _Ur—l,s] ( )
U 1 o(h?
“ |r,s F[Urﬂ,s _2Ur,s +Ur—1,s] ( )

1.2 Sonlu Elemanlar Metodu

Sonlu elemanlar metodu aslinda ingaat miihendisliginde kullaniimak tzere gelistirilmis bir
yontemdir. Fakat giinimizde matematigin tim alanlarinda ortaya cikan kismi diferansiyel
denklemlerin ¢dzimlerine yaklasim icin kullaniimaktadir.

Sonlu elemanlar metodunun sonlu farklar yonteminden farki; kismi diferansiyel
denklemlerin alt araliklara béliinen ¢6ziim bélgesine fonksiyonlarla yaklagsmasidir. Bilindigi gibi
bu yaklasim sonlu farklar metodunda noktasal bir yaklagim olmaktadir. Ayrica ¢ogu fiziksel
problem, tirevler ve diizensiz sinirlar iceren sinir kosullarina sahiptir. Bu tip problemlerin sonlu
farklar metodu ile ¢odzilmeleri zordur. Sonlu farklar metodu problemin ¢6zimunin dizgln
geometrik sekiller olmasi durumunda iyi sonu¢ vermesine karsilik sonlu elemanlar metodu hem
dizgin hem de dizgun olmayan karmasik geometrik bolgelerdeki ¢ézimlerde cok daha iyi

ortaya koymaktadir.

1.2.1  Agirhkl Rezidi Metodu

Agirlikh Rezidii Metodunda istenen U (.) fonksiyonu yerine bir lj() sonlu yaklasim serisi

kullanilir. Bu durumda
" N
U@O)=U()=>U,a() (1.14)
=1

denkleminde verilen ¢,() j =1,...,N fonksiyon kiimesi zaman ve konum bélgesi (izerinde

tanimli  olup Uj, ] =1,...,N bilinmeyen sayilardir. Sonlu elemanlar metodunda ¢,()

fonksiyonlari problem icin verilen sinir sartlarini saglayacak sekilde segilirler.



@ (.) fonksiyonlari, ¢éziilmesi istenen problem igin verilen tim sinir kosullarini saglar fakat

genelde diferansiyel denklemleri saglamazlar. lj() kismi diferansiyel denklemde yerine
yazilirsa
LU()-f =R() (1.15)
sonucu R(.) olarak adlandirilan Rezidilyii verir.
W() agirhk fonksiyonlari integrasyonu minimize edecek bicimde tanimlanmis olan 6zel
fonksiyonlar olmak Uzere rezidu ifadesi W() agirlik fonksiyonlari ile carpilarak tanimlanan

bdlge tizerinde integre edilirse;

“V\/i(.)R(.)dxdtzo ,i=1..N (1.16)

N bilinmeyenli N denklemden olugsan bir denklem sistemi elde edilir. Bu sistemden Uj ler

bulunarak (1.14) denkleminde yerine yazilirsa Lj () yaklasik ¢oziimiine ulasilir.
1.2.2 Collocation Metodu

Collocation Metodu Agirlikli Rezidii Metodunun bir uygulamasidir. Bu metotta W agirlik
fonksiyonlari yerine
W =0(x=x) (1.17)

olacak sekilde Dirac Delta fonksiyonlari segilir.

Dirac Delta fonksiyonlart;

“a(.)d,(x—x,t—ti)dxdt:alw (1.18)
t x

olacak sekilde 6nemli bir 6zellige sahiptir. Burada X konumu ve t zamani gostermektedir.

(1.18) denklemi Collocation Metodu icin;
“d(.)R(.)dxdtzO ,i=1..N (1.19)
t x

formunda matematiksel olarak ifade edilebilir. N bagimsiz degisken ve N denklemden olugan
sistemden her bir ()g , yi) collocation noktasindaki rezidi degeri yok edilerek istenen sonuclar

kolaylikla elde edilebilir.



1.3 Spline Fonksiyonlar

Cok sayidaki veri noktalarina bir tek egri ile yaklagsmak blyik kolaylik saglasa da
bazi durumlarda biylk hatalara neden olabilir. Ayrica bu amac icin kullanilan Newton ve
Lagrange interpolasyon polinomlarinin derecesi nokta sayisi arttikca artacagindan bu tdr
polinomlarla yapilacak islemler zorlasir. Bu gibi durumlarda ard arda gelen iki veri arasinda
birinci, ikinci ya da Uc¢lncl dereceden fonksiyonlarla yaklagimin yapildigi spline interpolasyon
yontemi dnerilmektedir. Spline interpolasyonu, tanimlanan aralik tzerinde ve sonlu noktalarda

birbirini 6rtmeyen alt araliklarda daha ki¢ik dereceden polinom bulma esasina dayanir.
Reel sayilarin monoton artan bir dizisi X, X,,...,X 'e bagh Mdereceden S(X) spline

fonksiyonu asagidaki iki 6zellige sahiptir ve reel dogru tizerinde taniml bir fonksiyondur.

a. S(X), her [X;, X;,,] de M. ya da daha kiigik bir dereceden bir polinomdur. (Burada
X, =% ve X, =0 olabilir)
b. S(X) ve kendisinin 1,2,...,m— 1 basamaktan tiirevleri tanimlanan her aralikta ve X,

i =1, 2,...Nn bélinme noktalarinda sureklidir.

Yukaridaki tanima gore, parcali polinom fonksiyonlarinin sdreklilik durumunda ve
turevlerinin belirli kosullari saglamasi durumunda bir spline fonksiyon olusturur. m=0 igin b
kosulu gecersizdir ve 0.dereceden spline fonksiyonu adim fonksiyonu olarak adlandirilir. m=1
icin S(X) polinomu kirik gizgidir.

Genel olarak, S(X); [X;4, %] ve [X;,X,] , J=1..,n araliklarindan her biri icinde

derecesi M ya da daha kigik olan farkli fonksiyonlar olarak verilebilir. m>0 icin
M.dereceden bir S(X) spline fonksiyonunun M.tiirevi bir adim fonksiyonudur. Farkli bir tanim

olarak Mdereceden bir spline fonksiyonu bir adim fonksiyonunun Mbasamaktan belirsiz
integralidir.
Spline fonksiyonlari agagidaki 6zelliklere sahiptir;
1. Spline fonksiyonlar, diizgiin fonksiyonlardir.
2. Spline fonksiyonlari, uygun baza sahip olan sonlu boyutlu lineer uzaylardir.
3. Spline fonksiyonlarin elle hesaplanmasi ve sayisal bilgisayarlara uygun programlarinin
yapilmasi kolaydir.

4. Spline fonksiyonlarin trevleri ve integralleri de spline fonksiyonlardir.

5. Yeteri kadar alt blmelere ayriimig [&, b] araligi izerinde her siirekli fonksiyon; M. dereceden

spline fonksiyonu ile iyi bir sekilde temsil edilebilir.



6. Dusuk dereceden spline’lar ¢cok esnektir ve polinomlardaki gibi salinim sergilemezler.

Simdi kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢ézimlerinde kullandigimiz kibik spline ve

kubik B-spline interpolasyon esitsizliklerini elde etmeye calisalim.

1.3.1  Kibik Spline

X; 'ler, [a,b] araligindaki bolunme noktalarinin koordinatlari olmak tzere
a=x <x%<..<x =b,h=x,-%>0 (1.20)
S'(x;)=M; ve S(x;)=m, olsun. Asagidaki g 6zelligi saglayan S(X) fonksiyonuna kiibik

spline denir.

a. S(x), U[X,X;,,] altaraliginda pargali kibik polinomdur.
b. S(x;)=U(X;) , 0sj<n
c. S(X)OC*[a,b]

S'(x)=M; olmak tzere S(X) kubik spline’; My, M,...,M ‘lere bagl olarak elde
edilecek ve My, M,,...,M_ ler lineer denklem sisteminin bilinmeyenleri olacaktir.

Daha sonra belirlemek tizere My, M,,...,M, degerlerini secelim. S(X) kibik spline
oldugundan her [X;, X;,,] araliginda S'(X) birinci dereceden bir polinom tanimlar. [X;, X;.,]
araligindaki kubik spline fonksiyonunu Sj (X) ile gosterelim.

(X,M;) ve (X;,;,M,;) noktalar icin [X;,X,] araliginda Lagrange interpolasyon

formilinden

M. (x

S;'(X)= j j+1_X)+ Mj+1(x_xj)

h h
yazilabilir.Burada  S/(X;) =M;,S/(X;,;) =M

(1.21)

jJrl,OS j£n-1ve

S (X.1) = S/(X,,,),0< j £n -2 olduguna dikkat edelim. Boylece

XO[x;, X;,] icin S/(X) degerine sahip olan S'(X) fonksiyonu [, b] araliginda strekli
fonksiyon tamimlar (S"(X) kirik gizgidir). (1.21) esitliginin iki defa integrali alinirsa ;

j+1
Jh+ (x=x)%+m

S/(9 =2 (x,, ~X)* +
j 2h j+1



< _MJ s M,
00 =2 0. =0 = (x )+ e

elde edilir. Hesaplamalarda kolaylik icin ;
mx+n=(c; —d;)X-c¢;x; +d;X;,
=c;(x—x;) +d, (X

j+1 X)

alinarak C, ve dj katsayilari integrasyon sabitleri olmak tzere

_M] s, M
S (X = (x]+1 X)” + &h (x— x) +¢,(X=%)+d; (X, = X) (1.22)

bulunur. S(X) 'in siirekli yapiimasi ve integrasyon kosullarinin saglanmasi igin (1.22) de;

S;(x)=U,,S (x,))=U,,,,0sjsn-1

1

uygulanirsa;

U =S —M’ 3+M‘+l S+ +d.
i =S(x)= (><,+l X;) & (% = %) +C (X —%) +d, (X, = X)

U, =S (x )—&(x -x.,)*+ I\/I”l(x =%,)+c, (X, = %) +d; (X,
R R AR ] _Gh j+1 j+1 6h j+1 j+1 i1 +])

T h 6 """h 6

elde edilir. Bulunan C; ve d; katsayilari (1.22) yerine yazilirsa 0< j <n-1icin;

h

S _Ml 3<+Mj+l _ 3+Um_Mmh _ +UJ._Mjh ~
(x) = (X,+1 X) oh (X X,-) (T —6)(X X,-) (T _6)(Xj+1 X)

(1.23)

sonucuna varilir.

(1.23) de tanimlandigi gibi S;(X), C; ve d; olan katsayilarin dizenlenmesiile X; ve X,
ile ayni degere sahip olacak sekilde belirlenir. Bu diizenleme her [Xj, Xj+1] araliginda
bagimsiz olarak yapildigindan S; (%)= S}_l(xj ), ] =1,...,n—= 1bagintisini garantilemez (Yani
S'(X) strekli olmayabilir ). (1.23) Un tiirevi;

M.,h U Mh

M. M. U,
i (X) 2(,+1 ) A XEX) A s ) )

M; 2 |\/|+1 U, 1 U, h
ZI’: (XJ+1 X)" + 2] (X= X) —]_E(Mjﬂ_Mj)

(1.24)



olup kiibik spline olma sartlarinin saglanmasi igin son kosul [a, b] nin i¢ noktalarinda S'(X)’i
stirekli yapmaktir. (1.24) denkleminde S;(X;) =S;_;(X;),1< j < n bagintisini saglayacak
bicimde segilen M, ,1< j <n—1 degerleriile S(X) surekli yapilabilir. Béylece n+1

bilinmeyenli N—1 denklem sistemi elde edilir.

, M. M., U, -U h
Sj(xj):_z_r;(xj+1_xj)2+ J l(Xj _Xj)2+#__6(Mj+1_M')

2h h :
Mh U,-U h
== ZJ +— h J_E(Mj+l_MJ)
, M M. U-U_ h
Sia(x)=- 2;11()(]_Xj)2+2_hj(xj_xj—l)2+—] h Jl__G(Mj_Mi—l)
M h U-_U'_l h
= 2J + ] h ! E(MJ_M]_]_)

S, (%) =S4(X;) esitliginden 1< j <n—1 olmak tizere;

Mh U-U_ h _ Mh U, ,-U h
Zj + ]hj _E(Mj_Mj—l)__ —+ Jh ]__G(Mjﬂ_Mj)
6
hMj—l+4hMj +hMj+1:E(Uj+1_ZJj +Uj—1) (1.25)

bulunur. Bu sistemde M ve M icin keyfi sabit degerleri belirlenip sag tarafa gecirilirse

(n=21)x (n—1) tipinde bir lineer sistem elde edilir. Sistemin matris formu

b, :%(Ujﬂ—zuj +U,;),1< j £n-1olmak iizere;
4h h O "Ml_ _bl—hMO_
h 4h h M, b,
0 h 4h h M, b,
D= : (1.26)
h 4h h OfM,_, b, ,
h 4h hi|[M_ b,
I 0 h 4h||M_]| |b,-hM,]|

biciminde olur. Katsayilar matrisinde t¢cgensellik ve késegensellik 6zellikleri vardir. Dolayisiyla
tekil degildir. M,,...,M _, bir tek ¢oziime sahip olur (Cézim M, ve M, 'lerin secimine
baglidir). (1.26) dan M,,...,M_ degerleri kolaylikla bulunabilir. Bu sonuglar (1.23) de yerine

yazilirsa S(X) spline fonksiyonu elde edilir. al[a,b] icin S(a@) degerinin bulunmasi



gerektiginde, a'[J[X;, X;,,] araliginda (1.23) bagintisi bulunur. Yani S;(a) = S(a) dir. Hemen

gorulecegi gibi M, =M _ =0 alindiginda bir tek kubik spline fonksiyonu elde edilir. Bu kubik
spline fonksiyonu da dogdal kibik spline olarak adlandirilir.

Ug noktalardaki U (X)in ttrevleri bilinirse U (X)'in daha iyi bir kiibik spline olacagi
dustinalir. S(x;) =U; ,0< j <n oldugundan S(X) kibik spline fonksiyonu;
S(x,)=U"(x,)=m, ve S(%)=U"(x,) =m, bagintilarini saglamaldir. (1.24) denkleminde
j =n-1igin;

M M u -u h
U' - —_ n-1 _ 2+_n _ 2+ n n-1 _ " M _M
(6) = 8% == 206 =) + 06 =X, y) = = 6( n M)
=hMa YV Dy
2 h 6
M h u -u
—h—2+—M 420 n-1 1.27
m, 3 TeMm h (1.27)
ve benzer bigimde (1.24) de | =0 igin;
M M U,-U, h
U'(X) = SH(Xy) = ——=2 (X, = X)* + =2 (X,—X)* +—1—L——(M - M
() = Sy00) = =52 06X + = (X=X + =2 =2 (M M )
M, U -U, h
=—h—0+1 0 (M, -M
2 h 6( 1~ Mo)
- pMo By L YimU (1.28)
3 6 h

elde edilir. Bulunan bagintilar, (1.25) denklemi ile birlikte S'(X)'in surekliligini saglar.

(1.25), (1.27) ve (1.28) denklemleri birlikte diigtiniildigiinde (n+1) bilinmeyenli (n+1)

denklemden olusan denklem sistemi elde edilir. Sistemin matris formu

bj :%(Um—zuj +Uj_l),1s j £n—1olmak uzere;



h h u,-uU,
36 ° M, ] | TR ™
h 4h h M, b,
0O h 4h h M, b,
o= : (1.29)
h 4h h O||M_, b,
h 4h h||M,_, b,
h h{| M, u,-u,_,
i 5 3 ™|

bicimindedir. Denklem sisteminden M, ...,M , kolaylikla bulunabilir ve bu degerler (1.23)
denkleminde yerine yazilirsa elde edilen S(X) spline’ina D, spline’i denir.
Simdi de S(X;) =m; olmak tzere S(X) kubik spline’mini m,,m,,...,m,"lere bagl elde
etmeye galigalim. Bu durumda m,, m,,...,m , lineer denklem sisteminin bilinmeyenleri olacaktir.
Daha sonra belirlenmek Gzere m,,m,...,m, degerlerini secelim. [Xj,Xj+1] arahigindaki

kiibik spline fonksiyonunu S;(X) ile gosterelim. (X;,m;) ve (X;,;,M,,;) noktalari igin

j+

[X;, X;,,] araligindaki Hermit interpolasyon formiiliinden;

(X = X) (X = X)) (X=%)* (X =X) (X=X [2(x=x) +h]
S, (x) =m, = h2 l My : hzll +U, - he :
2
sy XYI205, =X +h]
j+1 h3
(1.30)
esitligine ulasilir. Bu ifadenin iki defa turevi alinirsa
. (Xjug =X)(2X; +X;,, — 3X) (X=X )(2%;,, + % = X)
Sj(x):mj i+l 12 i+l -m.,, i 121 i
h h
Ujn—UY,
+6T (Xj+1 = X)(x~ Xj)
ve
S/ = —2m Zea Ty (BGHXa 7 )
J i h2 i+l h2
(1.31)

U.,.,-U.
+6#(xm +X; = 2X)

esitlikleri bulunur.



Spline olabilme sartlarinin saglanabilmesi icin gerekli olan son kosul [&, b]arahginin ig
noktalarinda S'(X)'i sirekli yapmaktir. (1.31) de S/(X;) =S/;(X;),1< j<n bagintisini
saglayacak bicimde secilen m, ,1< j <n-—1degerleriile S'(X) surekli yapilabilirdir. Boylece;

2X;4y +X; = 3X;

Sn _ _2 _ 2 (2X] + Xj+l
(X)) = —2m, 2 M 2

_3(,')

+6Ui+1_Uj +X =2
T(Xj+1 Xj Xj)

) m. m., u.,-U
S(x) = -4 - 2=t

2X; + X, = 3X, m (2, + %~ X )

Sia(x)=-2m, 2 -—2m, 2
u-u,
+6T (Xj +Xj—l_ 2Xj)
" m'—l m; U _U'—l
SL(x)=2— 44t - gl it
= h h h?

elde edilir. S/_,(X;) =S/(X;) esitliginden de 1< j <n—1 olmak iizere;
hm,_, +4hm, +hm,,, =3U,,,-U_,) (1.32)
sonucuna varilir.

Bu sistemde M, ve M, keyfi sabit degerleri belirlenip sag tarafa gegirilirse (N—1)x (n—1)

tipinde denklem sistemi elde edilir. Sistemin matris formu b, =3l ;,, -U,;),1< j<n-1

olmak Uzere;
[4h h O 1 m | [ b—hm, ]
h 4h h m, b,
0 h 4h h m, b,
o= : (1.33)
h 4h h 0|/m, b,
h 4h hilm, b, ,
| 0 h 4hjm,]| [b_—hm |

biciminde olur. Katsayilar matrisinde ti¢ggensellik ve késegensellik 6zellikleri vardir. Dolayisiyla

tekil degildir. Boylece m,,...,m,_, bir tek ¢éziime sahip olur. Cézim M, ve M, lerin segimine



baghdir. (1.33) den m,...,m _, degerleri kolayca bulunabilir. Bu sonuglar (1.30) da yerine

yazilirsa S(X) spline fonksiyonu elde edilir.
Ug noktalardaki U (X) ’in ikinci tiirevleri bilinirse U (X) icin daha iyi bir kiibik spline

yaklagimi olacagi dustndlir. S(x;) =U,;,0< j <n oldugundan S(X) kibik spline fonksiyonu

S'(x,)=U"(x,) =M, ve S'(X,) =U"(x,) = M, esitliklerini saglamalidir. (1.31)'den

j =n-1igin
M, = 84 (x) =U%(x) = -2m, 2582236 _ gy 2T
+6U“;2J”‘1 (% * %0 = 2%,)
M, = Zmr“]‘l + 4%— 6 Jn ;]zun‘l (1.34)

olur, benzer bigimde j =0 igin;
2X + X = 3%, _2m12Xo+X1_ X,

M, = S5(%) =U"(X,) =—2m, h? h2
U, -u
+6 lh3 ° (X1+X0_2XO)
M, = —4% - 2% + 67U1;2U 0 (1.35)

elde edilir. Bulunan bu bagintilar ve (1.32) denklemi birlikte S'(X)’in surekliligini saglar. (1.34),
(1.35) ve (1.32) denklemleri birlikte dusunulirse (N+1) bilinmeyenli (N+1) denklem sistemi

elde edilir. Sistemin matris formu b, =3U ,,, ~U,_;),1< j <n—1olmak uzere;

4 2 U,-U,
hoh ° my ] | MmO
h 4h h m b,
0O h 4n h m, b,
' Co|= : (1.36)
h 4h h 0flm, b,
h 4h h|lm, b,
o 2 ALm] iy yelaUns
L h hl] L h




dir. Bu denklem sisteminden m,,...,m, kolaylikla bulunabilir ve bu degerler (1.30) denkleminde
yerine yazilirsa elde edilen S(X) spline’ina D, spline’t denir.

Simdi de i¢ noktalar igin U (X) fonksiyonunun tiirev deg@erlerini hesaplayalim. Bunun igin

ilk olarak (1.24) denkleminde S;_,(X;) ve Si(X;) degerleri hesaplanirsa
, 3 3 M._l ) M. ) U.—U._l h
S.u(x)=m, _—2—'h(xj -X,) +2—r:(xj = X;_1) +’—h'+E(M,» -M.)
h h U -U._
m, =§M,- +E|\/|j_l+‘TJ1 (1.37)
ve

oM M. U.-U h
Sj(xj)_mj___](x' _Xj)2+ 2;1 (X'_Xj)2+%+_6(Mj+l_M')

2h i+l J J
h h U j+ _U j
m, =—§Mj _EM“1+—I lh ‘ (1.38)
biciminde bulunur.
(1.31) denkleminde S/_,(X;) ve S/(X;) degerleri
) B B 2X; + X4 = 3X; 24+ X — ¥
Sla(x)=M; =-2m, 2 - 2m, 2
U, -U,,
+6T (X + %4 =2%;)
2 4 U -U._
M=o +em —tS'T’l (1.39)
ve
wron e 2X;,y T X; = 3X; 2X; + X,y — ¥
S(x)=M,; =-2m, " -2m, ~
Uja-U,
+6T (X X = 2X;)
4 2 U j+ _U j
Mj :—ij _Emj+l+6% (140)

seklinde elde edilir. (1.37) denkleminde m,, ve (1.38) denkleminde de m esitlikleri

kullanilirsa;

h
m;,, —m ZE(Mj +M,,) (1.41)



bagintisi  kolaylikla bulunur. Elde edilen tim kibik spline esitlikleri asagidaki tabloda

gOsterilmigtir.

Tablo 1.3: Kibik spline esitlikleri

M, +4M, +Mi+1:h_62(Ui+1_2Ui +UL)

3
m, +4m+m,, :E(UHl_Ui—l)

h
m,,—m =E(Mi +Mi+1)

h h U -U
:_M_ +—M- 4 i-1
m 3 I 6 i-1 h
h h U, -U
=M. —-——M. .+ i+l i
m 3 | 6 i+1 h
Mi = 2”1—1 + 4”‘ _6Ui _Ui—l
h h h?
M» :_4m _ 2n'|+1 +6Ui+1_Ui
' h h h?

1.3.2 Kibik B-spline

Herhangi bir [a,b] araligini alam ve bu araligi a=x, <X, <X,<...<X, =b seklinde
N+1 tane noktaya bolelim. X_ ., X .-y X .31 Xpe10-- 1 Xem NOktalar da, [&,b] araliginin

disinda kalan noktalar olsun. Bu taktirde [X_., X, ] Uzerinde tanimli

1 m+1

(m+1
Bk(t)=hm_12(-1)'( i ](&_mm-t)i“ , k=-1,0,...n+m- : (1.42)

i=0

M.dereceden tanimli spline fonksiyonlari vardir. Burada her k=-1,0,..n+m- Z icin

t<Xx

—m+k+1 !

X>1,,, oldugunda B, (t) =0 ve

()g—m+k+l _t)m ! t < )g—m+k+1

1.43
0 1> x (1.43)

()g—m+k+1 _t)T = {

-m+k+1
bigiminde tanimhdir.  B_,(t), B, (t),...,B,,,.,¢) fonksiyonlarina m dereceden B-spline

fonksiyonlari denir.



Bu verilen tanimlar kullanarak kibik B-spline fonksiyonlarini olusturalim. Kibik B-spline,

[a,b] araiginin disindaki  X_5, X ,,X_;,X.,1, X, 2, X, 5 Noktalari ile beraber [X, X.,.]

araliginda tanimiidir. Her belirli t parametresi igin kibik B-spline'nin  F,(x) = (x—t)3

fonksiyonu

(x-t)% , t<x
x—1)% = 1.44
(x-t); { 0 t>x (1.44)

bigiminde elde edilir. Simdi de, bir f fonksiyonunun ileri fark formalt Af (X) = f (x+h) — f(X)
olmak uzere F,(X) fonksiyonunun
K(t) =A*F(x;) (1.45)
ileri farkini hesaplayalim. F,(X) pargali kiibik oldugundan, t 0 [X_,, X ,,] parametresi igin
bunun kibik B-spline oldugunu gostermek kolaydir. Buradan
K(t) = A4Ft(xj)
= R(Xj.0) 4R (X)) + 6 (X))~ 4R (X, )+ R (X))
= (X ~1)] = AKX~ + 60X, — )] — A0, —t ]+ (X )
(1.46)

yazilir. Her t>x., icin K(t)=0 oldugu, (x—t)® in tanimindan agiktir. Verilen t

j+4
parametresi icin t <X oldugunda F,(X)=(x—t)} tcuincii dereceden bir polinomdur. t > X;
oldugu zaman tigiincii dereceden bir polinom igin A4Ft(Xj) ileri farki O’a egittir, yani

t=x,, ve X; <ticin K(t)=0 (1.47)
dir. (X, —t)? biciminde kiibik spline’larin toplami da kiibik spline’dir. Buna gore K (t) kiibik

spline olur. K(t) fonksiyonu agik bir bigcimde yazildiginda;

(Xi0g —1)° 40X 5 =) +6(x;,,~t)° = 4(x,,, ~t)° , X, St< X,

(Xjea ~1)° = 4(X; 45 —1)° + B(x;,, — 1)’ X SUS X,
K(t) =4 (X0 —1)° —4(X;,5 = 1) X, St<X,

(Xj4q = t)’ Xia SEEX,

0 ,diger yerlerde

(1.48)

esitligine ulagilir. Bu esitlikte X; =X, + jh,X,; =X + jh oldugundan sirasiyla;



(X]+4_t) _4(X]+3_t) _(XJ+3_t+h)3_4(xj+3_t)3
_(XJ+3_t) +3(XJ+3_t) h+3(XJ+3_t)h2+h3 4(X]+3 )
:h3+3h2(xj+3_t)+3h(xj+3_t) _3(Xj+3_t)
(X]+4_t) _4(X]+3_t) +6(X]+2_t) _(X]+1_t+3q)3_ 4(Xj+1_t+ 2—])3
+6(X]+1_t+h)3
=h®+3h%(t - x,,,) + 3 - X,,)* — 3 - X,
(XJ+4 _t) _4(XJ+3_t) +6(XJ+2_t)3_ 4(Xj+1_t)3: (Xj -t 4,])3_ 46(,' —t+ 3 f

+6(x; —t+2h) —4(x, ~t+h)
=(t-x)’°

elde edilir. Bu esitsizligin tekrar diizenlenmesiyle (1.48) denklemi;

3
(t-x) , X St X,

h3 +3h2 (t - Xj+l)+ 3’](t - Xj+1)2 - 3¢ - Xj+1)3 ’Xj+1s t < X'+2

K(t) =1 h®+3n* (X, —t)+ 3 (X3~ t)* = 3(x, ., —t )’ Xi,, ST X,
(XJ+4 )3 ’ J+3 st< X
0 ,diger yerlerde

sekline donlsur ve
1 1 .
B, :HK(t):FNFt(X") ,j=-1..n+1
J

kubik B-spline elde edilir.

Diger yandan [a b] araliginin X; noktalarindaki béliintiist, a=X, <X <...<X, =b ve

qoj(x), X; bolinme noktalarindaki kiibik B-spline’lar olsun. {(0_1,%,...,(4\, ,(qqﬂ} spline

kiimesinin [&, b] araligi tizerinde tanimlanan fonksiyonlar igin bir baz olugturdugu bilinmektedir.

U (X,t) analitik goztimiine bir yaklagik ¢6ztim olan U (X,t), spline fonksiyonlar yardimiyla

N+1

Uy ()= ¢ (x93 (1)

=

seklinde tanimlanabilir. Burada ¢, kiibik B-spline fonksiyonu;



(X_Xm—z)3 ’XD[Xm—m Xm—l]
1 h® +3h2(X— Xm—l) + 3h(X— Xm—1)2 - S(X_ Xm—l)3 X0 [Xm—l’xm ]
@.(x) = I~ b +30% (X = X) + N Ky = X)* = 3y =X XO X, X ]

(Ko = %) XO[X o %)
0 ,diger yerlerde
(1.52)

olarak tanimh ve h=(X_,—X.) dir. @ (X) spline fonksiyonu ve onun ilk iki turevi

[X -0y X1ep] arahiginin diginda sifirdir. [X, X .1 araligi dort ardisik @ _,,@., @1, @, kibik
B-spline fonksiyonlari tarafindan ortilir. Simdi de X noktasinda U(XnJ yaklagimini

belirleyelim. (1.51) yaklasik ¢céziimiinden
U (Xm) = 5m—1<4n—1(xm) + 5m¢gn(xm) + 5m+1§0m+1(xm) + 5m+ 2¢gn+ Z(Xm) (1'53)

olup ayrica
Boa (%) =%(xm+1 —Xp) =1
B%) = 1 [0 43R (K0 =) + A0 =X, ) = 300, )'1= 4
Bos(%,) = ST 4306, X,) + 3N(x, =%,)° = 306, =X, )] =1

%ﬁmgzéﬂm—mﬂ:o

(1.54)
esitliklerinden

U(x,)=9,.,+40,+0,., (1.55)
olarak bulunur. Simdi benzer yolla X, noktasinda U'(Xn) yaklasik tirevini belirleyelim. Bunun
icin

U'(%0) = Opahea(Xi) + Ol (%) + O (X) + O s LX) (1.56)

ve



Slw

%—1(Xm) = —h—g;(xmﬂ - Xm)2 =-_>
(%) = (31 =8N X, )+ 9k =%, ¥ 120
(%) = T30 +6R(%, = %,) = 9(x, =%, F 1=

@ho(%) :h_13 ~3(%, ~ %,)?] =0

esitliklerinin de kullaniimasiyla
. 3
U'(0) =+ (9ps = 9)

bulunur. Benzer sekilde

U"(X0) = Oaa (%) + 00 (X)) + O s 1(X) + O o %)

: _6,. _ -8
¢ln_1(><m)—hs (X1 = Xin) .

12

, 1 _ —_=4
@, (X,) s [6h=18(X.; = X,)] 2

2a(%) :%[6h+18(xm —xm)]:h—ﬁz

@iz (%) =%[6(xm =X, =0

esitliklerinin kullanilmasiyla da X noktasindaki ikinci tirev ;

n 6
U (Xm) = F (5m—l - 25m + 5m+1)

olarak elde edilir.

Tablo 1.4: Bolinme noktalarindaki kiibik B-spline degerleri

X X | Xoa X, Xpa | Xz
a0 | 0 | 1 4 1 0

4| 0 |=3/h| 0 3/h | 0

g | 0 |e6/h? | -12/n* |6/ | O

(1.57)

(1.58)

(1.59)

(1.60)

(1.61)



Tablo 1.4 de diger bsliimlerde kullanacagimiz bélinme noktalarinda elde edilen @, (X), &, (X)

ve ¢ (X) kiibik B-spline esitlikleri verilmistir.



11.BOLUM

BIR BOYUTLU LINEER ISI DENKLEMININ KUBIK B-SPLINE COLLOCATION METODUYLA
SAYISAL COZUMU

Q pozitif bir parametre, t ve X turevi gostermek tizere [0,1] araliginda tanimli

a*uU, =U, 2.1)
formundaki bir boyutlu lineer 1s1 denkleminin
uotn=u@t)=0 t>0 (2.2)
sinir sartlari ve
U (x,0) = sin(x) as<x<b (2.3)

baslangic sarti altindaki sayisal ¢6zUmun( arastiracagiz.
Yukarida vermis oldugumuz baslangic¢ ve sinir sartlari altindaki 1s1 denklemi icin analitik
¢Ozum
U (x,t) =€ sin(zzx) (2.4)
olarak verilmistir [1].
X ler, [0,1] tanim araligindaki bolinme noktalarinin koordinatlari olmak tizere
O=x<%<..<%x=1,h=x-x,>0 j=12,.. N
olsun. (2.1)'de tanimlanan bir boyutlu lineer 1si1 denklemi
a’U_-U, =0 0<x<1 (2.5)
formunda tekrar yazilir ve (2.5) denkleminde f = O'ZUXX olmak Uzere zamana gore tlrev igin

sonlu fark yaklagimi kullanilirsa
1 n n+l n n+l _
E(U -U )+(1_9)f +0f =0 (2.6)

bulunur ve denklemin diizenlenmesiyle
Ur-U"™ +At(1-8)f"+Atgf ™ =0 (2.7)
elde edilir.

Denklem lineer oldugu icin her X bdlinme noktasinda f yerine degeri yazilirsa;
U -ur+Atl-60)a’U, ) +At6a’U, )" =0 (2.8)

sonucuna varilir. Kiibik B-spline esitlikleri kullanilarak (2.8) diizenlenirse



L, =07, +40, + 3],

m+1

6
L3 =F(5r?1—1 _25:1 + a-rnn+1)

olmak Uzere;

6

FAt6?cr2)= L+At(1-0)pi,

m+1

5;t1(1—h—im9a2)+ o4+ rll—zzAtGaz)+ o l(d-
(2.9)

denklem sistemine ulagilir. Bu sistem d"™* ={5f1+1,58+1,... ,5{‘,11} bilinmeyenler vektdri olmak

Uizere uggensel bir matris sistemine karsilik gelir. Bu matris sitemi N +3 bilinmeyen N +1
denklemden olusan bir sistemdir. (2.2) sinir kosullari kullanilirsa

U(x,) =0 +457" + 0" = 0= 7" =~ (495" +7")

U(xy) = s +400 4003 = 0= Gt = -1+ 400

N+1 —

(2.10)

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler (2.8) denkleminde kullanildiginda Thomas algoritmasiyla

coziilebilen (N +1)x (N +1) tipinde yeni bir matris sistemi bulunur.
2.1 Baslangi¢c Durumu ve Sayisal Hesaplamalar

ilk zaman adiminda (t = 0 aninda), (2.3) baglangig sarti kullanilarak
d° ={5_01,500,...,5,\?+1} baslangi¢ vektorii hesaplanabilir. Kiibik B-spline esitlikleri yardimiyla
da baglangic vektorii kullanilarak t =0 aninda X, ,m= 0,1.... ,N bélunme noktalarindaki

U(x,) = 5:7)1—1 +45£ +3J,

m+1

m+1 m

U'(%,) =§(5° -5

u "(Xm) = h_62 (5:31—1 - 25r?1 + 5rr(:+l)

degerleri bulunabilir.

d* ={5_11,5§,...,5§+1} ikinci zaman adimindaki bilinmeyenler vektorii hesaplanirken (2.9)

denkleminde @ =1 alarak kapali ¢6ziim arastirilirsa (2.9) denklemi

L =35, +40, +0;

m+1

olmak Ulizere;



o (1- EAta )+ N (4+ hZAta )+ N*l(l—h—éAtaz): L, (2.11)

m-1 m+1

denklemine donisir. (2.11) denklem sistemi N +3 bilinmeyen N +1 denklemden olugan bir
sistemdir. (2.10) olarak elde edilen sinir sartlari bu zaman adimi icin kullanilirsa iki bilinmeyen

elimine edilerek sistem (N +1)x (N +1) tipinde yeni bir denklem sistemine doniisir. Bu yeni
denklem sistemi Thomas algoritmasi yardimiyla ¢ézulebilir. Boylece d* :{5_11, 5()1,...,5§+1}

bilinmeyenler vektéri elde edilir ve kiibik B-spline esitlikleri kullanilarak X, m=0,1... ,N

bolinme noktalarindaki;

U(X,) = Oy +40,+ 3,

m+1
U'(x,) =~ ( S = Onea)

U"(x,) ——( 120, Op)
degerleri hesaplanabilir.

d? {521,502, . 5N+1} Uglinc zaman adimindaki bilinmeyenler vektorini hesaplamak

1
icin (2.9) denkleminde & = E alarak Crank Nicolson yaklagimi kullanilirsa (2.9) denklemi
L1 5 + 451 + 5:&1 ( m+l 5;1—1)

6
L= (0h 120, + 3%

olmak Uzere;

5 3 Ma?)+ &2 (4+ h6 Ma?)+3 +1(1——3At0/ )=L,+ tazl_s 2.12)

denklemine donisir. (2.12) denklem sistemi N +3 bilinmeyen N +1 denklemden olugan bir
sistem olup (2.10) olarak elde edilen sinir sartlari bu zaman adiminda kullanilirsa yeni

denklem sistemi (N +1)x (N +1) tipinde yeni bir sisteme dénisir. Bu yeni denklem sistemi
de Thomas algoritmasi kullanilarak ¢éziilebilir. Béylece d? = {52 OZs.. 5Nz+1} bilinmeyenler

vektorii elde edilir ve kiibik B-spline esitlikleri kullanilarak X, m=0,1... ,N bélinme

noktalarindaki



degerleri hesaplanabilir.

U(x,) = 5;1—1 + 45:1 +

52

m+1

, 3
U (Xm) = E (5§1+1 - Jri—l)

n 6
U (Xm) = F (Jni—l - 25ri + 5nf+1)

Uglincii zaman adimindan sonraki tam d"* ={5f1+1,58+1,... ,53:1} bilinmeyen vektorleri

hesaplanirken 6nceki iki zaman adiminda bulunan bilinmeyen vektorleri kullanilir. Bu sekilde
geriye kalan tim zaman adimlarinda tcinci adimda yapilan benzer islemlerle hesaplamalar
yapilabilir.

Sayisal ¢c6zimin dogrulugunu kontrol edebilmek icin denklemin analitik c6zimuyle beraber

[0,1] tamim araliginda (2.3) baglangig sarti ve (2.2) sinir sarti kullanilmigtir. Sayisal ¢éziimde

a =1 parametresi ve zaman artimi olarak da At =0.00001 alinmigtir. Farkli konum artimlari
icin hesaplanan sayisal ¢ézumler Tablo 2.1 de verilmistir. TUm sonuclar incelendiginde adim

araligi kiiculdiikge sayisal metodun daha iyi sonuglar verdigi gériilmiis, h =0.012E igin yapilan

hesaplamalarda en iyi sonuclar bulunmustur.

Tablo2.1: a =1, At =0.0000Ive t =0.1 icin sonuglarin kiyaslanmasi

X h=0.1 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.0062% Analitik
0.1 0.11425 0.11495 0.11513 0.11517 0.11518 0.11517
0.2 0.21732 0.21865 0.21898 0.21907 0.21909 0.21907
0.3 0.29911 0.30094 0.30140 0.30152 0.30155 0.30152
0.4 0.35163 0.35378 0.35432 0.35446 0.35449 0.35446
0.5 0.36972 0.37199 0.37256 0.37270 0.37273 0.37270
0.6 0.35163 0.35378 0.35432 0.35446 0.35449 0.35446
0.7 0.29911 0.30094 0.30140 0.30152 0.30155 0.30152
0.8 0.21732 0.21865 0.21898 0.21907 0.21909 0.21907
0.9 0.11425 0.11495 0.11513 0.11517 0.11518 0.11517

a, h ve At icin secilen farkli durumlarda hesaplanan sayisal sonuglar ile analitik sonuclar

Tablo 2.2’de verildi. & icin kiicik degerler alindiginda sayisal yéntemin daha iyi sonuclar

verdigi gorald.



Tablo 2.2: h=0.0125, At =0.000Jken a =1.0,a0 = 0.1 = 0.0:i¢in sonugclarin

kiyaslanmasi
X t a=1 a=1 a=01 a=0.1 a=0.01 a=0.01

Nidmerik Analitik  Numerik Analitik Nidmerik Analitik
0.25 0.4 0.01365 0.01364 0.67971 0.67973 0.70683 0.70683
0.6 0.00190 0.00189 0.66645 0.66645 0.70669 0.70669
0.8 0.00026 0.00026 0.67974 0.65342 0.70655 0.70655
1.0 0.00004 0.00003 0.64065 0.64065 0.70641 0.70641
3.0 0.00000 0.00000 0.52585 0.52589 0.70501 0.70501
0.50 0.4 0.01931 0.01929 0.96126 0.96129 0.99961 0.99961
0.6 0.00268 0.00268 0.94250 0.94250 0.99941 0.99941
0.8 0.00037 0.00037 0.92408 0.92407 0.99921 0.99921
1.0 0.00005 0.00005 0.90602 0.90601 0.99901 0.99901
3.0 0.00000 0.00000 0.74309 0.74372 0.99704 0.99704
0.75 0.4 0.01365 0.01364 0.67970 0.67973 0.70682 0.70683
0.6 0.00190 0.00189 0.66645 0.66645 0.70669 0.70669
0.8 0.00026 0.00026 0.65342 0.65342 0.70655 0.70655
1.0 0.00004 0.00003 0.64065 0.64065 0.70641 0.70641
3.0 0.00000 0.00000 0.52585 0.52589 0.70501 0.70501

1,0 1

t=0
0,8 1
0,6 1
U t=0.05
0,4 -
t=0.1

0,2

0,0

0,0

Sekil 2.1: a=1,h=0.1,At = 0.0:i¢in sayisal ¢ozum

0,2

0,4
X

0,6

0,8

1,0

Sekil 2.1'de cizilen grafik @ =1 iken farkli t zamanlarinda sayisal ¢éziimiin hareketini

gOstermektedir.



2.2 Metodun Kararhlik Analizi

Simdi, Fourier kararhlik metodunu kullanarak kiibik B-spline metodunun kararliligini

arastiralim.
Ut =Un - a®M1-0)U,, ) - a0t U, )t =
denkleminde kibik B-spline esitlikleri kullanilarak denklem duizenlenirse

6

O+ A+ O~ 0~ 40, - O, —FGZAt(l—H)(ﬂ_r%:ﬁﬂﬂ)

m+1 m+1

—h—62 QPOM(S - 23"+ 5 = 0

bulunur ve buradan da

6 12

omi(l-—=a’60t)+ oy (4+= 2 ]

a’dAt)+ 5“*1(1—h—§a BA)

6

= m_11+Fa2At(1—9)]+5;[4—:]2 a’M(1-8)]+" 6

1+Fa2 At(1-6)]

m+1

esitligi elde edilir. Fourier kararliik yontemi geregince 5:1=f”ei'grm, i =+-1 esitlikleri

yukaridaki denkleme uygulanlrsa

FrePMgeM(1-— 249At)+£(4+h— 29At)+fe'ﬂ“(1 ZHAt)]

:5“e‘ﬂ”‘“{ "ﬁ“[1+h a*(l- 0)At]+[4—i—2a2(1 6?)At]+e'ﬁh[1+h a*(l- H)At]}

sonucuna varilir. Burada Bh =/ ve € =cosu+i sinu ve €'* =cosu—i sinu esitlikleri
kullanilirsa,

12 12 ,

é[cosu (2—— a6t )+ 4+h—a20At] cosu [Zk EOM Y 4= = (6 M

elde edilir. Gerekli dizenlemeler yapilirsa
é[2cosu + 4+i‘ a’dNt (- cogr E 2com+ Aiza a8 N 4 cps

denklemine ulasllir. Bu denklemde

A=2cosu+ ¢
B= i—?azAt(l— cosy )

esitlikleri kullanihirsa
&(A+6B) = A-(1-6)B (2.13)



bulunur. Fourier kararlihk metodu geregince |f| <1 olmasi gerektiginden, bu durumda (2.13)

denklemi icin;

oy stl
(A+0B)?

Oswsl
(A+6B)?

sartina ulasilir. Burada (2.14) denklemi icin esitsizligin sol tarafinin dogrulandigi asikardir. Buna

(2.14)

gore

(A-(1-6)B)’ < (A+6B)* (2.15)
esitsizliginin saglandigi gosterilmelidir. Boylece (2.14) diizenlenirse

-2AB+B*(1- 20)< 0 (2.16)

kosuluna ulagilir. Bu egitsizlikte B*>0 ve 2AB=>0 oldugundan (2.16) esitsizliginin her

1

durumda saglanmasi 1—20< 0 olmasina baglidir. Bu durumda ise — <0 olur. HD[O,ZI]
2

oldugu bilindiginden, bu taktirde Fourier kararlilik metoduna goére kibik b-spline metodu

22N {% ,1} araliginda iken kararlidir.



111.BOLUM

YANAL ISI KAYBI DENKLEM iNIN KUBIK B-SPLINE COLLOCATION METODUYLA
SAYISAL COZUMU

Bu boélumde bir cismin yanal ylzeyinde meydana gelen i1si1 kaybini ifade eden denklem
olarak verilen yanal i1s1 kaybi denkleminin Kiibik B-spline Collocation Metodu ile sayisal ¢ézimi

incelendi.

X ve t turevi géstermek tzere [0,1] araliginda tanimli

U =u,-U (3.1
formundaki yanal 1s1 kaybi denkleminin
u@Ot)=u@t)=20 t>0 (3.2)
sinir sartlari ve
U (x,0) = sin(rx) O<x< ] (3.3)

baslangi¢ sarti altindaki sayisal ¢6zim elde edilmistir.
Yukarida vermis oldugumuz baslangi¢ ve sinir sartlari altindaki yanal 1s1 kaybi denklemi
icin analitik c6zim
U (x,t) =& "V sin(zzx) (3.4)
olarak verilmistir [2].

X;ler, [0,1] tanim araligindaki bolinme noktalarinin koordinatlari olmak tizere
O=x%<x<..<x% =1 h=x-x,>0, j=12..,N
olsun. (3.1)'de tanimlanan lineer yanal 1si1 kaybi denklemini
u-u,+U=0 O0<x<l1 (3.5
formunda yazar ve (3.4) denkleminde f =U —U,, olmak lzere zamana gore tiirev igin sonlu

fark yaklagimi kullanilirsa

i(U“H—U“H(l—H)f”+0f”*1:0 (3.6)

bulunur ve her X, bélinme noktasinda denklemin diizenlenmesiyle
Upt =Un +At(1-0)Up - (U, )n] +At6[U " ~(U ) 1] =0 3.7)

elde edilir. Kiibik B-spline esitlikleri kullanilarak (3.7) diizenlenirse

L =3, +40, +0;

m+1 ?

3 6
Lz :E(é:wl_é:w—l)! L3 :F(dn—l_zdwnw +5r?|+1)

olmak Ulizere;



5r”nf}(1+ G At —h—GZHAt)+ 5:1*1(4+ 49 At +i—§8m )+ O™ (1+ HAt——EZSHAt )

m+1 h (3.8)
=L, - (1-G)AtL, + (1- Q)AL
denklem sistemine ulagilir. Bu sistem d"™ = {5’”1 ... ,5{‘“1} bilinmeyenler vektdri olmak

tizere Gicgensel bir matris sistemine karsilik gelir. Bu matris sistemi N +3 bilinmeyen N +1

denklemden olusan bir sistemdir. (3.2) sinir kosullari kullanilirsa
U(XO) :5_nl+1+45n+1+5n+1: 0> 5n+1:_(453+1+5r11+1)
U(xy) =0 +400" + 01 = 0= QU1 = - (01 + 490™)

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler (3.8) denkleminde kullanildiginda Thomas algoritmasiyla

(3.9)

coziilebilen (N +1)x (N +1) tipinde yeni bir matris sistemi elde edilir.
3.1 Baslangi¢c Durumu ve Sayisal Hesaplamalar

ilk zaman adiminda (t = 0 aninda), (3.3) baglangig sarti kullanilarak

{50 50 N+1} baslangic vektdri hesaplanabilir. Kibik B-spline esitlikleri yardimiyla
da baglangic vektorii kullanilarak t =0 aninda X, , M= 0,1.... ,N bélunme noktalarindaki

U(x,)=302,+45°+9;

m+1

U’ (%) =—(50 =On)

m+1

U"(x,) :ﬁ(d‘; ~28°+30,)

degerleri bulunabilir.

{51 51 ﬁﬂ} ikinci zaman adimindaki bilinmeyenler vektdri hesaplanirken (3.8)

denkleminde @ =1 alarak kapali ¢6ziim arastirilirsa (3.8) denklemi

L, =3, ,+40, +O,

m+1
olmak lizere ;

ST+ At -h_im)+ a7 (4+ At +i—§m Y+ Ol (L+ At —h—’im =L (310)

m+1

denklemine donisir. (3.10) denklem sistemi N +3 bilinmeyen N +1 denklemden olugan bir

sistemdir. (3.9) olarak elde edilen sinir sartlari bu zaman adimi i¢in kullanilirsa iki bilinmeyen



elimine edilerek sistem (N +1)x (N +1) tipinde yeni bir denklem sistemine doniisir. Bu yeni
denklem sistemi Thomas algoritmasi yardimiyla ¢ézulebilir. Boylece d* :{5_11, 5()1,...,5§+1}

bilinmeyenler vektort elde edilir ve kibik B-spline esitlikleri kullanilarak x,, m=0,1,... ,N

bélinme noktalarindaki;
U(x,) =05, +4d.+I,
U’(Xm) = ( m+1_5l l)
" _ 6 1 1 1
U"(x,) —F(Jm_l =20, +9,.,)
degerleri hesaplanabilir.

d? {521,502, . 5N+1} Uglinc zaman adimindaki bilinmeyenler vektorini hesaplamak

1
icin (3.8) denkleminde & =§ alarak Crank-Nicolson yaklasimi kullanilirsa

L =0, +45-+0 ., ( o1~ One1)
L= h—62(53n_1 25 48t
olmak lzere;
5;_1(1+ him)+52(4+ 2At+h£At)+ m+1(1+ h—im )=L, - Ath AZtL

(3.11)
denklemine donusur. (3.11) denklem sistemi N +3 bilinmeyen N +1 denklemden olusan bir
sistem olup (3.9) olarak elde edilen sinir sartlari bu zaman adiminda kullanilirsa yeni denklem

sistemi (N +1)x (N +1) tipinde yeni bir sisteme doéniisiir. Bu yeni denklem sistemi de Thomas
algoritmasi kullanilarak ¢éziilebilir. Boylece d? = {52 OZs.. 5N+1} bilinmeyenler vektorii elde

edilir ve kuibik B-spline esitlikleri kullanilarak X, , m=0,1,... ,N bélinme noktalarindaki

U(x,) = 5;—1 + 452 + Jrr21+l

U'(X,) = ( O~ On)

U"(x,) :h—i(éni-l 252 +32,)



degerleri hesaplanabilir.
Ugiincti zaman adimindan sonraki  tim d“+1={5f1+1,58+1,...,5,"“:1} bilinmeyenler

vektorleri hesaplanirken 6nceki iki zaman adiminda bulunan bilinmeyenler vektérleri kullanilir,
Bu sekilde geriye kalan tim zaman adimlarinda Gc¢unci adimda yapilan benzer islemlerle
hesaplamalar yapilabilir.

Sayisal ¢éziimiin dogrulugunu kontrol edebilmek icin denklemin analitik ¢éziimiyle beraber
[0,1] tanim arahiginda (3.3) baslangic sarti ve (3.2) sinir sarti kullaniimistir. Sayisal ¢6ziimde
zaman artimi olarak At =0.01 alinmistir. Konum artimlari sirasiyla h=0.25, h=0.125 ve

h =0.062F olmak iizere, hesaplanan sayisal ¢oziimler Tablo 3.1 de verilmistir. Tim sonuclar
incelendiginde adim araligi kuculdikce sayisal metodun daha iyi sonuclar verdigi gozlenmistir

ve h=0.0625icin yapilan hesaplamalarda en iyi sonuglar bulunmustur.

Tablo 3.1: At =0.01icin sonuglarin kiyaslanmasi

X t h=0.25 h=0.125 h=0.062% Analitik
0.25 0.00 0.7071 0.7071 0.7071 0.7071
0.05 0.4024 0.4102 0.4120 0.4106

0.10 0.2276 0.2365 0.2388 0.2385

0.15 0.1287 0.1364 0.1384 0.1385

0.20 0.0728 0.0787 0.0802 0.0804

0.25 0.0412 0.0454 0.0465 0.0467

0.50 0.00 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.05 0.5690 0.5800 0.5827 0.5807

0.10 0.3218 0.3345 0.3377 0.3372

0.15 0.1820 0.1929 0.1957 0.1958

0.20 0.1029 0.1113 0.1134 0.1137

0.25 0.0582 0.0642 0.0657 0.0660

0.75 0.00 0.7071 0.7071 0.7071 0.7071
0.05 0.4024 0.4102 0.4120 0. 4106

0.10 0.2276 0.2365 0.2388 0.2385

0.15 0.1287 0.1364 0.1384 0.1385

0.20 0.0728 0.0787 0.0802 0.0804

0.25 0.0412 0.0454 0.0465 0.0467

At =0.0000! ve t=0.1 iken farkli adim araliklari ile elde edilen sayisal sonuglar ve
analitik sonuglar Tablo 3.2'de verildi. Buna goére, adim arali§i kicildikce sonuclarin analitik
¢oziime daha cok yaklastigi ve h =0.025ten sonraki adimlarda analitik ¢oziimle neredeyse

ayni oldugu gorular.



Tablo 3.2: t=0.1, At =0.0000!i¢in sonuglarin kiyaslanmasi

X h=0.1 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.0062%  Analitik

0.1 0.1039 0.1041 0.1042 0.1042 0.1042 0.1042
0.2 0.1977 0.1978 0.1982 0.1982 0.1982 0.1982
0.3 0.2721 0.2723 0.2727 0.2728 0.2728 0.2728
0.4 0.3198 0.3201 0.3206 0.3207 0.3207 0.3207
0.5 0.3363 0.3366 0.3371 0.3372 0.3372 0.3372
0.6 0.3198 0.3201 0.3206 0.3207 0.3207 0.3207
0.7 0.2721 0.2723 0.2727 0.2728 0.2728 0.2728
0.8 0.1977 0.1978 0.1982 0.1982 0.1982 0.1982
0.9 0.1039 0.1040 0.1041 0.1042 0.1042 0.1042

Farkli adim araliklarinda elde edilen sonuglar ile tam ¢6zim arasindaki uyum yukarida

verilen tablolarda net bir sekilde gorulmektedir.

LT
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Sekil 3.1: h=0.1, At=0.01icin ¢c6ziim

Sekil 3.1'de cizilen grafik h = 0.1 icin farkli zaman adimlarindaki yaklagik ¢dzimiin

hareketini gdstermektedir.



3.4 Metodun Kararllik Analizi

Simdi, Fourier kararliik metodunu kullanarak kibik B-spline Collocation Metodunun

kararlihgini aragtiralim.
Un =Up + MA-8)[U7 = (U, )] + 084U ~(U,) 1] =0
denkleminde kibik B-Spline esitlikleri kullanilarak denklem diizenlenirse

(5:: + 45rnn+l + 5:13) - (5:1—1-" 45rnn + 5:1+1)_At (1_3)[5:1—1+ 45; +0,

m+ 1

6 + + +
_F(arnn—l _25:1 + 5:q+1)] +At 9[5:1—11-'_45:1 T+

m+1

6 + + +
—F(d‘“ 120, + 0] =0

m-1

bulunur ve buradan da

o1+ 64t —h—62 GAt)+ I (4+ 40t +:]—226?At )+ o0 (1+ 6At —h—fé?At )
O - (- 0)At+-2 (1-G)At]+ & [4— 4(1- )AL -2 (1- O At ]

m-1 h2 m h2
+3" [1-(1-6)At +h_62 (1-6)At]

esitligi elde edilir. Fourier kararliik yontemi geregince 5:1=f”ei'gmh, i =+-1 esitlikleri
yukaridaki denkleme uygulanirsa

&P feM (1+ O At —h—629At)+£(4+ 46 At +ﬁ—§9m )+ e (1+ O At —h—iem )

=éef™{e[1-(1-9)At +h_62 (1- 6)At]+[4- 4(1-0)At —i—zz (1- 6 At |
+e1 - (1- 6) At +h—62 1-6)At])

bulunur. Burada Sh=a ve €7 =cosa +i sin ve €' =cosa —i sinax esitlikleri kullanilip,

gerekli dizenlemeler yapilirsa;

é[cosa (2+ 29At—i]—§6?At H (4+ @At+ﬁ—226At )]

= cosar [2- 2(1-6 )m+% (6 Nt F [4 4E6 m—i—f 6 M

denklemine ulasllir. Bu denklemde;



A=2cosa + 4

12
B= FAt(l— cos )

C=2At(2+ coxn
esitlikleri kullanihrsa
S(A+BA+CH=A-(1-6)B-(1-6)C (3.12)
elde edilir. Fourier kararlilik metodu geregince ‘E‘ <1 olmas! gerektiginden, bu durumda (3.12)

denklemi icin;

_15\/[A -@-9@+C) _,
[A +(B +C)€]*

o A-A-8B+O) _,
[A+(B +O)8]’

sartina ulasilir. Burada (3.13) icin esitsizligin sol tarafinin dogrulandidi asikardir. Buna gore

(3.13)

[A-(1-6)(B+C))° <[A +§B +C)]* (3.14)
esitsizliginin saglandigi gosterilmelidir. Béylece (3.14) diizenlenirse
-2A(B+C)+ (B+Cy (1- B)< C (3.15)

sartina ulasilir. Burada (B +C)* 2 0, 2AC = 0 ve 2AB = 0 oldugundan (3.15) esitsizliginin

her durumda saglanmasi 1— 20 < 0 olmasina baghdir. 60[0,1] oldugu bilindiginden, bu

durumda Fourier Kkararlilk metoduna gore kiibik B-spline Collocation Metodu GD[E,l]

araliginda iken kararlidir.
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CUBIC B-SPLINE COLLOCATION METHOD

PARAMETER (N =4)
DOUBLE PRECISON AU,BE,F,PIS

DOUBLE PRECISON ALLL,G,G1L,G2G3LAU OU IM M MM
DOUBLE PRECISON YH,TIME,H UN,A0,AN

DIMENSION U (0:N),A(0:N,0:2)F (ON )

DIMENSION ALLL(-1:N+1),BE(=1:N + 1)

DIMENSION G(-1:N+1),G11:N+1)G 26 1N+ 1)G 3¢ IN+ 1
OPEN (10,FILE = TABIAdat 'STATUS = UNKNOWN ')

XB=0

KTIME = 26

TIME =0.01

H=0.25

X = XB

PIS=3.1416

LA=1

M=N/2

DO1 [ =0,N

U (1) = DSIN(PIS* X)

WRITE(10,50X U ()

X =X+H

CONTINUE

X = XB+(M +1)*H
N=M-1
DO 200 | =M + 1N
u()=udn
WRITE(10,50X U ()
X =X+H
n=1-1

FORMAT (IX F 7.2, X F 10.4)

Uo=PIS

UN =-PIS

U@)=0

U(L)=0.7071

u@)=1

U(3)=0.7071

U@)=0
uo=0
UN=0
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A(0,1)= 4.

A(0,2)=-2.

A(N,0)=-2

A(N,1)= 4.

DO2 | =1N-1

A(l,0)=-1.

A(l,1)= 4.

Al,2)=-1.

A(0,0)=0

A(N,2)=0

U()=U(0)+U0*H /3
U(N)=U(N)-UN*H/3

ALLL(0)= A(0,1)

BE(0) =U (0)

DO3 I =1N

ALLL(1) = A(1,1)- A(I,0)*A(I =1,2)/ALLL ( - 1)
BE(1) =U(l)+ A(l,0)*BE(l =1)/ ALLL(I -1)
CONTINUE

G(N) =BE(N)/ALLL(N)

DO4 | =N-1,0-1

G(l) = (BE(I)+ A(l,2)*G(I +1))/ ALLL(l)
CONTINUE

U(0)=U(0)-UO0*H /3.
U(N)=U(N)+UN*H/3.
G(-1)=G(@)-U 0*H /3.
G(N+1)=G(N-1)+UN*H /3.

X =XB

YMAX =-999999

COL=0

DO5 |1 =0,N

YH =G(l -1)+4.*G(1)+G(l +1)
IF(YMAX.GT.ABS(YH -U (1)))GO TO 6

YMAX = ABS(YH -U (1))

COL =COL+ (ABS(YH -U (1))) GOTO 6
WRITE(10,53)X ;T YH

X=X+H

CONTINUE

FORMAT (IX F7.3,X F 124,X F 124X F, 13

DO12 |1 =0,N
DO12 J=0,2
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A(,3)=0
CONTINUE

K=0

T=0

K=K+1

T =T+TIME
A0=0

AN =0

DO32 | =-1N+1
G3(1)=G(l)
CONTINUE

DO 37 KLL=110
Ul=G(-1)+ 4.*G(0)+G (1)

A(0,0)= 1-TIME *(LA**2)*6./ H**2
A0,1)= 4+ 12°TIME *(LA**2)/ H **2
A(0,2)= 1-TIME *(LA**2)*6./ H** 2

A(0,1)= A(0,1)- 4.*A (0,0)
A(0,2)= A(0,2)- A(0,0)
A(0,2)=-A(0,2)
F(0)=U1

UL=G(N-1)+ 4G (N )}+G (N + 1)
A(N,0) = 1.-TIME *(LA**2)*6./ H**2
A(N,1) = 4.+ 12*TIME *(LA**2)/ H**2
A(N,2) = 1.-TIME *(LA**2)*6./ H**2
A(N,1)= AN,1)- 4.*A(N,0

A(N,2)= A(N,2)- AN ,0)
A(N,2)=-A(N,?2)

F(N)=U1

DO7 I =1N-1
Ul=G(l -1+ 4G ( )+G( + 1)
A(l,0) = —(L-TIME *(LA**2)*6./ H**2)
A(l,1) = 4.+ 12*TIME *(LA**2)/ H**2
A(l,2)= —(L.-TIME *(LA**2)*6./ H**2)

F(l)=U1

CONTINUE
DO33 I =-1N+1
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G(1)=G3(l)
CONTINUE

DO34 I1=1N-1
Ul=G(l -1)+4G( )+G( +1)
CONTINUE

A0,1)= A(0,1)- 4.*A (0,0)
A(0,2)= A(0,2)- A (0,0)
A0,2)=-A(0,2)

A(N,1) = A(N,1)- 4.*A(N,2)
A(N,0)= A(N,0)-ANN,2)
A(N,0)=-A(N,0)

F(0) = F (0)- AO*A(0, 0)
F(N)=F(N)-AN* AN, 2)

A(0,0)=0

A(N,2)=0

ALLL(0) = A(0,1)

BE(0) = F (0)

DO8 | =1N

ALLL(1) = A(I,1)= A(l,0)*A(l =1,2)/ALLL ( - 1)
BE(1) = F(I)+A(l,0)* BE(I -1)/ ALLL(I -1)
CONTINUE

GL(N)=BE(N)/ALLL(N)

DO9 |=N-10-1

GL(I)= (BE(1)+A(l,2)*G1(l +1))/ALLL(l)
CONTINUE

G1(-1)= AO- 4.*G1(0)-G 1(1)

GL(N +1)= AN - 4.*GI(N)-G1N - 1)

DO35 | =-1N+1
YH = (GL(1)-G(1))/2
G3(1)=G(l)
G(1)=G(1)+YH

CONTINUE
CONTINUE
X =XB
YMAX =-999999
COL =0.



11

10

55

14

30

DO10 | =0N
YH =G1(I -1+ 4.*G1( )+G1( + 1)
IF(YMAX GT.ABS(YH U (1))) GO TO 11
YMAX = ABS(YH ~U (1))

COL =COL + (ABS(YH -U (1 )))**2* H
WRITE(10,53)X T YH

X =X +H

CONTINUE

FORMAT (2(F 8.5, X ),X F 10.4)

DO14 | =0N
DO14 J=0,2
Al,3)=0

CONTINUE

DO30 I=-1N+1
G3(1)=G1()

CONTINUE

K=K+1
IF(KTIME.EQK)GO TO 27
T =T+TIME

PRINT*, K, T

DO 21 KL=1,10
U0=G(-1)+ 4.*G(0)+G (1)

MM = (GL(-1)- 2*G1(0)+ G1(1))*6/H **2)
A(0,0)= 1~ (LA **2)*TIME*3./(H**2)
A(0,1)= 4+ LA **2)*TIME*6./(H**2)
A0,2)= 1- (LA **2)*TIME*3./(H**2)
A(0,1)= A(0,1)- 4.*A (0,0)

A(0,2)= A(0,2)- A (0,0)

A(0,2)=-A(0,2)

F(0)=U1+ (LA**2)* TIME/ 2.* MM

UN =G(N-1)+4.*G(N)+G(N +1)

MM = (GL(N -1)- 2*GL(N)+G1I(N + 1))*6/H **2)
A(N,0)=1.- (LA**2)* TIME*3./( H**2)

A(N,1) = 4.+ LA**2)* TIME*6./( H**2)
A(N,2)=1.- LA**2)*TIME*3./(H**2)
A(N,1)=A(N,1)- 4.*A(N, 2)
A(N,0)=A(N,0)-ANN,2)

A(N,0)=-A(N,0)

F(N) =U1l+ (LA**2)* TIME/ 2.* MM
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16

17

DO15 I1=1N-1

Uo=G(l -D)+4.*G()+G( +1)

MM = (G1(I —-1)- 2*G1(1 )+ G1( + 1))*6/H **2)
A(l,0)=-(1.— LA**2)*TIME*3./(H**2))
A(l,1) = 4.+ LA**2)*TIME*6./(H**2)
A(l,2)=-1.— LA**2)*TIME*3./( H**2))

F(I) =ULl+ (LA**2)* TIME/ 2.* MM

CONTINUE
DO25 |=-1N+1
GL(1)=G3()
CONTINUE

DO26 | =1N-1

Uuo=G(l -)+4.*G()+G(l +1)

MM = (GL(l -1)- 2*G1(1 )+G1( + 1))*6/H **2)
F(1)=Ul+ (LA**2)* TIME/ 2.* MM

CONTINUE

A0,1)= A(0,1)- 4.*A(0,0)

A(0,2)= A(0,2)- A (0,0
A(0,2)=-A(0,2)

A(N,1) = A(N,1)- 4.*A(N, 2)
A(N,0)= A(N,0)-ANN,2)
A(N,0)=-A(N,0)

F(0) = F (0)- AO*A(0,0)
F(N) = F(N) = AN* A(N,2)

A(0,0)=0
A(N,2)=0
ALLL(0)= A(0,1)

BE(0) = F (0)

DO16 | =1N

ALLL(1) = A(1,1)- A(l,0)*A(l -1,2)/ALLL ( -1)
BE(1) = F(l)+A(l,0)*BE(I 1)/ ALLL(I -1)
CONTINUE

G2(N)=BE(N)/ALLL(N)

DO17 1=N-1,0-1

G2(1)= (BE(1)+ A(l,2)*G2(l +1))/ALLL ()
CONTINUE



G2(-1)= A0~ 4.%G 2(0)-G 2(1)
G2(N+1)= AN - 4.*G2(N)-G 2(N - 1)
DO22 | =-1N
YH =(G2(1)-G1( ))/2.
G3(1)=G1()
GL()=G1( )+ YH

22 CONTINUE

C21  CONTINUE
c IF (K.EQ.500THEN

c WRITE(10,1200K
C1200 FORMAT (X 5)

X =XB

YMAX =-999999
COL=0

D018 I =0,N

YH =G2(1 -1)+ 4.*G2(1 )+ G 2( + 1)
IF(YMAX GT.ABS(YH -U (1))) GO TO 19
YMAX = ABS(YH -U (1))

19  COL =COL + (ABS(YH —U (1)))**2* H

WRITE(L0,53)X T YH

X =X +H
18  CONTINUE
C  ENDIF
53  FORMAT(IX F7.3,X F 7.3,X F 12.5)
DO31 | =-1N+1
G(1)=G1()
GL(1)=G2()
G3(1)=G2()
31  CONTINUE
GO TO 20
27  STOP

END
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