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OZET

TEZIN BASLIGI: POZISYONA BAGLI DIFUZYON KATSAYISI
ICEREN KARSIT AKIMLI SISTEMLERDE DIFUZYON ISLEMININ
MODELLENMESI

YAZAR ADI: YELIZ KOCA

Difiizyon, molekiillerin rastgele hareketleri sonucu herhangi bir sistemin bir
boliimiinden digerine taginmasi olarak tamimlanabilir. Difiizyon islemi, 6zellikle de
katilarda meydana gelen difiizyon islemi, bir ¢cok bilim adami ve arastirmacinin
dikkatini cekmistir. Ciinkii katilarda difiizyon dogada en c¢ok rastlanan taginim

mekanizmalarindan biridir.

Bu tezde, difiizyon katsayisinin pozisyonun bir fonksiyonu oldugu
non-homojen malzemelerde gerceklesen ¢oziinen madde difiizyonunun dinamik
davranisini, nicel olarak tamimlamak amaciyla matematiksel bir model kuruldu ve
¢coOziildi. Modeli ¢ozmek amaciyla 6z fonksiyon acilimi yaklagimi kullanildi.
Sistemin 0z deger ve 6z fonksiyonlar varyasyonel bir metot kullanilarak elde edildi.
Difiizyonun pozisyona baglhliginin, difiizyon isleminin gergeklestigi malzemenin
kalinlig1 ¢ok kiiciik oldugunda ihmal edilebilecegi gosterildi. Matematiksel modeller,

farkli malzeme kalinliklar1 ve farkli difiizyon katsayis1 fonksiyonlari igin ¢oziildii.



SUMMARY

TITLE: MODELING of DIFFUSION PROCESS in COUNTER
CURRENT SYSTEMS WHICH HAVE POSITION DEPENDENT
DIFFUSION COEFFICIENT

AUTHOR: YELIZ KOCA

Diffusion can be defined as random transportation of molecules from one part
of a system to another part. Studying diffusion process especially diffusion in solids
has been atracted many scientists and researhers, because diffusion in solids is one of

the most common transport mechanisms in nature.

In this thesis, a mathematical model was constructed and solved to
quantitatively describe the dynamic behaviour of solute diffusion through
non-homogenous materials where diffusion coefficient is a function of position. The
eigenfunction expansion approach was utilized to solve the model. The eigenvalues
and eigenfunctions of the system were obtained using a variational method. It has
been shown that position dependency of the diffusion can be neglected when the
thickness of the material is relatively small. Mathematical models were solved for

different thicknesses and different diffusion coefficient functions.
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M; : 1 noktasinda ¢6zeltinin ortalama molekiiler agirlig:
Vs Va : A ve B’nin yogun durumdaki hacimleri

Va : Normal kaynama noktasinda ¢6ziinen maddenin (A) molar hacmi
F, : X yoniinde difiizyon akis1

Fyu, Fp : A ve B’nin difiizyon akis1

C : Difiize olan maddenin konsantrasyonu

Cy, Cp : Sirasiyla A ve B’nin konsantrasyonu

Cyy : 1 noktasinda A’nin konsantrasyonu

Cu : Ortalama toplam konsantrasyon (A+B)

(o4 : Coziicii konsantrasyonu

Co : Son ¢oziicii konsantrasyonu

Cs : Yiizey konsantrasyonu

Ci : Ani olarak olciilen konsantrasyon

Ce : Son denge konsantrasyonu

P : Basing

Py, Pg, Pr,,.  : Sirastyla A, B ve tiim gazlarin toplam basinci
Pruy : B’nin ortalama basinci

Py4; : 1 noktasinda A maddesinin basinci

Pio : 2 noktasinda A maddesinin basinci

: Ortalama serbest yol

L : Ol¢iilmiis bir uzunluk

7 : Viskozite

Us : B nin viskozitesi

T : Sicaklik

R : Gaz sabiti

r : Ortalama gozenek yarigapi

Z : A bileseni i¢in ortalama molekiiler hiz
K, : Knudsen sayisi

D : Difiizivite (difiizyon katsayisi)



Dy : Verilen bir difiizyon sistemi i¢in baslangi¢ difiizyon sabiti

Dap : A’nin B icerisindeki difiizivitesi

Da ve Dg : Sirasiyla A ve B’nin self difiizyon katsayilar

D(t) : Zamana bagli potasyum sorbat difiizyon katsayisi

D(x) : Pozisyona bagh ¢oziicii difiizyon katsayisi

D, : Dengedeki ¢oziicii absorbsiyonunda ¢oziinen maddenin (potasyum

sorbat) difiizyon katsayisi

D : Coziicui difiizyon katsayisi

pi : 1 noktasinda ¢6zeltinin ortalama yogunlugu
E, : Aktivasyon enerjisi

XA VE XB : Sirasiyla A ve B’nin mol kesirleri

XAl : 1 noktasinda A’nin mol orani

X : Difiizyonun gerceklestigi alana dik yondeki pozisyon koordinati
t : Zaman

M IM_ : Coziicii absorbsiyon orani

Ay : Ince filmin yiizey alam

bk. : Bakiniz

ark. : Arkadaglart

vb. : Ve benzeri
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1. GIRIS

Difiizyon, molekiillerin rastgele hareketleri sonucu herhangi bir sistemin bir
boliimiinden diger boliimiine rastgele tasinmasi olarak tanimlanabilir. Bir maddenin
difiizyonu gaz, sivi ve kati fazlarin hepsinde de olusabilir. Gazlar i¢in ideal gaz
kanununun gecerli oldugu durumlarda; sicaklik ve basmg etkili parametrelerdir.
Molekiiler kinetik teoriye gore, rastgele hareket (Brown hareketi) eden bir molekiil, d
capl kilcal bir tiip boyunca difiize oldugunda, baska bir molekiile ya da kilcal tiipiin
duvarlarina ¢arpabilir. Molekiil-molekiil ya da molekiil-duvar ¢arpigsmasi kilcal tiipiin
capina ve ortalama serbest yolun uzunluguna (4, bir molekiiliin carpismadan
ilerledigi ortalama mesafe olarak tanimlanir) baghdir. Ortalama serbest yol, kilcal
tiipiin yarigapiyla karsilastirildiginda daha biiyiikse, molekiil-duvar ¢arpismalar1 daha
fazla olur ve bu olay Knudsen difiizyonu olarak bilinir. Eger kilcal tiip ¢ap1 daha
biiyiikse, molekiil diger molekiillerle duvarla oldugundan daha ¢ok carpisacaktir. Bu
durumda, difiizyon molekiiler difiizyon olarak adlandirilir. Ortalama serbest yol ve
kilcal tiip cap1 uzunluklan birbirlerine yakin oldugunda hem molekiil-molekiil hem
de molekiil-duvar ¢arpismalart dnem kazanmir. Bu durumda, gecis ya da kanisik tip

difiizyon olusur.

Swvilar sikistirilamadigindan, basincin etkisi ihmal edilir. Sivilarin difiizyon
hizinda tek etkili parametre sicakliktir. Katilarda difiizyon islemi gaz ve sivilara gore
¢ok daha karmagiktir. Bunun nedeni; difiize olan bir maddenin katinin igerisindeki
gozeneklerde mevcut olan bir sivi ya da gaz icerisinden difiize olmasidir. Ayrica
kristaller, polimerik filmler gibi katilar ve gozenekli katilar, diizensiz gozenek
boyutu dagilimina ve diizensiz gézenek yerlesimine sahiptirler [Francis, 2000]. Kati
icerisindeki gaz, sivi ve kat1 difiizyonu, kati-sivi ekstraksionu, katilarin kurutulmas,
adsorbsiyon ve desorbsiyon islemleri, katalitik reaksiyonlar (kat1 katalizorlerde),
akigkanlarin membranla ayirilmasi ve yiiksek sicakliklarda metallerin islenmesi gibi

kiitle transferi operasyonlarinda dnemlidir [Masaro and Zhu, 1999].

Difiizyon islemlerinden biri olan, gozenekli bir kati icerisinde gerceklesen
difiizyon konusu, bir ¢ok bilim insani ve arastirmacinin ilgisini ¢ekmistir. Ciinkii

katida difiizyon, dogada rastlanan en yaygin tasinim mekanizmasidir. Difiizyon,



diizensiz yapidaki katida ve karsit akiml difiizyon islemi olarak meydana geldiginde

katilardaki difiizyonu degisken bir difiizyon katsayisi ile ¢alismak ¢ok dnemlidir.

Sadikoglu ve ark. (2006), yenilebilir protein filmler boyunca potasyum sorbat
difiizyonunun modellenmesi iizerinde calismislardir. Difiizyon esitligini, analitik
olarak ¢dzmiis ve potasyum sorbat salinim oranini belirlemislerdir. Sonug¢ olarak

deneysel veriler ve teorik degerler arasinda miikemmel bir uyum elde etmisglerdir.

Liu (1994), izotermal bir difiizyon isleminde yiizey emisyon katsayisinin
tiiretilmesi {izerinde ¢alismistir. Degisken difiizyon katsayisina benzer sekilde yiizey
emisyon katsayisinin da konsantrasyona bagli olarak degisen eksponansiyel bir
fonksiyon oldugunu kabul etmistir. Yiizey emisyon katsayis1 ve difiizyon katsayisi,
deneysel sorbsiyon-desorbsiyon egrilerinde yari-zaman metodu kullanilarak
tiretilebilmistir. Liu ve Simpson (1996), ayni sekilde difiizyon katsayisinin
konsantrasyonun eksponansiyel bir fonksiyonu oldugu kapiler gozeneklere sahip

katilarda bir maddenin difiizyonunu analiz etmislerdir.

Brazel ve Peppas (2000), sisen polimerlerde ila¢ salinimi islemini
modellemislerdir. Bu modellemede sisme isleminde Onemli olan bazi boyutsuz
sayilar1 (Deborah sayist ve Sisme sayis1) kullanmis ve ¢oziicli penetrasyonu ile ilag

saliniminin zamana bagli bir modelini gelistirmislerdir.

Abd-el-Malek ve Helal (2006), nonlineer bir 1s1 difiizyonu probleminin
¢Oziimiinde yari-analitik bir yontem kullanmiglardir. Problemin ¢oziimiinde belirli bir
asamaya kadar analitik ¢6ziim yapildiktan sonra elde edilen nonlineer diferansiyel
denklemi numerik metotlarla ¢ozme yoluna gitmislerdir. Yari-analitik yontem ile

numerik yontemin sonuglarinda tutarlilik saptamislardir.

Abd-el-Malek ve ark. (2002), transformasyon grup teorisi metodunu kullanarak

deri benzeri bir membran boyunca bir ilacin diflizyonu iizerinde ¢aligmislardir.



Yamamoto (2001), sivi gidalarda ve polimer ¢ozeltisinde konsantrasyona bagl
difiizivite iizerinde calismis ve difiizyon katsayisi belirlemede basit bir yontem

gelistirmistir.

[slam ve ark. (2003), kuruyan bir maddede sivi halde bulunan suyun
difiizyonunu c¢alismis, neme ve sicakliga bagl efektif kiitle tasinimi ve termal

iletkenlik icin bir s1v1 difiizyonu modeli gelistirmislerdir.

Elbert ve ark. (2001), kiiresel bir kat1 icerisinde degisken difiizyon katsayili

nem difiizyonu i¢in matematiksel bir model tiiretmislerdir.

Difiizyon diger etkenlerin yani sira maddelerin difiizyonunun gerceklestigi
malzemelerin geometrik yapisina da oldukg¢a baghdir. Li ve ark. (2004), bir ¢cok gida
maddesi i¢cin uygun olan eliptik geometriye sahip katilarda difiizyon islemini

modellemiglerdir.

Bu tezde ise, kurutma, membran ayirmalari, kizartma, ila¢ salinimi vb. gibi bir
cok endiistriyel islemlerdeki durumlar i¢in pozisyona bagli difiizyon katsayili karsit

akimli difiizyon problemi i¢in matematiksel bir model gelistirilmistir.



2. DIFUZYON iSLEMININ PRENSIPLERI]

Difiizyon, fiziksel bir etki altinda, tek bir bilesenin karisim
icindeki rastgele hareketi olarak da tanimlanabilir. Difiizyonun baglica sebebi
konsantrasyon farkidir. Konsantrasyon farkindan dolayi, bilesen bu fark:i giderecek
yone dogru hareket eder. Sonunda konsantrasyonlar esit hale gelir. Yiiksek
konsantrasyonlu tarafa, difiize olan madde miktar1 kadar ilave edilir ve diisiik
konsantrasyonlu taraftan da difiize olan miktar kadar madde cikarilir ise, difiizyon

islemi devamli olur ve buna “devamli difiizyon” denir [Mc Cabe-Smith, 1981].

Birbirleriyle ve duvararla garpigmalar = Direng

Bu kisimda daha fazla Bu kisimda daha az
= ?ﬂm potansjye' mﬁ = dm pﬂhn‘l}‘e‘
Yilksek potansiyelden disiik potansiyele dogru

Sekil 2.1., Difiizyon isleminin sematik gosterimi.

Kiitle iletimi, kimyasal dengede olmayan bir sistemde meydana gelir. Kimyasal

dengenin meydana gelebilmesi icin agagida bulunan ti¢ durumun olusmasi gereklidir.

a) Biitiin fazlardaki basincin esit olmasi,
b) Biitiin fazlardaki sicakligin esit olmasi,

c¢) Fazlardaki her bir bilesenin kimyasal potansiyellerinin esit olmasi.



Biitiin fazlardaki basing degerleri esit degilse, bir y1gin hareketi veya akiskan
akimi meydana gelecektir. Benzer bicimde, biitiin fazlardaki sicaklik esit degilse, 1s1
iletimi olay1 meydana gelirken, her bir fazdaki bilesenlerin kimyasal potansiyelinin
esit olmamas1 durumunda ise kiitle taginim1 olacaktir. Boylece akiskan akiminda itici
giic basing farki, 1s1 iletiminde sicaklik farki iken, kiitle taginiminda itici gii¢

kimyasal potansiyel farki ve dolayisiyla konsantrasyon farki olacaktir [Aydin, 1994].

Her ne kadar difiizyonun baglica sebebi konsantrasyon farki ise de, karisimda
bir sicaklik veya basin¢ farkliligi olursa, difiizyon olay1 yine olusacaktir. Toplam
basin¢ tarafindan meydana getirilen difiizyona, “basing difiizyonu”, sicaklik
tarafindan meydana getirilene de “termal difiizyon” denir. Her iki hal de kimya
mithendisliginde az goriiliir. Bir ¢ok islemde konsantrasyon farkindan dolayi kiitle

taginimi olay1 meydana gelir.

Difiizyon sadece sabit bir kat1 veya s1v1 tabakalarindan molekiillerin transferine
dayandirilamaz. Fiziksel karistirmalarda ve tiirbiilent akimlarda da, bir s1v1 icerisinde
konveksiyon ile meydana getirilen 1s1 akisinda oldugu gibi, difiizyon olayr meydana
gelir. Genellikle difiizyon, bir karisim igerisinde hacim akist seklinde olur ve buna

cogunlukla 1s1 akimi da katilir [Mc Cabe-Smith, 1981].

Biitiin kiitle transfer islemlerinde en az bir fazda ve bazen de iki fazda difiizyon
olur. Gaz absorbsiyonunda; ¢dziinen madde, fazlar arasindaki temas yiizeyine dogru
gaz faz1 icerisinde difiize olur. Temas yiizeyinden de sivi faz igerisine gecer.
Rektifikasyonda; diisiik kaynama noktali bilesen, sivi tarafindan temas ylizeyine ve
oradan da buhar fazina difiize olur. Yiiksek kaynama noktali bilesen ise ters yonde
hareket eder ve buhardan siviya gecer. Kati-sivi ekstraksiyonu isleminde; ¢oziinen
madde, kati1 iginden gecer ve siviya difiize olur. Kristallesmede; ¢6ziinen madde, ana
sividan kristale difiize olur ve kati1 yiizeyler iizerine ¢oker. Kurutma isleminde ise;
siv1 haldeki su, kat1 icinden katinin yiizeyine dogru difiize olur, buharlasir, gaz fazina
karisir. Buharlasma bolgesi, ya kati icinde ya da kati yiizeyindedir
[Mc Cabe-Smith, 1981].



2.1. Gaz, Siv1 ve Katilarda Difiizyon Olay1

Difiizyon (yaymmma), atom veya molekiill bazinda kiitle tasimim islemidir.
Gazlarda ve sivilarda her bir molekiill veya atomun rastgele hareketleri,
konsantrasyon farklarinin oldukg¢a ¢abuk yok olmasina neden olur. Katilarda ise
durum biraz daha farklidir. Atomlar, kendi pozisyonlarinda salinim halindedirler.
Ismnin etkisi ile iki atom yer degistirebilir veya bir atom iki komsu atom arasindaki
acikliktan bir ¢atlak pozisyonuna veya bos bir pozisyona dogru ge¢mek icin baski
yapabilir. Bu yolla, yeni bir atomun hareketi ile yeni bir bos pozisyon ag¢iga cikar.

Boylece molekiil veya atomlar siirekli hareket eder ve yayimnirlar [Aydin, 1994].
2.1.1. Gazlarda Difiizyon

A ve B gazlan birbiri igerisinde yayindiklarinda A'nin B igindeki yayinma
akim yogunlugu B'nin A i¢indeki yayinma akim yogunlugunun ters isaretlisine esit

olacaktir.

aC aC
F,=-F, :—DAB[ axAj:DAB( axBj (2.1)

Konsantrasyon, birim hacimdeki mol sayis1 ile ifade edilmektedir ve kismi

basing ile iliskisi:

C,=— (2.2)

T? (2.3)



seklinde yazilabilir. Burada K,, sicaklik ve basingtan bagimsiz bir sabittir. Bazi

gazlar i¢in hesaplanmis difiizyon katsayilart EK 7°de verilmistir.

PTUP_ = P, + P, olduguna gore esitlik (2.2) ve esitlik (2.3), esitlik (2.1) ile
birlestirilirse:
-K i( OP
Fy=—Fy=—2T" . (2.4)
RPT()p. a'x
esitligi elde edilir.

Gazlarin bilesimi genellikle kismi basing ile ifade edildiginden yukaridaki
esitlik oldukca kullamighdir. Esitlik (2.4)’te goriildiigii gibi gazlardaki difiizyon hizi
kismi basingla ve sicaklikla bagintilidir. Gazlarin yayinma aktivasyon enerjisi, kati

ve sivilara gore oldukea diisiiktiir.

K,; gazin ozellikleri ile ilgili bir sabittir ve ampirik olarak asagidaki gibi

bulunmustur:
© 0.0043 ( 1,1 }
BT (2.5)
Vv [ M My

My, Mp: A ve B’nin molar agirliklar

V4, Vp: A ve B’nin yogun durumdaki hacimleri
F4, Fp: A ve B’nin difiizyon akim yogunluklari
Cy4, Cp: A ve B’nin konsantrasyonu

Py, Pp, Pr,,: Sirastyla A gazi, B gazi ve tiim gazlarin toplam basing degerleri

2.1.1.1. Gozenekli Ortam icinde Gaz Difiizyonu

Gazlarin gozenekli bir ortam icerisindeki difiizyonunda, genellikle gézenek

caplar1 oldukg¢a kiigiiktiir. Kiiciik gozeneklerden gaz difiizyonuna, en ¢ok gazin



reaksiyona girmesi amaciyla bir katalizor yilizeyindeki kiiciik gbzeneklerden difiize
olmas1 olayinda ve gidalarin dondurularak kurutulmasi isleminde, gaz halindeki
suyun kati durumdaki gidada bulunan c¢ok ince gozeneklerden difiize olmasi
durumunda rastlanir. Ayrica gozenekli ortam icinde gaz yaymimi, cevherlerin
indirgenmesi, kavrulmasi, toz metaliirjisi ile iiretilen parcalardan gaz giderme gibi

konularda da 6nemlidir.

Gozenekler ¢ok kiigiikk oldugundan, gazlarin difiizyonu gozenek c¢aplarinin
boyutlarina baglidir. Bir gaz molekiiliiniin baska bir molekiile carpip bir mesafe
katettikten sonra diger bir molekiile ¢arpmasi olayinda katettigi mesafe ortalama

serbest yol (1) olarak isimlendirilir.

il ndl Bkt (2.6)

: Ortalama serbest yol
: Viskozite

: Basing

: Sicaklik

: Molekiiler agirlik

> T N v R o>

: Gaz sabiti

Bu esitlikte goriildiigii gibi diisiik basing cok yiiksek bir serbest yol olugmasina
neden olur. Sayet gozenek capr molekiillerin serbest yol uzunluguna gore biiyiikse
yukarida gazlar i¢in anlatilan yaymmma mekanizmasi gegerlidir. Degilse, Knudsen

yayinimi mekanizmasi s6z konusudur.

a) Knudsen difiizyonu

Knudsen difiizyonu, ¢oziinen ve ¢oziiciiler yerine bunlari iceren kabin boyutlari
ile difiizivitenin belirlendigi bir difiizyon mekanizmasi tiiriidiir. Genellikle kiiciik
boyutlu kaplarin bir kombinasyonunda ya da ¢ok diisiik basin¢larda uygulanabilir.
Bir molekiiliin serbest yolu, cevresindeki molekiillerle (c¢oziicii molekiilleri)

sinirlanmaz. Bunun yerine icerisinde bulundugu kabin duvarlariyla sinirlanir.



a)

d A>d

b)

Pa; Py

Sekil 2.2., Kiiciik kapiler tiipte gaz difiizyonu tipleri: a) Knudsen gaz difiizyonu, b)
Molekiiler ya da Fickian gaz difiizyonu, c) Gegis gaz difiizyonu.

Sekil 2.2.a’da ¢ap1 d olan bir kapiler tiipte, kismi basinci P4; olan A gazi
molekiilleri difiize olmaktadir. Toplam basin¢ P olup kapilerin her tarafinda sabittir.
Ortalama serbest yol (1), d capina gore oldukca biiyiiktiir. Bunun sonucunda
molekiiliin duvarla ¢arpisma olasiligi daha yiiksektir ve molekiil-duvar ¢arpismalari

onem kazanir. Knudsen difiizivitesi toplam basinctan (P) bagimsizdir ve asagidaki

gibi hesaplanabilir:
2 -
D, :§rvA 2.7)

Dxa : Difiizivite

r : Ortalama gozenek yaricapi

Z : A bileseni i¢in ortalama molekiiler hiz

Z "y1 bulmak i¢in gazlarin kinetik teorisi kullanildiginda, (2.7) esitligi asagidaki gibi

olur:



1
- 2
Dy, =97.0r (LJ
MA

My : A gazinin molekiil agirhigi

T : Sicaklik

Bir gozenekteki Knudsen difiizyonu esitligi asagidaki gibidir:

o __p dC.__Dy dp,
4 K dz RT dz

7;=0, Ps=Py;

22=L, Py=Py;

sinirlarinda integre edildiginde;

— DKAP

A=

D
RTL (X = X45) :R_YK;J(PAI —-P,,)

10

(2.8)

(2.9)

(2.10)

A bileseni, B bileseni ile degil de duvarlarla carpisma gerceklestirdigi icin difiizyonu

B bileseninden tamamen bagimsizdir. Yukaridaki (2.10) esitligi aym sekilde B

bileseni icin de yazilabilir.

Knudsen sayisi boyutsuz bir say1 olup, molekiiler ortalama serbest yolun

fiziksel olarak Ol¢iilmiis bir uzunluga oram olarak tanimlanabilir.

K" = i
L
K, : Knudsen sayis1
A : Ortalama serbest yol

L : Olciilmiis bir uzunluk

@2.11)
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Burada K, >10 olur. Knudsen difiizyon denklemi yaklasitk %10 hata verir
[Geankoplis, 1983]. K, sayist biiylidiikce difiizyon, Knudsen difiizyonu tipine

yaklasir ve daha az hata orani verir.
b) Molekiiler difiizyon ya da Fickian difiizyon

Sekil 2.2.b’de gosterildigi gibi ortalama serbest yol, gbzenegin capindan daha
kiigiik (A<d) olmakla birlikte buna bagh olarak K, <1/100 olur ve molekiil-molekiil
carpismalart daha baskindir. Knudsen difiizyonunun tersine, Knudsen sayisi

azaldikca molekiiler difiizyonda hata oranmi da azalir. Molekiiler difiizyon denkligi;

D, P dx
FA:—ﬁd—ZA+xA(FA+FB) (2.12)

olarak ifade edilir. Eger difiizyon esitmolarsa, F, =—F, dir ve (2.12) esitligi I. Fick
Kanunu esitligini verir. Fickian difiizyondan ileride daha genis bir sekilde

bahsedilecektir.
¢) Gegis difiizyonu

Bu difiizyon tiirinde, ortalama serbest yol ve gozenek capi birbirlerine gore
yakin degerlere sahiplerdir. Bu nedenle her iki tiir ¢carpisma da (molekiil-molekiil ve
molekiil-duvar carpismalari) difiizyon isleminde etkindir (Sekil 2.2.c). Kapiler
icerisinde gecis bolgesi difiizyonu esitligi elde etmek amaciyla Knudsen difiizyonu
ve Fickian difiizyonundaki carpismalardan dolayr meydana gelen momentum

kayiplar da eklenerek gecis bolgesi difiizyon denkligi asagidaki gibi elde edilir:

F,=-Dal dy (2.13)
RT dz
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Burada,

D, = ! (2.14)
* (1-ax,)/D,, +1/D,, '
ve af:l+£ (2.15)

FA
olmak tizere L kalinlig1 boyunca integre edildiginde;
F, = D,,P lnl—axA2+DAB/DKA (2.16)

" aRTL 1-ax, +D,, /Dy,

seklindeki gecis bolgesi difiizyonu esitligi elde edilir. Bu esitlik, diisiik basingta
Knudsen esitligine, yiiksek basingta ise molekiiler difiizyon esitligine doniisiir.

Benzer sekilde B bileseni icin de yazilabilir [Geankoplis, 1983].
2.1.2. Sivilarda Difiizyon

Basta s1vi-s1v1 ekstraksiyonu ya da ¢oziicii ekstraksiyonu, gaz absorbsiyonu ve
distilasyon olmak iizere sivilarda ¢6ziinen maddelerin difiizyonu bir ¢ok endiistriyel
islemde ¢ok Onemlidir. Endiistriyel faaliyetler disinda dogada da ¢ogu durumda
sivilarda difiizyon olaylan gerceklesir. Goller ve nehirlerin oksijenasyonu, kanda
cesitli tuzlarin difiizyonu ya da tat alma sirasinda cesitli besinlerin tiikiiriikte

¢oziinerek difiize olmasi bunlardan birkagidir.

S1v1 molekiilleri, yapilari itibari ile daha diisiik enerjiye sahip olmalar1 ve daha
yogun olmalar1 nedeni ile cok daha yavas difiize olmaktadirlar. Ikili gaz
sistemlerinde 1 atm basing altinda ve oda sicakliginda 0.5 cm?/sn mertebelerinde olan
difizyon katsayis1 aym sartlarda ikili sivi sistemlerinde 0.5x10” cm?sn
mertebelerinde olmaktadir [Mc Cabe-Smith, 1981]. Bir sividaki molekiiller, gazlarda
oldugundan daha fazla birbirlerine yakindirlar. Bu nedenle siv1 i¢erisinde bulunan A

molekiilleri aym sivi igerisinde bulunan B molekiilleriyle gazdakine oranla daha
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fazla carpisacaktir. Bu durum da difiizyonun daha yavas gerceklesmesine neden

olacaktir.
S1v1 molekiillerin davranist hakkindaki bilgiler ikili gaz sistemlerinden daha az
oldugu icin bu sistemlerde difiizyon katsayisini teorik yollardan hesaplama islemi

gaz sistemlerden daha az basarili olmaktadir.

Gazlarda difiizyon esitligine benzer sekilde sivilarda da bir difiizyon esitligi

yazilacak olursa;

2.1.2.1. Esitmolar, Karsit Akimh Difiizyon

Yatiskin halde, F, =—F; oldugunda,

F = DAB(CAI_CAZ) _ DABCav (xAl _xAz) (2.17)

AT - .
(Zz Zl) (ZZ_ZI)

Fy : A’nin akisi

Dap  : A’nin B icerisindeki difiizivitesi

Ca;  : 1 noktasinda A’nin konsantrasyonu

XAz : 1 noktasinda A’nin mol orani

c =|L| =| Ly P (2.18)

M av Ml M2

seklinde bir esitlik yazilabilir.

C,  : Ortalama toplam konsantrasyon (A+B)
M; : 1 noktasinda ¢6zeltinin ortalama molekiiler agirhig

DI : 1 noktasinda ¢6zeltinin ortalama yogunlugu

Bu esitliklerde ortalama degerler kullanilmakla birlikte, esitmolar karsit akimli

difiizyon islemi, sivilarda fazla sik rastlanmayan bir durumdur.



14

2.1.2.2. Coziinen A Maddesinin Sabit B Maddesine Difiizyonu

Sivilarda difiizyon olayinda en 6nemli durum, ¢oziinen bir A maddesinin sabit
ve ¢oziinmeyen bir B maddesi icerisinde yaymimidir. Ornegin bir propiyonik asit su
karisimi toluenle bir araya getirildiginde, propiyonik asit konsantrasyon farkindan
dolay1 once suyun igerisinden ilerleyerek iki ayr1 sivinin simirina dogru yol alacak,
daha sonra toluene difiize olacaktir. Burada propiyonik asit A maddesi, su B maddesi
olarak degerlendirilebilir. Bu tiir islemlere endiistride sik¢a rastlanir. Bu durum

matematiksel olarak asagidaki gibi ifade edilebilir:

D, P

F, = P, -P (2.19)
A RT(ZZ_ZI)PB ( Al AZ)
P : Toplam basing
Pgy : B’nin ortalama basinci
Py4; : 1 noktasinda A maddesinin basinci
Py : 2 noktasinda A maddesinin basinci
R : Gaz sabiti
T : Sicaklik
P, = B = iy Fu =P (2.20)
In PB2 /PB1 1n[ -P,)/(P-P,)]
konsantrasyona bagl olarak yazilir ise;
C,=P/RT, C, =P, /RT ve xy, =P, /P degerleri yerine koyuldugunda,
D,.C
F,=—22  (x, —x,,) (2.21)
(Zz 3 ) XM

esitligi ortaya ¢ikar.
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Sivilarda difiizyon konusunda gelistirilmis baz1 teoriler ve difiizyon katsayisini
hesaplamak amaciyla gelistirilmis amprik bagintilar mevcuttur. Sivilarda difiizyon
katsayist sicaklikla iliskili olmakla birlikte genellikle deneysel olarak belirlenir.
Stokes-Einstein denklemi, c¢ok biiyiilk kiiresel bir A molekiiliiniin, kiiciik
molekiillerden olusan sivi B maddesi icerisinde yaymimi igin gelistirilen ilk
teorilerden biridir. Stokes Kanunu, hareket halinde bulunan ¢oziinen madde
molekiilii iizerindeki siiriiklenmeyi tanimlar. Burada biitiin molekiillerin kiibik bir
kafeste birbirine benzer oldugu kabul edilir ve molekiiler yaricaplar molekiiler hacim

cinsinden ifade edilir.

D, = 9.96x19‘16T (2.22)
MY

Dsp  : A’nin B icerisinde yayinma katsayisi

T : Sicaklik

7 : Cozeltinin viskozitesi

Va : Normal kaynama noktasinda ¢6ziinen maddenin (A) molar hacmi

Bu esitlik 1000 kg/kg-mol ya da daha fazla molekiil agirhigina sahip cok biiyiik
anhidrate ¢6ziinen madde molekiilleri ya da sulu ¢ozeltide V4 degeri 0.500 m3kg mol
olan ¢oziinen maddeler i¢in oldukca iyi sonuglar verir. Ancak daha kii¢iik molar
hacimler icin (2.22) esitligi kullanmishh degildir. Bunun yerine Wilke-Chang

korelasyonu denilen ve daha genel olarak kullanilabilen bir esitlik mevcuttur.

D,, =1.173x10" (pMB)} — (2.23)
5V,

Mp : B ¢oziiciisiiniin molekiiler agirlig

Us : B’nin viskozitesi

Va : Normal kaynama noktasinda ¢6ziinen maddenin (A) molar hacmi

o : Birlestirme parametresi (su i¢in: 2.6, metanol i¢in: 1.9, etanol i¢in: 1.5,

benzen i¢in: 1.0, eter icin: 1.0 ve diger coziiciiler icin: 1.0 dir) [Geankoplis,

1983].
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V4 degeri 0.500 m¥kg mol’lin iizerinde oldugu durumlarda difiizyon katsayisi
hesaplamalarinda (2.22) esitliginin kullanilmas1 daha dogru sonuglar vermektedir.
Baz1 s1vi maddeler icin normal kaynama noktalarindaki atomik hacimleri ve molar
hacimleri EK 6’da ve baz1 seyreltik ¢ozeltiler icin saptanmis difiizyon katsayilar1 EK

8’de verilmistir.

2.1.3. Katilarda Difiizyon

Katilarda kafes yapis1 hakkinda giivenilir bilgiler elde edildiginden, yayinma
mekanizmalarn daha iyi anlagilabilmistir. Bir katinin kafesinde hareket eden bir
atomun karsilastig1 kinetik engel, bir sivi veya bir gaz icinde hareket eden atomun

karsilastig1 engelden daha biiyiiktiir.

Katilarda difiizyon olustugu yer agisindan ii¢ grupta toplanabilir:

o Hacim difiizyonu
o Tane simin difiizyonu
. Yiizey diftizyonu

2.1.3.1. Hacim Difiizyonu

Hacimsel difiizyonda, atomlar kafeste indislenmis bulunduklar1 kése noktalari,
hacim veya ylizey merkezlerinden ayrilip, baska noktalara yayinmalari i¢cin kopma
enerjisi ve hareket enerjisine ihtiyac¢ duyarlar. Difiizyon hiz1 oldukga diisiiktiir. Bu tiir
yaymma Ozellikle yayman atomun c¢apmin kiiciik olmast halinde gerceklesir.

Hacimsel difiizyon dort sekilde meydana gelir:
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1. Oz yaymma:

O O O O

«—O0

O O O O
O O OTO

Sekil 2.3., Oz yaymma olayinmn sematik gosterimi

Sekil 2.3.’te de goriildiigii gibi indislenebilir noktalarda olmayan atomlar
dislokasyonlara dogru difiize olur. Bu da dislokasyonlarin yiiksek enerjili

olmalarindan kaynaklanir.

2, Kafes koridorlarinda yayinma

o—

Sekil 2.4., Coziinmiis ara yer atomlarinin kafes koridorlarinda yaymmasi olayinin
sematik gosterimi.

Herhangi bir kafes kose noktasi, hacim merkezi ya da yiizey merkezine baglh
olmayan ¢oziinmiis arayer atomlari, kat1 icinde homojen dagilana kadar yaymnirlar.
Bunlarin yaymmasi i¢in sadece hareket enerjisine ihtiyaclar1 vardir. Bu nedenle bu
yaymma tipi diisiik sicakliklarda bile cok kolay gerceklesir. Konsantrasyon farki

ortadan kalktig1 anda yayinma tamamlanir.
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3. Cevresel yayinma
o O
o
[ O

O o O O

Sekil 2.5., Cevresel yayinma olayinin sematik gosterimi.

Cevresel yayinmada, kafesin indislerle adreslenebilir noktalarinda bag
kuvvetleriyle bagli bulunan atomlar, aralarinda ii¢lii ya da dortlii olarak karsilikli yer
degistirirler. Bu tiir bir yaymmma icin gerekli olan enerji yiiksektir. Ciinkii atomlar

hem kopma hem de hareket enerjisine ihtiya¢ duyarlar.

4. Bosluklarin yaymmasi

O «—@© O
l O —@©0
O o O
l oO—— O

Sekil 2.6., Bosluklarin yayinmasi olayiin sematik gosterimi.

Bosluklarin  yayinmasinda ise her atom komsu bosluga sicrayarak
konsantrasyon farkini ortadan kaldirmaya meyillidir. Bir atomun ¢evresinde ne kadar
cok bosluk varsa yayinmasi o kadar kolay olur ve yaymma cok kisa zamanda
tamamlanir. Kafes icindeki bosluga yayinma malzeme icinde bulunan aym tip
atomlar i¢in gecerli oldugu gibi (self difiizyon) farkli tiirden atomlarin difiizyonu da
miimkiindiir. Yerlerinden ayrilarak cevrelerindeki herhangi bir bosluga difiize olan

atomlar kendi kafes noktalarinda atom boslugu meydana getirmis olurlar. Bu
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durumda bu bosluga da komsu olan diger atomlardan biri yerlesir. Difiizyon devam

ettigi siirece bu bosluk olusumu devam eder.

2.1.3.2. Tane Simin Difiizyonu

Atomlar malzeme icinde tane sinirlar1 olarak bilinen ara yiizler boyunca da
difiize olurlar. Malzemelerin diger bolgelerine gore atomik seviyede hatali birer
bolge olduklart i¢in, yayinma tane smirlart boyunca kolaydir. Bu bolgelerde, hareket
halindeki atomlarin etraflarindaki atomlar1 kolay sikistirabilmelerinden dolay1 tane

sinir1 difiizyonunun aktivasyon enerjisi diisiiktiir [Aydin, 1994].

2.1.3.3. Yiizey Difiizyonu

Yiizey difiizyonu, katilarda meydana gelen diger difiizyon tiirlerine gbre en
kolay olamidir. Genellikle toz metaliirjisinde goriiliir. Malzeme yiizeylerinde atomsal
doluluk ve koordinasyon sayist diisiik oldugu i¢in, bu bolgelerde aktivasyon enerjisi
diisiik ve difiizyon katsayilar yiliksek olur. Diger difiizyon tiplerine gére daha kolay
olmasi aktivasyon enerjisinin ¢ok daha diisiik olmasindan kaynaklanir [Aydin, 1994].
Hacim difiizyonunda bahsedilen yayinma tipleri yiizey difiizyonunda da gerceklesir
ancak yiizey difiizyonunda malzemenin kafes yapisinda meydana gelen bozulmalar,

olay yiizeyde gerceklestigi icin ¢ok daha azdir [Plawsky, 2001].

Katilarda difiizyon hizlarinin hesaplanmasinda I. ve II. Fick Kanunlar

kullanilabilir. Bu {i¢ tiir difiizyonun aktivasyon enerjileri karsilastirilirsa:

E hacim dif> E tane sinirt dif. >FE yiizey dif.

Difiizyon katsayilar1 ise;

D yiizey a’if-> D tane sinirt dif. >D hacim dif.

seklinde olacaktir [Aydin, 1994].
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Katilarda difiizyon katsayisinin sicakliga bagliligr sivilardaki gibidir;

“E,
D= Doe( K ) (2.24)
D : Diflizyon katsayis1

Dy : Verilen bir difiizyon sistemi i¢in baglangi¢ difiizyon katsayisi

E, : Aktivasyon enerjisi

R : Gaz sabiti

T : Sicaklik

Esitlik (2.24)’e gore, sicaklik arttikga difiizyon katsayisi artarken, aktivasyon
enerjisi arttikga difiizyon katsayisi azalir. Sicaklifin artmasi sonucu saglanan 1s1l
enerji, atomlarin aktivasyon enerjisi bariyerlerini yenerek yeni kafes noktalarina
hareketini saglar. Diisiik sicakliklarda (genellikle ergime sicakliklarinin altinda),
difiizyon hiz1 ¢ok diisilk ve onemsizdir. Bu nedenle kati maddelerin (metaller ve
seramikler gibi) endiistriyel islemleri, atomlarin kolay ve hizli hareket ederek
meydana getirmeleri istenen reaksiyonlari tamamlayip dengeye ulasacaklar1 yiliksek
sicakliklarda yapilir [Kerti, 2003]. (2.24) esitligi icin bazi baslangi¢ difiizyon

katsayilan ve aktivasyon enerjileri Tablo 2.1.”de verilmistir.

Tablo 2.1., Katilarda difiizyon isleminde, bazi 6nemli difiizyon sistemleri igin
baslangi¢ difiizyon katsayilar1 ve aktivasyon enerjileri [Bennet and Myers, 1982].

Sistem D, cm?/sn E,, cal/g atom
Pb'de Bi 7.7x107 18600
Pb'de Hg 3.6x10" 19000
Au'da Cu 5.8x10™ 27400
Au'da Sb 5.3x107 21700
Cu'da Al 1.2x107 37500
Cu'da Zn 8x107 38000
Cu'da Cd 3.5x10” 8200

Eger A ve B yayinma ciftlerinden olusan ikili yayinma cifti yan yana getirilirse
ve bu ciftlerin yayinma katsayilar1 birbirinden farkli ise, bu fark ara yiizeyin
degismesine neden olacaktir. Au ve Ni telleri tam ortadan kaynaklanip kaynak dikisi

isaretlenmistir. Teller 900°C’de tavlandiktan sonra kaynak dikisinin kaydigi
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goriilmiigtiir. Au'nin Ni’de yayinma katsayisi, Ni'in Au'da yayinma katsayisindan
biiyiiktiir. Bu olaya “Kirkendall etkisi” adi verilir. Bir difiizyon ciftinde diftizyon
katsayisi (D),

D=x,D,+x,D, (2.25)
XA VE Xp : Sirasiyla A ve B’nin mol kesirleri
D4 ve Dg : Sirasiyla A ve B’nin self difiizyon katsayilar

bagintis1 ile ifade edilir [Aydin, 1994].
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3. DIFUZYON TEORIiSi VE MATEMATIKSEL
IFADESI

3.1. Difiizyon ve Is1 Tasimmminin Karsilastirilmasi

Difiizyon ve 1s1 tasimmu arasinda bir benzerlik mevcuttur. Her ikisinde de
akimin sebebi farkliliktir. Is1 tasiniminda bu isi yapan siiriikklenme kuvveti, sicaklik
farkidir. Difiizyonda ise konsantrasyon farkidir. Her ikisinde de akim miktar bu fark
ile orantilidir. Bu benzerlik daha ileriye gotiirillemez. Ciinkil 1s1 bir madde degildir
ve bir enerjiden ibarettir. Is1, bir noktadan digerine aktig1 zaman geride bir bosluk
birakamaz ve ayni zamanda yeni yerde de bir bosluga ihtiya¢ duymaz. Difiizyon ise
bir maddenin fiziksel olarak belirli bir hizla akmasidir. Difiize olan madde geride bir
bosluk birakir ve yeni yerde de bir bosluga ihtiya¢ duyar. Difiizyonda maddenin

akmasi 151 transferinde olmayan ti¢ giicliik meydana getirir:

1- Bir fazdaki biitiin bilesenler goz oniine alinmahdir. Ikili karisimda A ve B
bilesenleri diisiiniilmeli, hatta sadece A’min difiizyonu diisiiniilse bile bu
boyle olmalidir. Difiizyon yoniinde biitiin fazlar hareket edebilirler. Net
hareket eden miktar, bilesenlerin ayr1 ayr1 hareket eden miktarlar1 toplamina

esittir.

2- Eger temas yiizeyine dik yonde madde akimi sifir degilse, fazin kiitlesi ya
azalir, ya da artar. Diger bir fazin kiitlesi, her iki fazdaki toplam kiitleyi sabit

tutmak icin degisir. Isinin ise bir kiitlesi yoktur.

3- Madde hareket halinde oldugundan, akan miktarlar ve akim hizlar1 yatiskin
hale gore hesaplanmalidir. Miktarlarin hesaplanmasinda 6nce bu durum

belirlenmelidir [Mc Cabe-Smith, 1981].
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3.1.1. 1. Fick Kanunu

[letkenlik ve 1s1 taginimi rastgele molekiiler hareketlere baghdir. Bu difiizyon
islemiyle benzerdir. Bunu ilk fark eden Adolf Fick olmustur (1855). Daha once
Fourier’in 1s1 iletimi i¢in gelistirdigi matematiksel ifadeyi (1822) difiizyon isleminde
de kullanmistir. Bu durumda izotropik maddelerin difilizyonunun matematiksel
teorisi, birim alandan gecen madde hizimin bu alanin normali y&niindeki
konsantrasyon degisimiyle dogru orantili oldugu hipotezine dayanmaktadir
[Mc Cabe-Smith, 1981]. Fick'in birinci kanunu yatigkin hal difiizyonu icin, yani
zamanla difiizyon birimleri arasinda konsantrasyon degisimi olmadigi durumlarda

kullanilir [Crank, 1975].

I. Fick Kanunu kararli durumlar icin uygulanir. Kararli duruma ulagildiginda
difiizyon mesafesi boyunca, her noktada aki yogunlugu sabittir ve zaman veya
mesafeden bagimsizdir. Bu durum Sekil 3.1'de gosterilmistir. Sekilden goriildiigii
gibi bir borunun icine yerlestirilmis gecirgen bir diyaframdan gaz gecisi olmaktadir.
Sayet diyaframin her iki tarafinda da basinglar sabit tutulursa (P basincin saglayacak
sekilde gaz temin edilirse ve Py basincimi saglayacak sekilde gaz cikisi saglanirsa)

P>Py yani C;>Cy oldugundan kararli durumda diyaframdaki konsantrasyon gradyani

sabit olur ve

Ci, Pl

i, Pl o=

mesafe
gegirgen olmayan duvarlar  gegirgen diyafram

Sekil 3.1., Kararli durum i¢in I. Fick Kanunu’nun uygulanmasi (Sabit D).

dc _ac _(G,-G)
dx Ax Ax

(3.1)
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seklini alir. Bu durumda belirli bir sicaklikta ve sabit D icin I. Fick Kanunu asagidaki

gibi gosterilir [Aydin, 1994]:

F=-D (a_cj (3.2)
ox

F : Birim alandaki transfer hizi
C : Difiize olan maddenin konsantrasyonu
x : Alana dik yondeki pozisyon koordinati

D : Difiizyon katsayis1

Fick’in difiizyon kanunlan, difiizyonu tamimlar ve difiizyon katsayisini (D)
¢6zmek amaciyla kullanilabilir [Crank, 1975]. Seyreltik cozeltiler i¢in difiizyon
katsayis1 (D) sabit alinabilir ancak polimerler gibi yiliksek yogunluklu maddelerde
difiizyon cok belirgin bir sekilde konsantrasyona baghdir [Mc Cabe-Smith, 1981].
Seyreltik, sulu ¢ozeltilerde cogu iyonlarin difiizyon katsayis1 hemen hemen aynmidir
ve oda sicakliginda 0.5x10” - 5x10° m?%sn araliginda degisirlerken, gazlarin
difiizyonunda difiizyon katsayilar sivilardaki difiizyon katsayilarina oranla ¢ok daha
yiiksek olup, 10*-10° m%sn civarindadirlar [Geankoplis, 1983]. Biyolojik molekiiller
icin difiizyon katsayist normal sartlarda 10" - 10" m%sn araligindadir

[Mc Cabe-Smith, 1981].

Iki ya da daha fazla boyutlarda, \% operatoril (birincil tiirevi belirten del ya da

gradyant operatorii) kullanilir. Bu durumda asagidaki esitlik elde edilir :
F=-DVC (3.3)

Eger F (difiize olan madde akis1) ve C (konsantrasyon) aym kiitlesel birimle
ifade edilirlerse, gram ya da gram-molekiil gibi, (3.2) esitliginden de anlasilacag: gibi
D bu birimden bagimsizdir ve birimi uzunluk?/zaman’dir. Difiizyon islemi sirasinda
yiikksek potansiyele sahip bolgede konsantrasyon giderek azaldigindan, degisimi

negatif yondedir. Bu nedenle (3.2) denkleminde eksi (-) isareti bulunur.
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(3.2) denklemi sadece izotropik ortam (yapist ve difiizyon 6zellikleri her yerde aym

olan ortam) i¢in gecerlidir.

Kiitle taginimi isleminde, difiize olan madde ayn1 ortama tekrar saglanamiyorsa
veya giderilme yapilamiyorsa, konsantrasyon zamanla degisecektir. Bu duruma,
birinci durumdan daha sik rastlanir ve kararsiz hal difiizyonu olarak adlandirilir.

Kararsiz hal difiizyonu II. Fick Kanunu ile a¢iklanir.

3.1.2. I1I. Fick Kanunu

II. Fick Kanunu, yatigkin olmayan ya da diger bir ifadeyle zamana bagli olarak
durumu degisen difiizyonlarda kullanilir. Difilizyon hacminde, konsantrasyon

zamanla degisir [Crank, 1975].

Izotropik ortamda;

Izotropik bir ortamdaki temel difiizyon denklemi (3.2) esitliginden tiiretilmistir.
Koordinat eksenleri (x, y ve z) boyunca, boyutlar 2dx, 2dy ve 2dz olan bir hacim ele
alindiginda, Sekil (3.2)’deki gibi bir kontrol hacminde yayman madde, hacim
birimine ABCD yiizeyinden girerek x - dx boyunca ilerler. Bu yondeki difiizyon

hiz1:

4dydz (FX _9E, dxj (3.4)
ox

ile ifade edilir.

F_: x yoniindeki madde akis1
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C Cf
Zd;,f
D” D
_
4yt (- T 0 e (b + & gy

E
o |

Sekil 3.2., Kontrol hacmi.

Bu durumda ABCD ve A’B’C’D’ olmak iizere iki yiizeyde meydana gelen x

yoniindeki difiizyon hiz;

3.5
o (3.5
olur. Ayni sonug y ve z eksenleri boyunca da elde edilir;
oF, (3.6)
) ve .
dy
—8dxdydz ai 3.7
0z

Ayrica birim hacim igerisinde maddenin igeri difiize olmasi sonucu, igerideki

konsantrasyonda artisa neden olan difiizyon hizi,

8dxdydz aa—f (3.8)

seklinde yazilabilir. Boylece kiitlenin korunumu denkliginden;
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8dxdydz [

oC oF OF, OF,
R A AR
ot ox Jdy 0oz

oF
a—C+ oF, +—+ oF |- 0 (3.9)
ot ox dy Oz

elde edilir.

Eger difiizyon katsayisi sabitse, esitlik (3.2) ve (3.3) birlikte yazilarak;

oC 0°C 9°C 0o°C
% _ _pl- _ _
ot o> 9y’ 97

2 2 2
8C_D{8C 9°C acj

—= + + 3.10
ot ox>  dy* 97’ -10)
elde edilir. Sadece x yOniine indirgenirse;
aC 0°C

—=D| —- 3.11
ot [ ox’ j G110

elde edilir.
Anizotropik ortamda;
Anizotropik ortam, farkli yoOnlerde farkli difiizyon kosullarina sahiptir.

Kristaller, tekstil fiberleri ve polimer filmler anizotropik difiizyon i¢in 6rnek olarak

verilebilir. Bu durumda (3.2) esitliginde,

-F =D, a_C +D, a_C +D, a_C (3.12)
ox dy 0z



28

oC oC oC

—F, =D, (@j +D,, [@j +D, (a_zj (3.13)
oC oC oC

—F, = D31(§)+D32 (g)"‘l)ﬁ (a_zj (3.14)

degerleri yerine koyulursa;

aC aZC aZC aZC aZC aZC
EZD“ x> +Dy, dy’ *Ds, 9z° +(D23+D32)(ayaZj+(Dl3+D31){axazj

9°C
+(D12 + D21 )(m}

(3.15)

elde edilir [Crank, 1975].

3.2. Non-Fickian (Anormal) Difiizyon

Cogu polimerlerin difiizyon davramis1 konsantrasyona bagh Fick Kanunu ile
tanimlanamaz. Bu tiir polimerler camsi polimerlerdir ve difiizyon islemi sirasinda
anormal veya non-Fickian bir davranis sergilerler. Plastiksi polimerlerde ise difiizyon
genellikle Fickian’dir. Aradaki fark, plastiksi polimerlerin durumlarinin ¢ok hizli
degismesinden kaynaklanir. Cok az bir sicaklik degisimi, plastiksi polimerlerde yeni
bir denge hacmine neden olurken, camsi polimerlerde bu kadar hizli degisim
gerceklesmez ve zamana bagli olma egilimindedirler. Boyle bir plastik ¢ekildigi
zaman, gerilim nedeniyle yavas bir bozulma meydana gelecektir. Fickian
davranmisindan sapmalarin, penetrant molekiillerinin sorbsiyon ya da desorbsiyonu

sonucunda polimer yapisinin degismesiyle olustugu diisiiniilmektedir.

Anormal etkiler, direkt olarak polimer yapisinin degismesi ya da difiizyon
olayr gerceklesirken, ortamin bir kisminin diger kisim iizerine bir i¢ gerilim

uygulamasi ile dogrudan bagdastirilabilir.
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Polimerler genellikle yapisal degisimlerle baglantili olarak, genis bir gevseme
siiresi  spektrumuna sahiptir. Bununla birlikte, sicaklik ya da penetrant
konsantrasyonu arttik¢a ve polimer segmentlerinin hareketleri gelistikge gevseme
siiresi azalir. Cams1 halden plastiksi hale gecis durumu camsi gecis sicakliginda
olusur. Plastiksi polimerlerde, camsi1 gecis sicakliklarinin ¢ok iizerindeki
sicakliklarda polimer zincirleri penetrantin varligina ¢ok hizli uyum saglarlar ve

difiizyon anormalliklerine neden olmazlar.

Alfrey, Gurnee ve Lloyd (1966) bagil difiizyon hizlar1 ve polimer gevsemesine
gore kullanigh bir siniflandirma yapmislardir [Crank, 1975]:

i) Durum I difiizyonu ya da Fickian difiizyon:

Difiizyon hizinin, gevseme hizindan ¢ok daha diisiik oldugu difiizyon.
ii) Durum II difiizyonu:

Difiizyon hiz1 gevseme hizina gore yiiksektir.

iii) Non-Fickian ya da anormal difiizyon:

Difiizyon hiz1 ve polimerin gevseme hiz1 birbirine ¢ok yakindir.

I. ve II. Durumlarin davranislan1 tek bir parametre ile tamimlanabilir ve
basittirler. Durum I sistemleri, difiizyon katsayisi ile kontrol edilirler. Durum II’de
parametre, en icerideki difiize olan maddenin penetrasyon sinir1 olan ve kabarik jel
ve camsi ¢ekirdek arasindaki smiri belirten bir yiizeyin sabit hizidir. K" ifadesi ile ¢
zamaninda sorbsiyon miktar1 belirlenir. Burada K ve m sabit sayilardir. Durum II
sistemleri m=1 ve Durum I sistemleri m= 1/2 ile karakterize edilir. Non-Fickian
sistemler bu iki durum arasinda yer alir. Bu nedenle m degeri 1/2 ve 1 arasinda bir
deger alir ya da birinden digerine sigmoidal olarak degisir. Ayrica non-Fickian
davranista, difiizyon ya da gevseme etkilerinin tanmimlanmasi i¢in en az iki

parametreye ihtiya¢ duyulur.



30

Karakteristik ozellikleri:

Fickian

Pseudo-Fickian

(d)
Mt} Siomoid Iki basamakh sorbsiyon D,
(®) © =

tl.l2

Sekil 3.3., Non-Fickian ya da anormal sorbsiyon ve desorbsiyon egrilerinin Fickian
tipi egrilerle karsilagtirilmasi [Rogers, 1965].

)

iif)

Fickian: Durum I difiizyonunda, difiizyon islemi konsantrasyona bagh
difiizyon katsayis1 ile kontrol edilir. Pseudo-Fickian, baglangicta kisa bir
sire icin Durum [ difiizyonu ile aym sekil ve diizendeki
sorbsiyon-desorbsiyon egrilerine sahip olduklarmi betimlemek amaciyla

kullanilmustir.

Sigmoid: Sekil 3.3.b’nin genel egri sekli bir ¢cok sistemde deneysel olarak
gozlemlenmistir. Sorbsiyon egrileri denge sorbsiyonunun %50’lik
kisimlarinda tek bir noktada biikiilme gosteren sigmoid bir sekle sahiptir.
Baslangic desorbsiyon hizi, sorbsiyon baslangi¢ hizin1 gecer ancak bir

siire sonra desorbsiyon hiz1 azalir ve bu iki egri kesisir.

Iki basamakli sorbsiyon: Bagley ve Long (1955), asetonun seliiloz asetata

zamanla sorbsiyonu iizerinde c¢alismislardir. Polimeri, ilk olarak aseton
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buhari  basinci  altinda dengeye getirmis ve daha sonra
sorbsiyon-(zaman)“2 iligkisini gozlemlemislerdir. Baslangictaki hizl

"2 nin lineer bir fonksiyonu) sekil 3.3.c’ deki gibi bir

yiikselmeyi (zaman
Kuazi-denge olusumu izlemis ve ardindan yavas bir bicimde son dengeye
ulasmistir. Bagley ve Long (1955), bir Kuazi-dengeye, baslangicta
polimer yiizeyinde daha sonra da polimer plakasinda meydana gelen
difiizyonda hizli bir sekilde ulagildigimi belirttikleri agiklamalarimi daha
da gelistirmislerdir. Sorbsiyonun ikinci basamagi, difiizyon islemiyle
karsilagtirlldiginda daha yavas olup, bunu yiizey konsantrasyonundaki
artisa baglamgslardir. Konsantrasyon, plaka boyunca hemen hemen
aymdir ve kalinliktan bagimsiz olarak belirli bir hiza kadar artar. Sekil
3.3.b’deki gibi bir sigmoid egri, ylizey konsantrasyonunun degistigi ve
difiizyon akisinin polimerin gevseme hiziyla karsilagtirilabilir hizlarda

oldugu 6zel bir durumdur.

Long ve Richmann, bir plakadaki aseton dagilimini incelemis ve yiizey

konsantrasyonunu:
Cs=Ci+(Ce—Ci)(1-¢ ") (3.16)

ile aciklamislardir [Crank, 1975].

Cs : Yiizey konsantrasyonu

Ci : Ani olarak 0l¢iilen konsantrasyon
Ce : Son denge konsantrasyonu

t : Zaman

Ji] : Bir sabit

[lerleyen sinirlar (Durum II): Sivi bir penetrant polimer bir tabakaya ya da
tele difiize oldugunda, bir mikroskop altinda genellikle keskin sinirlar
goriilebilir. Hartley (1946) iic tiir stmira dikkat cekmistir. I¢ simr; sivinin
penetrasyonunun sinirini gosterir, dig sinir; jelin kabarma sinirint gosterir

ve iclincii olarak da orta sinir; genellikle polimer tabaka sivi degil de
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buhar ile temas ediyorsa gozlemlenir ancak ¢ogu durumlarda orta sinir,
eger polimer cams1 durumdaysa kaybolur.

Cogunlukla sinir pozisyonlart £

ile dogru orantilidir [Crank, 1975]. Sinir
hareketlerinin hizlarinin sabit oldugu durumlar Hartley (1946) ve Kwei ve

Zupko (1969) tarafindan gézlemlenmistir.

Wang, Kwei ve Frisch (1969), penetrasyonun derinligi icin aletrnatif bir

172

tanima dikkat ¢cekmislerdir. Bu tanim; a.t + b.t”* seklindedir. a ve b sabit

sayilardir ve ¢t zaman ifade etmektedir.
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4. SABIT VE DEGISKEN DIiFUZYON
KATSAYILARI ICEREN KARSIT AKIMLI
SISTEMLERDE DIFUZYON ISLEMININ
MODELLENMESI

4.1. Sabit Difiizyon Katsayis1 Iceren Karsit Akimh

Sistemlerde Difiizyon isleminin Modellenmesi

Sadikoglu ve ark. (2006)’nin ¢aligmasinda, ince diiz bir yenilebilir protein
filmdeki potasyum sorbatin difiizyonu incelenmistir. Calismalarinda, potasyum
sorbat dagiliminin, filmin simirlarinda (yani x=0 ve x=L’de) temasta oldugu

coziiciiden bagimsiz oldugu ve film boyunca homojen oldugu kabul edilmistir.

Coziicii absorbsiyonu ve ¢6ziinen diflizyonunun eszamanli olarak basladigi ve
ince filmin kalmhigmin yilizey alaniyla karsilagtirildiginda c¢ok kiigiik oldugu ig¢in
burada meydana gelen difiizyon isleminde ihmal edilebilir oldugu kabul edilmistir.

II. Fick Kanunu’ndan yola ¢ikilarak kurulan matematiksel model analitik olarak

¢cOziilmiistiir.
2

a—:D(t)a—(;, O<x<L, t>0

ot ox

C=0, x=0, t>0

C=0, x=L, t>0

C=¢C,, =0, O<x<L 4.1)
C : Filmdeki ¢oziinen madde konsantrasyonu

D(t) :Zamana bagh ¢6ziinen madde difiizyon katsayisi
X : Diflizyon yo6nii koordinati

t : Zaman
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Coziicii absorbsiyonu, zamanla arttigi icin filmde zamana bagli ¢oOziinen

difiizyon katsayis1 asagidaki gibi ifade edilmistir:

D@t)=Dp(M"IM_) (4.2)

Dp : Dengedeki c¢oziicii absorbsiyonunda, ¢6ziinen maddenin difiizyon
katsayisi

MM : Coziicli absorbsiyon orani

Ince diiz polimer filmin ¢oziicii absorbsiyonunun matematiksel modeli asagida

verildigi gibidir:

%—f =D 882762‘ 0<x<L, >0

C'=Cy, x=0, >0

C'=Cy, x=L, >0

C'=0, =0, O<x<L (4.3)

*

: Coziicii konsantrasyonu

C, : Son ¢oziicii konsantrasyonu

*

D : Coziicii diftizyon katsayisi
(4.3) esitligini analitik olarak ¢ozmek amaciyla degiskenlerin ayrigtirnlmasi metodu
kullanilmistir. Sonug olarak film kalinlig1 boyunca ¢oziicli konsantrasyonu dagilimi

asagidaki gibi ifade edilmistir;

. RV Yo NN-N | 2m+1
C(x,t)=C, ——2 exp[— 2
(xD=C, T ;(2m+l) pL=( L )

7°D’t]sin ( Zm+l m) (4.4)

Bu esitligi kullanarak, ¢oziinen maddenin difiizyon katsayisi elde edilmistir.
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D()=D, {1_%i;exp{—(2mg_lj EZD*I}} 4.5)

Zamana bagh ¢oziinen madde difiizyon katsayis1 kullanilarak, ince film tabakasinda
potasyum sorbat difiizyonu i¢in esitlik (4.1)’de tanimlanmis matematiksel modelin

¢Oziimii asagidaki gibi ifade edilmistir:

oo

Clet) :ﬂi 1 exp[—/lnD . 84,D, Z(l—exp(—lmD't) —J]Sin\/fnx 4.6)

Y/ Z— (2i’l+1) ' ”ZD* m=0 (2m+1)2 ﬂfm

burada,

2 :((2n+1)2 JZ'}

' L

A [MJ
L

olup A, esitlik (4.1) ve A4, esitlik (4.3)’te tanimlanmis problemlere ait 6z

degerlerdir. Esitlik (4.6) zaman ve konuma gore integre edilerek, ince filmden

herhangi bir zamanda salinan ¢6ziinen madde oran1 agagidaki gibi hesaplanmistir:

8ID & [1 - exp(—/imD*t)]} 47

1
L=l-— Y ———exp{—A, D=
e
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4.2. Pozisyona Bagh Difiizyon Katsayis1 iceren Karsit

Akiml Sistemlerde Difiizyon Isleminin Modellenmesi

Bu tezde, pozisyona bagl difiizyon katsayisi iceren karsit akimli sistemlerde,
difiizyon igleminin modellenmesi incelenmistir. Bunun i¢in lamine olarak hazirlanan
ince filme, difiizyonu incelenecek olan maddenin emdirildigi ve ¢oziicii maddenin
ince filme niifuz etmesi sonucu emdirilmis maddenin ¢oziilerek difiizyona ugradigi
bir karsit akimli difiizyon sistemi diisiiniilmiistiir. Bu sistemde kat1 fazdaki ince
filmin gozenekleri diizensiz oldugundan, difiizyon katsayisi pozisyona baglidir.
Pozisyona bagh difiizyon katsayisi iceren difiizyon probleminin ¢oziimii igin

yari-analitik bir yontem Onerilmistir.

Ik olarak, bir maddenin ince bir filmde meydana gelen karsit akimli

difiizyonunda,

e difiizyon islemi baslamadan once, ¢6ziinen maddenin konsantrasyon
dagiliminin film igerisinde homojen ve sabit oldugu,

® ¢oOziinen maddenin difiizyonunun, film igerisine giren ¢oziiciiye bagh
oldugu,

¢ filmin, stmirlarinda (x=0 ve x=L’de) coziiciiyle temas ettigi ve ¢oziicii
miktarinin fazla oldugu,

e coziicli absorbsiyonu ile c¢oziinen maddenin difiizyonunun eszamanl
olarak basladig

kabul edilir.
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& Coziinen
O Céiziicii

Sekil 4.1., ince bir filmde gerceklesen karsit akimli difiizyonun sematik gosterimi.

Ince bir filmde gerceklesen difiizyonun matematiksel modeli Fick’in ikinci
kanunundan tiiretilebilir. Film kalinliginin, filmin yiizey alanina gore cok kiigiik

olmasindan dolay, difiizyon olayinin tek boyutta gerceklestigi varsayilir;

%_f = D(;)?:Tf, 0<x<L, >0

C=0, x=0, >0

C=0, x=L, >0

C=Cy, =0, O<x<L (4.8)
C : Filmdeki ¢oziinen madde konsantrasyonu

D(t) :(Coziinen maddenin zamana baglh olarak degisen difiizyon katsayisi
X : Diflizyonun gerceklestigi yondeki koordinat

t : Zaman

Good (1978), Korsmeyer ve Peppas (1981) ve Sadikoglu ve ark. (2006), film
kalinliginda ¢oziiciiniin etkisiyle meydana gelen degisim ihmal edildiginde, ¢6ziinen
maddenin difiizyon katsayisinin, ¢oziicii absorbsiyonunun miktar1 ile dogru orantili

oldugunu bildirmislerdir. ince filmde, ¢dziinen maddenin difiizyon katsayis1, ¢oziicii
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absorbsiyonu ile degisir ve her zaman filmin yilizeyinde merkezinde oldugundan daha

yiiksektir.

Coziicii absorbsiyonu zamanla arttik¢a, filmdeki ¢éziinen maddenin difiizyon

katsayis1 asagidaki gibi ifade edilebilir;
D(t)=D,(M" /M) (4.9)

D, : Dengedeki ¢oziicli absorbsiyonunda ¢oziinen maddenin difiizyon katsayisi

M"/M_ : Coziicii absorbsiyon orani

Coziicii absorbsiyon orani, Fick’in ikinci kanunundan tiiretilen ¢oziicii
absorbsiyon esitliginin ¢oziimiinden hesaplanabilir. Bu ¢alismada, difiizyon
katsayisimin pozisyona bagl oldugu diizensiz bir yapiya sahip bir malzeme iizerinde
durulmustur. Difiizyon katsayisinin pozisyona bagli oldugu ince bir film tarafindan,

¢Oziicii maddenin absorbsiyonunun matematiksel modeli agagidaki gibidir:

aa_f:;)_x(D(x)aa—ij, O<x<L, t>0

C'=¢,, x=0, 1>0

Cc'=C,, x=L, >0

C =0, t=0, O<x<L (4.10)
ol : Coziicii konsantrasyonu

.
C, : Son ¢oziicii konsantrasyonu

D(x) :Pozisyona bagl coziicii difiizyon katsayisi

Genellikle pozisyona bagl difiizyon katsayisi asagidaki gibi ifade edilir
[Crank, 1975];

D(x)=D,(1+ f(x)) 4.11)
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(4.10) esitligi degisken katsayili, non-homojen (sinir kosullar1 non-homojendir),
lineer, parabolik, kismi diferansiyel denklemdir. Difiizyon katsayis1 pozisyona bagl
oldugu icin, (4.10) denkleminin analitik ¢6ziimii yoktur. Bu calismada esitlik

(4.10)’un ¢6ziimii i¢in yari-analitik bir metot onerilmistir.

Esitlik (4.10)’da verilmis, zamana ve pozisyona bagli ¢6ziicli konsantrasyonu

asagidaki gibi yazilabilir;
C (x,H)=V(x,t)+ K(x,t) (4.12)

V(x,t) ve K(x,t) esitlik (4.10)’un ¢6ziimiiniin sirasiyla homojen ve non-homojen
kisimlarimi temsil etmektedirler. Eger K(x,¢) son ¢oziicii konsantrasyonuna (CO*) esit

secilirse, esitlik (4.12);
C'(x,t)=C, +V(x,1) (4.13a)

olarak yazilir. Esitlik (4.13a), esitlik (4.10)’un kendisi olup farkli bir sekilde ifade

edilmis halidir. Bu nedenle ayni sinir kosullarini saglamalidir.

ac_av
ot ot

0 oC” 0 oV
a[””aj—a(’)ma)

C'(0,n=C, =V(0,0)+C, =V(0,5)=0
C'(L,t)=C, =V(L,t)+C, =V(L,)=0 (4.13b)

C'(x,00=0=V(x,00+C, =V(x,0)=-C,

olarak yazilir. Esitlik (4.12)’nin homojen kismu;
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%:%(D(X)%_:J’ O<x<L, >0
V=0, x=0, >0
V=0, x=L, >0
V=-C,, =0, 0<x<L (4.14)

seklinde ifade edilebilir. Esitlik (4.14); pozisyona bagl difiizyon katsayil,
degiskenlerine ayristirilabilir, homojen, lineer bir kismi diferansiyel denklemdir.

Degiskenlerine asagidaki gibi ayrilir;

V(x,t)=T(OW(x) 4.15)

T(t) ve w(x), V(xt)nin sirasiyla zamana ve pozisyona baghh kisimlaridir.
Degiskenlerine ayirma metodu kullanildiktan sonra, zaman ve pozisyona bagli bu
kisimlar sirasiyla birinci mertebe ve ikinci mertebe adi diferansiyel denklemler

olarak ifade edilirler;

T'()+ul(t)=0, O<x<L

T(t)=-C, , t=0 (4.16)
—D(x)y"(x)— D' ()W (x) = uw(x), O<x<L, >0

w(x)=0, x=0, >0

w(x)=0, x=L, >0 4.17)

Esitlik (4.17), asagida gosterildigi gibi bir 6z deger problemidir. Esitlik (4.15)’in
¢Oziimii icin, esitlik (4.16) ve (4.17)’deki u 6z degerleri ve bunlara karsilik gelen 6z
vektorler Rayleigh-Ritz metodu kullanilarak hesaplanir (Aynntili ¢oziim igin

bk. EK 1).

Ay (x) = py (x) (4.18)
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2

A=-D(x) Fyea D'(x)ai gercek spektrumlu, diferansiyel bir operatordiir.
X X

Esitlik (4.18)’de u 6z degerleri, w(x) ise 0z fonksiyonlar ifade eder. Esitlik
(4.17)’yi ¢ozmek icin w(x) asagidaki baz problemin 6z fonksiyonlarinin lineer bir

kombinasyonu olarak ifade edilmelidir.

& (x)+Ap(x)=0, O<x<L, >0
@ (x)=0, x=0, >0
o (x)=0, x=L, >0 4.19)

w(x) ve ¢(x) aym fonksiyonel uzaydadirlar ve her ikisi de aymi sinmir kosullarim

saglar. Esitlik (4.19)’un 6z deger ve normalize 6z vektorleri asagidaki gibidir:

4, (x) 1 sin (2n+1)7£ 4.20)
X)= X .
" J2/L

Esitlik (4.17)’yi saglayan 6z degerler esitlik (4.20)’de verilmis normalize baz 6z
fonksiyonun kullanilmasiyla asagidaki lineer denklem sisteminin ¢oziimiinden elde

edilebilir.

n—1

> a4, {{Ad.8,) - 1(d. 8,0} =0, m=1,23..n 4.21)
k=0

Esitlik (4.21)’in ¢oziimiinden elde edilen g, degerleri, ilgili 6z fonksiyonlarin
(v, (x)) degerlendirilmesi i¢in esitlik (4.18)’de kullanilir. ¥, (x) baz sisteminin 0z
vektorlerinin (@, (x) ) lineer bir kombinasyonu olarak belirtildiginden esitlik (4.15)

seri formunda asagidaki gibi yazilir:



42

V(D=3 T,06,(x) 4.22)

n=0

Esitlik (4.22)’de verilen V(x,t) ¢oziicii absorbsiyon esitliginin homojen kismi olup,

esitlik (4.10)’u saglamalidir.

V,(x,0) =T, (1)@, (x)

V(0 =T, (x)

ST, (x) = i{mx)i T, <r>¢,,’<x>}

n=0 a'x n=0

n=0

S T(1),(x) = {D(x)i T, (09, (x)+ D'(0Y 6,20, (t)} (4.23)
n=0 n=0

=D(x)¢)(x)— D' (x)@, (x) = i@, (x) oldugunda, esitlik (4.23) asagidaki gibi yazilir:

i[TJ(t) +4,T(0)]4,(x)=0 (4.24)

n=0

Esitlik (4.24)’te ¢, (x) baz sistemin 6z fonksiyonlaridir ve sifir olamaz. O halde

¢Oziicii absorbsiyonu esitliginin zamana baghiligin1 gosteren asagidaki esitlik sifira

esit olmalidir;
T/(t)+u,T(t)=0 (4.25)

Esitlik (4.25), birinci mertebeden bir adi diferansiyel denklemdir ve Rayleigh-Ritz

metodu kullamilarak g, degerleri hesaplandiktan sonra, esitlik (4.25)’in analitik

¢Oziimii asagidaki gibidir:
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T (t)=R, exp(—u,t) (4.26)

Coziici difiizyonu esitliginin homojen kismi, esitlik (4.22)’de ¢,(x) ve

T (t) ’nin yerlestirilmesi ile elde edilir.

VD=3 R exp(-408,(x), R, = % [Co8, (x)dx (4.27)

n=0

Esitlik (4.10)’da verilen ¢oziicii difiizyonu esitliginin genel ¢coziimii esitlik (4.13a) ve

esitlik (4.27)’nin birlestirilmesiyle elde edilir.

* * - 1 r
C(xt)=C, + ,,Z:(; (Z !). -C,9, (x)de exp(—4,1)@,(x) (4.28)
Esitlik (4.28) bir maddenin, ince bir filminin kalinlig1 boyunca herhangi bir zamanda
¢oziicii konsantrasyonu dagilimini verir. Absorblanan ¢oziicii miktar1 (M) ve denge

¢oziicii igerigi (M ) sirasiyla esitlik (4.29) ve esitlik (4.30)’dan hesaplanabilir.

L
M =A, j C*(x,t)dx (4.29)
0
L
M. =A,[C'(x,00)dx = A,C"oL (4.30)
0
Ay : Ince filmin yiizey alam

Esitlik (4.29)’un, esitlik (4.30)’a boliinmesiyle, absorblama islemi sirasinda herhangi

bir  zamaninda absorblanan ¢6ziiciiniin dengedeki ¢oziicii igerigine orani elde edilir.

L
. j C" (x,t)dx
0
- 4.31)
M C, L

oo

Esitlik (4.31), esitlik (4.9)’da yerine koyulursa (M~ /M : )’1n bir fonksiyonu olan

difiizyon katsayis1 elde edilebilir.



44

j C" (x,t)dx
D(t)=D,———r 4.32)

C, L
Esitlik (4.8)’de ¢o6ziinen maddenin ince bir filmden difiizyonu icin tanimlanmig

matematiksel modelin ¢oziimii tam olarak asagidaki gibidir:

C(x,1)= i( | —Coqﬁn(x)dxj exp(~4, [ D(t)dn)g, (x) (4.33)

n=1

A, ve @, esitlik (4.20)’de tanimlanmuis 6z degerler ve 6z fonksiyonlardir. Esitlik

(4.33)’lin uzay ve zamana gore integre edilmesiyle ince filmden salinan ¢oziinen

madde oran1 asagidaki gibi hesaplanabilir;

jC(x,t)dx

A P (4.34)
M C,L

oo
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5. POZISYONA BAGLI DIFUZYON KATSAYISI
ICEREN KARSIT AKIMLI  SiSTEMLER
ICIN TURETILEN DIFUZYON MODELININ
UYGULAMASI

5.1. Yenilebilir Filmlerden Potasyum Sorbat Salininm

Yenilebilir filmler ve kaplamalar nem gecirgenligini onlemek, basta oksijen
olmak iizere, gaz gecirgenligini sinirlamak, yag migrasyonunu geciktirmek, ugucu
bilesikleri tutmak ve gidalarin kullanimini gelistirmek amaciyla kullanilir. Bu
filmlere antimikrobiyal ajanlar eklendiginde, gida bozulmalarinda yiiksek derecede
etken olan gida ylizeyindeki mikroorganizmalarin gelisimi yavaslatilabilir.
Antimikrobiyal ajan katkil1 yenilebilir filmler ve kaplamalar, gida yiizeyi boyunca
dagilarak mikroorganizmalarin gelisimini engeller ve gidamin igerisine niifuz
etmelerini sinirlar. Potasyum sorbat, mikroorganizma gelisimini sinirlamak amaciyla

kullanilan bir ajandir [Sadikoglu et al., 2006].

Yenilebilir protein filme katkilandirildiktan sonra bu ajanin filmden salinimi
karsit akimli bir difiizyon sistemiyle meydana gelir. Coziiciisii olan suyun, filme
absorblanmasiyla birlikte ¢oziinerek dis ortama yayinmaya baglar. Bu yayinmanin
mekanizmasinin anlagilmas1 besinlerin raf Omiirlerinin uzatilmasi acisindan

onemlidir.

Yenilebilir protein filmlerin fonksiyonel ozellikleri cok iyi ve besin degeri
yiiksektir. Gida sanayisinde, siv1 halde biiyiik miktarlarda iiretilmekte ve bunlarin
cogu degerlendirilmemektedir. Bu durum, cevre ve atik problemlerine neden
olmaktadir. Bu proteinlerin gidalarin raf 6miirlerinin uzatilmasi1 amaciyla film haline
getirilmesi, hem ¢evre probleminde bir ¢6ziim olmakta hem de proteinler icin yeni

kullanim alanlar1 olusturmaktadir [Sadikoglu et. al., 2006].



46

Bu caligsmada, ince filmler tarafindan ¢6ziicii maddenin absorblanmasi sonucu,
¢Oziinen maddenin salintmi mekanizmasi incelenmistir. Pozisyona bagh difiizyon
katsayisi iceren karsit akimli bu sistemde difiizyon isleminin matematiksel modelinin
¢Oziimiinde yari-analitik bir ¢oziim yontemi Onerilmistir. Model, Sadikoglu ve ark.
(2006)’min  ¢aligmasinda irdelenen problem g6z Oniinde bulundurularak,
hesaplatilmis ve elde edilen sonuglar, difiizyon katsayisini sabit kabul ederek analitik

metotla ¢6ziim yapan Sadikoglu ve ark. (2006) nin sonuclariyla karsilastirilmistir.

Kati bir matriste, es zamanli olarak meydana gelen potasyum sorbatin
difiizyonu ve suyun absorbsiyonunu belirlemek icin zamana bagh difiizyon
katsayisinin fonksiyonel bi¢cimi hesaplanir. 10x10’1uk bir lineer diferansiyel denklem
sistemi coziilerek, esitlik (4.17)’nin 6z degerlerini hesaplamak amaciyla esitlik
(4.20)’de verilmis baz fonksiyonun, ilk on 6z fonksiyonu esitlik (4.21)’de kullanilir.
Esitlik (4.17)’nin 6z deger ve 0z fonksiyonlar1 hesaplanarak (su konsantrasyon
dagiliminin fonksiyonel sekli) esitlik (4.28)’deki gibi elde edilir. Esitlik (4.28), kati
matris icerisinde herhangi bir zamandaki su konsantrasyonu dagilimii verir.
Absorblanan su miktar1 (M), istenen herhangi bir zamanda esitlik (4.28)’in film
kalinlig1 boyunca integre edilmesiyle hesaplanir. Dengedeki su igerigi ise zamanin
sonsuz olmasit durumunda, yine esitlik (4.28)’in film kalinligi boyunca integre

edilmesiyle hesaplanir.

Absorblanan su miktarinin, dengedeki su miktarina oranim1 gosteren esitlik
(4.34), potasyum sorbatin zamana bagh difiizyon katsayisin1 hesaplamak i¢in esitlik
(4.9)’da yerine koyulur. Ince filmde, potasyum sorbat konsantrasyon dagilimi baz
problemin 6z fonksiyonlari, 6z degerleri ve potasyum sorbatin zamana bagh
difiizyon katsayis1 kullamilarak hesaplanir. Son olarak kati matristen salinan
potasyum sorbat miktari, esitlik (4.33)’tin (potasyum sorbat konsantrasyonu) ince

film kalinlig1 boyunca integre edilmesiyle esitlik (4.34)’te hesaplanir.

Esitlik (4.11)’deki f{x) fonksiyonu sifir olarak kabul edildiginde difiizyon
katsayis1 sabit olur. Bu ¢alismada gelistirilen modeller Sadikoglu ve ark. (2006)’nin
calismasinda verilen modeller ile uyumludur. Matematiksel modelleri ¢dzmek

amaciyla asagidaki parametreler kullanilmigtir:
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Coziicii (su) difiizyon katsayisi £ 7.604x10"m%/s
Dengede ¢oziinen madde (potasyum sorbat) difiizyon katsayisi  : 9.337x10™ 'm*/s

Coziinen maddenin baglangi¢ konsantrasyonu : %10
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6. SONUCLAR

Sekil 6.1.’de, farkli zamanlarda kati matriste ¢6ziinen madde konsantrasyon
dagilimi gosterilmistir. Cizgiler, bu calismada sunulan matematiksel modellerin
¢Oziimiinden elde edilen sonuclari, noktalar ise Sadikoglu ve ark. (2006)’nin
calisgmasindan elde edilen sonuglarn gostermektedir. Sekil 6.1.°de agikca
goriilmektedir ki, elde edilen ¢oziim Sadikoglu ve ark. (2006)’nin ¢alismasindaki

sonuclarla uyumludur.

0.12

(6ziinen maddenin konsantrasyonu

0.0 0.1 0.2 03 04 0.5 06 0.7 038 0.9 1.0
Filmin boyutsuz kalinhig

Sekil 6.1., Bu calismadaki ¢oziim ve Sadikoglu ve ark. (2006)’nin ¢oziimiiniin
karsilastirilmasi. Farkli zamanlarda, boyutsuz film kalinhigiyla degisen ¢6ziinen
madde konsantrasyonu (— mevcut ¢oziim, * Sadikoglu ve ark. (2006): (1) t=5 sn; (2)

t=25 sn; (3) t=50 sn; (4) t=100 sn; (5) t=150 sn.).

Sekil 6.2.’de, kati matristen salinan ¢éziinen madde orani icin bu calismadan
elde edilen sonuclarin zamanin karekokiine karsi grafigi gosterilmistir. Cizgi ile
gosterilen veriler mevcut ¢6ziimiin, noktalar ile gosterilen sonuglar ise Sadikoglu ve

ark. (2006)’nin ¢aligmasindan elde edilen ¢6ziimiin verilerine aittir. Yine agikca
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goriilmektedir ki, bu caligmada kullanilan yari-analitik metot ile Sadikoglu ve ark.

(2006)’nin calismasinda verilen analitik ¢6ziim sonuglar ortiismektedir.

1.1

M/M,

20 30

tir, gir2
Sekil 6.2., Sadikoglu ve ark. (2006)’nin ¢dziimii ile mevcut calismanin ¢dziimiiniin
karsilastirilmasi. Coziinen maddenin baslangicta %10’luk konsantrasyonu ig¢in

oransal c¢oOziinen madde salimmina karst (M/M,) zamanin karekokii (\/; );

— mevcut ¢oziim, * Sadikoglu ve ark. (2006).
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Coziim metodunun giivenilirligi test edildikten sonra matematiksel modeller
farkli film kalinliklar1 ve esitlik (4.11)’in farkli fonksiyonel sekilleri ile ¢oziildii.
Boylece ¢oziicii difiizyon katsayisinin pozisyona bagli olma durumu gosterilmis
oldu. Diizenli bir yapis1 olmayan kat1 bir matriste, zamana bagli difiizyon katsayili
¢Oziinen madde ve pozisyona bagh difiizyon katsayili bir difiizyon mekanizmasina
sahip olan ¢oziiciiniin rol oynadig1 karsit akimli difiizyon mekanizmasim incelemek
icin cesitli fonksiyonel formlarda pozisyona bagh difiizyon katsayilar1 tahmin

edilmistir. Oransal ¢6ziinen madde salimm (M, /M ) verileri, ince film boyunca

¢Oziinen maddenin difiizyon mekanizmasini belirlemek amaciyla kullanilmistir.

Genelde, bir polimer boyunca difiizyon olayr sz konusu oldugunda ii¢ tip
difiizyon modeli géz Oniinde bulundurulur. Durum I ya da Fickian difiizyon;
difiizyon hizi polimerin gevseme hizindan daha diisilk oldugunda, Durum II
difiizyonu; difiizyon kontrolilnde gevseme hizinin difiizyon hizindan daha diisiik
oldugunda ve non-Fickian ya da anormal difiizyon ise; polimerin gevseme hizi ile
difiizyon hizi birbirine yakin oldugu durumda meydana gelir [Crank, 1975;
Sadikoglu et al., 2006].

Difiizyon mekanizmasi, ¢oziinen maddenin salimm oranmm (M,/M_), t

aminda K7" (K: Makromolekiiler ag sistemi Kkarakteristik sabitidir, m: Salinim
mekanizmasi i¢in karakteristik bir sabittir) fonksiyonuna karsi cizilen grafikle tespit
edilebilir. Durum I’de m= 0.2 ve Durum II’de m=1’dir . Non-Fickian ya da anormal

difiizyonda 0.5<m<1 degerlerini alir. Difiizyon mekanizmasi tahmininin diger bir
yolu da ¢ aninda M,/M_ salinim oranina karsilik Jt grafiginin ¢izilmesidir. Bu

durumda difiizyon isleminin ilk basamaklarinda Fickian difiizyon lineer,

non-Fickian difiizyon ise non-lineer bir egri olusturur (M, /M _< 0.6) [Crank, 1975;

Sadikoglu et al., 2006; Walker and Peppas, 1990].

Bu calismada zamana baglh difiizyon katsayili ¢6ziinen madde ve pozisyona
bagl difiizyon katsayili ¢oziicii bazinda, M,/ M _ - Ji grafigi cesitli film kalinliklart

ve pozisyona bagh coziicii difiizyon katsayisinin ¢esitli fonksiyonlari i¢in ¢izilmistir.
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Esitlik (4.11)’de f{x) = 9x fonksiyonuna karsilik 0.02 cm, 0.05 cm ve 0.1 cm film
kalinliklarti¢cin M, /M - Jt grafigi Sekil 6.3.’te goriilebilir. Benzer sekilde;

Sekil 6.4. i¢in; fix) = -x
Sekil 6.5. icin; flx) =x*+x
Sekil 6.6. i¢in; fix) =¢”
Sekil 6.7. i¢in; fix)=e "

fonksiyonlar: segilerek cesitli kalinliklar i¢in M, /M _ - Jt grafikleri cizilmistir.

Sekil 6.3.-6.7.’de gosterilen grafiklerden farkli kalinliklardaki filmlerin
hepsinde de non-Fickian ya da anormal difiizyonu ifade eden sigmoid egriler elde
edilmistir. Fickian difiizyondan sapma, difiizyonu kontrol eden film gevsemesi

olayindan kaynaklanmaktadir.

Difiizyon fonksiyonunun cesitli fonksiyonel sekilleri icin daha cok kalin
filmlerde belirgin olarak goriilen sigmoid (non-lineer) davranis saptanmigtir. Bir cok
arastirmaci da benzer non-Fickian davranisi, polimerik sistemlerde ilag¢ salinimi ve
kimyasal maddelerin difiizyonunda gdzlemlemislerdir [Korsmeyer and Peppas, 1981;
Sadikoglu et al., 2006; Walker and Peppas, 1990]. Film kalinlastik¢ca gevsemenin
artmast beklenen bir sonuctur. Filmlerdeki gevseme, ¢oziinen maddenin film
tarafindan absorblanmis ¢oziicii igerisindeki ¢oziiniirliigiiniin artmasina neden olarak,

¢Oziinen maddenin salinim hizinda bir artis meydana getirir.

Ayrica matematiksel modellerin, farkli film kalinliklart ve farkli difiizyon
katsayis1 fonksiyonlar1 icin ¢oziilmesi sonucu, difiizyonun gergeklestigi filmin
kalinligimin ¢ok ince oldugu durumda difiizyon isleminin pozisyona bagliliginin

ihmal edilebilecegi saptanmistir.
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Sekil 6.3., Farkli film kalinliklarinda, f{x) =9x i¢in teorik ¢6ziinen madde salinimina (M/M,,) kars1 zamanin karekokii (\/; ): (a) L=0.02 cm; (b) L=0.05 cm;
(c) L=0.1 cm.
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Sekil 6.4., Farkli film kalinliklarinda, f{(x) = -x i¢in teorik ¢6ziinen madde salinimina (My/M.,,) karst zamanin karekokii (\/; ): (a) L=0.02 cm; (b) L=0.05 cm;

(c) L=0.1 cm.
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Sekil 6.5., Farkli film kalinliklarinda, f{x)=x 2+ x icin teorik ¢oziinen madde salintmina (M{/M,,) karst zamanin karekokii (\/; ): (a) L=0.02 cm;
(b) L=0.05 cm; (c) L=0.1 cm.
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Sekil 6.6., Farkli film kalinliklarinda, f{x) = e igin teorik ¢6ziinen madde salinimina (M/M.,) kars1 zamanin karekokii (\/; ): (a) L=0.02 cm; (b) L=0.05 cm;
(c) L=0.1 cm.
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(c)

Sekil 6.7., Farkli film kalinliklarinda, f{x) = e ~* icin teorik ¢ziinen madde salinimina (M/M.,,) karst zamanin karekokii (\/; ): (a) L=0.02 cm; (b) L=0.05

cm; (¢) L=0.1 cm.
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EKLER

EK 1: Rayleigh-Ritz Metodu’nun Problemin

Cozumiinde Kullanilmasi

Ay (x) = p(x) (D
Burada A, diferansiyel bir operatordiir.

0’ ,, .0
A——D()C)W—D ()C)g (2)

Esitlik (1)’de, u(x) 6z degerleri ve w(x) 6z fonksiyonlar1 belirtmektedir. y(x) 6z
fonksiyonlari, asagidaki baz problemin 6z fonksiyonlarinin lineer bir kombinasyonu

olarak yazilabilir;

@ (x)+ Ap(x) =0, O0<x<L, >0
@ (x)=0, x=0, >0
& (x)=0, x=L, >0 3)

Ciinkil w(x) ve ¢ (x) ayn1 fonksiyonel uzaydadirlar ve ayni sinir kosullarini saglarlar.

Esitlik (1)’in 6z degerleri;

— <A¢o’¢o> — ||¢0||A2
Gt

y “4)

olmak iizere gercek ve pozitiftirler [Gould, 1976]. Esitligin farkli 6z degerlere sahip

0z fonksiyonlari ortogonaldir. Boylece g ve u,, (1) esitliginin farkhh 0z

degerleridir ve ¢ ve ¢, bunlarin ilgili 6z fonksiyonlaridir.
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(uy,uy) =0 (5)

oldugundan, esitlik (1)’ in biitiin 6z fonksiyonlar1 ortonormaldir. Esitlik (1)’ in reel

ve pozitif olmak iizere sonsuz tane 6z degeri vardir;
O<p S, Sp,..<u,, n—>oo (6)

Tamamlayici olarak (4) fonksiyonunu minimize eden bir ¢@,,, 0z fonksiyonu daha

oldugu diisiiniiliirse;
(AQ.0) =(Ap,. 0,) =(AP;. 0,) =...=(AQ,.9,) =0 (7)

durumunda, ¢,,,, (1) esitliginin 6z fonksiyonu ve;

<A¢ 1° ¢n+l>
= n+ 8
ﬂ"+ <¢n+1 4 ¢n+1> ( )

olmak iizere, u,,, ise 6z degeridir. (8) asagidaki gibi ifade edilir;

> 0 [(A00,) - g 9] =0, m=1,23.n ©

Burada ay katsayist sifir olamaz. Bunun yerine denklemi saglayacak sekilde

determinant sifirdir;

[Ad.6]- 1la.a] [Ad.6]-uls.0] .. [A4,.0]-uls,.6]
[Ag.0,]-u[8.0,] [Ad,.0,]-u[0.0] .. [Ad,.0,]-u[s,.0,]
[A¢1’¢3]_:u[¢1’¢3] [A¢27¢3]_:u[¢2’¢3] [A¢n7¢3]_:u[¢n’¢3] =0 (10)

[46.6,]1-u[4.0,] [Ad.0,]-ul00,] . [A9,.0,]-1[0,.4,]
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[46,.6,]- ulé.0] 0 0
0 [A¢2’¢2]_,u[¢2,¢2]
0 0 o
0 0 - [40,.0,]-u[,.4,]

Burada sonsuz eleman mevcuttur ancak islemi daha basit ve hizli hesaplanabilir hale
getirmek amaciyla n = 10’a kadar olan degerler alinabilir. Yukaridaki determinantin

coziimiinden y, 6z degerleri saptanir.

Bu u, 06z degerlerine karsilik gelen ve ¢, (x)0z fonksiyonlarimin lineer
kombinasyonu , (x) 6z fonksiyonlarini verir. Oz fonksiyonlar, yukarida elde edilen

0z degerlerin A@(x) = u@(x) esitliginde yerine koyulmasiyla elde edilirler.
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EK 2: Pozisyona Bagh Difiizyon Katsayisi
Iceren Karsit Akimhi Sistemler Igin
Gelistirilen Diflizyon Modeli ile

Hesaplanmis Sonuclar

L = 00200 cm

AAA "

7

DP = 9337-10"

6

DO = 7.604 -10° ~cm2/sn

D(x) == DO-(1 + f(x))

f(x) = 9x
Co = 0.10
CYO0 = 1.0

Swrasiyla; baz sistemin 6z degerleri, problemin 6z degerleri ve problemin 6z

fonksiyonlar1 asagidaki gibi elde edilmistir:

0 0 0

0| 24674104 o| 0.18762 0 1
1| 2.22066-105 11 168859 1| -5.32859-10-14
2| 6.1685-105 2|  4.69053 2| 2.9823510-14
3| 1.20903-106 3| 919344 3| -3.48612-10-14
h= ; ;22222182 EVAL=|4] 1519732 EVEQO) =| 4| 3:36864-10-14
. 5| 2270216 5| 4.81032-10-14

6| 4.16991-106 6| 3170798 6| 4.10975-10-14
7| 5.55165-106 7| 42.21477 7 -2.6883:-10-11
8| 7.13079-106 8| 5420052 8| 4.46237-10-11
9| 8.90732-106 ol 6773125 9| -3.93068-10-10
10| 1.08812-107 10l 82740924 10 1.42294-10-10

Coziicii maddenin film icerisine difiize olma oran1 hesaplanmis ve zamanin

karekokiine kars1 grafigi asagidaki gibi elde edilmistir:



MBMS(t) :=

L
J CY(x,t) dx

J CY(x,00) dx

0

L
Aa}V(x,t) = J CY(x,t) dx

0
a(x,t) =
3.68188:104
0.01903
0.01994
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02

65

L
J CY(x,t) dx

MBMS(t) =
0.02

0.6
MBMS(t)0.5
0.4

Coziicii maddenin difiizyon orani, ¢6ziinen maddenin difiizyon katsayisinin

hesaplanmasinda kullanmilmstir.

Sonugta, c¢oziinen maddenin film igerisinde,

pozisyona ve zaman bagli konsantrasyon dagilimi elde edilmistir. Asagida, filmden

salinan ¢oziinen madde oranina karsilik zamanin karekokii grafigi verilmistir.

L
HSBt (1) = J CC(x,t) dx

0

| HsBL (1)

MBDT (t) =1 -
CO-L

1
0.9
0.8
0.7
0.6
MBDT(1)0.5
T 0.4
0.3
0.2
0.1

0
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EK 3: Oz Deger ve Oz Vektorler

a,, iy e a,, X,
a,, Ay e a,, X,
A=|. . . . ,  X=|. olmak iizere, A X =A X
| Ay e a,, | X, |

denklemini saglayan A’ya A matrisinin 6z degeri veya karakteristik degeri denir.

A X =X X denkleminden;

AX-AX)=0 —> (A-AI)X=0

denklemi elde edilir. Bu denklem bir lineer homojen denklem sistemini verir. Bu

sistemin sifirdan farkli ¢oziimiiniin olmasi icin katsayilar matrisinin determinanti

sifira esit olmalidir. Yani;

(a,—A) a, . a,,

a,, (ay—A) e a,,
|A-A1|=| : . . =0

a, Ay e (a,, —A)

olmalidir. |A—/ll | ifadesi A’ya gore n. dereceden bir polinom olup bu polinoma A

matrisinin karakteristik polinomu denir.

|A—ll | = 0 denklemine de A matrisinin karakteristik denklemi denir.

Karakteristik polinom,

PA)=A"+aA"" +...+a,
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seklinde bir polinomdur. Bu polinomun n tane gercel ya da karmasik kokii vardir.

P(x) polinomunda a, =—izA ve a, = (-1)" A| dir.
1 0 5

Omek 1: A=|-2 -4 —3| matrisine karsihik gelen 6z degerleri ve
3 6 0

karakteristik denklemleri bulunacak olursa;

(1-2) 0 51 |(2-4) (2-4) (2-4)
|A-Al|=|-2 (-4-2) -3|=|-2 (—4-2) -3
3 6 A 3 6 )

=(2-2)[(-2-2)(-2-3)+3]=(2-2)(A* +54+9)=0

5+i11

denkleminden, =N , =2 bulunur. Ayrica A matrisinin karakteristik
2 2 ¢ y

denklemi; (2-21)=(4*+54+9)=0dan -2’-34>+A+18=0o0larak elde edilir.

A bir kare matris ve A, A’nin bir 6z degeri olmak iizere A X = A X denklemini
saglayan X vektoriine A 6z degerine karsilik gelen 6z vektor ya da karakteristik

vektOr denir.

2

. 3
Ornek 2: A:L } matrisinin 6z degerlerini ve bunlara karsilik gelen 6z

vektorleri bulunacak olursa;

‘(3—/1) 2

|A-Al|= =(3-4)(-2-1)-6=4>-1-12=0 bulunur.
3 (2-2)

Buradan, 4, =-3, A, =4 0z degerleri elde edilir.
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A, =-3 igin,

6 2
A-Al :L 3} dir. X ={xl} icin (A— A7) X = 0 dan bir homojen denklem
X

sistemi elde edilir.

6 2| x 0. i
= ifadesinden,
3 1| x, 0

6x, +2x,=0 . .. .
x,=-3x, bulunur. Keyfi degisken olarak x, =1secilirse,
3x,+x,=0

x, ==3 bulunur.
A, =-3 0z degerine karsilik gelen 6z vektor X, = 3 olur.
A, =4icin

-1 2
A—ﬂzlz[3 6} dir. Xz{xl} icin (A—A4,/)=0dan bir homojen denklem

x2
. . -1 2 1l x 0], .
sistemi elde edilir. = ifadesinden,
3 -6 || x, 0
—x, +2x,=0

X, =2x, bulunur. Keyfi degisken olarak x,=1 secilirse x =2
3x,—6x,=0

bulunur.

2
A, =4 6z degerine karsilik gelen 6z vektor X, = [1 } olur.
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EK 4: Degiskenlerine Ayirma Metodu

Bir kismi diferansiyel denklemin ¢oziimiinii elde etmek amaciyla en cok
kullanilan standart metotlardan biri degiskenlerine ayirma metodudur. Bu metotta
degiskenlerin ayrigtirilabilir oldugu kabul edilir.

C=XxT@) (D

X ve T sirasiyla x ve ¢ ’nin fonksiyonlardir. (1) esitligi

oC 9°C
—=D 2
ot ox’ )
denkliginde yerine koyulursa,
2 2
x T _pr¥X ,  ldT_DoX .
dt ox T dt X ox

yazilabilir. Boylece esitligin sol tarafi sadece t’ye, sag tarafi ise sadece x’e bagl
olacak sekilde bir ifade elde edilir. Her iki taraf da aymi sabit degere esit olmalidir.
Bu degerin —A°D olarak segilmesi uygundur. Esitligin her iki tarafi da bu sabit

degere esitlendiginde iki ayr adi diferansiyel denklem elde edilir:

1dl __5op (4)
T dt

ve

10°X __p 5)
X ox?

Bu iki adi diferansiyel denklem ¢oziildiigiinde;
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_)?
T=e*" ©6)
ve
X = Asin Ax+ Bcos Ax @)

elde edilir. Bu sonuclar, (1) ana denkleminde yerlerine koyulurlarsa;
C =(Asin Ax+ Bsin Ax)exp(—A’Dt) (8)

esitligi elde edilir. Burada A ve B integrasyon sabitleridir. (1) lineer bir esitlik
oldugundan en genel ¢oziim, (8) tipindeki ¢dziimlerin toplamiyla asagidaki gibi elde

edilir:

oo

C=Y (A,sind,x+B,cos4,x)exp(~4, Dr) 9)

m=1

A,, B, ve A, degerleri herhangi bir problem i¢in, o probleme ait sinir kosullari ve
baslangi¢ kosullar1 kullanilarak saptanirlar. Bu yilizden eger [ kalinliginda bir diizlem
tabaka boyunca gerceklesen bir difiizyon olayi ile ilgileniyorsak, difiize olan madde

baslangicta diizgiin olarak dagilmistir. Yiizeylerindeki konsantrasyonun sifir oldugu

durumda;
Cc=C,, O<x<l, t=0 (10)
Cc=0, x=0 ve x=[ t>0 (11

(11)’deki sinir kosullart (9)’da yerine koyuldugunda

B, =0, A, =mull (12)

m

olarak bulunur. Boylece (10)’daki baslangi¢ kosulu;



Cy =D A, sin(mrx/1), O<x<I
1
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(13)

seklini alir. A katsayisini bulmak icin siniis fonksiyonunun ortogonal olmasindan

yararlanilir.

y MITX

jsm( Y sin( 22 ax =0, (m#p)
0

’ TX mux 1

| sin(pT) sin(= S)dv =1, (m=p)

0

(14)

(15)

(13) esitliginin her iki tarafi sm( 7 ) ile carpilir ve 0—/ araliginda integre edilirse;

]
I G, sm( )dx . I sin(me) sin(me)dx
0

(m# p) iken;

0=0 (p=0,2,4...)

(m= p) iken;
A, = 4G, , (m=135.)
mmx

elde edilir. Son ¢6ziim asagidaki gibi elde edilir [Crank, 1975] :

2n+)zx

_4G, < )
2(2 +1)exp{ D@2n+1y’7*t/*}sin

n=0

(16)

(17)

(18)

(19)
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EK 5: Non-Homojen Sturm-Liouville Problemi

Non-homojen diferansiyel denklem iceren sinir deger problemi gbz Oniinde

bulunduruldugunda,

L[y]=-[p(x)y] +a(x)y=pr(x)y+ 1 (x) (1)

M : Verilen bir sabit

f: 0<x<1 aralig1 i¢in verilmis bir fonksiyon
sinir kosullari:
a,y(0)+a,y’(0)=0, by(1)+b,y’(1)=0 ()

p,p’sq ve r’nin 0< x<1 arahifinda siirekli ve p(x)>0 ve r(x)>0 oldugu

kabul edilir. Esitlik (1) ve esitlik (2) de belirtilen problem asagidaki homojen

diferansiyel denklemin 6z fonksiyonlar1 kullamlarak ¢oziiliir.

L[y]=4r(x)y (3)
Problemin 6z degerleri;

A<A<...<A<..

ve 0z fonksiyonlart;

0.0y, 0,,...

seklinde olur. (1) ve (2) non-homojen probleminin ¢dziimiiniin y = ¢(x)oldugu ve

bu ¢oziimiin,
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=359, (x @

seklinde seri olarak ifade edildigi kabul edilirse;
1

bnzjr(x)(/ﬁ(x)qﬁn(x)dx, n=12,... (5)
0

olur. Ancak, ¢(x) bilinmediginden esitlik (5) kullamilarak, b, bulunur. b, esitlik (1)
ve (2)’yi saglayacak sekilde belirlenir ve ¢(x)’i bulmak i¢in esitlik (4)’te yerine
koyulur. Her bir ¢, (x) siir kosullarini sagladigindan, esitlik (1)’de y yerine ¢

yazilirsa, ¢ diferansiyel esitligi saglar.
L[¢](x) = pr (x)g(x)+ 1 (x) (6)

Seri seklindeki esitlik (4), esitlik (6)’da yerine koyulursa b, saptanir ve

boylece diferansiyel esitlik saglanir. Esitlik (6)’nin sol tarafindaki terim,

L[9](x [zbmn} =S, L[0,](6) =3 5,4 () o

n=1 n=1

Esitlik (7)’deki r(x) fonksiyonu ve esitlik (6) ‘daki ur(x)@(x) ifadesine dikkat

/()
r(x)

yazilmistir. Bdylece r(x) bu terimde de ¢arpan olarak goriiliir.

edilirse, esitlik (6)’daki non-homojen terim, r(x){ }seklinde yeniden

L) S e (x) ®)



74

Esitlik (5) kullanilarak;

=jr( )%(b( )dx j.f(x)@(x)dx, n=12,... )

Esitlik (4), (7) ve (8)’de tammlanmis @(x), L[¢#](x) ve f(x) terimleri, esitlik

(6)’da yerlerine koyulursa;

S b, A4, (x)6, (x) = ,ur(x)ib”(b”(x)+r(x)gcn¢n(x) olur.

n=l1 n=1

Terimler toplanip, r(x) faktorii iptal edildiginde,

S [(4, -w)b, —¢, ], (x)

(10)
n=1

seklinde yazilir.



EK 6: Sivilar icin Normal Kaynama Noktasinda

Atomik ve Molar Hacimler *

*bk. [4]

Madde Atomik hacim (m3/kg mol)xlO'3
C 14,8
H 3,7
O 7,4
karbonil olarak ¢if bagh 7,4
aldehid ve ketonlarda 7,4
metil esterlerde 9,1
metil eterlerde 9,9
etil esterlerde 9,9
etil eterlerde 9,9
yiiksek esterlerde 11,0
yiiksek eterlerde 11,0
asitlerde (—OH) 12,0
S, P ve N 'a bagh olarak 8,3
N
cift bagh 15,6
birincil aminlerde 10,5
ikincil aminlerde 12,0
Br 27,0
Cl
RCHCIR' 'de 24,6
RCl 'de 21,6
F 8,7
I 37,0
S 25,6
P 27,0
Hava 29,9
(0)) 25,6
N, 31,2
Br, 53,2
Cl, 48,4
CO 30,7
CO, 34,0
H, 14,3
H,O 18,8
H,S 32,9
NH; 25,8
NO 23,6
N,O 36,4
SO, 44.8
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EK 7: Gazlarda Difiizyon Katsayilar (1 atm)*

Sistem Sicaklik (°C)  Difiizivite ((m*/sn)x10*)
Hava—NHj; 0 0,198
Hava—H-,0 0 0,22
25 0,26
42 0,288
Hava—CO, 3 0,142
44 0,177
Hava—H, 0 0,611
Hava—C,HsOH 25 0,135
42 0,145
Hava—CH;COOH 0 0,106
Hava—n-hegzan 21 0,08
Hava—benzen 25 0,0962
Hava—toluen 25,9 0,086
Hava—mn-biitanol 0 0,07
25,9 0,087
H,—CH,4 25 0,726
H,—N, 25 0,784
85 1,052
H,—benzen 38,1 0,404
H,—Ar 22,4 0,83
H,—NH; 25 0,783
H,—SO, 50 0,61
H,—C,H;OH 67 0,586
He—Ar 25 0,729
He—n-biitanol 150 0,587
He—Hava 44 0,765
He—CH,4 25 0,675
He—N, 25 0,687
He—O, 25 0,729
Ar—CH,4 25 0,202
CO,—N, 25 0,167
CO,—0, 20 0,153
N,—n-biitan 25 0,096
H,0—CO, 34,3 0,202
CO—N, 100 0,318
CH;Cl—SO0O, 30 0,069
(C,Hs5),0—NH3 26,5 0,108

*bk. [4]
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EK 8: Sivilarda Seyreltik Cozeltiler icin Difiizyon

Katsayilan*
Difiizivite
Coziinen Coziicii Sicaklik (°C) ((m*/sn)x10*)
NH; Su 12 1,64
15 1,77
0, Su 18 1,98
25 2,41
CO, Su 25 2
H, Su 25 4.8
Metil alkol Su 15 1,26
Etil alkol Su 10 0,84
25 1,24
n-propil alkol Su 15 0,87
Formik asit Su 25 1,52
Asetik asit Su 9,7 0,769
25 1,26
Propiyonik asit Su 25 1,01
HCI (9 gr mol/l) Su 10 3,3
HCI (2,5 gr mol/l) Su 10 2,5
Benzoik asit Su 25 1,21
Aseton Su 25 1,28
Asetik asit Benzen 25 2,09
Ure Etanol 12 0,54
Su Etanol 25 1,13
KCl Su 25 1,87
KC1 Etilen glikol 25 0,119

*bk. [4]



Kimyasal ad1

Kimyasal formiil

Molekiil agirlig

Tanimlama

Erime Noktas1

Kullanim Alanlari
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: Potasyum (E, E)-2,4-hekzadienoat Trans, trans-2,4-

hekzadienoik asidin potasyum tuzu.

. C6H702K

:150.22

:105 C'de 90 dakika 1sitildiktan sonra renkte hicbir degisim
gostermeyen beyaz kristal toz.

:132-135°C

: Tiim gida proseslerinde koruyucu olarak kullanilmaktadir.
Kiif ve maya 6nleyici olarak gida endiistrisinde yaygin olarak
kullanilmaktadir. Bakterilere karsi kismen de olsa etkilidir.
Ortamda pH diistiik¢e aktivitesi artar.

Kullanim miktarlar1 : Alkol icermeyen aromali icecekler : 0.3 g/kg



Cokelek, lor, stizme yogurt : 2 g/kg

Krem peynir ve ¢esnili peynir: 1 g/kg

Kurutulmus meyveler: 1 g/kg

Kurtulmus veya dondurulmus yumurta: 1 g/kg

Sofralik zeytinler: 0.5 g/kg

Siitlii, yaomurtali, sulu hamurlar: 2 g/kg

Sarap: 0.2 g/kg

Zeytin ve zeytin bazl iiriinler: 1 g/kg

Makarna ve mant iretiminde kullanilan dolgularda : 1g/kg

[25, 26, 27, 28].
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