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SiIMGE VE KISALTMALAR
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1. GIRIS

Kati cisimlerin diizlemsel ve ii¢ boyutlu hareketleriyle ilgili bir kavram olan ani
invaryantlar uzunca bir siireden beri mekanizmalarin analiz ve sentezi, kontrol teorisi
gibi alanlarda kullanilmaktadir. Diizlemsel mekanizmalarda genel diizlemsel hareket
yapan uzuvlarin hareketlerindeki cesitli geometrik ve kinematik oOzellikler ani
invaryantlara baglh olarak tanimlanmis ve bu konuda bir¢ok arastirmalar yapilmustir.
Diizlemsel mekanizmalar yardimiyla cesitli Ozelliklere sahip yoriingelerin ve
konumlarin elde edilmesi i¢in ani invaryantlara bagli tasarim metotlar
gelistirilmigtir. Kat1 cisimlerin ti¢ boyutlu hareketleri ile ilgili ani invaryantlara bagh
teorik formiilasyon mevcuttur. Fakat uzaysal mekanizmalarda ii¢ boyutlu olarak
hareket eden wuzuvlarin hareketleri ve yoriingelerinin ani invaryantlara bagh
geometrik ve kinematik Ozelliklerinin tanimlanmasi1 ve formiilasyonu gelisme

asamasindadir.

Diizlemsel mekanizmalarda ani invaryantlara dayali yoriinge egrilik analizi
konusunda bir¢ok arastirma yapilmis ve elde edilen sonuglar mekanizma analiz ve

sentezi i¢in kullanilmistir.

Mekanizma ve makine teorisinde rijit cisimlerin hareketlerinin analiz ve sentezi
icin egrilik teorisinin kullanilmasi en uygun metotlardan birisidir. Kinematikgiler
baslangigta tek serbestlik dereceli diizlemsel hareketin geometrisi ile calistilar.
Konum ve yoriinge sentezi i¢in grafik ve analitik metotlar gelistirdiler ve diizlemsel
mekanizmalarda kullandilar. Bunlar boyutsal sentez problemi olarak adlandirildi. Bir
mekanizmanin uzuv boyutlar1 arasindaki iligkiler degerlendirilerek hareket sentezi
gerceklestirildi. Egrilik teorisi, iki serbestlik dereceli diizlemsel hareket ve ii¢
serbestlik dereceli uzaysal hareketler i¢in genisletildi. Egrilik teorisiyle baglantili ani
invaryantlara dayali yeni cebirsel metotlar gelistirildi. Bir hareketin tanimlanmasi
icin ani invaryantlarin kullanilmasinin avantajlari vardir. Cok serbestlik dereceli
hareketlerin sentezi, bir serbestlik dereceli hareket teorisinden farkli olarak, daha ¢ok
kontrol uygulamalarinda yerini bulmustur. Bu da egrilik teorisinin daha fazla

serbestlik dereceli geometri i¢in kullanilmasini saglamistir. 1960’lara kadar grafik



metotlarla sentez yapilmaktayken, bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle analitik

yontemlerin 6nemi artmistir.

Kiiresel harekette ani invaryantlarla ilgili ¢alismalar diizlemsel mekanizmalara
gore daha yenidir. Kiiresel egrilerin egrilik teorisiyle ilgili ¢calismalarda jeodezik
egrilik ve burulma ifadeleri kinematik ani invaryantlar cinsinden ifade edilmis ve
belli bazi1 6zelliklere sahip olan yoriingeleri ¢izen noktalarin geometrik yerleri
arastirilmistir.  Diizlem kinematikteki Ball ve Burmester noktalarina kiiresel

kinematikte karsilik gelen noktalar en ¢ok tizerinde durulan konulardir.

Bu calismada, bu noktalarin bulunmasiyla ilgili ani invaryantlara dayah
formiilasyon yapilmis ve daha {ist mertebeden noktalar da arastirilmistir. Daha sonra
ilgili parametrelerin se¢imiyle istenen Ozelliklere sahip bir yoriingeyi ¢izecek kiiresel

bir mekanizmanin nasil bulunabilecegi gdsterilmistir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Kamphuis, H.J.,(1969). Kiiresel kinematikte ani invaryantlari, ani acgisal hiz
vektorii ve onun tiirevleri yardimiyla tanimlamistir. ““ Baslangi¢ konumunda uygun
bir eksen takiminda, keyfi bir noktanin o andaki t hareket parametresine gore agisal
hizinin tiirevleri kiiresel hareketin ani invaryantlarini verir.” Kiire yiizeyinde
tanimlanmis olan jeodezik egrilik ve torsiyon yardimiyla kiiresel hareketin
kinematigi incelenmistir. Biikiim egrisi, daireleme noktalar egrisi ve ¢ift daireleme
noktalar egrisi gibi 6zel geometrik yer egrilerinin kesim noktalar1 Ball ve Burmester
noktalar1 olarak adlandirilmistir. Bu noktalarin kiiresel mekanizma tasariminda

kullanilabilecegini ifade etmistir.

Gupta, K.C., (1978). Diizlemsel olarak besinci mertebeye kadar ani invaryantlari
dogrudan veren bir formiilasyon yapmistir. Diizlemsel bir hareketin ani invaryantlari,
mekanizmalarda boyutsal sentez problemlerinin formiilasyonunda kullanmstir.
Diizlemsel mekanizmalarda ani invaryantlarin fonksiyon ve konum sentezi i¢in nasil

kullanilacagina dair 6rnekler vermistir.

Roth, B., Yang, A.T.,(1977). Diizlemsel harekette ani invaryantlarin ayrintili
teorik tanimlarimi yapmislardir. Geometrik kisitlar altinda diizlemsel olarak hareket
eden bir kat1 cismin ani invaryantlarini tanimlamak sistematik bir iglem oldugunu,
mekanizmalarin kinematik analizi ve farkli tip sentez problemleri, ani invaryantlar

yardimu ile etkili bir bicimde ¢6ziilebilecegini ifade etmislerdir.

Roth, B., Yang, A.T.,(1973). Kiiresel kinematikte yiiksek mertebeden yoriinge
egrilik teorisini ele almiglar ve bununla ilgili bagintilar elde etmislerdir. Bunlarin ani
invaryantlarla ilgisini ac¢iklamislar ve egrilikle 1ilgili karakteristik egrileri

¢izmislerdir.

Fu,T.T., Chiang, C.H.,(1994). Kiiresel bir hareketin sabit ve hareketli pol egrileri
yardimiyla simiilasyonunun nasil yapilacagini agiklamiglardir. Bilinen ii¢ simiilasyon

metodu, ani invaryantlar metodu, konum sentezi metodu ve pol egrileri metoduyla



ilgili karsilastirmalar yapmislardir. Her metotta, diizlemsel ve kiiresel olarak

kullanilan parametreler ile karakteristikleri ve farkliliklar1 izah etmislerdir.

Ting, K.W., Wang,S.C.,(1991). Diizlemsel bir hareketin ani invaryantlar
yardimiyla formiilasyonunu ayrintili bir sekilde agiklamiglardir. Yiiksek mertebeden
dogrusal ve dairesel yoriingeler elde etmek i¢in kullanilabilecek Ball ve Burmester
noktalar1 gibi 6zel noktalar1 bulmak i¢in {ist mertebeden formiilasyon yapmislardir.
Diizlemsel egrilik teorisi, Euler Savary denklemi ve polinomlarla ilgili teoriyi
kullanarak bu noktalara ait 6zel halleri ayrintili olarak ele almislar ve konunun bir
dort cubuk mekanizmasinda yoriinge sentezi i¢in nasil uygulanacagin1 6rneklerle

gostermislerdir.

Lee,C.,Yang,A.T., Ravani, B.,(1993). Koordinat sistemlerinden bagimsiz olarak
uzay kinematiginin ani invaryantlari i¢in belli denklemler tanimlamislardir. Keyfi bir
eksen takiminda bir kati cismin hareketinin tanimlanmasi, ani invaryantlarin
hesaplanmasi icin direkt bir metot saglayacagini ifade etmislerdir. Uzaysal hareket,
kiiresel harecket ve dordiincii mertebeden diizlemsel hareketler igin {iglinci
mertebeden ani invaryantlar belli denklemlerle tanimlamislardir. Verilen rijit bir
cismin hareketinin ani invaryantlarinin hesabi, kanonik koordinat sistemlerini

kullanmaya ihtiya¢ duymaksizin yapilabilecegini ifade etmislerdir.

Stachel, H.(2000). Uzaysal bir hareketin ani invaryantlar1 ve pol egrilerine ait
invaryantlar arasindaki iligkileri incelemistir. Uzaysal hareket i¢in dual sayilar

cebrini kullanarak uzaysal Euler—Savary denklemini elde etmistir.

Chiang. C.H.,(1992). Kiiresel kinematikle diizlem kinematik karsilastirilarak
benzer ve farkli yonleri izah edilmistir. Kiiresel dort cubuk mekanizmasini diizlemsel
dort cubuk mekanizmasina benzer olarak ele almigtir. Diizlemsel dort ¢ubuk igin
gecerli Grashof kurali kiiresel dort gubuk mekanizmalari i¢in de gegerli oldugunu
tanimlamistir.  Kiiresel kinematikle ilgili kavramlarin, diizlem kinematikteki

karsiliklarini da belirtilerek ispatsiz olarak agiklanmistir.



Koetsier.T.,(1986). Diizlemsel teorik kinematige ait Euler Savary denklemi,
bilikiim egrileri, ani donme merkezi ve Bobillier teoremi gibi bazi kavramlari tarihi
gelisimi ile birlikte aciklamugstir. Ozel bir koordinat takimi secilerek hareketin

kinematik ani invaryantlarini tanimlamigtir.

Sodhi,R., Shoup, T.E., (1982). Kiiresel dort cubuk mekanizmasinin geometrik
konfigiirasyonu ve ani donme ekseni arasindaki iliski cebirsel denklemler ile

mekanizma geometrisi terimleri i¢inde sunulmustur.

Bagc1, C.,(1984). Kiiresel mekanizmalarin sentezi ic¢in izdiislimii metodunu
kullanmistir. Kiiresel krank biyel, kol sarka¢g mekanizmalar1 ve ¢ok basit geometrik
sentez teknikleri sayisal drneklerle aciklamis, her bir geometrik tertip i¢in bilgisayar

destekli analitik ¢ozlimler vermistir.

Wang, D.L., Xiao, D.Z., (1997) .Diferansiyel geometriye dayali olarak, bir uzay
egrisinin ani donme ekseni boyunca birbirlerine teget olan cisim konisi ve uzay
konisini incelemiglerdir. Uzaysal olarak hareket eden bir noktanin ydriingesinin
geometrik Ozellikleri ve ani donme ekseninin invaryantlar1 elde edilmistir. Uzaysal
hareketli bir cismin Bresse hyperboloidi, jeodezik biikiim yiizeyi ve biikiim egrisinin
yeri saptanarak, uzaysal Euler-Savary denklemi elde edilmistir. Hareketli bir cismin

yoriingesinin ani 6zelliklerini ve karakteristik yoriingelerini arastirmislardir.

Mccarthy, J.M.,(1987). Kiiresel kinematikte kiire yiizeyindeki egrilerin
diferansiyel geometrisini ele alarak diferansiyel egrilik ve burulma ifadelerini elde

etmistir.

Chiang. C.H.,(2000). Kiiresel mekanizmalarla ilgili kitabinda bu mekanizmalar
hakkinda genis bilgi vermistir. ilk béliimde kiiresel mekanizmalarin geometrisi,
siiflandirilmas1 ve kinematik analizi agiklanmistir. Daha sonra kiiresel olarak
hareket eden bir cismin ani hareketi ele alinmis, konuyla ilgili Euler Savary denklemi
ve Bobillier teoremi kiiresel kinematik icin elde edilmistir. Kiiresel kinematikte

konum sentezi ayrintili olarak ele alinmig ve biikiim egrisi, daireleme noktalar egrisi,



Ball ve Burmester noktalar1 sonsuz yakin konumlar sentezi yaklasimiyla
aciklanmistir. Sonraki boliimlerde kiiresel dort uzuvlu mekanizmalar disinda diger
tip kiiresel mekanizmalar incelenmistir. Eklerde kiiresel geometri ile ilgili oldukca

ayrintili formiilasyonlar verilmistir.

Lu, D.M,,(1999). Ozel boyutlara sahip kiiresel bir kol sarka¢ mekanizmasi
biyel egrisi kiiresel bir bilgisayar programi yardimiyla ¢izilmistir. Diyagramin nasil

kullanilacag1 6rneklerle anlatilmustir.

Veldkamp, G.R., (1967). Uzaysal hareketi analitik olarak ele alarak ilgili ani
invaryantlar1 tanimlamistir. Uygun koordinat sistemleri kullanilarak diizlemsel
harekettekine benzer karakteristik egrilerin ve denklemlerin formiilasyonunu yapmis

ve Ozel hallerini incelemistir.

Deng, M.L.,. Hwang, W.M., (2001). ki veya ii¢ sivri noktaya sahip bir biyel egrisi
cizen kiiresel dort ¢ubuk mekanizmalarinin sentezi i¢in bir yontem vermislerdir.
Bunun i¢in konum sentezi ile ilgili Burmester egrilerinin 6zel bir halini géz oniine

almiglardir. Sayisal 6rnekler vererek literatiirdekilerle karsilastirmislardir.



3. KURESEL HAREKETIN KINEMATIGIi

3.1. Kiiresel Hareket

Kiiresel hareket, bir kati cismin uzayda sabit bir nokta etrafindaki ii¢ boyutlu
hareketi olarak ifade edilir. Bu nokta O ile gdsterilir ve cisim iizerindeki noktalar
arasindaki mesafenin sabit oldugu gbz Oniine alinirsa, cisim iizerindeki bir A noktasi
ancak kiiresel bir ylizey iizerinde hareket edebilir . Sabit O noktas1 kiiresel yiizeyin
merkezi olur. Cisim lizerindeki her hangi iki nokta A ve B olarak belirlenirse O, A ve
B aym1 dogrultuda olmamak sartiyla bu noktalar yardimiyla kati cismin konumu
tamamuiyla belirlenebilir. Bir bagka deyisle eger A ve B ayni kiiresel ylizey iizerinde
ise tiim cismin konumu A ve B yardimiyla tamamen belirlenebilir.

Egrisel bir ylizey iizerinde iki nokta arasindaki en kisa mesafe jeodezik hat(¢izgi)
olarak adlandirilir, bu, bir diizlem {izerinde bir dogruya karsilik gelir ( Chiang 1992).
Kiiresel bir yiizey iizerindeki herhangi iki nokta arasindaki jeodezik hat, bir biiyiik
daire pargasidir. Kiirede biiyiik daire, kiire yiizeyindeki iki noktadan ve kiire
merkezinden gegen bir diizlem ile kiiresel ylizeyin ara kesitidir. Buna gore kiire
yilizeyindeki herhangi iki noktadan gegen tek bir biiylik daire vardir, ya da bu sonug
sOyle de ifade edilebilir. Kiire yilizeyinde iki nokta arasindaki en kisa mesafe bu
noktalardan gecen biiyiik daire yayidir (Chiang 1992). (Diizlemde en kisa mesafenin

bir dogru pargasi olmasi gibi).

Diizlem kinematikte, sabit uzuv, govdenin iki noktasindan gegen bir dogru ile
ifade edilir. Benzer olarak kiiresel kinematikte sabit uzuv, yarigap1 bir birim olan
birim kiire ylizeyi lizerinde, govdenin iki noktasindan gecen biiyilik daire parcasi ile
gosterilebilir. Ayrica diger uzuvlar da aymi birim kiire yiizeyi lizerinde farkl
dogrultulardaki biiyiik daire pargalar1 ile gosterilir. Kiiresel kinematikte birim kiire
ylizeyi tizerindeki iki nokta arasindaki mesafe, bu iki noktadan gecen biiyiik dairenin

bu yayini kiire merkezinden géren merkez ac1 ile dlgiiliir.



Kati cismin sabit O noktasi etrafinda At zaman araligindaki hareketi O dan gegen
bir eksen etrafinda A® degerinde bir donme hareketine esdegerdir. Bu eksen {izerine
siddeti AB/At kadar olan bir vektor ¢izilir ve At yi limitte sifira gotiiriiliirse ani donme
ekseni ile @ agisal hiz1 elde edilmis olur. Buna gore cisme ait bir A noktasinin hizi
va, @ vektorl ile noktanin ra yer vektoriiniin vektorel ¢arpimini teskil etmekle

bulunur.

vAz%\:mxrA 3.1)

A noktasinin ivmesi ise hizi t’ye gore tiiretilerek bulunur.

ar,=a X rp+ o X (® X ry) olarak bulunur. Burada a agisal ivme vektorii, o agisal

hizinin dew/dt degisimini gostermektedir.

Bir kat1 cismin sabit bir nokta etrafinda hareket etmesi halinde ®’nin dogrultusu
ve ani donme ekseni her an degisecektir. a agisal ivmesi ise @’nin dogrultusundaki
degisimi gosterdigi gibi bunun siddetindeki degisimi de belirler ve bu genellikle ani
donme ekseni dogrultusunda olmaz. Kati cismin belirli bir anda ani donme ekseni
tizerinde bulunan noktalarinin hizlar sifir, fakat ivmeleri sifirdan farklidir. Buna gore
cismin cesitli noktalarmin ivmeleri cisim sanki ani donme ekseni etrafinda
donliyormus gibi hesaplanamaz. a vektoriiniin dogrultusu @ vektoriiniin ucunun
uzayda ¢izdigi egri yardimiyla belirlenebilir. o ivme vektorii @ daki degisimi
gosterdigine gére bunun dogrultusu tanimlanan egrinin tegeti olmak zorundadir. @
vektori uzayda uzay konisi ve cisim igerisinde cisim konisi adi verilen iki koni
meydana getirir. Belirli bir anda, bu koniler ani donme ekseni boyunca birbirlerine
tegettir ve boylece cisim hareket ederken, cisim konisi de uzay konisi ilizerinde

kaymadan yuvarlanir (Sekil 3.1 )( Beer ve ark.1979, Meriam 1980).



Uzay konisi

Cisim konisi

Sekil 3.1 Cisim konisi ve uzay Konisi

Sekil 3.2 ’de goriildiigii gibi, kiiresel olarak hareketli bir kati1 cismin hareketini
g6z Oniline alalim. A ve B noktalarinin v4 ve vg hizlarinin yonlerinin bilindigini farz
edelim. v4 hiz1 OA ya diktir. A dan gegen ve va dogrultusuna dik olan m biiyiik
dairesini ¢izersek, kati cisim tanimina gore biiyiik daire m tizerindeki herhangi bir

noktanin hizinin dogrultusu v, ya paralel olmalidir.

Sekil 3.2 Ani donme merkezi

Benzer sekilde B den gecen ve vg ye dik olan biiyiik daire n iizerinde herhangi bir

noktanin hizinin dogrultusu vg ye paralel olmaldir. ki biiyiik daire m ve n’nin
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kesisim noktas1 P olsun. Eger P noktasinin bir vp hiz1 varsa, bu hiz v, ve vg nin her
ikisine de paralel olmak zorundadir. Bu miimkiin olmadigina gore, vp sifir olur. P
cismin ani donme merkezi (hiz polil) yada pol olarak adlandirilir ve cisim OP pol
(kutup) ekseni etrafinda doner. Boylece herhangi bir kiiresel hareket bir donme, yani
bir agisal hareket olarak ele alinabilir. OP cismin yukarida sézii edilen ani donme
eksenidir. Cisim konisi ve uzay konisinin kiire ylizeyi ile arakesiti olan kiiresel
egriler, kiiresel kinematikte sirasiyla hareketli pol egrisi ve sabit pol egrisi olarak
isimlendirilir. Bu iki egri P noktasinda yani polde birbirine tegettir ( Beer ve

ark.1979, Meriam 1980).

3.2. Kiiresel Koordinatlarda Birim Vektorler

Sabit bir nokta etrafinda kiiresel hareket yapan bir kat1 cismin hareketi yarigap1 bir
birim olan birim kiirede ele alinir. Kiiresel hareket hangi dlgcekte olursa olsun her
zaman bdyle yapilabilir. Sekil 3.3 te baslangici sabit O noktasi olan XYZ eksen
takiminda kiiresel koordinatlar R, 6 ve @ goriilmektedir. Kiiresel olarak hareket eden
A noktasinin yer vektorii ra buna gore siddeti bir birim olan bir vektordiir ve yonii O
dan A ya dogrudur. Kiiresel koordinat sisteminin birim vektorleri olan p, o ve 8

dan p, A noktasinda r, yon ve dogrultusunda tanimlanir.

Sekil 3.3 Birim Vektorler
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Diger birim vektorler 6 ve & nimn yon ve dogrultusu ise sag el kuralina gore

belirlenir. Buna gore,

AA" 1 OXY, puld ve olp, OA=R=I birim

OA=ra=ri + 1yj+ r,k (3.2)
1x = cos cosd

1y = cos® sin0

r,= sin®

ra= OAp = l.u yazilirsa,

u = coscosbi + cos@sinb j + sin@ k (3.3)
=—sinf i+ cosb j (3.4)

6 =cos(0@+90)cosBi + sinBcos(P+90)j + sin(D+90) k

8 =-—sin@cosbi — sinBsin® j + cos@ k (3.5)

Boylece kiiresel koordinat sisteminin birim vektorleri, kartezyen koordinat
sisteminin birim vektorleri i, j, k cinsinden ifade edilmis olur. Bunlarin zamana gore
tiirevleri alinip ara islemler yapilirsa,

e 5 ;

3t =0cosdpo + ¢ (3.6)
i—: = é(—cos¢u+sin¢6) (3.7)
dé * .

ol —(¢pn + 0sin ¢ o) (3.8)

ifadeleri elde edilir.

3.3. Kiiresel Hareketin Ani Invaryantlar

Kiiresel harekette bir kati cismin acisal hiz vektori ani donme ekseni
dogrultusundadir, yani dogrultusu daima kiire merkezinden gecer. Agisal ivme

vektoriinlin ve agisal hizin daha {ist mertebeden tiirevlerinin dogrultular1 da ayni
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noktadan gecer. Kinematik ani invaryantlar1 tanimlamak tlizere bir referans sistemi
olusturmak i¢in, hareketin t=0 baglangi¢ aninda (hareketin gézoniine alindig1 anda)
acisal hiz vektoriiniin dogrultusunu Z ekseni olarak alalim. X ekseninin pozitif
yoniinli de acgisal ivme vektoriiniin bu andaki x bileseni pozitif olacak ve bu vektor
OXZ diizleminde kalacak sekilde secelim (Fu ve ark 1994). Bu durumda O sabit
noktasi orijin olmak {izere, OXYZ bir sag el eksen takimi oldugundan Y ekseninin
yon ve dogrultusu tek sekilde belli olur (Sekil 3.4). Sabit eksen takimini bu sekilde

secildikten sonra hareketli Oxyz eksen takimi da bu anda OXYZ ile iist iiste alinsin.

Sekil 3.4 Hareketli ve sabit eksen takimi

Eksen takimlar1 bu sekilde segilirse acisal hiz bilesenleri oy = @, = 0 ve ®,#0
olur. Agisal hiz bilesenlerinin n. tlirevleri i¢in sirayla oy, , ®yn V€ ®,, notasyonlari
kullanilsin. Buna gore agisal ivme vektorii bilesenleri g , wy1 ®, olarak ifade
edilir ve eksen takimlar1 yukaridaki gibi segilirse @y >0 ve @y = 0 olur. Agisal hiz
bilesenleri de wyo , ®y0 , ™, seklinde gosterilebilir. t=0 anindaki ag¢isal hizin siddetini

bir birim alinsin, yani bilesenleri w,o ‘a boliinsiin, buna gore
9 9 b

0,0=1, 0x=wy,=0 (3.9)

olur. Acisal hizin tiirevlerinin bilesenlerini de w,y ‘a boliinsiin. Boylece hem agisal
hizin kendisi, hem de tiirevleri ®, a gore normalize edilmis olurlar. Acisal hiz
tiirevlerinin normalize edilmis degerleri, hareketin gozoniine alinan anina mahsus ani

invaryantlar olarak alinabilir ve kinematik ani invaryantlar olarak adlandirilirlar.
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Orijini O noktasinda olan kiiresel koordinat sisteminde, bir birim siddetindeki

acisal hiz vektori,

D= U=Q (3.10)

olarak ifade edilebilir. Burada o , 6 , p kiiresel koordinat sisteminin birim

vektorleridir.

p birim vektoriini @ dogrultusunda (z ekseni dogrultusunda) alinirsa ¢ ve & nin

sirayla x ve y ekseni dogrultusunda olacagi goriilebilir ( Sekil 3.5).

A5

Sekil 3.5 Kiiresel koordinat sisteminin birim vektorleri

® acisal hiz vektoriiniin z ekseni dogrultusundan kii¢ciik bir miktar saptigi

diistintilstin. Buradan Sekil 3.5 te gorildigi gibi @=sabit oldugu sdylenebilir.
Zamana gore tiirev alinirsa @ =0 =0 = ... = 0 olur. ® agisal hiz vektori z

ekseni dogrultusunda oldugundan 6 = 0 ,.6. # 0 olacagi agiktir. (3.10 ) denkleminin
tiirevi alinarak, denklem (3.6) - (3.8) © den,
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—:c:):'cosg 3.11
™ 0 ¢ (3.11)

yazilir. Burada ¢ vektorii x ekseni dogrultunda oldugundan bunun katsayisi wy; ani
invaryantinin karsiligidir. Ancak & ve p vektorlerinin katsayilart sifir oldugu igin
oy ve o, blyiikliklerinin sifir oldugu anlasilir. Bu sonu¢ yukarida ifade edilen

0x1>0 ve y; = 0 kabullerini dogrular (Fu ve ark 1994).

0, = 9 cos@#0, o, =0 ve ©,=0 (3.12)
Agcisal hiz bir kere daha tiiretilirse;

2 . . .2 .2
dm—(@cos@-@sin@)c+9 cos@sin@d—0 cos’Op (3.13)

2

elde edilir. Burada o, 8 ve p nin katsayilar1 sirasiyla ow, 0y ve 0, ani

invaryantlarinin karsiligidir. (3.13) denkleminden

Oy, = 0 cos@—06sin D (3.14)
2
Oy, =6 cos@sin@ (3.15)
.2 [ ]
w, =-0 cos’@=-(0cosD) = -0, (3.16)

yazilir. , nin biiyiikliigiiniin bagimsiz olmadigi wy; € bagl oldugu anlasilir.

Acisal hiz bir kere daha tiiretilerek;

3 o3 o3
© (9 cos@—20sinO—fcosD—0 cosPsin’P -0 cos’D) e

=

2 2

+(3égcos®sin®—2é sin2®+é c052®)8

2

+(30 cos@sin @-306c0s’D) p (3.17)
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elde edilir. Burada yine o, 6 ve p niin katsayilari sirasiyla o3, ®y3 ve 0,3 ani

invaryantlarini verir.

o3
03 = O cosP—-209sind—-Q9cosP—0 cosO (3.18)
° oo .2 '2
wy3=399005®sin®—39 sin” @ + 0 (3.19)
'2 o oo
w,, =30 cos@ sin@ -390cos’D
=—3écos® (—ésin@ +.e‘cos® )
Denklem (3.12) ve (3.14 )  ten,
(,023:—3 MWx1 Ox2 (320)

elde edilir. Agisal hiz bir kere daha tiiretilerek;

d4m
4

00 (L] ] .2..
=(gcos@ -39sin@ —-30cos@ +0sin@ —60 Qgcos@ sin’Q

3 3

. .2 oo . eee o
+30 sin@—-60 gcos’@ +30 sin@coszﬁ) 6+(400cos@ sind
o oo o2 o oo o oo o2
—99@sin® @—-70 cos@sin @ +200cos’> @ +300cos@+30 cosPsin®
.4 04 L4 X oo
—9 cos@ sin’ @—9 sin@cos’ @ )& +{(—0cos D)0 cos@ —2¢sind
3

-écos@—é cos@) +3[(.6.c0s® —ésin@ )(—.G.cosﬂ +ésin® )
—0cosD(29sin@+0cosd— 0 cos@]}p (3.21)

yazilir. 6 ve 8 birim vektorlerinin katsayilart w4 ve my4 ani invaryantlaridir.

3

. YY) ) 0200 i
®,, =cos@ (Ig—3e)—sin0(3e—e)—3(26 0cos@—0 sin@) (3.22)

4

00 o .2 L] ..2 e oo
w,=(400-70 —0 +30 )cosDsin@—po(11sin’> @—2-3cos D)(3.23)
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(3.21) denkleminden .4 ani invaryanti i¢in ise p birim vektoriiniin katsayisi

yazilir.

3

mz4:(—écos @)(.é.cosﬂ —2'e.sin® —écos@ —é cosQ)

+ 3[(60050 —ésin@ )(—6cos® +ésin® )

+0cosB(f cosP+2 9 sin@ — § cosd] (3.24)

(3.12), (3.14) ve (3.18) denklemlerindeki ani invaryantlart (3.24) denkleminde

yerine koyulursa, .4 ani invaryanti,

O, = —O, 03 + 3[-0,,0,, — (oxl(é cos@D+ 2 .6. sin@— .(;). c0s)](3.25)

o3
seklini alir. Bu denkleme 6 cos@ ifadesini ekleyip ¢ikararak

3
2 [ ]
W, = —WyWy3 + 3[_ Wy + Oy (_wxf‘a -0 COSQ)] (326)

elde edilir. Denklem (3.27) deki son terim i¢in,

o3 . o2 o2 o2 oo oo
0 cos@=0cos@(O —30 sin’@+30 sin’O+ 300 sin@cosD — 30 0 sin@cosD)
2 2 . 2

= écos@(é — 3é sin’@ + 30 6 sin@cos) + 3é cos@sin@(é sin@ — 6cos@)

yazilir. Bu son ifadede (3.12), (3.14), (3.15), (3.18) ve (3.19) denklemlerindeki ani

invaryantlar yerine yazilirsa;
= - +3(-0,,” - — 0 0y + 3 3.27
Wyq4 = 0403 ) Wy10x3 Wy (Dy3 wxlwxl(’oyZ) ( : )

bulunur. Buradan o, bilesenlerinin bagimsiz olmadigi, x ve y dogrultusundaki

bilesenlere bagli oldugu anlagilir.
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3.4. Uzaysal Egrilerde Egrilik ve Burulma

3.4.1. Birim teget vektor

Bir t parametresine gore parametrelenmis olan uzay egrisi r(t) olsun. (t
cogunlukla zaman olarak diigiiniiliir). v (t)=dr/dt hiz vektorii daima egriye tegettir.

Egrinin teget noktasindaki birim teget vektor T(t) olsun. v(t) # 0 olmak iizere bu

vektor, hiz vektorii v, siddeti v(t)= v (t) |’ ye boliinerek bulunabilir:

dr
dt

_Y@® _dr

T v(t) dt

(3.28)

Egri s yay uzunluguna gore parametrelenir r =r(s) ve birim hiz

v(s)=1alinirsa, birim teget vektort;

T(t) = % (3.29)

yazilir. Eger r=r(t) egrisi siirekliyse v(t) hiz1 sifirdan farklidir ve birim teget
vektorii T(t), t’nin siirekli bir fonksiyonudur. Herhangi bir birim vektdr u ve T(t)

arasindaki a¢1 6(t)’ de t’nin siirekli bir fonksiyonu olur.
0(t) = cos '[T(t)*u] (3.30)
3.4.2. Egrilik ve birim normal

Uzay egrisi s yay uzunlugu ile parametrelenmis olsun ve r=r(s) seklinde ifade
edilsin. Egri tanim araliinda siirekli ve tlirevleri mevcut olsun. Birim uzunluktaki
T(s)= dr/ds teget vektorii icin, T(s) *T(s) =1

Bu denklemin s’ ye gore tiirevi alinarak,

2T(S) . d;lrsr

_ 0 (3.31)
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elde edilir. dT/ds, T(s) e diktir.
r(s) noktasinda uzay egrisinin egriligi, d T/ds nin uzunlugudur. Egrilik ¥ (kappa)

ile gosterilir ve

dT
K(s) = |— 3.32
(®) =3 (3.32)
yazilir. Egrilik yaricap1 p ile gosterilir ve egriligin tersidir.
1
ps) = — (3.33)

K(s)

k bir mutlak deger olduguna gore her zaman pozitiftir, dolayisiyla p da pozitiftir.

Buna gore bir egrinin egriligi, egrinin ardigik noktalardaki tegetlerinin dénme
hizinin bir Ol¢iistidiir. Egrilik yaricapi, goz Oniine alinan bir noktadan egriye cok
yakin olarak gecen dairenin yaricapidir. Bu daireye egrilik dairesi, merkezine de
egrilik merkezi denir. Bu tanima gore egri iizerinde her noktada k(s) > 0 dir. Eger

k(s) # 0 ise dT/ds kendi siddetine boliinerek ayni dogrultudaki birim vektor N(s)

bdylece birim normal,

1 dT _ dT/ds
NG = k(s) ds |dT/ds|

(3.34)
ile tanimlanir. N(s), egriye ve T dogrultusuna diktir ve bu ylizden normalin
dogrultusu tegetle birlikte doner. Asal normal k(s) egriliginin sifir oldugu noktalarda

tanimli degildir.
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T

Sekil 3.6 Birim teget ve Asal normal Vektor

Egrilik, ‘birim tegetin doniis hiz’ seklinde de ifade edilebilir. Bir s araliginda
k > 0 olsun ve egri lizerindeki komsu noktalardaki birim teget vektorler T(s) ve

T(s +As) arasindaki ag1 A9 olsun.

AO

K(s) = lim
(s) e

As—0

(3.35)

T(s +As)

Sekil 3.7 Teget vektorleri

AT = T(s +As) — T(s) olsun. T(s +As) ve T(s ) nin her ikisi birim vektordiir.
| AT/AB

, yarigap1 bir birim olan daire tizerindeki bir kiris uzunlugunun, kirise ait

yay uzunluguna oranidir ( Sekil 3.7 ). Bu yiizden;

. |AT
lim |— =
As—0| AO
k(s) = lim |—/ = lim AT} 28 = lim A9 (3.36)
As—0 As As—0| AD || As As—0 As

Bir uzay egrisi lizerindeki bir noktada birim teget vektdr T ve birim normal N
birbirine diktir. T(s) ve N(s) vektorlerinin olusturdugu ve bu noktadan gecen diizlem,

egrinin oskiilator diizlemi olarak adlandirilir ( Beer ve ark.1979, Meriam 1980).
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Diizlemsel bir egri i¢in oskiilator diizlem, egrinin de i¢inde oldugu diizlemdir.
Uzay egrileri icin oskiilator diizlem her noktada farkli dogrultudadir. Bu diizlem
egriye bu noktada deger (temas eder). Egrilik dairesi oskiilator diizlem igerisindedir
ve oskiilator daire olarak da isimlendirilir. Buna gore p egrilik yarigap1 bu dairenin
yarigapidir. Dairenin merkezine egrilik merkezi denir. Bu daire sekilden gorildigii
gibi egrinin daima icbiikey tarafinda olacagi i¢in egrilik merkezi de daima igbilikey

taraftadir.

Sekil 3.8 Egrilik dairesi

3.4.3. Burulma, binormal ve Frenet - Serret formiilleri

Bir uzay egrisi iizerindeki herhangi bir noktada T ve N yukarida belirtildigi
sekilde tammhidir. Ugiincii birim vektor ise ,

B=TxN (3.37)
bagintis1 ile tanimlanir ve birim binormal vektorii olarak adlandirilir. B(s) , soz
konusu noktada egrinin oskiilator diizlemine diktir. Diizlemsel bir egride B, s den

bagimsiz sabit bir vektordiir.

BxT=N ve NxB=T (3.38)
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Sekil 3.9 Uzay egrisi iizerindeki (T,N, B) Frenet takimi1

Uzay egrisi lizerindeki her bir noktada bu ii¢ vektoriin (T, N, B) yon ve
dogrultular1 sag el kuralina gore belirlenir (i, j, k birim vektorlerinde oldugu gibi)
ve Frenet takimi olarak adlandirilir (Adams 2003). Bir eksen takimi olarak
diisiiniiliirse bu takim sabit degildir ve her noktada dogrultular1 degisir ( Sekil 3.9).
B(s) * B(s) = 1 oldugu i¢in B(s) * (dB /ds ) = 0 olur ve dB /ds, B(s) e diktir.

B =T x N ifadesinin tiirevi alinirsa,

d_B:d_TxN+Txd_N:|(NXN+TXd—N:TXd—N
ds ds ds ds ds

Bu yilizden dB /ds ayni1 zamanda T ye diktir. T ve B nin her ikisine dik olan
dB /ds, N ye paralel olmak zorundadir.
k(s) # 0 oldugu herhangi bir noktada su sekilde bir t(s) fonksiyonu vardir.

4B _ 19 N (339)
ds

T biliylikliigii uzay egrisinin burulmasi olarak adlandirilir (Adams 2003). Burulma
(torsiyon) bir uzay egrisinin bir noktada sergiledigi diizlemsellikten uzaklagsma
derecesinin bir dlgiistidiir. Saga dogru veya sola dogru olmasina gore burulma negatif

veya pozitif olabilir.
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dT /ds =k N ve dB /ds = — t N formiilleri kullanilarak dN /ds hesaplanabilir.

d—N:i(B><T):d—B><T+B><d—T
ds ds ds ds
= INxT+«xBxN =—«T + 1B (3.40)

Sekil 3.10 T, B ve N vektorleri ve degisim dogrultular:

Diger ti¢ formiille birlikte,

daT _ N (3.41)
ds

dN T+ B (3.42)
ds

4B _ N (3.43)
ds

Bunlar Frenet-Serret formiilleri olarak bilinir (Adams 2003). Ug¢ boyutlu uzay

egrilik teorisinin temelini olusturur. Bu formiiller matris formunda sdyle yazilabilir.

[T 0 x O)T
SIN[=|-x 0 7N (3.44)
*|\B 0 -t 0B
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3.4.5. Egrilik ve burulmanin parametrik ifadeleri

Eger egriyi yay uzunlugu parametresi (s) cinsinden ifade edilmeden analiz
edilirse, egrilik ve burulma i¢in yukarida ¢ikarilan formiiller ¢ok kullanish degildir.
Genel bir r=r(t) parametrelemesi ile bu biiylikliikler bulunabilir. Daha sonra her ikisi

de hiz ve ivme cinsinden ifade edilebilir. Hiz v(t) , v(t) = |v(t)| ve ivme a(t) olarak

ifade edip,
V=£=££=VT (3.45)
dt ds dt
dv dv dT
a=—=—T+v—
dt dt dt
_ v, 4T ds _dv 2y (3.46)
dt ds dt dt
dv 3 3
anIVETXT-l-V KT x N = v’ kB (3.47)

B, v x a nin dogrultusundadir. Bu formiillerden T, B ve « elde edilebilir.

VXa
T=-2Y, B=-_'*% K = [v x| (3.48)
v |V X a| v
N i hesaplamanin degisik yontemleri vardir. En kolayz,
N=BxT (3.49)
Bazen 4T = dT ds =V 4T = v kN kullanarak hesaplamak daha
dt ds dt ds
kolaydir.
N:Ld_TZBdT:dT/|dT| (3.50)
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Burulma da hesaplanirsa,

da _ d (%T+v2 KNJ (3.51)

dt dt

Bu tiirev degisik terimlerle iiretilebilir. Sadece B yi igeren denklemlerden biri

degerlendirilirse, v’k(dN/dt)=v'k(dN/ds )= v’k(tB — kN) olur.

% = AT + uN + v? kB (3.52)

Belli A ve p skalarlart icin elde edilir. v x a = |v x a|*v’kB oldugu i¢in

(V><a).—:(v3 K)zr=|v><a|zr (3.53)

dolayistyla burulma igin,

. (v ><|a).(d|2a/dt) (3.54)
vxa

elde edilir. v= r, a= r olarak ve (1: X .r.)z = (1: X .I'.).(l: X .r') olarak yazilabilecegi

i¢in burulma ifadesi,

= r. (I’X I’) (3-55)

(r:xr).(r.x.r.)

olarak halini alir (Chiang 2000).

3.4.6. Jeodezik egrilik

Kiiresel bir egri, Sekil 3.11°de goriildiigii gibi sabit bir birim kiire yiizeyi lizerinde
hareketli bir E noktasi tarafindan ¢izilen bir yoriinge gibi diisiiniilebilir. s, egri

tizerindeki bir referans noktasindan itibaren 6l¢iilen egrisel uzunlugu tanimlayan bir
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egri parametresi olsun. E noktasinda T, N ve B birim vektorleriyle bir sag el dik
eksen takimi olsun ( Frenet takimi). t birim vektorii egriye E’de s nin artis yoniinde
tegettir. Bir kiire yiizeyi lizerindeki bir egri uzay egrisinin 6zel bir halidir. Boyle bir
egri, daima kiire yiizeyi iizerinde kalarak hareket eden bir nokta tarafindan c¢izilen bir

egri olabilir. Kiiresel mekanizmalarda mekanizma uzuvlar iizerindeki noktalarin

hareket esnasinda ¢izdigi egriler boyledir.

E Py E : =t >
E,
T
rO
0

O \
b

v

(a) (b)

Sekil 3.11 Jeodezik egrilik

Sekli konusunda bir sinirlama olmayan, fakat daima kiire ylizeyi iizerinde kalan
boyle egrilere kiiresel egri denir. Yarigapt bir birim alinirsa kiire, birim kiire olarak
adlandirilir ve orijini kiire merkezinde olan bir dik koordinat sisteminde, kiire
tizerindeki her nokta i¢in, dolayisiyla kiiresel bir egrinin her noktasi i¢in;

x> +y* + 22 =1’ = 1 bagmtis1 gegerlidir. Kiiresel bir egri iizerindeki bir nokta E
olsun, bu noktadaki teget ve dolayisiyla birim teget vektor T daima kiireye teget
olacagi i¢in, normal her zaman kiire merkezinden gecer. Binormal ise normal ve
tegetin olusturdugu diizleme diktir, yani sonugta kiirenin 6zel geometrisi sebebiyle
binormal de tegete dik olacak sekilde kiireye teget olur (Sekil 3.11(a) ). Burada T, N
ve B yukarda sozii edildigi gibi sag el kuralina gore yonlenirler. T nin yonii E

noktasinda s egri parametresinin artig1 yontindedir, egri hareketli bir nokta tarafindan
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olusturuluyorsa noktanin ilerleme yoniindedir. N daima noktadan kiire merkezine
dogru yonlenir, B ‘nin yonii de bu ikisine gore tek sekilde belli olur. Birim kiirede bir
egrilik (k,) adin alir ve kiire geometrisi sebebiyle birim kiirede yarigapin tersine yani

bire esittir. Dolayisiyla egrilik yarigapi da bir birim (kiire yarigapi) olur.

Kiiresel egrinin E noktasinda T ve B dogrultularinin olusturdugu teget diizlem
tizerindeki izdiisiimii diisliniiliirse, bunun diizlemsel bir egri olacagi agiktir. Bu
izdiistim egrisinin E noktasindaki diizlemsel egriligi jeodezik egrilik adin1 alir ve
ile gosterilir. Normal egrilikten farkli olarak burada jeodezik egrilik kiiresel egrinin
sekline baghdir ve sabit bir degeri yoktur. Teget diizlemdeki teget ve normal
dogrultular1 t ve n ile gosterilsin. T ve t dogrultularinin ayni olacag: aciktir. n
dogrultusu ise Sekil 3.11(a) da goriildiigii gibi B dogrultusu ile cakisiktir. Izdiisiim
egrisinin teget diizlem tizerindeki egrilik merkezi E, olsun. Bu noktay1 kiire
merkezine birlestiren dogrunun kiireyi deldigi nokta olan E, noktasi, kiiresel egrinin
kiire yiizeyindeki egrilik merkezi olarak anilir. Kiire yiizeyinde E ve E, noktalarindan
gecen biiylik dairenin EE, yay uzunlugu kiiresel egrilik yaricapidir. Birim kiirede bu
yay uzunlugu yayr géren merkez a¢inin radyan cinsinden degerine esittir. Teget
diizleme dik olan normal diizlemdeki OEE, dik liggeni ele alinsin. EE, yay

uzunlugunu goéren merkez ac1 0 olsun. OE birim kiire yaricap1 olduguna gore

tand=p, ve Kz=1/p, =1/tand (3.56)

olur. Boylece E, noktasi ve 0 agisinin tamamen jeodezik egrilikle ilgili kavramlar
oldugu anlagilmig olur. Buna gore 6 = 90° olursa jeodezik egrilik sifir olur. Boyle bir
durum ancak teget diizlem iizerindeki izdiisiimii egrisinin bir dogru olmasi halinde
miimkiindiir. Bu durumda E, sonsuzda olur ve kiire merkezini sonsuza birlestiren
dogru EE, ye paralel olur, yani 6 = 90° olur. Kiire yiizeyindeki hangi egrinin teget
diizlemdeki izdiisimii bir dogru olur sorusunun cevabi biiylik dairelerdir. Biiyiik
daireler, kiire yiizeyinde merkezleri kiire merkezi olan dairelerdir (Diinya kiire olarak
diistintiliirse ekvator ve paralel daireleri gibi) ve diizlem geometrideki karsiliklar

dogrulardir. Kiire yiizeyindeki herhangi iki noktadan tek bir biiyiik daire gecer ve bu
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iki nokta arasindaki en kisa mesafe ikisini birlestiren biiylik daire yayidir. Kiire

ylizeyinde jeodezik egriligi sifir olan tek egri gurubu biiyiik dairelerdir.

Jeodezik egrilik icin burulma ifadesine benzer parametrik bir ifade elde etmek
icin teget diizlemde hiz ifadesi yazilsin. Orijini kiire merkezi olan bir eksen

takiminda E noktasinin yer vektorii r olmak tizere,

yodr_drds (3.57)
dt dsdt
ifadesinin zamana gore tiirevi ivimeyi verir. Genel egrilik teorisiyle ilgili denklemleri

de kullanarak,

dv  dv dt
a=—=—t+vVv— Ve
dt dt dt
a=d—Vt+V$§=d—Vt+v2Kgn (3.58)
dt ds dt dt

bulunur. Hiz ve ivme vektdrel olarak carpilirsa,
dv 3 3
an=vatxt+v Kk txn=v'kx b (3.59)

elde edilir. (3.59) denkleminin her iki tarafi r vektori ile skaler olarak carpilirsa,
re(vxa=vkgber (3.60)
r siddeti bir birim olan bir vektordiir ( x>+ y* + z* = 1 ). Burada r vektorii ile b

birim vektoriiniin skaler ¢carpiminin sonucu 1 olur. Buna gore (3.60) denkleminden

K, cekilirse,

o, =rivxa) (3.61)
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yazilabilecegine gore bunlar

: . .]}é

olur. v=r ve a=r olduguna ve v =[rxr

yerine konursa jeodezik egriligin parametrik ifadesi,

r.(;x;j
(r er
elde edilir.

3.5. Yoriinge Egrilik Analizi

3.5.1. Diizlem kinematikte Euler-Savary denklemi

Diizlem kinematikte, bilindigi lizere kat1 cismin hareket diizlemi {izerinde, ivmesi
sadece tegetsel bilesenden olusan (normal bilesen sifir) noktalarin ve ivmesi sadece
normal bilesenden olusan (tegetsel bilesen sifir) noktalarin geometrik yerleri olan iki
daire Bresse daireleri olarak adlandirilir. Bunlardan birincisi 6zel olarak biikiim
dairesi olarak anilir ve bazi kinematik oOzellikleri dolayisiyla literatiirde cok
zikredilir. (Koetsier 1986), grafik ve analitik mekanizma tasariminda da cokca
kullanilir. Yukarda s6ylenen 6zelligi sebebiyle bu daire {izerindeki noktalarin sadece
tegetsel bilesenden ibaret olan ivmesi ile hizi ayn1 dogrultudadir, buna goére de bu
noktalar o anda yoriingelerinin dogrusal bir kismini ¢izmektedirler veya yoriingenin

bir biikiim noktasindadirlar.

Diizlemdeki bir A noktasini ani donme merkezine birlestiren dogrunun bu andaki
blikiim dairesini kestigi nokta E olsun (Biikiim noktasi). Kinematik o6zellikleri
nedeniyle diizlemdeki bir A noktasi ile yoriinge egrilik merkezi A, ve ani donme

merkezi P ayni dogru iizerindedir.
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Ayrica P biikiim dairesine ait bir noktadir. A noktas1 biikiim dairesi disinda olmak
lizere, biiklim dairesi ¢apt PW = d, AP = a ve PA, = r olmak iizere diizlemsel Euler-

Savary Denklemi asagidaki gibi yazilir (Erdman ve ark. 1997) (Sekil 3.12).

(1+2)-¢
a r dcos© (3.63)

Bu denklem diizlem kinematikte bir kati cisme ait muhtelif noktalarin
yoriingelerinin egrilik durumunu karakterize eder. A noktasi biikkiim dairesinin i¢inde
ise denklemdeki art1 isareti eksi olur ve A, egrilik merkezi sekildekine gore ters

tarafta olur.

Sekil 3.12 Kat1 cisme ait bir nokta ve biikiim dairesi

Hareketin bir aninda ani donme merkezi ve biikiim dairesi biliniyorsa, bu denklem
yardimiyla hareket diizlemindeki her noktanin yoriingesinin egrilik merkezi
bulunabilir, ya da tersi de miimkiindiir. Bu amagla kullanilan Hartmann metodu,
Bobillier metodu (Koetsier 1986) gibi ve benzeri grafik yontemlerin ¢ikis noktast bu
denklemdir. Ayrica diizlemsel hareketin ani invaryantlar1 kullanilarak Euler Savary
denkleminin ve ayni zamanda ters Euler Savary denkleminin parametrik ifadeleri
analitik olarak elde edilmistir (Ting 1991). Sayisal uygulamalarda bunlarin

kullanilmasi da mimkiindiir.
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3.5.2. Kiiiresel harekette Hartmann Konstriiksiyonu

Kiiresel bir a krankinin Sekil 3.13(a) da goriildiigii gibi sabit bir OA, ekseni

etrafinda belli bir acisal hizla dondiigii diisiiniilstin.

VA= X Iy (3.64)

denkleminde ifade edildigi gibi krank tlizerindeki herhangi bir A noktasinin hiz1 va, ®
vektorii ile, OA, ekseninden A noktasina olan dik uzaklig1 ifade eden r vektoriiniin
vektorel carpimi ile bulunur. Burada A,A biiyiikk daire yay1 iizerindeki biitiin hiz
vektorlerinin u¢ noktalari, OA, ekseninden gecen bir diizlemde bulunur. A,O
dogrultusundan bakildig1 zaman, Sekil 3.13(b) de goriildiigi gibi A,A biiyiik dairesi
dogrusal bir ¢izgi gibi goriiniir. A,A biiyiik dairesi iizerindeki biitiin noktalarin hiz

vektorleri de paralel dogrular olarak goriiniir.

Diizlemsel kinematikte oldugu gibi biitin bu hiz vektorlerinin u¢ noktalari,
A, dan gecen bir dogru iizerindedir. Eger v5 hizi biliniyorsa AA, biiyiik daire yay1
tizerindeki herhangi bir E noktasinin vg hizi, kolaylikla bulunabilir. E noktasindan
va’ya cizilen paralelin bu dogruyu kestigi nokta vg nin u¢ noktasimi verir. Benzer
sekilde vy ve A, noktasi biliniyorsa biiyiik daire {izerindeki herhangi bir noktanin

hiz1 belirlenebilir.
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Sekil 3.13 a kiiresel krankinin OA, ekseni etrafindaki donme hareketi

Sekil 3.13(a) da AA, biiyiik dairesi iizerindeki noktalarin hiz vektorleri kiireye
tegettir. Bunlarin kiire iizerindeki izdiisiimleri sekildeki gibi birer biiyiik daire yay1

olur ve bunlara kiresel hiz denir.

Vi ve v hizlan kiiresel ylizey tlizerinde sirasiyla v seklinde goriiniir. Kullanilan s
indisi kiiresel hiz anlamina gelir. vy ve v arasindaki iligki Sekil 3.14(a) dan

goriilebilecegi gibi,

v =tan vg (3.65)

yazilabilir. Diizlem kinematikte oldugu gibi, kiiresel harekette de hareketli pol egrisi
sabit pol egrisi iizerinde kaymadan yuvarlanir. Her iki egri de kiiresel egrilerdir.
Hareketin goz Oniine alinan bir aninda, iki egri ani donme merkezi P de (pol)
birbirine tegettir. Sekil 3.14(b) de goriildiigii gibi P, A ve Ao ayni biiyiik daire yay1

uzerindedir.
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Vs

O (a)

Sekil 3.14 Kiiresel harekette Hartmann Konstriiksiyonu

Pol yer degistirme hiz1 u diizlem kinematikte oldugu gibi P de her iki pol egrisine

teget dogrultudadir. u ve PA yay1 arasindaki kiiresel ag1 04 olsun. uy uw’nun PA ya

dik bilesenidir.

ua=u sin E)A (366)

Denklem (3.66) de u ve us’nin her ikisine (3.65) bagintis1 uygulanarak

tan uas— tan ug sin O (3.67)

yazilir. Sekil 3.14(b) de, kiiresel iicgenler i¢in kullanilan Napier (Chiang 2000)
denklemleriyle (3.65) denklemi beraberce diisiiniiliirse us ve uas hizlarn sirasiyla
hipotentis ve kiiresel bir dik iiggenin kenaridir. uag, us'nin PA ya dik dogrultuda bir
bileseni gibi diisiintilebilir. Boylece Hartmann konstriiksiyonunun kiiresel versiyonu

asagidaki gibi ifade edilebilir.

Kiiresel harekette, pol yer degistirme hizi us ve hareketli bir A noktasinin kiiresel
hiz1 v, biliniyorsa, A ydriingesinin A, egrilik merkezi bulunabilir. uas ve vas ‘nin ug
noktalarini birlestiren biiylik dairenin PA biiylik dairesi ile kesisme noktasi olarak

bulunabilir.
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3.5.2. Kiiiresel kinematikte Euler-Savary denklemi

Diizlem kinematikteki Euler-Savary denkleminin kiiresel kinematikteki
karsihiginda farkli olarak dogrusal uzunluklar yerine kiire merkezinden goriilen

merkez agilar s6z konusudur. Sekil 3.15 te goriildiigii gibi 7z hareketli pol egrisi,
7, sabit pol egrisi lizerinde kaymaksizin yuvarlaniyor olsun. Sonsuz kiigiik bir dt

zaman araliginda, P polu P' konumuna ve hareketli cismin iizerindeki bir A noktasi
A' konumuna hareket ederken, Ao noktasinin yerinin degismedigi kabul edilebilir.
Dolayisiyla P', A' ve A, ayn biiylik daire {izerinde olurlar. A,G= A,P olacak sekilde

A,P' biiyiik dairesini bir G noktasina kadar uzatilsin.

Ao 4

Sekil 3.15 7, sabit pol egrisi ve lizerinde yuvarlanan 7 hareketli pol egrisi

Sekil 3.15 deki 4A,AA' ve 4A,PG kiiresel dik tiggenlerine kiiresel licgenler i¢in

ifade edilen Napier kuralindan (EK-1),

tan AA _ 51‘n AA, (3.68)
tan PG sin PA|

yazilir ve kiiciik agilar i¢in tanAA'= AA’ ve tanPG ~PG yazilabilir.
ds=PP’ denirse PG = dsSinf, olur; sol tarafta pay ve payda dt ile boliiniirse,
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AA dt _ sin AA|

ds. sin 6// " sin PA,
dt

ds/dt = u pol yer degistirme hiz1 ve AA'/ dt = v, olduguna gore,

Va_ _ SinAA, (3.69)
usin@, sinPA

elde edilir

Sekil 3.16 Kiire yiizeyindeki A noktasinin hizi

A noktasinin hizi i¢gin va=0.AT=wSinPA yazilirsa (Sekil 3.16), (3.69)
denklemi,

osinPA  sinAA

= veya

usin@,  sinPA Y

AR (0] (3.70)
sin PA sin PA | u/sin 0,

haline gelir. P, A ve A, noktalar1 kinematik 6zellikleri sebebiyle ayni biiyiik daire
tizerinde olduklarindan AA,= PA,— PA yazilirsa, sonucta Euler-Savary denkleminin

kiiresel versiyonu,
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1 1 (coj 1 3.71)

tanPA tanPA | “u Jsinf A

seklinde elde edilir. Kiiresel harekette kati cisimle birlikte hareket eden cisim konisi,
sabit olan uzay konisinin iistiinde kaymadan yuvarlanir. Agisal hiz vektorii bu iki
koninin teget dogrusu dogrultusundadir ve konilerin ortak tepesi olan sabit kiire
merkezinden disaritya dogru uzanir (Sekil 3.17). Bu vektoriin kiire yiizeyi iizerinde
cizdigi egri sabit pol egrisi, hareketli cisim iizerinde ¢izdigi egri de hareketli pol
egrisidir. Ya da uzay konisinin sabit kiire yiizeyi ile arakesiti sabit pol egrisi,
hareketli kat1 cisimle arakesiti ayni kiire yiizeyinde hareketli pol egrisi olur. Agisal
hiz vektdriiniin kiire yiizeyini deldigi nokta, ani donme merkezi veya pol olarak
isimlendirilen P noktasidir. Bu noktanin yer vektorii rp olsun. Boliim 3.3’de segilen
eksen takiminda bu dogrultu z ekseni dogrultusudur ve rp vektdri o agisal hiz

vektOriine esittir.

Cisim konisi

y

Uzay konisi

Sekil 3.17 Uzay Konisi, cisim konisi, sabit pol egrisi ve hareketli pol egrisi

Birim kiirede rp nin uzunlugu bir birimdir. Agisal vektorii de kendi siddetine

boliiniip normalize edilerek bir birim olarak alinmistir.
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0,=". o

=1, |[n|=1, o, =1, (3.72)

(4] o

rp vektoriiniin u¢ noktasi kiire ylizeyinde sabit pol egrisini ¢izer. Bu vektoriin
zamana gore tilirevi olan pol yer degistirme hizi u, hiz vektoriiniin yoriingeye teget
olmasiyla identik olarak pol egrisine teget olacaktir. Dolayisiyla kiire yiizeyine de
tegettir. Bu nedenle kiire geometrisi diigtiniiliirse u hiz1 rp ye diktir. Kinematik olarak
diisiiniiltirse kiiresel harekette rp ye esit olan ®, agisal hiz vektoriiniin tiirevi olan
acisal ivme vektorii de, cisim ve uzay konilerinin teget dogrultusuna diktir ( Beer ve
ark. 1979, Meriam 1980). Dolayisiyla @ya yani rp ye diktir ve pol egrilerinin her
ikisine de P noktasinda teget olur. Her iki agidan diisiiniildiigli zaman da ayn1 sonug

elde edilir. Pol yer degistirme hiz1 u agisal ivme vektoriine esittir.

r, =0, di:u, do, =a, u=a (3.73)
dt dt

Sekil 3.14 (b) deki kiiresel tiggende Napier kurali uygulanirsa;

tanv, ~ sin AA|

= — (3.74)
tanu,,  sin PA
elde edilir. Kiiresel hizlarla ilgili denklem g6z 6niine alinarak,
YA = 51.11 AA, , Vv, = osin PA (3.75)
usin0, sin PA_
yazilir. Ara islemlerden sonra Euler-Savary denklemi,
1 1 1
-2 (3.76)

tan PA  tan PA, u sin 0,
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yukaridaki gibi bulunur. u = a olduguna gore denklemlerdeki @ ifadesi 1

u l/
(Q))

seklinde yazilirsa paydadaki terim i seklinde yazilarak, agisal hiza gére normalize
o

edilmis agisal ivme oldugu anlasilir. Boliim 3.3°deki deki ani invaryantlar cinsinden

diisiiniildiigli zaman bu biiyiikliigiin,

(3.77)

oldugu goriliir. Clinkii buradaki ani invaryantlarin hepsi @, = 1 birim alinarak agisal
hiza gore normalize edilmis olarak diistinlilmiistiir. Eksen takiminda o (yani y)
dogrultusu x ekseni olarak, yani z ekseni dogrultusundaki @ acisal hiz vektoriine dik
olarak secilmistir. Yukaridaki sdylenenlerle bu durum tam bir uygunluk i¢indedir.

Yani u hizi rp ye (® ya) dik dogrultudadir.

Buna gore kiiresel harekette Euler-Savary denklemi,

L 1 veya
tanPA tanPA, o, sinf,
cotPA -cotPA = ; (3.78)
®,,sind,

seklinde yazilir.

3.6. Biikiim Egrisi ve Daireleme Noktalar (Torsiyon) Egrisi

3.6.1. Kiiresel kinematikte biikiim egrisi

Diizlem kinematikte, bilindigi iizere kat1 cismin hareket diizlemi iizerinde, ivmesi
sadece tegetsel bilesenden olusan noktalarin geometrik yeri biikiim dairesi olarak
anilir ve bazi kinematik ozellikleri dolayisiyla literatiirde ¢ok zikredilir. Yukarda

sOylenen 6zelligi sebebiyle bu daire iizerindeki noktalarin sadece tegetsel bilesenden
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ibaret olan ivmesi ile hiz1 ayn1 dogrultudadir, buna gore de bu noktalar o anda
yoriingelerinin dogrusal bir kismimi ¢izmektedirler veya yoriingenin bir biikiim

noktasindadirlar.

Diizlemsel kinematikteki bilikiim dairesine, kiiresel kinematikte biikkiim egrisi
karsilik gelir ve {igiincii dereceden kiiresel bir egridir. Biikiim egrisi, jeodezik egriligi
sifir olan noktalarin geometrik yeridir. Kiire yiizeyinde jeodezik egriligi sifir olan
egriler biiyiik dairelerdir. Dolayisiyla biikiim egrisi, diizlemdeki dogrularin kiiredeki
karsilig1 olan biiyiik daire seklinde bir yoriinge c¢izen noktalarin geometrik yeridir.
Biikiim egrisi iizerindeki noktalar, bir biiyiik daireye 3 nokta temash bir yoriinge

cizerler. kg = 0 yazilirsa, (3.62) denkleminden,

r.(rxry=0 (3.79)

elde edilir. Denklemdeki r egri iizerindeki herhangi bir noktanin yer vektoriidiir ve

r=xi+yj+zk seklinde yazilabilir.

3 o

Burada r yer vektorii, rver zamana gore tiirevleridir. r vektoriiniin zamana

gore birinci ve ikinci tlirevi i¢in;

r=oxr (3.80)

(1)

r=0xr+ox(®xr) (3.81)

yazilir (Kamphuis 1968). @ agisal hiz vektoriiniin bilesenleri @y , ®Wyo ®z0

seklindedir. Bunlar yerine konursa;

0=0,+to,j+ok, 00=1, Ox0=0y=0

o=0.k=k (3.82)

elde edilir. Denklem (3.12) den agisal ivme vektort,



do ]
. - (Dxll
dt

(3.79) denkleminde r ve ® yerine konursa;

k
1| =—yi+xj
VA

- e

Il

e

X

—

Il
O -
“ O e

elde edilir. (3.81) denklemindeki r ifadesinde vektorler yerine konursa;

i j k |[i j Kk
r=lo, 0 0+/0 0 l=—=xi-(y+0,2)j+o,yk

x1

x y z Fy x O

bulunur. (3.84) ve (3.85) denklemlerinin vektorel carpimi;

L] o0 i j k
rxr=|-y X 0 |=yxo,i+yoj+y +yzo,+x)k
-X -(y+(’0xlz) (Dxly

hesaplanarak (3.80) denkleminde yerine konursa;

(x2+y2)z+0)x1y=0

seklinde biikiim egrisi denklemi elde edilir. Kiiresel koordinatlar,

x=rcos cosh, y=rcos? sinf, z=rsinQ

39

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

yazilip birim kiirede r = 1 oldugu dikkate alinarak (3.87) de yerine konursa, egrinin

kiresel koordinatlardaki ifadesi bulunur.

sin 20 +2my; sinb =0

(3.88)
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sin2@ terimi sebebiyle egri OXY diizlemine (ekvator diizlemi) gore simetrik
oldugundan sadece st taraftaki kismini dikkate almak yeterlidir. 6=0 i¢in, @ =+ 90°
oldugundan z ekseninin kiireyi kestigi (0,0,1) noktasindan yani polden daima geger.
Egri pol egrisine teget olan biiyiik daireye polde tegettir ve biiyiik dairenin pol egrisi
normaline gore yani OYZ diizlemine gore de simetriktir. Egri ®y; = 0.5 i¢in tek

parcali, wy; < 0.5 igin iki pargalidir.

L7
L[]
/7
i

o
§»4=-5¢’

/]
]
W

]
{

/
I

Sekil 3.18 Biikiim egrisi ve biikiim polleri

ox1 = 0.5 i¢cin OYZ diizleminde 6 = 90° ve @ =45° noktasinda katli bir noktaya
sahiptir (x = 0, y = 1A2, z= 1A"2 ) o < 0.5 hali i¢in, x = 0 oldugu OYZ
diizleminde egrinin ekstremum noktalar1 bulunur. Bu noktalara diizlem kinematige

benzer olarak biikiim polii denir ( Sekil 3.18(a)) (Chiang 2000).

3.6.2. Daireleme noktalar egrisi

Burulmasi sifir olan noktalarin geometrik yeri daireleme noktalar egrisi olarak
anilir. Kiire yiizeyinde burulmasi sifir olan egriler dairelerdir. O halde kiiresel
kinematikte de daireleme noktalar egrisi, diizlemsel kinematige benzer sekilde
dairesel bir yoriinge ¢izen noktalarin geometrik yeridir (Kamphuis 1968). Burulma

(torsiyon) ifadesi (3.55) denkleminden,
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= Derxr) (3.89)

(rxr).(rxr)

Burada r hareketli noktanin yer vektorii, r, r ve r zamana gore tiirevleridir.

=0, r.(rxr)=0 (3.90)

Buradaki ;'ve r daha once (3.84) ve (3.85) denklemleri ile tanimlanmisti. r nin

ticlincii tlirevi ise;

o
r =Eerrax(coxr)Jraxr+(1><(m><r)+(o><[axr+mx((o><r)]

:(;—‘:xr+2[a><((o><r)]+(o><[a><r+(o><((o><r)] (3.91)

olarak bulunur ve (3.85) denklemi g6z Oniine alinarak asagidaki gibi yazilabilir.

. =‘(‘1_‘:xr+2[ax(mxr)]+mx}' (3.92)

Denklemindeki terimler,
i j Kk i j k
2ax(oxr)|+oxr=2lo, 0 0+ 0 0 1
-y x 0 |-x —(y+0,2) o4y

=(y+to,z)i-xj+2x0 k (3.93)

yazilir. @ vektdriniin zamana gore ikinci tiirevinin bilesenleri  (3.13-3.16)
denklemlerinden,
d’o
dt’

=0, i+0,j-0’k (3.94)
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d ) .
yazilir. € v ifadesi,
dt

i j kK
3 F=0e 0 07| = (0,2+ 0 Y)i— (X0’ +0,,2)]
X y z

+ (0‘)x2y - (Dyzx)k

(3.95)

seklinde yazilir. (3.93) ve (3.95) denklemleri (3.92) denkleminde yerine konursa;

r=(y+0,z+0,z+0’y)i- (X0’ +0,2+X)j

+(2o, x-0,x+0,y)k (3.96)
elde edilir. (3.84), (3.85) ve (3.96) denklemleri (3.90) denkleminde yerine konursa;

i i k
(I'X r): -X _(y+(’oxlz) O,y
(y+0)yzz+mxlz+0)2x1y) —(m2x1x+mxzz+x) (2coxlx - 0,X +c0x2y)

(3.97)
Sonug olarak,
1.‘.(1.:>< r) = (xz +y’ )[(mel -0, )x + coxzy]+ 30 xxyz =0
yazilir ve ara islemlerden sonra daireleme noktalar egrisi denklemi elde edilir:
(x2 +y2Xax+by)+ xyz =0 (3.98)

Burada,

a= (204 -0y)/Gou’), b=0w/Bou’) (3.99)
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Sekil 3.19 Daireleme noktalar egrisi (a=0.25, b=0.1)

Egrinin kiiresel koordinatlardaki denklemi (3.98) den asagidaki gibi bulunur.

tan® + a cosecO + b secH =0 (3.100)

Egri tek parcali ve iiglincii derecedendir, (0,0,1) noktasinda (P) katli noktaya
sahiptir ve orijine gore simetriktir (Sekil 3.19). Denklem (3.97)dea=0,b#0veb
=0, a # 0 0zel hallerinde egri Sekil 3.20°de goriildiigii gibi kapali bir egriye dejenere

olur.

Sekil 3.20 Daireleme noktalar egrisinin dejenere hali  (Sirasiylaa=0,b=0.25 ve

b=0, a=0.6)
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3.7. Ball noktalari

Diizlem kinematikte daireleme noktalar egrisi ile biikiim dairesinin kesim noktasi
olan Ball noktasinin koordinatlari, iki egrinin denklemlerinin ortak ¢6ziimiinden elde
edilir. Ball noktas1 ii¢lincii mertebeden (ii¢ nokta temasli) dogrusal bir yoriinge ¢izer.
Diizlem kinematikte oldugu gibi kiiresel kinematikte de biikiim egrisi ve daireleme
noktalar egrisinin kesim noktalar1 Ball noktalaridir. Benzer sekilde kiiresel
kinematikte de bir Ball noktasinin ¢izdigi biiytik daire, biikiim egrisi lizerindeki diger
noktalarin ¢izdiginden daha yiliksek mertebeli, yani daha kalitelidir. Ball noktalari,
kiire yiizeyinde bir biiyiik daireye 4 nokta temasl bir yoriinge cizer.(Biiyiik daireye 4
noktada tegettir) (Kamphuis 1968).

Biikiim egrisini parametrelemek i¢in, t parametre olmak {izere,
X =ty (3.101)
olsun. Egri denkleminde yerine konularak,
'y’ +y )z+o,y=0 (3.102)

elde edilir. Bu denklemden z cekilip denklem (3.98) de yerine konulursa daireleme

noktalar egrisi denklemi,

(t’y® +y* )aty + by)-tyo ,/(t> +1)=0 haline gelir. Bu denklemden y
cekilerek,

O‘)xlt (at+b)('0 1
y = , X=ty ve z=—[|— —X (3.103)
(t> +1)/(at+b) t

seklinde Ball noktasinin parametrik koordinatlart bulunmus olur. Bu ifadeler kiire

denkleminde yerine konularak,
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x> +y*+2z° =1 (3.104)
Ball noktalar i¢in t parametresine bagli 4. dereceden bir denklem bulunur.

a(aw,, —t* +bRaon , —t’ +[o (@’ +b* +1)-a]t’
+b(230)x1 —1)t+(,0x1b2 =0 (3105)

(3.105) denkleminin gergel koklerinin sayist Ball noktalarinin sayisini verir.

Sekil 3.21 Ball noktalar1 (wx = 0.4, oy, =0.8, ©x =0.027936)

Buradan Ball noktalarinin sayisinin en ¢ok dort oldugu anlagilir. Gergel t degerleri
(3.103) denklemlerinde yerine konarak Ball noktalarinin x, y, z koordinatlari

hesaplanabilir (Sekil 3.21 ).

Ball noktalarinin biikiim poliinde olma sartlar1 da arastirilabilir. Biikiim polleri
OYZ diizleminde oldugu i¢in, bu diizlemde x = 0 olacagindan, Ball noktasinin x

koordinat ifadesi sifira esitlenirse,

ty(@at+b)o, t 0

(at+b)(t> +1)

(3.106)
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Buradan t i¢in t = —b/a bulunur. Bu deger Ball noktalar1 i¢in bulunan 4. derece

parametrik denkleminde yerine konursa b = 0, yani wy, = 0 bulunur.

Bu ifade Ball noktalarinin biikiim poliinde olmasinin ilk sart1 olarak elde edilir.

Biikiim egrisi ve daireleme noktalar egrisinde b=0 ve x = 0 konulursa,

yz+omy1=0

ya+z=0
elde edilir. Bu denklemlerden y ve z ¢ekilip kiire denkleminde yerine konursa,
2 —
oxja’— at oy =0

denkleminden a c¢oziilerek Ball noktalarinin biikiim poliinde olmasinin ikinci sarti

elde edilir.

azli\/l-4m2x1

3.107
™ (3.107)

x1

Bu ifade biikiim pollerinin varlik sarti icin yukarida zikredilen o< 0.5
sonucunu dogrular. Ancak bu sart saglanirsa a gercel degerler alabilir. (3.107)
ifadesindeki iki kok (+ ve —) iki biikiim poliindeki iki Ball noktasini gdsterir. Zaten

biikiim polleri de iki adettir.

Ball noktalarmin katli olma sartlar1 da bulunabilir. Eger iki Ball noktas {ist {iste
ise, bu nokta bir katli Ball noktasidir. Bir katli Ball noktasinin ¢izdigi yoriinge bir
Ball noktasindan daha kalitelidir.

(3.105) denklemi su sekilde yazilsin,

Et'+ D+ Dy 2 + D3 t +Ds =0 (3.108)
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Katl kok olabilmesi i¢in denklemin kdklerinden ikisinin esit olmasi gerekir. Bu
kok t;, diger ikisi t; ve t, olsun. 4. derece denklemin katsayilar1 asagidaki esitlikleri

saglar (Adams 2003).

—Di=(t;+t+2t;) E
D, =(t1ty + 2tt5+ t3>+2t,t3)E
—D; = 2tityts + tots? + t1t:9)E
Ds = (titts)E (3.109)

t; ve t; bu denklemlerden ikisinden ¢ekilip diger ikisinde yerine konulur ve

diizenlenirse,

4-Et33 + 3D1 t32+2D2t3 + D3 =0
Dit5* + 2 Dots™+ 3Dst; +4 D4 =0 (3.110)

Bu iki polinomdan katli t; kokiiniin bulunabilmesi i¢in her ikisi de ortak bir koke
sahip olmalidir. Bunun i¢in iki polinomun ortak Sylvester matrisinin determinanti
(EK-2) sifir olmalidir (Resultant). Determinant a, b ve wy; € baglh olarak elde edilir
(EK-3). Denklemi saglayan sayisal degerler Ball noktalarmi veren 4. derece
polinomda yerine konur ve biri katli olmak iizere ii¢ Ball noktas1 bulunabilir. Ornek
olarak a =0.4, b=0.7049 ve wy;=0.48 degerleri i¢in bulunan katli Ball noktas1 Sekil
3.22 da goriilmektedir.

Sekil 3.22 Katli Ball noktasi1 (B)
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Katli Ball noktasinin biikiim poliinde olmasi i¢in denklem (3.105) deki b=0 sart1
uygulanirsa, determinant sadelesir ve (3.106) daki ikinci sart elde edilir. my;=0.48

degeri i¢in a=0.75 bulunur, ilgili katl1 Ball noktas1 Sekil 3.23 ‘te goriilmektedir.

Sekil 3.23 Biikiim poliinde katli Ball noktas1 wx;=0.48 ve a=0.75

Ball noktasinin 4 kathi olma sartlar1 da arastirilabilir. p ve q birer sabit olmak

tizere 4 koki esit olan yani 4 katl bir koke sahip olan bir polinom igin,
(pt+q)* = p*t*+4p’q ’+6p°q® t*+4pq’t+q’ G.111)

Bu denklemin katsayilar1 denklem (3.105)’deki 4. derece polinomun katsayilarina
esitlenirse,
p4 = —aJro)X1212
4p’q = —b+2wyab
6p2q2 = (Dxl—a+mx1a2+mx1b2
4pq’ = -b+2wyab
q* = b’ (3.112)
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Sekil 3.24 4 Katli Ball noktasi

Bu bes denklemden bes bilinmeyen p, q, a, b ve wy; ¢oziilebilir. Coziim kiimesi
birden fazla olabilir. Ornek ¢&ziim kiimesinden ikisi (a = -0.1339745962, b= -0.5 ve
ox; = 0.577 ) seklindedir, bunlardan birincisi i¢in elde edilen 4 katli Ball noktasi
Sekil 3.24 goriilmektedir.

3.8. Cift Daireleme Noktalar Egrisi

Burulmanin yani sira zamana gore degisiminin de sifir oldugu noktalarin
geometrik yeri diizlem kinematikte oldugu gibi ¢ift daireleme noktalar egrisi olarak

adlandirilir (Kamphuis 1968, Ting ark. 1991).

t=0, dt/dt=0,

(Fx1).(rxr)
H}' AEXE) P (EX E)+F.(F % (;))}(E K x 1) -3 [(1: X F)r X ;)}(} (F ?)ﬂ
dr_ dt 0
dt o e o e ]?
[ (rxr).rx r)}
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r.(rxr) ve r.(r xr) terimleri sifir oldugundan ve T = 0 oldugu icin paydaki

(r (rxr )] terimi de sifir olacagindan sonug olarak asagidaki ifade bulunur.

o e (4)
r.rxr)=0 (3.113)

(4)
Denklem (3.113)’deki I terimi i¢in asagidaki islemler yapilarak,

) d’a
r =

dt’
+ax[axr+ox(@xr)]]+

xr+(;—(:x(wxr)+2{(;—(:x(mxr)+ax[axl’+(0><((0><r)]

mx[%xr+ax(mxr)+axr+ax(mxr)+mx[axr+mx(mxr)]

2 . .
:daxr+3[d—axr}+3[axr}+mxr (3.114)

dt’ dt

bulunur. (3.114) denkleminde daha once bulunan r, r ve r ifadeleri yerine

konursa,
i i k i i k i i k
=0, 045 -30,0,(+3o0, o, -0’a|+3] 0 0 1
X y z -y X 0 -Xx —(yt+t0,2) o,y
i j k
+ 0 0 1
(y+(oyzz+(oxlz+c02x1y) _(U)2XIX+(DX22+X) (2®x1X-®y2X+OJX2Y)

=(zoy3t3yoy o)x2+4x032x1+Z(ox2+x)i+(—3xcox1coxz—zcox3+y+zcox1 +zoy

tyw )j H(YOx—X0y3+3x0y0 3y 0y t3 00 (—y—zy 1)K (3.115)

Denklem (3.115), (3.84) ve (3.85) denklemleri ile (3.113) denkleminde yerine
konularak, cift daireleme noktalar egrisinin denklemi elde edilir ve sadelestirilerek

yazilirsa,
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FL(F 1) = () ((30m — 03 ) / Bz DH(Boyz — 2001 + 033 + 0g13 ))y-

Z)+ 0x1y [x2 +27(2(wxo / (3037412 Nx + (1 —2amx1) / ©x1)y) — 2 2 1=0
Katsayilar diizenlenirse,
(x* + y* ) (dx + fy — 2) + 0y [X° + 2kzy — 2] =0 (3.116)
yazilir. Burada,
d=(30x-0y)/ (303x12 )
k= (1 -2awy) / ox

=By — 200 + 0g + 0’ )/ Bog?)

Egri, sabit katsayilarinin aldig1 degerlere gore tek veya iki pargalidir ve liglincii

derecedendir (Sekil 3.25).

S e—

e e

(a) (b)
Sekil 3.25 Cift daireleme noktalar egrisi a) Tek pargali (a=0.6, b=0.3, ©5;=0.8,
d=4.2, f=1.2) b) iki parcali (a=0.4, b=0.70492, »,;=0.48, d=0.83, £=0.396)
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3.9. Burmester Noktalari

Daireleme noktalar egrisiyle c¢ift daireleme noktalar egrisinin kesim noktalari
diizlem kinematige benzer sekilde Burmester noktalar1 olarak anilir. Ball
noktalarinda oldugu gibi egrinin parametrelenmesi i¢in x=ty denir ve (3.98)

denkleminden z ¢ekilirse,

z:—Y(aHbt)(tz +1) 3.117)

elde edilir. Bu ifade ve x=ty ifadesi kiire denkleminde (3.104) yerine konur ve y

cekilirse,
~ ¢
JE +D[a’t* +2abt’ + 2 (1+b> +a’)+2abt +b° ]
L (at+b)(t* +1)
JE + D@’ t* +2abt> +t2 (1+b> +a”)+2abt+b> ]
X =ty (3.118)

seklinde Burmester noktalarinin parametrik koordinatlart bulunur. (3.118) ifadeleri

(3.116) ¢ift daireleme egrisi denkleminde yerine konulursa,

(mx1a2 - a)t6+(— b + 2bawy; — d)t5 + (2akwy; + (Dxlb2 — Wy —2a+ 2coxla2 - f)t4
+ (= d + 2bkoy — 2b + 4bawe )t + (2akeoy — £ — a + 20, b° + o)t
+ (2bkay; — b + 2bawy )t + @y b* =0 (3.119)

6. derece denklemi bulunur. Burada,

ac=a(wyja—1),

as=2myx1ba-b—d,

as=20y1a(k + a)toy(b>—1)-2a—f,
a3=2b(2wyjat+twy k—1)—-d,
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a,=20y(b*+ka)+a(wy a—1)—f,

a1=b[2wy;(k+a)-1]

denirse denklem asagidaki sekilde yazilir.

agt®+ast +astt+as € +at’ +at+ogb’=0 (3.120)

Bu denklemin gergel koklerinin sayisi Burmester noktalarinin sayisini verir.
Buradan Burmester noktalarinin sayisinin en ¢ok alti oldugu anlagilir. Bu noktalarin
cizdigi dairesel yoOriingenin mertebesi diizlem kinematikte oldugu gibi daha
yiiksektir, bir biiyiik daireye 5 nokta temasl bir yoriinge ¢izerler (Kamphuis 1968).
(3.120) denkleminden bulunacak gergel t degerleri, (3.118) esitliklerinde yerine
konarak Burmester noktalarinin koordinatlar1 bulunur. Sekil 3.26’da dort adet
Burmester noktasi goriilmektedir. Burmester noktalarinin kathi olma sartlar1 da

arastirilabilir.

Sekil 3.26 Burmester noktalari

Bir Burmester noktasinin iki katli olmasi i¢in yukaridaki 6. derece polinomun
koklerinden ikisinin esit olmas1 gerekir. p, q, 1, S, u, m ve ¢ birer sabit olmak {izere

iki kokii esit olan bir polinom igin,
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t+q) 2 (rt*+st’ +ut’+mt+c)= 0
ptTq

acimimi yazilirsa,

p’rt®+(2pqrp’s)t’+(p’ut2pqs+q’n)t*+(p’ m+2pqutq’s)t’
+(pc+2pqm+q u)t’+(q’m+2pqe)t+qic=0 (3.121)

denklemi bulunur. Bu polinomun katsayilar1 (3.120) denkleminin katsayilar ile

esitlenerek,

p’r= a(oya-1),

p’s+2pqr=2my ba-b—d,

p ut2pgs+q’r=2my a(k + a)+o. (b*-1)-2a—f,
p’m+2pqutq’s=2b(2my atw, k—1)-d,
p2c+2pqm+q2u=2cox1(b2+ka)+a(mx1a—1)—f,
q2m+2pqc=b(20)xlk+2mx1a—1),

q’c= oy b’ (3.122)

denklemleri yazilir.

Sekil 3.27 2 katli Burmester noktasi (a= 0.33, b=0.23, wx; =0.44, d=0.6439634462
ve =0.3342383113 i¢in)
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a, b, f, d ve wy biiylikliiklerinin uygun sayisal degerleri i¢in bu yedi bilinmeyenli
yedi denklemden p, q, r, s, u, m, ¢ i¢in ¢6ziim kiimeleri bulunur. Bu degerlere bagh
olarak bulunan a, b.,f, d ve wy; biiyiikliikleri (3.120) denkleminde yerine konarak,
bulunan gercel t degerleri ile Sekil 3.27 deki gibi 2 katli Burmester noktasi elde

edilir.

Burmester noktalarmin 4 kathi olma sartlar1 da arastirilabilir. Bir Burmester
noktasinin 4 katli olmasi i¢in yukaridaki 6. derece polinomun koklerinden dordiiniin
esit olmas1 gerekir.p, q, r, s ve u birer sabit olmak {izere 4 kokii esit olan bir polinom

i¢in,

(pt+q)(rt*+st+u) = 0,
prt®+(4pqrip*s)+(put6p’q’r+ap’qs)t*+(4p’qutep’q’s+tapq’n)t’
+(4pq’st6p>qtutqin)ti+(q*stapqiu)trqtu=0 (3.123)

Bu denklemin katsayilari denklem (3.120) deki 6. derece polinomun katsayilarina

esitlenirse,

p4r=a(coxla—1) ,

4pqr+p*s =2m, ba—b—d,

ptut6p?q’r+4p’qs =2wya(k + a)+oy (b*—1)-2a—f,
4p°qu+6p?q’s+4pq’r =2b(20x a+oy k—1)—d,
4pq’s+6p°qutq’r =2y (b*+ka)+a(wya—1)—f,

q*s+4pq’u =b(Rwy k+2w04a-1),

q*u=hb* (3.124)
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Sekil 3.28 4 Katli Burmester noktasi (a=—0.052, b=0.01, wx; =-0.1836, d=-0.2177
ve f=-0.1248 i¢in)

p, g, 1,8, 4, a, b, f, d ve wy biiyiikliiklerinden iigiiniin uygun sayisal degerleri i¢in
bu yedi bilinmeyenli yedi denklemden birka¢ farkli ¢6ziim kiimesi bulunur. Bu
¢6ziim kiimelerinden biri secilip (3.119) denkleminden bulunacak gergel t degerleri
ile Sekil 3. 28 deki gibi 4 katli Burmester noktas1 elde edilir.

Yukaridakine benzer sekilde Burmester noktalarimin 6 katli olma sartlari da
arastirilabilir. p ve q birer sabit olmak {izere 6 kokii esit olan yani 6 kath bir koke

sahip olan bir polinom ig¢in,

(px+q)°=0,
p’x®+6p°x°q+15p*xtq?+20p x P’ +15p*x*q*+6pxq°+q°=0  (3.125)

Bu denklemin katsayilar1 denklem (3.119)’daki 6. derece polinomun katsayilarina

esitlenirse,

pl=a(wya-1),

6p5q =2wyx1ba—-b—-d,

15p*q°=20x1a(k + a)+oy(b*~1)-2a-f,
20p’°q’=2b(20x 2ty k-1)-d,
15p2q*=20y(b*+ka)+a(wxja—1)—f,
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6pq°=b(2oy k+2mya—1),
q°= 0. 1b’ (3.126)

Bu sekilde elde edilen yedi bilinmeyenli yedi denklemden p, q, a, b,f, d ve wy;
degerleri elde edilir. Bu degerler (3.119) denkleminde yerine konarak,
Sekil 3.29°daki gibi 6 katli Burmester noktasi elde edilir.
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Sekil 3.29 6 Katli Burmester noktasi (a= —0.00697, b=0.649519, wy; =0.44721,
d=-0.734278 ve =0.181637)

3.10. Ball-Burmester Noktalari

Bir Ball noktasi ayni zamanda Burmester noktasi ise, ¢izecegi biiyiik daire
seklindeki yoriingenin kalitesi daha iyi olacaktir. Boyle noktalara Ball-Burmester
noktalar1 denir ve sayilar1 Ball noktalarinin sayis1 dortten fazla olamayacagi i¢in, en
cok dort olabilir. Bunlarin varhigi icin (3.108) ve (3.120) denklemlerindeki
polinomlar ortak kdke sahip olmalidir. Bunun i¢in de bu iki polinomun ortak
Sylvester matrisinin determinanti (resultant) sifir olmalidir. Her iki polinomun
katsayilarina bagli olarak bulunan bu denklem bu noktalarin varlik sartidir. Bu

determinant c= w, b> olmak iizere, asagidaki gibi hesaplanur.
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ag as ay a3 a a C 0 0 0
0 ag as ay az a) a, C 0 0
0 0 ag as ay as a, a C 0
0 0 0 a as ay as a a C
E D, D, D; D, 0 0 0 0 0
A= 0 E D, D, Ds D, 0 0 0 0 =0
0 0 E D, D, D, D, 0 0 0
0 0 0 E D, D, D; D, 0 0
0 0 0 E D, D, D; Dy 0
0 0 0 0 0 E D, D, D; D,
(3.127)

Bu determinantin agilimi EK—4 ‘te verilmistir.

7L

Sekil 3.30 Ball-Burmester noktasi (a= 0.85, b=0. 279331, wx; =0. 64, d=1.0015 ve
=-0.46731693)

Denklemi saglayan a, b, f, d ve wx; degerleri yardimiyla Ball-Burmester noktalari
bulunabilir. Sekil 3.30 ‘da 6rnek olarak bir Ball-Burmester noktas1 gortilmektedir.
Ball-Burmester noktalarmin biikiim poliinde olmas1 i¢in, Ball noktalarinin biikiim
pollerinde olmasi i¢in (3.107) ve (3.108) denklemlerindeki sartlar saglanmalidir.
Denklem (3.127) deki Sylvester matrisinin determinantinda (EK—4) bu sartlar yerine
konursa, diger katsayilar ortadan kalkarak ara islemlerden sonra f i¢in dordiincii

dereceden bir denklem elde edilir ve buradan f ¢oziiliirse,
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f=h (1+4wx 2a’-50y atoy 2)/( o a’-20,a+1) (3.128)

bulunur (Sekil 3.31).

Sekil 3.31 Biikiim poliinde Ball-Burmester noktasi (a= 0.8676, b = 0, wy; =0.495,
d=1.246 ve f=-0.25)

2 Katli Ball-Burmester noktalar1 i¢in (3.110) denklemindeki iki polinomun ortak
Sylvester matrisinin determinantini sifir yapan a, b, ve oy degerleri, (3.108) ve
(3.120) denklemlerinin ortak Sylvester matrisinin determinant1 (3.127) denkleminde
yerine konarak d veya f biiylikliigliniin uygun sayisal degerleri i¢in ¢6ziim kiimeleri

bulunur.

Sekil 3.32 2 Katli Ball-Burmester noktasi (a=—0.012, b=-0.1535, wx; =0.5, d=0.283
ve =1.2383)
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a, b,f, d ve wy; i¢in bulunan bu sayisal degerler Burmester noktalari i¢in elde
edilen (3.119) denkleminde yerine konup, bulunacak gercel t degerleri 2 Katli Ball-

Burmester noktasini verir ( Sekil 3.32).

2 Katli Ball-Burmester noktasinin biikiim pollarinda olmasi igin, (3.106) ve
(3.107) denklemlerindeki sartlarla, Ball-Burmester noktalarinin biikiim poliinde

olmasi i¢in (3.128) denklemindeki sartlar saglanmalidir.

Sekil 3.33 Biikiim poliinde katli Ball-Burmester noktasi (a=0.8247, b=0, ®;=0.49,
d=0.48416 ve =0.1755)

Denklem (3.127)’deki Sylvester matrisinin determinantinda bu sartlar yerine
konursa d icin bir denklem elde edilir ve c¢oziiliir. Bu biiyiiklikler (3.119)
denkleminde yerine konarak, bulunan gercel t degerleri ile biikiim poliinde kath

Ball-Burmester noktasi elde edilir (Sekil 3.33).

2 Kath Ball noktalar1 i¢in (3.110) denklemindeki iki polinomun ortak Sylvester
matrisinin determinantint sifir yapan a, b ve wy degerleri, (3.122) deki yedi
bilinmeyenli yedi denklemde yerine konularak p, g, r, s, u, m, ¢, d ve f i¢in ¢dziim
kiimeleri bulunur. Bu degerlere bagli olarak bulunan f ve d biiyiikliikleri (3.119)
denkleminde yerine konarak, bulunan gergel t degerleri ile 2 katli Ball-2 kath
Burmester noktasi elde edilir (Sekil 3.34).
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Sekil 3.34 2 katli Ball-2 katli Burmester noktasi (a=1.7555, b=0.14, ©4;=0.495, f=—
2.0537 ve d= 1.86)

(3.122) deki denklem takiminda 4 katli Ball noktalar1 i¢in (3.112) denkleminden
elde edilen a, b ve wy; degerleri yerine konularak p, q, 1, s, u, m, ¢, d ve fi¢in ¢dziim
kiimeleri bulunur. Bu degerlere bagl olarak bulunan f ve d ile a, b ve wy; sayisal
degerleri (3.119) denkleminde yerine konarak hesaplanan gercel t degerleri ile 4 kath
Ball-2 katli Burmester noktasi elde edilir (Sekil 3.35).

Sekil 3.35 4 katli Ball-2 katli Burmester noktasi (a=0.0866, b=-0.5181, ®;=0.6,
d=1.5061 ve f=1.97675)
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(3.124) denklem takiminda 4 kathi Ball noktalar1 i¢in (3.122) denkleminden
hesaplanan a, b ve wy; degerleri yerine konularak p, q, r, s, u, d ve f i¢in ¢éziim
kiimeleri bulunur. a, b, wy;, d ve f in sayisal degerleri (3.119) denkleminde yerine

konarak, hesaplanan gergel t degerleri ile bulunan 4 kathh Ball-4 katli Burmester

noktas1 Sekil 3.36 ‘da goriilmektedir.

7
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Sekil 3.36 4 katli Ball-4 katli Burmester noktasi (a = -0.134, b=-0.5, h =0.5773,
d=-0.4196871424 ve f=0.1997)

3.11. 6. Mertebe Egrisi

Burulmanin degisiminin sifir olmasi, ilk tiirevinin sifir olmasi anlamina gelir.
Burulmanin degisimi de ayni anda sabitse ikinci tiirevi de sifir olur. Bunun anlami
beraberce dr /dt= 0 ve d’t /dt* = 0 olmasidir. Bu &zellige sahip olan noktalarin

geometrik yerine diizlem kinematiktekine benzer olarak 6. mertebe egrisi (Ting ve
ark. 1991) denilebilir.

1=0, dr/dt=0, d*t/dt* =0 ifadelerinden,

. (XX (4) . oo (5)

r.(rxr)+r.(rxr)=0 (3.129)

(s)
Denklem (3.128) deki r terimi i¢in asagidaki islemler yapilarak,
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) da d’a da
r = xr+4 x(OXr) |[+6] — xloaxr+oOox(®xr
(dtz (@xr) [dt ( ( ))j

dt’
+4{(1x(d—axr+ux((oxr)+a><r+a><(m><r)+(o><[axr+co><(m><r)]ﬂ
d2

dt
a

da do
Xr+—x(@Xr)+2| —x(@xr)+ox|oxXr+ox(wxr
e o (@xD+2| X (@xn) +ax] ()]}
+ X +[ax[axr+mx(mxr)]]+

mx{i—:xr+ax(mxr)+uxr+ux(m><r)+mx[axr+mx(mxr)]}

3 2 . oo oo 4)
:d ?xr+4 d (ler +6 d—axr +4{ax r}+(oxr (3.130)
dt dt dt

o0 (11] (4)
bulunur. (3.130) denkleminde daha once bulunan r, r, r ve r ifadeleri ve

(3.46)’dan ®,4 yerine konursa,

i j K i k i i k

=0, 0, 0, +4|o,, o, -30,,0,|+6(0, o, -0’
X 'y z -y X 0 -X —(yto,z) o,y

i j k

+4 0, 0 0
(y+my2z+mxlz+m2x1y) —(m2x1x+mxzz+x) (2mxlx—myzx+mx2y)
i j k

+( 0 0 1

-Xx —(yto,2) o4,y
(Z(Dy3 +3Y0 0, +40°a + 270, +X)i
+(0,0,k) x| +3x0 0, +Z0 , +y+20,, + 20, +yo’a )j
YO, + X0, +3x0, +30, +30, (-y -0, )k

= (04 2~ (-4 0 03 +3 072 - 3 070 043+ 9 O O Op) Y + 15 0y 00 X

+ 60)y2 oxyt+6 (szl (o z-y)+to32Z- Wy Z - (szly -0 Z-y)i

+ (-4 0x O3 + 3 072~ 3 07x1 O3 + 9 Ox B2 Oy2) X - Oxs Z+ 9 Oy Ox2 Y

+ 10 0’x- 4 oy (00 V-0 X+204X)t0p3zto0ztX)j +(0uy

-0y X T4og X T 403y T 600 (-0 Z - y) + 60y, x+4 coxl(-oale X -0y Z-X))k

(3.131)
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(3.131) denklemi (3.84) , (3.85), (3.96) ve (3.115) denklemleri ile birlikte
: enkleminde yerine konularak, 6. mertebe egrisinin denklemi elde edilir ve
(3.129) denklemind ine konularak, 6 be egrisinin denklemi elde edili

sadelestirilerek yazilirsa,

(x2+y2)(m1z+ey+gx)+(m2x+2mgz)y2+(2m4y+m5z)zx+m6(x2—zz)y=0
(3.132)

Denklemdeki sabit katsayilar asagidaki sekildedir:

e= (0xsH607 1 0x0-500+40,) (3 ©),

2= ((5oyr—wytdoa—20x+4 w3xl)41coy2 (nle)/ 3 (nle),
m;= (-3 wxd+12 coleba—IO wx1b),

my= (5 ox—13 o)lea),

m3= o (8b—12 wyjab—d),

my= ((Dxlf—6a2 w2x1+8a Wx—2-2 m2x1+6 (nlebz),

ms=3 oy (1-a mx;), mg=13b c02X1

Egri, sabit katsayilarmin aldig1 degerlere gore tek veya iki parcalidir. Ugiincii

derecedendir ve orijine gore simetriktir (Sekil 3.37).

S Vs

(a) (b)
Sekil 3.37 6. mertebe egrisi (a) Tek parcali (a=-0.86,b=1,6,d=4.3,e=0.65,
=49, g=5.6, oq=0.49), (b)Ikiparcali (a=3,b=2,d=0.2,e=4.5, f=5.25,
g=0.6, ox =0.52)
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3.12. 6. Mertebe Burmester Noktalari

6. Mertebe egrisi ile daireleme noktalar egrisinin kesim noktalar1 6. mertebe
Burmester noktalar1 olarak anilir. Bunlarin ¢izdigi dairesel yoriingenin mertebesi
daha yiiksektir ve yoriingesi biiyiik daireye 6 nokta temashdir. Diizlem kinematige
benzer sekilde 6. mertebe Burmester noktalari olarak anilir. Bu noktalar1 bulmak i¢in
Ball noktalarinda oldugu gibi x=ty denir ve kiire denkleminde (3.104) yerine konur

ve z ¢ekilirse,

2.2 2

Z=Aty -y +1 (3.133)

elde edilir. Bu ifade ve x=ty ifadesi 6. mertebe egrisi denkleminde (3.131) yerine

konur ve ara islemlerden sonra y ye gore diizenlenerek yazilirsa,
a1y4+a2y2+a3=0

bulunur. Bu denklemde y ¢oziiliip x ve z ifadeleri de yazilirsa,

a, —4Ja; —4a,a
X = ty, yz\/— 2 2 LR z=4/1-y*(1-t%) (3.134)

2a,

seklinde 6. mertebe Burmester noktalarinin parametrik koordinatlari bulunur.

Burada,

u=t(g — ms) + t’(e + 2mg) + t(g + m, — ms) + e + me,
q= (1 +t9)m, + 2myt + 2hms,

ar=u’+ (1 + ),

a, = 2(mst — mg)u — q2

asz = (m5t — 1’116)2
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(3.134) ifadeleri (3.132) 6. mertebe egrisinin denkleminde yerine konulursa, t

parametresine bagl asagidaki 7. derece denklem elde edilir.

cit’ +egt® + o5t + eyttt ey £+ et + ot — mb* =0 (3.135)

Bu denklemdeki sabit sayilar,

c1 = b(msb — 2mga — m; — 205 m3)

cy = ¢+ 2b(msa — bmg — my) — a(m; + mea + 20y ;m3)

c3 =g+ my + 2b(msb — oxym3 — m;) + a(msa — 4meb — 2my)
c4 =¢ +mg + b(4msa — mgb — 2my) — 2a(m; + mea + @y m3)
cs = g + b(msb — m;) + 2a(msa — mgb — my)

c¢ = a(2msb — mga — my)

2
C7 = msa

(3.135) denkleminin gergel koklerinin sayis1 6. mertebe Burmester noktalarinin
sayisidir. Buna gore bu noktalarin sayisinin en ¢ok yedi oldugu anlasilir. (3.135)
denkleminden bulunacak gercel t degerleri, (3.134) denklemlerinde yerine konarak 6.

mertebe Burmester noktalarinin koordinatlari bulunur (Sekil 3.38).

Sekil 3.38 6. mertebe Burmester noktalar1 (a =—0.91, b=0.04918, w4,=0.495,
d=0.083, {=3.7, e=2.77 ve g=0.633)
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Bir 6. mertebe Burmester noktasinin 2 katli olmasi i¢in yukaridaki 7. derece
polinomun koklerinden ikisinin esit olmasi gerekir. p, g, 1, s, u, m ve c birer sabit

olmak iizere 2 kokii esit olan bir polinom ig¢in,
(pt+q)*(+rt*+st’>+ut’+mt+c)= 0
acinimi yazilirsa,

p’t’+ (2pq + p 0)t® + 2pqr + p*s + O + (q°r + 2pgs + prw)t* + (g°s + 2pqu
+ p’m)t’ + (p°c + q’u + 2pqm)t* + (q°m + 2pqe)t + g’c = 0 (3.136)

denklemi bulunur. Bu polinomun katsayilar1 (3.135) denkleminin katsayilar1 ile

esitlenerek,

p? = msa®

2pq+p2r = a(2msb — mga — my)

2pqr+pzs+q2 = g + b(msb — m;) + 2a(msa — meb — my4)

q2r+2pqs+p2u =e¢+ mg + b(4msa — mgb — 2my) — 2a(m; + mea + 5 m3)
q2s+2pqu+p2m =g+ m; + 2b(msb — wx;m3 — m;) + a(msa — 4meb — 2my)
p2c+q2u+2pqm = ¢ + 2b(msa — bmg — my) — a(m; + mea + 2w m3)
q2m+2pqc = b(msb — 2mga — m; — 2mx;m3)

q’c = — mgb? (3.137)
denklemleri yazilir.

Bu sekiz denklemden p, q, 1, s, u, m, ¢ i¢in ¢éziim kiimeleri bulunur. Uygun
sayisal degerlerle bu degerlere bagli olarak bulunan a, b, d, e, f, g ve wy; bityiikliikleri
(3.135) denkleminde yerine konarak, bulunan gercel t degerleri ile Sekil 3.39” daki

gibi 2 katli Burmester noktasi elde edilir.
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Sekil 3.39 6. mertebe 2 katli Burmester noktasi (a= 0.222, b=0.124, d=0.90118,
e=—0.45067, f=0.68, g =-0.14202 ve wx,;=0.4)

6. mertebe Ball-Burmester noktalarinin varligr icin (3.108) ve (3.135)
denklemlerindeki polinomlarin ortak Sylvester matrisinin determinanti sifir olmalidir
(EK-5). Her iki polinomun katsayilarina bagli olarak bulunan bu denklem bu
noktalarin varlik sartidir. Ball noktalarim1 veren 4. derece polinomda (3.115)
denkleminin gercel koklerini saglayan a, b ve wy; ile f ve g i¢in uygun degerler
alinarak e katsayisi i¢in bulunacak uygun degerler 6. mertebe Ball- Burmester

noktalarini saglar.

Sekil 3.40 6. mertebe Ball-Burmester noktasi
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Ornek olarak a, b_d, e, f, g ve oy (a=0.102, b=0.0582, d= 1.83, e=—2.526496843, f
=3.7, g=0.633 ve oy =0.43) degerleri icin bulunan 6. mertebe Ball- Burmester
noktas1 Sekil 3.40°da goriilmektedir.

6. mertebe Ball-Burmester noktalarinin biikiim poliinde olmasi i¢in, Ball
noktalarinin biikiim pollerinde olmasi i¢in gerekli olan (3.107) denklemindeki sart
saglanmalidir. (3.108) ve (3.135) denklemlerindeki polinomlarin ortak Sylvester
matrisinin determinantinda bu sartlar yerine konursa, diger katsayilar ortadan
kalkarak ara islemlerden sonra e i¢in dordiincii dereceden bir denklem elde edilir.
Buradan e c¢oziilerek, a, b, d, e, f, g ve wy; i¢in biikiim Poliinde 6. mertebe Ball-

Burmester noktasi elde edilir (Sekil 3.41).

\
N

Sekil 3.41 Biikiim poliinde 6. mertebe Ball-Burmester noktasi (a = 0.75,
b=0,d=.83,e=-1.484798536, f= 0.4, g=0.66 ve o = 0.48)

2 kath Ball noktalar1 i¢in (3.110) denklemindeki iki polinomun ortak Sylvester
matrisinin determinantin1 sifir yapan a, b, ve y; degerleri, (3.108) ve (3.135)
denklemlerinin ortak Sylvester matrisinin determinantinda yerine konarak d, f veya g
bliyiikliigliniin uygun sayisal degerleri i¢in ¢6ziim kiimeleri bulunur. a, b, d, e, f, g ve
x] i¢in bulunan bu sayisal degerler Burmester noktalar1 i¢in elde edilen (3.135)
denkleminde yerine konup, bulunacak gergel t degerleri 6. mertebe 2 katli Ball-

Burmester noktasini verir ( Sekil 3.42).
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Sekil 3.42 6. mertebe 2 katli Ball- Burmester noktasi (a = 0.4, b = 0.7049, d = 0.83,
e =—1.184425512, f= 0.4, g=0.66 ve mx; =0.48)

2 kath Ball noktalari i¢in (3.110) denklemindeki iki polinomun ortak Sylvester
matrisinin determinantint sifir yapan a, b ve wy; degerleri, (3.137) deki sekiz
denklemde yerine konularak p, q, r, s, u, m, ¢, d, e, f ve g i¢in ¢dziim kiimeleri
bulunur. Bu degerlere bagli olarak bulunan d, e, f ve g biyiiklikleri (3.135)
denkleminde yerine konarak, bulunan gercel t degerleri ile 6. mertebe 2 katl Ball-2

katli Burmester noktasi elde edilir (Sekil 3.43).

Sekil 3.43 6. mertebe 2 katli Ball-2 katli Burmester noktasi( a = 0.1166,
b=-0.1815,d=1.15, e = 0.4444273319, f=2.32, 2= 0.0911566672 ve wx; =0.46)
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(3.122)’deki denklem takiminda 4 katli Ball noktalar1 i¢in (3.112) denkleminden
elde edilen a, b ve wy; degerleri yerine konularak p, q, r, s, u, m, c, d, e, f ve g icin
¢Oziim kiimeleri bulunur. Bu degerlere bagli olarak bulunan d, e, f ve g ile a, b ve wy;
sayisal degerleri (3.135) denkleminde yerine konarak, hesaplanan gercel t degerleri

ile 6. mertebe 4 katli Ball-2 katli Burmester noktasi elde edilir (Sekil 3.44).

Sekil 3.44 6. mertebe 4 katli Ball-2 katli Burmester noktasi (a= 1.866025403,
b=-1/2, d=0.56, ¢=9.438098423, f=1.23, g=—14.66671465, oy = 0.5773502684)
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4. KURESEL MEKANIZMA TASARIMI

Basit bir kiiresel mekanizma dort doner ¢ift ve dort uzuvdan olusur. Doner
ciftlerin eksenleri bir noktada kesisirler. Uzuvlar diizlemsel ve ii¢ boyutlu hareket
edebilirler. Eger bir cisim kiiresel bir hareket gerceklestiriyorsa bu kiiresel hareket
bir donme, yani bir acisal hareket olarak ele alinabilir. Agisal hiz tiirevlerinin
normalize edilmis degerleri, hareketin gozoniine aliman anina mahsus ani
invaryantlar olarak alinabilir ve kinematik ani invaryantlar olarak adlandirilirlar. Kati
cisimlerin diizlemsel ve ii¢ boyutlu hareketleriyle ilgili bir kavram olan ani
invaryantlar mekanizmalarin analiz ve sentezi, kontrol teorisi gibi alanlarda

kullanilmaktadir.

Bu calismada elde edilen a, b, d, e, f, g ve oy gibi ani invaryantlar Ball,
Burmester ve 6. mertebe Burmester noktalar1 gibi geometrik yeri kinematik
Ozellikleri dolayisiyla 6nemli olan noktalarin elde edilmesi i¢in kullanilmistir. Ball,
Burmester ve 6. mertebe Burmester noktalar1 sirastyla (3.105), (3.120) ve (3.135)
denklemleri ile bulunmustur. Ani invaryantlar Ball, Burmester ve 6. mertebe
Burmester noktalarini veren (3.105), (3.120) ve (3.135) denklemlerinden gergel
kokler elde edilecek sekilde belirlenmistir. Belirlenen gercel kokler sirastyla (3.103),
(3.118) ve (3.134) denklemlerinde yerine konularak Ball, Burmester ve 6. mertebe
Burmester noktalarinin koordinatlar1 elde edilmistir. Bu noktalardan uygun ikisine
karsilik gelen noktalar hareketli mafsal noktalari, diger koklerden uygun bir tanesine
karsilik gelen nokta da istenen yoriingeyi ¢izecek biyel noktasi olarak alinmustir.
Tasarimin Onceligine gore 6zel bir konum varsa o nokta onceligine gére uygun bir
sekilde secilmistir. Mesela Ball-Burmester noktalari ile yapilan tasarimda Ball
noktalar1 biyel noktasi olarak alinmistir. Bu koordinatlar kullanilarak, kiiresel Euler-
Savary denklemi, kiiresel geometri ve trigonometrik bagintilar vasitasiyla kiiresel
mekanizmayla ilgili tiim boyutsal parametreler hesaplanmistir. Biikiim egrisinin ve
daireleme noktalar egrisinin kiiresel koordinatlardaki ifadesi olan (3.88) ve (3.100)
denklemlerinden A ve B noktasi i¢in bu kiiresel a¢1 hesaplanmistir. PA ve PB
merkez acilari ile 05 ve 6p bilindigine gore artik PA, ve PB, tamamen benzer sekilde

kiiresel Euler-Savary denkleminden kolayca bulunur. Bundan sonra AA,, BB,, AB,
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A,B, ve AC agilar (biiyiik daire yaylar1) ile AB ve AC yaylar1 arasindaki k kiiresel
acis1 (Sekil 4.1) trigonometrik bagintilar ve kiiresel geometri bagintilar1 yardimiyla
hesaplanmistir (EK-1). Boylece kiiresel mekanizma boyutsal olarak tamamen ortaya
¢ikmig olur, Grashof teoremi ya da diger kriterlere gore tipi belirlenmis ve biyel
egrisi cizdirilmigtir. Bulunan mekanizma ve ¢izdigi yoriingenin animasyonu
yapilarak gorsel olarak degerlendirilmistir. Mafsal noktasi1 ve biyel noktasi olarak
secilen noktalar degistirilerek, boyutsal ve yoriinge acgisindan maksada en uygun
mekanizma elde edilinceye kadar birka¢ deneme yapilmistir. ani invaryantlarin
sayisal degerleri degistirilerek yeni birka¢ deneme daha yapilmig ve en uygun
mekanizma bulunmaya calisilmistir. Biyel egrisi Ball noktalar1 i¢in bir kismi1 biiyiik
daire yayr seklinde olmustur. Bu husus egrinin jeodezik egriliginin degisimi
cizdirilerek gorlilmiistiir. Burmester ve 6. mertebe Burmester noktalari i¢in ise daire
yayl seklinde olmustur. Bu husus egrinin burulmasinin degisimi ¢izdirilerek
goriilmiistlir. Ball- Burmester ve Ball — 6. mertebe Burmester noktalar1 i¢in bir kismi

biiylik daire yayi1 seklinde olmustur.

Asagidaki orneklerin her biri i¢in bir hesaplama tablosu verilmistir. Boyutsal
olarak elde edilen ve Grashof teoremi ya da diger kriterlere gore tipi belirlenen
kiiresel dort ¢ubuk mekanizmasinda, biyel noktasinin ¢izdigi biyel egrisi grafik
olarak c¢izilerek tabloyla birlikte verilmistir. Sekil 4.1°de kiiresel dort cubuk

mekanizmasi ve genel geometrik boyutlar1 goriilmektedir.

Matematiksel hesaplamalarin hizli ve giivenilir bir sekilde yapilmasi i¢cin Maple
matematik paket programindan ve elde edilen kiiresel mekanizmalarin animasyonu

icin ST _Sfourbar animasyon programindan yararlanildi.
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Sekil 4.1 Biikiim, Daireleme Noktalar, Cift Daireleme Noktalar Egrileri ve Bunlar
Yardimiyla Elde Edilen Bir Kiiresel Dort Cubuk Mekanizmasi

4.1. Ball Noktalar1 Yardimiyla Kiiresel Mekanizma Tasarimi

Yoriingesinin belli bir kismu1 biiylik daire yay1 seklinde olan bir biyel noktasina
sahip kiiresel bir dort ¢ubuk mekanizmasi elde etmek i¢in Ball noktalar1 kullanilda.
Bunun igin, bu noktalarla ilgili {i¢ ani invaryant a, b ve wy;, Ball noktalarini veren
(3.105) denkleminden dort adet gergel kok elde edilecek sekilde belirlendi ve bu
sayisal degerler yerine konarak 4 adet dort gercel kok, yani dort Ball noktasina ait
gercel t degerleri bulundu. Bunlardan uygun ikisine karsilik gelen noktalar hareketli
mafsal noktalari, diger iki kokten uygun bir tanesine karsilik gelen nokta da istenen
yoriingeyi ¢izecek biyel noktasi olarak alindi. Yukarida bulunan t kokleri (3.103)
denklemlerinde yerine konularak dort adet Ball noktasinin koordinatlar1 elde edildi.
Bu koordinatlar kullanilarak, kiiresel Euler—Savary denklemi, kiiresel geometri ve
trigonometrik bagintilar vasitasiyla kiiresel mekanizmayla ilgili tim boyutsal
parametreler hesaplandi. Bulunan mekanizma ve ¢izdigi yoOriingenin animasyonu

yapilarak gorsel olarak degerlendirildi. Mafsal noktas1 ve biyel noktasi olarak secilen
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noktalar degistirildi, boyutlar ve yoriinge acisindan maksada en uygun mekanizma
elde edilinceye kadar birka¢ deneme yapildi, hatta ani invaryantlarin sayisal degerleri
degistirilerek birkac deneme daha yapilarak en uygun mekanizma bulunmaya

calisildr.

Ornek olarak, belirlenen ii¢ ani invaryant ox;= 0.45, a = —0.0050495, b = 0.26
Ball noktalarin1 veren (3.105) denkleminde yerine konarak dort adet gercel
(t degerleri) kok elde edildi (t;= 0.1599425936, t,= 0. 7802046519, t;= 0. 96920745,
ty= 49.69782751). Dort gercel kokten dordiincii ve birinci koklere ait noktalar,
sirastyla A ve B hareketli mafsal noktalari, ikinci koke ait nokta da C biyel noktasi
olarak alindi ve (3.103) denklemlerinde yerine konularak Ball noktalarinin
koordinatlar1 elde edildi.

A(ts) (—0.9997566529, —0.0201167074, 0.0090532603)
B(t;) (—0.08218094197, —0.5138152391, 0.8539556151)
C(t2) (-0.5678944209, —0.7278787938, 0.3843024695)

A, sabit mafsal noktalarinin yerini bulmak i¢in, P ani donme merkezinin
koordinatlar1 P(0, 0, 1) kullanilarak PA merkez acis1 hesaplandi (PA = 1.561742943).
Denklemdeki 6 acisi, PAA, biiyiik daire yayr ve P poliindeki pol egrisi tegeti
arasindaki kiiresel agidir. Ball noktalar1 biikiim egrisi iizerinde olduguna goére bu egri
denklemini saglarlar. Biikiim egrisinin kiiresel koordinatlardaki ifadesi olan (3.88)
denkleminden A noktasi i¢in bu kiiresel aci degeri 64 hesaplandi (0x =
0.02011888857). PA merkez agis1 ve 04, kiiresel Euler—Savary denkleminde (3.78)
yerine konularak PA, hesaplandi (PA, = —0.009053383796 ). Yine benzer sekilde B,
sabit mafsal noktasinin yerini bulmak i¢in, A, sabit mafsal noktasini bulmak i¢in
uygulanan islemlerin tamamen benzeri uygulandi. Boylece A, ve B, sabit mafsal
noktalarinin koordinatlar1 asagidaki gibi bulundu.

Ao(—0.009051427,-0.00018212923, 0.99995902)
B,(0.1348696764, 0.8432380229, 0.5203458538)

AA, BB,, AB, A.B, ve AC merkez agilar1 (biiyiik daire yaylar1) ile AB ve AC
yaylar1 arasindaki k kiiresel agis1 (Sekil 4.1) trigonometrik bagintilar ve kiiresel
geometri bagintilar1 yardimiyla hesaplandi.

A.Bo=a;=58.73814151°
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AA, = a,=88.96255866°

AB=a;=84.24768301°

BB, = a,=90°

AC =54.13496328°

k=31.14165605°

Boylece kiiresel mekanizma boyutsal olarak tamamen ortaya ¢ikmis oldu, Grashof

teoremine gore tipi belirlendi (¢ift kol). Biyel egrisinin biiyiik bir kisminin biiyiik
daire yay1 seklinde oldugu, 6, = 0...2n araliginda egrinin jeodezik egriliginin
degisimi ¢izdirilerek goriildii. Elde edilen kiiresel dort ¢ubuk mekanizmasi bir ¢ift
kol olup C biyel noktasinin c¢izdigi biyel egrisiyle birlikte Sekil 4.2 de

goriilmektedir.

Sekil 4.2 Ball noktalar1 vasitastyla bulunan kiiresel mekanizma ve biyel egrisi

Sekil 4.3’te goriildiigii gibi 0, = 0...2n araliginda biyel egrisinin jeodezik
egriliginin birden kiiciik ve 0 - 0.6 araliginda oldugu, yani sifira oldukca yakin
oldugu goriilmektedir. Kiire yiizeyinde jeodezik egriligi sifir olan egriler biiyilik
dairelerdir. jeodezik egriligin bu sekilde olmasi biyel egrisinin bir biiylik daire yay1

seklinde oldugunu gostermektedir.
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4
Sekil 4.3 Ball noktalar1 vasitasiyla bulunan kiiresel mekanizma biyel egrisinin

jeodezik egriliginin degisimi

4.2. Burmester Noktalar1 Yardimiyla Kiiresel Mekanizma Tasarimi

Burmester noktalari, ydriingesinin bir kismi daire yay1 seklinde olan bir biyel
noktasina sahip kiiresel bir dort ¢ubuk mekanizmasi elde etmek i¢in kullanild.
Bunun i¢in, bu noktalarla ilgili bes ani invaryant a, b, d, f ve wx;, Burmester
noktalarin1 veren (3.119) denkleminden dort adet gercel kok elde edilecek sekilde
belirlendi ve bu sayisal degerler yerine konarak 4 adet dort gercel kok, yani dort
Burmester noktasina ait gercel t kokleri bulundu. Bunlardan uygun ikisine karsilik
gelen noktalar hareketli mafsal noktalari, diger iki kokten uygun bir tanesine karsilik
gelen nokta da istenen yoriingeyi cizecek biyel noktasi olarak alindi. Yukarida
bulunan t kokleri (3.118) denklemlerinde yerine konularak dort adet Burmester
noktasinin koordinatlar1 elde edildi. Bu koordinatlar kullanilarak, kiiresel Euler—
Savary denklemi, kiiresel geometri ve trigonometrik bagintilar vasitasiyla kiiresel
mekanizmayla ilgili tiim boyutsal parametreler hesaplandi. Bulunan mekanizma ve
cizdigi yoriingenin animasyonu yapilarak gorsel olarak degerlendirildi. Mafsal
noktasi ve biyel noktast olarak secilen noktalar degistirilerek, boyutlar ve yoriinge
acisindan maksada en uygun mekanizma elde edilinceye kadar birka¢ deneme
yapildi. Ani invaryantlarin sayisal degerleri degistirilerek birka¢ deneme daha yapildi
ve en uygun mekanizma bulunmaya calisildi. Boylece kiiresel mekanizma boyutsal
olarak tamamen ortaya ¢ikmis oldu. Grashof teoremi ya da diger kriterlere gore tipi
belirlendi ve biyel egrisi ¢izdirildi. Biyel egrisinin bir kismi daire yayr seklinde
olmustur. Bu husus egrinin burulmasmin degisimi ¢izdirilerek goriildii. Burmester
noktalar ile ilgili ¢ift kol ve kol sarkag tipi mekanizmalar elde edilmis ve 6rnek

hesaplamalar1 yapilarak asagida verilmistir.
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4.2.1. Burmester noktalar1 yardimiyla kiiresel ¢ift kol mekanizmasi

Ornek olarak, belirlenen bes ani invaryant, ©,;=0.48, a=0.4, b=0.0705, d=0.735
ve £=0.307217 denklem (3.119)’da yerine konularak Burmester noktalarina ait dort
gercel t kokleri bulundu (t;= —1.285326390, t, = —0.5004432286,t3 = — 0.049382978,
ty = 0.1844257366 ). Dort gergel kokten dordiincii ve birinci koklere ait noktalar,
sirastyla A ve B hareketli mafsal noktalari, ikinci kdke ait nokta da C biyel noktasi
olarak alindi ve (3.118) denklemlerinde yerine konularak Burmester noktalarinin
koordinatlar1 elde edildi.

A(t4)(—0.1419408345, — 0.7696368042, 0.6225046103)

B(t:)(0.6880215088, —0.5352893352, 0.4899915620)

C(t2)(0.4298467679, —0.8589321292, 0.2783295761)
A, sabit mafsal noktalarinin koordinatlarini bulmak icin, P ani dénme merkezinin
koordinatlar1 P(0, 0, 1) kullanilarak PA merkez acis1 hesaplandi (PA = 0.898857377).
Denklemdeki 6 acisi, PAA, biiyiik daire yayr ve P poliindeki pol egrisi tegeti
arasindaki kiiresel acgidir. Burmester noktalari daireleme noktalar egrisi {lizerinde
oldugu icin bu egri denklemini saglar. Daireleme noktalar egrisinin kiiresel
koordinatlardaki ifadesi olan (3.100) denkleminden A noktasi i¢in bu kiiresel aci
degeri 04 hesaplandi (05 = —0.4749675518). PA merkez acgis1 ve 04, kiiresel Euler—
Savary denkleminde (3.78) yerine konularak PA, hesaplandi (PA, = 0.1847483424).
Boylece A, sabit mafsal noktasinin koordinat1 asagidaki gibi bulundu.

Ao(0.03331698855, 0.1806525985, 0.9829825110)

Ayni sekilde B, sabit mafsal noktalarmin yerini bulmak i¢in, P ani donme
merkezinin koordinatlart P(0, 0, 1) kullanilarak PB merkez agis1 hesaplandi
(PB = 1.058716254). Denklemdeki g acis1, PBB, biiyiik daire yay1 ve P poliindeki
pol egrisi tegeti arasindaki kiiresel acidir. Burmester noktalar1 daireleme noktalar
egrisi lizerinde oldugundan, egrinin kiiresel koordinatlardaki ifadesi olan (3.100)
denkleminden B noktasi i¢in bu kiiresel ag1 degeri 0 hesaplandi (0 = —0.66118941).
PB merkez agis1 ve 0, kiiresel Euler—Savary denkleminde (3.78) yerine konarak PB,
bulundu (PB, = 0.2476640077) ve B, sabit mafsal noktasinin koordinati bulundu.

Bo(—0.1934797244, 0.1505296443, 0.9694877113)
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AA, BB,, AB, A,B, ve AC merkez agilar1 (biiyiik daire yaylar1) ile AB ve AC
yaylar1 arasindaki k kiiresel agis1 (Sekil 4.1) trigonometrik bagintilar ve kiiresel
geometri bagintilar1 yardimiyla hesaplandi.

AoBo =2a,=13.16030455 °
AA, = a,=62.08603433 °
AB =2a3=51.73189789 °
BB, = a,=74.85007538 °
AC =39.34753948 °

k =33.94401392 °

Boylece kiiresel mekanizma boyutsal olarak tamamen ortaya ¢ikmis oldu, Grashof
teoremine gore tipi belirlendi (¢ift kol). Biyel egrisinin bir kism1 daire yay1 seklinde
oldugu, 6 = 0...2n araliginda egrinin burulmasinin degisimi ¢izdirilerek goriildii.
Elde edilen kiiresel dort cubuk mekanizmasi bir ¢ift kol olup C noktasinin ¢izdigi
biyel egrisiyle birlikte Sekil 4.4’de goriilmektedir.

Sekil 4.4 Burmester noktalar1 vasitasiyla bulunan kiiresel ¢ift kol mekanizmasi ve

biyel egrisi

Biyel egrisinin bir daire yay1 seklinde oldugu, Sekil 4.5’te gorildiigi gibi
6 = 0...2n araliginda burulmasimin degisimi birden kiigiik ve 0...0.15 araliginda

oldugu yani sifira olduk¢a yakin olmasindan anlasilmaktadir. Kiire yiizeyinde
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burulmasinin yan1 sira zamana gore degisiminin de sifir oldugu egriler daire yaylari
ve biiyiikk dairelerdir. Yani burada egriye ait burulmanin degisiminin 0...0.15

araliginda olmasi biyel egrisinin bir daire yay1 seklinde oldugunu gostermektedir.

Sekil 4.5 Sekil 4.4 deki biyel egrisinin burulmasinin degisimi

4.2.2. Burmester noktalar1 yardimyla kiiresel kol sarka¢ mekanizmasi

Burmester noktalari ile ilgili ikinci bir 6rnek olarak, belirlenen bes ani invaryant,
0x1=0.45, a=0.1, b=0.2, d=1.55 ve =0.4863 (3.119) denkleminde yerine konularak
Burmester noktalarina ait dort gercel t kokii bulundu ( t,=—17.6370442,
t,2=— 0.4570169, t;= 0.0888324, t,=0.27546861). Birinci ve ikinci ve koke ait
noktalar, sirasiyla A ve B hareketli mafsal noktalari, iiclincii kdke ait nokta da C
biyel noktasi olarak alindi ve (3.118) denklemlerinde yerine konularak Burmester
noktalarinin koordinatlari elde edildi.

A(t4)(0.5372825469, —0.03046329882, 0.842851975)
B(t:)(—0.3896828811, 0.8526662398, 0.3480050796)
C(t2)(—0.03717556661, 0.4184911357, 0.907459722)

A, sabit mafsal noktalarinin yerini bulmak i¢in, P ani dénme merkezinin
koordinatlar1 P (0, 0, 1) kullanild1 ve PA merkez agis1 hesaplandi (PA = 0.56823526).
Denklemdeki 04 acis1 (PAA, biiyiikk daire yayr ve P poliindeki pol egrisi tegeti
arasindaki kiiresel ac1), daireleme noktalar egrisinin kiiresel koordinatlardaki ifadesi
olan (3.100) denkleminden A noktasi i¢in hesaplandi (6, = 1.691066136). PA
merkez agis1 ve 0,4, kiiresel Euler—Savary denkleminde yerine konularak PA, (3.78)
bulundu (PA, = —0.978989381). Buradan A, sabit mafsal noktasinin koordinati elde
edildi.

Ao(0.8286031977, —0.04698084268, 0.5578615788)
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Yine B, sabit mafsal noktalarinin yerini bulmak i¢in, P ani dénme merkezinin
koordinatlar1 P(0, 0, 1) kullanild1 ve PB merkez acgis1 hesaplandi (PB = 1.21535399).
Denklemdeki 0g agisi, yukaridakine benzer olarak B noktasi i¢in hesaplandi
(0 = —0.1750137913). Kiiresel Euler—Savary denkleminden PB, hesaplanarak
(PB, =0.07599353784), B, sabit mafsal noktasinin koordinati bulundu.

B,(0.03155745897, —0.06905096730, 0.9971138805)

AA, BB, AB, AB, ve AC agilan (biiylik daire yaylari) ile AB ve AC yaylar
arasindaki k kiiresel agis1 (Sekil 4.1) trigonometrik bagintilar ve kiiresel geometri
bagintilart yardimiyla hesaplandi.

A.Bo=a;=154.15148662°
AA,=a,=23.53447773°
AB =a3;=86.67658970°
BB,= a4 = 73.98876362°
AC =42.93458941°
k =18.55280983°
Boylece kiiresel mekanizma boyutsal olarak tamamen ortaya ¢ikmis oldu, Grashof

teoremine gore mekanizma tipinin bir kol sarka¢ oldugu belirlendi.

Sekil 4.6 Burmester noktalar vasitasiyla bulunan kiiresel kol sarka¢ mekanizmasi ve

biyel egrisi
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Bir kismi daire yay1 seklinde olan biyel egrisi ise Sekil 4.6’da goriilmektedir.
Sekil 4.7°de goriildigi gibi 0, = 0...4.7 araliginda egrinin burulmasmin degisimi
birden kiiciik ve 0...0.16 araliginda oldugu yani sifira olduk¢a yakin oldugu
goriilmektedir. Kiire yiizeyinde burulmasinin yani sira zamana gore degisiminin de
sifir oldugu egriler daire yaylar1 ve biylik daireler oldugundan, burulmasinin
degisiminin de sifira olduk¢a yakin ¢ikmasi biyel egrisinin bir daire yay:1 seklinde

oldugunu gostermektedir.

0 (raq)

Sekil 4.7 Burmester noktalar1 vasitasiyla bulunan kiiresel mekanizma biyel egrisinin

burulmasinin degisimi

4.3. Kath Burmester Noktas1 Yardimiyla Kiiresel Mekanizma Tasarimi

Katli Burmester noktalar1 i¢in (3.105) ve (3.119) denklemlerindeki polinomlarin
katsayilarina bagli olarak bulunan, (3.127) denklemini sifir yapan a, b,f, d ve wy;
degerleri (3.119) denkleminde yerine konarak dort adet gercel kok elde edildi, yani
dort adet katli Burmester noktasina ait gergel t kokleri bulundu. Bu koklerden en az
ikisi kathidir. Bunlardan katli olan iki kok disindaki iki koke karsilik gelen noktalar
hareketli mafsal noktalari, kathh koke karsilik gelen nokta da istenen yoriingeyi
cizecek biyel noktasi olarak alindi. t kdkleri (3.118) denklemlerinde yerine konularak

ikisi katli olmak lizere dort adet Burmester noktasinin koordinatlari elde edildi.

Ornek olarak, (3.127) denklemini sifir yapacak sekilde belirlenen bes ani
invaryant, x;=0.495, a=0.1, b=0.25, d=0.0621 ve f=—0.133 denklem (3.119)’da

yerine konularak Burmester noktalarina ait dort adet gercel t kokleri bulundu
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( t;= —1.06955077, t,= —1.0694866, t;= —0.17619125, t;= 0.882241527 ). Ugiincii ve
dordiincii koklere ait noktalar, sirasiyla A ve B hareketli mafsal noktalari, katli olan
birinci ve ikinci koke ait nokta da C biyel noktasi olarak alindi. Bu kdkler (3.118)
denklemlerinde yerine konularak Burmester noktalar1 bulundu.

A (t3)(—0.1038171477, 0.5892298636, 0.8012678499)

B(t4)(—0.5890579912, —0.6676833644, 0.4552028198)

C(t1)(—0.7168421355, 0.6702273106, 0.1921788360)
A, sabit mafsal noktalarimin yerini bulmak i¢in, P ani dénme merkezinin
koordinatlar1 P(0, 0, 1) kullanildi ve PA merkez acist hesaplandi
(PA =0.6413850389). Denklemdeki 04 agis1 (Burmester noktalar1 daireleme noktalar
egrisi lizerinde oldugu i¢in) daireleme noktalar egrisinin kiiresel koordinatlardaki
ifadesi olan (3.100) denkleminden A noktasi i¢in hesaplandi (65 = 1.745197614). PA
merkez acist ve 0, kiiresel Euler—Savary denkleminde yerine konularak PA,
bulundu (PA, = 0.9520013737). Bundan sonra A, sabit mafsal noktasinin koordinati
bulundu.

Ao(—0.1413443902, 0.8022213825, 0.5800539772)

Benzer sekilde B, sabit mafsal noktalarinin yerini bulmak i¢in, P ani dénme
merkezinin koordinatlar1 P(0, 0, 1) kullanilarak, PB merkez ag¢1 hesaplandi
(PB = 1.098196338). Burmester noktalar1 daireleme noktalar egrisi iizerinde oldugu
icin bu egrinin kiiresel koordinatlardaki ifadesi olan (3.100) denkleminden B noktasi
icin bu kiiresel ag1 degeri 0p hesapland1 (0 = —0.1313680627). Kiiresel Euler—
Savary denkleminde, PB merkez agis1 ve O yerine konularak PB,, bulundu
(PB, = 0.06267768204) ve B, sabit mafsal noktasinin koordinati elde edildi.

B,(0.04143882247, 0.04696992964, 0.9980363970)

AA, BB,, AB, AB, ve AC agilan (biiyiik daire yaylari) ile AB ve AC yaylari
arasindaki k kiiresel acis1 (Sekil 4.1) trigonometrik bagintilar ve kiiresel geometri
bagintilar1 yardimiyla hesaplandi.

AoBo=a;=52.35710711°
AA,=2a,=17.79700511°
AB = a3;=88.13900797°
BB,=as = 66.51318194°
AC =51.44063489°
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k =86.91947876°
Boyutsal olarak tamamen ortaya ¢ikan kiiresel mekanizmanin Grashof teoremine
gbre de tipi belirlendi (kol sarkacg). Biyel egrisinin bir kismi daire yay1 seklinde
olmustur. Bu husus 0 =0...1.57 araliginda egrinin burulmasinin degisimi ¢izdirilerek
goriildii. Elde edilen kiiresel dort ¢ubuk mekanizmasi bir kol sarkag oldugu C
noktasinin ¢izdigi biyel egrisiyle birlikte Sekil 4.8’de goriilmektedir.

Sekil 4.8 Katli Burmester noktalar1 vasitasiyla bulunan kiiresel mekanizma ve biyel

egrisi

Biyel egrisinin yoriingesinin bir kisminin daire yay1 seklinde oldugu
goriilmektedir. Sekil 4.9°da goriildiigii gibi 6, = 0.6...1.57 araliginda burulmasinin
degisimi birden kiigiik ve sifira olduk¢a yakin oldugu (0...0.2 )goriilmektedir. Egriye
ait burulmanin bu degerlerde ¢ikmasi yani burulmasinin degisiminin sifira oldukca

yakin ¢ikmast biyel egrisinin bir daire yay1 seklinde oldugunu gdstermektedir.
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Sekil 4.9 Katli Burmester noktalar1 vasitasiyla bulunan kiiresel mekanizma biyel

egrisinin burulmasinin egriliginin degisimi

4.4. Ball-Burmester Noktalar1 Yardimiyla Kiiresel Mekanizma Tasarimi

Ball-Burmester noktalari, yoriingesinin bir kismi1 biiyilik daire yay1 seklinde olan
bir biyel noktasina sahip kiiresel bir dort ¢ubuk mekanizmasi elde etmek igin
kullanildi. Ball noktalarin1 veren (3.105) denkleminden dort adet gercel kok elde
edilecek sekilde ii¢ ani invaryant a, b ve oy belirlendi. Bu noktalarla ve ilgili diger
iki ani invaryanttan d icin belirlenen deger yerine kondu. (3.127) denkleminden elde
edilen f degerlerinden uygun olan biri se¢ildi. Bu sekilde belirlenen bes ani invaryant
Burmester noktalarin1 veren (3.119) denkleminde yerine konularak ve dort adet
gercel kok elde edildi. Bulunan t kokleri (3.118) denklemlerinde yerine konularak
dort adet Ball-Burmester noktasinin koordinatlar1 elde edildi. Bu noktalardan en az
biri Ball noktasidir. Bunlardan uygun ikisine karsilik gelen noktalar hareketli mafsal
noktalar1 olarak, diger iki kokten Ball noktasina karsilik gelen nokta da istenen

yoriingeyi ¢izecek biyel noktasi olarak alindi.

Ornek olarak, (3.105) ve (3.127) denklemlerinden belirlenen bes ani invaryant,
0x1=0.44, a=0.446, b=0.36, d=1.47 ve =1.4332 denklem (3.119)’da yerine konarak
Burmester noktalarina ait dort tane gergel t kokleri bulundu ( t,=—3.317685800,
t,=— 1.321156946, t;=— 0.1556319914, t,= 0.2600712126 ). Dort gercel kokten
dordiincii ve birinci koklere ait noktalar, sirasiyla A ve B hareketli mafsal noktalari,
Ball noktasina karsilik gelen ikinci koke ait nokta da C biyel noktas1 olarak alindi.
Secilen t kokleri (3.118) denklemlerinde yerine konularak Ball-Burmester

noktalarinin koordinatlar elde edildi.
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A (t4)(0.6222473403, —0.1875546323, 0.7600207283)
B(t;)(—0.1176580546, —0.4524070672, 0.8840160789)
C(t2)(0.7663057254,— 0.5800262624, 0.2763061172)

A, sabit mafsal noktalarinin yerini bulmak i¢in, P ani donme merkezinin
koordinatlar1 P(0, 0, 1) kullanild1 ve PA merkez agis1 hesaplandi (PA = 0.70745132).
Daireleme noktalar egrisinin kiiresel koordinatlardaki ifadesi olan (3.100)
denkleminden A noktas1 i¢in bu kiiresel ac1 degeri 64 hesaplandi (04 = —0.2927544).
kiiresel Euler—Savary denkleminde ,PA merkez agis1 ve 05 yerine konularak PA,,
bulundu (PA, = 0.1101146199) ve A, sabit mafsal noktasinin koordinatlar1 elde
edildi.

Ao(—0.1052166014, 0.03171385350, 0.9939435086)

P ani donme merkezinin koordinatlart P(0, 0, 1) kullanilarak PB merkez agis1
hesaplandi (PB = 0.4864113632). B noktasi i¢in bu kiiresel a¢1 degeri 05 ,daireleme
noktalar egrisinin kiiresel koordinatlardaki ifadesi olan (3.100) denkleminden
hesapland1 (0 = —0.19879595). kiiresel Euler—Savary denkleminde PB merkez agis1
ve Op yerine konularak PB, bulundu (PB, = 0.07449304112) ve B, sabit mafsal
noktasinin koordinatlar1 ( B, = (—0.01873244373, 0.07202813235, 0.9972266762))
bulundu.

A, ve B, bulundugu ve hareketli mafsal noktalarinin koordinatlar1 bilindigi i¢in
AA, BB,, AB, A,B, ve AC agilan (biiylik daire yaylar1) ile AB ve AC yaylan
arasindaki k kiiresel agis1 (Sekil 4.1) trigonometrik bagintilar ve kiiresel geometri
bagintilar1 yardimiyla hesaplandi.

AB,=a;=7.746702888°
AA, =a,=46.84307773°
AB =a3;=46.88152539°
BB, =a,;=23.60118130°
AC =37.28645773°

k =106.7318948°

Kiiresel mekanizma boyutsal olarak tamamen ortaya ¢ikt1 ve Grashof teoremine
gore de tipi belirlendi (¢ift kol). Biyel egrisinin bir kismi1 daire yay1 seklinde oldugu,
0 = 0...0.023 araliginda egrinin jeodezik egriliginin degisimi ¢izdirilerek goriildii.

Elde edilen kiiresel dort gubuk mekanizmasi bir ¢ift kol olup C noktasinin ¢izdigi
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biyel egrisi ve egrinin jeodezik egriliginin degisimi Sekil 4.10 ve Sekil 4.11 de

goriilmektedir.

Sekil 4.10 Ball-Burmester noktalar1 vasitastyla bulunan kiiresel mekanizma ve biyel

egrisi

Biyel egrisinin ydriingesinin bir biiyiik daire yay1 seklinde oldugu, Sekil 4.11°de
goriildiigii gibi 0, = 1...4.47 aralifinda jeodezik egriliginin degisimi birden kiiciik
ve 0...0.023 araliginda oldugu yani sifira olduk¢a yakin oldugu goriilmektedir.
Sadece Ball noktalar1 ile elde edilen mekanizmalara nazaran biyel egrisinin daha iyi
bir yoriinge c¢izdigi jeodezik egriliginin degisiminden goriilmektedir. Egrinin
jeodezik egriliginin bu sekilde ¢ikmasi biyel egrisinin bir biiyiik daire yay1 seklinde
oldugu anlamina gelmektedir.

1

k

=3

o 15 =2 2s E? EN A

O ad)

_1

Sekil 4.11 Ball-Burmester noktalar1 vasitastyla bulunan kiiresel mekanizma biyel

egrisinin jeodezik egriliginin degisimi
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4.5. 6.Mertebe Burmester Noktalar1 Yardimiyla Kiiresel Mekanizma Tasarimi

6. mertebe Burmester noktalari, yoriingesinin bir kismi daire yay1 seklinde olan
bir biyel noktasina sahip kiiresel bir dort ¢ubuk mekanizmasi elde etmek ig¢in
kullanildi. Bunun i¢in, bu noktalarla ilgili yedi ani invaryant a, b, d, e, f, g ve wyj, 6.
mertebe Burmester noktalarini veren (3.135) denkleminden bes adet gercel kok elde
edilecek sekilde belirlendi. Bu sayisal degerler yerine konarak beg adet gercel kok,
yani 6. mertebe Burmester noktasina ait gercel t kokleri bulundu. Bunlardan uygun
ikisine karsilik gelen noktalar hareketli mafsal noktalari, diger ti¢ kokten uygun bir
tanesine karsilik gelen nokta da istenen yoriingeyi ¢izecek biyel noktasi olarak alindi.
Bulunan t koklerinden uygun olan dort tanesi (3.134) denklemlerinde yerine
konularak dort adet 6. mertebe Burmester noktasinin koordinatlar1 elde edildi. Bu
koordinatlar kullanilarak, kiiresel Euler—Savary denklemi, kiiresel geometri ve
trigonometrik bagintilar vasitasiyla kiiresel mekanizmayla ilgili tim boyutsal
parametreler hesaplandi. Bulunan mekanizma ve ¢izdigi yoriingenin animasyonu
yapilarak gorsel olarak degerlendirildi. Mafsal noktasi ve biyel noktasi olarak segilen
noktalar degistirilerek, boyutlar ve yoriinge agisindan maksada en uygun mekanizma
elde edilinceye kadar birka¢ deneme yapildi. Ani invaryantlarin sayisal degerleri
degistirilerek yeni birka¢ deneme daha yapildi ve en uygun mekanizma bulunmaya
calisildi. Grashof teoremi ya da diger kriterlere gére mekanizma tipi belirlendsi,
animasyonu yapildi ve biyel egrisi ¢izdirildi. Biyel egrisinin en azindan bir kismi
daire yayr seklinde olacaktir. Bu husus egrinin burulmasinin degisimi ¢izdirilerek

gortilebilir.

Ornegin, belirlenen yedi ani invaryant wy;=0.3447, a=0. 16, b=0.12, d=1.47, e=5,
f=86.55 ve g=6, denklem (3.135)’de yerine konarak 6. mertebe Burmester noktalarina
ait bes adet gercel t kokleri bulundu ( t;=—21.7725074, t,=—0.7872939, t,=0.2613352,
ts= 5.0263003 ). Bes gercel kokten uygun olan besinci ve dordiincii koklere ait
noktalar, sirastyla A ve B hareketli mafsal noktalari, ikinci koke ait nokta da C biyel
noktas1 olarak alindi. Secilen t kokleri (3.134) denklemlerinde yerine konularak
6. mertebe Burmester noktalarinin koordinatlar1 elde edildi.

A(t)(—0.7137940809, —0.1420118271, 0.6858065697)
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B(t1)(—0.2129654204, —0.8149128496, 0.5390387531)
C(t2)(0.6185598494,— 0.7856784791, 0.009645739992)

P ani donme merkezinin koordinatlar1 bilindigine i¢in P(0, 0, 1), PA merkez agis1
hesaplandi (PA = 0.8150849514). 6. mertebe Burmester noktalar1 daireleme noktalar
egrisi lizerinde oldugu i¢in ,bu egrinin kiiresel koordinatlardaki ifadesi olan (3.100)
denkleminden A noktasi i¢in kiiresel ag1 degeri 04 hesaplanarak, 6, = —1.7251769
olarak bulundu. Kiiresel Euler—Savary denkleminde PA merkez agis1 ve 04 yerine
konularak PA, bulundu (PA, = 0.2523475806) ve A, sabit mafsal noktasinin
koordinatlar1 elde edildi.

Ao(—0.2448784579, — 0.04871942504, 0.9683289516)

Yukarida A, sabit mafsal noktasinin bulundugu sekilde B, sabit mafsal
noktalarinin yerini bulmak icin ise, P ani donme merkezinin koordinatlar1 P(0, 0, 1)
kullanilarak, PB merkez agis1 hesapland1 (PB = 1.001500877). PAB, biiyiik daire
yay1 ve P poliindeki ortak pol egrisi tegeti arasindaki kiiresel ac1 olan Oy agisi.
(3.100) denkleminden A noktasi i¢in elde edildi (6g = —0.2113493499). PB merkez
acis1 ve 0p kiiresel Euler—Savary denkleminde (3.78) yerine konularak, PB,, bulundu
(PB, = 0.06900289938) ve B, sabit mafsal noktasinin koordinatlar1 bulundu.

Bo(—0.01743310525, — 0.06670783197, 0.9976202444)

A, ve B, sabit mafsal noktalar1 bulundugu i¢cin AA, BB,, AB, A,B, ve AC agilar1
(bliylik daire yaylari) ile AB ve AC yaylart arasindaki k kiiresel agis1 (Sekil 4.1)
trigonometrik bagintilar ve kiiresel geometri bagintilar1 yardimiyla hesaplandi.

AB,=a;=13.20887389 °
AA, =a,=32.24247630 °
AB a3;=50.40051697°
BB, = a;= 53.42819852°
AC =108.8646478°

k =9.163480930 °

Boylece kiiresel mekanizma boyutsal olarak tamamen ortaya ¢ikmig oldu. C
noktasinin ¢izdigi biyel egrisiyle birlikte Sekil 4.12 de goriilmektedir. Grashof

teoremine gore tipide ¢ift kol olarak bulundu.
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Sekil 4.12 6.mertebe Burmester noktalar1 vasitasiyla bulunan kiiresel mekanizma ve

biyel egrisi

Biyel egrisinin yoriingesinin biliyiik bir kisminin bir biiylik daire yayr seklinde
oldugu gorilmektedir. Sekil 4.13°de goriildiigii gibi bilhassa 06, = 0.7...4.2
araliginda burulmasinin degisimi birden kiiclik ve 0 - 0.11 araliginda oldugu yani
hemen hemen sifir oldugu goriilmektedir. Kiire yiizeyinde burulmasinin yani sira
zamana gore degisiminin de sifir olmasindan dolay1 Sekil 4.12°deki biyel egrisinin

bir biiyiik daire yay1 seklinde oldugunu gdstermektedir.

0 \___-f"/' 1I EI 3 fi 5I
| O (rad)

Sekil 4.13 6.mertebe Burmester noktalar1 vasitasiyla bulunan kiiresel mekanizma

biyel egrisinin burulmasinin degisimi
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4.6. 6. Mertebe Ball-Burmester Noktalar1 Yardimyla Kiiresel Mekanizma

Tasarimi

6. mertebe Ball-Burmester noktalari, yoriingesinin bir kism1 daire yay1 seklinde
olan bir biyel noktasina sahip kiiresel bir dort cubuk mekanizmasi elde etmek igin
kullanildi. Ball noktalarini veren (3.105) denkleminden dort adet gercel kok elde
edilecek sekilde ii¢ ani invaryant a, b ve wy; belirlendi. Bu noktalar ve ilgili diger
dort ani invaryant d, e, f ve g, 6.mertebe Burmester noktalarim1 veren (3.135)
denkleminden bes adet gercgel kok elde edilecek sekilde belirlendi. Bulunan t kdkleri
(3.134) denklemlerinde yerine konularak bes adet 6.mertebe Burmester noktasinin
koordinatlar1 elde edildi. Bu noktalardan Ball noktas1 olan nokta istenen yoriingeyi
cizecek biyel noktasi olarak, diger dort kdkten uygun ikisine karsilik gelen noktalar
hareketli mafsal noktalar1 olarak alindi. Bu koordinatlar kullanilarak, kiiresel Euler—
Savary denklemi, kiiresel geometri ve trigonometrik bagintilar vasitasiyla kiiresel
mekanizmayla ilgili tiim boyutsal parametreler hesaplandi. Bulunan mekanizma ve
cizdigi yoriingenin animasyonu yapilarak gorsel olarak degerlendirildi. Mafsal
noktasi ve biyel noktast olarak secilen noktalar degistirilerek, boyutlar ve yoriinge
acisindan maksada en uygun mekanizma elde edilinceye kadar birka¢c deneme
yapildi, ani invaryantlarin sayisal degerleri degistirilerek yeni birkag deneme daha
yapilarak ve en uygun mekanizma bulunmaya calisildi. Grashof teoremi ya da diger
kriterlere gore tipi belirlendi, animasyonu yapildi ve biyel egrisi ¢izdirildi. Biyel
egrisinin en azindan bir kismi daire yay1 seklinde olacaktir. Bu husus egrinin

burulmasinin degisimi ¢izdirilerek goriildii.

Ornegin, (3.105) denkleminden Ball noktalarini veren m,;=0.38, a=0.3 ve b=0.24
ani invaryant degerleri ve d=10, e=—34.76, f=30 ve g=6 ani invaryant degerleri,
denklem (3.135)’de yerine kondu ve 6.mertebe Ball-Burmester noktalarina ait bes
adet gergel t kokii bulundu ( t,=—3.666795208, t;=0.00611347, t,= 0.1276409463,
ts=2.447650578 ). Bes gercel kokten uygun olan dordiincii ve besinci koklere ait
noktalar, sirasiyla A ve B hareketli mafsal noktalari, diger ii¢ kokten Ball noktasina

karsilik gelen ikinci koke ait nokta ise istenen yoriingeyi ¢izecek biyel noktasi olarak
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alindi. Bu kokler (3.134) denklemlerinde yerine konuldu ve 6.mertebe Ball—
Burmester noktalar1 bulundu.
A(t4)(—0.05243334896, —0.4107878426, 0.9102220017)
B(t5)(—0.6376404203, —0.2605112127, 0.7249473102)
C(t2)(0.7201594691,— 0.1964002428, 0.6654301492)

P ani donme merkezinin koordinatlar1 P(0, 0, 1) kullanilarak, PA merkez agis1
hesaplandi (PA = 0.4269765006). Denklemdeki 04 acis1, (PAA, biiylik daire yay1 ve
P poliindeki ortak pol egrisi tegeti arasindaki kiiresel ag1) daireleme noktalar
egrisinin kiiresel koordinatlardaki ifadesi olan (3.100) denkleminden A noktasi igin
hesaplandi (04 = 1.666969244). Kiiresel Euler—Savary denkleminde PA merkez agis1
ve 04 yerine konularak PA, bulundu (PA, = —1.151413326) ve A, sabit mafsal
noktasinin koordinatlar1 bulundu.

Ao(0.1156414060, 0.9059898830, 0.4071970003)

B, sabit mafsal noktalarinin yerini bulmak i¢in oncelikle, P ani donme merkezinin
koordinatlar1 P(0, 0, 1) kullanild1 ve PB merkez acis1 hesaplandi (PB = 0.75983843).
Denklemdeki 05 acisi, PAB, biiyiik daire yay1 ve P poliindeki ortak pol egrisi tegeti
arasindaki kiiresel acidir. Daireleme noktalar egrisinin kiiresel koordinatlardaki
ifadesi olan (3.100) denkleminden B noktasi i¢cin bu kiiresel a¢1 0z hesaplandi
(0 = 1.74855589). Kiiresel Euler—Savary denkleminde PB merkez agis1 ve 0p yerine
konularak PB, bulundu (PB, = —0.5526899681) ve B, sabit mafsal noktasinin
koordinatlar1 elde edildi.

B,(0.4859835552, 0.198551035, 0.8511154274)

AA, BB,, AB, A.B, ve AC agcilar1 (biiyiik daire yaylar1) ile AB ve AC yaylan
arasindaki k kiiresel agis1 (Sekil 4.1) trigonometrik bagintilar ve kiiresel geometri
bagintilart yardimiyla hesaplandi.

AB, =a;=54.36238150°
AA, =a,=90.43507550°
AB =a3;=36.84014573°
BB, =a;=75.20233766°
AC =49.56329538°
k=167.0354981°
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Boylece kiiresel mekanizma boyutsal olarak tamamen ortaya ¢ikmis oldu, Grashof
teoremine gore de mekanizma tipinin bir ¢ift sarka¢ oldugu belirlendi. Bu kiiresel
dort ¢ubuk mekanizmasi C noktasinin ¢izdigi biyel egrisiyle birlikte Sekil 4.14’te

goriilmektedir.

Sekil 4.14 6.mertebe Burmester noktalar1 vasitasiyla bulunan kiiresel mekanizma ve

biyel egrisi

Biyel egrisinin yoriingesinin belli bir kisminin bir biiyiik daire yayr seklinde
oldugu, Sekil 4.15°de goriildiigii gibi bilhassa 0, = 0.5...1.5 araliginda jeodezik
egriliginin degisiminin birden kiiclik ve 0 - 0.1 araliginda oldugu yani sifira yakin
oldugu goriilmektedir. Kiire yiizeyinde jeodezik egriligi sifir olmasindan dolay1 bu
biyel egrisinin bir biiyiik daire yay1 seklinde oldugu Sekil 4.15 de goriilmektedir.
Buradan istenilen yoriingeyi ¢izebilecek kiiresel mekanizma tasarimi i¢in 6. mertebe
Ball-Burmester noktalarinin kullanilmasinin daha iyi sonuglar verecegini de

sOyleyebiliriz.
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0 (rad)

Sekil 4.15 6.mertebe Burmester noktalar1 vasitasiyla bulunan kiiresel mekanizma

biyel egrisinin jeodezik egriliginin degisimi
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5. SONUCLAR

Bu ¢alismada, ani invaryantlar yardimiyla kiiresel mekanizmalarin tasarimi ele

alindi.

1. Kat1 cismin uzayda sabit bir nokta etrafindaki ii¢ boyutlu hareketi olarak ifade
edilen kiiresel harekette Once kinematik ani invaryantlar agiklanarak, kiiresel
egrilerde egrilik teorisi vasitasiyla jeodezik egrilik ve burulmanin parametrik
ifadeleri elde edildi. Ani invaryantlara dayali yoriinge egrilik analizi ile ©zel
kinematik Ozelliklere sahip noktalarin geometrik yeri olan egriler ve bunlarin 6zel
halleri incelenerek analitik sonuglar elde edildi. Bu egrilerin kesim noktalar1 olan
Ball, Burmester, 6.mertebe Burmester noktalar1 ve 6zel halleri ani invaryantlara baglh
olarak formiile edildi. Bu egriler ve noktalar kullanilarak, ii¢ boyutta biiyiik daire
veya daire yay1 seklinde ydriingeleri ¢izecek kiiresel mekanizmalarin boyutsal olarak
nasil elde edilebilecegi gdsterildi.

2. Kiiresel harekette Ball noktalar1 parametrik olarak formiile edildi. Bu
noktalarin 6zel halleri incelenerek katli Ball, dort katli Ball noktasi, biikiim poliinde
Ball noktasi ve biikiim poliinde katli Ball noktasi i¢in gerekli varlik sartlart analitik
olarak ifade edildi.

3. Burulmanin sifir oldugu noktalarin geometrik yeri olan daireleme noktalar
egrisi ve burulmanin yani sira zamana gore degisiminin de sifir oldugu noktalarin
geometrik yeri olan ¢ift daireleme noktalar egrisinin denklemi elde edildi.

4. Burmester noktalar1 parametrik olarak formiile edildi. Burmester noktalarinin
Ozel halleri incelenerek katli Burmester, 4 katli Burmester ve 6 katli Burmester
noktalarinin varlik sartlar1 ani invaryantlara bagl olarak bulundu.

5. Ball-Burmester noktalarinin varlik ve iki katlilik, dort katlilik sartlart
bulundu. Bunlarin biikiim poliinde olma sartlar elde edildi.

6. 6. mertebe Burmester noktalar1 parametrik olarak ifade edildi. Bunlarin 6zel
halleri ve katlilik durumlari ele alindi. 6. mertebe 2 ve 4 katli Burmester noktasi, 6.
mertebe Ball-Burmester noktast, biikiim poliinde 6. mertebe Ball-Burmester noktasi,

6. mertebe 2 katli Ball-Burmester noktasi, 6. mertebe 2 katli Ball-2 katli Burmester
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noktasi, 6. mertebe 4 katli Ball-2 katli Burmester noktasi gibi 6zel noktalarin varlik
sartlar1 bulundu.

7. Diizlem kinematikle ilgili olarak, 6. mertebe egrisinin diizlemsel karsilig
olan 5. mertebe egrisi ile ilgili ¢aligma yapilmistir (Ting ve ark. 1991). Fakat kiiresel
kinematik i¢in boyle bir ¢alismaya rastlanmamistir. Bu ¢alismada, burulmanin ikinci
tiirevinin de sifir oldugu noktalarin geometrik yeri olan 6. mertebe egrisi formiile
edildi.

8. Literatiirde biikiim egrisi, daireleme noktalar egrisi ve ¢ift daireleme noktalar
egrisi gibi egrilerin kesim noktalari olan Ball, Burmester, 6. mertebe Burmester,
Ball-Burmester, 6. mertebe Ball-Burmester noktalari ve bunlarin katli halleri gibi
0zel noktalarin ani invaryantlara dayali parametrik formiilasyonu sadece diizlem
kinematik i¢in mevcuttur (Ting ve ark. 1991). Kiiresel kinematik i¢in bu
formiilasyona literatiirde rastlanmamistir. Bu parametrik formiilasyon yoriinge
sentezinde biiyilk 6nemi olan bu 06zel noktalarin ii¢ boyuttaki koordinatlarinin

analitik olarak kolaylikla bulunmasini saglar.

Kiiresel bir mekanizmada ani invaryantlarin dogrudan hesaplanmasi, elde edilen
mekanizmalarin ¢esitli kriterlere gore optimizasyonu, benzer bir c¢alismanin ii¢

boyutlu mekanizmalara genisletilmesi gibi ¢alismalarda kullanilabilecek sonuglar

elde edildi.
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7. EKLER

EK-1 KURESEL UCGENLER iCiN NAPIER DENKLEMLERI

Sekil Ek.1 de A, B, C agilartyla kiiresel bir {iggen olsun. Sirasiyla her ag¢inin
karsisinda a, b, ¢ kenarlar1 goriilmektedir (Sekil Ek.1).

Sekil Ek.1 Genel kiiresel tiggen

Sinis teoremi

smA=51nB_smC_ S (A1.1)

sina sinb sinc sinasinbsinc

s =sinasin h, =sinbsinh, =sincsinh, (Al1.2)

Kenarlar i¢in Cosiniis teoremi
cosa=cosbcosc+sinbsinccos A (A1.3)

Acilar i¢in Cosiniis teoremi



cos A=-cosBcosC+sinBsin Ccosa

a, C, b, A yi igeren kotanjant teoremi

cosbcosC=sinbcota-sin Ccot A

b,A,c,B,aveB,a, C,b, A y1iceren iki teorem

sin b cos ccos A =sin ¢ cos b-sin acos B

sin Bcos Ccosa =-sin Ccos B+sin A cosb

102

(Al1.4)

(A1.5)

(A1.6)
(A1.7)
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EK-2 SYLVESTER MATRISI

Esitlik (A2.1) de verilen f{(t) ve g(t) gibi iki polinomu goz 6niine alinsin,
fity=a t"+a, t"" +-+at+a,,a, #0
( ) n n-1 1 0 n (A2 1)
g(t)=b, t"+b,_,t™ ++bt+b,,b #0
Sylvester’in diyalitik yontemini kullanmak suretiyle f(t) polinomunu t™' "2 ...

t,1 ile ve g(t) polinomunu "', ... t, 1 ile carpmak suretiyle m + n tane polinoma

ulagilir (Sederberg 2001). Buda matris formunda asagidaki bigimde gdsterilebilir.

™ f)| [a, a, a, a, T ement ]

: a, a4, a, 4, £

t f(t)

f(t) _ a, A, e 3 3 . (A2.2)
t" f(t) b, b, - b, Db, :

: b, b, - b, b,

t f(t) t

fiy | | b, b by by Jl 1

Katsayilar matrisinin determinant1 f(t) ve g(t) i¢in Sylvester matrisi (resultant)
sonucu olarak bilinir. Bu m+n polinomunun genellestirilmis ideali, tam <f(t), g(t)>

idealidir. Boylece bunlarin degiskenlikleri aynidir. Burada degiskenlikte t nin bir

degeri gerceklestirildiginde Sylvester’in sonucu ihmal edilebilir

Sylvester sonucu, Euler tarafindan onerilen bir metot kullanilarak da elde
edilebilir. Euler, katsayilar1 belirlenmemis m—1 dereceli h(t) ve n—1 dereceli k(t)

polinomlarini tanimladi. (m+n) boyutlu bilinmeyenli lineer denklem sistemi h(t)f(t)-
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k(t) g(t)=0 olsun. Bu (m+n) boyutlu tane katsayilar matrisinin determinanti sonucu
Sylvester’in resultantidir. Acik bir bicimde goriliiyor ki h(t) f(t) = k(t) g(t)
saglayacak bicimde ancak ve ancak derecesi m—1 den biiyilikk olmayan h(t)
polinomlari, derecesi n—1 den biiyiikk olmayan k(t) polinomlart sifirdan farkli
olmayacak sekilde gergeklesirse determinant yok sayilabilir. Bu f(t) ve g(t)
polinomlariin ortak koklerinin varligina denktir. Boylece Euler yontemi, R(f,g)=0
esitliginin sadece gerekli kosul degil ayn1 zamanda f(t) ve g(t)’nin ortak koklerinin

varliginin da yeterli kosul oldugunu gosterir.
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EK-3 KATLI BALL NOKTASI iCIN (3.110) DENKLEMINDEKI iKi
POLINOMUN ORTAK SYLVESTER MATRISININ DETERMINANTININ
ACILIMI

—1920,1°b%a%+ 160y °b 4320041 °b°—128b*a* 64wy b *—192am4 b~ 1924 b’
64051 °'b*+2048m,1°b*a’4224m,°b*a’~320m,b*a+40320, *b*a*~ 1728w, bla+
2496010’ +15360y1°b*a—6912my 'b*a’+64my b at 7040y b a’ 384w, "2’ b’
+21 12y a*b*+192a° 0y1b* 3202 0y b* 448wy 1 a b+ 13440, *a’b*—64b°+
256y b at5120yb a’+768my°b%a’ 384wy 'ba*-6400,1°b%a* 2560y b a’~
15360,1°b%a’+107520,°b*a’~2304my;°b*a’—896m,°b*a*+ 768w, °b*a 256y *ba’
+2560,1b%a+768mx1°b*a’+7680,1°b%a"*~53 7604 °b*ad4—128b @y *—256@y; b a—
768wmx1°b%a+2560,1 b a*+768wmy1*b°a’—768wy b*a+ 768wy "a’b*—64a*b*—
15360x1°2°b* 2304012 b* 25601 ab’+7680y1°a b*+768my *a’b*+256 0,1 °a’b
+256a°0x1b"—384a°0,1°b*— 1024y °a b* 2560y °a b*+25604 " b 64y *a’b? = 0
(A3.1)
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EK-4 BALL-BURMESTER NOKTALARI ICiN DENKLEM (3.127) DEKI
IKi POLINOMUN ORTAK SYLVESTER MATRISININ
DETERMINANTININ ACILIMI

120 wx19 a®b’ d-20 Ox1 ab d - 100y, a* b -2 Ox1 a bt + c)X14 a?b* -8
& 0u' b’ a+ 2d%m ' bt +2 P o’ b at 10 0 a’ & b’ +42 d* 0 ° a’ bt - 16d°
(ox15 b* a’+ 15 d° (Dx16 b*a?-2d* (oxl5 b*a-5d (oxls ab’— 100 (oxlg a> b’ dft+ 50
g’ a' b’ d*f-50m % bYdft 3 doy,’ a’b’f + 2a dPou'b'ft 840, a’bdf —
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EK-5 6. MERTEBE BALL-BURMESTER NOKTALARI ICiN (3.108) VE
(3.135) DENKLEMLERINDEKI iKi POLINOMUN ORTAK SYLVESTER
MATRISININ DETERMINANTI VE ACILIMI
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