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1. GIRIS

1.1. Amag ve Kapsam

Uygulamali matematik ve bircok miihendislik problemlerinde karsimiza ¢ikan, analitik
¢cozlmleri olmayan veya ¢ozimleri oldukga zor ve zaman alici olan diferansiyel denklemlerin
cozlmleri icin, algoritmaya dayali ve cabuk sonuca goétiren nimerik yoéntemler énem
kazanmistir. S0z konusu yontemler yardimiyla karsilasilan karmasik durumlari gidermek ve
diger muhendislik problemlerinin ¢ozimini elde etmek mimkundar.

Bu calismada diferansiyel dénusim yodnteminin, Adomian yonteminin ve Taylor
siralama yoOnteminin tanimlari ve yontemlere ait islemler verilerek, bazi diferansiyel
denklemlerin Maple bilgisayar programi destegi ile bu yontemlerle c¢ozilebilecegini
gostermek suretiyle bu numerik ¢oztmler birbirleriyle karsilastirilacaktir.

1.2. Literatir Ozeti

Kurnaz, A., Oturang, G., Kiris, M. E.,(2005); Bu calismada PDEs ¢6zumleri igin n
boyutlu diferansiyel metodun genellestirilmesi verilmistir. Bu metodun digerlerinden ayri
olarak 0Ozelligi 6zellikle lineer olmayan diferansiyel denklemleri ¢ozmekte etkili olmasidir.
Sunulan metodu 6rneklerle agiklamak igin bulunan sonuglar birka¢ baslangi¢ ve sinir deger
problemlerine uygulanmistir.

Kurnaz, A., Oturang, G.,(2005); Bu calismada adi turevli diferansiyel denklem
sistemlerinin ¢ozimleri icin diferansiyel donlisim metodunun bir genellemesi verilmistir.

Chen, C. K., Ho, S. H.,(1996); Bu c¢alismada diferansiyel dontsumun tanimi verilmis
ve bu yoéntem Strum-Lioville problemine uygulanmistir. Bu yontem sayesinde bazi basit
matematiksel islemlerle i inci 6zdeger ve 6z vektor kolayca hesaplanmistir.

Abdel-Halim Hassan, I. H.,(2004); Bu ¢alismada Yiksek mertebeden baslangi¢ deger
problemlerinin diferansiyel donisim metodu ile ¢6zimine ve uygulamalarina yer verilmis.
Bulunan ¢oztmler analitik ¢ozimler ile karsilastiriimistir.

Arikoglu A., Ozkol, 1.,(2004); Bu calismada integro diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii
icin diferensiyel donistim yontemi genisletilmis ve yeni teoremler tanitilip ispatlanmistir.

Ruan J.,Lu Z.,(2007); Bu ¢alismada lineer olmayan diferensiyel denklemlerin ¢ozum
icin Adomian yontemi modifiye edilmis ve modifiye edilmis bu yontemle sinirli bir hatayla

gercek ¢coziime yakin bir ¢6zim bulunabilmistir.



Wazwaz, A.M.,(2000); Bu calismada lineer olmayan operatorler ile Adomian
polinomlarinin hesaplanmasinda guvenilir bir yontem gelistirilmeye calisiimistir.

Gilsu M., Sezer M.,(2005); Bu calismada her noktada karisik kosullar altinda
degisken katsayili m. mertebeden farkh diferensiyel denklemlerin ¢6zimu icin Taylor
polinom yaklasimi verilmistir.

Karamete A., Sezer M.,(2002); Bu calismada kesikli Taylor serisiyle lineer integro
diferensiyel denklemlerin nimerik ¢6zimu, bir matris metodu olarak tanimlanan Taylor
Siralama Yontemiyle sunulmustur. Kullanilan Taylor siralama noktalari bu yontemde integro
diferensiyel denklemi Taylor katsayilari olarak bilinen lineer cebirsel bir denklemin bir
sistemine benzeyen bir matris denklemine donustirmastar.

Sezer M., Karamete A., Giilsu M.,(2004); Bu calismada ylksek mertebeden lineer adi
diferensiyel denklem sistemlerinin nimerik cozimleri igin Taylor Siralama Yontemi
sunulmus ve kullanilan Taylor siralama noktalari bu yontemle adi diferensiyel denklem
sistemlerine donustirdlmastar.

Hosseini M. M., Nasabzadeh H.,(2007); Bu calismada ikinci mertebeden adi
diferensiyel denklemlerin ¢6ziimu icin modifiye edilmis verimli bir Adomian Ayrisim
yontemi sunulmustur.

Biazar J., Babolian E., Islam R.,(2004); Bu ¢alismada birinci mertebeden diferensiyel
denklem sistemlerinin ¢o6ziml ve yuksek mertebeden bir adi diferensiyel denklemi birinci

mertebeden bir diferensiyel denklem sistemine donlsttralmastar.



2. DIFERENSIYEL DENKLEMLER iCIN NUMERIK YONTEMLER

2.1. Diferensiyel Donusim Yontemi

Bu kisimda ilk olarak Diferensiyel Donlisim yonteminin tanimi ve genel 6zellikleri
ifade edilecektir. Lineer, lineer olmayan, adi tlrevli ve kismi turevli diferensiyel denklemlerin
¢ozima icin kullanilan bu yontemde diferensiyel denklemler cebirsel denklemlere
donusturalebilir ve elde edilen cebirsel denklemler de bazi basit islemlerle kolaylkla
sistematik bir sekilde cozllebilir. Ayrica diferansiyel denklemleri cebirsel denklemlere
dondstlrerek cozen, integral donisum yodntemleri (Laplace ve Fourier dontstmleri) gibi
yontemlerde vardir ama diferensiyel donusim yontemi bu yontemlerle karsilastirildiginda
daha kolay ¢6ziime ulastirir. Clnkd integral yontemleri kullanildiginda karmasik ifadelerin
integrallerinin alinmasi zor olabilir ve ters donisumlerinin alinmasinda problemler ortaya
cikabilir. Sonucta bu yéntemin lineer ve lineer olmayan problemlerin ¢6ziminln yani sira,
stirekli olmayan sinir sartlarina sahip problemlerin ¢éziimiinde ve n boyutlu kismi diferensiyel
denklemlerin ¢6zimimde de calistigi gorulebilir [16]. Bu bolume iligskin daha genis bilgi,

tanim ve teoremler [3]’den edinilebilir.

Tanim 2.1.1.[1]

Tek degiskenli w(x) fonksiyonunun diferansiyel dénusim fonksiyonu W(k) olmak

uzere, w(x)’ nin tek boyutlu diferansiyel donlsimi
1| d*
W (k) = —| —w(X 2.1
(k) k!{dx" ()L0 (2.1)
olarak tanimlanir.

Tanim 2.1.2. [1]

W(k) dontsim fonksiyonunun tersi; diferansiyel ters dontistim fonksiyonu,

w(x) = 3 W (K)x" 2.2)
k=0
biciminde tanimlanir. (2.1) ve (2.2) esitlikleri dikkate alinarak
W) =32 9w | ¢ 2.3)
~ 1| dx* o '

esitligi elde edilir. (2.1) ve (2.2) denklemleri kullanilarak temel matematiksel dontstumler

yardimiyla tek boyutlu diferansiyel donistimai icin asagidaki teoremleri verebiliriz.



Teorem 2.1.1 [1]

Tek degiskenli w(x), u(x) ve v(x) fonksiyonlarini alalim. Eger
w(X)=u(x) #Vv(x)
ise sirastyla W(k), U(k) ve V(k) verilen fonksiyonlarin diferansiyel donlstm fonksiyonlari
olmak uzere
W(K)=U(K) £V(K)

esitligi saglanir.

Teorem 2.1.2. [1]

Tek degiskenli w(x) ve u(x) fonksiyonlarini alahm. c €IR olmak (izere eger
w(X)=c u(x)
ise sirastyla W(k) ve U(k) verilen fonksiyonlarin diferansiyel dénusim fonksiyonlari olmak
uzere
W(k)=c U(k)
esitligi saglanir.

Teorem 3.1.1.3. [1]

Tek degiskenli w(x) ve u(x) fonksiyonlarini alahm. Eger
W= u(x)
dx

ise sirasiyla W(k) ve U(k) verilen fonksiyonlarin diferansiyel donlstim fonksiyonlari olmak
Uzere

W(K)=(k+1)U(k+1)
esitligi saglanir.

w(x) in bazi degerleri icin elde edilen W(k) degerleri asagidaki Tablo 1’de verilmistir.

Fonksiyon Transform Karsihg
w(X) = % W(K)=(K+1)(k+2)...(k+r)Uk+r)= (k :'r)! Uk+r)
X !
w(X) = u(x)v(x) W (k) = Zk:U (r)V(k-r)
m W)= sk—my=i= K=
Wx) =X (k)=0t=M=15, aksihalde




W(X) = “(X)S_;V(X) W (k) = Zk:(k —r+2)(k—r+1UV(K-r+2)
W(X) = %u(x)%v(x) WK) =S (r+ (k-1 + DU + DV (k-1 +)
w(x) = U(X)V(X)s(X) W (k) =U (k) ®V (k) ® S(K) = zk:kZu NV (©)S(k—r—t)
wW(X) = U(X)V(X)j—XZZS(X) W (k) = Zk:kz_i(k —r—t+2)(k-r—-t+2UNVE®)Sk-r-t+2)
w(x)=a*, 1eR w«p%
AX Zk

w(x)=e™, 1eR W(k):W [2]
w(x) =e™?® 1eR W (k) = %eb

) .
W(x) = sh(Ax), 1 € R W(K) =g Kekise

0 kgift ise

0 ktekise
w(x) = ch(Ax), 2 € R W (k) = % it ise
w(x) =sin(ax+b), abeR | W (k) =%sin(%k + bj [2]
w(x) =cos(ax+b), a,beR | W(k)= a?klcos(%k + bj [2]
W(x) = Jx'u(t)dt W (k)= Y (kk‘l) [4]
w(X) =v(x)ju(t)dt W (k) =V (k) ® U (kk_l) [4]
W(x) = ju(t)v(t)dt w (k) = 2k=D fv(k -1 [4]

Tablo 1




2.2. Adomian Ayrisim Yodntemi

Bu metodla, muhendislikteki ve fizikteki; cebirsel denklemler, kismi tirevli ve adi
diferensiyel denklemler, lineer ve lineer olmayan fonksiyonel denklemler ¢ozilebilmektedir.
Adomian ayrisim yontemi lineer ve lineer olmayan diferensiyel ve integral denklemlerin
analitik ve yaklagik ¢Oziimlerinin elde edilmesinde kullanilan bir yontemdir. Bu yontem
gercek ¢ozlime yakinsayan bir seriyle ¢cozimi ayristirir.

Bu yontemi ilk olarak G.Adomian tanitmistir. Daha sonra Cherruault’in ¢alismalariyla
yontem daha da gelistirilmistir.

C6zUmu aranan denklemler igin farkli yontemler kullanilabilir, ancak bu yontemlerin
kullanilmasiyla elde edilen ¢ozim analitik ¢oziimden uzaklasmis olur. Bu yontemde ise
verilen bir problemin ¢6zum, yakinsayan bir seri formunda Adomian polinomlari yardimiyla
yapilir. Seri formda elde edilen sonuclar yaklasik degerlerdir ve ¢oztimdeki yaklasik degerin
problemin sonucuna ¢ok yakin bir deger oldugunu soyleyebiliriz. Bazi integral ve diferensiyel
denklemlerin bu yontemle ¢ozumleri yapilirken Adomian polinomlarinin seri agilimlarindan
gelen birbirini yok eden terimler (noise terms) sayesinde ¢6zimi birkag iterasyonla elde
etmek mimkundur. Bu da bize zamandan ve islem kalabaligindan tasarruf saglar. Ayrica elde
edilen sonuclarda oldukga hassastir.

Bu bolume iliskin daha genis tanim ve teoremler [7]°den edinilebilir.

Oncelikle ayrisim yontemini yapisal olarak G. Adomian’in calismasiyla tanitalim [5].
Bunun igin de

Fly()]=g(x) (2.4)
denklemini g6z onune alalim. Burada bilinmeyen fonksiyon y(x) ve g(x) surekli bir
fonksiyon olup F ise lineer ve lineer olmayan terimleri iceren lineer olmayan bir diferensiyel
operatori gostersin. Lineer terim L+R seklinde ayristirilir, R lineer operatortin geri kalan
kismidir. L yuksek mertebeden ve tersi alinabilen bir diferensiyel operator olsun. O zaman
(2.4) denklemini

Ly(x) + Ry(x) + Ny(x) = g(x) (2.5)
seklinde yazabiliriz. Burada N lineer olmayan operator ve L’de tersi alinabilen bir operator
oldugundan, (2.5)’in her iki tarafina L™ invers operatérii uygulanirsa

L'Ly(x) = L™g(x) - LRy(x) — L"*Ny(X) (2.6)

bulunur. Ayrisim yontemi, y(x) ’in ¢6zimini



S, 27)

n=0

seklinde seri formunda hesaplar ve lineer olmayan Ny(x) terimleri de

Ny(x) = Zﬁ‘,/% (2.8)

biciminde ayristirir. Burada A, ’ler vy,,Y,,...,Y, lere bagli ve Adomian polinomlari olarak

adlandirilan polinomlardir. y(x)ve Ny(x) sirasiyla,

o]

y=3 4y, N(y)=N[iﬂ‘yij=iﬂ‘A (2.9)

i=0

olarak elde edilir. Burada A uygunluk icin alinan bir parametredir. A, ’ler (2.9)’dan

nA = ;’l {N(iﬁ”ynﬂ (2.10)

n=0

ifadesiyle bulunur. (2.7) ve (2.8) ifadelerini (2.5)’de yerine yazarsak

0

>y, =0+L"g- LlR(i yn) - L‘{iﬁh) (2.11)

n=0

elde ederiz. Burada & = y(0) dir. Z y, serisinin terimleri indirgeme formuld ile

=
Yo = 6+L"g

B = LRy, LA (2.12)
You = —L'Ry,—L7A

seklinde yazilir. Boylece (2.4) ifadesinin dogru ¢6ziimu seri formunda belirtilmis olur. Fakat

uygulamalarda serisinin bdtun terimlerini hesaplamak ZOFde, bu nedenle kesme
n
n=0

serisinden baslayarak yaklasik ¢ozim;

n-1
6= Y, (2.13)
n=0
veya
¢1 = Uy
¢2 = Uy, +U;
¢, = U, +U, +U, (2.14)

¢n +1

U +U, +U, +...u,,n>0



seklinde buluruz.

[6]’da lineer olmayan operatorlerin Adomian polinomlarini hesaplamak icin son
derece kullanigh bir algoritma gelistirildi. Dénusim yontemi icin de benzer bir calisma
[18]’de yapilmistir. [6]’daki algoritmanin kullanilmasiyla lineer olmayan operatorlere,
trigonometrik fonksiyonlara, tstel fonksiyonlara, logaritmik fonksiyonlara ve bileske

fonksiyonlara karsilik gelen A, Adomian polinomlari asagidaki Tablo 2’de verilmistir[7].

Fonksiyon Adomian polinomlari
A =Y,
A = 2yo Y1,

F(y) =y A, =Y; +2Y,Ys,

A3 = 2y1y2 +2yoy3’
A, =Y: 42V, +2YY.,

Ay = Yo,
Polinom tipinde A =ny," Py,
verilen lineer olmayan
YT A = Ln-nyg2yz +nyioy,,
terimlericin ne Z* 2
1 n-. n— n
F(y)=y" Ay = 5 n(n=1)(n=2)yg?y7 +n(=Dy5"?y,¥, +nyg" Vs,
- - - AO - _yo_n,
Polinom tipinde A, =—ny; ™
verilen lineer olmayan 1 o o
Az —_En(n"‘l)YO( 2) 2 nyo( Z)yz'
terimlericin ne Z~ )
F(y) = yn A3 - _gn(n +1)(n + 2) yo(n+3) ; n(n +1)y0(n+2) Y1¥Y, —NY, oY Ya
A = YoYo,:

A=Y Y+ YoYs

A=Yy Yo+ Y1 Y1+ Y Yoo

Ay =Yo Ys+ Y Yot Y2, Y1+ Ys Yo

A = Yo, Yat+ Yo¥Ya, Y, Yst Y2 Yot Ys Yu,

F(Y) =Yy,




A, =siny,,
A =Y, C08Y,,
1 )
F(y)=siny A, =Y, 008 Y, == Yy sin Yo,
] 1
A, = Y508 Y, — Y, Y, Sin Y, —gyf COS Yy,
A, =cosYy,,
A =-y,sinyy,
] 1
A, =-y,siny, —Eyf Cos Yy,
F(y)=cosy A, ==Y, siny, -y, Y, Cos y, —%yf sin y,,
. 1 2 1 2 . 1 4
A, =-y,siny, — 5)’2 +Y1Y; [COSY, +Eyl Y, SIny, +Zyl COS Yy,
A, =sinhy,,
A =y, coshy,,
A, =y,coshy, +%yf sinhy,,
F(y)=sinhy A, =y, coshy, +y,y,sinhy, +%yf cosh y,,
l 2 - 1 2 1 4 -
A, =y,coshy, + Eyz + V.Y, |Sinhy, +5y1 y, coshy, +Zyl sinh
A, =coshy,,
A =Y,sinhyy,
A, =y,sinhy, +%y12 cosh y,,
F(y)=coshy

A, =y;sinhy, +Yy,Yy, coshy, %yf sinhy,,

A, =y,sinhy, +(% Yo+ yly3jcosh Yo +%yfy2 sinhy, +% y; cosh
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A =e”,
Aizyleyol
A = 1
F(y) = ¢’ 2 yﬁﬂyfjeyo’
_ 1
A, y3+y1yz+§yfjey°,
A=Y, + :
VRV RV, S RV VIR
2!y2+2!y1y2+1y14]ey0,
Ay=e,
A =-ye™,
A=y 4+t
F(y)=e 2 y”Eyfje%’
A= - :
Ys+ Y1Ys —gyfje‘“,
A =|- 1
Yot Yi¥s+ o0 1 1
st V2 Eyfyﬁmyfje“,
Abzlnyo
A=l
Yo
) A =2 iy
F(y)=Iny,y>0 W 2y
0
p=Ys W 1V
Yo yg 3ys’
_ Y 1y
A __y_zz_yl_xzfe,+yfyz_1yf

. Yo 2o Yo yg 47’
0
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F(y)=InC+Yy),

A, =Inl+y,),
Y

A 1+y,

p- Yo 1 ¥

14 Yo 2(1+ Vo)?

—l<y=l A~ Vs N 1w
1+y, @+Y,)* 3@A+y,)’
_ Ve lVi oMY VY, 1w
Colvy, 2yE (@1+y,)? A+y,): 4(1+y,)*
Ao(uo) = Ao[Bo(yo)l
F(Y) =e”’ ) Al(uO’ul) = A1[Bo(yo)’Bl(yo’ yl)]’
u= yzve AZ (UO,Ul,UZ) = AZ [Bo(yo), Bl(yo’ yl)' Bz (yo’ ylyz)]!
E(V) = e-Vici
(y) =e"igin olup
e =2 A A =et,
n=0 2
oo A1 = _ZYO Y1e7YO )
y?=>B,
n=0

A, =(2y2y2 —yZ —2y,y, 7%,

F(y)=e"sin(y/2)
e’ = ZA"'

sin(y/2) =3B,
n=0

F(y) {i j[z B,

n=0 n=0

F(y,) =e"sin(y,/2),
F(y,) =€ " (y,/2)cos(y,/2) - y,e " sin(y, /2),
F(y,)=-y,e " (y,/2)cos(y,/2)+

e {(y,12)cos(y,/2) - (y2 18)sin(y,/2)}

. 1 -
+e v (— Y +§ylzj5'n(yo/2)’

Tablo 2
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2.3. Taylor Siralama Metodu

Yuksek mertebeden diferensiyel denklemlerin yaklasik cozimleri icin bircok seri
yaklasim yontemleri kullanilmistir. Daha sonra kullanilan seri yaklasim yontemleri
yardimiyla denklemlerdeki her bir terimin n defa turevinin alinmasi ve sonra denklemde
bilinmeyen fonksiyonun Taylor seri agiliminda yerine konulmasi ve cebirsel bir denkleme
donustirialmesiyle Taylor Matris yontemi gelistirildi [8].

Son zamanlarda ise diferensiyel denklemlerin, ikinci mertebeden integro diferensiyel
denklemlerin, karisik kosullar altinda Taylor polinomlari cinsinden yaklasik ¢oztmlerinin
bulunmasi i¢in Taylor Siralama Yontemi denilen bir matris yontemi sunulmustur [9]. Bu
yontem 6nce diferensiyel denklemlerdeki bilinmeyen fonksiyon ve tirevlerinin sonlu Taylor
seri agthmlarinin ve bilinen katsayi fonksiyonlarinin siralama noktalarindaki degerlerine bagh
matris formlarinin elde edilmesi, sonra bunlarin yerine konulup denklemin Taylor katsayili bir
matris denklemine donusturilmesinden ibarettir. Boylece bilinmeyen Taylor katsayili bir
lineer cebirsel sisteme karsilik gelen sonug¢ matris denklemi ¢ozulebilir ve katsayilar yaklasik

olarak bulunabilir.

2.3.1. Diferensiyel denklemin matris denklemine donustirilmesi

Bu boltme iliskin tanim ve teoremler de [11]’den yararlaniimistir.

Degisken katsayili m. mertebeden lineer diferensiyel denklem
iPk(x)y‘k’(x): f(x), a<x<b (2.15)
k=0
seklinde gosterilsin. Bu diferensiyel denklemin
S lay? (@ +b,y " 0) + 6,y (O = 4 216)
j=0

i=01....m-1 a<c<b
kosullarina gore problemin ¢ozimunu bulmak igin (2.15) esitligini agarsak
Pa (Y™ (X) + Py ()Y ™0 () -+ RO YO () + R (X)y = f(x) (2.17)
olur. Burada P, (x) (k=01---,m) ve f(x) fonksiyonlari [a,b] araliginda Taylor serisine

actlabilen fonksiyonlar ve a, .,b. .,c, ., A sabitleri (2.16) kosul denkleminin katsayilaridir. x=c

i g

noktasi civarinda

y(x):iy(n;l(c) (x-¢)"; a<x,c<b,N>m (2.18)
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olup sonlu Taylor serisi formunda problemin yaklasik ¢ozimdiind verir. N sayisi serinin
kacinci terime kadar agilacagini gosterir. y™(c) ise bulunmasi gereken Taylor katsayilaridir.

Taylor katsayilarini bulmak icin problemin tanim araligindan siralama noktalarini kullanalim.
[a,b] araligini
a=X, <X << Xy =b

olacak sekilde N esit parcaya bolelim. Boylece,
x —a+i2=2 =012\
N

esitliginden siralama noktalari bulunur.
Siralama noktalari da bulunduktan sonra (2.15) denkleminin sonlu Taylor serisi

formunda bir yaklasik ¢6ziimu oldugunu kabul edip bunu matris formunda ifade edelim:

[y()]= XM,A (2.19)
olmak Uzere burada;

X=[ (x-¢) (x=¢) - (x=c)"]
A=[y?©) y*@©) y?@©) - y"©)]

i 0O 0 --- 0

ol

0 1 0O --- 0

1
M. =
° 1o 0 1 0
2! .
0 0 O 1
L NI |

seklindedir. AyricaM, ifadesindeki “0” indisi turevi belirtiyor. Yani denklemdeki y(x)’in

tirev mertebesiyle M’in indisi ayni degeri almaktadir.
(2.19) matris formu x, siralama noktalarindaki degerlerini alirsa
x)[=XM,A;i=01---,N
[y( |)] ito ) (220)
Xi=L (x-9 -0 - (x-0]

olur ve

[y(xo)] = X,MpA
[y(x)]= X;M,A

[y(XN)]: XuMoA

veya
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YO =CM,A (2.21)
matris denklemi olarak yazilabilir. Burada Y© ve C matrisleri

YO=[yo) yx) yi) - yex)f
1 (X,—¢) (Xx,—c)* - (x,—c)"
C:[X N]t 1 (X c) (Xl_C)2 (Xl_:C)N
1 (Xy—C) (X —c) e (xy =)™
seklindedir. (2.18)’de tanimlanan y(x) yaklasik ¢éziimiinin ylksek mertebeden tirevlerinden

bahsedersek;

yo y™(c)
00-3 LB

seklindeydi. Bunun matris formu ise

ly® (x)]= xm,A (2.22)
olur. Buradaki M, matrisi
0 1 0 0
ol
0 0 1 0
M, = I .
0 0 O L
(N —1)!
00 0 - 0 |

olarak tanimlanir. (2.22) esitliginin x. siralama noktalarindaki degerleri ise;
ly®(x)]= XM,A; i=04,...,N
olur ve
[y® (%)]= XM, A
[y©(x)]= X,M,A

[y (x,)]= X M, A
seklinde acilir. Daha genel olarak
Y® =CM,A (2.23)
elde edilir. Y® matrisi,
YO=[y900) YD vO0) . yP(x)]

olur.
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Degisken katsayill m. mertebeden lineer diferensiyel denklemini (2.15)’de
D RYV () =f(x), a<x<b
k=0

seklinde ifade etmistik.
y®(x) tiirev fonksiyonlarinin matris formlarini genellersek
ly®(x)]= XM, A k=01,..,m<N (2.24)
seklindedir ve x; siralama noktalari kullanilirsa
Y®=CM A k=01,....m<N (2.25)

yazilabilir. Y ' ve M, matrisleri ise

YO=[y900) yR00) yO0) e vy )]

= _ i .
5 00 .0 0o L o 0
' ol
0= 0 ... 0 1
1 ¢ 03 0
M. = M, =|. 1L
0 0 0 % 0 1 R i
- 0 0 0
: ; (N -1)!
_O 0O 0 ... m_(N+l)><(N+1) 10 0 0 .. 0 J(N+Dx(N+1)
00 = 0 .. 0 o
ol 1
1 00 = 0
00 0 = . 0 I
il : :
M, = N ; . Mk:O 0 0 0 1
00 0 0 (N —k)!
(N-2)! 0 0 0 0 0
0 .
c o0 o ) :
i JN (N4 00 .. 0 0 .. VI PR
seklindedir.

Daha 6nce bulunan x; siralama noktalarini (2.17) denkleminde yerine yazarak ¢tzumu

aranan diferensiyel denklemin matris bagintisini gésterelim,

Po(xo)y(o)(xo)"'Pl(Xo)y(l)(Xo)"'"""Pm (Xo)y(m)(xo) = f(Xo)
Po(xl)y(O)(Xo)"' Pl(xl)y(l)(xl)+"'+ Pm(Xl)y(m) (Xl) = f(Xl)
PO(XN)y(O)(XN)"'Pl(XN)y(l)(XN)+"'+Pm (XN)y(m)(XN) = f(XN)

ve bunu genellersek;
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PYO+PY® 4+ 4 PY™=F veya Y RYW=F (2.26)

k=0

bulunur. P, ve F matrisleri k =01,---,m<N igin

R(x) 0 - 0 o)
Pk = 0 Pk (:Xl) . F= f (:Xl)
0 0 Pk (XN) (N+Dx(N+1) f (XN) (N+1)x1

ile ifade edilir.(2.25) denkleminde Y® matrisi yerine yazilirsa

{i PkCMk}A: F (2.27)

elde edilir. Simdi de (2.16) da verilen kosul denkleminin matris formunu olusturalim.
(2.24)’de verilen [y(k’(x)]: XM, A, k=0,1,...,m<N tirev fonksiyonlarinin genel halinde
X=a, Xx=Db, x=c (a<c<b) noktalarindaki degerlerini bulur ve matris formunda ifade
edersek
ly®(x)]= xm,A
VO@]|=h @-¢ @ .. @o"MA=f h n .. h"MA=HMA
YOw)] =L (©-¢) G-¢? ... 0-0"MA=] k K ... k"M,A=KM,A
[yO@©]=L 0 0 ... 0]M,A=IM,A

olur. Burada anlasildig Gizere h=a—c ve k =b—c olarak tanimlanmis olup H,K,I matrisleri

sirasiyla,
H=fL h h .. "]
K= k k* ... k"]
=1 0 0 ... 0]
seklindedir. y(x) in tiirev fonksiyonlarinda x = a, x = b, x = c degerlerini yazarsak,
ly@(a)]= HM A
[y (b)]=KM A (2.28)
YO @©))=1M,A

bulunan matris denklemlerini (2.16) daki kosul denkleminde yerlerine yazarsak

m-1

3o H+b K+c 1M A=[4] (2.29)

J=

elde edilir ve buradan



3
AN

U; = {ai,jH+bi,jK+Ci,j|}Mj:[uiO Uy Uy

j

I
o

seklinde yazilirsa i= 0,1,...,m-1 olmak (izere

17

uim—l]

UpA=[%]
U,A=[2] (2:30)
UA=(4]
artiritlmis matris formunda
u =1\U;
I={ui:J ﬂljil Up ... Uy A] (23
olur.
(2.15) diferensiyel denkleminin kosullarina gore ¢ozumini bulmak icgin (2.17) de
tanimlanan
{i PkCMk}A: F (2.32)
k=0
matris denkleminde
{i PkCMk}=W (2.33)
k=0
yazilirsa
WA=F (2.34)
ifadesi bulunur. Burada W ve F,
Wy Wy o Wy f(X,)
T B L
Wio Whr o Wi J(naynen) FON) vy
olarak tanimlanir.
(2.34) matris denkleminin artiriimis matrisi,
W =[W;F] (2.35)
olmak uzere,
Woo W oo Won  T(Xp)

~ W, wy, e W F(x)

Wyho Wynz 0 Wiy f(XN)
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seklinde yazilabilir.

m. mertebeden lineer diferensiyel denklem (2.34) matris denklem formuna ve sonra
(2.35) artirilmis matris formuna dénustralir. Bu artirilmis matrisin son m satiri silinerek ve
bu silinen satirlarin yerine kosullarla ilgili (2.32) de tanimlanan satir matrisleri yazilarak yeni

artirilmis matris

W= F] (2.36)
Bulunur veya aclik olarak ifade edilirse,
Woo Wor 0 Wy f(X,)
WN—m.O WN—m.l WN—m.N f (XN—m)
W= Ugo Up, Uon }Lo
Uy Uy, Uy /11
L Unio Unaon 0 Upan /1m—1 i

seklinde ifade edilir. Bu artirilmig matris
W'A=F" (2.37)

matris denklemine donisturilir. Burada F*, W~ ve A matrisleri

Woo W, Won f (Xo)
: (0)
y(c)
Wnomo Wnema 0 Wi f (Xme) y(l’ (C)
W= Ugo Upy Uon F = ﬂo A=
Uy Uy, Uy /11
; y™(c)
L Un_10 Upng1 Un_in i L /1m—1 ]

olarak tanimlanir. Eger rankW ™ = rankM*, F*]z N +1 ise yani, detW” = 0ise (2.37) matris
denkleminin ¢6zimii

A=W"F (2.38)
seklinde olur. Boylece (2.38) den

A=Y@ yO@© yP© - yVE)]
bulunur. Buradan (2.16) kosuluna gore (2.15) diferensiyel denklemi tek ¢c6ziime sahiptir ve bu
¢0zim
[y(x]= XM A

seklindedir.
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Yukarida belirtilen matrisleri elle hesaplanmasi kolay olmadigi icin temsili matrisleri
Maple 12 Programi ile hesaplayan Maple procedirlerini ve bu procedirleri agiklamak icin

birer 6rnek gosterelim [17].

Prosedir 1

Mmatrix:= proc (N,m)

local i1,j,k,f,M;

for k from O to 5 do

f[k]:=(i,j) -> piecewise(i=j-k,1/(i-1)1):
M[k]:=matrix(N,N,f[k]);

od:

eval(M[m]):

end:

Burada Mmatrix(Boyut,altindis); seklinde calisir.

Ornek
>MO:=Mmatrix(5,0);
M1 0 O 0 0 7
0O 1 0 O 0
0 0 ; 0 0
MO := 1
0 0O O 6 0
1
i 0 0O O 0 EZ_

Prosedir 2

Pmatrix:= proc (N,a,b,p)

local i1,j,.k,M,P,g,h;

with(linalg):

for k from O to N do

h[k] :=a+k*(b-a)/(N-1):od:

for k from 1 to N do

glk]:=(1,3) -> piecewise(i=j,subs(x=h[i1-1],p)):
P:=matrix(N,N,g[k]):od:

eval(P):end:




Burada Pmatrix(Boyut,xo,Xn,P(X) Polinomu); seklinde calisir.

Ornek
>P0:=Pmatrix(5,0,1,x);

0 0 0 0 0
0 i 0 0 o0

PO:=| 0 0 ; 0 0
0 0 0 j 0

0 0 0 0 1

Prosedir 3

Cmatrix:= proc (N,a,b)

local 1,j.k,f,M,x,h,qg;

with(linalg):

for k from 1 to N do
x[k]:=a+(k-1)*(b-a)/(N-1):0d:

for k from 1 to N do

FIK1:=(i.3) -> simplify((x[k]l-a)"(-1)):

h[k]:= matrix(1,N,f[k]):
od:
gl1]:=h[1]:

for k from 1 to N-1 do
glk+1]:=linalg[stackmatrix](g[k],h[k+1]):
od:

eval (g[N]):end:

Burada Cmatrix(Boyut,Xo,xn); seklinde galisir.

Ornek
>CO:=Cmatrix(5,0,1);

20



12 0 O 0 0 7
L1111

4 16 64 256

1 1 1 1
CO.—lE Z 8 16
L3 0 27 s

4 16 64 256

11 1 1 1

Prosedur 4

Hmatrix:= proc (N,a,b)

local i,j.k,f,M,x,h,qg;

f:=(1,3) -> simplify((b-a)*"(J-1)):
h:= matrix(1,N,f):

eval(h):

end:

Burada Hmatrix(Boyut,xp,a); seklinde calisir.

Ornek

> H:=Hmatrix(5,0,0); L:=Hmatrix(5,0,1/2);

._ - i1 1 1
H.—[lOOOO]L.—[l 5 1 8 16

Prosedir 5

|

Fmatrix:= proc (N,a,b,f)

local i,j,k,h,qg,F;

for k from 1 to N do
h[k]:=a+(k-1)*(b-a)/(N-1):o0d:

for k from 1 to N do

glk]:=(i,jJ) -> simplify(subs(x=h[i],F)):
F:=matrix(N,1,g[k]):

od:eval(F):end:

Burada Hmatrix(Boyut,xp, Xn, f(X) fonksiyonu ); seklinde calisir

Ornek
>F:=Fmatrix(5,0,1,x"2);

21



Prosedir 6

22

CHmatrix:= proc (N,a,b,c)
local i,j.k,f,M,x,h,q;
with(linalg):

for k from 1 to N do
x[k]:=a+(k-1)*(b-a)/(N-1):
od:

for k from 1 to N do

c)™J)/3):

h[k]:= matrix(1,N,f[k]):
od:

gl1]:=h[1]:

for k from 1 to N-1 do

od:

eval (g[N]D):
end:

FIk]:=(1,3) —> simplify(((x[k]-c)"j-(a-

glk+1]:=linalg[stackmatrix](g[k],h[k+1]):

Burada CHmatrix(Boyut,xo,X,c); seklinde calisir.

matrisinin karsthgini verir.

Ornek
>H:=CHmatrix(5,0,1,0);

0 O 0 0

1 1 1 1
4 32 192 1024

1 1 1 1

H:=|2 8 24 64

3 9 9 81
4 32 64 1024

1 1 1

12 3 3

Integral denklemlerinde olusan CH

0 -
1
5120
1
160
243
5120
1

5




Prosedir 7

Cevap:= proc (N,A::matrix)

local 1,j),.k,f,T,C;

f:=(1,]) -> x*{J-1)/g-1)!:
Tz=matrix(1,N+1,F);C:=multiply(T,A);eval(C):
end:

23

Burada Cevap(Boyut,A); seklinde ¢alisir. Bulunan A matrisinin Taylor serisi halinde

karsthgini hesaplar.

Ornek
> cevap:=Cevap(4,A);

__{ 241973 , 74144 , 88240 4}
cevap :=|6+ X+

481381 * tas1381 X T 1444143

Burada isimize yardimci olacak maple komutlarini belirtelim.
>with(linalg):A:= matrix(3,3,[1,2,3,4,5,6,7,8,9]);

1 2 3

A=(4 5 6

7 8 9

>delrows(A, 2..3);
[1 2 3]

A matrisinin 2. ve 3. satirini silmek icin kullanildi.

>delcols(A, 1..1);
2 3
5 6
8 9
A matrisinin bir sitinunu silmek icin kullanildi.

>with(linalg):
A:= matrix(2,2,[1,2,3,4]): B:= matrix(2,2,[5,6,7,8]);

SIS

> stackmatrix(A,B);

~N O W e
o o B~ADN

A ve B matrislerini alt alta eklemek icin kullanildi.
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3.BOLUM

Bu bélimde yapilacak olan uygulamalar yukarida bahsi gecen (i¢c yontemle de ¢ozilup
elde edilen sonuclar Kkarsilastirilacaktir ve bu problemlerin ¢dziminde [17] Maple 12

programi kullaniimistir.
3.1. Integral Denklemlerinin Coziimii

Ornek 3.1.1
y' =1+ [ y(t)dt—5x, y(0)=6 (3.1)
0

denkleminin analitik ¢dzimi y(x) =e” +5seklindedir. Simdi bu problemi bahsettigimiz

yontemlerle ¢cozelim.

a) Diferensiyel Donidsim Yontemi

Ornek 3.1.1 e diferansiyel dénlsim yontemi uygulandiginda denklemin doniistim
karsiligl

(K +D)Y (k +1) :5(k)+@—55(k 1)

seklindedir. Buradan k >1 icin (k) =0 ve k =1i¢in ¢6(k —1) =1olacagindan

CY(k-1) 55(k-1)

YD) = kD) (e

bulunur.

y(0)=6"¢e karsilik Y(0) =6ve (3.1) esitliginden y'(0)=1 bulunur ve buna karsilik
Y() =1 olur.

Y(0) ve Y(1) belli oldugundan yukarida verilen rekiirans bagintisindan k=1,2,3,...

yerine yazilirsa

L 1
k=1igin Y (2) = 2
k=2 igin Y (3) = -
=1 ()_ﬁ
k=3 icin Y (4) = =
ol T

i 1
k=4 icin Y(5)_a
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k=5i¢in Y (6) :é

k=6 icin Y (7) =%

olur. Bulunan bu degerler diferansiyel ters doniisum fonksiyonunda yerine yazilirsa

y(x) = Y ()X =Y () +Y (1) +Y(2) +..

k=0

yU):6+x+Ex2+Ex3+£x4+ix5+ix6+£x7+“.
2! 3 41 oS! 6! 7
yU)=5+1+x+£«2+£x3+1x4+£x5+£x6+1x7+”.
2! 3 41 o! 6! 7!

y(x)=5+¢"
elde edilir.(3.1) esitliginin Maple kodlariyla diferensiyel transform yontemiyle ¢6zimine
bakilirsa asagidaki komut dizini kullanilabilir.

y[0]:=6:y[1]:=1:# fonksiyon karsiligini hesaplamak ic¢in
for k from O to 10 do

f[k]:=coeftayl (-5*x,x=0,Kk);

od:

# transform karsiligi

for k from 1 to 10 do

vik+1]:=(y[k-1]/k+F[Kk])/(k+1):

od:

#sonuc hesaplaniyor

t:=0:

for k from O to 9 do

ti=t+y[K]*xX"k:

od:

print("'DTM,t) print(""Exact",convert(series(exp(x)+5,x=0,10

),polynom));

" " 1o la 1 g 1 5 1 6 1 7 1 8 L 9
DTM, 6 x5 X4 g X+ 24 X 120 X ¥ 720 X 5040 T 40320 ¢ 362880 *

EXACt, B4 X4 X g X 4 24 X+ 120 % * 720 % *5040 * * 20320 * * 362880 ©




b)Adomian Ayrisim Yontemi

Ornek 3.1.1 in adomian ayrisim yontemiyle rekiirans Karsilig

Y, =6 +_[(1— 5x)dx,

0
Yo = _X[U yndtde, n>0
0\o0

olur. Maple kodlari ile ¢éziim yapilirsa

26

u[0] :=6+1nt(1-5*%,%x):
for k from O to 5 do
ufk+1]:=int(int(u[k],x),x):
od:
t:=0:
for k from O to 5 do
t:=t+u[K]:
od:
print(t):
5 1 6 1 7 1 8

1

1 1 1
X+-xX2+6+-x3+—x*+ X° +

n 1 10 | 1 w11 _ 1 x12
3628800 39916800 95800320

9

2 6% T24% T120% 720" T5040" T 20320* 362880 "

sonucuna ulastlr.

c)Taylor Siralama Ydntemi[14]

y’:1+.|'y(t)dt—5x, y(0) =6 diferensiyel denklemini ve y(x)c¢6zimiine
0

4 \,(n)
y(x)=ZyT'(C)(x—c)”, 0<xc<1

sonlu N=4 doérdincl dereceli Taylor Polinomlari cinsinden Taylor serisiyle yaklasalim.

Taylor siralama noktalarini, N=4 icin

1 3
XO:O'X1:Z’X2 :E,xgzz,x4=1

olarak alirsak

P.(x) =1, P, (x) =0, f (x) =1-5xolur. Bu fonksiyonlarin matris denklemi




{PCM, —CHM,JA=F

olur. Kosul denklemleri olusturulup

U,=[Us;4]=L 0 0 0 0 ; 6]
yazilirsa diferansiyel denklemin ¢6zimi igin A matrisi

A=W"F"
olur ve

A=) ¥P© yO© - yUE)
seklindedir. Buradan

[y(x)]= XM A

icin bulunan matris degerleri asagidaki gibidir.

P1:=Pmatrix(5,0,1,1);
M1 0 0 O]

0
P1:=|0

O O+~ O

O O O

0
0
0
1_

o O+~ O

0
C:=Cmatrix(5,0,1);

(@)

1 0 O 0 0 7
, L1 11
4 16 64 256
-, 1 1 1 1
=1 2 4 8 16
L 3 9 277 8
4 16 64 256
11 1 1 1
M1:=Mmatrix(5,1);
"0 1 0 0 07
0O 0 1 0 O
1
M1 = 0O 0 O 5 0
1
0O 0 0 O 6
0 0 0 0 0]

CH:=CHmatrix(5,0,1,0);
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0 O 0 0 0 7
}i 1 1 1
4 32 192 1024 5120
11 1 1
CH:==|2 8 24 64 160
3 0 9 Bl 2
4 32 64 1024 5120
T S B
-2 3 4 5
MO:=Mmatrix(5,0);
r 1 0O O 0 0 7
0 1 O 0 0
0 0; 0 0
MO :=
0 0O O 1 0
6
1
_O 0O O 0 ﬂ_
F:=Fmatrix(5,0,1,1-5*x);
Tl
-1
4
- 3
F=| 5
-11
4
_-4_
evalm(P1&*C&*M1);
0 1 0 0 0
1 1 1
0 1 4 3 38
1 1 1
0 1 5 &
3 9 9
0 1 4 3 12
1 1
_O 1 1 5 é_

> evalm(CH&*MO) ;

28
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(@]

0 0 0
1 1 1
384 6144 122880
1 1 1
384 3840
9 27 81
128 2048 40960
1 1 1

6 24 120

> A:z=evalm(evalm(P1&*C&*M1)-evalm(CH&*MO)) ;

0 1 0 0 0 7
-1 31 95 191 319
4 32 384 6144 122880

7 23 47 79

A=|2 8 48 384 3840
-3 23 87 549 2799
4 32 128 2048 40960

1

2

B RW NP NP
NIk Blo ok Bl o
EaN
%

5 11 19

6 24 120

>delrows(A, 5..5);
0 1 0 0 0

-1 31 95 191 319
4 32 384 6144 122880
17 23 47 79
2 8 48 384 3840
-3 23 87 549 2799
4 32 128 2048 40960 |

>hl:=Hmatrix(5,0,0);
hi:=[1 0 0 0 Q0]

>evalm(h1&*MO0) ;
[L 0O 0 0 0]

>delrows(F, 5..5);
- -

-1
4
-3
2
-11
4

> W:=stackmatrix(delrows(A, 5..5),evalm(h1&*M0));




0 1 0 0 0
-1 31 95 191 319
4 32 384 6144 122880
23 47 79
48 384 3840
-3 23 87 549 2799
4 32 128 2048 40960
1 0 0 0 0

> f:=stackmatrix(delrows(F, 5..5),[6]);
S

>p:=linsolve(b,f);
A

1
483946
481381
444864
481381

705920
481381 |

> cevap:=Cevap(4,p);
241973X2+ 74144 N 88240 N
481381 481381 1444143

cmmp:[6+x+

>y (X) :=6+x+241973/481381*x"\2+74144/481381*x"3+88240/144
4143%x™4 ;
241973 , 74144 , 88240

Y(X) =6+ X+ 501381 X + 281381 ¥ * 1444143 ©

30
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Sekil 3.1.1
Ornek 3.1.1’in gercek ¢ozim wve verilen G¢ yontemle bulunan ¢oziimlerinin
karsilastiriimasi Sekil 3.1.1°de verilmistir. Burada, DTM c¢6ziiminde on adimda, ADM
¢ozimilnde altt adimda ve TCM c¢o6ziminde ise bes noktada ¢oziime gidilmistir. TCM

¢cOziminin diger ¢oziimlerden belli bir noktadan sonra ayrilmasi bu sebeptendir.
Ornek 3.1.2
y'(x) = J' y(t)dt +3x —cos(x) —sin(x), y(0)=-2,y'(0)=0 (3.2
0

denkleminin analitik ¢bzimi y(x) =cosx—3
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a) Diferensiyel Donusim Ydntemi
Burada f(x)=3x-cos(x)—sin(x)olarak kabul edilsin ve f(x)’in diferensiyel

dondstim yontemine gore karsthgl F (k) icgin (3.2) esitligi,

(k+2)(k+1Y(k+2) =

Y(kk— N

Yk+2)o—— k=) FK)
(kK+2)k+Dk  (k+2)(k+1)

olur. Buradan y(0) =-2"ye Kkarsilik Y (0) = -2 ve (3.2) esitliginden y'(0) =0 bulunur ve buna
karsilik Y (1) =0 olur (3.2) denkleminin Maple kodlariyla ¢ozimi
y[0]:=-2:y[1]:=0:y[2]:=-1/2:

# Tonksiyon karsiligi

for k from O to 10 do

T[k]:=coeftayl (3*x-cos(x)-sin(x),x=0,k);od:

# transftorm karsiligi

for k from 1 to 10 do

y[k+2] :=(y[k-1]/k+F[k])/ (k+1)/(k+2):od:

#sonuc hesaplaniyor

t:=0:for k from O to 10 do

t:=t+y[k]*x™k:-od:

print("'DTM", ) :print("'Exact",convert(series(cos(x)-
3,x=0,12),polynom));

n n 1 2 i 4 1 6 1 8 1 10
DTM", =2 =5 X + 24X ~ 720X * 20320 ¥ ~ 3528800 ¥

. W 1, 1o, 1 1 g 1 10
Bxact’, =2 =5 X"+ 50 X =720 X * 20320 ¥~ 3628800 *

olur.

b)Adomian Ayrisim Yontemi

Ornek 3.1.2 in adomian ayrisim yontemiyle rekiirans bagintisi

Yo =—2+ JX'U (3x —cos(x) — sin(x))dx}dx,

Yo = JX'U yndxjdx, n>0
0\o0




seklindedir. Maple kodlari ile ¢6ziim yapilirsa

>u[0]:=-2+int(int(3*x-cos(x)-sin(x),x=0..%x),x=0..x):

for k from O to 7 do

ulk+1]:=int(int(int(u[k],x=0..%x),x=0..x),x=0..%x):
od:
t:=0:
for k from O to 7 do
t:=t+ul[K]:
od:
print(t):
_2_1)(2_ 1 x22 _ 1 X18+ix4_
2 1124000727777607680000 6402373705728000 24
PR N L O___1 o0
40320 2432902008176640000 3628800

n 1 x24 4 1 x12 _ 1 w14
206816133911079813120000 479001600 87178291200

+ L X1
20922789888000

S
720

6

c¢) Taylor Siralama Yontemi[14]

A=W"F"
olur ve

A=D©@ yO yOE - yVeE)
seklindedir. Buradan

[y(0]= xM,A

33

seklinde olacagindan Maple programi [17] yardimiyla matris ifadeleri ve problemin

¢ozimanin gercek ¢ozum ile karstlastirildigi grafik asagida verilmistir.

>P1l:=Pmatrix(5,0,1,1);
0

P1:=

O O O O -
o O O - O
O O O O
O O O O
= O O O

>C:=Cmatrix(5,0,1);
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>M2:=Mmatrix(5,2);

>M1:=Mmatrix(5,1);

M2 :

> CH:=CHmatrix(5,0,1,0);

CH:

>MO:=Mmatrix(5,0);

MO :

1
AW NPF DB

[N

R AW N MNPFR O

o

o

Nk Blo ok 8k o

0 0 0 7
111
16 64 256
111
4 8 16
9 21 8
16 64 256
1 1 1 |
0 1 0 07
0O 0 1 O
1
0 0 O 5
0O 0 0 O
0 0 0 O]
1 0 0 07
0O 1 0 O
1
0 O 5 0
1
0O 0 O 5
0 0 0 O]
0 0 0 7
1 1 1
192 1024 5120
111
24 64 160
o 8l 23
64 1024 5120
111
3 4 S |
0 O 0
1 0 0 0
1
0 5 0 0
1
0 O 5 0
1
0 O 0 EZ_
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>F:=Fmatrix(5,0,1,3.*x-cos(xX)-sin(x));
. 1 :

> evalm(P1&*C&*M2) ;

> evalm(CH&*MO) ;

AW NP MR

[EEN

Nk Blo ok 8- o

=1 0.1429918995

-0.4663163810

0.8366723710
1.618226709 |

AW NP M O

0 0
1 1 1
384 6144 122880
1 1 1
48 384 3840
9 27 81
128 2048 40960
1 1 1
6 24 120

> A:=evalm(evalm(P1&*C&*M2)-evalm(CH&*M0O)) ; i

>delrows(A, 4..5);

0

0 1 0 0
-1 383 1535 3839

32 384 6144 122880
-1 47 191 479
8 48 384 3840
-9 119 1509 11439
32 128 2048 40960
-1 5 23 59

2 6 24 120

1 0 0
383 1535 3839
384 6144 122880

47191 479
48 384 3840 |
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> hl:=Hmatrix(5,0,0);
h1:=[1 0 0 0 0]

> evalm(h1&*M0) ;
[ 0O 0 0 0]

>evalm(hl&*M1);
[0 1 0 0 0]

>delrows(F, 4..5);
-1

-0.4663163810
0.1429918995
> W:=stackmatrix(delrows(A, 4..5),evalm(h1&*M0),evalm(hl&*M1));
0 0 1 0 0
-1 -1 383 1535 3839

4 32 384 6144 122880
Wi=|-1 -1 47 191 479
2 8 48 384 3840
1 0 O 0 0
0 1 0 0 0 |
> f:=stackmatrix(delrows(F, 4..5),[-2],[0]1);
_ 1 d
-0.4663163810
f:=1] 0.1429918995
-2
- O -
>p:=linsolve(W,T);
_ o -
0.
p:= -1.
0.003864114069
| 0.9639007024 |

> cevap:=Cevap(4,p);
cevap := [-2. — 0.5000000000 x* + 0.0006440190115 x* + 0.04016252927 x*]

>y(X):=-2.-.5000000000*x"2+.6440190115e-3*x"3+.4016252927¢e-
1* X4 ;
y(x):::—-2.—0.5000000000x2+0.0006440190115x3+0.04016252927x4

>plot([-2.-.5000000000*x"2+.6440190115e-3*x"3+.4016252927e-
1*x™M ,cos(x)-3],x=0..2,color=[red,blue],style=[point,line]);
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Sekil 3.1.2
Ornek 3.1.2’in gercek ¢Ozim ve verilen G¢ yontemle bulunan ¢oziimlerinin
karsilastirilmasi Sekil 3.1.2°de verilmistir. Burada, DTM c¢6ziiminde on adimda, ADM
¢oziminde sekiz adimda ve TCM ¢O6zuminde ise bes noktada ¢6zime gidilmistir. TCM

¢OzUimandn diger céztmlerden belli bir noktadan sonra ayrilmasi bu sebeptendir.
Ornek 3.1.3
x> 1
—_ +_

y"(X) + y’(x)(x — gj + y(x)(g — Zj = 23 + ! y(t)dt, y(0) =0, y'(0) = -3 problemini

g6z dniine alalim. Bu problemin analitik ¢ozimii y(x) = x* —3x seklindedir.



a) Diferensiyel Donlstim Yontemi

XZ

. , 3 X _x* 13 ¢
y"(X) + y(x)(x—zj+y(x)(§—2j_ St ! y(t)dt (3.3)

2
olsun denklemde G(k) = x—g, H (k) :%—2, M (k) =X?+% alinirsa

olur.

Y(k+2)=-

Buradan

M (k) +Y (k —1)/k —ZK:Y(r)H(k - r)—zk:(r Y (r +1)G(k —r)

(k+1)(k+2)
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y(0)=0’a KkarsthkY(0)=0,y'(0)=-3’e KkarsihkY(1)=-3 ve (3.3)

esitliginden y"(0)=2 bulunur ve buna karsilik Y(2)=2 olur (3.3) denkleminin Maple

kodlariyla ¢bziimi ise

olur.

Y[0]:=0:Y[1]:=-3:Y[2]:=1:
# fonksiyon karsiligi
for k from O to 10 do
G[ k] :=coeftayl (x-3/2,x=0,k);
H[Kk] :=coeftayl (x/3-2,x=0,k);
M[K] :=coeftayl (x*2/2+13/2,x=0,K);
od:
# transftorm karsiligi
for k from 1 to 10 do
Y[k+2] :=-(M[k]+Y[k-1]/k-sum(Y[r]*H[k-r],r=0. .k)-
sum((r+1)*Y[r+1]*G[k-r],r=0..k))/(k+1)/(k+2):
od:
#sonuc hesaplaniyor
t:=0:
for k from O to 10 do
t:=t+Y[K]*xk:
od:
print("’'DTM", ) print("'Exact’,convert(series(x"2-
3*x,x=0,12),polynom));
"DTM", =3 X + x?

"Exact", -3 X + x°
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b)Adomian Ayrisim Yontemi

Ornek 3.1.3 in adomian ayrisim yontemiyle rekiirans Karsilig

yo==—3x—kj[j(x2-+13)/2dx]d&
0

0

Vo = ”(U yndxj+ (2-x/3)y, +(@3/2- x)y,’,}dxdx,n >0
00 0

seklindedir. Denklemin Maple kodlari ile ¢ozimdi yapilirsa

u[O0] :=-3*x+(int(int((x"2+13)/2,%x=0..%),x=0..x)):

for k from O to 7 do

ufk+1]:=intdint( int(u[k],x=0..x)+(2-x/3)*u[k]+(372-
X)*diff(ufk],x) ,X=0..%X),x=0..%X):

od:

t:=0:

for k from O to 7 do

t:=t+u[K]:

od:

print(t):
plot([t,x"2-3*x],x=0..2,color=[red,blue],style=[point,line]);

2 1621 s 283y 63 g

1146880 185420308959535104000 819200 9011200

AT 8563 Lo, 278011 o

23429120 ° ~ 6758061133824000 632333205504000

B 14789959 0, 21 a9 g, 47193 g
21896118073589760000 157696 180224~ ~ 516612096000

B 1 5 21011 o
8098504670732636160000 403845432913867456512000

B 22899367 U T 1249 2
689727719318077440000 96096000 1677798521118720000

N 6426683 15
51218989645824000

-3 X+

bulunur.

c) Taylor Siralama yontemi[14]

*—1 *

A=W""F




olur ve

A=ly9@) y¥@©) yP@) - yV@)]
olmak Uizere buradan
[y(x)]= XM, A

seklindedir. Bu ¢oziimde kullantlan matris degerleri ve ¢ozumin grafigi

>P1l:=Pmatrix(5,0,1,x-372);

- 3 -
0 0 0 O 0
-5
0 " 0 O 0
PL:=] 0 0 -1 0 0
-3
0 0 0 4 0
-1

0 0 0o 0 =

>P0O:=Pmatrix(5,0,1,x/3-2);
-2 0 0 0 07

-23
0 5 0 0 0
-11
po=| 0 O 6 ° °
-7

0 O 0 4 0

-5
i 0 0 0 0 §_

>C:=Cmatrix(5,0,1);

1 0 O 0 0

, 1111

4 16 64 256

-, 1 1 1 1
L3 9 27 8

4 16 64 256

11 1 1 1]

>M2:=Mmatrix(5,2);
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>M1:=Mmatrix(5,1);

M2 :=

> CH:=CHmatrix(5,0,1,0);

>MO:=Mmatrix(5,0);

CH:

MO :

1
AW NF DB

[EEN

>F:=Fmatrix(5,0,1,(x"2+13.)/2);

>with(linalg):
> evalm(P1&*C&*M2) ;

0 0 1 0 0
00 0 1 0
1
000 0 7
0 0 0 00
(00 0 0 0
0 1 0 0 0]
0 0 1 0 0
1
0 0 0 , 0
1
0 0 0 0 ¢
0 0 0 0 O]
0 0 0 0]
11 11
32 192 1024 5120
i1 1 1
8 24 64 160
9 9 8L 243
32 64 1024 5120
i1 1 1
2 3 4 5 |
0 0 0]
0 1L 0 0 0
1
0 0 , 0 O
1
0 0 0 ¢ 0
1
0 0 0 0 5
76.500000000 ]
6.531250000
:= | 6.625000000
6.781250000
7.
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> evalm(CH&*MO) ;

> A:=evalm(evalm(C&*M2)+evalm(P1&*C&*M1)+evalm(PO&*C&*MO) -

evalm(CH&*M0)) ;

>delrows(A, 4..5);

> hl:=Hmatrix(5,0,0);

>evalm(h1&*MO);

AW NEF MNP

[N

_3 ]
0o 5 0 0
] -5
4 16 128
-1 -1
0 -1 o 8
o 3 9
4 16 128
| -1
2 2 4
0 0 0 0
1 1 1 1
32 384 6144 122880
1 1 1 1
8 48 384 3840
9 9 27 81
32 128 2048 40960
1 1 1 1
2 6 24 120 |

r -3
2 5 1 0 0
213 -169 5 3793 5101
6 96 8 18432 184320
7 49 1 385 571
3 24 4 1152 5760
5 75 -1 825 4167
2 32 8 2048 20480
8 -8 -1 31 61

'3 3 2 1 180
-3 7

2 5 1 0 0

13 -169 5 3793 5101

6 96 8 18432 184320

7 49 1 385 571

3 24 4 1152 5760 |

hi:=[L 0 0 0 0]
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[IT 0 0 0 0]

>evalm(hl&*M1);
[0 1 0 0 0]

>delrows(F, 4..5);

6.500000000
6.531250000
6.625000000
>W:=stackmatrix(delrows(A, 4..5),evalm(h1&*M0O),evalm(hl&*M1));
— -3 7
-2 > 1 0 0
-13 -169 5 3793 5101
Wos 6 96 8 18432 184320
|7 49 1 38 571
3 24 4 1152 5760
1 0 0 0 0
0 1 0 o U
> f:=stackmatrix(delrows(F, 4..5),[0].[-3D):
16.500000000
6.531250000
f:=16.625000000
0
(- -3 -
>p:=linsolve(W,f);
0 .
-3.
p:= 2

-0.6408268544 107®
| 0.1151649203 107 |

> cevap:=Cevap(4,p);
cevap := [-3. x + 1.000000000 x> — 0.1068044757 107 x3 + 0.4798538346 107° x*]

> y(x) :=-3.*x+1.000000000*x"2- . 1068044757e-8*x"3+.4798538346e-
9*x"N4;
y(x) := =3. x + 1.000000000 x* — 0.1068044757 10°® x* + 0.4798538346 10~ x*

plot([-3.*x+1.000000000*x"2-.1068044757e-8*x"3+.4798538346e-
9*xN4 ,x"2-3*x] ,x=0..2,color=[red,blue],style=[point,line]);

seklinde bulunur. Bulunan ¢ézimlerin gercek ¢ozumle karsilastirildigi grafik cizilirse;
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Sekil 3.1.3.
Sekil 3.1.3.”de, DTM ¢6zumiinde on adimda, ADM ¢6zumiinde sekiz adimda ve TCM
¢oziiminde ise bes noktada ¢oztime gidilmistir. ADM ¢6ziminun diger ¢ozimlerden belli bir

noktadan sonra ayrilmasi bu sebeptendir.
3.2 Yuksek Mertebeden Diferensiyel Denklemler

Ornek 3.2.1

y" _ﬂ y'=-2sinx, y(0)=0,y'(0) =1 (3.4)
COS X

denkleminin analitik ¢6zimiu y(x) =sinx oldugundan bu 6rnegi bahsi gecen yontemlerle

cozelim.

a) Diferensiyel donlisim yontemi

(3.4) denkleminde G(k) = - zg;((’:())

, M (k) = —2sin(x) olarak alinirsa
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Zk:G(k “0)(r+ Y (r +1) +M (k)
Y(k+2) =2

(k+D)(k+2)
olur. Buradan y(0)=0"a karsihk Y(0)=0, y'(0) =1’e karsilik Y (1) =1ve (3.4) denkleminin

Maple kodlariyla ¢ozimdi

Y[0]:=0:Y[1]:=1:

# fonksiyon karsiligi

for k from O to 10 do

G[k]:=coeftayl (sin(x)/cos(x),x=0,k);

M[ k] :=coeftayl (-2*sin(x),x=0,k);

od:

# transform karsiligi

for k from O to 10 do

Y[k+2] :=(sum(G[k-
r]*Y[r+1]*(r+1),r=0. .K)+M[Kk])/ (k+2) 1 *Kk!:
od:

#sonuc hesaplaniyor

t:=0:

for k from O to 10 do

to=t+Y[K]*xk:

od:

print(""DTM”,t) :print("Exact",convert(series(sin(x),x=0

,10) ,polynom));

" " 1, 1 s 1 4 1 9
DTM™, X = e X"+ 150 X" ~ 5040 X * 362880

" " E 3 1 5 1 7 1 9
Exact”, X =g X"+ 150 %" ~ 5040 X * 362880 ¥

b) Adomian Ayrisim Yodntemi
2

L()= %(.) secilirse

L) = ﬁ(.)dxdx
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olur. (3.4) denklemi operatdr formunda yazilirsa
_sin(x)
cos(x)

y'—2sin(x)

bulunur ve esitligin her iki tarafi L™ operatori ile carpilirsa

sin(x) J

y = y(0)+xy'(0)+ L™ (=2sin(x) )+ L~ (cos(x)

elde edilir. Buradan

Yo = Y(0)+xy'(0) + L™ (—2sin(x))
_ e Sin(x) |
7 cos(x) ™

n+l

ufO] :=x+(int(int(-2*sin(x),x=0..x),x=0..%x)):

for k from O to O do
ufk+l]:=int(int(sin(xX)/cos()*diff(u[k],x),x=0..x),x=0..x):
print(u[k+1]):od:t:=0:

for k from O to 1 do

t:=t+u[k]:od:

print(t):

X

J In(sin(x)) +; I +; In(sin(lx)zJ +; In((sin(x) —1) (sin(x) +1))
0
— 2 I'signum(sin(x)) +/sin(x)?> -1 + 2 dx

2

0
— 2 I signum(sin(x)) +/sin(x)? -1 + 2 dx

—X + 2 sin(x) + In(sin(x))+lln+lln ; +}In((sin(x)—1)(sin(x)+1))
2 sin(x)? ) 2

Burada hesaplanamayan integraller geldigi icin bu 6rnek Adomian Ayrisim Yontemi
ile hesaplanamaz. Adomian Ayrisim Yonteminin diger yontemlere gore dezavantaji

alinamayan integrallerin gelmesidir.

c) Taylor Siralama yontemi

r_SNX y'=-2sinx, y(0) =0, y'(0) =1diferensiyel denklemini ve y(x)¢tziimiine
X

COs
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y(x) :iy(c)(x c)",0<x,c<1

sonlu N=4 dordinct dereceli Taylor Polinomlari cinsinden Taylor serisiyle yaklasalim.

Taylor siralama noktalarini, N=4 igin

1 3
X =0,% ==X, =§'X3=Z’X4=1

1
4
olarak alalim

sin(x)

1( )=- S(X)

,P,(x) =1, f (x) =-2sin(x) olur. Bu fonksiyonlarin matris denklemi

{P,CM, +PCM, JA=F
olur. Kosul denklemleri olusturulursa
U,=[Uy4]=t 0 0 0 0 ; o0
U,=u;4]=[0 1 0 0 0 ; 1]

P1:=Pmatrix(5,0,1,sin(x)/cos(x));
0. 0 0 0 0 i
0 0.2553419213 0 0 0
P1:=|0 0 0.5463024898 0 0
0 0 0 0.9315964599 0
0 0 0 0 1.557407725 |
C:=Cmatrix(5,0,1);
1 0 O 0 0 7
, 11 11
4 16 64 256
1 1 1 1
€=l 5 4 8 16
L3 9 o8
4 16 64 256
11 1 1 1 ]
M2:=Mmatrix(5,2);
0 0 1 0 0]
0O 0 O 0
M2:={0 0O 0 O E
2
0O 0 0 0 O
0 0 0 0 0]
M1:=Mmatrix(5,1);
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MO :=Mmatrix(5,0);

M1 :

0

0

F:=Fmatrix(5,0,1,-2*sin(x));

with(linalg):
evalm(P1&*C&*M1) ;
0. 0.
0. 0.2553419213
0. 0.5463024898

0. 0.9315964599
0. 1.557407725

evalm(C&*M2) ;

0

o Nk O O
H
o o o o O NFk O o

o ol -

0

-0.4948079186
-0.9588510772
-1.363277520

| -1.682941970 |

0

o O o

o ol

0.06383548032  0.007979435040

0.2731512449
0.6986973449
1.557407725

0.06828781120
0.2620115044
0.7787038625

AW NI M O

[

Nk Blo ok Bk o

0.
0.0006649529200
0.01138130187
0.06550287608
0.2595679542
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A:=evalm(evalm(C&*M2)-evalm(P1&*C&*M1)) ;

0. 0. 1. 0. 0. i
0. -0.2553419213 0.9361645197 0.2420205650 0.03058504708
A:=|0. -0.5463024898 0.7268487551 0.4317121888 0.1136186981
0. -0.9315964599 0.3013026551 0.4879884956 0.2157471239
10. -1.557407725 -0.557407725 0.2212961375 0.2404320458 |

delrows(A, 4..5);

0. 0. 1. 0. 0.
0. -0.2553419213 0.9361645197 0.2420205650 0.03058504708
0. -0.5463024898 0.7268487551 0.4317121888 0.1136186981

hl:=Hmatrix(5,0,0);
hi:=[1 0 0 0 Q]

evalm(h1&*MO0) ;

[T 0 0 0 Q]
evalm(hl&*M1);

[0 1 0 0 0]
delrows(F, 4..5);

0.

-0.4948079186

-0.9588510772
W:=stackmatrix(delrows(A,4..5),evalm(h1&*M0),evalm(h1l&*M1));

0. 0 1 0 0 i

0. -0.2553419213 0.9361645197 0.2420205650 0.03058504708

W :={0. -0.5463024898 0.7268487551 0.4317121888 0.1136186981
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 ]
T:=stackmatrix(delrows(F, 4..5),[0].[1]);
_ 0. ]
-0.4948079186
f:=-0.9588510772
0
. 1 .

p:=linsolve(W,f);
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_ 0. _
1

p:= 0.
-1.020698925
1 0.2473147464 |

cevap:=Cevap(4,p);
cevap := [x — 0.1701164875 x> + 0.01030478110 x“]
y(X) 1=X-.1701164875*x3+.1030478110e-1*Xx"4 ;
y(x) := x —0.1701164875 x* + 0.01030478110 x*

seklinde bulunur.

Sekil 3.2.1
Ornek 3.2.1’in gercek ¢ozim ve verilen U¢ yontemle bulunan c¢ézimlerinin
karsilastiriimasi Sekil 3.2.1°de verilmistir. Burada, DTM ¢6ziimunde on bir adimda, ADM
¢oziminde bir adimda ve TCM c¢o6ziminde ise bes noktada ¢6zume gidilmistir. TCM

¢coziminin diger ¢oziimlerden belli bir noktadan sonra ayrilmasi bu sebeptendir.



o1

Ornek 3.2.2.
y"+y =2x+2,y(0)=0,y'(0)=0 (3.5

denkleminin analitik ¢ozimi y(x) = x> dir.

a) Diferensiyel donlisum yontemi
Burada f(x)=2x+2olarak kabul edilsin ve f(x)’in diferensiyel ddnlsim
yontemine gore karsiligi f (k) igin (3.5) esitligi,

f (k)= (k+1)Y (k +1)

Yk ) = Dk +2)

olur.
Buradan y(0) =0’a karsilik Y(0) =0, y'(0) =0"e Kkarsilik Y (1) = 0ve (3.5) esitliginden
y"(0) =1 bulunur ve buna karsilik Y (2) =1 olur. (3.5) esitliginin Maple kodlariyla ¢6zumi
Y[0]:=0:Y[1]:=0:Y[2]:=1:
# fonksiyon karsiligi
for k from O to 10 do
Tl k] :=coeftayl (2*x+2,x=0,k) ;od:
# transform karsiligi
for k from 1 to 10 do
Y[k+2] :=(F[k]-Y[k+1]*(k+1))/(k+1)/(k+2):0d:
#sonuc hesaplaniyor
t:=0:
for k from O to 10 do
to=t+Y[k]*x"k:od:
print("'DTM",t) :print("'Exact",convert(series(x
N2,x=0,10),polynom));
"DTM", x*

"Exact", x°

b)Adomian Ayrisim Yontemi [12]

2
L()= %(.) secilirse buradan

L) = ﬁ(.)dxdx
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olur. (3.5) esitligi operator formunda yazilirsa
Ly=-y'+2x+2
bulunur ve esitligin her iki tarafi L™ operatorii ile carpilirsa
y=y(0)+xy'(0) - L*(y)+L"(2x+2)
elde edilir. Buradan
Y, = y(0) +xy'(0) + L*(2x + 2)
Y...=-L"Y,n>0

olup

ufo]:=Cint(int(2*x+2,x=0..x) ,x=0..%X)):

for k from O to 10 do
ufk+1]:=-int(int(diff(u[k],x),x=0..%x),x=0..x):
od:t:=0:

for k from O to 10 do

t:=t+u[k]:od:

print(t):

1
2 13
X"+ 3113510400 *

elde edilir.

c¢) Taylor Siralama yontemi

y'+y' =2x+2,y(0)=0,y'(0)=0

y(x) =Z4: y”n(lc) (x-c)",0<x,c<1

sonlu N=4 dordlnci dereceli Taylor Polinomlari cinsinden Taylor serisiyle yaklasalim.

Taylor siralama noktalarini, N=4 igin

1 1
x(,:O,xl:Z,x2 =§,x3:Z,x4:1

olarak alalim. Bdylece P(x)=1PR,(x) =1, f(x)=2x+2olur. Bu fonksiyonlarin matris
denklemi
{P,CM, + PCM,JA=F
olur. Kosul denklemleri olusturulursa
U,=[Uy4]=L 0 0 0 0 ; o0
U =u;4]=[0 1 0 0 0 ; 0]



bulunur. Maple kodlariyla ¢ozumi yapilirsa

Pl:=Pmatrix(5,0,1,1);
P2:=Pmatrix(5,0,1,1);

Pl:=
P2 .=
>C:=Cmatrix(5,0,1);
"1
1
C=|1
1
1
>M1:=Mmatrix(5,1);
M2:=Mmatrix(5,2); )
M1 =
M2 =

>
>MO:=Mmatrix(5,0);

o O O o

= MW NEFR MNPE O

O OO kP O OO o o

P Hloe sk Bl o

(@)

OO0 o oo © o

O O, OO O O Frr O Oo

OO O O Fr o o

O P OO O OFr O o o

[E 0)‘\“\3 0| - i)‘l—\ o
P O o o NEFk oo

o O o

o
|

O O Nk O
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>F:=Fmatrix(5,0,1,2*x+2);

>with(linalg);

> evalm(P1&*C&*M1) ;

> evalm(P2&*C&*M2) ;

1
A NN WO DNOTN

0 o0
1 0

1
0 35
0 O
0 O

Alw NI AP, O
N %‘@ 0| %‘I—\ o

|

AW NI MNP, O

[ERN
[EEN

o O o

D=

w
OO‘I—‘O
S

‘@ &l

H
DL N
[es]

Nk Blo ok Bk o
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> A:=evalm(evalm(P1&*C&*M1)+evalm(P2&*C&*M2)) ;
-0 d

1 1 0 0
B
a0 12 5w
° 1 G % 1
i 0 1 2 g g |
>delrows(A, 5..5);
0 1 0 0 0

-1 31 9 191 319
4 32 384 6144 122880
23 47 79
48 384 3840
-3 23 87 549 2799
4 32 128 2048 40960 |

>hl:=Hmatrix(5,0,0);
hi:=[1 0 0 0 Q]

> evalm(h1&*MO) ;
evalm(h1&*M1);
[L 0 0 0 0]

0 1 0 0 0]

>delrows(F, 4..5);

w NoT N

>W:=stackmatrix(delrows(A, 4..5),evalm(hl1&*M0),evalm(h1&*M1));
[0

1 1 0 0 T

5 9 13

0 1 2 32 384
W = 3 5 7
0 1 5 8
1 0 O 0 0

010 0 0|
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> f:=stackmatrix(delrows(F, 4..5),[0],[0D);

O O W NOoT N

>p:=linsolve(W,f);

o O N O

>Cevap:= proc (N,P::matrix)
local 1,j,.k,f,T,C;

f:=(1,)) -> x~g-L)/g-1':
T:=matrix(1,N+1,T);
C:=multiply(T,P);

eval (C):

end:

> cevap:=Cevap(4,p); )
cevap := [x?]

>y(X):1=x"2;
y(x) := X2

bulunur. Bulunan ¢ztimlerin gercek ¢oztmle karsilastirildigi grafik gizilirse;
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Sekil 3.2.2
Sekil 3.2.2°de, DTM ¢6zuminde on adimda, ADM ¢6zimiinde on bir adimda ve TCM

¢cozlminde ise bes noktada ¢6ziime gidilmistir.

3.3 Diferansiyel Denklem Sislemleri

Ornek.3.3.1
Yi =Y, —Cosx
y; =Y;— e” (3-7)
Ys=Y1—Y,

y,(0) =1,y,(0) =0 ve y,(0) =2

Sisteminin analitik ¢cozimu y, =e”,y, =sinx, y, =e* +cosx dir.
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a) Diferensiyel Donlsim Yontemi[15]
(3.7) sisteminde g(x)=cos(x) ve m(x)=e*olarak kabul edilsin ve g(x) ve m(x)’in
diferensiyel donusim yontemine gore karsiligi G(k) ve M (k) icin (3.7) esitligi,
(k +2)Y,(k +1) =Y, (k) - G(k)
(k +DY,(k +1) =Y, (k) — M (k)
(k+DY,(k +1) =Y, (k) - Y, (k)
olur. (3.7) esitliginin maple kodlariyla ¢ozimi
restart:Y1[0]:=1:Y2[0]:=0:Y3[0]:=2:
# fonksiyonkarsiligi
for k from O to 10 do
G[ k] :=coeftayl (cos(x),x=0,k):
M[k] :=coeftayl (exp(x),x=0,k):
od:
# transform karsiligi
for k from O to 10 do
Y1[k+1]:=(Y3[K]-G[k])/(k+1):
Y2[k+1]:=(Y3[K]-M[Kk])/(k+1):
Y3[k+1]:=(Y1[K]-Y2[Kk])/(k+1):
od:
#sonuc hesaplaniyor
t1:=0:t2:=0:1t3:=0:
for k from O to 10 do
tl:=tl+Y1[K]*xXk:
t2:=t2+Y2[ K] *xXk:
t3:=t3+Y3[Kk]*xk:
od:print(’’'DTM y1",t1l) :print("'DTM y2",t2):
print("’'DTM y3",t3):
print(analitik yl1",series(exp(x),x=0,10));

print(analitik y2",series(sin(x),x=0,10));
print(Canalitik y3",series(exp(x)+cos(x),x=0,10));
DTMyl ,1+x+2x +6x +24x +120x +720x +504OX +40320x
1 9 1 10
362880 * " 3628800 *




[EEN

L x> — L x| + L x°
20 5040 362880

1 & 1 5, 1 4 1

n n J— 3
DTM y2", x 6x+1

"DTMy322+x+}x3+J¥ﬁ+

6% T12% T120% T5040* T 20160 ° * 362880 ¥

"analitikylu,1+X+1X2+1X3+ix4+ 1 X5 4+ 1 5 1 7

2 X e X Tt 120" T 720% 5040 ta0320° T

1

9 10

362880 © + O<7)
" e " 1 3 1 s 1 7 1 9 10
anahuky2,x——6x 4—120x ——5040x +_362880X + O(x™)

. 1 1 1 1 1 1
"analitik y3" 2 + X+~ x>+ - x* + > ! 8

6% T 12% T120% T5040* T 20160 * 362880

9

8

x? + O(x

10)

b)Adomian yontemiyle ¢c6zimune bakilirsa [13]

y1=1—jaBUMX+jyﬂx=l—ﬁnu)
0 0
Y, :—Iexdx+jy3dx =1-¢”
0 0

Vs =2+ [ (Vip = Yo Jix =2
0

ufO0]:=1-sin(x):v[0] :=1-exp(x):w[0]:=2:
for k from O to 15 do
ufk+1]:=int(w[k],x=0..x):
Vlk+1]:=int(w[k],x=0..x):
wlk+1]:=int(u[k]-v[Kk],x=0..%x):

od:

y1:=0:y2:=0:y3:=0:

for k from O to 15 do
yl:=yl+u[k]:y2:=y2+v[k]:y3:=y3+w[k]:
od:

print(yl,y2,y3):

e, sin(x), cos(x) + e*
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c) Taylor Siralama yontemi[10]

y; — Y, =—C0SX

Yo=Y =€

Ys=Y1+Y, =0

y,(0)=1y,(0)=0ve y,(0) =2 0<x<1
sonlu N=2 ikinci dereceli Taylor Polinomlari cinsinden Taylor serisiyle yaklasalim. Taylor
siralama noktalarini,

Xo =—-1X% =0,x, =1

olarak alalim.
100 0 0 -1 —cos(x)
Pt)=/0 1 0|,Rt)=/0 0 -1[,f(x)=| —¢
0 01 -1 1 0 0

Burada Taylor siralama noktalari matris denkleminde yerine yazilirsa

Pt) O .. O f(t,)
o _ ? e@)“. ? 1F_fgg
0 0 0 Rt)] [ty

olur. Bu fonksiyonlarin matris denklemi
> PTM/A=F
i=0

olur ve bu matris denkleminde (2.32) ye benzer sekilde

kabul edilirse
WA=F
bulunur. Bu W matrisinin son m satiri silinerek ve bu silinen satirlarin yerine kosullarla ilgili
V olarak tanimlanan matris yazilarak yeni elde edilen matrisle F ¢ozulerek A matrisi elde
edilir.
ve
y? =T (OM/A

olur. Buradan

T=["¢t,) T'a) ... T°a)]
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T@W) 0 .. 0 M, 0 0
) - ? Tft) 0 M= o M 0
0 0 0 T 0 0 0 M,

olur. Kosul denklemleri olusturulursa

m-1

Y [a,y? (@) +b,y @ (b) + ¢,y (c)]= 2
j=0
bulunur.
olur ve kosul denklemi
m-1
YaT @+bT (b)+c,T (M A=2
=0

olur. Burada V olusturulursa

m-1

V=Y[a,T (@+bT ) +cT M

j=0
VA= 4

bulunur.

m-1 .

DY UMA=2

j=0

buradan

olur.
Simdi tekrar Ornek.3.3.1. igin

PT'M, +PT'MJA=F

esitliginin Maple kodlariyla ¢ozimda olusturulursa
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MO :

PO :

MI -

Pl :

S O O O O O = O O

(01000
00100
00000
00001

=l00000
00000
00000
00000
00000
10000
01000
1
0000
0010
0001
000 00
000 00

0-1 00

0-1 00

1 0 00

0 0 00

0 0 00

0 0-11

0 0 00

0 0 00

0 0 00
10000
01000
00100
00010
00001
00000
00000
00000
00000

1
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00 0
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V.

S O = O O = O O =

= -1.

-110 000
001 -110
000 001 -
000 000
001 000
000 001
110 000
001 110
000 001
-1 0 0 0 -1

-0.5403023059
-0.3678794412
0
-1.

0
-0.5403023059
-2.718281828
0

—_ O O O O o = O O

100000000
000100000
000000100

0
0
1
0
0
0
0
0
1
1 —
1 —
I -1
1
-1 —-—
2
1
_1 P
2
1 1
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-1 0 O
-1 0 O

0

0

0
-1 0 0

0

1

0
0

0
0

[ ~0.5403023059

-0.3678794412

01 -1 00 0 -11 —% -0.5403023059

0

2

00 0 01 -1-11 —% -0.3678794412
0 00 O

1 1
-11 - 1 -1
2

1.
-1.

-10 0
-10 0

1

0

00 0 01 O
-10 0 1 0 0 O

1

0

1

0 0 00 0 0O O

0
00 0 0O0 O

10 0 0O0 O

0

0

0

1

0.583408022075000088

0.410985157374999965

2.

1.

-0.0862114323500000612

kl :
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x := 1. + 1. t + 0.583408022075000088 t°
y = 1. t + 0.410985157374999965 t2
z:=2.+1.t-0.0862114323500000612 t?

seklinde bulunur.

Sekil 3.3.1.
Ornek 3.3.1 sisteminde y, gercek ¢oziminin ve verilen G¢ yontemle bulunan

cozimlerinin karstlastiriimasi Sekil 3.3.1°de verilmistir. Burada, DTM ¢06zuminde on bir

adimda, ADM c¢6ziminde on alti adimda ve TCM c¢ozlminde ise l¢ noktada ¢6ziume
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gidilmistir. TCM c¢ozimunin diger ¢ozumlerden belli bir noktadan sonra ayrilmasi bu

sebeptendir.

Sekil 3.3.2.
Ornek 3.3.1 sisteminde vy, gercek c¢Oziimiinin ve verilen (¢ yontemle bulunan
cozlmlerinin Karsilastirilmasi Sekil 3.3.2.’de verilmistir. Burada, DTM c¢6zimiinde on bir
adimda, ADM c¢o6ziminde on alti adimda ve TCM c¢ozlminde ise l¢ noktada ¢6zime

gidilmistir. TCM c¢ozimuntn diger ¢ozumlerden belli bir noktadan sonra ayrilmasi bu
sebeptendir.
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Sekil 3.3.3.

Ornek 3.3.1 sisteminde y, gercek c¢oziminin ve verilen G¢ yontemle bulunan

cozlmlerinin karstlastiriimasi Sekil 3.3.3’de verilmistir. Burada, DTM ¢0zuminde on bir
adimda, ADM ¢0zimiinde on alti adimda ve TCM ¢0zimunde ise (¢ noktada ¢Ozime
gidilmistir. TCM ¢6ziminan diger c¢ozimlerden belli bir noktadan sonra ayrilmasi bu
sebeptendir.
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4. GENEL SONUC VE ONERILER

Bu calismada Diferansiyel dénusim yontemi, Adomian ayrisim yontemi ve Taylor
siralama yontemi hakkinda bilgi verilmistir. Bu yontemler kullanilarak integral denklemleri,
yiksek mertebeden diferensiyel denklemler ve diferensiyel denklem sistemlerinden ornekler
¢ozllmus ve sonuclari karsilastiriimistir.

Diferensiyel donlsiim yontemi ile denklemler, analitik veya analitige ¢ok yakin
yaklasik sonuglar verecek sekilde c¢ozilebilmektedir. Bu yontemde diger yontemlerde
karstlasilan karmasik integrallerin yerine bilgisayarda kolayca tanitilabilecek cebirsel
denklemlere varilir ve bu cebirsel denklemlerinde basit sekilde ¢cozumi hesaplanabilir.

Adomian ayisim yontemi, bircok alanda karsimiza ¢ikan lineer olmayan problemlerde,
elemanlart indirgemeli sekilde hesaplanan bir polinom serisindeki lineer olmayan
polinomlarin ¢6zimunde dnemli bir yere sahip olsa da karsimiza hesaplanamayan integraller
cikarmasindan dolayi her elde edilen Adomian polinomunun ¢6zimu bulunamayabilir.

Diferensiyel denklemlerdeki bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerinin sonlu Taylor seri
acithmlarinin ve bilinen katsay1 fonksiyonlarinin siralama noktalarindaki degerlerine bagli
matris formlarinin elde edilmesi, sonra bunlarin yerine konulup denklemin Taylor katsay1l bir
matris denklemine donustirilmesinden ibaret olan Taylor siralama yontemi, sadece lineer
cebirsel sisteme karsilik gelen sonug¢ matris denklemlerini ¢ozebileceginden lineer olmayan

sistemler i¢in ¢6zum bulamaz.
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