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REEL YANSIMA GRUPLARI VE KOK SISTEMLERI

Neslihan DURAN
Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Haziran 2007
Tez Damismani: Prof. Dr. Himmet CAN

OZET

Bu tezin esas amaci, reel yansima gruplarini ve kok sistemlerini tanitmaktir. Burada
tartisilan konular yeni degildir; yani, reel yansima gruplar1 ve kok sistemleri bir ¢ok
yazar tarafindan incelenmistir. R. W. Carter, C. T. Benson, ve L. C. Grove, J. P. Serre,
J. E. Humphreys ve son zamanlarda R. Kane’in caligmalar1 buna oOrnek olarak
gosterilebilir. Bu tez temel olarak, R. Kane’in ¢alismalar izlenerek, reel yansima
gruplar tizerindeki sonuclar ele alir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir:

Birinci boliimde, tezin igerigi ile ilgili bir giris yapildi.

Ikinci boliimde, yansima ve yansima gruplar1 hakkinda bazi temel bilgiler verildi.
Ugiincii boliimde, kok sistemler ve kok sistemlerin alt sistemleri tanitildi.

Dordiincii boliimde, Coxeter gruplari tanitildi. Reel yansima gruplart ve Coxeter
gruplar arasindaki iliski incelendi.

Besinci boliimde, kok sistemlere Coxeter grafikleri karsilik getirilerek, Coxeter

sistemlerinin ve yansima gruplarinin bir siniflandirilmasi elde edildi.

Anahtar kelimeler: Yansima, yansima gruplari, kok sistemleri, Coxeter sistemleri,

Coxeter grafikleri, Coxeter gruplari.
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REAL REFLECTION GROUPS AND THEIR ROOT SYSTEMS

Neslihan DURAN
Erciyes University, Graduate School of Natural and Apllied Sciences
M. S. Thesis, June 2007
Thesis Supervisor: Prof. Dr. Himmet CAN

ABSTRACT

The main object of this thesis is to introduce the real reflection groups and their root
systems. The ideas discussed here are not new; that is, the real reflection groups and
their root systems have been studied by many authors, see for example the works of R.
W. Carter, C. T. Benson and L. C. Grove, J. P. Serre, J. E. Humphreys, and more
recently, R. Kane. The thesis is mainly concerned with the results on real reflection
groups by following the work of R. Kane.

The thesis consists of five chapters:

In the first chapter, the introduction is given dealing with thesis.

In the second chapter, some basic information about reflection and reflection groups

is given.

In the third chapter, root systems and subsystems of the root systems are introduced.

In the fourth chapter, Coxeter groups are introduced. The relation between real
reflection groups and Coxeter groups are examined.

In the fifth chapter, by determinig the Coxeter graph associated with a root system,

a classification of Coxeter systems and reflection groups is obtained.

Keywords: Reflection, Reflection groups, Root systems, Coxeter systems, Coxeter

groups, Coxeter graphs.
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1. BOLUM

GIRIS

Reel yansima gruplar iizerindeki ¢calismalar yogun bir sekilde devam etmektedir. Bazi
reel yansima gruplarinin mertebeleri ¢cok biiyiikk oldugundan, bu gruplarin yapilari ne
yazik ki giinlimiize kadar aydinliga kavusturulamamustir. Fakat bilgisayar imkanlarinin

giderek artmasiyla bu zorluklarin iistesinden gelinmeye baslanmis olup, 6rnegin 2007
yilinda E; tipindeki reel yansima grubunun yapisi aydinlatilmistir.

Iste bu calismada biz reel yansima gruplar1 ve bu gruplar ile ilgili kok sistemlerin bazi
temel 6zelliklerini incelemeyi hedef edindik. Her bir A kok sistemine bir W (A) reel
yansima grubu karsilik gelir. A kok sisteminin temel 6zellikleri incelendikten sonra,
bunlarin alt sistemlerinin nasil elde edildigi ele alindi. Ayrica her bir W yansima
grubuna bir (W,S) Coxeter sistemi karsilik gelir. (W,S) Coxeter sistemleri
incelendikten sonra, (W,S) Coxeter sistemine karsilik gelen bir X  Coxeter
grafiginin nasil elde edildigi izerinde durulmustur. Boylece, bir A kok sistemine bir X
Coxeter grafigi karsilik getirilerek, Coxeter sistemlerinin ve yansima gruplarinin bir
tam listesi elde edilmistir. Bu ise bize indirgenemez sonlu yansima gruplarinin

siniflandirilmasini verir.

Reel yansima gruplarn hakkinda temel bilgiler Benson ve Grove [1], Carter [2,3],
Humphreys [8] , Serre [1 1] ve Kane [9] gibi yazarlarin kitaplarinda bulunabilir. Reel

kok sistemlerin alt sistemlerinin nasil elde edilecegi ile ilgili bir algoritma Carter [4]

tarafindan verilmistir. Reel yansima gruplar: iizerinde tanimlanan uzunluk fonksiyonu



yardimiyla parobolik alt gruplarin koset temsilcilerinin bir ciimlesinin nasil elde
edildigi tizerinde durulmustur.

Yansima gruplarinin soyut bir grup olarak Coxeter gruplari adi altinda bir temsile
sahip oldugu incelenmistir.

Bu calismanin 6nemi, son zamanlarda yeniden biiyiik bir énem kazanan yansima

gruplarini, temel olarak Kane [9] in alternatif ¢aligmasi izlenerek incelemektir.

Elbette, akilda tutulmalidir ki bu sadece bir inceleme calismasi olup konuya herhangi

bir yenilik getirmemektedir.



2. BOLUM
YANSIMA VE YANSIMA GRUPLARI
E, n boyutlu bir Euclid uzayi olsun.

Tamm 2.1. E de bir yansima, bir hiperdiizlemdeki vektorleri sabit birakan ve hiperdiizleme
ortagonal olan vektorleri negatiflerine doniistiiren E Euclid uzayinin bir lineer doniistimiidiir.

O halde,

bir 0 # @€ E vektorii icin xe E olmak iizere

seklinde tamimlanan bir s,:E — Edonisimii H, hiperdiizlemine gore bir yansimadir.

Burada, H, hiperdiizlemi asagidaki sekilde verilebilir.

------------------- >

(a)={Aa|le IR}

H, = <6¥>L ={x|x 4 0{}

“ (i) =0}

R —

2

Boylece; boyL=1, boyH,=n-1 olup
boyE =boy(L® H,)=boyL+boyH,=1+n—1=n
dir.



E lizerinde bir yansima grubu, E deki biitiin yansimalar tarafindan iretilen bir gruptur. s,

yansimalarinin iirettigi yansima grubunu W ile gosterelim. O halde
W = <sa| O+xaeE,s,:E—E biryans1ma>

dir.
Simdi asagidaki onermede s, yansimasinin bazi temel ozelliklerini verecegiz [1] :
Onerme 2.2. Bir 0+ a e E vektirii icin, s, : E — E bir yansima olsun. Bu taktirde;

1. s, lineerdir.

2. s, =1dr

3. s, (a)=-a dir.

4. VxeH,, s,(x)=x dr

5. VAeIR iin s,,=s, dir.

6. s, ortagonaldir

7. @:E — E ortagonal bir doniisiim olmak iizere

@s, @ = S p(ary AT

8. s, ya karsilik gelen matris

-1
1
1
- 1_
seklindedir.
9. dets, =—1 dur.
Ispat. Vx,ye E icin,
(x+y,a)
1. sa(x+y)=x+y—2—

(@.a)



dir.

Simdi A€ IR, xe E olmak iizere,

s, (Ax) = ﬂx—2Ma’

(a.a)

dir. O halde, s, lineerdir.

2. Vxe Eigin,

olup s =1 dir.



dir.

4. Vxe H, igin, <x,a>=0 olup

(a.a)
=x
dir.
5. VA€ IR igin,
S (X)=x-2 <x,/1a> Aa
(Aa, Aar)
=x—2A47 <x,0{> o
2{a,a)

dir. O halde s,, = s, olur.

6. Simdi f : E — E bir lineer doniisiim olsun. V x, ye E icin, <f(x),f(y)> =(x,y) isef ye
ortagonal bir doniisiim denir. O halde,

V x,ye Eicin, i¢ carpim bilineer oldugundan,

dir. O halde s, ortagonaldir.

7. Vxe Eigin,

05,0 (x)= (s, (¢ (x)))



=g~ (x)-2 ) o(a)
., (o)
To(a).o(a) "

olup, ¢s,p™" =5, dir.

8. Kabul edelim ki boyE =n olsun. Bu durumda <a> ={/10!|/1€ IR}, <0{>l ={xe E|x 1 a} ,
E={a)®(a) diyelim.

Simdi {a}, <a> nin bir bazi ve {a,....a, ,} de <a>L nin bir bazi olmak iizere; E Euclid
uzayinin bir bazi {@, ¢, @,,...,&, , } olsun. Bu durumda

s, () =—a=-1a+0a, +0a, +...+ 0, ,

s, ()=, =0a+1¢, +0a, +...+ 0z,

s, (&

n-1

)=a,, =00+0c, +0a, +...+1c,

olup, s, ya karsilik gelen matris

dir.
9. s, ya karsilik gelen matris diagonal bir matris oldugundan s, nmin determinanti, matrisin

asal kosegen lizerindeki terimlerinin ¢arpimidir, yani

dets, =—1.1.1...1
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dir.

Tanim 2.3. E ve E'verilen iki Euclid uzay1 olsun.

O(E) ={ f | f : E — E ortagonal bir lineer d(’)nijsiim} ye E nin bir ortagonal grubu denir.
W cO(E) ve W'cO(E')olmak iizere W, W' yansima gruplarina izomorfik denir, eger
f:E—E' i¢ carpim1 koruyan ve fWf Towe sartiz1 saglayan bir lineer izomorfizm ise
[10].

W bir yansima grubu olsun. W daki bazi yansimalar tarafindan iiretilen W nin bir alt grubuna
W nin yansima alt grubu denir. W ve W,, W nin asikar olmayan iki yansima alt grubu olmak

tizere, eger W =W, xW, ise W ye indirgenebilirdir denir. Aksi halde W ya indirgenemezdir
denir [5] Boylece, yansima gruplarinin siniflandirilmasi, indirgenemez yansima gruplarinin
siniflandirilmasina indirgenmis olur.

Ornek 2.4. Simdi, bir yansima grubu 6rnegi olarak S simetrik grubunu goz Oniine alalim.
i=1,2,..,n—1 igin r, ler (i,i+1) transpozisyonlarina karsihk gelmek iizere {r,n,....,r, }

tarafindan iiretilen gruba S, simetrik grubu denir.

Simdi, {e,,e,,....¢,}, E nin standart bir baz1 olmak iizere, her r, transpozisyonuna &, = ¢, —e;,,
(i=12,..,n—1) olmak iizere, s, : E — E yansimasi kargilik getirildigi zaman, S, simetrik

grubuna bir yansima grubu goziiyle bakilabilir. O halde, §, simetrik grubu

i—j|22>

P =(nn,) =(nr) =1

S, =<r1,r2,...,rn_1

seklinde bir temsile sahiptir. Ileride gosterilecektir ki, S simetrik grubu A

n n—

, tipinde bir

yansima grubuna izomorftur.



3. BOLUM
KOK SiISTEMLER

E bir Euclid uzay1, boyE =n olsun. W, E iizerinde sonlu bir yansima grubu olsun. 0 # o€ E

ve ||a|| =1 olmak iizere s,, ¢ ile ilgili bir yansima olsun.
Tamm 3.1. Eger E nin sonlu bir alt ctimlesi

A={ae E|s,e W, a=0,

0{||:1}CE
l.ae Ale IR=> Aae A A=%1
2. a,feAicin=>s,fe A

sartlarin1 sagliyorsa A ya E de bir kok sistem denir [8] . A nin her bir elemanina da bir kok

ad1 verilir. Bu tanimdan

A= J{a}of-a}

SaeW
olur.

Tanim 3.2. A, E Euclid uzayinda bir kok sistem olsun. ¥ < A olmak iizere eger
1) 2 lineer bagimsiz,

2) A daki her vektor 2, daki vektorlerin bir lineer birlesimi olarak yaziliyor ve bu yazilista

katsayilar tamamen pozitif veya negatif oluyor ise bu taktirde . ya A icinde bir temel sistem
denir. X nin elemanlarina da temel kok adi verilir [3].
Simdi X={e.@,....a,} olsun. @€ A i¢in =) Aa, yazihsinda efer 4 20 ise aya bir

i=1

pozitif kok; eger A < 0ise bu takdirde & ya bir negatif kok denir.
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A daki biitin pozitif koklerin koleksiyonu A";negatif koklerin koleksiyonu da A~ ile

gosterilir ise bu taktirde A=A" UA™ olacaktir.

Burada, acik olarak, A~ =—A" dir. O halde, bir A kok sistemine karsilik gelen bir yansima
grubu W =W (A) =<sa|ae A> ile verilir. Simdi, ornek olarak, A ,B,,C,,D, tipindeki kok

sistemlerini g6z 6niine alalim [1].

E, n boyutlu bir Euclid uzay1, A da E Euclid uzayinda bir kok sistem olsun. {e,,e,,...,¢,} de E

nin bir standart baz1 olsun.

1. A, Kok Sistemi:

A={e,—e,|i= j} kok sistemine A, tipindeki kok sistem adi verilir. A, kok sisteminin

temel sistemi
Y={e—e,e,—e,...e, , —¢,}
seklinde gosterilir. A, kok sisteminin
A ={e,—eli< j}
A ={e,—¢]i> j}
seklinde pozitif ve negatif koklerini gosterebiliriz.
2. B, Kok Sistemi:

A={te te|i# j}u{te|1<i<n} kok sistemine B, tipindeki kok sistemi adi verilir. B,

kok sisteminin 2 temel sistemi

Y={e —e,e,—es,....e, , —e,e,}
dir.
B, kok sisteminin pozitif ve negatif kok sistemleri sirasiyla

A ={e—eli<jiufe+e|i= jlu{e]

A ={e—eli>jluf{-e—¢|iz j}u{-¢]}

seklindedir.
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3. C, Kok Sistemi:
A={*e te,|i# jJu{+2¢]} kok sistemine C, tipinde kok sistem adi verilir. C, kok
sisteminin 2. temel sistemi
>={e—e,e,—e,...e, , —¢,,2e,}
dir. C, kok sisteminin negatif ve pozitif kok sistemleri de
A ={e—eli<jiufe+e|iz jlu{2e]}
A ={e—eli>jtuf-e—e|i= j}u{-2¢]
dir.
4. D, Kok Sistemi:

Az{iel.iej|13i, Jj<n,i# j} kok sistemine D, tipinde kok sistem adi verilir. D, kok

sisteminin . temel sistemi
r={e—e,e,—€,..ne,,—e,.e,_ +e,}
seklindedir. D, kok sisteminin pozitif ve negatif kok sistemleri de
A" ={ e —e,li< j}u{ e +eli# j}
A” ={ e, —ej|i > j}u{ —e —e; |i¢ j}
seklindedir.

Tanmm 3.3. A, EEuclid uzayinda bir kok sistem olsun. X c A olmak iizere bir X temel

sistemi segelim. >, ya karsilik gelen {sa|a/e Z} yansimalarina W yansima grubu i¢in femel

yansimalarin bir ciimlesi denir [8] .

i =(nna) =(nn) =1,

Ornek 3.4. S

n+l

i—j|= 2> simetrik
grubunu g6z Oniine alalim.

{e/.e,,....e, e,.,}, E nin standart bir bazi olmak iizere her i=1,2,..,n i¢in @, =¢ —e,,

n+l

olsun. Bu durumda her s, yansimasmna W (A,) de bir temel yansuma denir.
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Tamim 3.5. A, E Euclid uzayinda bir kok sistem olsun. >, C A olmak iizere bir 2. temel

sistemi secelim. &€ A olmak iizere o = 2/1, @, seklinde tanimlansin. O halde (&)= Z A
i=1 i1
ye 2. temel sistemine gore « min agirligi denir.

Burada a>0ise h(a)>0 ve a<0ise h(a)<0 dir.

Lemma 3.6. A, E Euclid uzayinda bir kok sistem olsun. 2, C A olmak iizere bir Y. temel

sistemi segelim. Bu durumda o >0ve a¢ 2. icin
@) s 70> 0
(i) h(s, o) <h(a)

olacak sekilde bir ¢, € > kokii vardir [ 9 ].
Simdi, {Sa |0(e Z} temel yansimalari tarafindan iiretilen W yansima grubunun bir alt grubu

W, olsun.
Onerme 3.7. Eger ace A ise bu taktirde bazi pe W, ve a, € Yicin a=¢@a, dir [8].

Ispat. Ispat1 sadece & > 0icin goz oniine alabiliriz. Ciinkii eger @ = pa, ise
—a=¢(-a,)= (qosak ) @, dir. Simdi h(e) iizerinde tiimevarim ile ispati tamamlayalim.

h(a)=1ise e Zolup, ¢ =1 olur. h(a)>1 ise Lemma 3.6 dan
S, >0 ve h (sa[ a)<h ()

olacak sekilde bir « €2 secebiliriz. Tiumevarimdan bazi @e W, ve o €2 icin

s, & =@a, dir. Buradan da o = (sa’_ qo) o, dir.

Onerme 3.8. Eger Y., A da verilen bir temel sistem ise bu taktirde W =W (A) {sa| A= Z}

temel yansimalari tarafindan iiretilir [3]

Ispat. W, {sa| oe Z} tarafindan tretilen W min bir alt grubu olsun. W = W oldugunu

gostermek igin her e A igin s, € W, oldugunu gostermek yeterlidir. Onerme 3.7 den her

ae A ise a=¢ @, olacak sekilde bazi pe W, @, € > vardir. Onerme 2.2 nin yedinci
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sikkindan @ =¢ ¢; oldugundan s, =s,, =@s, @' dir. Buradan s, € W, dir. Bu durumda

W c W, olur. Halbuki W < W oldugundan, goriilir ki W, =W dur.

Tamim 3.9. A, E Euclid uzayinda bir kok sistem olsun. >, C A olmak iizere bir 2. temel

sistemi secelim. W (A), S ={ sa| ae Z} temel yansimalar tarafindan iiretilen bir yansima

grubu olsun. we W (A) i¢in s, € S olmak iizere

w=s§ S N

seklinde yazilir. Bu yazilista eger r en kiiciik pozitif tamsayi ise bu taktirde w=s, s, ... s, ye

indirgenmis formda denir [1 1] .

Kabul edelimki we W (A) temel yansimalarin bir ¢arpimi olarak w=s, s, ..s, seklinde

indirgenmis formda yazilsin. Bu taktirde w nun boyu

seklinde tanimlanir.

Ornek 3.10. S, =W (4,) = <s s > simetrik grubunu goz Oniine alalim. Bu taktirde

o’ a,

tur.

Lemma 3.11. W bir yansima grubu olsun. Bu taktirde we W igin {(w)= ﬁ(w‘l) dir.
Ispat. we W olsun. Kabul edelim ki

w=s,s,...s, seklinde indirgenmis forma sahip olsun. Bu durumda w™' =5 5 _ ...5,

n-1

dir. Buradan ¢(w)=n=/((w") dir.

Tamm 3.12. g€ W(A) icin ¢ tarafindan negatif koklere doniistiiriilen pozitif koklerin

sayisim (@) ile gdsterelim.

Bu taktirde asagidaki teoreme sahibiz.



14

Teorem 3.13. Eger pe W (A) ise ((@)=y(p) dir.

Simdi e W (@) i¢in ¢ tarafindan negatife doniistiiriilen pozitif koklerin ciimlesini A(g) ile

gosterelim. Bu durumda y(¢) =‘A(qo)‘ olur.

Teorem 3.14. Verilen bir @e W (A) icin eger P=5,...5, indirgenmis formdaysa bu

3

taktirde
A(¢) :{ak + 8o, Oy ,(saksak_] )a'k_z ,...,(sak seres S )afl}
dir [9]

Teorem 3.13 ve Teorem 3.14 in ispatlarim verebilmek icin ilk Once asagidaki lemmalara

ithtiyacimiz vardir.

Lemma 3.15. A, E Euclid uzayinda bir kék sistem, 2, da A icinde bir temel sistem olsun.

aey icin A(s,)={a} dir. (Yani s,tarafindan negatife doniistiiriilen tek bir kik o dur.)
[13]
Ispat. Onerme 3.2 nin iiciincii sikkindan s, @=-& oldugunu biliyoruz. Boylece,

a+pf, >0 iken s, >0 oldugunu gostermeliyiz. Kabul edelim ki £={¢,,0,,...., }

ve a =q,olsun. & # [ olmak iizere verilen f>0 icin = 2/11. «; ifadesinde
j=1

bazt k #i icin 4, >0... (%)
olur.

Diger bir durum olarak her k #i i¢in 4, =0 dir. O halde

ﬁ=2%~0’j
j=1
=Aa+Aho,+ . +Aa+..+A
=4a

dir. Bu durumda Tanim 3.1. in birinci sikkindan dolayr 4 =%1 olmak zorundadir. Fakat

B> 0oldugundan f =, =« dir. Diger taraftan
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1di. O halde

S, (211 ajj:i’ij sq (at;)
j= j=
=45, (aq)+..+ 4, S (a)+..+ 4, Sq ()

=45, (@)+.~da+. .+, (a,)

seklinde olur. Fakat (*) ifadesinden i # k i¢in 4 >0 dir. Bu durumda
Sa,,B = z/lj Se (aj) >0
J=1

dir. Bu ise ispati tamamlar.

¥ c A" olmak iizere her @€ X igin s,, A" —{a} iizerinde etkir. Yani;

s, (A" ~{a))=4"~{a)
dir. Yani s,, aharicindeki diger biitiin pozitif kokleri yine pozitif koklere doniistiiriir.

Dolayisiyla ¢ =s, s, ... s, ise y(@)<k dir. Yani ¢ en fazla k tane pozitif kokii negatif

koke doniistiiriir. Buradan da
y@) < Up) = k.. (A)
elde edilir.

Simdi verecegimiz Lemma 3.16 ¢ nin ¢ =s,s, ... s, seklinde herhangi bir yazilisini g6z
oniine almaktadir. Bu yazilista ¢ nin indirgenmis olmasi sart degildir. Verilen boyle herhangi

bir ifadede 1<i<k i¢in

'Bi = (Sak Sak—l sam )a/’

olsun.

Lemma 3.16. Eger i # j icin B, =%, ise

P =Sy Sy Sy o S



16

dir. Burada sapka gosterimi o terimlerin iptal edildigini gostermektedir [9]
Ispat. Simdi i< j olsun.

B = (sak S, Sar, )a'i ve f3, =(sak S, Sar )af ; dersek, hipotezden

j+

ﬂ:¢@
oldugundan
( & Oy 0‘:+1) l =+ (Sak O Ay )aj
olup
(Sa/ Sa/—] SaH-] )al = i a]
dir.

Diger taraftan s, =s_, oldugundan

S, = s( :(saj Su e Sa, )sa(_ (sam g sa_)

Saj Saj—] X“H—l )(Z(-

seklinde yazilir. Burada

dir.

A

ifadesini @=s,...3,...5, ...s, seklinde yazmamiza imkan

a; a; o

Bu denklem bize ¢=s,s, ...s

3

~ b —_ b b 3 2 . 3 bR AN b b
saglar. Yani ¢=s,s, ...s, ifadesinde “s,s, ..s, 7 yerine “s, ...s,” ifadesini aliyoruz.

(2738} i

Bu ise ispati tamamlar.

Eger =55, ...5, , @ igin indirgenmis bir form ise Lemma 3.16 dan dolay1 {4, ,...., 5, }

pozitif kokleri birbirinden farklidir. Simdi bu durumu asagidaki 6rnekle daha agik bir hale

getirelim.

Ornek 3.17. A, E Euclid uzayinda bir kok sistem, W (A) , A kok sistemine karsilik gelen bir

yansima grubu ve @€ W(A) olsun. A, A4 tipinde bir kok sistem ise i = 1, 2, 3, 4 i¢in
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o, =¢, —¢

i i+l

olmak lizere @=s,s, s, S, olsun. Bu durumda f,/5,, 5, B, pozitif kokleri

asagidaki gibi elde edilir.
IBI = (S%S% Sa2 )alz el —6'5

B, :( Sa, Sa, )0!2= € —¢

dir.
Simdi /(@) iizerinde timevarim uygulayarak Teorem 3.13 ve Teorem 3.14 nin ispatini

yapabiliriz. /(@)=1 olsun. Lemma 3.15 den dolay1 ¢ =s, olur.

Kabul edelim ki, pe W i¢in @=s, s, ... s, indirgenmis bir ifade olsun, yani /(¢)=k
olsun. ¢ i¢cin @=s, s, ... s, indirgenmis bir ifade olmak tzere ¢@=¢s, yazalim.
Tiimevarimdan kabul edelim ki Teorem 3.13 ve Teorem 3.14 ¢ i¢in dogru olsun. Biliyoruz ki

B =(s s s%)a" seklinde 1idi. Bu notasyona benzer olarak 1<i<k-1 i¢in

o Poy oo i

B = (s%_l Sep, + Sa., )afiolsun.
Boylece 1<i<k-1ve S =5, B ve ¢ B =@ B bagntilan elde edilir.

P =S5, S, - S, indirgenmis oldugundan Lemma 3.16 dan {B,.... 5.} elemanlan farklidir.

Tiimevarimdan

A(¢)={ﬁl ""’ﬂk—l}
dir. Buradan { B ,Bk_l} c A" oldugu goriiliir.
Simdi daha da giiclii bir sonucu asagidaki lemmada verelim.

Lemma 3.18. {,Bl ,...,,Bk_l} c A" —{a,} dir [9].
Ispat. :B, = ¢, ise bu esitligin her iki tarafina s, uygular isek;

B =-q,
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elde edilir. Diger bir deyisle i<k i¢in S =-f  dr. Lemma 3.16 dan

Q=54 -S4 --- Sy S, oldugunu biliyoruz ki bu ¢ i¢in ¢ =s, ... s, nin indirgenmis olmasi

gercegi ile celisir. O halde /;’l =, olamaz. Yani her 1 =I,... k-1 i¢in ,Bl # o dir. O halde
{,Bl,...,[?k_l} cA"—{e,} dir.

Asagidaki lemmay1 ispatlamak i¢in Lemma 3.18 1 kullanacagiz.

Lemma 3.19. {f,.... .} c A(9) dir [9].
Ispat. >0 ve ¢ 8 <0 oldugunu ispatlamaliy1z.
(i) B =a,>0 oldugunu biliyoruz. i<k icin BeA - {a}
5, (A= { & }) =A"—{, } oldugundan
Bo=s, B >0
elde edilir.
(i) 9B, = Ps,, o, =—pet, <0.
Lemma 3.15 den &, & A(@)={f,..... 5.} dir. Baska bir deyisle ¢(e,)>0 dir. Boylece i <
kicin o8 =@ ,Bl <0 dir. Dolayisiyla ispatimiz tamamlanmustir.

{B..... B} cimlesi farkli elemanlardan meydana geldiginden Lemma 3.19 dan asagidaki

sonucu ederiz:

k<y(¢).. (B)
dir.
O halde (A) ve (B) ifadeleri birlestirilir ise
k<y(9)<t()<k
elde edilir. Boylece y(¢)=/(¢)=k dur.
Bu ise Teorem 3.13 ve Teorem 3.14 in ispatin1 tamamlar.

Teorem 3.20. A , E Euclid uzayinda bir kok sistem, ¥ da A nmin bir temel sistemi, W (A), A

kok sistemine karsilik gelen bir yansima grubu olsun. ¢ € W (A) ve &, € X olmak iizere eger
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D=5, Sy S, V€ ((p)<k ise bu taktirde @=s,...5,...8,..5, olacak sekilde

1<i< j <k indisleri vardir [9]
Sonu¢ 3.21. Verilen ¢ W(A) igin eger P =5,y Sy V€ ((@)<k ise bu taktirde
S .5 =S8_..8  olacak sekilde 1<i< j<k indisleri vardir.

% a; iy Xjy

Teorem 3.20 nin ispatinda ilk Once asagidaki kavramlara ihtiyacimiz vardir. Bunun i¢in
Teorem 3.20 nin ispatina ge¢gmeden Once ilk olarak asagidaki yardimci teoremleri vermek

istiyoruz.

Onerme 3.22. Eger pe W(A) ve ae Y ise bu takdirde

U(ps,)=t(p)x1
dir. Ayrica
(i) l(ps,)=Ll(p)+1 & pa>0,

(ii) ((@s,)=l(9)-1= @a<0 dir [3,8].

Ispat. Onermenin ispatin1 yapabilmek icin asagidaki ifadelerden yararlanacagiz ve bu

ifadelerin Teorem 3.20 de nasil kullanildigin1 gosterecegiz. ¢ € W (A) , @€ 2, olsun. Simdi

Onermenin ispatini iki asgamada yapacagiz:

(a) ilk olarak A(@)—{a} ve A(@s,)—{a} ciimlelerinin ayn1 eleman sayisina sahip oldugunu

gosterelim.

(b) Ikinci olarak da ya @€ A (@) yada e A (¢s,) oldugunu fakat @ nin A(@) ve A(@s,)

nin ikisine birden ait olmadigin1 gosterecegiz.

Yine ispatimiz1 yapabilmek i¢in Lemma 3.23 ve Lemma 3.24 den faydalanacagiz.

Lemma 3.23. s,[A(p)—{a} |=A(ps,)—{a} dir. ( Yani s, bu iki ciimle arasinda
1-1 bir tekabiiliyet tesis eder.) [9]

Ispat. s p)—1aj|cAl@s, )—aj.. oldugunu gostermek yeterlidir; ciinkii bu
2 A Algs, **) old k lid ki b

ifademizde ¢ ile @ s, y1 yer degistirirsek
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se[Alps,)-{a}]cA(p)-{a]

elde ederiz. Bu ifadenin her iki tarafina s, uygularsak

A(ps,)-{a} cs,[A(p)—{a}]

olur.
(**) ifadesini ispatlamak icin Se A(@)—{a} alam. A(@)-{a} pozitif koklerden

olustugundan e A" —{a} olacaktir. Buradan da ¢ fe A™ dir.

[ddia ediyoruz ki s,f€ A(¢s,)—{a} dir. Lemma 3.15 den dolayi, ilk olarak,
s, [N —{a }] =A"—-{a} dir. Boylece s,feA"—{a} dir. Ikinci olarak da
@s, (s, f)=@ L A dir. Boylece (**) ifadesi elde edilir. Bu ise ispati tamamlar. Buradan
da yukaridaki (a) sikki elde edilir, yani ‘A(¢) —{a }‘ = ‘A((psa )—{a }‘ dur.
Yukaridaki (b) sikkinin ispati agagidaki lemmanin bir sonucudur.
Lemma 3.24.
() ae A(p) © pa <0,
(ii) ae A(ps,) = @a>0
dir [9]
Ispat. & pozitif kok oldugundan (i) sikki A(@) nin tanimindan gériiliir. (i) sikki igin

ae A(gs,) e @s,a<0

Seo=—¢s,a>0

dir.

Boylece, yukaridaki iki lemmadan onermenin ispati acikc¢a goriiliir. Simdi artik Teorem 3.20

nin ispatini vermek istiyoruz:

Teorem 3.20 nin ispat. ¢c W(A) ve /(¢)<k igin @=s,...s_ ifadesini alahm.

/(@) <k oldugundan en az bir j<k-1 i¢in



ﬁ(s% e Sq, ) =€(sm1 saj)—1
dir. Yukaridaki Onerme 3.22 den bu esitlik
(sm1 e S, )ocj+1 <0
ifadesine denktir. Simdi
(sam saj)oc >0 ve

j+

(sOci Sq, sav)oc. <0

i j+1

olacak sekilde i<j indislerini secelim. Diger taraftan s, (A"—{a})=A"-{a]}

oldugundan
(50, 50 )0 =0,
dir. Onerme 2.2 nin yedinci sikkindan

S(xi = (S(xm Socj )SocH (Suj... SOci+l )

oldugunu biliyoruz.

Buradan da
Se, Sy So; = Sy oo+ Sy,
dir.
Bu son ifade ile ¢ =s, ... s, ifadesini ¢=s,..8, .. §%] ... 8, seklinde yazabiliriz. Boylece

ispatimiz tamamlanir.

Tamm 3.25. W = W (A) , A c E kok sistemi ile sonlu bir Euclid yansima grubu olsun.

r={a,,0,,...,0,} A icgin temel sistem olsun. Bdylece W, S:{s S S } temel

oy 0 oy PXEETY a,

yansimalari tarafindan iiretilir. 1 <{1,2,...,¢} i¢in
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W, =(s, [iel)c W

olsun. Boyle bir alt gruba W nin parabolik bir alt grubu denir [7]. Bu tanima gére parobolik

alt gruplar secilen 2. ya bagimlidir. O halde parobolik alt gruplarin tam bir kolleksiyonunu

elde etmek i¢in A nin biitiin temel sistemlerini gbz Oniine almaliyiz.

Simdi A kok sistemi igin bir Y. temel sistemini segerek onu sabitleyelim. Bu durumda

verilen bir bagka X’ temel sistemi baz1 ¢ € W icin X'= @ X seklinde yazilir. Boylece, W(X)

= W(eX) =¢W(X)¢"' oldugundan, ¥ y1 kullanarak tanimlanan W nin parobolik alt

gruplar1 ¥ kullanarak tanimlanan parobolik alt gruplara konjugedirler.

W yansima grubunun parobolik alt gruplar1 daha baska bir yoldan asagidaki sekilde de

tanimlanabilir:

Simdi A, W yansima grubu ile iligkili bir kok sistem olsun. A" — A olmak iizere eger A’

gerdigi uzayda bir kok sistem ise bu taktirde A" ye A nin bir alt kék sistemi denir.

A ve A”, A nm iki alt kok sistemi olmak iizere A'=¢@ A” olacak sekilde en az bir

@€ W elemani mevcut ise bu taktirde A" ve A” ye konjuge alt kok sistemler denir [6]. Simdi
r={a,,0t,,...,0,} , A mn bir temel sistemi olmak {iizere Ic{1,2,..,/} icin
ZI={oci|ie I} c X2 olsun. X, tarafindan iiretilen A nin bir alt kok sistemi A, olsun, yani

A=W (X, ) X, dir. Boylece X;, A, i¢in bir temel sistemdir.

@< W(A) olmak iizere 2. y1 bagka bir @2 temel sistemi ile degistirirsek bu durumda A, alt
kok sistemide onun konjugesi olan @ A, ile yer degistirir. Bu yolla elde edilen A nin biitiin

alt kok sistemlerine parobolik alt kok sistemler denir.

Boylece W = W (A) nin biraz dnce tanimlamis oldugumuz W, parobolik alt grubu
W, =W(A))

seklinde yazilir. Yani bir parobolik alt kok sistem bir parobolik alt grup dogurur.
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Lemma 3.26. A bir kok sistem olmak iizere, A” c A" ve A" < A birer parobolik alt kok

sistemler ise A’ A da bir parobolik alt kék sistemdir [9] .

Ispat. X c A ve " c A’ temel sistemlerini alalim.
L, cIvel c¥

oldugundan A"c A ve A" < A’ birer parabolik alt kok sistemlerdir. Yani
A=A veA =A/

dir. ¥’ ve X, temel sistemlerinin her ikisi de A" nin temel sistemleri oldugundan, ¥’ = @X,

olacak sekilde e W' =W (A”) elemani segebiliriz.
Bu durumda
Y cX =%, CoX

oldugundan A”c A bir parabolik alt kok sistemdir. Tanim 3.19 da verildigi gibi W(A)
tizerinde verilen uzunlugu her bir temel sisteme gore tanimlayabiliriz. Eger uygun se¢imleri
yaparsak bir yansima grubu iizerinde tanimlanan uzunluk ile onun parabolik alt gruplari

izerinde tanimlanan uzunluk arasinda bir uyum oldugunu gorebiliriz.

Y , A kok sisteminde bir temel sistem olsun. Verilen I < {1,...,/} icin X, c X, Aic A

parabolik alt kok sistemi i¢in bir temel sistem olsun.
Verilen ge W, € Wigin,
((9)=X ya gore W daki uzunluk
¢, (@)=X, ya gore W daki uzunluk

olsun. Bu durumda gostermek istiyoruzki W; ve W iizerinde tamimlanan uzunluk

fonksiyonlar: esittir; yani ¢, = ¢ dir. Gergekten,

Lemma 3.27. Her ¢ € W, igin (, (9) = 7 (¢) dir [9] .
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Ispat. A=A"UA”
ifadesi Anin X ya gore pozitif kokler ve negatif koklere ayrilmis halidir. Ve
A, =A7 UA[

ifadesi de Ay nin Y, ya gore pozitif kokler ve negatif koklere ayrilmis halidir. Ikinci
parcalanma A=A" U A” nin A; ya kisitlanmasindan elde edilir. Her @€ W icin A(@), ¢
tarafindan A nin negatife doniistiiriilen pozitif kokleri idi. Teorem 3.13 den
‘() :‘A((p)‘ oldugunu biliyoruz. Benzer diisiince ile her @e W, icin KI((p):‘AI((p)‘

diyebiliriz. Verilen @€ W, icin

esitsizligini elde ederiz. Boylece ¢(¢)=/,(¢) oldugu goriiliir.
Simdi Winin koset temsilcilerini incelemek istiyoruz:

W= {(pe W|ie Iigin, Qo >O}

— {oe Wl Ticin, (g5, )=(g)+1]
olsun.

Burada son esitlik Onerme 3.22 den elde edilmistir. Simdi gdstermek istiyoruzki W, nin

koset temsilcilerinin bir ciimlesi W' dur, yani

Lemma 3.28. ¢, e W', ¢ € W, olmak iizere her o€ W elemamt ¢ = ¢'¢@, seklinde yazilabilir.
Bir baska deyisle W = U o'W, dir[7].

pew!

ispat. Ispatimiz1 uzunluk iizerinde tiimevarim ile yapacagiz. @& W' olsun. W' nin yukaridaki

tanimindan ve Onerme 3.22 den,
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olacak sekilde i € I indisi mevcuttur. Tiimevarimdan, @'e W' ve @, € W, olmak iizere

@s,, = @', dir. Bdylece

¢=(¢")(o;5, )

olur. Bu ise ispat1 tamamlar.
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4. BOLUM
YANSIMA GRUPLARI VE COXETER GRUPLARI

Sonlu Euclid yansima gruplarin1 anlamak icin kullanilan temel cebirsel yap1 bir Coxeter grubu
kavramidir. Simdi W verilen bir grup olsun. W grubunun {iirete¢lerinin ciimlesini S ile ve bu

tireteclerin aralarindaki iliskiyi olusturan bagintilar R ile gosterirsek bu durumda W grubunu,

w =<S |R> seklinde gosterebiliriz. Yani,
Tamm 4.1. Eger bir W grubu,
W:<se S‘ (ss)™ =1; m =1ves#s ikenm e{2,3, }u{oo}>

olacak sekilde bir S alt ciimlesine sahip ise bu taktirde bu W grubuna bir Coxeter grup

denir [5].
Eger m_ =1 ise, her sigin s’ = 1 dir. Ayrica,

m =2 ss'ss'=1< ss'=s's

sS

dir. Fakat, m_, 2 3 ise W yansima grubu degisimli degildir.

W bir Coxeter grubu ve S de W nun iireteclerinin bir ciimlesi ise bu taktirde (W,S) ikilisine
bir Coxeter sistem denir. Bu bolimde sonlu yansima gruplarini géz Oniine alarak sonlu
Coxeter sistemleri iizerinde calisacagiz. Simdi (W,S) ve (W',S") verilen iki Coxeter sistem
olsun. Eger S ciimlesini S' ciimlesine gotiiren bir W—W' grup izomorfizmi varsa bu

taktirde (W,S) ve (W',S") birbirine izomorfiktir denir.
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Tamm 4.2. (W.,S) bir Coxeter sistem olsun. =S, cW,, d=S,cW, ve (W,S,),
(W,,S,) Coxeter sistemler olmak iizere eger W = W xW, ve S=8uUS, ise (W,S)

Coxeter sistemine indirgenebilirdir denir. Aksi durumda (W,S)  Coxeter sistemine

indirgenemezdir denir. Eger |S|=¢ ise (W,S) Coxeter sisteminin rank: ¢ dir denir [5].

Simdi verilen bir gruba ait olan Coxeter sistemlerinin nasil insa edildigini asagidaki 6rnekte

gostermek istiyoruz.

Ornek 4.3. D, dihedral grubunu goz dniine alalim. {lk olarak
2 2 6
D, =<sl,sz (57 =(5,)" = (5,5,) =1>

gosterimini ele alirsak bu taktirde D,dihedral grubu icin ranki 2 olan indirgenemez bir

Coxeter sisteme sahip oluruz. Fakat, D, dihedral grubunu,
2 2 3
D, =<sl,sz‘ (5)7=(5,)7 = (5,5,) =1>
Z122Z= (s, (s,)’=1)

olmak tizere, D,=D,X Z/27Z seklinde de ifade edebiliriz. Bu durumda D, dihedral grubu

icin ranki 3 olan indirgenebilir bir Coxeter sisteme sahip oluruz. Goriildiigii gibi verilen bir

gruba tamamen farkli Coxeter sistemler secmek miimkiindiir.

Coxeter sistemleri grafikler ile gostermek kolay anlasilmasi bakimindan daha uygundur.

Besinci boliimde Coxeter sistemlerden ¢ok Coxeter grafikler ile ¢alisacagiz.

Tamm 4.4. Bir Coxeter grafigi her bir kenart 3 veya 3 den biiyiik bir tamsay1 ile

etiketlenmis bir grafiktir.
Bir Coxeter sisteme bir Coxeter grafigi tayin etmenin standart bir metodu vardir:

Bir (W,S) Coxeter sistemi verilsin, asagidaki sartlar1 saglayan X e (W,S) Coxeter sisteminin

bir Coxeter grafigi denir.

(1) S = X in digtimleridir.
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(i1) Verilens ,s' € Sigcin m . =2 ises ves' arasinda hicbir kenar yoktur.

(i11) Verilen s , s'e S i¢in, eger m . = 3 ise s ile s'diiglimleri arasinda m_. ile etiketli bir

kenar vardir [9].

Coxeter sistem ve Coxeter grafik arasinda birebir bir tekabiiliyet vardir. Ornegin

Coxeter grafigi
14 =<S1,S2,S3 | (S152)3 = (S153)4 = (5233)3 = (51)2 = (52)2 = (53)2 = 1>

Coxeter gosterimine karsilik gelir.

Coxeter grafikler, Coxeter sistemler i¢in miikkemmel modellerdir. Burada 6zel olarak (W,S)
indirgenemezdir ancak ve ancak onun Coxeter grafigi olan X baglantili ise. Bundan sonra

m_ .= 3 ise Coxeter grafik ilizerinde 3 tamsayisin1 yazmayacagiz. Boylece yukarida verilen

Coxeter grafigi

seklinde gosterecegiz.
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Bu boliimiindeki asil amacimiz, sonlu Euclid yansima gruplari ile sonlu Coxeter sistemleri

arasinda bir baglanti kurmaktir. Bir

{sonlu yansima gruplarmm} {sonlu Coxeter sistemlerin}
: -

izomorfizm swniflart izomorfizm swniflart

doniisiimii tanimlayalim.

Yani, sonlu bir Euclid yansima grubuna bir Coxeter sisteminin nasil karsilik getirildigini
temel bir metodla gosterelim: Bir W < O(E) sonlu yansima alt grubu verilsin, (W,S) bir
Coxeter sistem ve S nin secimi izomorfizmlerine kadar tek olacak sekilde Sc W cilimlesini
belirlemek istiyoruz. Tanim 3.3 deki gibi temel yansimalarin bir ctimlesi S olsun. W yansima

alt grubu A kok sistemine karsilik gelen bir grup olsun. Bu durumda A nin bir

by :{oc1 0y 5 ooy (x(,} temel sistemini secelim ve burada S, S= {sa,} temel yansimalarina

karsilik gelsin. Verilen 1<i, </ icin

olsun. Bu durumda,

Teorem 4.5. A kok sistemine karsilik gelen W yansuma grubu W (A)= <{ Sa,.}

(5052 =1)

seklinde bir gosterime sahiptir [14].

Ispat. W(A), S ={s } temel yansimalari tarafindan iiretilir. W (A) yansima grubundaki

a;

herhangi bir bagint1 5 € X olmak iizere

Sg Sp S =1 ... (*
formunda yazilabilir. Ayrica (*) ifadesini

1

sﬁs Sﬁ4 "'Sﬁksﬁl sﬁz =1 (**)

1

Sﬁz sﬁs "'Sﬁk Sﬁl =

sﬁ:; sﬁs "'Sﬁk Sﬁl sﬁz Sﬁs =
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seklinde yeniden yazabiliriz. Simdi verilen (s,s, )™ =1 bagmtisinin sonucu olmayan

bagintilarin var oldugunu kabul edelim. Kabul edelim ki (*) ifadesi boyle bir baginti olsun.
Burada, (*) ifadesindeki k yi miimkiin oldugunca kiiciik secelim. Simdi gostermek istiyoruzki

(*) ifadesi iizerindeki bu kabuller bir ¢eligki iiretir.

Ik olarak, det (s s, ... 55 ) =(=1)" oldugundan

k=2m
secmeliyiz. Celiski elde etmek i¢in
S, =85 =..=8§
ﬁl ﬁ3 ﬁmel (***)
S, =85, = =S5

oldugunu gostermek yeterlidir. Ciinkii (*) bagintist (s, s, )" =1 olmaktadir. Fakat my , ,

Sg Sg, nin mertebesi oldugundan my , | m dir. Boylece (*) ifadesi verilen {(s 5,55, = }

bagintisinin bir sonucu olur ve buradan da istedigimiz ¢eligkiye ulagsmis oluruz.

(***) ifadesinde ispatlayacagimiz kisim sadece s; =s; dir. (***) n geri kalan kisimlarim

ispatlamak i¢in  (*) bagmtisin1 (**) formunda yeniden yazacagiz ve ayni tartismayi

uygulayacagiz. s, =s, Unispatini asagidaki

@D Sg Sg, S5 =g Sg o Sp

(D) 55,85 ... S5 =S5 S5 .. 85
bagintilarindan yararlanip yapacagiz.
O halde ilk olarak (I) ve (II) bagmntilarini sirasiyla ispatlayalim.

(I) Bagintisinin Ispati. s 5 S5, - S5 =1 bagmtisin

() s45 85 .85 =55 S5 .55  seklinde yeniden yazabiliriz. Boylece bu esitlikten

14 (sﬁ] Sg . Sg )< m+1 olur. Sonug 3.21 den
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(i1) s 55 - Sp = Sp S olacak sekilde 1<i< j</ vardir. Buradabizei=1ve j=m
oldugunun ispatlanmasi kaliyor. Eger i =1 ve j = m olmasayd1 (ii) bagintis1 k = 2m den
daha az terim ihtiva ederdi; ve bdylece verilen {(Sa, sa/_)m“ :1} bagintisindan (ii) bagintisi

elde edilir. Fakat,

A

(ii1) Sg Sp e Sp = Sp S 5o Sp e Sp bagintis1 da yine verilen bagintidan elde edilir.

2m

Ustelik, (*) bagintis1 yardimiyla (iii) nin sag tarafi 1 e esitlenebilir. Boylece

A

@iv) s 8, - s 5w Sp e Sp = 1 bagintisim elde ederiz. (iv) ifadesindeki terimlerin sayist k =

2m den kii¢iik oldugundan (iv) ifadesi yine verilen bagintidan elde edilir. (iii) ve (iv)
bagintilar1 birlikte goz Oniine alinirsa (*) bagintis1 verilen bagintidan elde edilir. Bu ise

celigkidir.

(II) Bagintisn ispati. (*) bagimtisini Sg ... S5 S5 =1 seklinde yeniden yazabiliriz. (I)

bagintisinin ispatina benzer olarak

Sﬁz SﬁmH = Sﬁ3 Sﬁmz

elde edilir. Ve bu baginti

sﬁs (Sﬁz Sﬁmﬂ )S/”mz Sﬁmﬂ Sﬁ4 =1

seklinde yeniden yazilabilir. Buradan da

Sﬁ} Sﬁz'" Sﬁm = Sﬁz SﬁmH

elde edilir. (I) ve (II) bagintilar1 goéz Oniine alinirsa bu bagintilarin sag taraflar1 ayni

oldugundan sol taraflari da birbirlerine esittir. Bu ise s; =s; olmasin gerektirir. Boylece

ispat tamamlanmistir.

Simdi Coxeter sistemler i¢in besinci boliimde 6nemli rol alan iki 6zelligi vermek istiyoruz.
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Lemma 4.6. Her a,f € A icin

(1) s, f=B-2{a, f)ex

(2) (5,8,)" =1 «ile § arasindaki agt -Z

o{a, ﬁ}z—cos(zj ’

m
dir [9].
Biliyoruz ki a ve S vektorleri arasinda ki a¢1 ¢ ise bu durumda

(a.B)=la] |Blcosp

idi. aile farasindakiact ¢=7x z oldugundan
m

(c.8)=la] 18] cos{ -2

ot

elde edilir.
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5. BOLUM
COXETER SiSTEMLERININ VE YANSIMA
GRUPLARININ SINIFLANDIRILMASI

Bu boliimde, sonlu Coxeter sistemlerin ve sonlu Euclid yansima gruplarinin bir

siniflandirilmasini elde etmek istiyoruz.

Dordiincii boliimde her yansima grubunun iligkili oldugu bir Coxeter sisteme sahip oldugunu
gostermistik. Dolayisiyla Coxeter sistemlerin ve Euclid yansima gruplarinin siniflandirilmasi
da birbiriyle iliskilidir. Coxeter sistemleri ise Coxeter grafikleri ile gostermek Coxeter
sistemlerin anlasilmasi bakimindan daha uygun idi. Boylece sonlu yansima gruplarint goz
Oniine alarak Coxeter sistemleri, Coxeter sistemleri de goz Oniine alarak Coxeter grafikleri
elde ettik. Sonlu yansima gruplarinin da kok sistemlerinden elde edildigini biliyoruz.
Dolayisiyla uygun bir kok sistem aramak yeterlidir. Bir kok sistem ile iliskili Coxeter grafigi
(=Coxeter sistemi) belirlemek kolay oldugundan siniflandirma problemi daha kolay hale

gelmektedir.

Tanim 5.1. A bir kok sistem olsun. A nin bir Z:{a'l N2 0{[} temel sistemi verilsin, bu

taktirde her bir 1< i< j </ i¢in baz1 m, ;€ Z" olmak lizere

(a,a,) =—cos(Lj
lev| ”“j” m;;

dir. Asagidaki kurallar ile A kok sistemine bir X Coxeter grafigi karsilik getiriyoruz:
(1) 2 = X in diigimleridir.

(ii) Verilen &, # o, € X igin, eger m, ;=2 ise @, ve ¢, arasinda bir kenar yoktur.
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(iii ) Verilen a;# ;€Y icin, efer m;; >3 ise ¢, ve «, diigiimleri arasinda m,; ile etiketli

bir kenar vardir.

A nin Coxeter grafigi, W(A) nin Coxeter grafigine ait olan bagintiya sahiptir. Yani,
Lemma 5.2. A min Coxeter grafigi, W(A) min Coxeter grafigine esittir [9]

Ispat. >={a,.q,,....,,} diigimleri ile S :{s s ,sa/} temel yansimalari arasinda bire

o ’ az,...

bir esleme vardir. Ayrica bu tekabiiliyet karsilik getirilen kenarlar ile de uyumludur. Ciinkii,

<a. , > T
@, ve a; arasinda m mertebeli bir kenar vardir & ————-=—cos (—]
e | m

ise. Oysa ki, s, ves, temel yansimalar1 arasinda m mertebeli bir kenar vardir
i j

= (Sa,.sa. )m =1 ise. Dolayistyla, Lemma 4.6 nin ikinci sikkindan

(Sa, Sq )m =l M:cos(ﬂ—zj:_ws(ﬂ]
Y . . m m

dir. Bu ise ispati tamamlar.

Boylece bir kok sistemin Coxeter grafigi, ondan elde ettigimiz Coxeter grubunun ne oldugunu

bize tam olarak anlatir.

Simdi Coxeter grafine sahip olan kok sistemlerin bir tam listesini vermek istiyoruz. E Euclid

uzayr IR veya IR™' olmak iizere, {¢,}, E Euclid uzayimin ortanormal bir baz1 olsun [3,8,9].
(a) A, kok sistemi = {el. —ej| iij,lSi,j££+1} dir. A, nin temel sistemi
Y. ={a=¢—e,|i=12..1}

l

dir. Eger 1=1,2,...,7 i¢in &, 11le gosterilir ise A, kok sisteminin Coxeter grafigi
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seklindedir.

(b) B, kok sistemi = { te |[1Si</}U{tete,| 1<i< j</} dir. B, nin temel sistemi
Y, =l a=e—e,|i=12....0-1}Uu{a,=¢,}

dir. Eger 1=1,2,...,7 i¢cin ¢, 11le gosterilirse B, kok sisteminin Coxeter grafigi

seklindedir.

(c) D, kok sistemi = { tete, | I<i< jSE} dir. D, nin temel sistemi
Y, ={ g=¢—e,|i=12,...0-1JU{a,=¢, +¢,]
dir. Eger i=1,2,...,/ i¢in ¢, 11ile gosterilirse D, kok sisteminin Coxeter grafigi
/-1
(=2

seklindedir.

(d) E; kok sistemi = A, UA, dir. Burada

A ={tete,|l1<i< j<8]



seklindedir. E kok sisteminin temel sistemi

8
ZEg :{ o,=e—¢€, 1Si56}u{a7266+e7’a8:_%zei}

i=1

dir. Eger 1=1,2,...,8 i¢in ¢, 1ile gosterilirse E ; kok sisteminin Coxeter grafigi

o O—O
O
O

seklindedir.

(e) E, kok sistemi = A, UA , UA ; dir. Burada
A ={tete,|25i< j<T)

A, :{i(el & )}

8
A3={ilz/1iei
23

seklindedir. E ; kok sisteminin temel sistemi

8
A=*1,A =4 =1, H,ii :1}
i=1

8
ZE7 :{ =€ —e,| 21 S6}U{a7:e6+e7’ ag:_%zei}
p

dir. Eger 1= 2,...,8 i¢in &, 11le gosterilirse E, kok sisteminin Coxeter grafigi
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seklindedir.

() E kok sistemi = A, UA,dir. Burada

A ={tete|3<i< j<T]

1 8
=1t~
{ 22 el

i=1

h=t14=4=4=1.]]4 =1}

seklindedir. E ; kok sisteminin temel sistemi

ZEG :{ai:ei +1|3<l<6}u{ =e¢,te,, Z—%Zg:ei}
P

dir. Eger 1=34,....8 i¢cin ¢, 1ile gosterilirse E . kok sisteminin Coxeter grafigi

3 4 5 7 8
o, O i O O
6

seklindedir.

(g) F, kok sistemi = A, UA , UA ; dir. Burada

A = {*e|l1<i<4]
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A,={tete|l<i< j<4]

dir. F, kok sisteminin temel sistemi
. 1
Xy :{ o,=e—e.,12<i SS}U o,=e,, 0 =§(e1 —e,—e,—e,)

seklindedir. Eger 1=2,...,5 i¢in &, i1ile gosterilirse F, kok sisteminin Coxeter grafigi

seklindedir.

(h) G, (m) kok sistemi = {(cos( k_ﬁj,sin( k—Ej j| 0<k < 2m—1} dir. G, (m) nin temel

m m
i=1,2}

o ir) . (ix
X6, m =18 =| cos — ,sin —

seklindedir. Eger 1 =1, 2 i¢in ¢, 1ile gosterilirse G, (m) kok sisteminin Coxeter grafigi

sistemi

1 2
m

O——°O

seklindedir.

Simdi ﬂzcos(%j diyelim.

(1) H, kok sistemi = A, UA, dir. Burada
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1 1
A, :{(i( ,B+§j , X ,B,izj nin biitiin ¢ift permiitasyonlarl}

seklindedir. X, nin temel sistemi

(1 LR [PV O SN T [PV B B
ZHB_{%_(zJFﬁ’ﬁ’ 2)’0{2_( 2 ﬂ’ﬂ’zj’%_(f 2 ﬁ’ﬁj}

dir. Eger 1=1,2,3 i¢in ¢, i1le gosterilirse H ; kok sisteminin Coxeter grafigi

seklindedir.

() H, kok sistemi = A, UA, dir. Burada

1 1
A, :{(i( ﬁ+5j,iﬁ,i—5,0j nin biitiin ¢ift permiitasyonlarl}

seklindedir. H , nin temel sistemi

_(1 1 1 1
- 04—(2+/3,ﬁ, 2,0}0@ ( ! ﬁ,ﬁ,z,oj

(11 (1o 1
a'3—(5,—5—,6,ﬁ,0j,a4—( 2,0, > ﬁ’ﬁj

dir. Eger 1=1,2,3,4i¢in ¢, 1 ile gosterilirse H , kok sisteminin Coxeter grafigi
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olur.

Boylece, sonlu yansima gruplarinin ( sonlu Coxeter sistemlerinin ) siniflandirilmasi

tamamlanmis olur. Asagidaki teorem sonlu indirgenemez yansima gruplarinin bir tam listesini

Verir.

Teorem 5.3. Eger (W,S) indirgenemez bir sonlu Coxeter sistem ise bu taktirde (W,S)

Coxeter sisteminin grafigi asagidakilerden birisidir [12] :

Oo0—oO
O
O

o—-=0
O
O
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O

) )
S N4
) )
A\ N4
)

O O
) )
S N4

o—O

Q
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11.

12.

13.

14.
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