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Bu c¢alismada, Schur kararli periyodik katsayili lineer fark denklem
sistemlerinin maruz kalabilecegi etkilere verecegi tepkinin sistem ¢oziilmeden
onceden bilinmesi konusu incelenmistir. Bu kapsamda, sabit katsayil1 fark denklem
sistemleri i¢in daha fazla pertiirbeye imkan saglayan siireklilik teoremi, periyodik
sistemlerin w; ve @; Schur kararlilik parametreleri arasindaki fonksiyonel
esitsizlikler, monodromi matrisleri lizerine {ist sinirlar1 pertiirbeye baglh siireklilik
teoremleri, Schur kararli periyodik sistemlerin pertiirbeye ne kadar dayanikli
oldugunu agik¢a gosteren farkli sonuglar, w; ve w, Schur kararlilik parametrelerine
bagl siireklilik teoremleri elde edilmistir. Ayrica elde edilen biitiin sonuglar
niimerik Orneklerle hem desteklenmis, hem de literatiirdeki sonuclarla

karsilastirilmistir.
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In this work, the reaction given by Schur stable systems of linear difference
equations with periodic coefficients to an effect applied to that has been
investigated without solving the system. In this aspects, continuity theorem giving
possibility of more perturbation for difference equation systems with constant
coefficient, functional inequalities between w; and w; Schur stability parameters of
periodic systems, continuity theorems in terms of upper bounds of monodromy
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1. GIRIS

Bir problemin ¢6ziimiiniin hareketini tahmin etmek ve teorik olarak degisik
etkilere ne kadar maruz kaldiginda hala yapisini, karakterini korudugunu bilmek
uygulama alanlarinda Onemli avantajlar saglamaktadir. Problemin giris
elemanlarinda ne kadar bir degisim yapildiginda problemin yapisinin
degismedigini, hangi sartlarda karakterinin korundugunun oOnceden bilinmesi

uygulamada kaos olusma riskini ortadan kaldirir.

Verilen problemin “etkilere verecegi tepkinin sorgulanmast ve yapisini
degistirmeyen etkilerin sartlarimin belirlenmesi” hassasiyet problemi olarak
adlandirilmaktadir. Bir problemin hassasiyetinin, yani ne kadar dayanikli
oldugunun bilinmesi, problemin yapist degismeden girdilerinde uygun degisimler
yapilmasina imkan saglar. Problemin hassasiyeti, problemin dayanikliliginin
Olglistiniin  belirlenmesi olarak da degerlendirilebilir. Problemin tiiriine gore;
sonucta para, is giicli, zaman veya can kayiplar ile karsilasmamak ic¢in problemi

¢ozmeden verilen sistemin dayanikliligi 6nceden bilinmelidir.

1.1. Literatiir Ozeti ve Problemin Tanitimi

Problemin hassasiyetini belirleyen sartlar literatiirde siireklilik teoremleri olarak
bilinen teoremlerle ortaya cikarilmaktadir. Siireklilik teoremleri problemin giris
elemanlarinda ne kadar bir degisim oldugunda problemin yapisinin korundugunun
bilinmesini saglamaktadir. Stireklilik teoremleri, denklem teorisinin hemen hemen
her alaninda kullanilmaktadir. Mesela lineer cebirsel denklemler, diferensiyel
denklemler, fark denklemler, v.b. denklemlerin ¢oziimlerinin hassasiyetinin

arastirilmasinda stireklilik teoremleri ile karsilasilmaktadir.

Lineer cebirin klasik problemi olan Ax = f probleminin hassasiyeti ic¢in

literatlirde bir ¢ok calisma yapilmistir. Bu problemin “¢oziimiiniin var ve tek

olmast” ozelligi, sistemin p(A4)=||4|| ||4"|| sart sayisina bagh olarak u(A)H <%

sartin1 saglamak tizere A+B matrisleri i¢in de korunmaktadir (Wilkinson 1965,



Rice 1966, Godunov ve ark. 1993, Godunov 1998, Gerald and Wheatley 1999,
Bulgak 1999, Bulgak ve Bulgak 2001).

Kararhilik teorisinde, kararli matrislerin kararli olmayan matrislere olan uzakligi
genellikle ilgi ¢ekici bir problem olmus ve ¢alisilmistir (Van Loan 1985). Simdi

yapilan bu ¢alismalarin bazilarindan bahsedelim.

Sabit katsayili lineer gx(t) = Ax(t) diferensiyel denklem sisteminin Hurwitz
t

kararliik parametresi k(A) <o olmak iizere sistem Hurwitz kararli iken

I8l
||A|| 15x(A)

olacak sekildeki her hangi bir B matrisi i¢in A+B matrisi de Hurwitz

kararli olma 6zelligini korumaktadir (Bulgak 1999).

Sabit katsayili lineer x(n+1)= Ax(n) fark denklem sisteminin Schur kararhlik

1

———— sartim saglayan B matrisleri
200> (A)

parametresi w(A) <o olmak iizere ||B||£

icin A+B matrisleri de Schur kararli olmaktadir (Bulgak 1999).

Lineer cebirsel denklem sistemleri, lineer diferensiyel denklem sistemleri ve
lineer fark denklem sistemlerine benzer olarak, periyodik katsayili lineer fark
denklem sistemleri i¢in de literatiirde stireklilik teoremleri verilmistir. Literatiirdeki
stireklilik teoremleri sistemin monodromi matrisi ve Schur kararlilik parametreleri

(w1, w parametreleri) iizerine verilmistir. Ornegin,
x(nt+1) = A(n) x(n), A(n)=An+7), T>0, neZ

sisteminin monodromi matrisi X(7) Schur kararli (@,(4,T)= o(X(T')) < o) olmak

uzere

1

PR

2
Y- X(T)| < \/”X(T)” .
esitsizligini saglayan Y(7) matrisi de Schur kararli olmaktadir. Burada Y(7),
A(n)+B(n) matrisine karsilik gelen monodromi matrisi, B(n) matrisi A(n) matrisini

pertiirbe eden matris ve @,(4,7)= o(X(T)) ise verilen periyodik sistemin Schur

kararlilik parametresidir (Aydin ve ark. 2000, Aydin ve ark. 2001). Bu siireklilik



teoreminde, sistemin Schur kararliliginin korunmasi i¢in gereken sartlar, pertiirbe

matris B(n) lizerine agikca verilememistir. ||Y (- X(T )|| farkinin smir1 da verilen

sistemin arglimanlarina bagli olarak sabit bir {ist sinirdir. Pertiirbe sifir oldugunda
esitsizligin sol tarafi sifir olurken sag tarafi sabit kalmaktadir. Gorildigi gibi
literatiirde Schur kararli olan periyodik katsayili fark denklem sistemlerinin ne
kadar pertiirbeye dayanikli oldugu, sabit katsayili sistemlerdeki gibi acgik olarak

ortaya konulamamuistir.
Bu calismada;

e sabit katsayili fark denklem sistemleri i¢in literatiirdeki siireklilik teoremlerine
benzer, ancak sistemin Schur kararliligt korunacak sekilde literatiirdeki

sonuclardan daha fazla pertiirbeye imkan olup olmadig1 arastirilmas,

e periyodik sistemlerin @; ve w; Schur kararlilik parametreleri arasinda
bagmtilar aragtirilarak literatiirdeki w; parametresine bagli sonuglarin w,

parametresine gore kolaylikla yazilip yazilamadigi arastirilmis,

o ||Y (- X(T )|| farkinin B(n) pertiirbe matrisinden etkilenen hareketli {ist

sinirlarinin bulunup bulunmadigi arastirilmis, bdylece periyodik katsayili
sistemlerin ¢Oziimlerini bulmadan c¢ozlimlerin hareketi hakkinda saglikli

bilgiler edinmek amaglanmais,

¢ sabit katsayili sistemlerden edinilen kiiltiirle, periyodik sistemin Schur kararli
olma 6zelliginin ne kadar pertiirbeye dayanikli oldugunu agik¢a ifade eden

sonuclar arastirilmis,

e ®; Schur kararlilik parametresine gore literatiirde (Aydin ve ark. 2001) de
verilen siireklilik teoreminin farkli bir yolla yeniden ispatlanip ispatlanmadigi
arastirilmus,

e w; ve @ Schur kararlilik parametrelerine bagli siireklilik teoremleri

arastirllmis ve ||Y (I —-X(T )|| farki tizerine elde edilen sonuglarla yeniden

degerlendirilmis,



e Bu anlamda Schur kararlilik iizerine verilen siireklilik teoremleri de, Schur
kararli olan matrislerin Schur kararli olmayan matrislere olan uzaklig

hakkinda fikir verilmeye ¢aligilmistir.

1.2. Tezin Yapisi
Bu tez ¢alismasi 6 boliimden olugsmaktadir.
1. boliimde; problemin tanitimi ve problemle ilgili literatiir 6zeti verilmistir.

2. boliimde; sabit ve periyodik katsayili lineer fark denklem sistemleri ve bu

sistemlerin Schur kararlilig ile ilgili baz1 temel kavramlar kisaca tanitilmustir.

3. boliimde; periyodik katsayili lineer fark denklem sistemlerinin Schur

kararlilik parametreleri @) ve @, arasinda bazi esitsizlikler elde edilmistir.

4. boliimde; sabit katsayili lineer fark denklem sistemleri i¢in Schur kararlilig
korunacak sekilde daha fazla pertiirbeye izin veren bazi sonuglar elde edilmis, bu

sonuclar literatiirdeki sonuclarla karsilagtirilmistir.

5. boliimde; periyodik katsayili lineer fark denklem sistemlerinin Schur
kararliliginin hassasiyet problemi i¢in sonuglar verilmistir. Bu sonuglar monodromi
matrisinin siirekliligi ve Schur kararlilik parametrelerinin siirekliligi olarak iki alt
baslikta incelenmis, elde edilen sonuclar literatiirdeki sonuglarla da

karsilastirilmistir.

6. boliimde ise tez ¢alismasi genel olarak degerlendirilmistir.



2. LINEER FARK DENKLEM SIiSTEMLERI

Bu béliimde, sabit ve periyodik katsayili lineer fark denklem sistemleri ve bu

sistemlerin Schur kararlilig ile ilgili baz1 temel kavramlar verilmistir.

2.1. Sabit Katsayih Sistemler
A, N boyutlu sabit katsayili karesel bir matris (4eMy(R)) olmak iizere
x(ntl)=Ax(n), nelZl (2.1)

sistemini ele alalim. Bu sistem sabit katsayili lineer fark denklem sistemi olarak,

x(0)=xo € R" baslangic sart: altinda
x(ntl)=A4x(n), x(0)=x9, n=0 (2.2)
sistemi de sabit katsayili lineer fark Cauchy problemi olarak adlandirilmaktadir.
1 birim matris ve 4 singiiler olmayan bir matris olmak {izere
X(n+1)=A4 X(n), X(0)=1, n>0 (2.3)

Cauchy probleminin ¢6ziimii, X(n) = 4" matrisine (2.1) sisteminin fundamental
matrisi denir. (2.2) Cauchy probleminin ¢oziimii ise x(n)=A"x, seklindedir

(Aydin 1995, Akin ve Bulgak 1998, Elaydi 1999, Aydin ve ark. 2000).

2.1.1. Schur kararhhk
(2.1) sistemi,
x(n+1) = A4 x(n), nelt

sisteminin asimtotik kararli olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart |/11- (A)| <l1,@G=1,2,

..., N)ve

%x(t) = Ax(¢)



diferensiyel denklem sisteminin asimtotik kararli olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

ise Re(4.(A4))<0,({=1,2,...,N)olmasidir (Akin ve Bulgak 1998, Elaydi 1999,

Bulgak 1999). Bu kritere Spektral Kriter de denilmektedir. Bir sistemin asimtotik

kararli olmas1 A4 katsayr matrisinin asimtotik kararli olmasiyla ayni anlama

gelmektedir (Akin ve Bulgak 1998, Elaydi 1999, Aydin ve ark. 2000).

Literatiirde lineer diferensiyel denklem sistemlerin asimtotik kararliligi yerine
Hurwitz kararhilik, lineer fark denklem sistemlerinin asimtotik kararliligi yerine
Schur kararlilik kavramlart da kullanilmaktadir (Wang and Michel 1993, Rohn
1994, Aydin 2004, Voicu and Pastravanu 2006). Calisma boyunca bu kavramlar

kullanilacaktir.

Her hangi bir 4 kare matrisinin karakteristik denkleminin koklerini (6z
degerlerini) hesaplama veya yerini tahmin etme problemi kolay bir problem
degildir. Simetrik 4 matrisinin 6z degerlerinin hesaplanmasi probleminin iyi
konulmus problem oldugu bilinmektedir. Genel durumda bu problem k&t
konulmus bir problemdir (Wilkinson 1965, Bulgak 1999). Yani, matrisin
elemanlarindaki kii¢iik degisikliklere karsilik 6z degerlerinde biiyiik degisiklik
olabilmektedir. Matris elemanlarindaki degisiklik o kadar kii¢iik olabilir ki matrisin
bilgisayardaki temsiline etki etmez. Fakat bu degisiklik 4 matrisinin Schur

kararliligin etkileyebilir. Mesela

05 10 --- O
0O 05 --- 0
4,= : . :
o 0 - 05

bicimindeki N boyutlu w — parametreli 4, matrisi,

det(A,—AD) = (0.5-1)" + 10" w
karakteristik denklemine sahiptir. @ = 0 igin 4y matrisinin 6z degerleri 1,(4o) =0.5
(i=1,2,...,N)dir. Eger w = 10", N =101 icin A, matrisinin bitiin 6z

degerleri /1(/11 0,100) = 1.5 olur. Buradan,

[y = A =107 = |44, )= 24, ) =1

1



oldugu goriiliir. Bu 6rnek Ostrowski’ye aittir (Wilkinson 1965, Aydin 1995, Akin
ve Bulgak 1998). Boylece Schur kararli olan A4y matrisinin elemanlarinda yapilan

1071 kadar bir degisim, matrisi Schur kararli olmayan Alo,100 matrisine
dontstiirmektedir.

Oz deger problemi iyi konulmus bir problem olmadigindan Schur kararlilig:
tespit i¢cin Spektral Kriter yerine, Schur kararhiligi karakterize eden bir lineer
cebirsel denklemin ¢6ziimii yardimiyla hesaplanan parametreleri kullanmak daha

kullanighdir.

Simdi sabit katsayili fark denklem sistemlerinin Schur kararlilik parametresini

tanitmak i¢in Lyapunov teoremini verelim.

Teorem 2.1. (Lyapunov teoremi) Verilen bir A matrisinin (veya x(n+1)= Ax(n)

sisteminin x(n) =0 asikar ¢6zlimiiniin) Schur kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
AHA-H+C=0, C=C" >0

olarak bilinen Lyapunov fark matris denkleminin
H=Y(4')ca H=H >0

k=0
¢Oziimiiniin olmasidir (Aydin 1995, Akin ve Bulgak 1998, Elaydi 1999, Bulgak
1999).
Lyapunov teoreminde C =/ (/—birim matris) alinmas1 durumunda

AHA-H+1=0

Lyapunov fark matris denkleminin ¢6ziimii

H=Y(a)fa", H=H >0
k=0
olur. Lyapunov fark denklemini saglayan H = H >0 pozitif tanimli H matrisi

varsa @(A) = ||H

, aksi halde w(A4)=o olarak secilir. Bu sekilde tanimlanan @(A)

matris fonksiyoneline A4 matrisinin Schur kararlilik parametresi yada Schur



kararliigimin kalitesini gésteren parametre denir (Bulgakov ve Godunov 1988,
Akin ve Bulgak 1998, Bulgak 1999). ", 1den bliyiik bir say1 (a)* > 1) olmak iizere
w(4) < o esitsizligi saglaniyorsa 4 matrisine pratik Schur kararlh (a)*— Schur
kararli) matris olarak adlandirilir. w(4) > w" ise A matrisine @ — Schur Kararsiz

matris denir (Akin ve Bulgak 1998, Bulgak 1999, Aydin 2004).

Ayrica A = 0 matrisi alinirsa Lyapunov fark denkleminin ¢6ziimii H = I olur ki

w(A) =1 elde edilir. Bu durum, (2.1) sisteminin Schur kararlilig1 i¢cin Miikemmel

Durum olarak adlandirilir. Buradan o(A4) = ||H || > 1 oldugu agiktir.

2.1.2. Coziimiin iist sinir1

(2.2) Cauchy probleminin ¢dziimiiniin iist sinir1, Schur kararli 4 matrisi i¢in

oldugundan

< Jold) (1-—)2  nx0

o(A)

A}’l

n

()] < o) (- ——)2 x,

w(A)

, n>0

esitsizligi ile verilmektedir (Bulgak ve Godunov 1988, Akin ve Bulgak 1998,
Bulgak 1999).

2.1.3. Siireklilik teoremi

A, Be Mx\(R) olmak lizere (2.1) sabit katsayui lineer fark denklem sisteminin

pertiirbe sistemi olarak adlandirilan
y(nt+1) = (4+B) y(n), net (2.4)
sistemini ele alalim.
(2.1) sistemi (yada 4 matrisi) Schur kararl ise;

— (2.4) pertiirbe sistemi hangi sartlarda Schur kararli olarak kalmaktadir?



Bir diger ifadeyle,
— (2.1) sisteminin Schur kararliliginin dayaniklilig1 acaba ne kadardir?

sorular1 akla gelen anlamli sorulardir. Bu ve benzeri sorulara literatiirde Siireklilik

Teoremleri olarak bilinen teoremlerle cevap verilmektedir.

Simdi (2.4) sisteminin Schur kararliliginin hassasiyetini gosteren teoremleri

verelim.

4]
10(A)

Teorem 2.2. (2.1) sistemi Schur kararli (@(A4) <o) olmak iizere ||B||<

sartin1 saglayan herhangi bir B pertlirbe matrisi i¢in 4+B matrisi Schur kararhdir,

ayrica

B
o4+ B) = o) < 4602(/1)H

esitsizligi dogrudur (Akin ve Bulgak 1998).

1
3

Teorem 2.3. (2.1) sistemi Schur kararli (@(A4) <o) olmak iizere ||B||£
2002 (4)

sartin1 saglayan herhangi bir B pertlirbe matrisi i¢cin A+B matrisi Schur kararlidir,

ayrica
(4 +B)-o(4) < 5002 (4) 3]

esitsizligi dogrudur (Bulgak ve Godunov 1988, Bulgak 1999).

I =05

(2.1) sisteminde, A4 =
075 -1

] olsun. w(A4)=6.01596 < o« olup 4

matrisi Schur kararli bir matristir. Sirastyla Teorem 2.2 ve Teorem 2.3 {in izin

verdigi pertiirbe matrisinin normunun sinirlari B < 0.0271408 ve |B| < 0.003389
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dir. Bu sartlar1 saglayan B pertiirbe matrisleri i¢cin 4A+B matrislerinin Schur kararl

olarak kalacagi teoremlerle garanti edilmektedir.

Uyan 2.1. Miikkemmel durum olarak adlandirilan 4 = 0 matrisi i¢in Lyapunov fark

denkleminin ¢oziimii H = I ve @w(A) =1 olur ve sistem maksimum pertiirbeye izin

verir. Bu durumda Teorem 2.3 ile verilen siir ||B|| < 0.05 olmasina ragmen Teorem

2.2 ile verilen simir ||B|| < 0 olmaktadir, yani milkemmel durumda Teorem 2.2.

pertiirbeye izin vermemektedir.

2.2, Periyodik Katsayil Sistemler

A(n) = A(n+T), N boyutlu periyodik ( T periyotlu ) karesel bir matris olmak

uzere
x(ntl)y=Am)x(n), neZ (2.5)

sistemini ele alalim. Bu sistem periyodik katsayili lineer fark denklem sistemi,

x(0)=xo € R baslangi¢ sarti altinda
x(nt+1)=A(n) x(n), x(0)=xp, n=>0 (2.6)

sistemi de periyodik katsayili  lineer fark Cauchy problemi olarak

adlandirilmaktadir. / birim matris olmak tizere
X(ntl)=A(n) X(n), X(0)=1, n>0 (2.7)

Cauchy probleminin ¢6ziimii olan
n—I1
X(n) =TT 4()) =A(n-1) A(n-2) ... A(0)
j=0
matrisine (2.5) sisteminin fundamental matrisi ve

X(1) = [JAG) = A(T-1) A(T-2) ... A(0)

J=0

matrisine de (2.5) sisteminin monodromi matrisi denir (Aydin 1995, Akin ve

Bulgak 1998, Elaydi 1999, Agarwal 2000, Aydin ve ark. 2000). (2.6) Cauchy
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probleminin ¢oziimii x(n) = X(n) xoven =k T+ m, 0<m<T olmak iizere (2.6)

sisteminin ¢Ozimii
x(kT +m) = X (m)X (T x, (2.8)

seklindedir (Aydin 1995, Aydin ve ark. 2000).

2.2.1. Schur kararhhk

(2.8) esitliginden, (2.5) sisteminin Schur kararli olmasi ile sistemin X(7)
monodromi matrisinin Schur kararli olmasinin denk oldugu acik¢a goriilmektedir.

Boylece, Spektral Kritere gore (2.5) sisteminin Schur kararli olmasi i¢in gerek ve
yeter sart |4, (X (T))|<1,(i=1,2, ..., N) olmasidir (Aydin 1995, Akin ve Bulgak
1998, Elaydi 1999, Aydin ve ark. 2000).

Literatiirde, sabit katsayili sistemlerin Schur kararliligmma benzer olarak (2.5)
sisteminin Schur kararlilig1 icin de farkli niimerik karakteristikler tanimlanmistir
(Van Loan 1985, Akin ve Bulgak 1998, Aydin ve ark. 2000). Simdi bu
parametreleri tanitmadan, sabit katsayili sistemler igin verilen Teorem 2.1.

(Lyapunov Teoremi) in periyodik katsayili (2.5) sistemi i¢in varyanti olan bir

teoremi verelim.

Teorem 2.4. (2.5) sisteminin monodromi matrisi X(7) matrisinin Schur kararli

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her C = C">0 matrisi i¢in
X (T)FX(T)-F+C=0

Lyapunov fark matris denkleminin

o0

F=Y (X*(T))k c(x(@) ,F=F >0

k=0
tek ¢ozlimiine sahip olmasidir (Aydin ve ark. 2000).

C =1 olmasi durumunda

X (T)FX(T)-F+1=0
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Lyapunov fark matris denkleminin tek ¢6zimii

F=3x"@f(xm) .F=F >0 2.9)

k=0
olmaktadir. (2.9) matris serisinin yakinsak olmasi X(7) monodromi matrisinin

((2.5) sisteminin) Schur kararli olmasina denktir.

(2.5) sisteminin Schur kararliligi i¢in tanimlanmig parametrelerden birisi;

{01(4,]), pA, 1)} 5 oA, D)=|FI, p4,T)=max osr-1{[|X(K)I[} (2.10)
seklinde tanimlanmistir. Buna gore o, (A,T )< oo ise verilen sistem Schur kararl,

aksi takdirde o, (A,T ) = oo ve sistem Schur kararli degildir. Burada p(4,7), bir

periyot ta ¢6ziimiin hareketi hakkinda bize bilgi vermektedir (Aydin ve ark. 2000).
(2.5) sisteminin Schur kararliligi igin tanimlanmis parametrelerden ikincisi

@(4,T) = || D] (2.11)

-1
seklinde tanimlanan parametredir. Burada C = Z X" (i) X (i) matrisi olmak iizere
i=0

X (I®X(T)-® + C =0 Lyapunov matris denkleminin tek ¢oziimii

o= X" (TFCx(T)=3 X' (k)X (k), ®=d*>0 2.12)
k=0 k=0

matris serisidir. (2.12) matris serisinin yakinsak olmasi da (2.9) daki matris serisine
benzer olarak X(7) monodromi matrisinin ((2.5) sisteminin) Schur kararli olmasina
denktir. Buna gore ®,(4,7)<co ise verilen sistem Schur kararh aksi taktirde
®, (A, T ) = oo, yani sistem Schur kararli degildir.

*

o > 1 pratik Schur kararlilik parametresi olmak tizere w;(4,7) < w
(0,(A,T)<®") esitsizligi saglaniyorsa (2.5) sistemi pratik Schur kararl
(w'— Schur kararl) sistem olarak adlandirilir. Aksi takdirde @'~ Schur kararsiz

matris denir (Aydin 2004). Ayrica w(4,7) < w2(4,T) ve T=1 olmast durumunda
®1(4,T) = w(4,1) = w(A) dir (Aydin ve ark. 2000).
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(2.5) sisteminin Schur kararliligi i¢in tamimlanmis parametrelerden bir digeri
ise;

o (k- k— k— Ak -1)... A(l k>1
H(I)ZZ(HlA(J)j (_H;Amj, 120 _HjA<1>={ (DA k>
J= J=

k=I\_j=l 1 k=1
matris seri dizisi
A (DH(I+D)AD-H()+1=0, [>0
matris denkleminin ¢6ziim dizisi olmak iizere
M(A4, T) = max |H(0)| (2.13)

0<I<T-1

seklinde tanimlanan parametredir. Diger parametrelerde oldugu gib, M (4,7) < o

ise verilen sistem Schur kararli aksi takdirde M(A4,T) = o ve sistem Schur kararl

degildir. Ayrica w,(4,7) = ||H(0)|| dir (Aydin ve ark. 2000).

(2.5) sistemi i¢in tanimmlanmis {wi(4,7), p(4,7)}, @:(A4,T) ve M(A,T)

parametreleri arasinda

01(A.T) € 0x(4,T), p(A,T)<Jo,(4,T), wxAT)<M(A,T)

esitsizlikleri gegerlidir (Aydin ve ark. 2000).

2.2.2. Coziimiin iist simr1

(2.6) Cauchy probleminin ¢dziimiiniin
x(n)=X(m)X (T xy, n=kT+m, 0<m<T

seklinde oldugu bilinmektedir. Ayrica,

1

2 1
(m(A,T)J oA k2 o

pear|<[o-

esitsizligi gecerlidir. Buradan (2.6) nin ¢oziimiiniin iist sinir1
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k
= 1

()| < p(A,T)[l —@Jz o, (A,T)5||x0|| (2.15)

esitsizligi ile verilmektedir. (2.14) ve (2.15) esitsizlikleri, p(A4,7) < ®,(4,T)

esitsizligi de dikkate alinarak, m,(4, T) parametresine bagli olarak sirasiyla

HX(T)"H ﬁ[l - jz ®, (A,T)% k> 1

®,(4,T)

Ve

k
RN
Jx(m)] < (1 - M]Z 0 (A4, T)x,

ile verilmektedir (Aydin ve ark. 2000). (2.15) esitsizligi, M(A4,T) parametresine
bagli olarak

1 3 1
ool (17 s IO

, n=0

seklinde ifade edilir (Aydin ve ark. 2002).

2.2.3. Siireklilik teoremi

A(n) = A(n+T) ve B(n) = B(n+T), N boyutlu periyodik ( 7 periyotlu ) karesel
matrisler olmak tizere (2.5) periyodik katsayili lineer fark denklem sisteminin

pertiirbe sistemi olarak adlandirilan

y(n+l) = (A(n)+ B(n)) y(n), neZ (2.16)
sistemini ele alalim. (2.16) sistemi Schur kararli ise

Y (T)FY(T)-F+1=0

Lyapunov denklemini saglayan
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¢Oziimii var ve o,(4+ B,T)= Hﬁ” dir.

Simdi (2.5) sistemi (yada X(7) matrisi) Schur kararli iken (2.16) sisteminin
Schur kararliliginin hassasiyetini, yani sistemin hangi sartlar altinda Schur kararli

kaldigin1 gosteren stireklilik teoremlerini verelim.

Teorem 2.5. (2.5) sistemi Schur kararli (w,(4,T) < ) olmak iizere

1

oD |X ()| (2.17)

V() - X (D) < \/”X(T)”z .

esitsizligini saglayan B(n) pertiirbe matrisi i¢in (2.16) sistemi de Schur kararlidir

(Aydin ve ark. 2001).

Sonug 2.1. (2.5) sistemi Schur kararli ve a = £n<aTx 1| ||B( ])|| olmak
uzere
- 1
Tb (Cl + b)T ! < \/||X(T)||2 +m —”X(T)”

esitsizligini saglayan B(n) pertiirbe matrisi i¢in (2.16) sistemi de Schur kararlidir

(Aydin ve ark. 2001).

Teorem 2.6. (2.5) sistemi Schur kararli ve

Rl @) (r)- x @)y () - x (0 )|

olmak iizere (2.17) esitsizligini saglayan B(n) pertiirbe matrisleri i¢in
|F - F|< —col(A T)

esitsizligi dogrudur (Aydin ve ark. 2001).
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Sonug 2.2. (2.5) sistemi Schur kararl olmak {izere

)X X0 5 =)

esitsizligini saglayan B(n) pertiirbe matrisleri i¢in

N [ B T =

esitsizligi gecerlidir (Aydin ve ark.2001).

Teorem 2.7. (2.5) sistemi Schur kararli olmak iizere

B A
N

esitsizligini saglayan B(n) pertiirbe matrisi i¢in (2.16) sistemi de Schur kararlidir

(Aydin ark. 2002).

0<n<T-1
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3. PERiYOl?iK KATSAYILI LINEER FARK DENKLEM
SISTEMLERI ICIN ,(4,7) ve x4, PARAMETRELERI
ARASINDAKI ESiTSIZLIKLER"

Bu boélimde, periyodik katsayili lineer fark denklem sistemlerinin Schur
kararlilik parametreleri {@i(4, T), p(4, T)} ve an(A4, T) arasindaki bazi esitsizlikler

verilmigtir.

3.1. w1(A4,7T) ve wy(A,T) Parametreleri Arasindaki Esitsizlikler

A(n) = A(n+T), N boyutlu periyodik ( 7 periyotlu ) karesel bir matris olmak

uzere
x(n+tl)=Amn)x(n), nel (3.1)

sistemini ele alalim. (3.1) sistemi i¢in tamimlanmis iki farkli Schur kararlik

parametrelerinden birisi,

{o(4,D), pA.D) }; oD =FI, p(4,T)=max o1 {{ XK} (3.2)

F=Y(x"(0)f(x(r) .F=F >0, Xx'(T)FX(T)-F+1=0

o0
k=0
ile tanimlanan w,(4,7) parametresidir. Diger parametre ise,

oA D=0 ; ©=3 X (KW (K), ®=0">0 (3.3)
@ =iX*(T)kCX(T)k ,C zi)(*(i))((i) , X (DOX(T)-d+C=0

ile tanimlanan w»(4,7) parametresidir. Literatiirde (3.1) sistemi i¢in tanimlanmig

{w1(4,T), p(4,T)} ve wr(A4,T) parametreleri arasinda

A1) S A1),  p(AT) < Jo,(4,T) (3.4)

esitsizlikleri gecerlidir (Aydin ve ark. 2000). Simdi {@(4, T), p(4, T)} ve an(4, T)

parametreleri arasindaki bazi yeni esitsizlikleri verelim.

" Bu boliimdeki sonuglar XIX. Ulusal Matematik Sempozyumu’nda, (22-25 Agustos 2006, Kiitahya)
bildiri olarak sunulmustur.



18

Teorem 3.1. w(4,7) ve wy(4,T), swrastyla (3.2) ve (3.3) ile tanimlanmig

parametreler ve o = E ||X (1')||2 olmak iizere
i=0

@2(4,7) < awi(4,1); P(A,T)S[awl(A,T)]”z

esitsizlikleri gegerlidir.

Ispat. 1<m < T -1 olmak iizere X(m+kT)=X(m) X" oldugundan,
o0 0 T-1
DX (k)X (k)= ZX*(T)"(Z X*(i)X(i)]X(T)k
k=0 k=0 i=0
oldugu kolayca goriiliir. w,(4,7) = || ZX *(k)X(k) || seklinde tanimlandigina gore,
k=0
0 7-1
ox(4,7) = | = | ZX"(T)"(ZX*@)X@)]X(T)" I
k=0 i=0
T-1 . 0 N ‘ ‘
<I2X OXO X 2 X (M) X (D) |
i=0 k=0

< YO IX X @ x|
olur. (3.2) den,

(4, T) < e wi(4, T) (3.5)

esitsizligi elde edilir. (3.4) ve (3.5) den

p (4,1 <[awi(4,1)]" (3.6)

oldugu agiktir.

Not 3.1. (3.5) den
1/ w1(4,7) < a/ wi(4,T) (3.7)

esitsizligi agikca goriilmektedir.
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Sonug 3.1. ®(4,7) ve w(A4,T), sirasiyla (3.2) ve (3.3) ile tanimlanmis parametreler

ve = E ||X(1')||2 olmak iizere
i=0

(1/a) wx(4,T) < 0i(4,T) < 0x(4,T) < @ 01(4,T)
veya

V(a 01(4,7) <1/ 0:(4,7) <1/ 01(4,T) < a lwx(4,7)
esitsizlikleri gegerlidir.
Ispat. Esitsizliklerin dogrulugu (3.4) ve (3.5) den aciktir.

A(n) = A olmast durumunda ( 7=1 durumu ) @(4,7) = w2(4,T) = w(4) ve a=
Il = 1 oldugundan Sonug 3.1. deki esitsizliklerden (4,1) = w2(4,1) = w(A4) ve
(3.2) deki tamimdan p(A4,1) = 1 oldugu agikca goriilmektedir.

7-1
Teorem 3.2. (3.1) sistemi i¢in o = ZHX (z')||2 olmak iizere
i=0

| 01(4,T) — 02(A,T) | < (a=1) w1(4,7),
esitsizligi dogrudur.
Ispat. (3.4) den w1(4,7) < wx(4,T) ve (3.5) den wx(4,T) < a wi(4,T) oldugu
bilindigine gore,
@2(A4,T) — 01(4,T) < a 01(A,T) — 01(A,T) = (a—1)w1(A,T)
ve
01(A,T) — awi(AT) £ 01(A,T) —02(A,T) <0
olur. Bdylece

| 01(A,T) —02(AT) | < (a—1) 01(A,T) 3.8)

T-1
esitsizligi saglanir. Burada a =Y [X (/)| > 1 olduguna dikkat edilmelidir.
i=0
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Teoremin ifade ettigi esitsizlikten ve 7= 1 i¢in
N 2 2 2
a= Y [X@| = IXOIF=|1]*=1
i=0

olmasindan
| a)l(A,T) — COQ(A,T) | <0 = a)l(A,T) — COz(A,T) =0

olur. Dolayistyla 7 =1 i¢in w(4,1) = wa(4,1) = w(4) sonucuna ulasilir. Bu ise

teoremin sonucunun literatiir bilgisi ile olan uyumunu gostermektedir.

3.2. Pertiirbe Edilmis Sistem i¢cin Baz1 Sonuglar ve Bir Kritik
Simdi (3.1) probleminin A(n+7) = A(n), B(n+T) = B(n), n > 0 ve T > 0 olmak
uzere
y(n+1) = (A(n)+B(n))y(n), ¥(0)=yo, n=0,1,2, ... (3.9)
pertiirbe sistemini ele alalim.
Y(nt+1) = (A(n)+B(n)) Y(n), Y(0)=1, n=0,1, 2, ...

Cauchy probleminin ¢éziim dizisi Y(n), (3.9) un fundamental matrisi ve Y(7) de
(3.9) un monodromi matrisidir. (3.9) un sifir ¢ézlimiiniin Schur kararli olmasi i¢in
B(n) pertiirbe matrisi lizerine w(4,7) parametresine bagli bazi sartlar (Aydin ve
ark. 2001) de verilmistir. Simdi bu sonuglart wy(4,7) parametresine bagli olarak

ifade edelim.

Teorem 3.3. X(7) ve Y(7) swrastyla (3.1) in ve (3.9) un monodromi matrisleri ve

o= Ti ||X (i)||2 olmak iizere
i=0

; a
|Y(T) - X(D)|| < \/”X(T)” +M — IX(D)||

esitsizligi saglanacak sekilde B(n) matrisi i¢in (3.9) sistemi Schur kararlidir.



21

a
@,(A4,T)

Ispat. | Y(T) - X(7)|| < \/”X(T)”z + —|IX(T)|| esitsizligi,

p=a—C2JXDIIINT) - X(D|HIYD) - XD |®]| > 0

esitsizligine denktir. Boylece f > 0 iken pertiirbe edilmis sistemin Schur kararl

oldugunu gosterelim. (3.9) sisteminin monodromi matrisi ¥(7) olmak iizere
Y((kt1)T) = Y(D)Y(KT) = [X(T) +(X(T) = X(DDIY(KT) ; Y(KT) = Y(I)* (k =0)
yazilabilir. v, N boyutlu vektor olmak tizere
<OY((k+1)T)v , Y(k+t1)T)v>=< X (DOXD)Y(kT)v , Y(kT)v>
+ < [(X (DOY(D-X(D)H(Y(T)-X (T))DX(T)
+ (U(T)y-X(T)) ©Y(D)-X(D) YT, Y(kT)v>

olarak yazilir. (3.3) den XTI oX(I)=0-C; C ZEX*(i)X(i) oldugundan
<QY(k+)T)v , Y((k+1)T)v> =< OY(kT)v, Y(kT)v>— < CY(kT)v, Y(kT)v>
+< [(X(D) OY(T)-X(D)H(Y(T)-X(T)) ©X(T)
+ (Y(D)-X(T)) D(Y(T)»-X(D)]YKT)v, Y(kT)v >

olur. Buradan

<OY((k+ )T, Y((k+1)T)v> < [1 —”%”J <®Y(kT)v, Y(kT)v> (3.10)

esitsizligi elde edilir. (3.10) esitsizliginin sag tarafi k&  i¢in arka arkaya
uygulandiginda

<OY((k+1)T)v, Y(k+1)T)v>< [l—ﬁ) <Qv, v>

esitsizligine ulasilir. @ pozitif tanimli matris oldugundan
k— oo, || YK || = (X(T)* v ]| — 0

sonucuna ulagilir. Bu ise (3.9) sisteminin ¥(7) monodromi matrisinin biitiin 6z

degerlerinin birim diskin igine diigmesini, yani |[A(¥(7))| < 1, (=1, 2, ..., N)
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olmasini gerektirir. Béylece Y(7) monodromi matrisi, dolayisiyla (3.9) pertiirbe

edilmis periyodik katsayili sistemi Schur kararlidir.

Uyan 3.1. [Aydin ve ark. 2001, Teorem 2] nin ispatinda <FY((k+1)T)v ,
Y(k+1)T)v> c¢arpimu yerine <®Y((k+1)T)v , Y((k+1)T)v> carpimi almarak (F
matrisi yerine ® matrisi alinarak) (Aydin ve ark. 2001) deki ispat teknigi adim
adim uygulanarak Teorem 3.3. ispatlanmistir. Teorem 3.3., w1(4,7) parametresi i¢in
verilmis olan [Aydin ve ark. 2001, Teorem 2] nin w,(4,7T) parametresi i¢in ifade
edilmesinden baska bir sey degildir. @(4,7) parametresi i¢in var olan bu sonucu
wx(A,T) parametresine gore elde etmek igin, (Aydin ve ark. 2001) deki ispat
tekniginin adim adim tekrarlanmasina gerek yoktur. Teorem 3.3 deki sonucu elde
etmek i¢in (3.7) ile verilen 1/ w(4,7) < a/ wx(4,T) esitsizligini [Aydin ve ark.
2001, Teorem 2] de kullanmak yeterlidir. Ayrica w;(4,7) parametresi i¢in verilmis
Sonug 2.1., Teorem 2.6. ve Sonug 2.2. deki sonuglar w»(4,7) parametresine gore

ayni sekilde rahatlikla yazilabilir.

Teorem 3.4.[Aydin ve ark. 2001, Teorem 2] X(7) ve Y(7) swrastyla (3.1) in ve

(3.9) un monodromi matrisleri olmak iizere

IY(T) - X(D|| < \/||X(T)|| — XD

(A T)
esitsizligi saglanacak sekilde B(n) matrisi i¢in (3.9) sistemi Schur kararhdir.

(3.7) esitsizliginden 1/ w1(4,7T) < a/ w2(A,T) oldugu bilindigine gore

2 | = 12
I s = O+ = S

esitsizligi agiktir. Bu esitsizlik Teorem 3.3. ii ispatlamaya yeterlidir.

Uyarn 3.2. Bu ¢alismada verdigimiz Teorem 3.3. benzer bir sekilde (Uslu 2006) da
da bulunmaktadir. (Uslu 2006) makalesinin sonuglarindan Teorem 3.1. ve ispati,

Sonug 3.2., Teorem 3.3. ve ispat1 (Aydin ve ark. 2001) deki sonuglar tanitilmadan
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sadece (Aydin ve ark. 2001) deki “teknik kullanilarak” ifadesi yer alarak F' matrisi
yerine ® matrisi alip biitiin sonuglarin ispatlarini adim adim takip ederek w,(A4,T)

parametresine gore yazilmasindan bagka bir sey degildir.

3.3. Niimerik Sonuc¢lar

Bu kisimda (3.5), (3.6), (3.7) ve (3.8) esitsizlikleri ile ilgili niimerik sonuglar

verilmistir.
- 4,7 Lo oi(4,7) (3.9
- P <[owi(4,D]" (3.6)
- L (3.7)
@,(4,T)  @,(4,7T)
— oA, —wx4,]) | < (a-1) wi(4,]) (3.8)
D",
o 4(n)= 2 ! olarak alalim. Bu durumda ®;(4;,2) = 1.0667,
0 —_
2

p(41,2)=1, wa(A41,2) =1.3333 ve o,=1.25 dir.

(_1)”
e A, (n)=| - 3 olarak alalim. Bu durumda ®;(4,, 2) = 1.91631,
0 02

p(Aa, 2) = 3.0478, wa(4s, 2) = 11.3271 ve ap = 10.2889 dir.

. (27[ j
sin| —n 0
o A(n)= 3 o olarak alalim. Bu durumda w(4s, 3)=
0 cos(—nj

1.06667, p(As, 3)= 1, wa(As, 3) = 2.13333 ve a3 = 2.25 dir.



) (27{ j
S| —n
e A(n)= 3

0

-1

s
cos| —n
3
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olarak alalim. Bu durumda w(44, 3)=

5.84273, p(A44,3) = 1.93185, wx(A44, 3) = 11.9569 ve a4 = 6.73203 dir.

Ai(n) Ax(n) As(n) Au(n)
w1 (A4,T) 1.0667 1.9163 1.0667 5.8427
p(4,7) 1 3.0478 1 1.9319
an(A4,T) 1.3333 11.3271 2.1333 11.9569
o 1.25 10.2889 2.25 6.732
(3.5) |1.3333<1.3334 | 11.3271<19.7167 | 2.1333<2.4 | 11.9569 <39.3335
(3.6) 1 <1.1547 3.0478 <4.4404 1 <1.5492 1.9319 <6.2716
(3.7) 10.9375<0.9375| 0.5218<0.9083 | 0.9375<1.0547 | 0.1712<0.563
(3.8) |0.2666<0.2667 | 9.4108 <17.8004 | 1.0667 <1.3333 | 6.1142 <33.4907

Tablo 3.1. (3.5), (3.6), (3.7) ve (3.8) esitsizlikleri ile ilgili niimerik sonuglar1 gésteren tablo

{01(4,T), p(4,T) }, wx(A,T) parametrelerinden herhangi birine gore yazilmis

bir sonucun diger parametrelere gore yazilmasinmi saglayan (3.5), (3.6), (3.7) ve

(3.8) esitsizlikleri ile ilgili niimerik 6rnekler Tablo 3.1. de gdsterilmistir.
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4. SABIT KATSAYILI LINEER FARK DENKLEM
SISTEMLERININ SCHUR KARARLILIGININ HASSASIYETI

Bu bolimde, sabit katsayili lineer fark denklem sistemlerinin Schur
kararliliginin hassasiyetini gdsteren bazi sonuclar verildi. Bu sonuglar literatiirdeki

sonugclarla karsilastirildi.

4.1. Ana Sonuclar
Ae Mx(R) olmak iizere
x(nt1)=Ax(n), neZ (4.1)
sistemini géz Oniine alalim. (4.1) sistemi Schur kararli olmak iizere
y(nt+1l)=(4+B) y(n), neZ

seklindeki (4.1) in pertiirbe sisteminin de Schur kararli olabilmesi i¢in B pertiirbe
matrisi tizerine bazi kisitlamalar yapilmaktadir. (4.1) sisteminin Schur kararliliginin
hassasiyeti siireklilik teoremleri olarak bilinen teoremlerle anlasilmaktadir. Mesela
bu teoremlerden ikisi Teorem 2.2. ve Teorem 2.3. dir. Simdi Schur kararliligin

hassasiyetini gosteren bazi sonuglar1 vermeden dnce asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 4.1. 4 matrisi Schur kararli ((4.1) sistemi Schur kararli) ve 4+B matrisi de
Schur kararli ise simetrik pozitif tanimli bir C=/+B"XA+A XB+B XB matrisi

vardir.

Ispat . 4 ve A+B matrisleri Schur kararli oldugundan, (Lyapunov Teoreminden)
AHA-H+I1=0ve(A+B)X(A+B)-X+1=0

Lyapunov fark matris denklemlerinin simetrik pozitif tanomli H=H >0 ve

X = X" >0 ¢dziimleri vardir. Ikinci Lyapunov fark matris denkleminden

AXA-X=—(I+BXA+AXB+BXB)
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ifadesi yazilir. A Schur kararli bir matris ve X=X"> 0 simetrik pozitif tanimh
¢Oziimiiniin var oldugu bilindigine goére Lyapunov Teoreminden C= C'=

[+B"XA+A"XB+B XB > 0 simetrik pozitif tanimli matrisi vardir.

. 1 -05
Ornek 4.1. x(n+1)=
0.75 -1

jx(n) sistemini ele alalim. a)(A)=6.01596

0.003 0

oldugundan sistem Schur kararlidir. B =
0 -0.003

j, o(4+B,T) = 6.10758

matrisi ile pertiirbe edelim. Lemma 4.1. de varlig1 garanti edilen (Lyapunov fark
matris  denklemini  saglayan) simetrik  pozitif tanimli  C  matrisi

_( 1.01628 —-0.00231794

seklindedir.
—0.00231794 1.01628

0.5 0.1

Ornek 4.2. x(n+1)=
0.01 -0.25

]x(n), sistemini ele alalim. @(A)=1.34632

0.49 0

oldugundan sistem Schur kararhdir. B=
0 -049

J, o(A+B,T) = 53.4647

matrisi ile pertiirbe edelim. Lemma 4.1. de varlig1 garanti edilen (Lyapunov fark
matris  denklemini  saglayan) simetrik  pozitif tanimli  C  matrisi

~ (39.9325 0.75442

seklindedir.
0.75442 1.86426

1
w(A)

Teorem 4.1. A Schur kararli bir matris (@(A) <) olsun. ||B|| < ||A||2 + - ||A||
sartin1 saglayan B pertlirbe matrisi i¢in A+B Schur kararli bir matris ve

)] +11B)B|* (4)
1= 2]+ 8] Bl o 4)

w(A)
12| BB ()

b

o(4+B)<

o(A4+B)-w(4) <

esitsizlikleri dogrudur.
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Ispat : i1k olarak teoremin ikinci kisminin ispati ile baslayalim. Tkinci kismin ispati
icin literatiirdeki siireklilik teoremlerinin ispat yontemlerini kullanalim (6rn. Aydin

2004). Lemma 4.1. den Schur kararli olan A+B matrisi i¢in
A X A-X = - (I+B" XA+ A" XB+B'XB)

denklemini saglayan X=X">0 simetrik pozitif tanimli ¢Sziimiiniin var oldugu
bilindigine gore C= C* = +B"XA+A"XB+B"XB > 0 simetrik pozitif tanimli matrisi

vardir. Lyapunov matris denkleminin ¢6zimii
x=>(a")cat
k=0

dir. Buradan

=3l er

<zt

= |Clleo(4) (4.2)

esitsizligi elde edilir.C=/+B XA+A4 XB+B"XB oldugundan
[l < 1+ 2lled 4]+ 81 |1

bulunur. Bulunan esitsizlik (4.2) ifadesinde yerine yazilirsa
[l < +20 ] ] 4+ B o)

elde edilir. Buradan
el el a1 o)< o).

dolayistyla

a)(A)
1=(2]+[B)Be(4)

%] <

esitsizligi elde edilir. w(4+B) = || X|| oldugundan

o(4)
1= 24+ |88 ()

o(A+B)< (4.3)

esitsizligi bulunmus olur.
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Diger esitsizlik i¢in, X = Z(A*YCA" ve H = Z(A*)kAk oldugu bilinmektedir.
k=0 k=0

Bu iki matrisin farkinin normu alinirsa

(4] 4

esitligi elde edilir. C = I+ A" XB+B XA+ B XB oldugundan

<Jc-1]

b= Sl (-

)
k=0

| X — H| < B XA+ 4"XB + B XB| Hi (a) 4
k=0

<|4°xB+ B" x4+ B xB|(4) < (2B 4] + |B]" N|x — ] + 1]l 4)
esitsizligi bulunur. Bu esitsizlikten

@2l 4] +|8])B|<* (4)

W G 8] Bl

(4.4)

elde edilir. H|X || —||H m < ||X -H || oldugundan istenilen esitsizlik bulunmus olur.

Simdi teoremin birinci kisminin ispatina gegelim. 4 Schur kararli iken 4+B

matrisinin de Schur kararli olmasi, yani a)(A+B)<oo olmasi i¢in (4.3)

esitsizliginden
1~ el 4]+ 8] Jol4) > 0
olmalidir. Buna gore, (2||B||||A|| + ||B||2 )a)(A) <1 esitsizligi ||B|| ye gore ¢oziiliirse,

1
w(A)

Bl <4l +——= =]

esitsizligi elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Not 4.1. Periyodik katsayil1 sistemler i¢cin 7= 1 olmasi1 durumunda, A(n) = 4, B(n)
=B, X(D|r=1= X(1) =4, Y(T)|r=1= Y(1) = A+B, o, (A,T)|T:1 =w,(A,1)=w(A4) ve

I|IY(1) — X(1)|| = ||(4+B) — A|| = ||B|| olur. Ayrica || H(0) || = ®w(A4) oldugundan 7' =1

olmasi1 durumunda Teorem 2.5 ve Teorem 2.7 nin bir sonucu olarak da
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“A Schur kararli bir matris (@(4) < ) olmak tizere

1
w(A)

1Bl < .[]4]" + —l4]

sartin1 saglayan B pertlirbe matrisi i¢in A+B Schur kararli bir matristir.”

sonucu karsimiza ¢ikmaktadir.

Sonug 4.1. A4, ® —Schur kararli matris (o(4) < ©") olmak iizere

1] < J AP + 229Dy
o w(A)

sartin1 saglayan B pertiirbe matrisi i¢in 4+B matrisi de @ —Schur kararlidur.
Ispat. B pertiirbe matrisi i¢in A+B matrisinin o —Schur kararli olmasi
o(A+B) <o

esitsizligini saglamasina baglidir. Teorem 4.1. den goriilir ki 4+B matrisinin

& P
® —Schur kararli olmasi i¢in

w(4) <o
1= @l 4] + |58 ()

o(A+B)<

esitsizligini saglamalidir. Buradan

w(4) <o
1= @]+ BB (1)

esitsizligini ||B]| ye gore ¢oziillirse

1Bl < J A + 229D 4
o w(A)

esitsizligi elde edilir. Boylece sonucun ispati tamamlanmis olur.
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.. 0.5 6 . .
Ornek 4.3. 4 =( j ve ® =10 olsun. o(4)= 54.9294 > ® oldugundan 4,

0 0.1

* . .
@ — Schur kararsiz matristir.

0.5

Ornek 4.4. 4 =( 0

1 * *
J ve ® =10 olsun. w(4)= 2.82812 < ® oldugundan 4,

@ — Schur kararli matristir. Ayrica Sonug 4.1 den ||B|| < 0.107862 olacak sekilde B

pertirbe matrisleri i¢in A4+B matrisi ® — Schur kararhdir. Mesela
0.1 0
B= ,
0 0.1

0.6 1
A+B= [ o o 2j olup w(4+B) = 3.65544 oldugu goriiliir.

=0.1<0.107862 (Sonug 4.1.) alalim. Gergekten

4.2. Niimerik Sonuclar ve Karsilastirma

Bu kisimda (4.1) sistemi i¢in Teorem 2.2., Teorem 2.3. ve Teorem 4.1. de
verilen sonuclarin karsilagtirmasi yapilmistir. Karsilagtirma yapilirken kolaylik

saglamasi agisindan pertiirbe matrisinin normu ||B|| nin {ist sinirin1

- 61=10” ” (Teorem 2.2.)

- »= ;3 (Teorem 2.3.)

2000°(A4)
- || || —_— —||A|| (Teorem 4.1.),

ile
- A; matrisi i¢in pertiirbe matrislerini B/

ile, 0 =|a)(A +B)- a)(AM olmak tizere 0 nin st sinirlarini

- 0= 40’ (A) ” ” (Teorem 2.2.)
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- 0= 50° (A]|B|| (Teorem 2.3.)

@] + BB (4)

1= (2f4]+B])|B] (4)

(Teorem 4.1.)

olarak gosterelim.

1 _
o A = alalim. ©(4,) = 6.01596, &, = 0.02714, §, = 0.00339,
lo7s -1

5;=0.05013  dir. Bu degerlere uygun pertitbe  matrislerini

. (0.003 0 , (001 0 .
B, = , B = alalim.  Buna  gore
0 -0.003 0 -0.01

(A, +B/)=6.10758, o(4, + B} )= 6.33469 dir.

0.5 0.1
J A2=[ ] alalm. o(4,)= 1.34632, &= 0.03802, &,=0.032,

0.01 -0.25
5;=0.49  dur. Bu  degerlere = uygun  pertiitbe = matrislerini
. (0.03 -0.01 5 03 0.15 .
B, = , Bj= alalm.  Buna  gore
0 -0.003 -0.01 0.2

(A, + B))=1.40135, (A, + B)=2.93851 dir.

0.99 0
o 4, :( ) alalim. ®(43) = 50.2513, &;= 0.00197, 6, = 0.00014,

0 -0.99
03 = 0.00999 dur. Bu degerlere uygun pertiirbe matrislerini
. (0.0001 0 , (0.002 0 .
B; = , Bj= alalim. Buna gore
0 0.0001 0 -0.001

(A, + By) =50.7563, w(A, + B}) = 62.751 dir.
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A 81 82 83 B 0 61 92 63
BI1 0.09162 1 0.26599 | 1.33154 ) 0.377132
A; 10.02714 ] 0.00339 | 0.05013
Bl2 0.31873 | 0.88663 * 1.47642
B; 0.05503]10.44812 ] 0.33268 | 0.0633682
A> 10.03802 | 0.032 0.49
322 1.59219 | 4.93648 * 2.43405
B31 0.505 ] 1.02028 | 8.95031 | 0.505039
Az ] 0.00197 1 0.00014 | 0.00999
B32 12.4997 * * 12.4998

Tablo 4.1. Farkli Schur kararlhh 4 matrislerine, matrisin 6zelligi bozulmaksizin Teorem

2.2., Teorem 2.3. ve Teorem 4.1. ile verilen pertiirbenin sinirlarin1 (01, &2 ve 83), bu
siirlara uygun B pertiirbe matrislerine karsilik Schur kararlilik parametreleri arasinda

gerceklesen fark ( 0 ) ve aym pertiirbe matrisleri icin yine Teorem 2.2., Teorem 2.3. ve

Teorem 4.1. ile verilen parametreler arasindaki farkin iist sinirlarmi (01, 0, ve 03) gosteren

tablo

Tablo 4.1. de verilen Schur kararli 4; (i =1, 2, 3) matrisleri i¢in 2. 3. ve 4.

siitundan anlasilacagi iizere Teorem 2.2. (3;), Teorem 2.3. (8;) ve Teorem 4.1. (83)

nin izin verdigi maksimum pertiirbeler goriilmektedir. Goriildiigii gibi Teorem 2.2.,

Teorem 2.3. den ve Teorem 4.1., Teorem 2.2 ve Teorem 2.3. den daha fazla

pertiirbeye izin vermektedir. Mesela Schur kararlt A, matrisi i¢in A,+ Bf matrisi

Schur kararli olacak sekilde pertiirbe matrisinin normunun iist sinirlari ;= 0.03802,

0,=0.032 ve 63= 0.49, yani 4, matrisi i¢in Teorem 2.2., Teorem 2.3. den ve Teorem

4.1, Teorem 2.2. ve Teorem 2.3. den daha fazla pertiirbe yapilabilmektedir. 6, ye

gore yapilan pertiirbe B) matrisi igin gerceklesen deger 0 = 0.05503 iken, Teorem

4.1. ile verilen smir 6;= 0.0633682, Teorem 2.2. ile verilen smir 0,= 0.44812 ve

Teorem 2.3. ile verilen smir 6,= 0.332688 olmaktadir. Burada s st siniri

gerceklesen 6 degerine 0, ve 0, sinirindan daha yakin olmaktadir.
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Schur kararli A; matrisi i¢in A+ Blk matrisi Schur kararli kalacak sekildeki
maksimum pertiirbeye Teorem 4.1. (03) izin vermektedir. 6, ye gore yapilan
pertirbe B/ matrisi igin gergeklesen deger 0 = 0.09162 iken, Teorem 2.2. ile

verilen smir 6;= 0.26599, Teorem 2.3. ile verilen sinir 6,= 1.33154 ve Teorem 4.1.
ile verilen smir 03= 0.377132 olmaktadir. Burada 6, iist simir1 gerceklesen 0

degerine 0 ve 03 sinirindan daha yakin olmaktadir.

0, <0, < ||B|| <0, olan B pertiirbe matrisleri i¢in Teorem 2.2. ve Teorem 2.3.

sartlart saglanmadigindan 6ve 6, degeri, &, <|B|<dJ <&, olan B pertiirbe

matrisleri i¢cin de Teorem 2.3. {in sartlar1 saglanmadigindan 6, degeri

hesaplanamamistir. Bu durum Tablo 4.1. de * ile gosterilmistir. Mesela B; matrisi

icin 0, ve 0, degeri hesaplanamazken 0; = 12.4998 olarak hesaplanmistir.

Uyar 4.1. 4 = 0 matrisi i¢in @w(4) = 1 olup Schur kararliligin kalitesi en iyi olan

matristir. Bu durumda &, hesaplanamaz iken 6, = % ve 03 = 1 olarak bulunur.

Spektral Kriteri dikkate alinirsa Teorem 4.1. ile verilen 83 = 1 siniri, sistemin Schur
kararliligt bozulmadan yapilabilecek en biiyiik pertiirbenin de {ist sinir1 oldugu

dikkate alinmalidir.
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5. PERiIYODIK LINEER FARK DENKLEM SIiSTEMLERININ
SCHUR KARARLILIGININ HASSASIYETI"

Schur kararliligin hassasiyeti problemi, verilen bir sistemin Schur kararlilig
bozulmadan ne kadar pertiirbe edilebilecegi, diger bir ifadeyle pertiirbe matrisi
iizerine konulacak sartlarin ortaya c¢ikarilmasi problemidir. Bu yoniiyle Schur
kararliligin hassasiyeti problemi, bir ters problem olarak karsimiza ¢ikmaktadir.
Ters problem, basitge ¢oziimden hareketle, problemin yapisinin korunmasi igin
problemin verilerinin saglamasi gereken sartlar1 arastirma problemi olarak

tanimlanilabilir.

Bu béliimde, periyodik katsayili lineer fark denklem sistemlerinin Schur
kararliliginin  hassasiyet problemi icin bazi sonucglar verildi. Bu sonuglar
monodromi matrisinin siirekliligi ve Schur kararlilik parametrelerinin siirekliligi
olarak iki alt baslikta incelendi, elde edilen sonugclar literatiirdeki sonuclarla da

karsilastirildi.

5.1. Monodromi Matrisinin Siirekliligi Uzerine Sonuclar
A(n) = A(n+T), N boyutlu periyodik ( 7 periyotlu ) karesel bir matris olmak

uzere

x(nt1)=An) x(n), n>0 (5.1)
sistemini ele alalim. / birim matris olmak tlizere

X(n+1)=A(n) X(n), X(O0)=1, n>0 (5.2)
Cauchy probleminin ¢oziimii olan X(n) matrisi (5.1) sisteminin fundamental
matrisi, X(7) matrisi de (5.1) sisteminin monodromi matrisi olmak iizere

B(n)=B(n+T), N boyutlu periyodik ( T periyotlu ) karesel matris olmak tiizere (5.1)

periyodik katsayili lineer fark denklem sisteminin
y(n+1) = (A(n)+ B(n)) y(n), n=>0 (5.3)

pertiirbe sistemidir. (5.3) Cauchy probleminden elde edilen

" Bu boliimdeki sonuglarm bir kismi, XX.Ulusal Matematik Sempozyumu’nda (03-06 Eyliil 2007,
Erzurum) ve bir kismi da 14th International Conference on Difference Equations and Applications,
(July 21-25 2008 Istanbul) da bildiri olarak sunulmustur.



35

Y(n+1)=[An)+B(n)] Y(n) , Y(0)=1, n=>0 (5.4)
Cauchy probleminin ¢oziimii olan Y(n) matrisi (5.3) sisteminin fundamental matrisi,
Y(T) matrisi de (5.3) sisteminin monodromi matrisidir. Schur kararliliginin
hassasiyetini gosteren siireklilik teoremlerini vermeden Once ¢alisma igin gerekli

olan baz1 gosterimleri tanitalim.

a= 3 X6 o) = [140)
() = []80) 7 = (T ~)ymax|o(T. b)

B = max|O(T, k)||(1+ (T -1) lgrgg;:”Q(k,O)

1<k<T

)

max ||A(j)|| ;  max ||A(j)|| <1

0<,j<T-2 0<j<T-2

7-2
max [ ) 5 max Jc] > 1

0<,/<T-2 0<,/<T-2

= max
# 1<k<T

A=Y(T)-X(T)= Tf[ ﬁA(j)JB(k)Y(k)

k=0\_j=k+1
1
8, = A + )
2= [ )

| +
0<k<T-1

A; = max ”B(k)”[B+y1srkn§TX—1”T(k’0)

T-1k-1 k'

- ma [BIS S

( max
0<k<T-1 e ]!(k _])! 0<j<k-1

s |

el (17 - pa &)

Ay = 0 . max |B(k)|
(T =1) max |O0(j, k)| max [B(k)| osk=r-
<j,k<T 0<k<T-1

Tablo 5.1. Baz1 Semboller



Lemma 5.1. Y(n), (5.3) iin fundamental matrisi olmak iizere

TZ”Y(k)” <1+(T - 1) max |

1<k<T- 1|

e -l | ,
"t BN l)l(o< ax |4 (J)||) (ma,gglllB(J)ll)

esitsizligi dogrudur. Q ve ¥, Tablo 5.1. de tanimlandig1 gibidir.

Ispat.
T-1
@] =+ xal+ r@f + ...+ rr-n]

= 1+ 40 +BO) ||+ | [AD)+BDIA©O)+BON] || +... +
| AT-2)+B(T-2)] ...[A)+BOAO)+BO)]

seklindedir. Uggen esitsizligi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa,

T-1 T-1 T-1
2y <1+ o)+ X ¥k.0)
k=0 k=1 k=1

T-1| k-1 k! f—1 . /
P 1)'(0 nax |4 (J)||) (Og}g}_lllB(J)llj

olarak elde edilir.

< (T -1) max

1<k<T-1

S (7= e

esitsizlikleri dikkate alindiginda,

<k<T-1 1<k<T-1

Z”Y(k)” <1+(T - 1)[ max

L)

7l ke k-1 i
S 1),(0<,<k ) (g focn) |

esitsizligi elde edilir.
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Teorem 5.1. X(7) ve Y(T) swrasiyla, (5.1) ve (5.3) sistemlerinin monodromi

matrisleri olmak lizere



37

1 (D) = X(D) || < As

esitsizligi dogrudur. Ustelik (5.1) sistemi Schur kararli olmak iizere A, <A,

esitsizligini saglayan B(n) pertlirbe matrisleri i¢in (5.3) sistemi Schur kararhidir. A,

ve Az, Tablo 5. 1. deki tanimlandig1 gibidir.
Ispat . (5.2) ve (5.4) denklemlerinden
Y(n+1) —X(n+1) = A(n) [Y(n) —X(n)]+ B(n)Y(n) ; Y(0) -X(0) =0 (5.5)

ifadesi yazilabilir. (5.5) sisteminin ¢oziimii, yani (5.1) ve (5.3) sistemlerinin

fundamental matrisleri arasindaki fark

Y(n) ~X(n) = Z( ﬁA(j)jB(k)Y(k) (5.6)

k=0\_j=k+1

dir. (5.6) esitliginde n = T alinarak

Y1) - X(1) = z[ il g(j>JB(k)Y(k) 57)

esitligi yazilir. (5.7) esitliginde her iki tarafin normu alinirsa
T-1
[y - x(1)| = HZ OT .k + 1)B(k)Y<k>H
k=0
elde edilir. Bu esitlikten

Y (1) - X(T)| < max

I<k<T

T, k)

max [ B(k))| 2||Y(k)|| (5.8)

0<k<T-1

esitsizligi yazilir. Lemma 5.1. de ki esitsizlik (5.8) de yerine yazilirsa

()= x(T)| < max [BG(p-+7 max o)+

0<k<T
k-1 /
Sk - 1>'(o< a4 (’)”j (maZ‘J'B“)"jJ

esitsizligi elde edilir. Yukarida ki esitsizlik i¢in,

+ maX”Q(T k)|| Z Z
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® max ||A(])|| <1 ise;

0</<T-2

¥y~ x(T)| < max |B0)(B+v max [¥ko)|+
<k<T- <k<T-1

T-lk=l  f
+1<rr}i>;||Q(T k)|| max ”A(])”kzyz;'l'(k Z)'(O 1ax 1|| (J)”j

o 0znlexz||A(])||>l ise;

() - x(T)| < max BB+ max o)+

0<k<T <k<T-

=2 p_jj
+max||Q(T k)||( max ||A(])||j kZZIZ% N - l)'(0< 1ax 1” (J)”j

1<k<T

esitsizlikleri gegerlidir. Bu teoremin birinci kismini ispatlar.

(5.1) sistemi Schur kararli olmak {lizere Teorem 2.5. den, A; <A,

esitsizligini saglayan B(n) pertiirbe matrisleri i¢in (5.3) sistemi Schur kararhdir.

Boylece teoremin ispati tamamlanmais olur.

Sonuc 5.1. 7 =1 i¢in (5.1) fark denklem sistemi ((2.1) sabit katsayili sistem) Schur

kararli olmak iizere

1Bl < A[,_,= 83
sartin1 saglayan B pertiitbe matrisi i¢in (5.3) sistemi de ((2.4) sabit katsayili
pertiirbe sistemi) Schur kararlidir. (83 (kisim 4.2.) de tanimlandig1 gibidir.)

Ispat. Periyodik katsayili sistemler i¢in 7= 1 olmas1 durumunda, 4(n)=A, B(n) = B,
X(Dlra= X(D=4 , Y(Dl=1= Y(1) = A+B, o,(A,7T)],, = o (4D =(4), B, =],

. Ayl =1 Blve A _ =8 (kisim

B(k)| =|

7/|T:1 ? ’U|T1 O max

0<k<0

J
4.2.) olur. Burada max { }= 0 ve Z(.) =0 seklinde tanimlidir. Boylece

<k<
isksj.j<i k=i, j<i

A <Al =8

T=1 T=1
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elde edilir. Bu ise sonucu ispatlar.

Uyar 5.1. Sonug 5.1. tam olarak Teorem 4.1. in ifadesinin bir kismi1 oldugu agiktir.
Ayrica Teorem 2.5. ve Teorem 2.7. de 7 = 1 alindiginda da direk bu sonug ortaya
cikmaktadir. Bu bize yukaridaki teoremin literatiirdeki sonuglarla uyumlu oldugunu

gostermektedir.

Teorem 5.2. X(7) ve Y(T) sirasiyla, (5.1) ve (5.3) sistemlerinin monodromi

matrisleri ve (T- —l)lmax ||Q( j,k)” max B(k)” <1 olmak iizere

<j.k<T 0<k<T-1
Y (1) - x(T)| <A,
esitsizligi dogrudur. Ustelik (5.1) sistemi Schur kararli olmak {izere
A

max o j,k)||[1 +(7 -1 max X+ Alﬂ

<k<T-1

B <

sartin1 saglayan B(n) pertlirbe matrisleri i¢in (5.3) sistemi de Schur kararhdir.

Burada A; ve A4, Tablo 5. 1. de tanimlandig1 gibidir.

Ispat. (5.6) esitligi yardimiyla

n—1
Y (n) - X (n)]| = || kzo O(n, k + l)B(k)Y(k)”

< max
1<k<n

max
0<k<n-1

00| max || X | (5.9)

esitsizligi yazilabilir. Buradan

n—1 n—1 n-l1 n—1
2ol = ZJv e - x () + X< XY o - X Gy + 2 |x (o)

<1+(n- 1)( max [V (k) — X (k)|+ max ||X(k)||j
1<k<n—1 1<k<n-1

esitsizligi elde edilir. Elde edilen bu esitsizlik (5.9) da yerine yazilirsa
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¥ ()~ X ()| <max|Qn. ) 02/33351||3(k)||[1 =) max )~ X0+ é?ilf:””“"ﬂ

esitsizligine ulagilir. Esitsizlik her # icin saglandigindan ve sag taraftaki biitiin

terimler maksimum oldugundan esitsizlik

1 ¥(n)=X(n)|| yerine max || Y(k)-X(k)|
icinde gegerli olacaktir. Bdylece 1 :é?,’}ii‘n"Q( Jk)| max [B(k)| olmak iizere
esitsizlik

max([¥ (k) - X (k)| < (1 +(n- 1{12?3’1)41||Y(k) - X (k)| + é??i‘J'X(k)”D

olarak yazilir. Buradan max IIY(k)-X(k)|| < max || Y(k)-X(k)|| oldugu dikkate

alinarak esitsizlik diizenlenirse
_ _n _
ml )~ Xl g (10 g ol
esitsizligi elde edilir. Boylece

[¥ ()= X () < m [1 +(n-1) é‘;?gffl”X(k)”)

esitsizligine ulasilir. Son esitsizlikte » = T olarak alinirsa ||Y (T)-X(T )|| <A,
sonucuna ulasilir. Boylece teoremin birinci kisminin ispati1 tamamlanmis olur.

Teoremin ikinci kisminin ispati ise; Teorem 2.5. den A, <A, esitsizligini
saglayan B(n) pertiirbe matrisleri i¢in (5.3) sistemi Schur kararli oldugundan gerekli
diizenlemeler yapildiginda

A
max 0| 147~ max x4, )|

1</ k<T

B <

olarak bulunur. Bu ise teoremi ispatlamaya yeterlidir.
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Not 5.1. 7= 1 i¢in Teorem 5. 2. nin ifadesi Sonug 5.1. ile ayn1 olmaktadir.

Gergekten, T = 1 oldugunda, A(n) = 4, B(n) = B, X(T)|r=1= X(1) = 4 , Y(T)|7—1=
Y(1)=A+B, 0,(A,T)|,_ = o,(4]) = a(4) ve

1$%§T||Q( j,k)||(1 +(T —1) max ||X(k)||j

A _ 1<k<T-1 B _ B
s 1=(7—1) max [0/, 5] max [B(K] mex [Bo) =18l
<jk<T 0<k<T-1 _
A 1
! =M+ -4l
max O j,k)||[1+(T—1)( max ||X(k)||+A1ﬂ @(4)
1<) k<T 1<k<T-1 -1
olur. Boylece Sonug 5.1. e ulasilmis olur.
.. e,
Ornek 5.1. x(n+1)=| » x(n) periyodik katsayilt lineer denklem
0 0.1

sistemini ele alalim. Teorem 5.2. nin birinci kismina gore rn?X”B(k)” < 1 olmak
0<k<1

uzere

1.5
1 - max|B(k)

0<k<1

F@)-x©2)|<a, = max

0<k<l1

Bk

esitsizligi dogrudur. Ornegin

-D"05 0

Bm=" "0 s , max|B, (k)= 0.5
-D"09 0

Bm=" " o] max|B.(o]=09

pertiirbe matrisleri i¢in sirasiyla,

| YQ2)-X(2) || =0.75<As=1.5, || ¥2) - X2) || = 1.71 < Ay = 13.5
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dir. Fakat verilen Schur kararli sistem Bj(n) ve B,(n) matrisleri ile pertiirbe edilir ise
01(A4+B,T) = © ve m1(4+B,,T) = « oldugundan pertiirbe sistemleri Schur kararl
degildir.

Teoremin 5.2. nin ikinci kismima gore verilen Schur kararli sistemi

|| B(n) || < 0.333333 sartim1 saglayan pertiirbe matrisleri ile pertiirbe edilir ise

pertiirbe sistemi Schur kararli olarak kalmaktadir. Ger¢ekten

, max|B,(k)|=0.33

0<k<1

By() = ((—1)” 033 0 ]

0 0.33

pertiirbe matrisi ile pertiirbe edilirse ®(A+B3,7) = 1.90325 oldugundan verilen

sistem Schur kararli kalmaktadir ve
|| (T) - X(T)||=0.4389 < A, = 0.738806

dir. Ayrica pertlirbe sistemin Schur kararlilign A4 = 0.738806 < A; = 0.749999

oldugundan da goriilmektedir.
Uyari 5.2. Teorem 5.2. de Teorem 5.1. gibi literatiirdeki sonuglarla uyumludur.

Simdi Schur kararliligi karakterize eden ®;(4,7) parametresine gore ifade

edilen Teorem 5.1. ve Teorem 5.2. yi, 3. bolimde (3.7) esitsizligi ile verilen
1/ 01(4,T) < a/ wi(A,T)

esitsizliginden yararlanarak w»(4,7) parametresine gore ifade edelim.

Teorem 5.3. (5.1) sistemi Schur kararli olmak tizere A, <A, esitsizligini saglayan

B(n) pertiirbe matrisleri icin (5.3) sistemi Schur kararlidir. Burada A, ve Az, Tablo

5. 1. deki tanimlandig: gibidir.
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Teorem 5.4. (5.1) sistemi Schur kararli olmak iizere
A,
max [|O( j,k)||[1 +(T - 1)(1333Tx_1||)((k)|| +A, ﬂ

1</, k<T

B <

sartin1 saglayan B(n) pertlirbe matrisleri icin (5.3) sistemi de Schur kararhdir.

Burada A, Tablo 5. 1. deki tanimlandig1 gibidir.

Not 5.2. Teorem 5.3. ve 5.4 de ki A, parametresi, w;(4,T) parametresine bagli olan
A, parametresinin, @>(4,7) parametresine gore yazilmis halidir. Bu sebepten
teoremlerin ispatlari (3.7) esitsizligi, Teorem 5.1. ve Teorem 5.2. nin ispatlarindan

aciktir.

Simdi yukarida verdigimiz teoremler ile ilgili bir 6rnek yapalim.

099 0
Ornek 5.2. x(n+1)[ 0 (—1)”Jx(n) periyodik katsayili lineer denklem
2

sistemini ele alalim. Sistemin sart sayilar1 ®;(4,2) = 25.3781 ve wx(4,2) = 50.2513

dir. Verilen Schur kararli olan sistemi
e |1 Bn)I<0.00995026 (Teorem 5.1.)
e |1 Bm)I<0.00990101 (Teorem 5.2.)
e |l B(n)1<0.00995024 (Teorem 5.3.)
e |1 Bn)1<0.00990098 (Teorem 5.4.)

kadar bir pertiirbe yapilirsa verilen sistemin Schur kararli kalacagini garanti

etmektedir.
0.0099 0
Bim = , max|B, (k)| =0.0099,
0 (=1)"0.0099 ) osk<i
="y ) B,(k)| = 0.01
"= , max =(.
’ 0 (=1)"0.01)" osk="?
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, max|B;(k)| =0.011

0<k<1

0.011 0
o 5

0 (-1)"0.011

matrisleri ile pertiirbe edilsin. Bu durumda verilen sistem B, ile pertiitbe edilen
sistem ®;(4+B;,2) = 2500.38 oldugundan Schur kararl iken B, ve Bj ile pertiirbe
edilen sistem, Teorem 5.1., Teorem 5.2., Teorem 5.3. ve Teorem 5.4. ile verilen
smirlardan higbirisi ile Schur kararli oldugu garanti edilmemektedir. Gergekte bu
sistemler zaten ®;(4+B,,2) = © ve ®(4+B3, 2) = o oldugundan Schur kararli

olmamaktadir.

Not 5.3. Yukaridaki 6rnekten, 6zellikle B (n) ve Ba(n) pertiirbe matrislerine karsilik
gelen degerler incelendiginde elde edilen teoremlerin keskin simirlar verdigi

anlagilmaktadir. Spektral Kritere gore de, bu durum Sekil 5.1. de agikga

goriilmektedir.
O Verilen sistemin 6z
. degerleri
¢ B(n) matrisi ile
05 pertiirbe edilmis
sistemin 6z degerleri
0 - B,(n) matrisi ile
pertiirbe edilmis
sistemin 6z degerleri
4.5
+ B;(n) matrisi ile
pertiirbe edilmis
Bl sistemin 6z degerleri
1 45 L] 05 1

Sekil 5.1. Ornek 5.2. nin Spektral Kritere gére degerlendirilmesi
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5.2. (A, T) ve w3(4,T) Parametrelerinin Siirekliligi Uzerine Sonuclar

(5.1) ve (5.3) sistemleri ( X(7) ve Y(7T) matrisleri ) Schur kararli olsun. Yani her
hangi bir C = C" > 0 matrisi i¢in sirastyla, X *(T )FX (T )—F + C =0 Lyapunov fark
matris denklemini (LFMD) saglayan F=F >0 ve Y (T)FY(T')- F +C =0 LFMD
ni saglayan F = F" >0 ¢dziim matrisleri var olsun.

Schur kararli X(7) ( veya Y(7) ) matrisi i¢in her hangi bir pozitif tanimh
matrisi ¢iziim kabul edecek sekilde LFMD ni saglayan bir C = C* > 0 matrisini

arastirma problemi anlamlidir ve bu yoniiyle problem, bir ters problemdir.

Simdi bu ters probleme cevap teskil eden lemmay1 verelim.
Lemma 5.2. (5.1) sistemi (X(7) matrisi) ve (5.3) sistemi (¥(7) matrisi) Schur
kararl1 olsun. Her hangi bir C, =C,> 0 matrisi igin (5.3) sisteminin LFMDni
saglayan ®, = @, > 0 ¢dziimiine karsilik, (5.1) sisteminin LFMDni saglayan
simetrik pozitif matris
C = CrtA O X(T)+X (1) DA +A DA
seklindedir. A, Tablo 5.1 de tanimlandig1 gibidir.

Ispat. (5.1) sistemi Schur kararli, yani X(7) monodromi matrisi Schur kararli

oldugundan

X(T) ®, X(T) -+ C,=0
LFMDnin pozitif tanimli bir ®; = <DT > (0 ¢oziimii vardir. (5.3) sistemi de Schur
kararli oldugundan

Y(1) @:Y(T) - @+ C,=0 (5.10)
LFMDnin pozitif tanmimli bir @, = @ > 0 ¢dziimii vardir. (5.10) denkleminin
¢Ozlimii @, matrisine karsilik

X' (1) ©, X(T) - O+ C=0
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LFMD ni saglayan C matrisini arastiralim. (5.10) denkleminde Y(7) = X(7) + A

olarak alinirsa
(X(T) + A) @y (X(T) + A) 0= — C,
elde edilir. Buradan

X'(T) ©X(T) ~@y= — (CoHA D X(T)+X (T) DA +A"D,A)

bulunur. ®, =®; >0 ¢dziim matrisi oldugundan ve X(7) matrisi de Schur kararli

matris oldugundan Teorem 2.4. den LFMD ni saglayan simetrik pozitif tanimli

matris C =C" = Cy+A ©X(T)+X (T) A +A'D,A olarak bulunur.

Simdi Lemma 5.2. yi bir 6rnekle aciklayalim.

099 0
Ornek 5.3. (5.1) sistemi igin A(n) [ 0 (—l)”] olsun. Verilen 4(n) matrisi ile
2

0.0099 0

Schur kararli olan (5.1) sistemini B(n) =
0 (-1)"0.0099

j matrisi ile

1.9998 0

tiirbe edilirse, L 5.2. ore C; =
pertiirbe edilirse, Lemma ye gore C; ( 0 126

j matrisi i¢in pertiirbe

edilmis sistemin LFMD sisteminin ¢oziimii ®, = ®, > 0 matrisine karsilik,

pertiirbe edilmemis sistemin LFMDni saglayan simetrik pozitif tanimli matris

. (197.03 0
c=C :[

olarak bulunur.
0 1.26689

Lemma 5.3. (5.1) sistemi (X(7) matrisi) ve (5.3) sistemi (¥(7) matrisi) Schur

kararl1 olsun. Her hangi bir C, =C,> 0 matrisi i¢in (5.1) sisteminin LFMDni
saglayan @, = @, >0 ¢oziimiine karsilik, (5.3) sisteminin LFMDni saglayan
simetrik pozitif matris

C=Ci+ADA-AD YT - Y ()®A

seklindedir. A, Tablo 5.1 de tanimlandig1 gibidir.
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Ispat. (5.1) sistemi Schur kararli, yani X(7) monodromi matrisi Schur kararli

oldugundan

X(T) @ X(T) - @1+ C1 =0 (5.11)
LFMDnin pozitif tammli bir ®@; = ®; > 0 ¢dziimii vardir. (5.3) sistemi Schur
kararl1 oldugundan

Y(T) @ X(T)— Dy + C>=0
LFMDnin pozitif tanimh bir ®, = ®, > 0 ¢dziimii vardir. (5.11) denkleminin
¢Ozliimii olan ®; matrisine karsilik

Y(T) @ X(T) - @1+ C=0

LFMD ni saglayan C matrisini arastiralim. (5.11) denkleminde ¥(7) — A = X(7)

olarak alinirsa
(M(D-A)*D(X(1)-A) — D +C; =0
elde edilir. Buradan
Y (DO Y(T) - O1=—( C1+ AD1A - A'O V(T - Y (T)D1A)

bulunur. ®; = @] > 0 ¢dziim matrisi oldugundan ve Y(7) matrisi de Schur kararli

matris oldugundan Teorem 2.4. den LFMD ni saglayan simetrik pozitif tanimli

matris C=C" =C;— A*CI)lY(T) — Y*(T)CI)IA + A*CDIA olarak bulunur.

0.99 0
Ornek 5.4. (5.1) sistemi igin A(n) =[ 0 (—l)"] olsun. Verilen A(n) matrisi ile
2
) . 0.0099 0 .
Schur kararli olan (5.1) sistemini B(n) = matrisi ile
0 (-=1)"0.0099

1.9801 O

pertiirbe edilirse, Lemma 5.3. e gore C; =
0 1.25

j matrisi i¢in pertiirbe

edilmis sistemin LFMD sisteminin ¢dziimii ®; = @, > 0 matrisine karsilik,
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pertiirbe edilmemis sistemin LFMDni saglayan simetrik pozitif tanimli matris

\ (0.02009749 0

cC=C = olarak bulunur.
0 1.2432

Lemma 5.2. nin ifadesinde C; = I olmasi durumunda asagidaki sonug elde

edilir.

Sonugc 5.2. (5.1) sistemi ve (5.3) sistemi Schur kararli ise / birim matrisi i¢in (5.3)

sisteminin LFMDni saglayan F=F">0 simetrik pozitif tanimli ¢dzlimiine

karsilik (5.1) sisteminin LFMDni saglayan simetrik pozitif tanimli matris,

C=I+A"F X(T)+X (I)'F A+A"F A seklindedir. Burada A, Tablo 5.1 de

tanimlandig: gibidir.

Sonug 5.2 1 bir 6rnekle gosterelim.

0.99 0
Ornek 5.5. (5.1) sistemi i¢in A(n) =[ 0 (1)"} olsun. Verilen 4(n) matrisi ile
2

0.0099 0

Schur kararli olan (5.1) sistemini B(n) =
0 (-1)"0.0099

j matrisi ile

pertiirbe edilirse, Sonug 5.2. ye gore pertiirbe edilmis sistemin LFMD sisteminin

simetrik pozitif tanimli ¢oziimii olan F=F"> 0 matrisine karsilik pertiirbe
edilmemis sistemin LFMD ni saglayan simetrik pozitif tanimli matris

. (98.5248 0

C=C= olarak bulunmaktadir.
0 1.00547

Lemma 5.3. iin ifadesinde C; = I olmasi durumunda asagidaki sonug elde

edilir.

Sonug 5.3. (5.1) sistemi ve (5.3) sistemi Schur kararli ise / birim matrisi i¢in (5.1)

sisteminin LEMDni saglayan F = F~ > 0 simetrik pozitif tanimli ¢oziimiine karsihik
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(5.3) sisteminin LFMDni saglayan simetrik pozitif tammli matrisi C = I + A'FA
~A'F 7 -Y *(T)FA seklindedir. Burada A, Tablo 5.1 de tanimlandig: gibidir.

Sonug 5.3 1i bir 6rnekle gosterelim.

099 0
Ornek 5.6. (5.1) sistemi i¢in A(n) =[ 0 (1)"} olsun. Verilen A(n) matrisi ile
2

0.0099 0

Schur kararli olan (5.1) sistemini B(n) =
0 (—=1)"0.0099

j matrisi ile

pertiirbe edilirse, Sonu¢ 5.3. e gore pertiirbe edilmis sistemin LFMD sisteminin
simetrik pozitif tanimh ¢oziimii olan F' = F "> 0 matrisine karsilik pertiirbe edilmis
sistemin  LFMD  ni  saglayan  simetrik  pozitif = tanimli  matris

« (0.0101497 0
c=C :(

olarak bulunmaktadir.
0 0.994561

Simdi ®,(4,7) parametresi i¢in Teorem 2.6. ile verilen Siireklilik Teoremini,
Teorem 5.1., Teorem 5.2. ve Sonug 5.2. yi dikkate alarak yeniden ifade ve Teorem

2.6. nin ispatina gore ters bir yaklagimla farkl bir sekilde ispat edelim.

Teorem 5.5. (5.1) sistemi Schur kararlh ( ®i(4,7) < o ) olsun.

|1B(n)|< Al sartini ~ saglayan  B(n)
max O( j,k)||[1+(T—1)( max ||X(k)||+Alﬂ
1<) k<T 1<k<T—1
pertiirbe matrisi igin,
2
o (A4 B.T)< ,(4,7) < 2Jx (@) +A,)A,0,(4,7)

I QP + Ay Aoy (A7) - x @)+ Ay A 0,(4,T)

esitsizlikleri dogrudur. Burada A; ve A4, Tablo 5.1. de tanimlandig1 gibidir.
Ispat. (5.1) sistemi Schur kararli ve

Al
s 0GR 1+ g e, )

B <
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sartin1 saglayan B(n) pertiirbe matrisi icin (5.3) sisteminin Schur kararli oldugu
Teorem 5.2. de gosterilmisti. Teorem 5.2. de izin verilen B(n) pertiirbe matrisleri

icin (5.3) sistemi Schur kararli oldugundan
Y(I) F XT)- F+1=0

LFMDnin simetrik pozitif tanimli ¢éziimii F igin Sonug 5.2. ye gore
X(DFXT)-F=-C

LFMDni saglayan C= I+A'F X(T)JrX*(T)I? A +A"F A simetrik pozitif tanimh

matrisi vardir. Boylece

F= i(X*(T))fCX(T)"

k=0

seklinde taniml1 oldugundan esitligin her iki tarafin normu alinarak

|7 < ||c||Hi(;ﬁ o) x| = |cle(a.1) 5.12)

esitsizligi elde edilir. w(4+B,T)=|| F || ifadesi yerine yazilirsa
®,(4+B,T)<|Cle, (4.T)
olur. C= I+A"F X(T)+X (T) F A+A" F A oldugundan her iki tarafin normu alinarak

ICII < 1R2|A [ IXCT) |1 F ||+ AP F (5.13)

esitsizligi elde edilir. Teorem 5.2. den ||A] = |[|[X(T)—- X(7)|| nin st sinir1 A4
oldugundan (5.13) esitsizligi

[CIIS1H2A4 [|XCT) || || F || + &% F |
olur. Bu esitsizlik (5.12) de yerine yazilirsa

| F || < [1H2A4 |X(D ||| F 1| + &%\ F N 0,(4,T)
esitsizligi elde edilir. Buradan

E]1- A |x @)+ A2 o, (4.7)]|< 0, (4.7)

vE
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o, (A,T)
1-2)x (1) + A, )A0,(4,7)

o,(4+B,T)<

esitsizligi elde edilir.
Ikinci esitsizligin ispat1 ise;
X (DFX(T)-F+[=0 ; X(T)F X(T)-F+C=0
LFMD leri birbirine esitlenir ve diizenlenirse
X (D(F ~F)X(T) = (F ~F)+HC-D=0 (5.14)

elde edilir. Sonug 5.2. den C= [+A"F X(T)+X (T) F A+A" F A oldugundan (5.14)

denklemi
X (I(F-F)X(T)— (F -F)=-[ X (D) F A+A"F X(T)+ A"F A ]
olur. Buradan X{(7) matrisi Schur kararli oldugundan

F-F=%(x (O (X" (@)Fa+A Fx (@) + A" FA)x (1"
k=0

¢Oziimii vardir. Boylece

Hﬁ - FH < HX*(T)ﬁA + AFX(T) + A*ﬁAHa)l (4,7)
< LA | |7« JaP | o (4.7)

esitsizligi elde edilir. Teorem 5.2. den ||A]| = || Y(T)— X(T)|| Uist sinir1 A4 oldugundan
esitsizlik

|7~ F| < (o | B x| + A3 ko, (4.7)

olur. Esitsizligin sag tarafin Hﬁ” = Hﬁ -F +FH£H1[7 —FH+||F|| alarak
diizenlenirse

Qx|+ A,)A0,(4,T)
~2x @)+ Ay )0, (4,7)

F-rl<;

esitsizligi elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.
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Uyan 5.3. Teorem 2.6. ya bakildiginda

o =1-RIX ()Y (1)- x(T) ¥ (1) - X (O ) 7|

olmak lizere

l_aa)l(A,T)

[F-Fl<=

esitsizligi ile Teorem 5.5. deki

IF - (X ()| + A4 )0 0,(4,T)
T -2 @)+ A, A0, (A7)

esitsizlik benzer esitsizliktir. Esitsizlik benzer olmasina ragmen 6zellikle ispat tarz:

bakimindan farkli ve hesaplama kolayliligt bakimindan O6nemli avantajlar

icermektedir. Bu farklar kisaca;

Teorem 2.6. nin ifadesinin aksine, Schur kararli (5.1) sisteminin ne kadar
pertiirbeye dayanikli oldugu ve verilen esitsizliklerin saglanmasini1 garanti
eden B(n) pertiirbe matrisi lizerine sinir sart Teorem 5.5. de acik bir sekilde

ifade edilmis,

Elde edilen esitsizliklerde {iist sinirlar, Teorem 2.6. da || X(T) — X(7) ||
matrisine, dolayisiyla pertiirbe edilen sistemin hesaplanmayan Y(T)
matrisine gore, Teorem 5.5. de ise tamamen (5.1) sisteminin arglimanlarina,
Teorem 5.1 ve Teorem 5.2 ile verilen || Y(7) — X(7) || nin sinirlarina ve
pertiirbe matrisinin normu ||B(n)|| degerine bagli sonuclar kullanilarak elde

edilmis,

Ozellikle, Teorem 2.6. nin ispati Y(7) monodromi matrisi {izerine insa
edilmigken, Teorem 5.5. in ispati, tam tersi bir yaklasimla, tamamen X(7)

monodromi matrisi iizerine insa edilmis,

olmasidir.

Not 5.4. A; < A; sartim saglayan B(n) pertiirbe matrisi i¢in Teorem 5.5. in

ifadesindeki esitsizlikler A; i¢in de gegerlidir.



53

Uyari 5.4. Teorem 2.5. deki || Y(7) — X(7) || < A; smuir sartin1 saglayan B(n) pertiirbe
matrisi i¢in, Y(7) matrisini hesaplamadan Teorem 5.5. deki esitsizliklerde A,

smirinin kullanilmasi durumunda
(24 |x ()| + A2 oo, (4,7) = 1

olmaktadir. Bu durumda ise Teorem 2.6. daki esitsizlikler anlamsiz kalmaktadir.

Not 5.5. B(n) pertiirbe matrisleri tizerine verilen sinir sartlarin en biiyligiine karsilik,
A; siirlarmin en kiigiigii igin Teorem 5.5. hem gecerlidir, hem de verilen

esitsizliklerin sag taraflar1 daha kiigiik olmaktadir.

099 0
Ornek 5.7. x(n+l)={ 0 (1)"})((71) periyodik katsayili lineer denklem
2

. .. . . . .. 0.9801 0
sistemini ele alalim. Sistemin monodromi matrisi X (2) = , S

0 -0.25

sayist ®(4,2) =25.3781 dur.

e Verilen Schur kararli sistemin Teorem 5.5 ile Schur kararlilifi garanti
edilen pertiirbe siniri, || B(n) || < 0.000990101 dir. Teorem 2.6. ile bu sekilde

acik bir sinir verilememektedir.

0.0099 0
o B(n) = , max||B(k)| = 0.0099 pertiirbe matrisi iin
0 (=1)"0.0099)" osks

01(A4+B,2) = 2500.38 ve || ®1(4+B,2) — ®1(4,2) || = 2475.0019 dir. Teorem
5.5. 1le ¥(T) matrisini hesaplamadan, tamamen verilen sistemin argiimanlari
ve B(n) matrisine bagl olarak, birinci esitsizligin sag tarafi 244924.38 ve
ikinci esitsizligin sag tarafi ise 244899.002378 olarak hesaplanmaktadir.
Buna karsilik Teorem 2.6. da esitsizliklerin sag taraflarini hesaplamak i¢in

Y(T) matrisini hesaplamak gerekmektedir.
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T =1 i¢in Teorem 5.5. in ifadesi;

Sonug¢ S5.4. (5.1) fark denklem sistemi ((2.1) sabit katsayili sistem) Schur kararh

olmak uzere
|1Bl| < &3

sartin1 saglayan B pertiitbe matrisi i¢in (5.3) sistemi de ((2.4) sabit katsayili
pertiirbe sistemi) Schur kararlidir. Ustelik

co(A)

| - # < AL Bl (4
1= G+ BBl )

o4+ B) “T-@l4] <] Bl 0

esitsizlikleri dogrudur ( 63 (kisim 4.2.) tamimlandig1 gibidir.)

Ispat. Periyodik katsayili sistemler i¢in 7= 1 olmas1 durumunda, 4(n)=A, B(n) = B,
X( D= X1)=4 , 04T, =od)=a(4), Al _= 8 (kism 4.2) ve

— max|B(k)| = |BO)] = |Blolur. Burada max {.}=0 ve ¥ ()=0 seklinde

=l 09<k<0 i<k<j, j<i

A,|

k=i, j<i

tanimlidir. Boylece sonucun ispat1 tamamlanir.

Uyan 5.5. Sonug 5.4 iin tam olarak Teorem 4.1. in aynis1 oldugu agiktir. Bu ise

bize yukaridaki teoremin literatiirdeki sonuglarla uyumlu oldugunu gostermektedir.

Simdi

. "—(4,T
8= K+ 2Dy

olmak iizere Teorem 5.5. in ® —Schur kararlia uygulamasi niteliginde olan

asagidaki sonucu verelim.

Sonug 5.5. (5.1) sistemi  —Schur kararl bir sistem (01(4,7) < @) olmak iizere

A, <A,
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sartin1 saglayan B(n) pertiirbe matrisi icin (5.3) sistemi de o —Schur kararlidir. As,

Tablo 5.1. de tanimlandig1 gibidir.
ispat. B(n) pertiirbe matrisi i¢in (5.3) sisteminin @ —Schur kararli olmasi
o(A+B D<o

esitsizligini saglamasina baglidir. Teorem 5.5. sonucu olarak Not 5.4. den (5.3)

sisteminin ® —Schur kararli olmasi igin

o,(4,T) <o’
1= X ()] + A5 )As500,(4,7)

esitsizligi saglanmalidir. Bu esitsizlik A; e gore ¢oziiliirse sonucun ifadesi elde

edilir.

Sonug 5.6. (5.1) sistemi @ —Schur kararl bir sistem (0,(4,7) < @) olmak iizere

*

A

s jou i+ -f g )

EOIE

sartin1 saglayan B(n) pertiirbe matrisi i¢in (5.3) sistemi de » —Schur kararlidir.
Ispat. B(n) pertiirbe matrisi i¢in (5.3) sisteminin ® —Schur kararli olmas1
oAB DS

esitsizliginin saglanmasina baglidir. Teorem 5.5. den goriiliir ki (5.3) sisteminin

* o« .
® —Schur kararli olmasi i¢in

col(A,T ) <a'
1= (X (@) +A,)8,0,(4,7)

o,(4+B,T)<

esitsizligi saglanmahdir. Bu esitsizlik A, e gore ¢oziilirse A, <A; esitsizligi elde

edilir. Buradan ||B(n)|| gore diizenlenirse sonug elde edilir.
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0.5 (-1)"9

Ornek 5.8. (5.1) sistemi icin A(n):( 0 ol

J ve ® =10 olsun. my(4,7)=

14.9614 > o oldugundan (5.3) sistemi, @ — Schur kararsizdir.

0.5 (-1)"3

Ornek 5.9. (5.1) sistemi i¢in A(n):( 0 o

j ve © =10 olsun. wy(4,7)=

261061 < @ oldugundan (5.1) sistemi, o'— Schur kararlidir. Ayrica sirasiyla
Sonug 5.5. ve Sonug 5.6. dan ||B(n)|| < 0.00896009 ve ||B(n)|| < 0.00874109 olacak
sekilde B(n) pertiirbe matrisleri igin (5.3) sistemi @ — Schur kararlidir. Mesela

0.0087 0

pertiirbe matrisini B(n) =
0 (=1)" 0.0087

} [[B(n)|| = 0.0087 olarak alalim.

. _1 n
Gergekten (5.3) sistemi igin A(n)+B(n):(O 5087 (-D"3 J olup

0  0.1+(=1)"0.0087
1(A+B, T) =2.62331 < oldugu goriilir.

Simdi Teorem 5.5. in ®; parametresine gore bir varyantini

1

wntan ¥

&=wuaw+

olmak iizere agsagidaki teoremde verelim.

Teorem 5.6. (5.1) sistemi Schur kararlh ( ®2(4,7) < o ) olsun.
As

max [O( j,k)||[l + (T—l)( max ||X(k)||+A5ﬂ

1</, k<T 1<k<T-1

sartint ~ saglayan  B(n)

B <

pertiirbe matrisi icin (5.3) sistemi Schur kararlidir. Ustelik uygun B(n) pertiirbe

matrisi i¢in

o, (4,T) [F-Fl< QXD+ A A 0y(AT)

A+B,T)< ; <
@4+ 8.7) 1= X ()] + A4 )A40,(4,T) 1= (2 X ()| + A4 )840, (A,T)

esitsizlikleri dogrudur. ( A4 Tablo 5.1. de tanimlandig1 gibidir. )
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. 7-1
Ispat. Lemma 5.2. deki C; =)’ X * (i) X (i) olmak iizere w(4,T) < w2(4,T) ve (3.7)
i=0

ile verilen 1/ w1(4,7) < a/ w(A4,T) esitsizligi dikkate alinarak Teorem 5.5 in ispati

adim adim takip edilerek teoremin ispat1 rahatlikla elde edilir.

Not 5.6. A; < As sartim1 saglayan B(n) pertiirbe matrisi i¢in Teorem 5.6. nin

ifadesindeki esitsizlikler A; i¢in de gegerlidir.

Not 5.7. T=1 i¢in Teorem 5. 6. nin ifadesi Sonug 5.4. ile ayn1 olmaktadir.

Gergekten, 7 = 1 oldugunda, A(n) = 4, B(n) = B, X(T)|r=1= X(1) = 4 ,
@,(4,T)|,_, = @,(4,]) = o(4) ve

A5
max [|O( j,k)||[1 +(T - 1)(I$TX_ )]+ as ﬂ

1<j k<T

- ||A||2+ﬁ||A||,

T=1

©,(4,T) | o(4)
R+ Ao (A7), TG ElEo)

T=l1

veE

@x@)+A,)A0,(4,T) |
1= 2D+ A, )40, (4.7))

@)+ [8)B]0* (4)
1= (2]l + 8] B ol 4)

T=1

olur. Boylece Sonug 5.4. e ulasilmis olur.

Uyari 5.6. Teorem 5.6. da Teorem 5.5. gibi literatiirdeki sonuglarla uyumludur.



58

Simdi

. C—,(4,T
e

olmak iizere Teorem 5.5. in o —Schur kararliga uygulamasi niteliginde olan

asagidaki sonucu verelim.

Sonug 5.7. (5.1) sistemi ® —Schur kararl bir sistem (02(4,7) < ) olmak iizere
A; <A

sartin1 saglayan B(n) pertlirbe matrisi i¢in (5.3) sistemi de o —Schur kararlidir.

Ispat. B(n) pertiirbe matrisi icin (5.3) sisteminin o —Schur kararli olmas1
0(A+B, )< ®

esitsizligini saglamasina baghdir. Teorem 5.6. dan goriliir ki (5.3) sisteminin

* . .
® —Schur kararli olmasi igin

®, (A,T) <o
1-2JX ()] + A5 )A30,(4,T)

esitsizligi saglanmalidir. Bu esitsizlik A, e gore ¢oziiliirse sonucun ifadesi elde

edilir.

Sonug 5.8. (5.1) sistemi ® —Schur kararli bir sistem (02(4,7) < 0)*) olmak tizere

*

A2
max O( j,k)||[1 # (=1 max X+ ﬂ

1<j,k<T

EOE

sartini saglayan B(n) pertlirbe matrisi i¢in (5.3) sistemi de o —Schur kararlidir.
Ispat. B(n) pertiirbe matrisi icin (5.3) sisteminin o —Schur kararli olmas1

w2(A+B,T) < o
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esitsizligini saglamasina baglidir. Teorem 5.6. dan goriliir ki (5.3) sisteminin
® —Schur kararli olmast i¢in

(Oz(A,T) *

o, (4+B.T)< 1= 2 X () + A4 )A 40, (4,7) =0

esitsizligini saglamalidir. Bu esitsizlik A, e gore ¢oziiliirse A, <A, esitsizligi elde

edilir. Buradan ||B(n)|| gore diizenlenirse sonug elde edilir.

0.9 5
Ornek 5.10. (5.1) sistemi icin A(n)={ 0 (1)”} ve ® =10 olsun. @x(4,7)=
10

159.301 > o oldugundan (5.3) sistemi, @ — Schur kararsizdir.

09 0.1
Ornek 5.11. (5.1) sistemi igin A(n)[ 0 (—1)”} ve © =10 olsun. wy(4,T)=
10

532484 < @ oldugundan (5.1) sistemi, o'— Schur kararlidir. Ayrica sirasiyla
Sonug 5.6. ve Sonug 5.7. den ||B(n)|| < 0.0269713 ve ||B(n)|| < 0.0266247 olacak
sekilde B(n) pertiirbe matrisleri igin (5.3) sistemi @ — Schur kararlidir. Mesela

0.026 0

pertiirbe matrisini B(n) =
0 (-1)"0.026

j, IB(n)|| = 0.026 olarak alalim.

0.926 0.1

Gercekten (5.3) sistemi icin A(n)+ B(n) =
ekten (5.3) gin A(n)+ B(n) (O 1y 0.126

J olup wy(4+B, T)

=7.10177 <" oldugu goriliir.

5.3. Niimerik Sonuclar ve Karsilastirma

Bu kisimda (5.1) sistemi i¢in Teorem 5.1, Teorem 5.2, TeoremS5.3., Teorem 5.4.
ile verilen pertiirbe sinirlar, || Y(7) — X(7) || nin st siirlar1 ve Teorem 5.5., Teorem
5.6. nin sonuglarn ile ilgili 6rnekler verilmis ve literatiirde ki benzer sonuglarla

karsilastirilmalar1 yapilmgtir.
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(=D"
Ornek 5.12. x(n+1)=| 2
0

x(n) periyodik katsayili lineer denklem

- o

sistemini ele alalim. Sistemin sart sayilart ®(4,2)= 1.06667 ve m,(4,2) = 1.33333

dir. Verilen Schur kararli olan sistemi
|| B(n) || <0.395643 (Teorem 5.1.) || B(n) || <0.333333 (Teorem 5.2.)
|| B(n) || <0.395644 (Teorem 5.3.) || B(n) || <0.333334 (Teorem 5.4.)

kadar bir pertiitbe yapilirsa verilen sistemin Schur kararli kalacagi garanti

edilmektedir. Buna gore,

, max
0<k<l1

B,(k)| =039, ©i(4+B1,2)=2.684

(-1)"0.39 0
0 0.39

B](l’l): [

0 (-D)"039
By(n) = (0139 0 ] , max|B, (k)| =039, @(4+B2.2) = 1.62757

olmaktadir. Spektral kritere gore degerlendirilmesi Sekil 5.2. de goriilmektedir.

O Verilen sistemin 6z

degerleri

5
¢ Bj(n) matrisi ile
pertiirbe edilmis

sistemin 6z degerleri

B,(n) matrisi ile
s pertiirbe edilmis

sistemin 6z degerleri

Sekil 5.2. Ornek 5.12. nin Spektral Kritere gore degerlendirilmesi
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0.5 0.1

Ornek 5.13. x(n+1)=
0.01 (~1)"0.25

]x(n) periyodik katsayili lineer denklem

sistemini ele alalim. Sistemin sart sayilart ,(4,2)= 1.07332 ve ®,(4,2) = 1.35564

dir. Verilen Schur kararli olan sistemi
|| B(n) || <0.387901 (Teorem 5.1.) || B(n) || <0.327626 (Teorem 5.2.)
|| B(n) || <0.38813 (Teorem 5.3.) || B(n) || <0.327783 (Teorem 5.4.)

kadar bir pertlirbe yapilirsa verilen sistemin Schur kararli kalacagi garanti

edilmektedir. Buna gore,

0.38 0
B = , B (k :0.38, A+B ,2 =2.54785
o ( 0 D" 0.38} 52%” i )” o1 1,2)
Bilr) e 1B,(6)]| =038, @(4+B22) = 14771
n= , max = (). , O , -1
’ (-1)"0.38 0 o<k<ill 2 1 2

olmaktadir. Spektral kritere gore degerlendirilmesi Sekil 5.3. de goriilmektedir.

O Verilen sistemin 6z

degerleri
[ A3

¢ B)(n) matrisi ile
pertiirbe edilmis

U . o : < sistemin 8z degerleri

B,(n) matrisi ile

e pertiirbe edilmis

sistemin 6z degerleri

Sekil 5.3. Ornek 5.13. iin Spektral Kritere gére degerlendirilmesi
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(T 1
sin| —n —
2 4
1 4
— sin| —n
4 2

denklem sistemini ele alalim. Sistemin sart sayilart ®;(4,4)= 1.00345 ve

Ornek 5.14. x(n+1)= j x(n) periyodik katsayili lineer

®y(A4,4)=1.17011 dir. Verilen Schur kararli olan sistemi
|| B(n) || <0.158162 (Teorem 5.2.), || B(n) || <0.158167 (Teorem 5.4.)

kadar bir pertiirbe yapilirsa verilen sistem yine Schur kararl kalacaktir. Buna gore,

{37
Sin EI’I
——~< 7 0,05
Bin)=| 10 |- max|B )] =0.15, o(4+B1.4) = 101026,
sin(2 nj o
0.05 ——= 2
10

3]

COS| —n
_\2 ) 905
B0 ]
cos(n) o

005 2/

10

B, (k)| =0.15, w(4+B,,4) = 1.00533

olmaktadir.

Not 5.8. Yukaridaki 6rnekte 7= 4 oldugundan Teorem 5.1. ve Teorem 5.3. deki
sinir sartta, B(n) matrisine gore dordiincii dereceden denklemlerin koklerinin
hesaplanmas1 problemi ile karsilasilmaktadir. Bu problem ¢ogu zaman yeterince zor

bir problemdir.
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. 0.1 0 0 5
Ornek 5.15. (5.1) sistemi i¢in A(0) = ( 0 0 J, A(l) = (9 0] ve T = 2 olsun.

Buna gore 1(4,2)=2.26959 ve m,(4,2) = 2.29229 olarak bulunmaktadir. Bu sistem

igin,
|| B(n) || <0.0216259 (Teorem 5.1.) || B(n) || <0.0183995 (Teorem 5.2.)
|| B(n) || <0.0216259 (Teorem 5.3.) || B(n)|| <0.0183995 (Teorem 5.4.)

kadar bir pertlirbe yapilirsa verilen sistemin Schur kararli kalacagi garanti

edilmektedir. Buna gore,

-"0.021 0
Bi(n) = D , max||B, (k)| =0.021, w(4+B1,2) = 3.86265
0 0.021) = osksi
Bs(n) 0 0.021 B, (k)| =0.021, ©1(4+B,,2) =3.33151
n)= , max =0. , ® ,2) = 3.
T lEnm0021 0 ) eskal R

olmaktadir. Spektral kritere gore degerlendirilmesi Sekil 5.4. de goriilmektedir.

O Verilen sistemin 6z

degerleri
05

O Bj(n) matrisi ile
pertiirbe edilmis

o c e s e . sistemin 6z degerleri

By(n) matrisi ile

e pertiirbe edilmis

sistemin 6z degerleri

Sekil 5.4. Ornek 5.15. in Spektral Kritere gore degerlendirilmesi
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.. 0.1 -1
Ornek 5.16. (5.1) periyodik katsayili lineer denklem sisteminde A(0) :( 0 1] ,

0.1 0.1
A(l) = ( 5 5 01] ve A(m) = A(n+2) olsun. Sistemin sart sayilari
®1(A4,2)=1.04178 ve ®,(A4,2) = 3.0504 dir. Verilen Schur kararl sistem,

|| B(n) || <0.111588 (Teorem 5.1.) || B(n) || <0.0877087 (Teorem 5.2.)

|| B(n) || <0.113262 (Teorem 5.3.) || B(n) || <0.0887373 (Teorem 5.4.)

kadar bir pertiirbe yapilirsa yine de Schur kararli kalmaktadir. Buna gore,

@ T
BO=10 "0 oqn) S

B,(k)| =0.11, ©i(4+B),2)=1.29669

0 0.11
Ba(n) = , Mmax
-Dn*o0.11 0 0<k<l

B,(k)| =0.11, w(4+B,,2) = 1.22841

olmaktadir. Spektral kritere gore degerlendirilmesi Sekil 5.5. de goriilmektedir.

O Verilen sistemin 6z

degerleri
0s
O Bj(n) matrisi ile
pertiirbe edilmis
0 sistemin 6z degerleri
By(n) matrisi ile
45

pertiirbe edilmis

sistemin 6z degerleri

Sekil 5.5. Ornek 5.16. nin Spektral Kritere gore degerlendirilmesi
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Ornek 5.17. x(n+1)=| 2
0

S
1 x(n) periyodik katsayili lineer denklem

2

sistemini ele alalim. B;(n) (i =1, 2, 3, 4) pertiirbe matrisleri sirasiyla,

N I R I o T B |

4 o6 |16 | 24
o | o 1 Lol L
4 6 16 24

olsun. Sistemi bu matrislerle pertiirbe edelim. ||[¥(7) — X(7)|| nin st sinirlariin

karsilastirmak i¢in bazi sembolik tanimlamalar yapalim;

1
R v L.
N TR IL.

e A= max ||B(k)||[g+y max [¥(k,0)] +

0<k<T-1

T-lk-1  f
i S5 K

max ||Q(],k)||(1 +(T - 1) max ”X(k)”j

1<k<T-1
1—(T 1) max ||Q(j,k)|| max ||B(k)|| 0<k<T 1

ax B

4 =

olarak gosterelim.



Simdi pertiirbe matrisleri i¢in bu iist sinirlar1 bir tabloda karsilagtiralim.

B(n) || Al Ay Ay A3 Ay
By 0.3125 ] 0.749999 | 0.75 0.4375 0.5
B, | 0.194445 | 0.749999 | 0.75 | 0.277778 0.3
B3 | 0.0664062 | 0.749999 | 0.75 | 0.0976562 0.1
B4 10.0434028 | 0.749999 | 0.75 | 0.0642361 | 0.0652174

Tablo 5.2. Verilen Schur kararli sistemin 6zelligi bozulmaksizin pertiirbe
matrislerine ( B;, i =1, 2, 3, 4 ) karsilik pertiirbe sistem ile verilen sistemin
monodromi matrisleri arasinda ger¢eklesen farkin normunu ( ||A]| ) ve farkin

tst sinirlarint (A;, i =1, 2, 3, 4 ) gosteren tablo

66

Tablo 5.2. den goriildiigli gibi literatiirde verilen A; ve A, iist sinirlar sabit,

calisgmamizda verilen As; ve A4 st sinirlart ise pertiirbeye bagli olarak

degismektedir. Dolayisiyla || A || degisimi hakkinda A; ve A4 list sinirlar1 daha

saglikli bilgiler vermektedir. Ornegin verilen sistemin B; pertiirbe matrisi igin,

|A]] = 0.0664062 olarak gerceklesirken, sabit iist sinirlar A; = 0.749999, A, = 0.75

olarak bulunmakta, buna karsilik bu ¢alismada verilen iist siirlar A; = 0.0976562

ve Ay = 0.1 olarak elde edilmektedir. Dikkat edilirse bu c¢alismada verilen iist

sinirlar  gergeklesen degere ¢ok daha yakin degerler vermekte, dolayisiyla

||Y(T) — X(7)|| nin davranis1 hakkinda daha saglikli bilgiler vermektedir.

Ornek 5.18. x(n+1) = Ai(n) x(n), (i = 1, 2) sistemini ele alalim.

ED° o

A4, (n)=
04

=D"

5

A,(n) =

0.99
(

3
ln

)

0 S~ 7

2
2

olsun. m1(4;,2)=1.002, ®1(42,2)=107.377 ve ®x(41,2)=1.30124, wy(42,2)=213.775

olarak bulunur. Sistemler Schur kararlidir. 4,(rn) katsay1 matrisine sahip sistemi
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o [(=D"02 0 . [(=D"02 0
Bl(n)—( 0 o.zj’ Bl(n)_[ o OJ

matrisleriyle, A»(n) katsay1 matrisine sahip sistemi ise

() 0.0001 0 Bn) 0  0.00001
n)= , n)=
2 0  (-1)"0.0001 ? 0 (~1)"0.0001

matrisleriyle pertiirbe edelim. Buna gore,
o1(41+ B/ ,2)=1.05289, 01(4,+ B ,2)=1.03229,
o1(4+ B} ,2)=108.446, 01(Ax+ B; ,2) = 107.377
2(A1+ B ,2)=1.5941, wy(4;+ B} ,2)= 1.56593,
wa(Ax+ B, ,2)=215.913, wa(A2+ B; ,2) = 213.773

seklinde olusmaktadir.

Simdi gosterim kolayligi saglamasi i¢in Schur kararlilik parametreleri

arasindaki fark, Teorem 5.5. ve Teorem 5.6. da ki esitsizliklerin sag taraflar ile

ilgili baz1 sembolik tanimlamalar yapalim;
» M=]|wi(4+BT)—0i(4,71)],
» N=|wy4+B,T) — 0(4,7) |,

x|+ A, )A0,(4,T)

~ M T1-x @)+, )80, (4T) (i=3,4)

. N (x| + A, )A0,(4,T) i=3.4)
1= 2x (@) + A, )p0,(4,T)

> P — 0 (4.7) (i=3,4)

=X @)+ A, A0, (4,7)

_ ,(4,T) 3
" 1_(2||X(T)||+A,~)A,~m2(A,T)’(l 3,4)

ile gosterelim.
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Simdi verilen bilgiler géz Oniine alinarak Teorem 5.5. ve Teorem 5.6. y1

asagidaki tablolarda degerlendirelim.

A(n)| B(n) M M3 My N N3 Ny

Bll (n) 10.05089(0.181966]0.226854(0.29286|0.324478( 0.410326
Ai(n)

B (n) 0.03029/0.239043(0.314567(0.26469(0.434065| 0.585393

B)(n) | 1.069 |41.0627|41.0711 | 2.138 | 262.058 | 262.145

Aa(n)
Bzz(n) 0 41.3465141.3551 | 0.002 |264.987 | 265.076

Tablo 5.3. Teorem 5.5. ve Teorem 5.6. daki M ve N gergeklesen degerlerin iist sinirlar

Tablo 5.3. de goriildiigii gibi Teorem 5.5. ve Teorem 5.6. da verilen pertiirbe
edilmemis ile pertiirbe sisteminin sart sayilar1 arasindaki farkin iist sinirlar1 M; ve
N; pertiirbeden etkilenmekte dolayisiyla pertiirbe degistiginde (5.3) ve (5.1)
sistemlerinin Schur kararlilik parametreleri arasindaki farkin degisimi hakkinda
saglikli bilgiler edinilebilmektedir. Tablodan goriilecegi tlizere gerceklesen fark M
ve N nin st sinirlart M; ve N;, Schur kararliligin kalitesi giiclii (parametre degeri
kiiciik) iken gerceklesen farka daha yakin sonuglar vermektedir. Ornegin A4,(n)

katsayr matrisi ve B(n) pertiirbe matrisi icin M = 0.03029 ve N = 0.26469

gerceklesen farklara, {ist smrlar sirasiyla M3 = 0.239043, My = 0.314567 ve
N3 = 0.434065, N4 = 0.585393 olarak daha yakin olmaktadir. Buna karsilik Schur
kararliliginin kalitesi daha zayif (parametre degeri biiyiik) A»(n) katsay1 matrisi igin

iist sinirlar gergeklesen farklardan ¢ok daha biiyiik olmaktadir.
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Am) | B(n) |e(4+B2)| Ps Py |m@+B2)| T, Ty

B/(n) | 1.05289 |1.18397|1.22885| 1.5941 1.62572 | 1.71157

Ay(n)
Blz(n) 1.03229 [1.24104]1.31657| 1.56593 1.73531 | 1.88663

Bl(n) | 108446 | 148.44 |148.448| 215913 | 475.833 | 475.92
Aa(n)

B (n) | 107.377 |148.723|148.732| 213.773 | 478.762 | 478.851

Tablo 5.4. Teorem 5.5. ve Teorem 5.6. ile 1. daki ®(4+B,2) ve wy(4+B,2) gergeklesen degerlerin

ust smurlari

Tablo 5.4. e bakildiginda Teorem 5.5. ve Teorem 5.6. da verilen pertiirbe
sistemin Schur kararlilik parametrelerinin st smirlart P; ve T; pertiirbeden
etkilenmekte dolayisiyla pertiirbe degistiginde (5.3) sisteminin Schur kararhilik
parametreleri hakkinda saglikli bilgiler edinilebilmektedir. Tablodan goriildiigii gibi
01(4+B,T) ve 02(4+B,T) nin st siirlar1 P; ve T; Schur kararliligin kalitesi giiglii
iken gergceklesen degere oldukca yakin sonuglar vermektedir. Gergekten A,(n)

katsayr matrisi ve B/(n) pertiirbe matrisi i¢in o(41+B/,2) = 1.05289 ve
wa(41+ B/ ,2) = 1.5941 gergeklesen degerlere iist smirlar sirastyla P; = 1.18397,

P4 = 1.22885 ve T3 = 1.62572, T4 = 1.71157 olarak daha yakin olmaktadir. Buna
karsilik Schur kararliliginin kalitesi daha zayif (parametre degeri biiyiik) A4»(n)

katsay1 matrisi i¢in iist sinirlar gerceklesen degerlerden ¢ok daha biiyiik olmaktadir.

Not 5.9. Calismadaki hesaplamalar Maple 11 ve MVC (Bulgak and Eminov
(2001)) de yapilmistir.
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6. SONUC VE DEGERLENDIRME

Her hangi bir sistemin, problemin “maruz kaldig: etkiye tepkisi” yada “sistemin
cevabr” her zaman ilgi c¢ekici olmustur. Bu tez calismasinin ana amaci da Schur
kararli periyodik katsayili lineer fark denklem sistemlerinin maruz kalabilecegi
etkilere verecegi cevabin sistem c¢oOziilmeden bilinmesi olarak belirlenmisti.
Hassasiyet problemi olarak adlandirilan bu amaca yonelik onemli sonuglar elde

edilmistir. Elde edilen sonuglar1 ana hatlariyla kisaca;

- sabit katsayili fark denklem sistemleri i¢in daha fazla pertiirbeye imkan veren

siireklilik teoremi,

- periyodik sistemlerin w; ve w,; Schur kararlilik parametreleri arasinda bu
parametrelerden her hangi birisi i¢in verilen sonuglarin digeri i¢in kolaylikla
ifade edilebilmesine imkan saglayan fonksiyonel esitsizlikler ve uygulamalari,

- literatiirde pertiirbe sifir bile olsa sinir1 degismeyen ||Y (T)-X(T )|| farki i¢in

pertiirbe matrisine gore hareketli olan daha fonksiyonel iist sinirlar,

- literatiirde acgik¢a ifade edilmeyen periyodik sistemin Schur kararli olma
0zelliginin ne kadar pertiirbeye dayanikli oldugu sartlar agik¢a ifade eden farklh

sonuclar,

- ) Schur kararlilik parametresine gore literatiirde (Aydin ve ark. 2001) de
verilen siireklilik teoreminin farkli bir yolla yeniden ispati,

-||Y (- X(T )|| farkinin hareketli st sinirlar1 tizerine elde edilen sonuglar
kullanilarak, @; ve w; Schur kararlilik parametrelerine bagl siireklilik
teoremleri,

elde edilmistir.

Bu ¢alismadaki bazi1 sonuglar (Cibikdiken 2008) de kayan nokta aritmetigine
gore hesaplanan monodromi matrisinin Schur kararliliga uygulanmasinda

kullanilmustir.
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