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In this thesis we studied the efficiency of certain semigroups. These

semigroups are CL, (a chain with n elements), CL,, x CL, and CL,". We have also
shown that we can embed any semigroup into an inefficient semigroup. We have
taken two efficient Rees matrix semigroups and we have constructed an efficient
Rees matrix semigroup which is isomorphic to the direct product of these
semigroups. We have considered the direct product of two semilattices with zero

elelment and examined its efficiency.

Key Words: Semigroup, monoid, semigroup presentation, efficiency.

11




ONSOZ

Bu calijmanin baslangicinda yangrup takdimleri ile ilgili daha Once
yayinlanmis makaleleri inceledik. Bu inceleme sonucunda birgok yarngrubu
tanimlayan minimal takdimler bulundugunu gordiik. Fakat etkinligi incelenmemis
bazi degismeli sifir elemanh &zel yanigruplar bulduk ve boliim 4.3 ve bdlim 4.4 te
bunun {izerine yogunlastik. Inceledigimiz yangruplar CL, (n elemanl: zincir) ve CL,
x CL, yangruplanidir. Bu inceleme sonucunda CL, nin etkin fakat CL, x CL,
yartgrubunun etkin olmadigin gérdik. '

Bolim 4.5 de S herhangi bir yarigrup olmak {izere S"yi etkin olmayan bir
yarnigruba gémebilecegimizi gdsterdik. SL, serbest semilatis olmak {izere bu yarigrup
T =S8 uSL, yarigrubudur.

Boliim 4.6 da CL,," = CLy X CLy x ... x CL, yarigrubunu tanimlayan minimal
takdim belirledik. Aynica CL,," in etkin olmadigim gésterdik.

Boliim 4.7 de iki etkin Rees matris yarigrubunu ele aldik ve direkt ¢arpimim
inceledik. Bu direkt ¢arpima izomorfik etkin bir Rees matris yarigrubu insa ettik.

Bolim 4.8 de sifir elemanl: iki semilatisin direkt carpimini inceledik. Bu
direkt carpimin etkin olma kogullarim belirledik.
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1. GIRIS

Yarigruplar teorisinin tarihgesini inceledigimizde zaman igerisinde 6nemli
degisiklikler gecirdigini go6rebiliyoruz. Gruplar tizerindeki ¢esitli ¢aligmalarn
yamsira, yangruplar da ¢ok sayida yayinlanmig sonuglann ve arastirmaya agik
problemleri ile ayn bir bilimsel alan olmustur. Bu gelismenin en 6nemli nedeni
yangruplarin neredeyse her matematiksel alan iginde yer almasidir.

Her grup bir yangrup olmasma ragmen gruplar degisik bir yarngrup 6rnegi
olmamaktadir. Bundan dolay1 yarigrup teorisinin baslangicim grup teorisinin
baslangictyla birlikte diisinmek dogru bir diisiince olmaz. Buna ragmen yanigrup
takdimi kavrami grup takdimi kavramu ile neredeyse esdegerdir. Bundan dolay:
yarigrup takdimleri yarigrup teorisinden daha eskidir. (Ruskuc, 1995)

Hesaplanabilir yarigrup kavrami, yarigrup kurami ile ayni zamanda baglamasina
karsin hesaplanabilirlikle ilgili ¢calismalar daha geride kalmigtir. Bunun temel nedeni
hesaplanabilir yarigrup kuramu i¢in iyi gelistirilmis algoritmalar ile birlikte bilgisayar
donanimlarinda da ilerlemeler gerekmesidir. Son willarda bu gereksinimler
karsilandigindan hesaplanabilir yarigrup kuramu giinden giine aragtirmacilarin daha
¢ok ilgisini ¢eken bir ¢aligma alami olmus ve bu alanda &nemli sonuglar elde
edilmigtir.

Yangruplar teorisinde daha &nce yapilmis olan g¢aligmalar incelendiginde
ozellikle yangrup takdimi konusunda birgok makale yaynlandigi goriilmektedir.
Birgok yarigruba takdim belirlenmis olmasma ragmen etkinligi incelenmemis baz
sonlu 6zel yarigruplarin oldugu goriillmektedir. Bu ¢ahsmada daha once ele
alinmarmus baz1 6zel yanigruplan ele aldik ve etkin olup olmadigint inceledik.

Onceki ¢alismalarda bazi yangrup ailelerinin sonlu takdim edilebilirligi
incelenmis ve pek c¢ok onemli sonuglar bulunmustur. Simdi bu ¢ahigmalarda
yapilanlardan kisaca bahsedeceBiz ve genel olarak tezde yaptiklanmizi ve elde
ettigimiz sonuglar verecegiz.

2000’de H.Ayik, Colin M. Campbell, J.J. O’Connor ve N. Ruskuc’a ait
“Minimal presentations and efficency of semigroups” adli makalede etkin (efficient)

yangruplar: igeren bazi sonsuz smiflar ve etkin olmayan yangruplan iceren bazi
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sonsuz siniflar belirlenmistir. Makalede sonlu abelyen gruplarin yangrup olarak etkin
oldugu gosterilmistir.

Bu makalede D;, dihedral grubunun
P=<a ,b|a3=a ,al=b" ,ab"—1a=b>

yarigrup takdimine sahip oldugu gésterilmistir. » ¢ift ise £ minimal takdimdir ve D,,
yarigrup olarak etkindir. » tek oldugunda ve n > 5 ise D;, gruplan i¢in deficiencysi 0
‘olan bir yangrup takdimi bulma problemi agik bir problemdir.

‘Minimal Presentations and Efficiency of Semigroups ’isimli makalede ayrica
sonlu rectahgular (karesel) bandlarin etkin yanigruplar oldugu gésterilmistir. 7 ={ J,
2, ...,m}veA={1 2 .. n}olmak iizere I x A kiimesine R,, , karesel band: denir.

Bu kiime tizerinde tanumli iglem

(L) G p)=(ip)(ijeltpel) 2.1)

seklindedir.

Makalede Z, nin etkin olmadif1 (inefficient) gosterilmistir., (n = 2 igin Z,
etkin(efficient) yangruptur.). Z, ={ zg, zj, ..., Zp.1 } ( n 2 2 ) olsun. Z, lizerindeki ikili
islem zz; = zp geklinde tarumlanirsa Z, n elemanli sifir yangrubu olur. zp sifir
elemandir. Makalede Z, nin etkin olmadig (inefficient) gosterilmistir. (n = 2 igin Z,
etkin(efficient) yanigruptur.).

Bu makalede ek olarak sonlu bir A kiimesi tiizerindeki SLs serbest
semilatisinin etkinligi incelenmistir. SL, min etkin olmadifn gOsterilmistir. SL4
serbest semilatisi 4 kiimesinin biitiin bos olmayan alt kiimelerinin kiimesi olarak

‘Minimal Presentations and Efficiency of Semigroups’ isimli makalede
bulunan sonuglardan yola ¢ikilirsa sifir elemanli degismeli biitiin yarigruplarin etkin
olup olmadi@i sorusu akla gelebilir. B6liim 4.3 te bu sorunun cevabim CL, zincirinin

etkin oldugunu gostererek verdik. Bagka bir ifadeyle sifir elemanli, degismeli
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yangruplann etkinligi konusunda etkindir veya degildir seklinde kesin bir yargi
yoktur. Ayrica bélim 4.4 te CL,,, = CL,, x CL, yangrubunun takdimini ve etkinlik
durumunu aragtirdik. Bu direkt ¢arpimin etkin olmadigini gordiik. Bélim 4.6 da ise
genel olarak fCL,,)" yarigrubunun takdimini ve etkinlik durumunu aragtirdik. (CL,,)"
yarigrubunun etkin olmadifim gordik. Ayrica Bolim 4.5 te herhangi bir §
yanigrubunu etkin olmayan bir yarigruba gémebilecegimizi gésterdik. Bu yangrup 7
=S USL, yangrubudur.

Sonraki ¢alismalarda gruplarin grup olarak etkinlifi ve monoid olarak
etkinligi arasinda baglant: kurulmaya ¢aligilmigtir. Her monoid takdimi grup takdimi
olarak diistiniilebilir, ayrica her yarigrup takdimi monoid takdimi ve grup takdimi
olarak diislintilebilir. 1999°da H. Ayik, Colin M. Campbell ve J.J. O’Connor’a ait
“The semigroup efficiency of groups and monoids” adli makalede bir grubun grup
olarak etkin olabilmesi igin gerek ve yeter kogulun monoid olarak etkin olmasi
gerektigi gOsterilmistir. Fakat bazi monoidlerin yarigrup olarak etkin olmadiklar
gOsterilmistir.

Bu makalede n > 2 ve n ¢ift olmak tizere 2n elemanli D;, dihedral grubunun

<a,b’a3=a ,a2=b",ab”"’a=b>

yangrup takdimine sahip oldugu gosterilmistir.
“The semigroup efficiency of groups and monoids” adli makalede n 2 3 ve n

tek olmak lizere D, gruplarinin da

n-1 n-1
y'xly=y,yixy? =x>

o, =<x,y

yarigrup takdimine sahip oldugu gosterilmistir.
Dolayisiyla D;, gruplaninin yanigrup olarak etkin oldugu sonucuna varilmistir.
Yine ayni makalede
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P+l
xP=x,yxyxy=x (xpxy 2 )zy”“=y>

P, =<x, y

takdiminin her p pozitif tek tamsayis: i¢in bir grup tanimladigr gosterilmistir. p bir
tek asal say1 ise p, takdiminin PSL(2,p) grubunu tamimladig: ve dolayisiyla PSL(2,p) ®
grubunun yangrup olarak etkin oldugu gésterilmistir.

En son deficiencysi 0 olan etkin yarigruplara Srnekler verilmistir. Bagka bir
ifadeyle SL(2,p) (p asal) gruplan denilebilir.

Yangruplarnn etkinligi ile ilgili ¢aligmalar gruplarin yarigrup etkinliginin
araghirilmas: ile devam etmigtir. 1999°da H. Ayik, Colin M. Campbell, J. J.
O’Connor ve N. Ruskuc’a ait “On the efficiency bf wreath products of groups”
isimli makalede bazi grup simiflarmin wreath garpmilanmh yanigrup etkinligi
aragtirlmustir. Ayrica etkin olmayan gruplara émekler verilmistir. 1999°da H. Ayik,
Colin M. Campbell, J. J. O’Connor ve N. Ruskuc’a ait “The semigroup efficiency
of groups and monoids” isimli makalede bir grubun grup olarak etkin olmasi i¢in
gerek ve yeter kosulun monoid olarak etkin olmasi gerektigi gosterilmisti. Bu

makalede p¢ = <A/ R >sonlu bir G grubunun sonlu bir takdimi ise ZiA( dogurayli

etkin bir monoid takdimi belirlenmisti. “On the efficiency of wreath products of
groups” isimli makalede ise (\A[ +1) sayida doguray ve ([R[ +1) sayida bagmt igeren
etkin bir monoid takdimi verildi.

Sonraki ¢alismalarda bir grubun grup olarak etkinligi ile yangfup olarak
etkinligi arasindaki kiyaslamalara agirlik verilmigtir. “He_fhangi bir sonlu grup grup
olarak etkin ise yarigrup olarak etkin midir?” sorusunun cevab: 2000°de C.M.
Campbell, J. D. Mitchell ve N. Ruskuc’a ait ‘On definining groups efficiently by
semigroup presentations’ makalesinde verilmistir. Makalede G grubu def6(G) = 0
saglayan sonlu takdimli bir grup oldufunda defo(G) = defs(G) saglandif
gsterilmistir. Bu makalede sonlu bir grubun grup olarak etkin olabilmesi igin gerek
ve yeter kosulun yanigrup olarak etkin olmas: gerektigi gosterilmistir.

Yangruplarin etkinligi ile ilgili calismalara ek olarak sonlu basit yarigruplarin
etkinligi aragtinlmustir. 2000°de H. Ayik, C.M. Campbell, J.J. O’Connor ve N.

Ruskuc’a ait “On the efficiency of finite simple semigroups” isimli makalede sonlu
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abelyen gruplar tizerindeki sonlu Rees matris yarigruplarinin veya ¢ift say1 dereceli
dihedral gruplar iizerindeki Rees matris yanigruplarinin etkin oldugu gosterilmistir.

Biz bu sonucu bdliim 4.7 de kullandik. B6lim 4.7 de 6zel segilmis iki etkin
Rees matris yarigrubu aldik ve bu yanigruplarin direkt ¢arpimina izomorfik bir Rees
matris yarigrubu inga ettik. Elde ettigimiz yarigrup abelyen bir grup lizerindeki Rees
matris yanigrubu oldugundan bu makaledeki sonucu kullanarak elde ettigimiz
yanigrubun etkin oldugunu gérdiik. Ayrica boliim 4.8 de sifir elemanh iki semilatisin
-direkt garpimini inceledik. Eger §; ve S; 0-basit semilatisler ise S; x Sz nin de 0-basit
oldugunu ve etkin bir Rees matris yarigrubuna izomorfik oldugunu gosterdik. Eger
S7 veya §; den herhangi biri 0-basit degilse §; x.§> nin etkin olmadi g1 gordiik.

Son olarak 5. boliimde tezde yapilanlan ve elde edilen sonuglart &zetle
verdik, daha sonra aragtirma konusu olabilecek acik problemler ve Snerileri

belirledik.
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2. TEMEL TANIM YE TEOREMLER

Bu bolimde yarigruplar ve yarigrup takdimleri ile ilgili temel tamim ve
teoremleri verecegiz.

S bos olmayan bir kiime olsun. Eger S iizerinde birlesme zelligine sahip bir ikili
islem (o) tammlanursa (S, o) ye yarigrup denir. Genelde x o y yerine xy yazilir. Her x
€ Sigin Ix = xI = x saglayan / elemam varsa S ye monoid denir. S ye her zaman bir
birim eleman eklenebilir. (S de olsa bile). S ye birim eleman eklenmesiyle olugan
monoidi S’ ile gdsteriyoruz. Bagka bir ifadeyle S' = § {1} denilebilir. Dikkat
edersck S de bir birim eleman varsa bu eleman S’ de birim eleman degildir.

Her x e S igin zx = z saglayan bir z € S varsa z sol sifir elemandir. Benzer

sekilde sag sifir eleman tammlanir. Eger bir yanigrubun 0 eleman: hem sag hem de
| sol sifir elemansa 0 a bir sifir eleman denir. Ayrica S ye sifir eleman eklenerek
(gerekirse) elde edilen yanigrup S  ile gbsterilir. Baska bir ifadeyle eger 0 # Sise S
=S U {0}, 0 eSise S° = Solur.

Eger S bir yarigrup ise, agikca goriilecegi gibi S nin bir grup olmas: igin gerek ve
yeter kosul her a € Sigin aS = S ve Sa = S olmasidir.

S bir yarigrup ve 7 S nin bir alt kiimesi olsun. Eger T’ cTiseyanihert t’ €T
igin ##' & T saplamursa T altkiimesine S nin alt yarigrubu denir

Birim eleman ve sifir eleman varsa tektir. Fakat sol veya sag sifir elemanlar tek
olmak zorunda degildir. Eger bir yangrup sadece sol sifir elemanlardan olusuyorsa
sol sifir yarigrubu denir ve L,, ile gdsterilir. Burada m yangruptaki eleman sayisidur.
Benzer gekilde sag sifir yarigruplar tanimlanir ve R, ile gosterilir.

Eger S yangrubunda ¢’ = e saglayan bir eleman varsa e ye idempotenttir denir.
S sadece idempotent elemanlardan olusuyorsa S ye band denir. Herx, y € Siginxy =
yx saglantyorsa S ye degismeli yanigruptur denir. Eger S hem band hem de degismeli
ise S ye semilatis denir.

A bir kiime ve SL; 4 mn bos olmayan biitiin alt kiimelerinin kiimesi olsun. Ikili
islem olarak birlesim () islemini diigiinelim. Bu isleme gbre SLs min bir semilatis

oldugu agiktir. SL, ya 4 {izerindeki serbest semilatis denir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Melis MINISKER

Zy={x0, X1, ..., Xp.1 } (n 22) olsun. Her x, x; € Z, i¢in xx; = xy olacak sekilde bir
ikili iglem tammlansin. Bu igleme gore Z, in yarigrup oldugu agiktir. Z, degismelidir
fakat band degildir. Z, e n elemanl sifir yarigrubu denir.

Run={0])) /J Sis<m 1<j<n}olsun (i j), (k ) € Ry, », olmak iizere
Ry, Uzerindeki ikili iglem (4, j ).(k 1) = (i, I ) seklinde tanimlansin. Bu isleme gore
R, » bir yarigruptur ve banddir, fakat degismeli degildir. R, » ye karesel band denir.
Eger m = 1 ise R, , bir sag sifir yanigrubudur ve n = I ise R, ; bir sol sifir
yanigrubudur.

S bir yanigrup olsun. Eger SL < L (RS < R) ise S nin bogtan farkli L (R) alt
kiimesine S nin sol ideali (sag ideali) denir. Eger S nin bogtan farkli bir 4 alt kiimesi
hem sag ideal hem de sol ideal ise 4 ya S nin bir ideali veya iki yanl ideali denir. S
bir yarigrup, a € S olsun. axa = a saglayan x € S varsa a ya regiiler eleman denir. S
sifir elemam olmayan bir yarigrup olsun. S nin kendisinden bagka ideali yoksa S ye
basit yarigrup denir.

Herhangi bir yarigrubun idempotent elemanlan arasinda asagidaki kuralla tamimh
bir kismi siralama bagintisi vardir:

esfoef=fe=e

Eger § sifir elemanli bir yangrupsa sifir elemanin ozelliklerinden 0 m tek
minimum idempotent oldugu gorilir. Sifirdan farkli idempotent elemanlarin
kiimesinde minimal olan idempotentlere primitif idempotent denir. Dolayisiyla bir
e primitif idempotent elemam asagidaki 6zellie sahiptir:

ef=fe=f=0=>e=f -

S sifir elemam olmayan bir yarigrup olsun. S basit ve bir primitif idempotent
eleman igeriyorsa S ye tam basit yangrup denir. (Burada S nin tum idempotent
elemanlarinin kiimesi i¢indeki minimal idémpotent eleman: kastediyoruz.) (Howie,
1995; Béliim 3.3)

S ve T iki yarigrup, ¢ : S — T bir d6nlistim olsun. Her sy, 52 € S igin d(s155) =
#(s1). ¢(s2) saglaniyorsa ¢ ye homomorfizm denir. ¢S) = { ¢(5) : s € S} T
kiimesine ¢ nin gériintii kiimesi denir. ¢(S) 7 nin alt yarigrubudur. ¢ : S — T ye

homomorfizmi i¢in ¢ birebir ise ¢ ye monomorfizm, ¢ orten ise ¢ ye epimorfizm ve
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¢ hem birebir hem orten ise ¢ ye izomorfizm denir. S den S ye bir izomorfizme bir
otomorfizm denir. Eger bir S yarnigrubundan bir T yarigrubuna bir izomorfizin varsa

S T ye izomorfiktir denir ve S = T ile g&sterilir.

Teorem 1.1.1: G bir grup, I ve J bos olmayan kiimeler ve P = (P, [J/x/l/ tipinde

elemanlar1 G den gelen bir matris olsun. S = / x G xJ olsun ve S lizerindeki garpim:

(i’ q, /1)0’ b: /l) = (i’ apﬂjb’ lu)

seklinde tamimlansin. O zaman S bir tam basit yangfuptur.

Tersine her tam basit yarnigrup bu sekilde insa edilmis bir yarigruba
izomorfiktir.

Tanimladigimiz ¢arpima sahip I x G x J-yangrubunu M/G; I, J; PJ ile
gosteriyoruz. Bu yarigruba Rees matris yarigrubu denir. (bkz. Howie, 1995; Teorem
3.3

2.1 Bagintilar ve Denklikler

X # & bir kiime olsun. X x X in herhangi bir alt kiimesi p ya X {lizerinde bir
bagmnt1 denir. Mesela &, X x X, X x X in (agikar) bagintilaridir. X tizerindeki tiim
Abagmtﬂarln kiimesini B(X) ile gosterelim. f X iizerinde bir bagmti ve (x, y) € B
olsun. Biz (x, y) € B yerine xfy yi tercih ederiz. Bir bagka 6nemli bafint1 eglik
bagintist;
Ly=4d¢={t %) /x € X}
bagntisidir.
p X lizerinde bir baginti ve 4 < X olmak {izere

plA]={y eX:(ay) ep (@cd)}

olarak tanimlayalim. x € X'i¢in pf{x}] yerine p[x] yazacagiz.
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Onerme 2.1.1. B(X) X tlizerindeki tiim bagntilarin olusturdugu kiime olmak {iizere
agafida tanimlanan o (bileske islemi) ile bir yanigruptur:

poo={xy) eXxX:JzeX (x,z) €p, (zy) €}

Herp o e BX)igin pcoise porcoorve 10 pcto osaglanir. p €

B(X) olmak tizere
dom(p)={xeX:FyeXxpy}
kiimesine p nun tamm kiimesi ve
ranfp) ={y eX:Ix e X y px}

kiimesine p nun deger kiimesi denir.
xe€XvepeBX)olsun.xp={y e X: Ix € X x py} seklinde tanimlanir. 4
cXicin dp = |Jxp seklinde tanimlanir. p"’ ={xy) eXxX (x) ep}pon

xed
tersidir. Buna gore (p" )T = p (po o' =0 op 1 ve pcoise p'I < o saglanir.
Ayrica p, B ay, @;, ..., &y € B(X) olmak tizere

-1 -1
10 Qp-1 O0...00

(1o ao..0a) =a
saglanir. Dikkat edilecek olursa dom(p) = ran(p ™), ran(p) = dom(p ™) ve p™ [x] =
< x eran(p) dir.

p, X tizerinde herhangi bir baginti olsun. Eger Ay < p ise p ya yansimah, p
= p ise p ya simetrik, /° = p o pC pise pya gecigmeli denir. Eger p, hem
yansimali, hem simetrik hem de gecisken ise p ya X lizerinde bir denklik bagmtist

denir.
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plx] kiimesine p -sinifi veya denklik sinifi diyecegiz. X/ p notasyonu ile tiim
denklik simiflarinin kiimesini gosterecegiz.

p': X~ X/ p doniisiimil, her x € X igin p (x) = pfx] olarak tammlanir ve bu
doniisiime dogal doniisiim denir.

¢: X — Y bir fonksiyon olsun. O zaman

kerg=go ¢’ ={(a, b) cXxX:ap=>b¢}

ile tanimlanan kiimeye ¢ nin gekirdegi denir. { o; - i € I } X lzerindeki denklik
bagintilarinin bir ailesi olsun. O zaman N { «; : i € I} de bir denklik bagmtisidir. R X
tizerinde bir denklik bagintis1 olsun. X {izerinde R yi igeren tiim denklik bagintilarinin
kesisimi R® ile gosterilir. Bu baginti X tizerinde R yi igeren en kiiciik denklik
bagintisidir. R” = GR” kiimesine R nin gecigsmeli kapanisi denir.

n=l

Lemma 2.1.1. R X kiimesi tizerinde bir bagint1 olsun. R” X iizerinde R yi iceren en
kiictik gecismeli bagintidir.

Ispat: (x, ») e R®ve (3, z) € R”iken (x, z) € R” oldufunu gostermeliyiz. (x, y) € R”
ise (x, ) € R" olacak sekilde bir » tamsayis1 vardir. Benzer gekilde (v, z) € R®
oldugundan (3, z) € R™ olacak sekilde bir m tamsayist vardir. O halde (x, z) e R" 0
R* = R™™" < R” saglanir. O halde R” gegismelidir. $imdi R” un bu sekildeki en
kiigiik baginti oldugunu gosterelim. R’ = R < R™ oldugu goriiliir. Q X tizerinde R yi
iceren bagka bir gegismeli bagnti olsun. RR=RoRc Qo Qc Q saglanir.
Tiimevarimla devam edilirse n = 1, 2,...i¢in R < Q0 oldugu goriiliir. O halde R” < Q
saglamr. R” X {izerinde R yi igeren en kiigiik gecismeli bagmtidur. |

Onerme 2.1.2. X iizerinde herhangi bir R bagntisi igin R = [R UR' v 4y J°
saglanir.

Ispat: S = /R UR! vy ] ve E=S"olsun. 4y cS = S'cE olup E yansimalidir. S
tammindan dolay1 simetriktir, yani S = S saglamr. Her #n & N igin 8" = ()" = (8

saglanir. O halde $" simetriktir. £/ = (8% = (|JS")” = US” = E saglanur. O
n=1

n=1

10
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halde E simetrikti. & R yi igeren bir denklik bagintist ise 4y < o olup o
yansimahdir. Aynca R ' c o™/ = golup § = [R UR’ U Ay J° < obulunur. £ = §*
X tizerinde S yi igeren en kiigiik gegigmeli bagmtidir. o gecigmeli oldugundan £ < o
bulunur. BudurumdaSo S coo o coolupbern e Nigin E= §" coolur. E = §°

bulunur. =

Onerme 2.1.3. R X tizerinde bir baginti ve R de R yi igeren en kiigiik denklik
bagimntist olsun. O zaman (x, y) € R® olmas: i¢in gerek ve yeter kosul yax =y yada 7
n € N igin asagidaki formda bir dizi vardir:
X=2] 322~ . PZnjHIn=Yy
Sylekiya (z;, z+)) eRyada (zisg, z) e R(Vi= 1, 2,..., n-1).
Ispat: § = R UR! U4y olsun. W kiimesi (x, y) € X x X ikililerinden olugsun 6yle ki
X,y € Wigin yax = y saglansin veya 7»n € N i¢in agagidaki formda bir dizi olsun:
X=2] 323 . PZnf P2y =Y.
Bu dizide ya (z, z;+)) e Ryada (ziip, z) € R (Vi =1, 2,..., n-1) saglanir. Daha agik
bir ifadeyle W (x, y) € X x X ikililerinden olugur 8ylekin >2 ve heri =1, 2,..., n-1
i¢in (2, zi+7) € S olmak {izere
X=2) =323~ . PInfPZn=Y
dizisi vardir. Ozel olarak § < W dur. n > 2 ve (x, ) € 5™ olsun. Bu durumda
yukarida verilen formda bir dizi mevcuttur. Buradan (x, y) € W bulunurve R° c W
elde edilir. Tersinin ispat1 i¢in (¥, y) € W alalim. Yine yukarida verilen formda bir

diziye sahibiz.. Buradan (x, y) e S™' < R® bulunur. ¥ = R° elde edilir.

2.2 Kongritanslar

S bir yarigrup, R de S lizerinde bir bagmt (yani R < S xS) olsun. Eger her (s,
1) € Rve Va € Sigin
i) (as, at) € R ise R ye so} uyumlu,

ii) (sa ta) €R ise R ye sag uyumlu ve

11
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iii) R hem sad hem de sol uyumlu ise R ye uyumlu denir.
Sol uyumlu bir denklik bagintisina sol kongritans, sag uyumlu denklik bagintisina
sag kongriians, uyumlu bir denklik bagintisina da kongriians denir.

Teorem 2.2.1. p bir § yangrubu iizerinde bir kongruans olsun.

a) Eger (a, b) € pve (¢, d) € pise o zaman (ac, bd) € p saglanr..

b) S/ p ={ap:a S }izerinde (ap).( bp) = (abp) islemini tammlayalim.
S/ pbu islemle bir yarigrup ve p: S — S/ p bir homomorfizmadr.

Ispat: a) (@, b) € pve (¢, d) € p olsun. p denklik bagintist oldugundan (¢, ¢) € p
olur. p kongruans oldugundan uyumludur ve dolayisiyla (ac, bc) € p olur. Benzer
sekilde (bc, bd) € polur. p gegisme Szelligine sahip oldugund;n (ac, bd) € p olur.
b)(ap. bp). cp = ap(bp. cp) olup S/ p bu islemle bir yarigrup olur. ap‘ = gp olarak
tanimlayalim. O halde ap”. bp' = ap. bp = abp = abp’ saglanir. p': S — S/ pbir
homomorfizmadir.

Teorem 2.2.2. S ve T birer yanigrup ve ¢ : S — T bir homomorfizm olsun. O zaman
ker = go ¢’ = {(ab) €S/ ap=bg} S iizerinde bir kongruans olup @ : S/ kerg
— im¢ izomorfizmas: vardir Syle ki (kerg)” o @ = ¢ saglanr.
Ispat: ker ¢ nin denklik bagntist oldugunu 6nceden gosterdik. (s, £) e ker gvea €S
olsun. (as) ¢ = (ad)(s@) = (ad)(td) = (at) ¢ olup (as, at) € ker ¢ saglanir. Benzer
sekilde (sa, ta) € ker ¢ olup ker ¢ bir kongruanstir.

c=rker gvea:S/kerp — im¢d V(sc € S/kerd) i¢in (sg)ja = s¢ olsun. v
(59), (to) € S/ kerdigin (sa)a) = ((to)a) = (s@)(td) = (stg) = (sto)a saglanir. amn
orten oldugu agikea goriiliir. (so)a = (fo)a olmasi i¢in gerek ve yeter kosul s¢ = 14
olmasidir. Buradan da (s, ¢) € kerg = o bulunur. O halde so = ro saglanir. @ S/
ker$ —> im¢ izomorfizmadir. &

Teorem 2.2.3. o bir § yangrubu iizerinde bir kongruans olsun. ¢ : S — T bir

homomorfizm olsun ve & < kerg saglansin. «': S — S /a dogal homomorfizm olmak

12
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lizere @ o B = ¢ olacak sekilde ve im(@) = im(f) olacak sekilde bir B: S /o — T
homomorfizmasi vardir,

Ispat: B: S/a — T'ye fsa) = §(s) olacak sekilde tammlansm. s, 5° € S igin sor =
s’a olsun. Bu durumda (s, 6°) € @ ve a < kergoldugundan (5, s°) < kerg saglamr. O
halde ¢(s) = ¢(s’) olur. Buradan ¢ mn iyi tammli oldugu gériiliir. ¢ homomorfizm
oldugundan B nm homomorfizm oldugu gorilir. & o f = ¢ saplandiy
goriilmektedir. # mn tammindan im(@) = im(p) saglanir. a o B = polup Btektir. W

a ve S yarigrubu lizerinde & < f olacak sekilde kongriianslar olsun. aa =
baise aff = bf saglanir. @ C kerfS’ saglanir ve Teofem 223tenbirg:S/a > S/B
homomorfizmas: vardir Syle ki @ o ¢ = B saglamr. ¢ : S /a,—»\ S/B ¢ ac) = (aff)
seklinde tanimlanir. S/« tizerindeki kerg kongruans: kerg = { (aq, aff) € S/B xS /B
/ (ab) € B} seklinde tammlanir. kerg yerine B/ o yazilabilir. Bu durumda & : (S /)
/(B/ @) - S/aizomorfizmi sdyle tanimlanabilir:
(B/ &)aa) = ap

O halde
a‘
§ ——» S/a
ﬁ‘)L ¢ |s
S/B ———> (S/a)/(fa)
(B :
diyagramu degismelidir.

Asagidaki teorem 6zet olarak verilebilir:

Teorem 2.2.4. @ ve B S yangrubu tizerinde @ < S olacak sekilde kongriianslar olsun.

O zaman

Bl/a={(xayde(S/d]xy ep}

13
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bagintis1 S/ & tizerinde bir kongruans olup (S/a)/(f/a )= S/ saglanir.

Onerme 2.2.1. Eger pi (i € I) S yanigrubu iizerine kongruanslarin bir ailesi ise 7 =

(\p, de S tizerinde bir kongruanstir.
il

Tanm 2.2.1. R bir S yanigrubu {izerinde bir bagmti olsun. O zaman R = {(xay, xby)
/xyeS, (ab) eR / kiimesi R yi igeren tiim kongruanslann kesisimidir.

Teorem 2.2.5. R ve P bir S yarigrubu fizerinde iki bagint: olsun.
@ ®) = ®RY!
(i) R cR°
(ii) R < P ise R® < P saglamr ve { R, : i € I } S tizerindeki bapmtilarm ailesi ise
(UR) = URS saglanr.
iel el
(iv) (R°)° = §°
() R = R olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul R nin uyumlu olmasidir,
o) (19° = Is
Ispat:
@) (a, b) € R olsun. O halde (b, @) = (xuy, xvy) ve (4 v} € R olacak sekilde x, y
e S elemanlan vardir. Bu durumda (g, b) = Guy, xvy) € (R)C saglanr.
(i)  (a b) e Ralahm. (a, b) = (lal, 1b]) € R® oldugundan R < R bulunur.
(i) R cPve(a b) € RC alalim. Bu durumda (4, b) = (xuy, xvy) olacak sekilde x,
Yy €Sve (4, v) € R P vardur. (@, b) = (xuy, xvy) € P¢ bulunur. Heri e / icin R; ¢
UR, saplamir. Az 6nce gosterdigimiz gibi her i e Iigin (R)¢ < ( UR, ) saglanir.

iel iel

Bdylece |J (R)® (R, )° saglanir. $imdi (@, b) € (|JR; )€ olsun. a = xuy ve b

iel iel iel

= xvy olacak sekildex, y € Sve (i, v) e (|JR, ) vardir. O halde biri €/ i¢in (1, v)

ief
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€ R; saglanir. Bu durumda (g, b) = (euy, vvy) € (R)C < JR, saplanir. O halde

ief

(UR,)" = URS bulunur.

iel iel
(iv) (i) ve (iii) ten R < R saglandigindan R® < (RS)C bulunur. Simdi (RS)C < R€
oldugunu gosterelim. (a, b) & (R)C olsun. a = xuy ve b = xvy olacak sekilde x, y
S vardir. u= kpr ve v = kqr ve k r € §' olacak sekilde (4, v) € R¢ saglamr; Bu
durumda @ = (xk)p(ry) ve b = (x k)q(ry) saglanr. O halde (2, b) e R olup (RS)C <
RS bulunur. (R9)€ = R€ elde edilir. ‘
() R =R kabul edelim. (¢, d) € Rve u, v € §' alsak (ucv, udv) € R° = R
bulunur. O halde R uyumludur. Tersini géstermek i¢in R nin uyumlu oldugunu kabul
edelim. (@, b) € R olsun. O halde x, y € 8’ ve (¢, d) € R vardir Syle ki a = xcy ve b
= xdy saglamr. R uyumlu oldugundan (a, b) = (xcy, xdy) € R saglanir. RCc R elde
edilir. (5) den dolay1 RS = R bulunur.

(vi) (& b) €IS olsun. a = xuy ve b = xuy olacak sekilde x, y € §'
bulunabilir. /5° < Iselde edilir. 15 < 1€ oldugunu zaten biliyoruz. O halde Is = IC

bulunur.

Lemma 2.2.6. Q S yarigrubu {izerinde uyumlu bir bagmtt olsun. O zaman

@) ¥'n € Nigin Q" de uyumludur.

(i)  QFuyumludur.

ispat: x, ¥) € Q" ve a € S olsun. z;, zj, ..., z,; € S vardir 8yle ki (%, z)), (2,
2., (@nty ¥) € Q saglamr.Q uyumlu oldugundan (ax, az,), (az;, aza),..., (Azn1, ay)
€ Qolup (ax, ay) € Q" elde edilir.Benzer sekilde (xa, ya) e Q" oldugu gdsterilir. O
halde 0" uyumiudur.

0> = (Jo" ) = UJ@n°t = Uo" = 0~ saglanrr ve dolayisiyla 07

neN neN neN

uyumludur.

15



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Melis MINISKER

Onerme 2.2.2. R bir S yarigrubu iizerinde bir baginti olsun. ; (i € J) S iizerinde

R yi igeren kongruanslarin tiimii olsun. O zaman R* = (Na; seklinde tammlanur.

iel
@
Onerme 2.2.3. R bir § yanigrubu lizerinde bir bagnt: ise R” = (R°)° saglanr.

Ispat: (RS = |JRE URE)TUAS)" =l J(RURT UAL)®)" bir
neN neN

kongruanstir. « § tizerinde R yi igeren bir kongruans olsun. O halde o uyumludur
yani o =a saglanir. R ¢ a oldugundan R¢ < & = aolur ve buradan (RC ‘ca

bulunur. ' n

¢, deSolsun.c =xayved=xby (x, y €S') ve (@, b) e Rveya (b, a) € R

saglansin. Bu durumda ¢ d ye bir R — gegisi ile baglantilidir denir.

Teorem 2.2.6. R, bir S yangrubu iizerinde bir bagint1 olsun. O zaman (q, ) € R*

olmasi igin gerek ve yeter kosul a = b olmasidir veya bir » € N igin
X = Z] 922 ‘_) coe ﬁ‘Zn_[ ﬁZn =y

formunda R- gegislerinin bir dizisi vardur.

Ispat: Ispat Onerme 2.1.3 ve Onerme 2.2.3 den ¢ikar.

a § iizerinde bir bagint1, B ise bir kongriians olsun. O zaman a / f bagntis

asagidaki sekilde tammlanan S iizerinde bir bagintidir:
{(cByp: (xy) €al
Eger a c fise a/f = 1s/psaglanir.

Onerme 2.2.4. o ve S iizerinde birer kongruans ve @ < Solsun. §S {izerinde § =

& olacak sekilde bir bagint: olsun. Bu durumda B8/ a = (5/ ) saglamr.

16
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Ispat: 8/ o, S/ aiizerinde 5/ a y1 iceren bir kongriians olup B/ a 2 (6/ ) elde
edilir. Simdi (§/ @) = B/ a oldugunu gosterelim. (xa, ya) €f/ aise (x, ) €
saglanir. Teorem 2.2.6 dan

Xx=a;zit) arzit; = Q2212 ~> ... = 0n Zn-tlnt = QpZnln =Y

formunda R- gegislerinin bir dizisi vardir.
O halde

xa=(a;0) (10)(110) = (@10) (2:0)(110) =(a:0) (220)(120) > ... = (@n10) (2w

19)(th10) = (An0) (Zn)(1n0) =y

dizisi vardir. Buna gore xa ve ya &/ « gegisi ile baglantilidir. Buradan (xa , ya) € (6
/ o)* bulunur. B

R S tiizerinde bir denklik bagintist olsun. R® kiimesi asafidaki sekilde

tanimlansin:
Ré={(a, b) e SxS/ (¥ y eS) (xay, xby) eR}

Onerme 2.2.5. R S tizerinde bir denklik bagintist olsun. Ré S tizerinde R rﬁn icerdigi
en biiylik kongruanstir.
Ispat: Oncelikle R nin bir denklik bagintist oldugu agiktir. Ayrica, eger (@, b) € R*
ve ¢ € Sisex ve y nin S’ deki her segimi i¢in (xcay, xcby) € R saglanir. Dolayistyla
(ca, c¢b) € RS saglamir. Benzer sekilde (ac, bc) € Ré saglamir. O halde R6 bir
kongruanstir ve Ré < R elde edilir. (g, ) e Réise (lal, 1b1) € R ve dolayisiyla (g, b)
€ R saglanir.

En son ¢ S fizerinde R tarafindan icerilen bir kongruans olsun. O zaman (q, b)
€ aise (Vx, y € 8 (xay, xby) € a saglanir. Buradan (s, y €8) (xay, xby) € R

bulunur Buise (@, b) € R oldugu anlamima gelir.

17
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2.3. idealler

S bir yangrup olsun. Eger SL < L (RS < R) ise S nin bogtan farkli L (R) alt
kiimesine S nin sol ideali (sag ideali) denir. Eger S nin bostan farkli bir 4 alt kiimesi
hem sag ideal hem de sol ideal ise 4 ya S nin bir ideali veya iki yanl: ideali denir.
Dikkat edilirse bir yarigrubun iki yanh her ideali bir alt yarigruptur. Fakat bir alt
yarigrubun bir ideal olmasi gerekmez.

2.4. Green Bagmtilan

S bir yarigrup, a € S olsun. S nin @ y1 igeren en kiigtik sol ideali Sa U {a}
kiimesidir ve S’ a ile gosterilir. Bu ideale a tarafindan dogurulan temel sol ideal denir.
L denkligi S tizerinde asagidaki kuralla tanimlanir:

a £ b olmas: i¢in gerek ve yeter kosul ¢ ve b nin aym temel sol ideali
dogurmasidir, yani S’a = S§'b olmasidur.

Benzer sekilde ® denkligi S tizerinde g6yle tanimlanir:

a ® b olmasu i¢in gerek ve yeter kosul as’ = bS’ olmasidir.

Asagidaki Onermeyle £ ve ® denkliklerini daha agik bir sekilde
tanimlayabilecegiz:

Onerme 2.4.1. ¢, b & S olsun. O zaman a £ b olmast i¢in gerek ve yeter kosul xa = b
ve yb = a olacak sekilde x, y &S olmasidir. Ayrica a ® b olmas: igin gerek ve yeter

kosul au = b ve bv = a olacak sekilde », v &S’ olmasidur.
L ve ® nin bagka bir 6zelligi agagidaki sekildedir.
Onerme 2.4.2. £ bir sag kongruans ve ® bir sol kongruanstir.

Bir S yangrubu {izerindeki iki denligin kesisimi yine bir denkliktir. (Howie,

1995; Béliim 1.4) £ ve ® nin kesigimi yarigrup teorisinin gelismesinde Snemli bir rol
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oynar. Biz bu denkligi # ile gosteriyoruz. £ v ® bagintisim @ ile gbsteriyoruz.
(Howie, 1995; Bolim 1.5) ten iki denkligin birlesimini tammlamak olduke¢a zordur,
fakat agagidaki 6nerme yardimiyla bu tiir zorluklardan kurtulabiliriz:

]

Onerme 2.4.3. £ ve ® bagintilar1 degismelidir.
Ispat: (Howie, 1995; Onerme 2.1.3) e bakiniz.

(Howie, 1995; Sonug 1.5.12)den © = £ o R =R o L= £ v K saglamr. Bdylece
® bagintisimn umuiandan daha kolay ele alindigi goriilmektedir.
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3. TAKDIMLER

Bu bolimde ilk olarak yarigruplar i¢in dofuray ve serbest yargrup
kavramlarindan bahsedecegiz. Daha sonra grup, monoid ve yangrup takdimleri ve
yarigruplarin(monoid veya grup) etkinligi hakkinda bilgi verecegiz.

3.1 Doguraylar:

X S nin bir alt kiimesi olsun. S nin X i igeren en kiigiik alt yanigrubuna X
tarafindan dogurulan alt yarigrup denir ve <X> ile gosterilir. (Ayik, 1998; Bolim
1.2)

S bir yangrup ve &= X < .S olsun. O zaman

X>= . xpxi€X,neN}
seklinde tanimlanir.

Eger S nin § = <X> olacak sekilde sonlu bir alt kiimesi varsa S ye sonlu
dogurayhidir denir. S nin ranka

rank(S) = min { /X/ /X S nin bir doguray kiimesi }
seklinde tanimlanir ve rank(S) ile gosterilir.
Lemma 3.1.1. S bir yanigrup, X < S # & olsun. O zaman

<X> = {4;: 4; S nin X1 igeren bir alt yarigrubu }

seklindedir.
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3. TAKDIMLER Melis MINISKER

Ispat: 4 = N { 4; : A; S nin X i igeren bir alt yarigrubu } ise 4 X i igeren bir
altyarigrup oldugundan <X> < 4 saglamr. <X> aym zamanda X i igerir. O halde
<X> € { 4;: A; Snin X i igeren bir alt yarigrubu } bulunur. Budurumda 2 = N {4;:
A; S nin X i igeren bir alt yarigrubu } © <X> oldugundan <X9 = A elde edilir. =~ M

S bir yarigrup olsun. Eger S bir X = {x} kiimesi tarafindan doguruluyora S ye
monogenic yarigrup denir. S = <x> yazilir. S = <x> monogenic yarigrubunda eger
her i #j € Nigin &' #d ise S sonsuz olup S ye serbest monogenic yarigrup denir.
Serbest monogenic yarigrup (N, +) yarigrubuna izomorfiktir.

m elemanli L, sol sifir yanigrubunu diigiinelim Her X,y € Ln igcin xy = x
saglandigindan L, nin en kiiglik doguray kiimesi kendisidir. Dolay151yla rank(Ly) =
/L,,, / = m dir. Simdi n 2 2 i¢in Z, = { xp, x4, ..., Xp.1 } stfir yarigrubunu diistinelim.
Her x, x; € Z, igin xx; = x, saglandigindan Z, in en kiigiik doguray kiimesi { xj, ...,
Xn-1 } kiimesidir. Dolayisiyla rank(Z,) = n — 1 dir. Daba sonra bir 4 kiimesi

tizerindeki SL, serbest semilatisini ele alalim. Her a@ € 4 igin UX , = {a} olmasi

iel
demek her i € I igin X; = {a} olmasidir. SLy nin her elemam baz1 {a} (@ € 4)
kiimelerinin birlesimi oldugundan {{a} [ae A} kiimesi SL4 nin en kii¢tik doguray
kiimesidir. Sonug olarak rank(SL,) = /4 [ bulunur.

3.2. Serbest Yarigruplar

A bir alfabe olsun. 4" kiimesi alfabedeki bos olmayan sonlu kelimelerden
olugur. 4™ tizerindeki ikili islem yan yana getirme yOntemiyle agagidaki sekilde
tanimlanir:

(@1...a5).(b1...by) = ay....aybr..by  (heray.an.br.by €A igin)  (3.2.1)
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Bu islemle 4™ bir yanigruptur ve A4 tizerindeki serbest yarigrup olarak adlandirilir.
Benzer sekilde ¢ bos kelime olmak iizere 4° = 4™ U { & } serbest monoidi
tanimlanir.

Teorem 3.2.1: 4 bir alfabe ve S bir yarigrup olsun. f* 4 — S herhangi bir déniigiim

olsun. O zaman her a € 4 icin ¢(a) = f{a) saglayan bir ¢- A — S homomorfizmi

vardir ve tektir.

Ispat: ¢: A" — S homomorfizmi w = @;a;...a, € A igin ¢( a1a;...a,) = fla) flay)...
fla,) seklinde tammlansin.Dikkat edersek her a € 4 i¢in ¢(@) = f{a) saglamr. g : 4™
—> S her a € 4 igin g(a) = f(a) saglayan baska bir homomorfizm olsun. Bu durumda

her w = a;a;...a, € A" igin g(aa;...a,) = glay) g(ay)... gla,) rjf(a;) flad)... fla) = &
a;a;...a,) saglanir. ¢ = g oldugu goriliir. u

Lemma 3.2.2. Her yanigrup bir serbest yarigrubun homomorfik gériintiisiidiir.
3.3. Yanigrup Takdimleri

Yarigrup takdimindeki en sik kargilagilan 6nemli problemler:

(i) verilen bir yarigrubun bir takdimini bulmak,

(ii)  verilen bir takdim tarafindan temsil edilen yarigrubu bulmaktir.

Bu boliimde iki temel problemi ¢6zmek igin uygulanan ydntemleri verecegiz.

A bir alfabe olsun. R c 4" x4 (R c 4" x 4") olmak tizere <4 / R > surals
ikilisine bir yangrup takdimi denir. 4 nin bir ¢ elemanina doguray sembolii ve (4,
v) € R elemanina tanimlayic1 bagmt: denir ve genelde u = v ile gosterilir. Ayrica 4

={ay ... an} Ve R = { ) = V},..., Uy =V, } ise <A [ R >takdimi
<a1y ceey am /u] = V[,..., un =vﬂ >

seklinde gosterilir. Bu agamada onemle belirtelim ki bir takdim sembollerin bir
dizisidir. (Ruskuc, 1995; B6liim 2)
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<A [ R > takdimi ile tamimhi yanigrup 4* / p béliim yangrubudur. p 4*
tizerinde R yi igeren en kiigiik kongruanstir. Daha genel olarak eger S 4" / pise S
yanigrubu <A / R > takdimi ile tammlidir denir. Dolayisiyla S nin elemanlar 4*
daki kelimelerin kongruans simflaniyla birebir eslenebilirler. Bagka bir ifadeyle
A" daki her kelime S nin bir elemanini temsil eder. Genel olarak bazen karigiklik olsa
bile kelimeleri ve temsil ettikleri elemanlari denk getirme yolu kullamghidir. Bir
kangiklik olmamasi igin eger w;, wy € 4™ kelimeleri birbirine es ise w; =w, denir ve
S nin aym elemammn temsil ediyorlarsa w; = w; denir. (veya (w;, wy € p ise).
Dolayisiyla émegin A = { a, b } ve R = { ab = ba} ise aba = a’b olur fakat aba
kelimesi a° ye denk degildir. |

T herhangi bir yangrup ve B T nin bir doguray kiimesi olsun. ¢: 4 — B bir

orten dontisiim olsun. Teorem 3.2.7 den ¢ déniigiimii ¢ : 4™ — T epimorfizmine tek
sekilde genisletilebilir. Her (4, v) € R igin ug = vg saglaniyorsa veya baska bir
ifadeyle R < ker(@) ise T R deki bagntilart sagliyor denir. Tanimdan <4 / R > ile
tammli S yanigrubunun R deki bagintilari sagladif goriiliir. o nun minimalliginden S

nin R deki bagintilart saglayan tiim yangruplar i¢inde maksimal oldugunu elde

edebiliriz. Bunun i¢in agsagidaki nermeyi verecegiz:

Teorem 3.3.1. <4 / R > bir yarigrup takdimi, & R yi igeren en kiiglik kongruans
olsun. § = 4"/ ave u;, u; € A olsun. u; / @ = uz/ o olmasi igin gerek ve yeter kogul
u; = uznin <4 /R > takdiminin bir sonucu olmastdr.

Ispat: B = {(v;, vj) € 4" x A" [ v; = v2 <4 [ R > nin bir sonucudur} kiimesini
tammlayalm. (u;, u) € B igin eger u; = u; ise kiv; k; den R deki bir baginti
uygulanmasiyla elde edilecek sekilde asagidaki formda bir dizi vardir:

ur=ky k..., kn=u;
Burada k; = xry ve kiy = xsyise ki/ a=(x/a)(r/ @)y / @) = (x/ (s / )/ @) =
kir1 / a elde edilir. Buradan u; / @ = u, / a vef < a dir. R < S oldugu goriilebilir. a
kongruans oldugundan & c B saglanir. @ = Belde edilir. n
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Onerme 3.3.1. <4 /R > bir yangrup takdimi ve S bu takdimle tanimlanan yarigrup
olsun. T R deki bagintilan saglayan bir yargrup ise 7 S nin dogal homomorfik
gﬁrﬁntﬁsﬁdﬁr.

Ispat: §: 4™ — Sher a € 4 igin &a) = a seklinde tammli bir dogal homomorfizm
vardir. 8= (R")" : 4" — A" / R alahm. S, R deki iligkileri saglar ve dolayistyla her
(r, s) € R igin &) = &(s) saglamr. O halde R c ker(d) elde edilir. ker(d) bir
kongriians oldugundan R* < ker(6) bulunur, |

wy, wy € A" iki kelime olsun. Eger w; = a uff ve w; = a vf olacak sekilde o
B ed ve (4, v} € R varsa w2 w; den R den bir baginti uygulanmasiyla elde
edilmistir denir. Eger w; den w; ye her a;+; @; den R deki bir l;agmtl yardimyla elde
edilecek sekilde agagidaki formda bir dizi varsa

wy =ay, ..., .1, O =W2

w2 w; den elde edilmistir denir. Baska bir ifadeyle w; = w> R nin bir sonucudur

denir.

Onerme 33.2. <4 / R > bir yangrup takdimi olsun ve S yangrubu <4 / R >
takdimi ile tanimlansin. wy, w; € 4" olsun. S de w; = w; saglanmas igin gerek ve
yeter kosul w; nin w; den elde edilmis olmasidir.

Asagidaki dnerme daha giiclii bir sonug vermektedir.

Onerme 3.3.3. S yanigrubu bir 4 kiimesi tarafindan dogurulsun ve R c 4" x 4" olsun.
O zaman < 4 / R > nin § i¢in bir takdim olmasi igin gerek ve yeter kosul asagidaki

- iki kosulun saglanmasidir:

i-) SR deki biitiin bagintilan saglar ve
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ii-)  Egeru, v € A" igin u = v bagimntis1 S de saglamyorsa, 0 zaman « = v R deki
bagintilarin bir sonucudur.
Ispat: = Eger <4 / R > S i¢in bir takdim ise S R deki biitlin bagintilar1 saglar. (i)

ise Onerme 3.3.2 den ¢ikar.

< ¢: A" - S epimorfizmi id : 4 — A birim doniisiimiiniin genislemesi olsun. ve &
A" tzerinde R yi igeren en kiiciik kongruans olsun. S R deki tim bagintilan
sagladigindan R < kerg ve dolayisiyla a < kerg elde edilir. Diger yandan (i, v) e
~ kergise S u = v bagmtisim saglar. O halde # = v R deki bagmtilarin bir sonucudur.
Onerme 3.3.2 den (4, v) € a elde edilir. Dolayisiyla @ = kerg olup S = A* / kerd =
A"/ ayangrubu <4 /R > takdimi ile tanimlanir. =

Simdi baz1 yarngrup takdimlerine ve bu takdimler tarafindan tanimlanan

yarigruplara 6rnekler verecegiz.

Ornek 3.3.1. 4" iizerinde bos kiimeyi igeren en kiicikk kongruans { (w, w) /w € 4%}
kosegen bagintisidir. Dolayisiyla < 4 / > takdimi ile taniml yangrup A serbest
yarigrubudur.

Ornek 3.3.2. <a [ & = a > takdimi asikar yanigrubu tanimlar. Buna karsihik gelen
kongruans { a }" tizerindeki tam kongruanstir.

Ornek 3.3.3. <a /a"*' = a > takdimi n elemanli devirli grubun yanigrup takdimidir.
Agikga goriiliir ki her a* kelimesi **' = a bagmtis1 yardimyla { @, &, ... , a" }
kiimesinde bir kelimeye doniistlirtilebilir ve dolayisiyla < a [ &' = a > takdimine
sahip S yarigrubu en fazla n elemana sahiptir. Diger yandan modiilo # ye gdre a mn
tisstiniin @"*/ = g bagmtisina gore degismez oldugunu hatirlarsak Onerme 3.3.4 ten g,
&, ..., d" S nin farkli elemanlarm temsil eder ve dolayisiyla S n elemanli devirli
gruptur. Daha genel olarak < a / & = & > takdimi n + r — I elemanh ve »

periyotlu monogenic yarigrubu tanimlar.
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Ornek 3.3.4. T bir yarigrup olsun. 4 = { @, / t € T } bir alfabe ve x, y & T olmak
lizere R bagntilar kiimesi a, a, = a,, formundaki bagintilardan olugsun. S yarigrubu
<4 /R > takdimi ile tanimlansn. Bagmtilardaki segimimizden 7 yarigrubu R deki
bagmtilars saglar ve Onerme 1.2.1 den bir ¢: S — T, a; — ¢ seklinde, tammbi dogal
epimorfizmi vardir. w;, w; € 4" ve d(w;) = d(wy) olsun. w; = a, ve wy = a, S de
saglanacak sekilde x, y € T oldugu agiktir. Dolayisiyla g(@y) = d(a,) yani x = y
saglanir. O halde a, = a, olur. Buradan ¢ bir izomorfizmdir ve 7 <4 / R > takdimi
ile tamumlanur.

Simdi verecegimiz 6rnekte Onerme 3.3.4 .yardlrmyla sonlu bir 4 kiimesi

Uzerindeki SL4 serbest semilatisi igin bir takdim bulacagiz:

Ornek 3.3.5. P =<ay a .., a, /a,~2=a,~ (1<i<n) agai=aa; (1<i<j<n)>
takdimi 4 = { a;, ay, ..., a, } kiimesi tizerindeki SL, serbest semilatisini tanimlar.
Ispat: Bu bolimiin basinda bahsettifimiz gibi 4 kiimesi SL, i¢in bir doguray
kiimesidir. Ek olarak, SL, idempotentlerden olusan degismeli yarigrup oldugundan
g deki bagntilar saglar.

W= {als‘ a,”..a,% e 4*|g; e {0,1} (1< < n)} olssn. w e A" olsun.
Oncelikle aja; = aq; bagintilart uygun sekilde uygulanrsa 4; > 0 olacak sekilde

alji...anl" (1 <i<n) formunda w’ kelimesi elde edilir. Daha sonra a7 = g;

bagintilari miimkiin oldugunca ¢ok sayida uygulanirsa bir w e W kelimesi elde
edilir.
W|=2" -1 oldugundan Onerme 3.3.4 den g takdimi SL; serbest

semilatisini tammlar. u
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3.4. Monoid Takdimi

& = eve her w € 4" igin Gizerinde we = ew = w garpmas1 tammlanan 4™ U
{&} kiimesine A" denir. A bir alfabe, R c A" x A" 1n bir alt kiimesi olmak tizere bir <4
/ R >ikilisine bir monoid takdimi denir.
M bir monoid ve < 4 / R > M nin bir monoid takdimi olsun. O zaman e & 4
i¢in

<A e[R,=eae=q ea=a(acd >

M nin bir yarigrup takdimidir. Burada R R deﬁ r = ] ya da I = s geklindeki
iliskinin = e ya da e = s ile degistirilmesiyle elde edilmistir.

Bir (4 / R ) yarigrup takdimini monoid takdimi olarak diistinebiliriz. Eger (4
/ R } S yarigrubunu tamimliyorsa monoid takdimi olarak diigiintildiigiinde S ' = § of
I } monoidini tanimlar. Eger S bir birim elemana sahipse bu eleman S & { 1 } in

birim elemant olamaz.
3.5 Grup Takdimi

Abir alfabe, 4 = {a”’ : a € 4 } A ile birebir eglenen bir alfabe olsun. R = (4
UA)* x (4 U AT)* olmak iizere (A / R ) ikilisine bir grup takdimi denir. G bir
grup, (4 / R ) de G nin bir grup takdim olsun. O zaman

(4,41 /R as’'=1,ala=1(aecd))

G nin monoid takdimidir. R deki iligkileri saglayan ve 4 tarafindan dogurulan her
grup <A/ R ) takdimi tarafindan tammlanan grubun bir homomorfik goriintiisiidiir.
<4/ R ) takdimi tarafindan tamimlanan Fi (4) / N béliim grubudur. Burada F(4) 4
lizerindeki serbest gruptur ve N { rs” / (r, s) € R } yi ic;eren en kii¢lik normal alt
gruptur. Eger @ { (aa”, ¢), (a”a, & [ a € A } kiimesini igeren en kiigiik kongruans ise
F(4)ile 4 u4" / abirbirine izomorfiktirler.
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A tizerindeki F(4) serbest grubu asagidaki monoid takdimi ile tammlanabilir:

(A ud!/aa' =g ala= gE(aed))

@

Ek olarak <4 / R ) takdimi ile tanimli grup agagidaki monoid takdimi ile
tanimlanabilir:

(AUAT /R U faa” = g adla=g/aecd})

Teorem 3.5.1. G grubu bir <4 / R ) takdimi ile tammlansm. F (4) A iizerindeki
serbest grup ve N {(r/ a)(s / @)” / (r =) € R} kiimesinin normal kapang1 olsun. O
zaman (a;ag...a,,)"' = ala, " ar! olup G grubu F(4) / N bolim grubuna
izomorfiktir.

Tanm 3.5.1. <4/ R ) bir yanigrup takdimi ve <4 / R ) takdimi ile taimh yarigrup
Sve <A/ R )takdimi ile tanimhi grup G olsun. Eger S nin grup olan bir X ideali var

ve K =G ise K ya S nin grup kerneli denir.

Sonug 3.5.1. <4/ R ) bir yarigrup takdimi ve<4 / R ) takdimi ile tanimli yarigrup S
ve <A/ R )takdimi ile tammli grup G olsun. Eger S bir grup ise $ =G saglanir.
Ispat: S bir grup ise Se = S olup Se S nin grup kernelidir. u

3.6. Yanigrup Takdimi Bulmak i¢cin Genel Metodlar

Bir S yarigrubu i¢in takdim bulurken ii¢ farkli yontem uygulanabilir:
i) Direkt Yontem (Tahmin ve Ispat)

ii) Tietze Donigiimleri uygulama

iii) Yanigrubun yapisina gore takdim bulma
En ¢ok direkt yontem kullanilir. Bu yontemi s6yle 6zetleyebiliriz:
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i) § nin bir X doguray kiimesini bulmak,

ii) X deki doguraylar tarafindan saglanan ve S yi tammlamaya yarayan bir R
bagintilar kiimesi bulmak,

iii) R deki bagntilar yardimryla X * daki her kelime W daki bir kelimeye
kargilik gelecek sekilde bir W <X kiimesi bulmak.

iv) W daki farkli kelimelerin S deki farkli kelimeleri temsil ettigini géstermek.

Son iki kogulu saglayan W kiimesine S igin kanonik (normal) formlarin
kiimesi denir.

Onerme 3.3.3 ve Onerme 3.3.4 te bir <4 / R ) takdiminin bir S yarigrubunu
tammlamas: igin gerek ve yeter kosulu vermistik. Simdi asagidaki Onermede bir <4
/ R ) takdiminin bir S yangrubunu tammlamas: igin daha farkh bir yaklagim
tamimlayacagiz:

Onerme 3.6.1. S bir yarigrup, 4 S nin bir doguray kiimesi ve R 4" x 4™ olsun. W

< A" olsun. Eger

(i) S R deki tiim bagintilar1 sagliyor;
(ii) Vw € A" icinw = w R nin bir sonucu olacak sekilde bir w & W varsa; ve

(iii) u, v € Wigin eder u v ye denk degilse u = v § de saglanmaz ise
<A/ R ) S nin bir takdimidir.
Ispat: w;, wy €4 " ve w; = w, S de saglansin. (z’z‘j.den dolay: 6yle Wi, w2 €

W vardir ki w; = wi ve w, = w2 R nin bir sonucudur. w; = w; oldugundan w1 = w»

olur ki (iii) wi = w2 olmasim gerektirir. O halde w; = w; R nin bir sonucudur. M

Onerme 3.6.2. S yanigrubu bir 4 kiimesi tarafindan dogurulsun. R cA* x A" ve W <
A" olsun. Asagdaki kosullar saglaniyorsa <4 / R > S nin bir takdimidir:

a-) SR deki biitiin bagintilan saglar;
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b-) Herw eA4'igin w=w R nin sonucu olacak sekilde bir weW vardr;

c-) 'W | < |S| .

ispat: a-), b-) ve ¢-) nin Onerme 3.6.1 deki (i), (i) ve (iii) no’lu kosullan
gerektirdigini gosterecegiz. a-) ve b-) sirasiyla (i) ve (ii) ye denk oldugundan c-) yi
(i), (i) ve (iii) tin gerektirdigini gosterecegiz. 4 R deki bagintilan sagladigindan 5-)
den dolay: S nin her elemam W dan gelen bir elemanla temsil edilebilir. Dolayisiyla
7| =|S| bulunur. Bu durumda c-) den [W|=|S| elde edilir. Bu ise S sonlu
oldugundan W nun farkli elemanlarmin S nin farkh elemanlarm temsil ettigini
gosterir., [ |

S yarigrubu i¢in bir takdim bulmada kullanilan bagka bir yontem Tietze
déniisiimleri uygulamaktir. Neumann bu yontemi (Neumann, 1967) de sol sifir
yarigruplara takdim bulmada kullanmigt1.

Tietze doniigiimlerini uygulayabilmemiz i¢in oncelikle bir S yarigrubunu
tanimlayan bir o = <A / R > takdimine ihtiyacimz vardir. Tietze dénistimleri
yardimiyla bir yanigrubu tammlayan baska tipte bir takdim belirlemek miimkiin
olabilir. 4 temel tipte doniiglim vardir ve elemanter Tietze doniiglimleri olarak

adlandimlr:

(TI) Egerbgdvew eA*ise <A /R >takdimi <A U{b} [RUfw=b)} >
takdimine doniistir. (yeni bir doguray ekleme)

(T2) Egerb cAdvew e(d|{b}) olmak iizere w = b < Rise <4 /R >takdimi
<A\ {b} /R >takdimine doniigiir. (doguray ¢itkarma)

(T3) Egerr = s bagmntis1 <4 / R >takdimi ile tamiml yangrupta saglamyorsa <4
/ R >takdimi <4 /R U{ (r =) } >takdimine dondstr. (yeni bir bagmt: ekleme)

(T4) Egerr = s bagintisi <4 / R > takdimi ile tammh yangrupta saglantyorsa <4
/ R U{(r=s) } >takdimi <4 / R >takdimine doniistr. (bagmt: cikarma)
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Burada R R\ { (w = b ) den b gorillen her yere w konularak elde edilmistir.
(Ayik, 1998; Bolim 1.4)
Bu déniigtimler grup teorisindeki Tietze doniistimleri ile benzerlik g&sterir.

Teorem 3.6.1. fki sonlu <4 / R >ve <B / Q > yangrup takdiminin izomorfik
yangruplan tammlamas: igin gerek ve yeter kosul birinin digerinden sonlu sayida
Tietze dontigtimleri uygulanmastyla elde edilmis olmasidir.

Ispat: < Tietze dSniistimlerinin tanimlan geregi yangruplar izomorfiktir.

=<4 [R>2<B [Q>olsun. <4 /R >den <B / 0 >y elde edelim.

() <4 [R> yarigrubu tanimladigindan B nin elemanlari 4 mn elemanlarinm
bir ¢arpimu seklinde yazilabilir. B = B(4) ile gbsterelim.

(i) (T1) i uygularsak <4, B / R, B = B(4) > takdimi elde edilir. B de 4 y1
doguracagindan B nin elemanlar1 bir garpim geklinde 4 = 4(B) yazlabilir.

(i) (T3) i uygularsak <4, B / R, B = B(4), 4 = A(B)> takdimi elde edilir.
R(A(B)) ile R nin bagmtilarindaki a lar yerine B * daki a lar1 temsil eden kelimelerle
degistirilmesiyle elde edilen bagintilar kiimesini g&sterelim.

() (T3) 0 uygularsak <4, B / R, B = B(4), A = A(B), R(A(B)) > takdimi
elde edilir. 4 = A(B), R(A(B)) bagmtilarindan dolay1 R gereksizdir.

() (T4) G uygularsak <4, B / B = B(4), A = A(B), R(A(B)) > takdimi eide
edilir. 4 lar gereksiz oldugundan .

(vi) (T2) yi uygularsak <B | B = B(A(B)), R(A(B) > takdimi elde edilir. 0
daki bagintilar saglandigindan )

(vii) (T3) uygulamrsa <B / B = B(A(B)), R(A(B)), O > takdimi elde edilir.

(viii) En son (T4) uygulanirsa <B / O > takdimi elde edilir. n
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4. YARIGRUPLARDA ETKIiNLiK
4.1. Yangruplarda ve Monoidlerde etkinlik problemi

P =<4 / R > sonlu bir yarigrup (monoid veya grup) takdimi olsun. g nin
deficiencysi ]Rl —|A| ile tanimlamr ve def{ ) ile gosterilir. Sonlu takdimli bir S

yangrubunun yangrup deficiencysi defs(S) ile gOsterilir ve asagidaki sekilde
tanimianir:

defs(S) = min { def( ) | g S igin sonlu bir yarigrup takdimi }.
Sonlu takdime sahip bir M monoidinin monoid deficiencysi ise s6yle tanimlamr:
defi(M) =min { def(>) | g M igin sonlu bir monoid takdimi }.

Sonlu takdime sahip bir G grubunun grup deficiencysi benzer sekilde s6yle
tanimlanir:

defo(G) = min { def{ o) | g G igin sonlu bir grup takdimi }.

Dolayisiyla sonlu takdimli bir G grubu igin 3 deficiency vardir. Bunlar
defc(G), defu(G) ve defs(G) dir. Sonlu takdimli bir M monoidinin 2 deficiencysi
vardir. Bunlar ise defi(M) ve defs(M) dir. (Ayik, 1998; Bélim 1.7)

# sonlu takdimli bir S yarigrubu igin sonlu bir yarigrup takdimi olsun. Eger
def(f2) = defs(S) ise p bir minimal yangrup takdimidir denir. Benzer sekilde bir
monoid igin minimal monoid takdimi ve bir grup i¢in minimal grup takdimi
tanimlanir.

Eger <A / R > grup takdimi sonlu bir G grubunu tamimliyorsa |R|~|4| >0
oldugu bilinmektedir. (bkz. Macdonald, 1968). Ek olarak eger <4 / R > sonlu bir §
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yangrubunu tanimliyorsa takdimle tamimli G grubu (grup takdimi olarak) S nin
homomorfik goriintiisii oldugundan G sonludur ve |R|—|4| 20 dur.

Schur’un (Schur, 1907) deki ¢aliymasindan sonra < 4 /R > grup takdimi
sonlu bir G grubunu tanimliyorsa

|R|~|4| 2 rank(H(G)) (4.1.1)

oldugu bilinmektedir. (bkz. Rotman, Sonug 10.17)

Eger (sonlu) bir G grubu |R|—|4| = rank(H,(G)) olacak sekilde bir grup
takdimine sahipse etkindir denir. Sahip degilse etkin degildir denir. G grubunun
[R|~|4| = rank(H>(G)) olacak sekilde bir <4 / R > takdimi varsa bu takdime etkin
grup takdimi denir. Birgok grup ailelerinin etkin gruplar oldugu bilinmektedir. (bkz.
Baik and Pride, 1997; Beetham, 1971; Campbell and Robertson, 1980; Campbell ve
digerleri, 1990.). Etkin olmayan gruplara ilk Srnekler Swan tarafindan (Swan, 1965)
te verildi. Etkin olmayan gruplara verilen gesitli Srnekler (Jamali, 1996; Kovacs,
1995; Robertson ve digerleri, 1995) de bulunabilir.

Yakin zamanda Steve Pride sonlu bir <4 / R >monoid takdimi igin (M sonlu

monoid)

R|~|4| 2rank(H:(M) (4.1.2)
oldugunu gésterdi.

Bir S yangrubu igin sonlu bir yangrup takdimi S’ monoidi igin monoid
takdimi olacagindan <4 / R >sonlu S yarigrubunun sonlu bir takdimi ise

|Rl~|4] 2rank(Hy(s") (4.13)

olur.
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Eger S yanigrubu (monoidi) IR] - ]AI = rank(H(S")) olacak sekilde bir <A /
R > yangrup (monoid) takdimine S yarigrubu (monoidi) etkindir denir. Sahip degilse
etkin degildir denir. S yarnigrubunun (monoidinin) |R| -|4| = rank(Hx(S") saglayan
bir <4 / R >takdimi varsa bu takdime etkin yarigrup (monoid) takdimi denir.

Dolayisiyla bir grubun etkinligi igin 3 farkh diisiince ve monoid igin 2 farkh
distince vardir.

Dikkat edelim ki bir S yarigrubu (monoid veya grup) etkin ise bir yangrup
(monoid veya grup) takdiminin S igin etkin takdim olmas: igin gerek ve yeter kosul
bu takdimin S i¢in minimal takdim olmas:dir.

Teorem 4.1.1. S yarigrubu sag veya sol sifir elemana sahip olsun. O zaman » 2 / igin
S nin » inci homolojisi asikar gruptur.
Ispat: (Ayik, 1998; Teorem 6.1) e bakiniz.

Simdi sonlu bir 4 kiimesi tizerindeki SL,; serbest semilatisinin etkin
olmadigim asagidaki Teoremde gosterecegiz. SLy A mn bos olmayan biitiin alt
kiimelerinden olusur ve iizerinde tamiml ikili islem kiimelerin birlesimi (L)

islemidir.

Teorem 4.1.2. 4 n elemanh bos olmayan sonlu bir kiime olsun. O zaman

”(”2" D ir. Ozel olarak, n > 2 igin SLy etkin degildir.

def S (SL A) =
Ispat: p = <X /R >SL, icin bir takdim olsun. Rde (w =w) (w € X') vew=x (x €
X w e X\ {x})") formunda bagmtilar olmadigim varsayalim.

Hera €4 igin

Xa={xeX /x {a} y1 temsil etsin}

kiimesini tammlayalim. {a} SL, nn her doguray kiimesine aittir, dolayistyla X;, = &
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Ri=((XxX)uX " xX)NnR={(m=v) €R [ u eXveyav e X}
kiimesini tammlayalim. Her x € X i¢in x° = x bagintis1 SL4 da saglamr. Dolayisiyla R

de w € X * olmak tizere bir w = x bagntist vardir. g nin ve |4| nin minimalliginden

|4 =2 oldugun dikkat edelim. O halde
IR)| >|X] (4.1.4)

elde edilir.

Ayrnica dikkat edersek eger w; = w; bagintisi SL4 da saglaniyorsa ve w; € X,
isew, € X, " olur. Simdia, b €4 (@a=zb) vex € Xpy €Xp elemanlan keyfi segilsin.
xy = yx bagmntis1 SL, da saglandigindan R deki bagintilanin bir sonucudur. xy ye R,
den bagmtilar uygulandiginda geriye hep X, * X; * dan gelen kelimeler kalir, fakat yx
bu formda degildir. Sonug olarak bir (¥ = v) € R\ R; bagmtis1 vardir dyle ki u ve v

SL4nin { a, b } elemamm temsil eder. Dolayisiyla
R/R,|2 ﬁ(—”z“—l) (4.1.5)

elde edilir.

- (4.1.4) ve (4.1.5) 1 birlegtirirsek,

R -] =R+ R/R, ]2 22

(4.1.6)

elde edilir.
Eger 4 = { ay, a3, ..., a, } ise asafidaki takdimin SL4 y1 tammladigim Ornek
3.3.5 de gOstermigtik:

<anay..,a,/af=a; (I1<isn) am=aw (15j<ksn)>
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Bu takdimin deficiencysi n(n2— D dir. Buradan defs(SL,) = -’—7@{—1)- sonucu elde

edilir.

A € SL, sifir elemam oldugundan Teorem 4.1.1 den SL4 nin ikinci integral
homolojisinin agikar grup oldugunu sdyleyebiliriz. Dolayisiyla ]A[ =n22 igin SLy
etkin degildir.

Dikkat edelim ki A = {a} ise SLs = <a / & = a > olur. Dolayisiyla |4|=1 ise
SL, etkindir. n

Teorem 3.7.1 den sifir yangruplarinin ikinci homolojisinin agikar oldugunu
sOyleyebiliriz. Asagidaki teorem sonlu sifir yarigruplarinin etkin olmadigini gdsterir:

Teorem 4.1.3. Z, yarigrubu n 2 2 olmak lizere n elemanli sifir yanigrubu olsun. O
zaman defs(Z,) = (n-1).(n-2) olur. n > 3 igin Z, etkin degildir.
ispat: Teoremin ispati (Ayik,1998; Teorem 6.3) de verilmistir.

4.2. Yanigruplarda Gémme Problemi

Sayisal gruplar teorisinde bir grubu etkin olmayan bir gruba gmme problemi
oldukga zordur. (Kovacs, 1995; Swan, 1965). Fakat, sayisal yarigrup teorisinde bir
yarigrubu etkin olmayan yarigruba gémmek daha kolaydir. Sayisal grup teorisinde
sonlu takdimli bir G grubu etkin bir gruba gémiilebilir. Bagka bir ifadeyle p herhangi
bir asal say1 olmak iizere G nin Z, devirli grubunun baz1 kopyalartyla direkt garpimi
denilebilir. (Ayik ve digerleri, 2000e; Teorem 4.1). Sayisal yangrup teorisinde
yarigrup veya monoidlerin direkt ¢arpimlarinin ikinci integral homoloji grubunun
bulunmastyla ilgili higbir formiil yoktur.

Bo6liim 4.5 te herbangi bir yangrubu etkin olmayan bir yangruba gdmme
problemine agiklik getirecegiz.
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4.3. CL, nin Etkinligi

Yanigruplarin etkinligi ilk defa (Ayik ve digerleri, 2000a) da incelendi. Daha
sonra bu konuda bircok makale yaymnlandi. Safir elemana sahip (sag veya sol)
yarigruplarin ikinci integral homolojisinin agikar grup oldugu bilinmektedir. (Ayik
ve digerleri, 2000a). Bu makalede n elemanli Z, sifir yarigrubunun deficiencysinin
n(n—1)

(n-1).(n-2) oldugu ve 2"-1 elemanh SL, serbest semilatisinin deficiencysinin

oldugu gosterilmisti. O halde n 2 3 i¢in Z, ve SL, sifir elemanli yarigruplardir ve
etkin degildirler. Ayrica Teorem 4.1.2 ve Teorem 4.1.3 te bu yangruplann etkin
olmadiklarini gdstermigtik. Sifir elemanh degismeli biitiin yarigruplarin etkin olup
olmadif: sorusu akla gelebilir. ilk 6nce sifir elemanl degisn;eli bir yarigrup olan »
elemanli zincirin (CL,) etkin oldugunu gosterecegiz.

Xe =0 x5 oo, xp (I1<k<n) ve CL, = { X}, X, ..., X, } kiimeleri
tammlansin. CL, lizerinde ikili islem olarak kiimelerin birlesimi (L) islemi
tammlansin. CL, bu islemle idempotentlerden olugan degismeli bir yarigrup olur. Bu
yarigrubun sifir eleman1 X, dir. CL, n elemanl: zincir olarak adlandirilir.

Bu bolimde o6ncelikle CL, yi tammlayan etkin bir takdim verecegiz.
Dolayistyla CL, etkin bir yarigruptur diyebilecegiz.

alz =aq, a,-a,+lza,. =a,, (1 SiSn-—l)) takdimi n

Teorem 4.3.1. p, = (al, Ay, G,

elemanl: zinciri (CL,) tamimlar. Dolaysiyla, n >1 igin CL, yanigrubu etkindir.
Ispat: H, @, takdimi ile tammh yangrup olsun. ¢ homomorfizmi H, den CL, ye
asagidaki sekilde tanimlansin:

¢:H,—> CL,
#(a;) = X; 4.3.1)

¢ nin Srten oldugu agiktir ve dolayisiyla CL, yarigrubu H, yarigrubunun homomorfik

gorlintiistidiir. $imdi X, in derecesinin » oldufunu gbsterelim. a,a,’a, =a, ve
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a’=a, bagintilarindan a1a2=al(a1,agza1)= a1a2201=a2 ve a2a1=(a1a22a1)01=
aja;’a;=a; bagintilan elde edilir. Buradan a’’=(a,az)(asa;)=a; bagintis1 elde edilir.

Eger tiimevarunla devam edersek agagidaki bagintilar elde ederiz:

]

2 .
A+ 1=0i+ ], Ai+18;=A;+] V€ Qi+ ] =Qi+] (l <i<n "'1) (432)

Simdi 1<i < j <n i¢in a;a5=a; ve aja;=a; oldugunu gosterelim. Bunun igin j-i
lizerinde tiimevarim uygulayacagiz. j-i=1 i¢in saglandifini gbstermigtik. j-i=k igin
aa;+ =0+ saglandigim varsayalim. $imdi j-i=k+/ igin a;a1+k+1=ai+k{1 oldugunu
gOsterelim: '

Qi +kA(i+k)+1=0i1+1 Oldugunu biliyoruz. O halde
aa;,=aa,,, =a,(a,, 8y1) =081, )0 50) = 03By pg = Qippq =4

elde edilir. Benzer sekilde gjai=a; (1<i~< j<n) bagntis1 da elde edilir.
Dolayisiyla 4=1{a,, a,,...,a,} olmak tizere her wed” igin bir g€ 4

doguray1 vardir 6yle ki w=q; bagintist @, ile tammli H, yarigrubunda saglanir.
Dolayisiyla g, takdimi CL, yanigrubunu tammlar. (bkz. Onerme 3.3.4)
f2» takdiminin deficiencysi 0 oldugundan CL, zinciri etkindir. u

Dikkat edersek m elemanh sonlu bir CL,, zincirini {a;, a3,..., @,,} kiimesi

Qi3 = Amaxfy, ) (4.3.3)
4.4. CLyn = CL,, x CL, yarigrubunun takdimi ve etkinlik durumu
Daha 6nce (Ayik ve digerleri, 2000a) da sonlu sol sifir yangrubu ile sonlu sa3

sifir yanigrubunun direkt carpiminn (sonlu bir karesel band) etkin oldugu
gosterilmigti. $imdi bunun genel olarak dogru olmadifint gosterecegiz. Bunun igin
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CLn={a,, a,,...a, } ve CL, ={b,, b,,..., b, } zincirlerinin direkt ¢arpim olan CL,, ,
= CLy x CL, yangrubunu diiiinecegiz. Oncelikle CL,, , = CL,, x CL, izerindeki ikili
islem; (a;, by).(ax, b;) € CL, x CLy, ise

(a; by).(ar, b)=(Cmaxfi, i Dmaxgy, ) (4.4.1)

seklinde tammlamr.
Simdi agafidaki Lemmada CL, x CL, i¢in minimum doguray kiimesini

belirleyecegiz:

Lemma 44.1. A= {(a,.,bl), (a1~,bj){1 <i<m2<j<n } kiimesi CL, , igin
minimum doguray kiimesidir.

Ispat: Bunun igin 4 nin CL,, , igin bir doguray kiimesi oldugunu ve CL,, , in her
doguray kiimesinin 4 y1 icerdigini gosterecefiz. Her (@; b) € CL,, , igin (a;,b)=(a;
by). (a1, by oldugundan 4 CL,, , in bir doguray kiimesidir.

(ar by.(ay, by = (a; b)) esitlifinden I=g=1 ve max{k, p}=i oldugu elde edilir.
Ayrica (a, by.(ay by) = (ay, b)) esitliginden k = p = I ve max{l, q}=j elde edilir.

O halde A={(a,,8,), (a,b)/1<i<m2<j<n} kimesi CLy, , nin her
doguray kiuimesi tarafindan igerilmelidir. 4 kiimesi CL,, , nin minimum doguray
kiimesidir. u

Sonlu dogurayh bir yarigrubun ranki S nin minimum doguray kiimesinin
kardinalitesi idi. O halde Lemma 4.4.1 den rank(CL,, ,) = m + n — I bulunur. Simdi

Teorem 4.4.1 de CL,,, yi tanimlayan bir takdim belirleyecegiz:

Teorem 4.4.1.

xlz =X1s x;xile = X; (2$z$m), ylyjzyl =y_] (ZS]Sn),
1=y, %y;=y;%(2Lisn2<j<m)

50,,,,,, = <xl, X5 e Xpps V1soess Vi
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yanigrup takdimi CL,, , yanigrubunu tammlar.
Ispat: X = &), x5 .., Xm Vi, .. , Yo} Olsun. ¢ homomorfizmi X dan CLn, » ye
agagidaki gekilde tammlansin:

é:X* —CL, xCL,
xi—a; by), yi—an b) (1 £i<m, 2 5j <n).

#(X)=A oldugundan Lemma 4.4.1 den ¢ Srtendir.

Ayrica
d(xi) = d(x1). ¢(x1) = (a1, by).(a1, by) = (a1, b)) = P(x) (4.4.2)
dcrxixy) = dx) d(x) dx) d(xr) = (@1 by).(a by).(a, by).(as, by) = (@, b)) =
dx) (4.4.3)
Px1) = ¢y (4.4.4)

bagintilari saglanir. Benzer sekilde @xp’x) = ¢05) ve dfay) = 605 x)
bagntilarinin saglandigy da gosterilebilir. O halde CLy, » 2 m, » ile tammli yarigrubun
homomorfik goriintiisiidiir. (bkz. Onerme 3.3.1)

W={x IISiSm} v {yj]ZSan} v {xyj|2$i$m,25j$n} cX
‘kiimesini tammlayalim. Her weX" igin w = z §,, » deki bagintilarin sonucu olacak
sekilde bir zeW oldugunu gdsterecegiz. (bkz. Onerme 3.3.4) Egerw e X\ {y;} ise w
€ W oldugu goriiliir. w=y, ise y; = x; bagntismdan w=y; =x; olup x; € W
saglamr.

Simdi w nun X ten gelen en az iki kelimeden olugtugunu varsayalim. x; = ys,
Xy =yx (2 <i <m, 2 <j <n) bagmtlanndan w; € X1, X3, ..., X}~ ve W2 € { y1,
wr» Yn }* kelimeleri vardir dyle ki w = w;w; saglanir. Teorem 4.3.1 de gosterdigimiz
gibi x° = x;, xpxPx; = x; (2 <i <m) bagintilanndan x; (/ <i <'m) vardir Syle ki w; =
x; saglamr. Benzer sekilde y; (I <7 <'m) vardir dyle ki w2 = y; saglanir. O halde w =
xy; bagintist g, , ile tammli yanigrupta saglamir. Eger j = 1 (veyai = I)ise x; =y,
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bagintisindan w = xx; (veya w = y;y,) olur. Bu durumda Teorem 4.3.1 in ispatinda
gosterdigimiz gibi w = x; € W (veya w = y; € W) bulunur. Eger i ve j I den farkliysa
w = xp; € W elde edilir. O halde @, , ile tamimli yarigrupta en fazla mn eleman
vardir. Dolayisiyla CLy, n fom » ile tammli yarigruba izomorfiktir. n

Dikkat edersek n, m = 2 i¢in def{ om n ) = (n-1)(m-1)dir. CL,, , nin sifir
elemam (a,, b, oldugundan sifir elemanli bir yarnigruptur. O halde def( Pm n) #
rank(Hy(CLy, ») oldugu goriiliir. (bkz. Teorem 4.1.1) Bu durumda g, , CLy, » igin
etkin bir takdim degildir.

Asagida verecegimiz Teoremde def(CL,, ., )=(m-1).(n-1) oldugunu
gosterecegiz. m, n 2 2 i¢in CL,, , nin etkin olmayan bir yarlérup oldugu sonucunu

elde edecegiz.

Teorem 4.4.2. def(CLy, »)=(m-1).(n-1) dir.

Ispat: g =(X|R) CLn, » igin herhangi bir takdim olsun. R de u=u ( ueX" )
formunda ve x e X, we(X/{x})* olmak {izere w=x formunda bagntilarin

olmadigim varsayalim. (Bu tiir bagmntilar varsa & nin deficiencysini artirmadan

elimine edebiliriz.).

Her xeX igin x’=x bapmtis1 saglandigindan agapidaki formda bir diziye
sahibiz:

2
X Ea,rlﬂl —>a1s1ﬂ| =a2r2ﬂ2 —)...—)ap_lsp_lﬂp_l =aprpﬂp —)apspﬂp =X.

Bu dizide oy, fieX ve (1 si) € R yada (5, rY €R (1< k < p) saglanir. CpSpp =%

ve 5, # & oldugundan s, =x ve @, = ff, = £ olmalidir. Dolayisiyla R de (7, x) veya

P

(x, rp) formunda bagintilar vardir. Varsayimimizdan Ir,,l 22 oldugunu sdyleyebiliriz.
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Notasyon kolaylig1 agisindan eger (7, s) R ise |r| 2 |s| oldugunu diisiinelim. O zaman

xeXigin
0, =Rn{(u, x)lueX+ };ﬁ@'

saglamir. Eger Q= Q, seklinde tammlarsak |Q| > | X] oldugunu gérebiliriz.

xeX

z X' dan CL, » ye dogal homomorfizm olsun. {(a, by, (a;, b) /
1<i<m, 2< j<n}kimesinin CL,, ,nin her doguray kiimesinde oldugunu Lemma
4.4.1 de gostermigtik. O halde her (1<i<m) ve (2< j<n) icgin

Xi={ xeX] mx)=(a; b)) } ve

Y={yeX | n)=(as, b) }
kiimelerinin bos olmadigin: s6yleyebiliriz.

Simdi 4,= UX,, ¥,=X; ve B, = UY, kiimelerini tammlayalm. weX" ve
ek

1</5)
x;€X; olmak iizere w=x; (veya w=y; ) bagntisiun saglanmasi igin gerek ve yeter

kosul we 4, (veyawe B,") olmasidir. O halde herhangi bir we 4," B," kelimesine
Q dan bagint1 uygulandiginda geriye yine 4, B," dan gelen bir kelime kalir. Ek
olarak eger ue 4" B,” ise ve u = v (v € X') bagtis Q dan uygulanan baz
bagmtilarm sonucu ise v kelimesi 4," B, da olmalidir. x;€X; (2<i<m) ve y;€l;

(2=j<n) igin CL,, , de saglanan x; y;= y; x; bagmtisim digiinelim. O zaman
agagidaki formda bir diziye sahibiz:

x,—yj =W —)WZ —)...‘—')Wp_l '—)Wp Eiji'

Bu dizide wy.; wy dan R den bir bagint: uygulanmastyla elde edilmistir. ¢ degeri w,

€4" B’ fakat‘wqu £ 4" B, olacak sekilde en kiiglik indeks olsun. O zaman w.;
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wgdanr,; € 4% B, ves,; €4 B, olacak sekilde bir r, ;=s; ; bagntisi
uygulanmasiyla elde edilmigtir. Veya s, ;€ 4," B,” ver, ;&4 B, olacak sekilde

bir r; j=s; ; bagintis1 uygulanmasiyla elde edilmistir. O halde R de fazladan (m-1).(n-
]
1) tane baginti oldufunu goérebiliyoruz. Dolayisiyla def(p)=(m—1).(n—1) olur.

Teorem 4.4.1 den

def( Clm n) = (m -1)(n-1)

elde edilir. L

Sonug¢ 4.4.1. m, n>2 i¢in CL,, , etkin olmayan bir yanigruptur.

4.5. Bir Yarigrubu Etkin olmayan bir yarigruba gémme Problemi

Bu bolimde herhangi bir yarigrubun etkin olmayan bir yarigruba
gomiilebilecegini gdsterecegiz. Bunun igin 6ncelikle ranki # olan serbest semilatisin

tanumuni hatirlayalim:

Tanim 4.5.1. 4, n elemanli bos olmayan bir kiime ve SL, 4, nin bos olmayan biitiin
alt kiimelerinden olusan kiime olsun. O zaman SL, asagida tammh ikili iglemle
idempotentlerden olugan degismeli bir yarigruptur:

XYeSL,iseXY=XUY.

SL, yanigrubu ranki # olan serbest semilatis olarak adlandirilir.
Teorem 4.1.2 den n > 2 igin def(SL,) = _n_(nz_—l). oldugunu ve etkin olmayan

bir yanigrup oldugunu biliyoruz.
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Tamim 4.5.2. S bir yanigrup, SL, ranki » olan serbest semilatis ve T = § < SL, olsun.
T {izerindeki ikili islem agagidaki gekilde tanimlansin:

Eger s;, 5; € Sise 51.5; €S, (S de tammli iglem),
Egert, t; € SL, ise t1.t; € SLy,, (SL, de tamml islem),

Egers eSvet e SLyise st =ts =t €SL,.
T bu ikili islemle sifir elemanli bir yanigruptur. 7 nin sifir elemam X, dir.

Asagidaki Teoremde T nin etkin olmayan bir yarigrup oldugunu ve S nin T
icine gbmiilebilecegini gdsterecegiz.

Teorem 4.5.1. S sonlu takdimli bir yarigrup olsun. O zaman yukaridaki notasyonla T
etkin olmayan bir yangruptur. Dolayisiyla S etkin olmayan bir yarigruba gomiilebilir.
Ispat: Yukaridaki notasyonu kullanalm. P=(X|R) T igin bir takdim olsun.
Genelligi kaybetmeksizin X in 7 nin alt kiimesi oldugunu varsayabiliriz. X; = X n S
ve X=X N SL, olsun.

teS igin eger t = xx,...%, (x;€X) seklinde yazilirsa T de tammhi ¢arpimdan x;,
X2 ., Xn eX 7 oldugu agiktir. Dolayisiyla X; S nin bir doguray kiimesidir. ¢t &SL, i¢in
t = XX2...Xp (x;€X) seklinde yazilsin. Varsayalim ki xj, x5, ... , X¢1€SL,, fakat x; &S
olsun. Bu durumda m 2 2 dir. Carpimin tammindan, & 22.‘jqin,

=312, X )Xt Ko™ X1X 200 Xt 2k 1K) X = X1X 220 Xl kK e 1o Ko
olur. k£ = I igin
t=x; (2. %Xm) =X2...Xm

elde edilir.
O balde X; nin SL, i¢in bir doguray kiimesi oldugunu gorebiliriz.

Ri={(r,s)eR |r, seX;" } seklinde tammlansin. <X; / R; > takdiminin S
yi tanimlacdi@1 agiktir ve dolayistyla

Ry |- | X = def (S) (4.5.1)
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saglanir.
R>=R \ R; olsun. Her {a} €4, igin

@

X,={xeX; [x {a} y1temsil etsin}

kiimesini tamimlayalim. Dikkat edersek {a} SL, nin her doguray kiimesine aittir ve
dolayisiyla X, bos kiime degildir. (Ayik ve digerleri, 2000a).

Rs={f(r,x) eR /xeXg} seklinde tanimlansin. Her x€X; i¢in x* = x
bagmntis: SL, de saglandigindan R; te »eX * olmak tizere = x formunda bir baginti
vardir. Ek olarak, eger x € X, ve (r, x ) € Rz ise r € (X; UX,)" oldugu agiktir ve
dolayisiyla

|Rs| 2|, (4.5.2)

elde edilir.

Simdi @ # b olsun ve x& X, ve ye X, elemanlan keyfi se¢ilmis elemanlar
olsunlar. O zaman xy = yx bagintis1 SL, de saglanir ve dolayisiyla R deki bagintilarin
bir sonucudur. xy ye (R; U R;) ten bagmﬁlar uygulandiginda geriye hep (X, wX))".
(Xp v X" dan gelen kelimeler kalr, fakat yx bu formda degildir. Sonug olarak bir
(u=v) € Ry \ R; bagmtis1 elde edilir dyle ki # ve v SL, nin aym {a, b } elemamm

temsil eder.

Dolayisiyla

IR,/ Rs| > ”(”2" 2 (4.5.3)

bulunur,
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Buradan
: n(n-1)
|R|—|X]=|R|—|X, | +|Re| — | X2 | = def (8)+ Ry |+ |R, [ Ry| - | X, | = def (S) + 5
bulunur.
. . nn-1) _ n(n-1)
Eger def(S) 2 0 ise n 2 2 igin def(p) = def(S) + 5 > 5 >0
bulunur.
def(S) = m < 0 olsun. n igin 6yle bir aralik segmeliyiz ki def(S) + ”(”2“ D
— — 2 —
m+i"2_1_) > () olsun. M > () olmalidir. ﬁn_+_;,_n_ > 0 olmalidir. » >
2 F. 2y
2m+]  segersek 2m+;z n > 2m+( 2m+12) (—2m+1)

2m+4m? —dm+1+2m—1
2

= 2m? > 0 bulunur.

Dolayisiyla n > -2m+1 segilirse |R|~|X| = def () > 0 bulunur.

T sifir elemanlt bir yarigrup oldugundan T nin ikinei integral homoloji grubu
agikardir. (bkz. Teorem 4.1.1)

def(T)=min { def{ ) | o T yi tammlayan bir takdim} > 0 oldugundan 7 etkin
olmayan bir yarigruptur. n

4.6. CL,,” nin takdimi ve etkinlik durumu

Gruplarin direkt ¢arpiminin etkinligi ile ilgili problemler fizerinde uzun yillar
caligtlmistir. (Vatansever, 1992) ve (Vatansever, 1997) ye bakiniz.

Bolim 4.3 ve 4.4 te CL, n elemanh zincirinin ve CL,, x CL, direkt ¢arpim
yarigrubunun etkinligini incelemigtik. Simdi genel olarak CL,, = { a;, a2 ..., Gn}
zincirinin # kopyasi olan CL," = CLy x CLp x... x CL,, direkt ¢arpim yangrubunun
etkin olup olmadigim inceleyecegiz.

Asafdaki Lemmada CL,," i¢in minimum doguray kiimesini belirleyecegiz:
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Lemma 46.1. 4 = { (al,.l » Q315 G315eees a,,l), (a“, Gy, 5 3p50ens a,,l),
(a”, Ay)5 Ay, seees a,,,),,.., (a”, 31> Bypseees Apoppis a,,,.”) l 1<iy<m, 2<i<m, 2<i3

m..,25i,<m}

kiimesi CL,,” i¢in minimum doguray kiimesidir.

Ispat: Bunun igin 4 nin CL," igin bir doguray kiimesi oldugunu ve CL," nin her

doguray kiimesinin 4 y1 igerdigini gdsterecegiz.

(ali] > G215 Q3150005 anl)’(all’ Ay, 5 Q315005 Ay ) (a“, Qy15 G315ee» a(n-—l)l’ani,,) -

(a1, 221, @310 2, )

saglandigindan 4 CL,," nin bir doguray kiimesidir,

(alq1 s Qag,> U3gy s Qg )(alsI s Bagy s Aig smes Qg )= (al,-1 s a1y A3pseees a,,l)
bagintisindan g; = s, = 1, g3 = 83 = 1,..., gn = 5» = 1 ve max{q;, s;} = i; elde edilir.
Benzer sekilde

(alq‘ N a2q2 > a3q3 goeey anq" )(als‘ N ast 2 0383 geess ans" )= (a, 1s aziz N 031,..., 0,,1)

bagitisindan q; =s; = 1, gz =53 = 1,..., qn = 50 = 1 ve max{q,, 53} = i, elde edilir.
Benzer sekilde iglemlere devam edilirse A4 kiimesi CL,, , nin her doguray kiimesi
tarafindan igerilmelidir. u

Sonlu dogurayli bir yarigrubun ranki S nin minimum doduray kiimesinin
kardinalitesi idi. O halde Lemma 4.6.1 den rank(CL,"Y=m + (m - 1) + ...+ (m-1) =
m + (n-1)(m-1) bulunur. Simdi Teorem 4.6.2 de CL," yi tammlayan bir takdim
belirleyecegiz: '

Teorem 4.6.1. @ = <Xi1, X123, .oor Xims X21, X220y X2mo X31, X323eees X3 oovs X@-1)1,
—_ - — 2
X(n-1)2sees Xfn-Dims Xnly Xn2yeees Xnm / X1= X216, X21= X31 ey Xm-DIT Xnly X1 = Xip,

2, o ; - ; 2, -
X1xy X = xy, (251 Sm), x2 Xy, X2l = Xy, 2 S0 SM), 00, Xnix,, “Xn1 = x,, (2
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SipSm), Xy x, =X, %, (2503 Sm 25i25m), Xy, %3, =Xy %y, (25i25m 2%

3 SM), ., Xy Xy =Xy Xy (25 Sm 2<in<m) >

takdimi CL,," yangrubunu tanimlar.

Ispat: X={ x;;, X125, ..., Xim X21, X220ey X2m X31, X3200es X3y ey Xn-1)ly X(n-1)2+++5 X(n-1jms
Xnl, Xndieor Xum} Olsun. ¢ - X * —CL," asagidaki sekilde tammh homomorfizmi

digtinelim:

xlil —7‘(‘1]1'I ’ aZI, a31: eesy anl), x2iz —7‘(011: a212 » 0311"" anl)
x313 ﬁ(alb az, a3i31-~-: anl); (XT3 xm-" ﬁ(alb azy, A3ty ..., anj”)

(1<ij<m 2<i3<m, 2<i3<m,..., 2 <i, <m),

0 zaman CL," nin @ tarafindan tamimlanan yarigrubun homomorfik goriintiisii
oldugu agiktir.

. > > +
w={ Xii, %oy, Xy o K J1<ip<m 1<i<m,..,1<i,<m}cX". olsun.

Her w € X " i¢in w = z g deki bagntilarm sonucu olacak sekilde z € W oldugunu
gOsterecegiz.

Bunu w nun uzunlugu (|w]) tizerinde timevarimla gdsterelim. W = I olsun.
O zamanw = Xy, (1 <k <m, 1 <iz <m) seklindedir. Eger w = X, (1<ksm I <iy
< m) i8€ X11= X31, X21= X3h,.ees ¥n)1= ¥a1 bagmtilanindan w = x,, = x1; %11 X1
xuxk,k X1leee X171 = X11 X2] X310 Xy, X+1)l e Xnl € W elde edilir. (< X1, X2 «er Xiom /
X’ = xu, xu X, Xy = Xy (2 < i < m > takdimi CL, yangrubunu

tamimladifindan, (Ayik, Minisker ve Vatansever) deki Teorem 2./ in ispatindan
Xig, Xhg, = Xemaxiq,,q,) (< Gy G2 Sm) elde edilir.

Simdi [w] = n 2 2 olsun. Ozamanw = x; w (xy, eXvew € X (1 sk<

n)) seklindedir.
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Eger w = xi; u, ise timevanm hipotezinden x; x,, Xy, ... ¥, € W vardir
Oyle ki wp = xy; Xop Xy oo Xy Xy Xpy = X, ¥, (2Si1Sm, 2 <ig<m), x,, Xy, =
Xy, X (2Si2Sm 25, <m),..., Xk-1yiy, Xhi, = Xbs, X1y, @ Sle1 Sm 2 <5i <

m) bagmntilarindan w = X, ( Xy, Xap, Xaj, o+ Xy ) = Xy, (X, X, ) Xy oo Xy =

i

xlil xZiz (x,g-k x3i3)... x"in = =in1 x2,~2 X313 ves x(k_l)i(k—l) (x,gk xla«k) x(k+1)i(k+l) e Xy

n

xlj‘ x2j2 x3i3 ae x(k_l)i“sn kaax{jlz’jk} voe xﬂin & Welde edlllr.

Dolayisiyla g ile tammh yarigrup en fazla m” elemena sahiptir , ve
dolayisiyla CL,"” g ile tammh yarigruba izomorfiktir. n

Dikkat edersek n > 2 igin, def{ ) = (Z).(m—l)z dir. CL,,” sifir elemanh bir

yarigrup oldufundan ((@7» Gzm Gsm ..., Gny) ikinci integral homoloji grubu agikar
gruptur. Dolayisiyla def{ ) # rank(H»(CL»")) olup g CL," nin etkin takdimi
olamaz.

Simdi def(CL,") = (Z).(m—])" oldugunu ve dolayisiyla CL," nin n> 2 igin

etkin olmadigin gdsterelim.

Teorem 4.6.2. def(CL,") = (;).(m-l)z dir.
Ispat: o =(X |R) CL," nin bir yangrup takdimi olsun. Varsayalim ki R de u = u
(uec X") veyaw =x (xe X, w &(X\ {x}))*) formunda bagmtlar olmasin. (Eger
olsaydi bu formdaki bagmntilart & nin deficiencysini artirmadan elimine
edebilirdik.).

Her x € Xigin, x* = x oldugundan agagidaki formda bir diziye sahibiz:

2
x*=anf > asf =anfh > .. > @y 1Sp 1B =ty Py

>S5, =x
Bu dizide o3, feX " ve (ry, si) € R veya (si, 7)€ R (1 Sk <p) saglanir aps,f, =x ve
sp=¢ oldugundan s, =x veap = f, = & saglanir. Dolayisiyla R de (rp x) veya (x, rp)
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formunda bagintilar vardir. Varsayimirmzdan lrp| > 2 olmalidir. Notasyon kolaylig

agisindan eger (7, 5) € R ise ir\ 2 ]s] kabul edelim. O zaman, x X i¢in

-
O.=RN{@rx [reX}=a
saglaur. 7.X * dan CL," ye dogal homomorfizm olsun ve

X, ={xeX [ mx) = (ay,, az1, 31, .., Gny) } (1 <i; <my),
Xy, ={x X [ m%) = (an, Gy, , @31, an)) } (2 STz Sm),

Xy, ={x X /n‘(x) = (au1, az1, Gy -, Qi) } (2"_<1‘3 <m),

X, ={xeX [ %) = (a1, az, asi, ., Al Gy ) } (2 <ip <m).

olsun. {(alil, azy, asy,..., any), (ain, Ay s G305y any), (a1, az, Ay s ees anj), ..., (ayy,
Qz1, A3, Aty Gy ) [1<iy<m 2<iz<m,..., 2 <i, <'m } kiimesi her doguray
ktimesi iginde oldugundan her (A<ii<m) 2<i<m),.., 2 £i, <m) i¢in Xy,
Xsiys0es Xy kiimeleri bos degildir.

Simdi
Alll UXlk ’XII =X21 = nI: A2z UXZk o
ISk] Sl] 1< k2 < iz
A333 = UX3"3 9esey Ani" = UXnk
1<k <iy 1<k, <i,
kiimelerini tamimlayalim.
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Ozamanw e X*ve x, € Xy, (%, € Xy, , X3 € Xy, ,., X, € X, )
iginw=x, (W= Xy, W= Xy ,..,w=x, )saflamrsaw € 4, (w e 4, ", we
4.7 .s w € 4, ") saflanr.

Dolayisiyla herhangi bir w € 4, 4,7 ( w € 4" A313+, w e
Ay Ay s W € Ay T Ay") Q dan bir bagintt uygulandiginda bir w €
A Ay (woe Ay Ay we Ayt Ay w e Aoty 4w, ") kelimesi elde
edilir. Ek olarak eer u € 4, 4, (u € 4, " Ay, u € 4, 4y, u €
A("~1)iw>+ Ay T)veu=v(v € X*) bagntis1 Q daki baz: bagintilarin bir sonucu ise v
€ Alil+ A2i2+( Az:,+ A3:,+’ Asf,+ A4i4+""’ A(n-l)i(,,_;,+ Am,,+) olmahdrr. x; € Xy, (2

sipsm)ve x,, € Xy (2 S8 <m) igin CL," de saglanan x;;, x,, = xp, X,

bagintisini diigiinelim. O zaman asagidaki formda bir diziye sahibiz:

xlileiz = Wl "") Wz —) oo "') wp—l '—) wp = xzileil .

Burada w;.; w; dan R den bir bagint1 uygulanmastyla elde edilmistir. ¢ sayis1 w, &
A 4" woer & 4,7 4, " olacak sekilde en kilgiik indeks olsun. O zaman wg.

w, dan T, =5;

4, iZ

formunda bir bagint1 uygulanarak elde edilmistir dyle ki 7, , €
A11,+ A21,+’ fakat Si, € Au,+ Azi: veya §; ;, € Au‘+ A2i2+' fakat Tii,
4," 4, " saglanir. R de fazladan (m-1)° bagint olmalidur. Xy, Xy = Xy, Xy, (25

p<m 2<i3<m),..., Xy Xy = Xy Xy (250 <m, 2 <1, Sm) bagmtilart CLy" de

saglandifindan benzer sekilde R de en az ((g)—l) (m-1)° fazla baginti oldugu
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gosterilebilir. Dolayisiyla R de toplam olarak [’22) (m-1)? fazla bagmt vardir, ve

def( o) > (ZJ (m-1)* saglanr.

Teorem 4.6.2 den def{CL,")= (ZJ (m-1)? bulunur. u

Sonug 4.6.1..n > 2i¢in CL,," etkin olmayan bir yarigruptur.
4.7 Etkin iki Rees matris yarigrubunun direkt ¢carpimmmn etkinligi

Bu bélimde ©6zel secilmis iki etkin Rees matris yangrubunun direkt
garpimina izomorfik etkin bir Rees matris yangrubu insa edecegiz. Oncelikle
agafidaki Teoremde S herhangi bir tam basit yanigrup ise S x S nin de tam basit
oldugunu gésterelim.

Teorem 4.7.1. S herhangi bir tam basit yangrup ise S xS de tam basit yanigruptur.
Ispat: S x S nin basit oldugunu ve bir primitif idempotent eleman igerdigini
gosterelim. Oncelikle S x S nin basit oldugunu gdsterecegiz. Her a, b € S x S igin xay
= b olacak gekilde x, y & S xS oldugunu gosterelim. (Howie, 1995; Sonug 3.1.2) a, b
€S xSolsun. O zaman a = (sy, 53) (51, S2 € S) ve b = (1}, t3) (11, 12 € S) seklindedir. S
basit oldugundan ve s;, t; & S oldugundan baz: k;, z; € S vardir &yle ki k512 = 1
saglanir. Ayrica sy, #; € S i¢in baz1 &y z; € S vardir Syle ki &ss5z; = 1, saglanir.
Dolayisiyla (k;, k3) (51, s2) (1, 29 = (kisizi, kzszz) = (1), t3) bagintist S x S
yéngrubunda saglanir. O halde S x S yanigrubu basittir. (Howie, 7995; Sonug 3.1.2)
Simdi S x S nin bir primitif idempotent eleman igerdigini gésterelim. e S nin
bir primitif idempotent eleman1 olsun. (e, e) nin de S xS nin bir primitif idempotent
elemam oldugunu gésterelim. (1, /) S x S nin bir idempotent elemam olsun. (e, e).

01129 = (0 ). (e, € = (fi, f2) #0 = (e, &) = (11, f) oldugunu géstermeliyiz. (Howie,
1995; Bslim 3.2)
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(e, e). (fi, f) = (11, f2)- (e, ¢) =0 olsun. O zaman (e, e). (f1, f2) = (ef1.ef) = (1.
f). (e, e) = (fre, fre) = (f1, f2) saglamr. Buradan ef; = f; ve fie = f; elde edilir. e S nin
bir primiﬁf idempotent elemant oldugundan e = f; elde edilir. Benzer sekilde ef; = f>
ve foe = f5 esitliklerinden e = f> bulunur. Dolayistyla (e, e) = (f}, f2) olur ve (e, ¢) S x
S nin bir primitif idempotent elemandir.

Dolayisiyla S x .S tam basit yangruptur. |

G bir grup, I ve J bog olmayan kiimeler ve P = (Py) [J/x/I/tipinde elemanlari

G den gelen bir matris olsun. S = I x G xJ olsun ve S tizerindeki ¢arpim:

(@ 2).G. 5 19 = G apzb, 1)
seklinde tammlansin. O zaman S bir tam basit yanigruptur. (Howie, 1995; Teorem
3.3.0)

Tamimladigimiz ¢arpima sahip / x G x J yangrubunu M/G; I J; PJ ile
gosteriyoruz. Bu yangruba Rees matris yarigrubu denir.

G grubu C,, » elemanl: devirli grup, I = {1, 2,..., m}, J = {1} ve P de normal
matris olsun. Yani P matrisinde her i € [ i¢in p;; = p;; = I saglansin. O zaman
M[C,; I, {1}; P] yanigrubu {izerindeki ¢arpim:

G, 1).G.h1)=(goyh I)=(gh I)
seklindedir.

Asagidaki Teoremde M/C,; I, {1}; P] x M[Cy; I {1}; P] yangrubunun bir
Rees matris yarigrubuna izomorfik oldugunu gosterecegiz. Buradé P matrisi

elemanlan 1, den gelen I x m tipinde normal bir matristir.

Teorem 4.7.2. M[C,; I, {1}; P] x M[C,; I {1}; P] yangrubu bir Rees matris
yangrubuna izomorfiktir.

-----

tamimlanmug bir yangruptur:

((i‘l’ akl’ 1)’ (ii’: akz' 1))‘ ((i3’ ak]) ])’ (i‘l) ak‘, 1)) = ((iI} ak‘+k3x 1)’ (iZ’ ak2+k.‘;
1)
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S = M[C,; I {1}; P] olsun. S nin elemanlanr { (i, @*, 1) /i e 1<k <n}
seklindedir. Ayrica S x S nin elemanlan { (G, a*, 1), G, d\ 1)) /i,j eIve I <k I<
n} seklindedir. |S x S| = m’.n’ olduguna dikkat edelim.

S xS tam basit yarigrup oldugundan bir Rees matris yarigrubuna izomorfiktir.
( bkz. vHowie, 1995; Teorem 3.3.1) Simdi S x § ye izomorfik olan Rees matris
yangrubunu inga edecegiz.

S x S tam basit yarigrup oldugundan bir primitif idempotent eleman igerir. e
= ((i;, a", 1), (i5 a", 1)) S x S nin bir primitif idempotent elemaru olsun. { ((i;,
a1, (i a®", 1) ]1<(k; + k) (mod n), (k; +1) (modn)<n}=eS xS=R, (e
yi igeren R — simifi) bulunur. (Howie, 1995; Lemma 3.2.4) ((i5-a®, 1), (i, a*, 1)) S
x S nin bir elemam olsun. { ((i3, a**™*, 1), (is, @™*, 1)) /1 < (ks + k) (mod n), (ks + )
(modn)<n} = ({is, a®, 1), (i a*, 1)S xS = LR 4 (£ a, 1), (i,

a*, 1)) elemanim igeren R- sumfi) (Howie, 1995; Lemma 3.2.5) Benzer sekilde { (G,
a*®, 1), G, a"™, 1)) [1<i,j<m, 1 < (k +ky) (modn), (I + ks) (modn) <n} =S x

St 0°, 1) (1 6", 1) = Ly oy ( (05 6, D) (i 0", 1)) clemanin

=Sx

igeren L- simifi) (Howie, 1995; Lemma 3.2.6) Dikkat edersek L

(3, 1), (s, 0™, 1))
S oldugu goriiliir.

(Howie, 1994; Lemma 3.2.7) den S x S regiilerdir ve sadece bir @ sinifi igerir.
D =8 x 8§ dir. Ayrica aym1 Lemmadan g, b € D ise ab € R, N L, bulunur.

H S x S nin bir #~siifi olsun D = § xS olmak ﬁéére H © simfinin igindedir.
a, b € Holsun. O zaman ab € R, N L;, = H saglamr. (Howie, 1995; Teorem 2.2.5)
ten H bir gruptur. Dolayisiyla D igindeki #<simflarimi grup #f~siniflan olarak
diislinebiliriz.

Simdi S x S yi bir Rees matris yangrubu formuna doniigtiirme iglemine
hazinz. S x S nin ®-simflarindan olugan kiime /;, £-simflarindan olusan kiime J;
olsun. Notasyon olarak /; ve J; i indeks kiimeleri olarak diisiinecegiz. ®-siniflarin1 R;
ﬁ € I}) ve L-smuflanimi L; f € J)) seklinde gbsterecegiz. FH-simfi R; M L; kilmesidir ve
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Hj; ile gosterilir. DolayisiylaJ; =S xSvel; = { R( [ijel I<kl<

Ga" D¢, 1)
n} olur.

D regiiler bir @ simfi oldugundan (Howie, 1995; Onerme 2.3.2) den her R; en
az bir grup Hy #~smifin igerir. Benzer gekilde her L; en az bir grup H-smifim igerir.
Genelligi kaybetmeksizin 1 e I; nJ; eleman oldugunu varsayabiliriz 6yle ki H;; bir
grup H-sifidir. Hy; in birim elemanim e ile gosterelim. Dikkat edersek hangi #£
siifim segersek segelim segimimiz grubun temel ozelliklerini degistirmeyecektir,
¢linkii bir @ smufi igerisindeki biitiin grup ~simflan birbirine izomorfiktir. (Howie,
1995; Onerme 2.3.6) H}; grubu bizim aradifimiz Rees matris yarigrubunun icindeki
grup olacaktir.

(1. a 1), (1, a 1) €S xSsaglanr. Ly, o, 1, (1,019 = S XS Ve Ryt 0. 1), 1,0, 1y
={(Ld, 1)1 & 1)) 1<rs<n} bulunur. Hy, o1, 0,019 = Lig,a 1 (1,0 1p O
Raan, a6 =Roannan={(Ld, 1, (1 d 1)[1<r,s<n}olur

Simdi G; = Hyi, o 1, (1, o 1p alacagiz ve abelyen bir grup oldugunu
gésterecegiz. Gy c§ x § oldugundan ve § xS yarigrup oldugundan birlesme 6zelligi
Gy de saglanur. ({1, &, 1), (1, &', 1)), (1, &" 1), (1, &, 1)) € G, olsun. ((1, o, 1), (1,
&, D), (Lad 1) @1d D))=ld* D A da&" ))A<rF+k (modn) <n I<
(s + 1) (mod n) <n) oldugundan G; S x S de tamimh iglemle kapahdir. ((1, &, 1), (1,
a, D).(Ld, 1) (Ld )=(Ld™" 1), (La&" ))=(Ld, 1), (1 d 1)<
s<mve((l,d" 1), (1,d" 1). (1,d; 1), d& 1) =(1ad" 1), d" 1) =,
a, 1), (1, 4 1)) (1<r, s <n) bulunur. O halde e = ({1, ", 1), (I, a" 1)) bulunur ve
G grubunun birim elemamdir.

(Ld, 1,1 d1)eG (I<rs<nolsun. (1, d, 1), (I, & 1). (1, I,
D), (1, d 1) =l 4 1), (1, d" 1) = e saglanwr. Her (1, &, D), (1, &, 1))
elemaninin bir tersi vardr.

Eger (1, d, 1), (1,d, 1) eG (1<srs<mve(ld 1), (1,d 1) eG (I <
kismise (I, ), (I, & D). (Ld D A d D)=q,d*D da" 1=
(Ld" D, 1,d" D)=l d D (1 d 1) (1 d 1) (I & 1) bulunur. O halde
G bir abelyen gruptur.
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Simdi S x S yangrubuna izomorfik olan M/G;; I, J;; P;] Rees matris

yangrubunu belirleyecegiz. J; = { L [1<ij<m I1<kl<n}={Sx

©.a" D))
S } olur ve |J| = I dir. Dikkat edersek |G,| = nn = n’ bulunur. I, = {

/1<ij<m 1<k 1<n} seklindedir. R, = {(G, d

(AR ICIR)) a0 Ld D)

D, Gd1D)]1<ki<n)vel= {1, 2, ..., m} oldugundan farkl1 (3, j) ¢iftlerinin

sayis1 m’ dir. O halde ]I ]| = n’ bulunur. P;  x m’ tipinde elemanlart G; = Hy1, 4 1, .

o, 1y kiimesinden gelen normal matristir. - |

Sonu¢ 4.7.1. M[C,; I {1}; P] x M[C,; I, {1}; P] etkin bir yangruptur.
Ispat: M[C,; I {1}; P] x M[Cy; I {1}; P] yangrubu G; = H, 0, 1) (1,0, 1o It = £

R J1<ij<mI<ki<npJi={L

@ ,a" 00 Ld 1) @ ,a" 0.0 - 1)

<ij<m 1<klIl<n}veP; ] xm tipinde elemanlart G; = Hyi 61,0 0 1y
kiimesinden gelen normal matris olmak {izere M/Gy; I;, J;; P;] Rees matris
yarigrubuna izomorfiktir. G; abelyen grup oldugundan M/G;; I}, Ji; P;] Rees matris

yarigrubu etkindir. (Ayik 1998; Sonug 7.7) |
4.8. iki semilatisin direkt carpimmin etkinligi

S; ve S, birim elemansiz, sifir elemanli iki serbest semilatis olsun. z; S; in
sifir elemam ve z; S; nin sifir elemam olsun. Oncelikle :S'; ve S; nin 0-basit oldugu

durumu inceleyecegiz.

Lemma 4.8.1. S; ve S; birim elemansiz, sifir elemanl: iki serbest semilatis olsun. S;
ve §; 0-basit semilatislerse S; x S2de 0-basit semilatistir.

Ispat: S; ve S, birim elemansiz, sifir elemanl: iki serbest semilatis olsun. (s;, s3) #0
€ 8) xSz ve (53 54 #0 € S; xSz olsun. 54, 53 € S; ve Sy 0-basit oldugundan x), y; €
S vardir 6yle ki x;5;y; = 53 saglamir, (Howie, Onerme 3.1.1) Benzer sekilde s5, s €
S> ve S; 0-basit oldugundan x5, y» &€ Sz vardir yle ki x2522= 54 saglamr. O halde (x;,
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x2)(s1, )V, ¥2) = (xis1y1, X28292) = (53, $4) saglanir. S; x S de 0-basit semilatistir. S;
x S, 0-basit yarigrup oldugundan tam 0-basittir. (bkz. Howie, Onerme 3.2.) u
Simdi S; x S; nin bir Rees matris yangrubuna izomorfik oldugunu

gosterecegiz. >

Teorem 4.8.1. S; ve S; birim elemansiz, sifir elemanl: iki serbest semilatis olsun. S;
ve §; 0-basit semilatislerse S; x S> bir Rees matris yarigrubuna izomorfiktir.
Ispat: S tam O-basittir ve bir primitif idempotent (e;, e;) elemam igerir. (Howie,
Teorem 3.2.3) Howie, Teorem 3.2.3 iin ispatindaki Lemma 3.2.4 ten R, ., = (e,
€2) (S1 xS\ (z1, z) = { (ess), exs2) | s; €8}, 52 € S} )\ (21, z) bulunur. Lemma 3.2.5
ten S; xS, nin her (a;, ay) #(z;, z) eleman i¢in Riaa = (a;, az) (S x$3)\ (z1, z2)
={ (ass;, az52) | 51 €S}, 52 € S2}\ (21, z7) bulunur. Lemma 3.2.6 dan S; x S; nin her
(a1, ay) #(z,, z;) elemaniigin Ly, oy = (S1 xS2) (a1, a)) \ (z1, z2) = { (tiay, tra) | 1
€8y, t; € S; }\ (z1, zo) bulunur. Lemma 3.2.7 den S; x S; regiilerdir ve iki tane @-
sinifina sahiptir. Bu smiflar {(z;, zp)} ve (S; xS2 ) \ (21, zy) dir. Eger (a;, az), (b1, b2)
€ Dise ya (a;, ay. (b, by = (z1, z») veya (a;, ay. (b;, by € Ri.ay) O Ly,
saglanir. (a;, ay). (b1, by) € R, o) N L, 3,y saglanmasi igin gerek ve yeter kosul
Lig.a;) N Ry, 5, nin bir idempotent igermesidir. (Howie, Onerme 2.3.7) D = (S; x
S2 ) \ (21, zy bir (primitif) idempotent eleman igerdiginden , tamamu regiiler
elemanlardan olusur. (Howie, Béliim 2.3) (z;, z») de regiiler eleman oldugundan S; x
S7 nin regiiler oldugu sonucunu elde ederiz.

HS; xS;nin D = (S; x82) \ (z1, z3) O- siufi igindeki #'simfi olsun. (@;, ay),
(b1, by € Folsun. O zaman (a;, ay). (b1, b)) € Rig oy 0 L 5y = Hveya (a, a).
(b1, by = (z;, zy) dir. Birinci durumda Green Teoremi geregince H bir gruptur.
(Howie, Teorem 2.2.5). ikinci durumda H ? = {(z,, z,)} dir, iinkii (c;, c) ve (@), dy)
H nin herhangi iki elemam ise (x;, x2), (1, y2) € S; x S, vardir 6yle ki (¢, ¢2) = (x5,
x2) (a1, ay), (d;, dy) = (b;, by). (y1, y2) ve buradan (c;, cz). (d), dy) = ((x1, x2) (a1, a2).
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(b1, b2). (v1, y2)) = (x1, x)((a1, az).(b1, b2).) V1, y2) = (Z1, z2) elde edilir. Dolayisiyla
D igindeki #simflan ya grup #simflaridir ya da (z,, z3) ye esit # simflandir.

Simdi S; x S; direkt ¢arpimina izomorfik olan bir Rees matris yarigrubu insa
edecegiz. S; x S; nin (z;, z;) den farkli ® —simflarim [ ile ve (z;, zy) den farkh £ —
simflarim A ile gosterelim. Notasyon olarak I ve A y1 indeks kiimeleri olarak alacagiz
ve R —smuflarint R; (i € ) ve £ —smmflarimi L; (A € ) ile gOsterecegiz. R; N Ly H -
smufi H; ile gosterilir.

D bir regiiler © — siifi oldugundan (Howie, Onerme 2.3.2) den her R; en az
bir grup H; 7 - smufi igerir. Benzer gekilde her L, en az bir grup # - simfi igerir.
Genelligi kaybetmeksizin varsayabiliriz ki / € I n A vardir 8yle ki Hj; bir grup 7 -
smifidir. Hy; in birim elemanin e ile gdsterelim. Dikkat edersek herhangi bir grup 2
~ siifinin se¢imi grubun temel 6zelliklerini etkilemez, ¢iinkii (Howie, Onerme 2.3.6)
dan bir © — simifi igindeki biitlin # — siuflar birbirine izomorfiktir. H;; grubu bizim
aradigimiz Rees matris yarigrubunun ingasinda kullanilacaktir. '

(a;, az) #(z,, zz) igin R(a,,az) r\L(aI,az) =(ay;, ax) (S1 xS2) \ (21, z29) N (S; xS>
) (a1, ax) \ (z;, z3) = { (ais1, azs2) / s; €8Sy, 52 €S2\ (21, z3) N { (41ay, taz) / tr €S,
€ S22\ (21, z3) = { (ais), axsd) [s1 €8y, 50 €S2\ (21, z2) N { (ait, axty) [t €S, e

So NN a1, z2) = { (arsy, axs)) [ 51 € Si 52 €S2 ]\ @1, 22) = Hy gy @iy, a50) €
H, o, i¢in (ars), azsz) = (ar’’si’, ai’s?) = ((@a)(sisy), (@za2)(s252) = (4 (@is)(asy),
(axsy)(azsz)) = (ais;, assy). (ais;, azsy) olup (assy, azs2)”e H?(, 4, olur. Buradan
Hg .y € H 2 (@.ay Ve dolayisiyla Hg .y = H 2 a.ap elde edilir. (Howie, Teorem

2.2.5) ten H S nin altgrubudur. O halde G = Hy o (a1, a2) = (21, z,)) alabiliriz.

Simdi M/[G; I, J; P] Rees matris yarigrubunu belirleyecegiz. J = { Ly, 5 / (a,
b) €Sy xS;\ (21, 2) } olur. G = H, ., bulunur. I={ Re g/ (c, d) €81 xSz \ (21,

z3) } seklindedir. P |J| x || tipinde clemanlan G = H(, ,, kiimesinden gelen

normal matristir.
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G= H(a1,02) = {(61151, a;s;)/SI ES], S2 ES)}\ (Z], Zz) dir. (a1s1, azsz) eCG (S}

€S8y, 52 €Sy ve (anty, axty) € G (t; €8y, 12 €Sy olsun. (a;s;, axsy). (aity, axy) = (as;
apty, azs; axz) = (ajt; aisy, ax;tz axsy) = (aity, ax;y). (a;s;, assy) saglamr. Clinkii S; ve
Sz semilatisler oldugundan degismelidir. O halde G bir abelyen gruptur. S; x S; direkt
carpim M/G; I, J; P] Rees matris yarigrubuna izomorfiktir. n

Sonug 4.8.1. M/G; I J; P] etkin bir yanigruptur.

Ispat: S; x S, semilatisi G = Hy, ,), = {Re g/ (c. d) €Si xS\ @29 }, T = {
Loy / (@, b) €S xS2\ (z1, 29 } ve P |J] x |I| tipinde elemanlan G = H o)
kiimesinden gelen normal matristir. S; x S> semilatisi M/G;-1, J; P] Rees matris
yangrubuna izomorfiktir. G abelyen grup oldugundan M[G; I J; P] Rees matris
yangrubu etkindir. (bkz. Ayik 1998; Sonug 7.7) O halde S; x S, semilatisi etkin bir
yarigruptur. u

Boylece S; ve S; O-basit iken S; x S direkt ¢arpiminin da basit oldugunu
gosterdik. Ayrica S; x S; ye izomorfik olan etkin bir Rees matris yarigrubu insa ettik.
Simdi S; veya S nin 0-basit olmamas: durumunda S; x S; nin etkin olup olmadigim
inceleyecegiz. Genelligi kaybetmeksizin varsayalim ki S; 0-basit olmasin. Asagidaki
Teoremde S; x S; nin etkin olmadiim gosterecegiz.

Teorem 4.8.2. S; ve S, birim elemansiz, sifir elemanli-iki serbest semilatis olsun.
Eger S; 0-basit degilse ve S;° = 0-ise S; x S, nin etkin olmas i¢in gerek ve yeter
kosul S nin etkin olmasidir. S;° =0 ise S; x S; etkin degildir.

Ispat: S, ve S, birim elemansiz, sifir elemanli iki serbest semilatis ve S; O-basit
olmasm. Oncelikle varsayalim ki S;° = 0 olsun. Varsayalim ki S; x S, etkin olsun. O
zaman S semilatis oldugundan her elemam idempotenttir ve dolayisiyla S/ =S, = 0
saglanir. Bu durumda S; x S; = {0} x S; =S, oldugundan S; de etkin olur. Simdi
tersinin dogrulugunu gosterelim. S; etkin ise ;7 = S; = 0 saglandigindan S, = {0} x
82 = 8; xS olur. Yine bu durumda da S; xS; etkin olur.
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Simdi varsayalim ki S;° # 0 ve S; in bir ] ideali olsun 8yle ki S; I saglansin.
O zaman I x S; < S; x.S; bir ideal olur. Ciinkii her (s}, s3) € S; xSz ve (t;, 53 €1 xS,
icin (25, §3). (51, s3) = (1:51, §353) olup I S; in ideali oldugundan #;s; € I saglanur. (15,
s352) € I x8; bulunur. $imdi S; x S nin etkin olmadigimi gésterecegiz.

£ = <X /R >8; xS yi tanimlayan herhangi bir takdim olsun. X; =X n (I x
S)veXo=XN(S; xS2/1 xSy olsun. X = X; Xz olur. X; = {a;, a, ..., ay}, Xo =
{by, by, ..., by} olsun.

Ri={(nx) cRlreX;,x eXo) R, R2=R/R, Rs={(53) €R/s €X',
y € Xi} <R, '

Her x € X, igin x* = x S; x Sz de saglanir. x* = x bagmtis1 R deki bagmtilarin
bir sonucudur. O halde R; de r = x formunda bir bagntt va.rdlr.,O halde

/R ]2/ X/ 4.8.1)

bulunur.
Diger yandan her y € X; igin yz = y bagmtis1 I x S < S; x S; de
saglandigindan R; de s = y formunda bir bagint: vardir. Buradan

[Rs/ =X/ (4.8.2)

bulunur.

Her x € X; ve her y € X5 igin xy = yx baglxiflsl S; x S; de saglanir ve
dolayisiyla R deki bagintilarin sonucudur. xy ye (R; U R3; ) ten bagintilar
uygulandiginda geriye hep (X; UXy)". (X; UX3)" dan gelen kelimeler kalir, fakat yx
bu formda degildir. X; = {ay, ay, ..., an}, X2 = {by, b, ..., by} oldugundan

/ Ry/ Rs/ = nm (4.8.3)

elde edilir.
(4.8.1), (4.8.2) ve (4.8.3) 1 birlestirirsek;
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R~ X =|R)| +|R/ R |~ 2| - |2, | = |R,| +|Rs| +|R; / Bs| ~|X:| | X5

= |Ri| =[5 | +|Rs| = X, | +|Ry / Rs| 2 |R; / Ry| 2 m > 0

elde edilir. O halde def{ ) > 0 ve dolayisiyla def(S; X S2) > 0 elde edilir. Diger
yandan S; in sifir elemani z; ve S nin sifir eleman: z; ise (z;, zz) S; x S> nin sifir
elemanidir. O halde rank(H>(S; x S3)) = 0 oldugundan def(S; x Sy) # rankHXS; x Sy)
bulunur. Dolayisiyla S; x S5 etkin degildir. n

Eger S; ve S> tam 0-basit semilatisler degilse yine Teorem 4.8.2 nin kosullan

saglanir. Aym sonuglar elde edilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismada daha 6nce etkinligi arastinnlmamig bazi sifir elemanh 6zel
yarigruplarin etkinligini inceledik. Yarigruplarin etkinligi ilk defa (Ayik ve digerleri,
2000a) da incelendi. Daha sonra bu konuda birgok makale yayilandi. Sifir elemana
sahip (sag veya sol) yarigruplann ikinci integral homolojisinin asikar grup oldugu
bilinmektedir. (Ayik ve digerleri, 2000a). Bu makalede » elemanh Z, sifir
yarigrubunun deficiencysinin (n-1).(n-2) oldugu ve 2"-1 elemanhi SL, serbest

(n-1)

semilatisinin deficiencysinin I’—z—- oldugu gosterilmisti. O halde n > 3 igin Z, ve

SL, sifir elemanl yangruplardir ve etkin degildirler. Sifir ele?nanh degismeli biitiin
yarigruplarin etkin olup olmadig: sorusu akla gelebilir.

Boliim 4.3. te CL, yi tammlayan etkin bir takdim verdik. (bkz. Teorem 4.3.1)
Dolayisiyla CL, nin etkin bir yarigrup oldugu sonucuna vardik. Bélim 4.4. te CL,, ,
= CL, x CL, yangrubunu tanimlayan minimal ,, , takdimini belirledik. (bkz.
Teorem 4.4.1) n, m > 2 igin def{ fom, n) = (n-1)(m-1) dir. CL,, , nin sifir eleman (a,,
b,) oldugundan sifir elemanl: bir yangruptur. O halde def{ @om n) # rank(Hy(CLyn, »)
oldugu goriiliir. Bu durumda g, , CL,, » i¢in etkin bir takdim degildir.

Teofem 4.4.2 de def(CL,, n)=(m-1).(n-1) oldugunu gosterdik. m, n > 2 igin
CLuy, » nin etkin olmayan bir yangrup oldugu sonucunu elde ettik. Boylece degismeli
ve sifir elemanh biitiin yarigruplar etkin olup olmadlg’l~ sorusuna agikhik getirmis
bulunuyoruz. (Ayik, H., Minisker, M. and Vatansever, B.)

Bolim 4.5 te herhangi bir yangrubun etkin olmayan bir yangruba
gomiilebilecegini gdsterdik. S herhangi bir yarigrup olmak tizere ranki 7 olan serbest
semilatis yardimiyla 7 = S < SL, yanigrubunu insa ettik. (bkz. Tanum 4.5.2) Teorem
4.5.1 in ispatinda S nin T = § U SL, yangrubuna gomiilebilecegini ve T nin etkin
olmadigim gdsterdik. Boylece S nin etkin olmayan bir yarigruba gémiilebilecegi

sonucuna vardik.
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5. SONUCLAR VE ONERILER Melis MINISKER

Boliim 4.6. da CL,," yarigrubunu tammlayan minimal takdimi belirledik (bkz.
Teorem 4.6.1.) ve etkin olmadipr sonucuna vardik. (bkz. Teorem 4.6.2 ve Sonug
461)

Bolim 4.7 de o6zel secilmis iki etkin Rees matris yarngrubunun direkt
carpimma izomorfik etkin bir Rees matris yarigrubu insa ettik. G grubu C, n
elemanl devirli grup, I = {1, 2,..., m}, J = {1} ve P de normal matris olsun. Yani P
matrisinde her i e I i¢in p;; = pn = Ig saglansm. O zaman M/[C,; I {1}; PJ]
yarigrubu {izerindeki ¢arpim: |

G.g 1).G.h 1) = goyh 1) = (i gh 1)

seklindedir. C, abelyen grup oldugundan M/C,; I, {1}; P] yangrubu etkindir. (Ayik,
1998; Sonug 7.7) M[C,; I {1}; P] x M[C,; I {1}; P] direkt ¢arpim yarigrubunun
etkin olup olmadigimi aragtirdik. Teorem 4.7.2 nin ispatinda M/C,,; I {1}; P] x
M[C,; I {1}); P] yarigrubunun bir Rees matris yarigrubuna izomorfik oldugunu
gosterdik. Sonug 4.7.1 de M[C,; I, {1}; P] x M[Cy; I, {1}; P] nin etkin bir yangrup
oldugunu gorditk. Sonug 4.7.1 den iki etkin yangrubun direkt carpimmm etkin
olabilecegini gordiik.

Boliim 4.3 de inceledigimiz CL, yarigrubu etkin oldugu halde boliim 4.4 de
CLn, n = CLnxCL, yangrubunun etkin olmadig1 sonucunu elde etmistik. Bolim 4.7
de ele aldlg‘u'mz MJ[Cy; I {1}; P] yarigrubu etkindir. Teorem 4.7.2 ve Sonug 4.7.1
den M[C,; I, {1}; P] x M[C,; 1, {1}; P] yarigrubunun etkin oldugu sonucuna vardik.
Bu sonuca gore etkin iki yarigrubun direkt carpim etkin olabilir. Bu durumda iki
etkin yangrubun direkt garpiminin etkinligi konusunda etkindir veya degildir
seklinde kesin bir yarg: olmadi sonucunu elde etmis bulunuyoruz.

Boliim 4.8 de sifir elemanl iki semilatisin direkt ¢arpimumin etkinligini
arastirdik. Teorem 4.8.1 de S; ve S; 0-basit semilatislerse S; x S direkt carpiminun
bir Rees matris yangrubuna izomorfik oldugunu gosterdik. Sonug 4.8.1 de ise elde
ettifimiz Rees matris yarigrubunun etkin oldugunu g('isterdik.ADaha sonra S; veya S,
nin 0-basit olmamasi durumunda S; x.S> nin etkin olup olmadigin inceledik. Teorem
4.8.2 de S; xS, nin etkin olmadigim gosterdik.
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5. SONUCLAR VE ONERILER Melis MINISKER

Bundan sonraki ¢aligmalarda yarigruplann etkinligi konusundaki ¢aligmalar
gelistirilebilir. Direkt ¢arpim yarigruplarimin degisik kombinasyonlar: incelenebilir.
MIPSL(2, p); I J; P] x M[PSL(2, p); 1 J; P] (p asal) yangruplanmn etkinligi
aragtinlabilir. Sifir elemanl: iki bandin direkt ¢arpimimn etkinligi arastintlabilir.



KAYNAKLAR:

AYIK, H., 1998. Presentations and efficiency of semigroups. Ph. D. Thesis,
University of S§. Andrews.

AYIK, H., CAMPBELL, C.M., O°CONNOR, J.J., and RUSKUC, N., 2000a.
Minimal presentations and efficiency of semigroups. Semigroup Forum, 60:
231-242.

AYIK, H., CAMPBELL, C.M., O’CONNOR, J.J., and RUSKUC, N., 2000b. On the
efficiency of finite simple semigroups. Turkish Journal of Mathematics, 24:
129-146.

AYIK, H., CAMPBELL, C.M., O’CONNOR, J.J., and RUSKUC, N., 2000c. The
semigroup efficiency of groups and monoids. Math. Proc. R. Ir. Acad.,
100A: 171-176.

AYIK, H.,, CAMPBELL, CM., O’CONNOR, J.J., and RUSKUC, N., 2000d. The
semigroup efficiency of direct products of groups. Proc. Internat. Conf.
Semigroups, eds. P. Smith, E. Giraldes and P. Martins, World Scientific, 19-
25.

AYIK, H., CAMPBELL, C.M., O’CONNOR, J.J., and RUSKUC, N., 2000e. On the
efficiency of wreath products of finite groups. Groups- Korea "98 (Pusan), de
Gruyter, Berlin, 39-51.

AYIK, H., MINISKER, M. and VATANSEVER, B. Minimal Presentations and
Embedding into Inefficient Semigroups. To appear in Algebra Colloquium.

BAIK, Y.G., and PRIDE, S.J., 1997. On the efﬁciencéy of Coxeter Groups. Bull
London Mat. Soc., 29: 32-36.

BEETHAM, M.]., 1971. A set of generators and relations for the group PSL(Z, g), q
odd. J. London Math. Soc., 2: 554-557.

BROOKES, M.J., CAMPBELL, C.M., and ROBERTSON, E.F., 1995. Efficiency
and direct products of groups. Proc.Groups-Korea, Walter de Gruyter, 25-33.

BROOKES, M.J,, 1995. On the efficiency of finite groups. Ph. D. Thesis, University
of St. Andrews.

65



CAMPBELL, C.M. and ROBERTSON, E.F., 1980. A deficiency zero presentation
for SL(2,p). Bull. London Math. Soc., 12: 17-20.

CAMPBELL, C.M., ROBERTSON, E.F., and WILLIAMS, P.D., 1990. Efficient
presentations of the groups PSL(2,p)x PSL(2,p), p prime. J. London Math.
Soc., (2) 41: 69-77.

CAMPBELL, C.M., ROBERTSON, E.F., and THOMAS, R.M., 1992. Symmetric
semigroup presentations. Semigroup Forum, 36: 55-68.

CAMPBELL, CM., ROBERTSON, E.F., and THOMAS, R.M., 1993a. On a class of
semigroups with symmetric presentations. Semigroup Forum, 46: 286-306.

CAMPBELL, C.M., ROBERTSON, E.F., and THOMAS, R.M., 1993b. Semigroup
presentations and number sequences. Appl. Of Fibonacei Numbers, 5: 77-83.

CAMPBELL, C.M., ROBERTSON, E.F., and THOMAS, R.M., 1994. Fibonacci
Semigroups. Journal of Pure and Appl. Algebra, 94: 49-57.

CAMPBELL, C.M., ROBERTSON, E.F., RUSKUC, N., and THOMAS, R.M,,
1995a. On semigroups defined by Coxeter type presentations. Proceedings of
the Royal Soc. of Edinburgh, 125: 1063-1075.

CAMPBELL, C.M., ROBERTSON, E.F., RUSKUC, N., and THOMAS, R.M,,
1995b. Reidemeister-Schreier type rewriting for semigroups. Semigroup
Forum, 51: 47-62.

CAMPBELL, CM., ROBERTSON, E.F., RUSKUC, N., and THOMAS, R.M.,,
1995¢c. Rewriting for semigroup presentation. International Journal - of
Algebra and Computation, 5(1): 81-103. -

CAMPBELL, C.M., ROBERTSON, E.F., RUSKUC, N., THOMAS, R.M,, and
UNLU, Y. 1995. Certain one relator products of semigroups.
Communications in Algebra, 23(14): 5207-5219.

CAMPBELL, C.M,, ROBERTSON, E.F.,, RUSKUC, N., and THOMAS, R.M,,
1996. On subsemigroups of finitely presented semigroups. Journal of
Algebra, 180: 1-21.

CAMPBELL, CM., ROBERTSON, E.F., and WILLIAMS, P.D., 1997. Efficient
pfesentations for direct powers of imperfect groups. Algebra Colloq., 4: 21-
217.

66



CAMPBELL, CM., MIYAMOTO, 1., ROBERTSON, E.F., and WILLIAMS, P.D.,
1997. The efficiency of PSL(2,p)’ and other direct products of groups.
Glasgow Math. Journal, 39: 259-268.

HOWIE, JM.,, and RUSKUC, N., 1994. Constructions and presentations for
monoids. Communications in Algebra, 22(15): 6209-6224.

HOWIE, J.M., 1995. Fundamentals of Semigroup Theory. Clarendon Press.

JAMALL A., 1996. On the efficiency of some wreath products of groups. Bull.
Iranian Math. Soc., 22: 23-24

JOHNSON, D.L.,1990. Presentations of Groups. London Math. Soc. Student Texts,

15, Cambridge University Press.

KOVACS, L. G., 1995. Finite groups with trival multiplicator and large deficiency.
Proceedings Groups-Korea 1994, eds. A.C. Kim and D.L. Johnson, Walter de
Gruyter, 211-225.

MACDONALD, 1.D., 1968. The Theory of Groups. Oxford University Press,

Oxford.

NEUMANN, B.H., 1967. Some remarks on semigroup presentations. Canad. J.
Math., 19: 1018-1026.

ROBERTSON, E.F., 1982, Efficiency of finite simple groups and their covering
groups. Finite groups coming of age. Montreal, Que, 287-294.

ROBERTSON, E.F., and UNLU, Y., 1992. On semigroup presentations. Proc. of
Edinburgh Soc., 36: 55-68. - ’

ROBERTSON, E.F., THOMAS, R.M. and WOTHERSPOON, C.1., 1995. A class of
inefficient groups with symmetric presentation. in Kim, A.C. and Johnson,
D.L.(eds). ‘Groups-Korea 94°. Walter de Gruyter & Co., Berlin, New York,
276-284.

ROTMAN, J1.J, 1979. An Introduction to Homological Algebra. Academic Press,
New York, San Fransisco, London.

RUSKUC, N., 1995. Matfix semigroups-generators and relations. Semigroup Forum,
51:319-333.

RUSKUC, N., 1995. Semigroup Presentations. Ph. D. Thesis, University of St.

67



Andrews.

SCHUR, L., 1907. Untersuchungen fiber die Darstellung der endlichen Gruppen
durch gebrochene lineare Substitutionen. J. Reine Angew. Math. ,132: 85-
137.

SWAN, R.G., 1965. Minimal resolutions for finite groups. Topology 4, 193-208.

VATANSEVER, B., 1992. Certain Classes of Group Presentations. Ph. D. Thesis,
University of St. Andrews.

VATANSEVER, B., 1997. Efficient Presentations of the group PSL(2, Z,) x PSL(2,
Zy), for certain n, m. Math. Scand., 80: 188-194.

68



OZGECMIS:

2. 5. 1974 tarihinde Mersin’de dogdum. [Ikogrenimimi Mersin’de
tamamladim. Ortadgrenimimi Icel Anadolu Lisesi'nde tamamladim. 1992’de Ozel
Cukurova Bilfen Lisesi’ni bitirdim ve lisenin ilk mezunlarindanim. Bana Matematigi
sevdiren 2000 yilinda kaybettigimiz lise Matematik hocam saym Ali Aver’yr da
anmak istiyorum. 1992 Eylill’de Cukurova Universitesi Matematik Bélimii’nde
lisans grenimine basladim. 1996°da Matematik B6liimiinden fakiilte birincisi olarak
mezun oldum. 1998°de Cukurova Universitesi Matematik Bolimii’'nde Prof. Dr.
Melih Boral damigmanlipina yiiksek lisansi tamamladim. Aym w1l doktoraya
bagladim ve danisman hocam saym Prof. Dr. Bilal Vatansever damismanliginda

caligmalar yaptik.

69



