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OZET

KUAZILINEER DINAMIK SISTEMLER VE ONLARIN
VISKOELASTIK TITRESIMLERE UYGULAMALARI

Bu tez calismasinda lineer olmayan bir smiftan dinamik sistemlerin temel problemlerinin
konumu ve 6nemli ¢6zlim yontemleri ele alinmaktadir. Cézlimler bilim ve teknolojinin bir¢cok
alaninda kullanilabilir hale getirilmistir. Burada matematiksel problemler ¢ok zor oldugundan
tam analitik ¢oziimler mevcut degildir. Ozellikle bu sisteme soniim (viskozite) de eklenirse
problemin ¢oziimii daha da zorlagsmaktadir. Sistemlerin ¢éziimlerinin bulunmasi ve onlarin
davraniginin kontrolii giincel bir problem olmaktadir. Tez ¢alismasinda bdyle bir ka¢ inceleme

de yapilmaktadir.

Eksponansiyel ¢ekirdek fonksiyonunun iissii soniim katsayisi ile bagl oldugundan elde edilen
cozlimlerin bu parametreye bagimliligr incelenmektedir. Viskoelastik titresimli dinamik sistem
yayla birbirine baglanmis iki sarkacin hareket denklemlerine uyarlanmaktadir. Coziimlerin
kararlilig1, asimptotik kararlilig1 ve kararsizligi, parametrelerin farkli degerleri i¢in Maple 10
programi yardimiyla ¢oziilmekte, cesitli iki ve lic boyutlu yoriingeler elde edilmektedir.
Problemin analitik ¢6ziimii ¢ok zor oldugu i¢in elde edilen grafiklerin incelenmesiyle ortaya
cikan kritik noktalar, bulunan sonuglar ve ¢oziim yontemi farkli alanlardaki aragtirmacilar

tarafindan kullanilabilir.

vi



SUMMARY

QUASILINEAR DYNAMIC SYSTEMS AND THEIR
APPLICATIONS TO VISCOELASTIC VIBRATIONS

The statement of fundamental problems and solution methods in a nonlinear class of dynamic
systems is studied in the present thesis. The solutions of dynamical problems are used in a
number of areas of science and technology. Here the mathematical problems are very difficult,
so exact analytic solutions don’t exist. Especially, the solution of the problem gets harder if
viscosity is added to the systems. Obtaining the solutions of the systems and controlling their

behavior are actual problem. There are some investigations of this kind in the thesis, too.

Since the power of exponential kernel function is releated with the viscosity coefficient, the
dependence of the solutions obtained on this parameter is studied. Viscoelastic dynamic
system with vibration is adapted to the equations of motion of two binding pendulums spring
to each other. Stability, asymptotic stability and instability of the solutions are solved by using
Maple 10 programme for the different values of parameters. There are some orbits in two and
three dimensions. Since the analytic solution of the problem is hard to be found, the results
obtained and the critical points got by investigating the graphs and can be used by

investigators in various fields.

vil
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1. GIRIS

Bu tez ¢alismasinda lineer olmayan dinamik sistemlerin temel problemlerinin konumu
ve 6nemli ¢dziim ydntemleri ele alinmaktadir. Ozellikle son yillarda literatiirde sik sik
goriilen ozl elastikiyet (esneklik) problemlerinin dinamik sistemleri [1],[2] ve viskozite
0zelliginin ¢éziimlere olan etkisi incelenmektedir [3]. Bilindigi gibi viskozite olmadigi
durumda iyi konulmus problem, viskozite halinde de iyi konulmus olmaktadir [4].
Dolayisiyla ele aldigimiz problemlerde viskozite 6zelligi dikkate alinmakla dinamik
sistemlerin ¢oziimiiniin varlik ve teklik problemleri ile ilgilenilmemektedir. Uygun
elastik problemin ¢oziimiiniin varligi ve tekligi bizim bdyle bir adim atmamiza neden

olmaktadir.

Dinamik sistem kavrami mekanik titresim [5], [6], [7] kavramimin genellestirilmesi
halinde ortaya ¢ikmistir ve diferansiyel denklemlerle ifade edilmektedir. Her bir bilim
dali gibi dinamik sistemler teorisi de siirekli olarak yenilenmekte ve daha da
derinlesmektedir. Viskozite 6zelliginin dikkate alinmasi bu olaylardan biridir. Genellikle
bu 6zellik dikkate alinirken dinamik sistem integro-diferansiyel denklemler sistemi [8]
ile yazilmaktadir. Buradaki ¢ekirdek fonksiyonuna bagli olarak uygulamada karsimiza

cikan ¢esitli olaylarin matematiksel modelleri yazilabilmektedir.

Bu caligmada eksponansiyel ¢ekirdek fonksiyonu kullanilmaktadir. Bu durumda integro-
diferansiyel denklemler bir mertebe daha yiliksek diferansiyel denklemler sistemine
indirgenir[8]. Boyle bir yaklasim ¢esitli bilim adamlar1 tarafindan titresim
problemlerinde uygulanmaktadir. Eksponansiyel fonksiyonun {issii soniim katsayisi ile
sik1 bagli oldugu i¢in elde ettigimiz ¢oziimlerin bu parametreye baglilig1 incelenmistir.
Coztimlerin kararlilig1, asimptotik kararliligi ve kararsizligi [9], [10], [11], [12], [13]
parametrelerin ¢esitli degerleri i¢in Maple 10 program yardimiyla ¢oziilmiis, ¢esitli iki

ve li¢ boyutlu yoriingeler elde edilmistir. Problemin analitik ¢6zlimii ¢ok zor oldugu i¢in



kritik noktalar, elde edilmis grafiklerin incelenmesiyle ortaya ¢ikmistir. Elde edilen
grafikler tezde bulunmus sonuglarin miihendisler ve diger uygulamacilar tarafindan

kullanilabilmesini kolaylastiracaktir.

Lineer olmayan dinamik sistemlerin ¢oziimii bilim ve teknolojinin bir¢ok alaninda
kullanilmaktadir. Bu problem matematiksel acidan ¢ok zor olup, analitik arastirmalar
bulunmamaktadir [14]. Ozellikle bu sisteme séniim (viskozite) de eklenirse problemin
¢Oziimii daha da zorlagsmaktadir. Boyle sistemlerin ¢oziimlerinin bulunmasi ve bu
¢oziimlerin davraniginin kontrolii giincel bir problem olmaktadir. Bu tez c¢aligmasinda
boyle bir siniftan olan bir kag¢ inceleme yapilmaktadir. Tezde baz1 asimptotik yontemler
ve bilgisayar cizimleri kullanilmaktadir. Bunlar sirasiyla ortalagtirma, lineerlestirme,

kiigiik parametre ve stasyoner faz yontemleridir [3], [4], [7], [15].
Bu tez calismasinda hareket denklemleri genel haliyle j =1,2,---,s olmak lizere

S

Z(ajkéjk +d 4, +cjqu) = uf; (41,952 95-415G5» "'aqsat)+Fj (1) (L.1)
pa

seklinde olan genel dinamik sistemlerin Ozellikleri incelenmektedir [4], burada u

kiigiikk parametredir, fj ler  q,,95,°°.9,.49,,95,*,4,,t’ nin lineer olmayan
fonksiyonlari, FJ (t) zamana bagli fonksiyonlar ve a,, ¢;, d; sabit katsayilar ve

d .4, "ler soniim olaymi yansitan terimlerdir. Gozlemlenen dinamik sistem, F, (t) =0

durumunda =0 ve sonim olmadigi durumda enerjinin korunumu kanununu
gerceklemektedir [4]. BoOyle kuazilineer sistemlerin incelenmesindeki yontemlerin
gelistirilmesi ve belirli problemlerin ¢oziimlenmesinde bu yontemlerin uygulanmasina
deginen bir¢cok kaynak vardir. Bunlar arasinda temel olusturan lineer olmayan
sistemlerde asimptotik yontemler kullanarak incelemelerde bulunan [4], [16], [17], [18],
[19] calismalar1 gosterilebilir. Bu metotlarin temelinde, elde edilen ¢oziimiin varligi

hipotezi yatmaktadir ve (1.1) sisteminin p = 0 i¢in ¢6ziimii alinmaktadir.

Konunun giincelligi, incelenecek olan alanda yayin sayilarinin giderek artmasindan belli

olmaktadir. Tarafimdan bu alanda literatiir taramas1 yapilmis ve gereken 6n bilgilere



varilmistir. Konuya en yakin olan [4], [19], [20] yayinlaridir. Mevcut literatiir taranmis
ve sonlim olaymi yansitan terimlerin bulundugu lineer olmayan dinamik sistemlerin

incelenmedigi goriilmiistir.

Amacim soniimli titresimli dinamik sistemler i¢in ¢oziim bulmak ve sonuglar
bilgisayar ortaminda c¢izmektir. Ayrica dinamik sistemlerin faz yd&riingelerinin elde

edilmesi ve ¢éziimlerinin kararliliginin incelenmesi de amaglanmaktadir.

Bugiine kadar viskoelastik sistemleri inceleyen yayinlarin az olmasina ragmen
viskoelastik terimin varligima miihendislik problemlerinde sik¢a rastlanmaktadir [21],
[22]. Bu agidan tezde ele alinacak problemler yenidir, giinceldir ve yapilacak
incelemeler 6zgiin olmaktadir. Elde edilecek sonuglar kopriilerin, yeralt1 ve yer istii
miithendislik yapilarinin ve hareket halinde olan tiim teknolojik sistemlerin (ucaklar,

helikopterler, trenler, gemiler, otomobiller vs. ) incelenmesinde uygulanabilecektir.

iki serbestlik derecesi bulunan lineer olmayan dinamik sistemlerin kontrolii problemi

[19] ele alinmaktadir. Kontrol hedefi (zayif degisken parametreler arasinda istenen

bagliligin bulunmasi) C' siifindan olan ve yoriingelere parcalanan global yapiya sahip

olan

X= X(x,y)
(1.2)
y=Y(x,y)

seklindeki diferansiyel denklemler sistemi ile verilmektedir. G6z 6niine alinan bolgenin
her bir noktasinda dinamik sistemin ¢6ziimiiniin varlig1 ve tekligi bu boélgenin her bir
noktasindan bir ve yalniz bir yoriinge gectigini ve yoriinge gegmeyen hic¢ bir nokta
bulunmadigini gostermektedir. Bu durumda bolge, yoriingelere parcalanis yapisina
sahiptir denir [10]. Istenen kontroliin elde edilmesi, mekanik sistemin verilen hareket
denklemlerinin lineerlestirilmesini, ortalagtiritlmasini veya herhangi bir sadelesmeyi 6n

gormemektedir.



Kuazilineer kontrol sistemi

N

Z(“ﬂ«‘?k +d iy +Cjqu) = u(f,- +u,~), (j=12,,9) (1.3)
k=1

seklindeki denklemler ile ifade edilen mekanik sistemlerin istenen Ozelliklerini

saglamaktadir [4], burada u kiigiik parametre; j=1,2,---,s i¢in fj ’ler q> 4y,
4> 4,s---»4, ve t'nin lineer olmayan fonksiyonlari; U, ’ler kontrollerdir. Birbirine

baglanmis iki sarkacin zayif degismeli genlikli titresimleri problemi bu sistemle

yazilabilen 6rneklerden biridir [19].

Butenin, Nejmark ve Fufaev 1987°de [4]

ay1qy + apg, +o1q +¢q, = 1k (6]1,6}1,6]2,%)
431Gy + Gy + €319, +Cngy = 1&g (‘]14?1,‘]2’42)

denklemleri ile ifade edilen dinamik sistemleri incelemislerdir. Daha sonra Volkov 2002

yilinda [9] genel hali

ay G, + apg, +bysing; + ¢ g +¢pq, = N(f+”1>
ay1Gy +axng, +bysing, + ¢y, +¢yq, = H(g +“2)

olan dinamik sistemlerde a;, =a, =0 alarak u veu, kontrol momentlerini

bulmustur.

Bu tezde Bu tezde ¢4, e,q, soniim olaym belirten terimleri sirasiyla 1. ve 2.
denkleme ilave edilerek ve a, =a,, =0 alinarak viskoelastik titresimli dinamik

sistem yayla birbirine baglanmis iki sarkacin hareket denklemlerine uyarlanacaktir.
Burada viskozite, yaylarin baglandigi noktalardaki siirtiinme, hava direnci, sarkaclari
birbirine baglayan yayin (viskoelastik) 6zellikleri ve farkli nedenlerle ortaya cikabilir

[8]. Elde edilecek sistemin ¢dziim ailesi bulunup Mapple 10 programi yardimiyla



bilgisayar ortamina aktarilacak ve ¢izdirilecektir. Dinamik sistemler i¢in mevcut olan
yontemler yani ortalastirma, lineerlestirme, kiiciik parametre ve stasyoner faz

kullanilacaktir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR

Cok sayida mekanik, elektrik ve farkli tiirden olan makinelerin c¢aligmast ve diger
olaylar, genellikle birkag bilinmeyen fonksiyon ve onlarin bir degiskene gore tiirevlerini

iceren denklemler sistemi ile yazilir.

Tanmm. Bagimsiz degiskeni, bu degiskenin fonksiyonlarini ve bu fonksiyonlarin
bagimsiz degiskene gore tiirevlerini iceren denklemler sistemine diferansiyel

denklemler sistemi denir.

Bagimsiz degiskeni ¢ ile, bilinmeyen fonksiyonlart x,x,,... (veyax, y, z) ile, bunlarin

1)

d2x

tirevlerini ise ; =X, —5 =%... ile gosterirsek, diferansiyel denklemler sistemi
t

1

F( ,xl,)'cl,...,xl( yeees X X iy X ]zO, i=12,...n (2.1)
seklinde yazilir. Burada F, fonksiyonlari, kendi argiimanlari uzaym belli bir D

bolgesinde tanimli olan bilinen fonksiyonlardir [2].

Tamm. x  fonksiyonunun (2.1) sisteminde bulunan tiirevlerinin en ytiksek 7,
basamagina, sistemin x; bilinmeyenine gore basamagi, n, +n,+---+n sayisina ise

sistemin basamagi denir [2], [9].

Tanim. (2.1) sistemi yliksek basamaktan tlirevlere gore ¢oziilebilirse, elde edilen



n,—1 n -1
i( )=f;(t;x1>x b xl(l )7'”’xn’xn’”.’xn( ' )j’ i=152;”'5n (2'2)

sistemine kanonik sistem denir [9], [15].

Tanim. Bilinmeyen fonksiyonlarin yalniz birinci basamaktan tiirevlerini igeren

% = f (635,00, ), i=1200m (2.3)

1

sistemine normal sistem denir [2], [9].

Normal olmayan her kanonik sistem bir normal sisteme indirgenebilir. (2.3) sisteminin

basamag1 denklemlerin n sayisina esittir [9].

Tamim. Bagimsiz degiskeni acik sekilde igermeyen normal sisteme otonom (dinamik,

konservatif, stasyoner veya sabit katsayil1) sistem denir [10].

Otonom olmayan normal sistem ¢=ux koymakla otonom sisteme indirgenir.

n+l
Serbestlik derecesi sinirli olan fiziksel olaylar1 formiile ederken otonom sistemlerin

ortaya ¢iktig1 bilinmektedir.

Tamm. (a,b) araliginda sirasiyla RN RN inci basamaktan tiirevleri bulunan ve
(2.1) sisteminin her bir denklemini ¢ € (a,b)ye gore 6zdeslige doniistiiren

?, (t), ?, (t),---, @ (t) fonksiyonlar1 kiimesine (2.1) sisteminin (a,b) araliginda

¢Oztimii denir [9], [10].

Bu tamimda her 7 € (a,b) i¢in

(0,006,000 (00,008, ()0, ()|



kosulunun saglanmasi sarttir. x = (xl,xz,---,xn) ve f= (fl’fz""’fn) vektor

fonksiyonlart yardimiyla (2.3) sistemi
x=f(tx) (2.4)
seklinde yazilir.

Q= (gol N RENE ) olmak tizere x = (p(t) , (2.4) denkleminin (a,b) araliginda herhangi

bir ¢oziimii olsun. Her te(a,b) icin (t,(p(t)) noktalarinin geometrik yeri R

uzayinda bir egri olusturur. Bu egriye (2.4) sisteminin (a,b) araliginda (p(t) ¢cOziimiine

. . . . - 1
uygun integral egrisi denir. ¢(to):x0 olursa, integral egrisi (to,xo)eRn+

noktasindan geger. x = f (x) otonom sisteminin sag tarafinin tanim kiimesi D olsun. D

acik bolgesinin her x noktasina karsilik f (x) vektoriinii koymakla f vektor alani elde

edilmektedir. D bolgesinde siirekli bir ortamin hareket ettigini diistintirsek,  x
parcaciklarin hizim1 gosterir. Her x € D noktasinda (2.4) denklemine gdre ortamin hizi
alanin bu noktadaki vektdriine orantilidir. Integral egrisinin tegeti, alanin bu noktadaki
vektorii ile cakisir. Dolayisiyla, integral egrileri alanin vektor egrileridir. Burada
ortamin sikistirilamaz oldugu varsayilir, ¢linkii vektdr egrileri {izerinde ortamin her
sinirli hacmi hareket sirasinda degismemelidir. Integral egrisi baslangic aninda verilen

noktada bulunan parcacigin hareketinin yoriingesi olarak da isimlendirilir.
Tanmm. f (x) fonksiyonunun sifir oldugu noktalara vektdr alaninin tekil (stasyoner,

durgunluk, sabit) noktalar1 denir [2], [10].

2.2. KARARLILIK TEORISi

Uygulamalarda bir¢ok haller icin, diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerini bulmak

miimkiin olmasa (zor olsa) da, denklemin kendisinden ¢Gziimiin sonsuz araliktaki



karakterinin bilinmesi ihtiyaci ortaya ¢ikmaktadir. Cozlimiin baslangi¢c kosullarina ve
parametrelere bagliligi teoremi [2], bagimsiz degiskenin yalniz sonlu araliktaki degerleri
icin gecerli oldugundan, s6z konusu problemi tam olarak yansitmamaktadir. Baglangic

degerlerin biitlin ¢ 27 sonsuz aralifinda kii¢iik degisimlerinin, ¢dziimiin karakterine

olan etkileri diferansiyel denklemlerin kararlilik (stabilite) teorisinde 6grenilmektedir

(2], [9], [10], [11].

y=F (1), . FeR", te],) (2.5)

sistemini ele alalim. Bu sistemin y(to) = J, baslangi¢ kosulunu saglayan ¢6ziimi }(t)
olsun. Baslangi¢ verileri yakin olan ¢oziimlerin davranisi ile ilgilenilmektedir. (2.5)
sisteminin herhangi bir baska y(to) =y, baslangi¢ kosulunu saglayan ¢oziimiini y(t)

ile gosterelim.

Tanim. Baslangi¢ degerlerin ¢ok kiiciik degisimine karsilik gelen y(t) ¢Oziimlerinin
biitiin sonraki zamanlarda 7() ¢Oziimiiniin yeterince yakin bir civarinda kalmasi

durumunda

j/(t) ¢Ozlimiine Lyapunov anlaminda kararli denir [12], [14]. Matematiksel olarak, bu

tanim

\yo —yo\ <& halinde max |y(1)- (1) <e (2.6)

N <t<oo

gibi yazilir, burada 6 ve ¢ kiiglik pozitif sabitlerdir. (2.6) saglanmiyorsa, }(t)

¢Oziimii Lyapunov anlaminda kararsizdir denir.

Ayrica (2.6) kosulu ile lim ‘y(t)—j/(t)‘:O kosulu da saglamirsa, j(¢) ¢oziimii
t—o0

asimptotik kararlidir denir.
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Coziimiin kararliligi ile sinirlilig1 kavramlariin farkli olduklarina dikkat edelim; kararl

¢Oziim sinirsiz, sinirh ¢dziim de kararsiz olabilir [2], [13].

y=7(t)+x déniisiimii ile (2.5) sistemi x =y — ()= F(x+ j(t),t)—j?(t)

veya
x=f(xt), £(0,6)=0 2.7)

sistemine, )7(1‘) ¢Oziimiiniin kararliliginin incelenmesi ise (2.7) sisteminin x = 0 triviyal

¢Ozlimiiniin incelenmesine indirgenir.

Kararlilik probleminde iki yontem izlenmektedir. Lyapunov’un birinci ydnteminde
diferansiyel denklemler sisteminin ¢6ziimii bulunur ve ¢oziimiin kararli veya kararsiz

oldugu sonucu ¢dziimden elde edilir [13]. Ikinci yéntemde ise ¢dziim bulunmaz (veya

bulunamaz), ancak Lyapunov fonksiyonu denen bir V(x,t) fonksiyonu bulunur ve bu

fonksiyon yardimu ile kararlilik incelenir [7], [9].

2.2.1. Lyapunov Fonksiyonu Yontemi

Once serbestlik derecesi bir olan lineer ossilatdriin (salmim) titresimlerini inceleyelim.
Bu titresimlerin ¥+ 2vi+ o x =0 (2>0) denklemi (x,x) faz diizleminde

(2.8)

sistemi seklinde yazilir, burada v soniim katsayisidir. v =0 alir ve birinci denklemi

2cozx1 , ikinci denklemi ise 2x, ile ¢arpip toplarsak,
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2

2. ) d( 2
20 x X, +2x2x2 =0, —(0) X,

2 22 2 .
' Z +x2)=0, ® X, +x2=sab1t
22 2 . ) . .
bulunur. F (xl,xz)zoa x, +x, fonksiyonu v =0 halinde (2.8) sisteminin ilk
integralidir.
2 2
mx~  cx 2

v =0 iken T+T =E, o = < (burada m kiitle, ¢ ise pozitif yay sabitidir)
m

. . 2 = S . .
ifadesinden E = —E, yani ilk integralin tam enerjiyle orantili oldugu sonucuna varilir.
m

E fonksiyonu x =0, x, =0 triviyal ¢ozimii (sistemin sabit noktasi veya denge

konumu) lizerinde minimal deger alir. Faz diizleminde E = sabit egrileri elipslerdir.

v >0 iken siirtinmeden dolay1 tam enerji azalacaktir; gercekten, £ fonksiyonunun

(2.8) sistemine gore tiirevi ((2.8) sisteminin ¢oziimleri lizerinde degigsmesi hizi)

L g =20 +2x %, = 20°

2
X, +2x (—m X
dt ! 2 2

~2vx, | =2, <0

1 1

oldugundan fonksiyon ¢ biiyiidiik¢e azalmaktadir. Bu tiirevi

62—1;7 = gradE (x)- f(x) <0 i¢ ¢arpimu seklinde yazilabilir. Buradan f(x) hiz vektorii

(yoriingelerin tegeti) ile gradE (x) vektorii arasindaki aginin % den biiyiik oldugu,
yani yorlingelerin E = sabit seviye egrilerini disaridan ice dogru keserek merkeze
yaklagtiklart goriilmektedir. Bu durum triviyal ¢6ziimiin asimptotik kararli oldugu

anlamina gelmektedir. v =0 halinde gradE(x) ve f(x) vektorleri birbirine dik

olurlar; faz diizleminde hareket elips seklinde olup merkeze yaklagmaz. Triviyal ¢6ziim
kararhidir fakat asimptotik kararli degildir. Eger v <0 ise (her an enerji verilen

sistemlerde negatif siirtinme olabilir; 6rnegin parametrik rezonans olay1 [23], [24]).

gradE(x) ve f(x) vektorleri arasindaki ag1 % den kiigiik olur; yoriingeler
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E = sabit elipslerini i¢ten disariya dogru keserler, yani triviyal ¢oziim (hareket) kararsiz

olur.

Bu incelemelerde E fonksiyonunun tam enerjiye orantili olmasinin hi¢bir 6nemi yoktur.
Onemli olan bu fonksiyonun sabit nokta (denge durumu, triviyal ¢dziim) civarinda
minimuma sahip olmasi ve yoriingeler boyunca degismesidir (artmasi veya azalmast).

Genel olarak sabit noktast x = 0 olan
i=f(x) (f(0)=0) (2.9)

sistemi goz dniine alinmaktadir, burada f:U — R” siirekli diferansiyellenebilir vektor-

fonksiyon, U ise x = 0’1n bir civaridir [7], [9].

Tamm. Asagidaki ozelliklere sahip olan siirekli diferansiyellenebilir V(x) U >R

fonksiyonuna Lyapunov fonksiyonu denir [7], [9].
(i) V(x) >0, x#0, (ii) V(O) =0, (z'ii) f(x)gradV(x) <0.

Lemma (Lyapunov) 2.1. Eger Lyapunov fonksiyonu varsa, (2.9) sisteminin x =0

triviyal ¢6ziimii Lyapunov anlaminda kararhdir [9].

Ispat. & >0 yeterince kiiciik bir sayi, S, ise merkezi x =0 da ve yaricapt & olan
kiiresel yiizey ve S U olsun, S iizerinde siirekli ve pozitif olan ¥ (x) fonksiyonu
bu yiizey tizerinde en kii¢iik m_ >0 degerini alir (Weierstrass teoremi). V/ (O) =0velV
stirekli oldugu i¢in 6yle 6 >0 vardir ki, biitiin |x| <0 igin V(x) <m_ olsun. (iii)
kosuluna gore V' fonksiyonu (2.9) sisteminin ¢oziimleri iizerinde azalandir, yani,
‘xo‘ <& kosulunu saglayan her x, baslangig degerine uygun x(r) ¢6ziimii tizerinde
V(x(t)) < V(xo) <m_ olur. Simdi, ‘xo‘ <5 igin oyle ¢ >0 bulunsun ki,

x(tl) =g, veya x(tl)e S(9 olsun. m_, V(x) in Sg lizerinde minimumu oldugu i¢in,
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bu durumda V(x(tl)) > m_ olur. Bu ise yukandaki esitsizlie aykindir. Dolayisiyla,

biitiin >0 ve ‘x0‘<5 i¢in ‘x(t)‘<8 olur. O halde x=0 ¢oziimii kararlidir. (iii)

kosulundaki esitsizlik kesin oldugunda x = 0 ¢6zlimii asimptotik kararli olur.

Tamm. Sabit katsayih x= Ax, x€R" sisteminde 4 matrisinin 6zdegerlerinin reel
kisimlarinin artmayan dizilisi x, 2k, 2---2«_ olsun (her 6zdeger kendi kati kadar
yaziliyor). Bu sayilara Lyapunov karakteristik belirticileri denir. x,'e ¢ogu hallerde

sistemin bas karakteristik belirticisi denir. Bu sayilarin rolii asagidaki 6nermede tespit
edilir: eger x,(4)<0 (>0) ise x=Ax sisteminin ¢oziimii asimptotik kararlidir

(kararsizdir) [9], [12].

Tanim. Periyodik katsayili sistemlerde A(t +T ) = A(t), T>0, A(O) sabit matrisinin

Lyapunov karakteristik gostericileri ile x = A(t)x sisteminin multiplikatorleri arasinda

K, (A) =%ln‘ M|, I= 1,2,---,n bagmtilar1 vardir [3], [23]. Sistemin triviyal olmayan

¢Oziimiiniin biitiin Lynapunov karakteristik sayilar1 kiimesine sistemin spektrumu denir.

Titresimler teorisi, diferansiyel denklemler teorisi uygulamalarinin bir bolimi olarak,

dogada ve teknikte titresim olaylarini incelemektedir.

2.2.2. Coziimiin Baslangi¢c Kosullarina ve Parametrelere Baghhg:

Diferansiyel denklemler icin baslangic-deger probleminin iyi konulmus oldugunun
bilinmesi 6nemlidir. Uygulamadaki bir¢ok problemlerde baslangi¢ degerleri kesin
olarak verilmemektedir. Bu nedenle baslangic degerlerinin kiiciik degisimi halinde
¢Oziimiin de yalmizca kiiciik degisebildigi kosulunun bilinmesi gerekmektedir. Bu

soruya, ¢oziimlerin baglangic degerlerine siirekli bagliligi teoremi yanit vermektedir.
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Teorem 2.1. f € C(D) olmak iizere x = f(#,x) denklemi alinsin ve x’e gore Lipschitz

kosulunu saglasin. / {t | (t,x) € D} aralig1 lizerinde x = x(t,to,xo ) , bu denklemin

x(t0)=x0 baslangi¢ kosulunu saglayan ¢oziimii olsun (to el, (to,xo)eD). Her

£>0 ve ¢’ her kapali J </ civart i¢in dyle bir §>0 sayst vardir ki,

—)?0‘ < 0 esitsizligine uygun olan her x(t t X ) ¢Oziimii J’ de tanimlanmistir ve

‘x 240270

0

her t € J igin ‘x(t,to,xo)—x(t,to,fco)‘ < & olur [9].

Bu teorem asagidaki sekilde genellestirilebilir:

f(t,x) vektor fonksiyonu G < R™" bolgesinde siirekli ve 1= f (#,x)sistemi basit

olsun, yani her (to,xo) € G noktasindan bu sistemin yalniz bir x = go(t,to,xo) integral
egrisi gecsin. G bolgesinin sinirlarina dek devam ettirilmis ¢ vektor-fonksiyonuna
karakteristik fonksiyon denir. Bu fonksiyonun her bir bileseni kendi 7+ 2 argiimaninin

strekli fonksiyonudur. f, fonksiyonlarinin x ,x

Xy X ’lere gore r>1 olmak iizere

r’inci strekli kismi tiirevleri varsa, ¢ fonksiyonlarinin 7 ve 7 ’a gore birinci, diger
argiimanlarina gore ise r’inci defa siirekli kismi tiirevleri vardir. Eger f biitlin

argiimanlarina gore r mertebeden siirekli diferansiyellenebilirse, ¢ de biitiin kendi

arglimanlarina gore » mertebeden siirekli diferansiyellenebilirdir (Lindelf).

/f, fonksiyonlari ( My s 1 ) parametrelerine bagl ise, yani

I =1

l . (t, XsXys oty X S s by [ ) ise, . ¢Ozlimleri de bu parametrelere bagh
olacaktir. f parametrelere siirekli bagli ise, bu ¢ icin de gecerlidir; f” in parametrelere
gore diferansiyellenebilirligi de ¢ ¢oziimiine yansimaktadir. Bu konuda kiigiik

parametre yontemi, ortalastirma yontemleri, tedirginlik teorisi de bilinmektedir [13],

[15], [20].
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3. BULGULAR

3.1. iKi SERBESTLIK DERECELI KUAZILINEER DINAMIK SISTEMLERIN

INCELENMESI VE VISKOELASTIK TITRESIMLERE UYGULAMALARI

Yoriingelere parcalanis yapisina sahip C' simifindaki bir ylizeyde dinamik sistemlerin

sentez metodu kontrollerin analitik insasinda kullanilabilir. Kontroller

N

> awdc +dyd +epa) = n(f; +uy), (j=12,5) 3.1)

k=1

seklindeki denklemler ile ifade edilen mekanik sistemlerin istenen Ozelliklerini

saglamaktadir; burada x kiigiik parametre, j =1,2,---,s5 i¢in fj ’ler qy> Gyse-59, s q'1 ,
qd,,--»q, ve t'nin lineer olmayan fonksiyonlari, uj’ler kontrollerdir. Birbirine

baglanmis iki sarkacin zayif degismeli genlikli titresimleri problemi ele alinmaktadir

[6].

Bu tez calismasinda

a; G, +eq +bsing +c,q, + 9, = M(f"‘“l)
(3.2)

ay1Gy +e,4, +bysing, +¢,y1q, +¢yq, = M(g +“2>

viskoelastik dinamik sistemi ele alinmistir. Bu sistem yayla birbirine baglanmis iki

sarkacin hareket denklemlerine uyarlanmaktadir.
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3.2. PROBLEMIN KONUMU

Sekil 3.1: Yayla baglanmus iki sarkag

@, y —birinci ve ikinci sarkacin dikey eksenden sapma agilari, m, ve m, — sirasiyla

sarkaclarin kiitleleri, ¢ — yayin sertligi, / —sarkaglarin uzunlugu, d —sarkaglarin déonme

eksenlerinden yayin baglanti noktasmna dek olan uzaklik olsun. Oyle u veu,

momentlerini bulmak gerekir ki onlarin birinci ve ikinci sarkaglara etkisiyle verilen

mekanik sistem “genis anlamda kararli” biharmonik hareket etsin. Bu durumda

periyodik degisken a ve b genlikleri (a,b) diizleminin birinci bolgesinde verilen
yoriingelere parcalanisa uygun olan w, (a,b)=0 kararli limit devresi bagintisiyla

baglanmis olmaktadir.
w=a=0,w,=b=0, w, =(a—64) +(b—64) =/ (3.3)
wy = w(a,0,0.9)=0, w(a,b,\)=—(1-A)ww, +Awy =0 (3.4)
bagintilariyla bu bolgede w; =0 ve w, =0 dogrular1 sarkaglarin salimim hareketini

birbirinden ayiran bolgelerin sinirlart oldugu i¢in ayrik dogrular olarak adlandirilir.

wy; =0 ise w, = 0 limit devresi i¢inde bulunan kararsiz odaktir.
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3.3. PROBLEMIN COZUMU

Asagidaki denklemler sistemi

mllng'—i-mllzl/lc,b +m, glsinp +cd2<,0—cd21/) =M, (gp,¢,¢,¢,t> +U,
(3.5
mzlzlﬁ + mzlzz/zf& +m,glsiny —l—cdzw —cdzgo =M, ((p,¢,¢,¢,t) +U,

sarkaglar sisteminin hareket denklemleridir, burada M| ve M, kuvvet momentleridir.
(3.5) sisteminin
t=0:p=¢0=0
(3.6)

y=y=0

baslangic kosullarin1 gercekleyen ¢ozlimiinii inceleyelim ve U veU, kontrol

momentlerini bulalim.

B =—_ B =- (3.7)

bliytikliiklerini kullanalim. (3.7) ifadeleri (3.5) de yerine yazilirsa,

.. . . 1
(p+vl(p+Bll//+n12¢=%(gp—smgp)vt—z(Ml +U1)

ml
(3.8)
.. . 2 g . 1
Vv, +Bo+niy ==(y-siny)+ 2(M2+U2)
! m,l
denklemler sistemi elde edilir. (3.8) denklem sisteminde ¢ = eivlt/ 2<I>, v = eivzt/ 2‘1’

dontistimii yapilirsa
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Q= ie_vlt/zq) e—vlt/zq.)
2
2
¢ = V_le_vlt/zq) _ Vl _Vlt/zé _ V] _Vlt/z(i) —Vll/z(b
4
2
— Y1 _Vlt/zq) v, Vll/z(i)+e—vlt/2(.1.)’
benzer sekilde
v = _1/_26"’2’/2\P + efvzt/zLP
2
2
lﬁ = VTZe_VZI/Z\P _ Vze_vzt/z\P n e—Vzl/Z\-I-l

ifadeleri bulunur ve bunlar (3.8) de yerine konursa

2 2

e_vlt/zé—w+v—le_vlt/2¢>+ VP o S WL
4 2
—v.t/2 —v.t/2
+Be Py n'e Po-F
2 2
e—vzt/Zl-I-j 3 —v.t 1{1 —I—VTZQ_VZI/Z‘P Ly —v.t \P —%e_vzt/z\lj N
—v.t/2 — 2
+Be Pornte Py =g

ya da
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2
—v . —v V —y
e 1I/Z(I)JrBle 2t/2‘P+ nl2 _Tl e ‘t/2q>:F

2
ey BZe_V't/zcb + [nj - %J Py -G

elde edilir. Burada

F =%(e_vlt/z(l)—sin(e_vlt/2®)j+ !

olmaktadir ve sonugta

2
. —(v,—v, )t/2 1% 2
CD-f—Ble (Vz Vl)/ N7 n12 _T] ® = eVlt/ F

2
. —(v.,—v. )t/2 v v
‘P+Bze(' P nj—TZ NRACIErE

yazilabilir. ¢ = eivlt/ 2@, W= eivzt/

2
Y doniisiimii  sonucunda
kosullarin1 bulalim.

(3.6)

t=0 i¢in O=p=® ve O=y =Y,

benzer sekilde

(3.9)

baslangic
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v -y —v . .
Q= —?le P+ @ denkleminden 0= p=> ve

vV, v —vt)2 :
l/)z—;ze 2t/2‘P+e P denkleminden 0=y =¥

/

elde edilir. ¢ = e_Vlt/ 2CI), yani @ = e 2(0 oldugundan ¢=0 igin ® =0 ve

7v2t/ vzt/2

w=e 2‘P, yani W =e *' ¢ oldugundan =0 icin ¥ =0 bulunur. Dolayisiyla

yeni baslangi¢ kosullari

(=0 ®=bd=0

(3.10)
Y=¥=0
seklinde yazilir.
(3.9) denklem sisteminde v, =v, =2v durumu incelenecektir.
Bu halde (3.9) sistemi
d5+Bl‘I’ +("12 —Vz)d) =F
(3.11)

‘?+Bz®+(n§—v2)‘P:G

seklinde yazilir; burada F = ¢'F, G=¢"G alinmaktadir.

(3.11) denklem sisteminin oldukga kii¢iik sag yanli (esit sifir alinabilir) olmasi halinde,

yani
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B8+ (] =V |0 =0
(3.12)
L'I'f+Bzc1>+(nj —vz)‘P ~0

denklem sisteminin ¢0ziimiinii operatér yontemiyle bulalim. Bu sistemi asagidaki

sekilde yazalim:
(D2 on’ —Vz)CD+BI‘P =0

B0 +(D* ;-7 ) ¥ =0

Burada D = % tiirev operatoriidiir. Son sisteme @ ve YW bilinmeyenlerine gore lineer
t

homojen cebirsel denklemler sistemi gibi bakarsak, triviyal olmayan ¢oziimiin

bulunmasi i¢in sistemin determinanti sifir olmalidir, yani

D' +n' v’ B,
=0
2 2 2
B2 D +n, —v
yada
4 2 2 2 2 2 2 2 2
D +(n1 +n2—2v )D +(n1 -V )(nz—v )—3132:0.

Demek ki, @ ve ¥ bilinmeyenlerinin ikisi de bu operatoriin olusturdugu dordiincii

mertebeden sabit katsayili diferansiyel denklemi saglamaktadir. Bu denklemlerin

2
1

24 +(n +1122 —2v2)/12+(n12—Vz)(nzz—vz)—Ble =0

karakteristik denklemini yazalim. Buradan
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2 2 2 2 2 2\? 2 2\[ 2 2
(7 =207 ) (o 0 —207) a7 )2 =) 4,

A% =
2
2 2 2 2 2)\?
—(n1 +n, —-2v )i ("1 —nz) +4BIB2
- 2

oldugundan,

2 2 52\, 2 2)\? 4B B

—\n, +n, =2v")x,|\n —n | +4B B,
A=+

2

kokleri bulunur. (3.7)’yi kullanarak,

2
2 cd (m +m )
2 1 1 2
”12 +n22 —’ :_g+% L N e =—g+;22—2v2 =p
l / m . m, [ mlmzl
ve
2 : 2 4
2
(nlz—nz) +43132 = % L—L 4e d4
[\ m m, mlmzl
2 2
_c2d4 (ml—mz) +4m m, _czd4 (m1+m2) ~ cd’ (m1+m2) B
/ / 2 / -
m, n, m, n, mm,

dersek son olarak

cd2 (m1 +m2)$cd2 (m1 +m2)

2m1m212
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yani

karakteristik kokleri elde edilir. Asagidaki halleri inceleyelim:

I. Hal : V2 :§ olsun.
2
cd (m1 +m2)
Bu halde kokler /11 =/12 =0 ve 234 =t [—— =2 =+ B1 +32 =1ib

olur. Dolayistyla (3.12) sisteminin ¢ézimii

b= ¢ tet+e, cosbt+c4 sin bt
(3.13)
Y = k1 +k2t—|-k3 cosbt—i—k4 sin bt

seklinde yazilir. Buradaki c, ve kl_ (i =1, 2,3,4) sabitleri arasindaki bagintilari

bulalim. (3.13) deki @ fonksiyonu ¢’ ye gore iki kez tiiretilirse

D= c, —c3bsinbt+c4bcosbt

D= —03b2 cosbt — c4b2 sin bt

bulunur. ®, ® ve ¥ degerleri (3.12)’iin ilk denkleminde yerine yazilirsa
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—c,b” cosbt —c,b” sinbt + Bk, + B k,t + Bk, cosbt + Bk, sinbt +
2 2 ) ) b 2 2\ginbr = 0
-i-cl(n1 -V )+c2(nl -V )t+c3(n1 -V )cos t—l—c4(n1 -V )sm =
elde edilir. Son ifade diizenlenirse
) 2 2
(Blkl +cl(n1 -V ))+(B1k2 +c, (n1 -V ))t+

+(—c3b2 + Bk, +c, (nlz —Vz))cosbt+(—c4b2 +Bk, +c, (”12 —vz))sinbt =0,

buradan
2 2
2 _nl
Blkl+cl(nl -V ):0 = k1= ¢
Bl
2 2
Bk ?) = Kk ="
12Jrcz(nl—v )—0 = k, = 2 c,
1
) ) b2+v2—n12
—c3b +B]k3+c3(n1 -V ):0 = k3 =TC3
1
2 2 2 b2+V2_7’l1
_c4b +Blk4+c4(n1 —v ):0 = k4:TC4

bulunur. O halde (3.13) ¢oziimi

D= ¢ tei+e, cosbt+c4 sin bt

(3.14)
Y = £¢, & c,t+&c,cos bt + £,c, sin bt
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v
olmaktadir, burada &, = = L & =——— L dir.

(3.10) baslangi¢ kosullarindan 7 =0 i¢in ® =0 oldugundan ¢, +¢, =0 ve

¥ =0 oldugundan ¢ ¢, +¢,c, =0 elde edilir. Ayrica

D= c, —c3bsinbt+c4bcosbt

ve

Y = £c, — 1932c3 sin bt + b32c4 cos bt

ifadelerinden ¢ = 0 i¢in ® =0 oldugundan ¢, +bc, =0 ve ¥ =0 oldugu igin
€,¢, +be,c, =0 bulunur. O halde bilinmeyen sabitler i¢in

¢ +c, =0

¢, +bc, =0

gc +é,c, =0

£, +bgzc4 =0

homojen cebirsel denklemler sistemi elde edilir. Sistemin katsayilar matrisinin

determinanti
1 0 1 0
0O 1 0 b
‘, 0 :, 0 - glRl + R3 - R3
0 & 0 b6‘2
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0 1 0 Lo b
0 1 0 b , 3 3
be, be
b’ o g2 2 24
0 0 — O B B B
B, 1 1 1
0 b
0 & 0 be, % &
b3 5
:E(€2—51)2?¢0 (b;tO)
1

oldugundan sistemin yalmz ¢, =c, =¢, =¢, =0 ¢6ziimil vardir.

O halde (3.13) ‘in sadece
®=0, ¥Y=0 (3.15)

triviyal ¢oziimi elde edilir.

II. Hal : v2 >§ olmasi halinde iki durum incelenmektedir.

@ 2 _E_ca’z(m1 +m2)

l mlmzl

>0 hali.

2
cd |m +m
Bu halde kokler 4, =+ /vz_fzia, A, =% Vz_E_M:ib

seklindedir. Dolayisiyla (3.12) sisteminin ¢oziimii

at —at bt —bt
CI):cle +tce  +ce +cge

(3.16)

at —at bt —bt
‘szle +kze +k3e +k4e
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seklinde bulunur. Sabitler arasindaki bagintilar1 bulmak i¢in (3.16)’deki @ fonksiyonu

t’ ye gore iki kez tiiretilirse

: at —at bt —bt
D= cae —c,ae  + c3be - c4be

bt

. 2 at 2 -—at 2 bt 2 -
q):cla e +cae +c3b e +c4b e

ve @, ® ve ¥ (3.12) in ilk denkleminde yerine yazilirsa

2 at 2 —at 2 bt 2 bt t —at bt bt
ca e’ +te,ae ¢ +c3b e +c4b e +Bl(klea +kze ¢ +k3e +k4e )+

n 2 2 at n —at " bt n —bt -0
nl 14 cle cze C3€ C4€ =

bulunur ve diizenleyerek
2 2 2 at 2 2 2 —at
(cla +(n1 -V )cl+Blk1)e +(c2a +(n1 -V )02+Blk2)e +
(c3b2 +(nl2 —1/2)03 +Blk3)eb[ +(c4b2 +(n12 —vz)c4 +Blk4)e_bt =0

elde edilir. Buradan

2 2 2
2 2 2 V_nl_a
ca +|n —-v)|ec+Bk =0 = k =—¢
1 1 1 1™ 1 1
B
1
2 2 2
’ ’ ) vi—n —a
c.a +\n -vi)e.+Bk. =0 = k. =——¢
2 1 2 12 2 2
Bl
2 2 2
vi —n -b

2 2 2 B 3 |
c3b +(n1 -V )C3+Blk3—0 = k3——c
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2 2
2 2 2 v —n -
cb”+(n —vi)e,+Bk, =0 = k, =——
4 1 471 4 B
1
katsayilar1 bulunur. O halde (3.16) ¢6zimii
® = at n —at + bt " —bt
=ce +c,e c,e +cue
at —at bt —bt
Y=yce +yrce +y,ce +ycce
2 2 2 2 2
Vv —n —a vV —n

1 1

Bl 1

seklinde yazilir, burada y, =

b2

C

4

alinmaktadir.

(3.17)

(3.10) baslangi¢ kosullarindan #=0 i¢in @ =0 oldugundan ¢ +c, +c, +c, =0 ve

¥ =0 oldugundan y,c +y,c, +7,c, +7,c, =0, ayrca

. at —at bt —bt
o= cae —c,ae  + che - c4be

ve
. at —at bt —bt
VY =ycae —ycae  +y,cbe —y.cbe

ifadelerinden # = 0 igin ® =0 oldugundan ¢

¥ =0 oldugundan ¥ = y,¢,a—y,c,a+y,c;b—y,c,b=0 bulunur. O halde

¢ te,+e +e, =0
ac, —acz+bc3—bc4 =0
Ne tye, T 7,6t y,e, =0

y,ac, —y,ac, +y,bc, —y,bc, =0

a—cza+c3b—c4b=O ve
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homojen cebirsel denklemler sistemi elde edilir. Sistemin katsayilar matrisinin

determinanti

akR +R, > R,, =y R +R, >R, ay R +R, >R,

1 1
2a a+b a—>b

=- 0 7y ™1 Yy =h | =
2ya ya+y,b ya-y,b

1

0 a+b a-b
=00 r-rn oy

0 ya+y,b ya-y,b

1 a+b a->b
2
:—2a(7/2—yl) 0 1 1 :4ab(7/1—7/2)
v, raty,b ya-y,b

=0 (0]b|=|a| £ 0)

oldugundan sistemin yalniz ¢, = ¢, =¢, =c¢, =0 ¢6ziimii vardir.
O halde (3.16) nin yine de
O=0, ¥Y=0 (3.18)

triviyal ¢6ziimii elde edilir.
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2
cd (m +m
(ii) vz—ﬁ—(—‘22)<o hali.

[ mlmzl

2
cd (m +m
Kokler 2, =+ v’ -&=4a, 2 =+ vz—g—M=iib
| ! 4 ! mm. [’

oldugundan (3.12) sisteminin ¢oziimii

at —at .
d):cle +cye +c3c0sbt+c4s1nbt

(3.19)

¥ =ke" +ke " +k cosbt +k,sinbt

seklinde ifade edilir. Sabitler arasindaki bagintilar1 bulmak i¢in (3.19)’daki @

fonksiyonu ¢’ ye gore iki kez tiiretilirse

. at —at .
o= cae —c,ae  — ch sin bt + c4b cosbt

- 2 2 - 2 2 .
o= ca e +te,ae “ —c3b cosbt—c4b sin bt,
sonra @, ® ve ¥ fonksiyonlari (3.12)’nin ilk denkleminde yerine yazilirsa
2 2 - - .
cae” +c,ae “ +B, (klem +k,e “ +k, cosbt +k, smbt)—

1

2 2 . 2 2 — .
—c3b cosbt—c4b s1nbt+(n1 -V )(cleat +c,e at+03 cosbt+c4 s1nbt)=0

elde edilir. Diizenlemeler yapildiginda
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—at

2 2 2\\ a 2 2 2
(cla +Blk1+Cl (n1 -V ))e +(cza +Blk2+c2 (n] -V ))e +

+(—c3b2 +Blk3 +c, (”12 —v2 ))COSbt+(—C4b2 +Blk4 +e, (n]2 —v2 ))sinbt =0

ifadesinden
2 2 2
ca +|n —-v | +Bk =0 = k =—¢
1 1 1 1" 1 1
B
1
2 2 2
c.a +\n -vi)e.+Bk. =0 = k. =——¢
2 1 2 12 2 2
Bl
2 2 2
—c.b +(n -V )c +Bk =0 = k,=———¢
3 1 3 13 3 B 3
1
2 2 2
- b +(n -V )c +Bk =0 > k. =——¢
4 1 4 14 4 B 4

bulunur. O halde (3.19) ¢oziimii

at —at .
d):cle +cye +c3cosbt+c4s1nbt

(3.20)

at —at .
VY=yce +xce +x,c cosbt+yc, sinbt

seklindedir, burada y, = , X, =—— —— almmaktadr.

(3.10) baslangi¢ kosullarindan #=0 i¢in @ =0 oldugundan ¢, +c, + ¢, =0,

¥ =0 oldugundan y.c + x,c, + x,c, =0 ve (3.20) esitliklerinden
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. at —at .
O =cae —c,ae —c3bsmbt+c4bcosbt,

: at —at .
V= ycae —yc,ae  —by,c sinbt+by,c, cosbt

ifadelerinden 7 =0 i¢in ® =0 oldugundan ac,—ac, +bc, =0 ve

¥ =0 oldugundan a x,¢, —ax.c, +by,c, =0 bulunur. O halde

¢ tc, e =0
ac, —ac, +bc4 =0

206 X6, T 2,6, =0

ay.c —axc,+by,c, =0

homojen cebirsel denklemler sistemi elde edilir. Sistemin katsayilar matrisinin

determinanti

—-yR +R, >R
2/1 Il Z2 0 Zl 1 3 3
ay, —ayx, 0 by,
1 1 1 0
a —a 0 b I I 0




33

oldugundan sistemin yalniz ¢, = ¢, =¢, =c¢, =0 ¢6ziimii vardir. O halde (3.20) ‘in
®=0, ¥Y=0

triviyal ¢6ziimii elde edilir.

III. Hal : v2 < % durumunda karakteristik kokler

biciminde bulunur. (3.12) sisteminin ¢ézimii

o= ¢ cosat+c, sinat+c3 cosbt+c4 sin bt

(3.21)
Y = kl cosaz‘+k2 sinatJrk3 COSbf+k4 sin bt

seklinde yazilir. Sabitler arasindaki bagintilart bulmak i¢in (3.21)’deki @ fonksiyonu ¢’

ye gore iki kez tiiretilirse
d = —c,a sinat + c,acosat — c3b sin bt + c4b cos bt
2 . 2 2 .
a sinat — c3b cosbt — c4b sin bt

. 2
D= —c,a cosat—c,

elde edilir.Simdi ®, ® ve¥ fonksiyonlar1 (3.12) sistemin ilk denkleminde yerine

yazilirsa
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2 2 . 2 2 .
—c,a cosat—c,a s1nat—03b cosbt—c4b smbt++Blk1 cosat +
) ) 2 2
+Blk2 s1nat+B1k3 cosbt+Blk4 smbt+c1 (n1 -V )cosat+
2 2 . 2 2 2 2 .
+c, (”1 -V )s1nat+c3 (n1 -V )cosbt+c4 (n1 -V )smbtzo
yani
2 2 2 2 2 21\ .
(—cla +B1k1+c1 (n1 -V ))cosat+(—cza +Blkz+c2 (n1 -V ))smat+

+(—c3b2 +B1k3 +c, (”12 —V2 ))cosbt+(—c4b2 +B1k4 +e, (”12 —V2 ))sinbt =0

ifadesi, buradan da

—ca +Bk +c(n -V ):0 = k=——-c
1 IR 1 B 1
1
—c.a +Bk +c (n -V )zO = k.=————¢
2 12 TS\ 2 B 2
1
2
—c.b"+Bk, +c (n —v ):0 = k =————¢
3 137 9% 3 B 3
1
2
—-cb"+Bk +c (n -V ):0 = k =——¢
4 14 T4\ 4 B 4

katsayilar1 bulunur. Bu durumda (3.12) sisteminin ¢ézimii
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() =c, cosat+c, sinat+c3 cosbt+c4 sin bt

2 2 2 2 2 2
a +v —-n a +v -n ]
W=—— ¢ cosat+———c_sinat + (3.22)
B ! B 2
1 1
2 2 2
b”+v —n, b”+v —n, )
+ ¢, cos bt + ¢, sin bt

seklinde yazilir. (3.22)" deki ilk ifadede ¢, = Csinc,, ¢, =Ccosc, ¢, = Dsinc, ve

2 3

¢, = Dcosc, yazarak

® =Csin ¢, cosat + Ccos ¢ sinat + Dsin ¢, cosbt + Dcos c sin bt

= Csin(at+cl )+Dsin(bt+c3)

2 2 2 2
a +v -n ] b”+v —n, )
Y= ——— Csm(at+c )+ _— Dsm(bt+c)
B ! B 3
1 1
2 2 2 2 2 2

. a +v —-n b”+v —n, ]

elde edilir. Burada ————=a ve —————— = ¢ denirse
B ! B 2

b= Csin(at+cl )+Dsin(bt+c3)

v =a, Csin(at+c1 )+a2Dsin(bt+c3)

¢Oziimii bulunur.

Son iki esitlikte a yerinek,, byerinek,, Cyerinea, Dyerineb, c, yerine S ve

¢, yerine f3, yazilirsa, (3.12) denklem sisteminin ¢6zimi
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@ =asin(kt+ B, )+ bsin(kyt + 5, )
(3.23)
¥ =aq, sin(k1t+ﬂ1)+b% sin(k2t+ﬂ2)

seklinde bulunur, burada a, b, S, B,’lar zamanin zayif degismeli fonksiyonlari;
k, ve k, ise
Kt _(”12 +n§ —21/2)k2 +(”12 —Vz)(nj —vz)—Ble =0

bas frekans denklemi ile belirlenen esas frekanslardir. (O <k <k, ahnmaktadlr)

Bas frekans denkleminde

i _(”12 +n§ —21/2)k]2 +(”12 —Vz)(nj —vz)—Ble =0,

1

4 2 2 2\, 2 2 2\( 2 2
k2 _(”1 +n2—2v )k2 +(n1 -V )(nz—v )—B1B2:0

yazilirsa sirasiyla

2 2 2 2 2 2
k1 +v —n, B2 k2+v -n B

T2 2 2 2 2 2
B] kl +v -n, Bl k2+V -n,

bulunur. Dolayisiyla

k12+v2—n2 B2
a = -2 2
Bl kl +V —n
(3.24)
2
kl+v —n B
o =2 1 2
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acilim (dagilim) katsayilari elde edilir. Sabitlerin degisim yontemi uygulanirsa , 6nce

(3.23)’teki ifadelerin zamana gore tiirevleri alinarak
b= ak, cos(klt + /5, ) +bk, cos(kzt + /5, ) + dsin(klt +/5, ) +
+ Esin(kzt +/, ) + aﬂl Ccos (klt +5, ) + b,BZ cos(kzt +/, )
Y= aa, k, cos(klt + 5, ) +ba,k, cos(kzt +5, ) +aa, sin(klt + 5, ) +
+ Ba2 sin(kzt +5, ) +a, aﬁl cos(klt + /5, ) + 0521),6"2 cos(kzt +5, )
bagintilarindan sirasiyla

® = ak, cos(klt +5, ) + bk, cos(kzt + ﬂz)

(3.25)
Y= aa, k, cos(klt + 5, ) +ba,k, cos(kzt + ,82)
ve
asin(kit+ B )+bsin(k,t+ B, )+ ap, cos(kt+ B, )+
+b,B2 cos(kzt + ,6’2) =0
(3.26)

aa, sin(klt + 5 ) + Baz sin(kzt + 5, ) +a, a,Bl cos(klt + /5 ) +
+a2bﬂz cos(kzt + ﬁ’z) =0

ifadeleri elde edilir. (3.25) zamana gore tiiretilerek
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& = ak, cos(kt+ B )—ak, (k, + B, )sin(kt+ )+

+ bk, cos(k,t + B3, )~ bk, (k, + B, )sin (k,t + 3,)
W = aa k cos(kt+ B, ) - aa, k, (k + B )sin(kt+ B, )+
+ba,k, cos(k,t + B, )~ ba,k, (k, + B, )sin(k,t + B, ).

ve kit+p =¢&, k,t+ B, =n alnarak ‘¥, P, ® ve ® ifadeleri (3.11) sisteminde yerine

yazilir.
ik, cos& —ak, (k, + B )sin & + bk, cosp — bk, (k, + B, )siny +
B . B bsi 2 2\ . 2 2 \psinn < P
+Ba asiné + B a, sm77+(n1 -V )asmf+(n1 -V ) sing =
aa, k cosg—aa k (k1 +/§’1)sin§+l§a2k2 cosn —ba,k, (k2 +ﬁ2)sinn+

+Bzasin§+szsin77+(n§ —Vz)al asin§+(n§ —vz)azbsinn =G

esitliklerini ve (3.26)’y1 alt alta yazip 4, b, a i bﬂz ’1 bilinmeyenlerine gore ¢ozelim:
asiné +bsinn +a,81 cosé +b,B2 cosn =0
aa, sing + Ba2 sin7 + aﬁlal cosé + 19,8.2052 cosn =0

(3.27)
ak cos& +bk, cosn—apk siné&—bp k,sinn=A4

k, sinn = B,

aa, k cos& +ba k,cosn—apa k sing-bp,a,k,

burada
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A= akl2 sin§+bk22 sinn — Bja, asiné — B a,bsinn -
—a(nlz—vz)sinf—b(nlz—vz)sinn+ﬁ
B=aq, k12 sin§+ba2k22 sinn — B,asing — B bsinn —
—aa, (n22 —1/2)sin§—boz2 (nj —Vz)SiII?]-I—G.

(3.27) sisteminin katsayilar matrisinin determinanti

sin& sinn cosé cosny
A a, sing a, sinn a, cosé a, cos7 -a, R +R, >R,
k cos& k,cosn —k, sing —k, sinn ~a, R, +R, >R,
a k cosé a,k,cosn —a ksing -—a,k,sinng

sin& sing cosé cos7y
0 (a2 -, )sim] 0 (a2 -, )cosn
B k cos& k, cosn —k, sing —k, sinn
0 (0:2 -, )k2 cos7 0 —(a2 -a, )k2 sing

seklinde elde edilir. Bu determinant1 1.siituna gore agarsak,

2| 2 .2 2
A=—k;sin" & —kz(az—al) sin n—kz(az—al)

2 2
cos 77}-/(1/’(2 (a2 —al) cos &

_ k sin’ ' 2.2 2 K
=—k sin" &| — 2(052—0(1) (sm 1 +cos 77) +k, 2(052—051)

2
2
cos &

2

2 .2 2
:kkz(az—al) sin §+k1k2(a2—al) cos &

1
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2
A=kk, (0:2 -Q, ) yada A=

bulunur.

sin7 cosé cosn

a, sinng a, cosg a, cosn —-a,R +R, > R,

~a,R,+R, >R,

0
0

“@ |4 k,cosy —k, sing —k, sinn
B

a,k,cosn —a k sing —a,k,sinn

0 sinn cos& cosn
0 0 (al -a, )cos ¢ 0
B A k,cosn —k sin¢ —k, sinn|’
~a,d+B 0 k(a,-a Jsing 0

Yukaridaki determinanti 2.satira gore agarsak,

0 sing cosn

A, :(az -a, )cosf A k,cosn —k,sinn

=k, (ozzA—B)(a2 -q, )cosf yada A, = 2 cos&
1
olur ve buradan
2
ky (@, 4-B)(k; &) .
cos
Aa B, —(a A-B B1
a= = = cosé
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= ;(BIB —BlazA)cosf

2 2
ky (kl —k, )

bulunur.

sin& 0 cos& cosn
a sing 0 o cos¢ a, cosn -a, R +R, >R
A = ' . T M 2
b kcos§ A —kssing —k, sinn ~a, R, +R, >R,
a k cosé B —a ksiné -a,k,sinn
siné 0 cosé cosp
0 0 0 (0:2 -, )cos n
k cos& A —k, sing —k, sinn
0 —a, A+ B 0 —k, (0{2 -a, )sinn

determinanti 2. satira gore acilirsa,

siné& 0 cosé
A[& = (0{2 -, )cosn k cos& A —k sing

0 B-ad 0

=k, (B—oc1 A)(a2 -a, )cosn yada Aé = cosn

olur. Buradan

2 2
k(B-a,4)(k - )

A B cos17 (B—alA)Bl
b:X: 12 3 = 5 C087]
kik, (kz —k ) k, (k2 ki )
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= _—I(BlB - B, A)cos n

2 2
k, (kl —k, )
bulunur.
sin& siny cosn

a, sing a, sin7 a, cosn —-a,R +R, > R,

0
0
ap, k. cos k. cos A —k_sin
L Keose K, cosy 2SI g R 4+R, >R,
B

a k cosé a,k,cosn —a,k, sinn

siné& sin7n 0 cos7
(al -a, )sin & 0 0 0
B k cos& k, cosn A —k, sinn
kl(oz1 —az)cos§ 0 -a,A+B 0

determinanti 2. satira gore acilirsa,

siny 0 cosn
Aaﬂ1 = (az - )sin§ k,cosn A —k, sinny
0 B-a,4 0
—k, (@, 4= B)(k; -]
=—k, (0¢2A—B)(0¢2 -q, )smf yada Aaﬁ[ = 2 siné
1
olur. Buradan
2 2
~k, (@, 4-B)(k; ~K; )sin§
Ay B (a,4-B)B,

ap, = A = R = > sin&

Ky (K =K k(K ;)
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1 ( .
—— " (BB-Ba A)smg
kl(kf—kj) oo

bulunur.

siné sing cosé&
a, sing a, sin7 a, cosg

0

0| -a R +R >R,
bp, k cosg k,cosn —k sing A4

B

~a,R,+R, >R,

a k cos¢ a,k,cosn —a k sing

siné& sin7n cosé& 0

0 (a2 -q, )sinn 0 0

B k cos& k,cosn —k sing A
0 kz(az—al)cosn 0 B-a 4

determinanti 2. satira gore acilirsa,

siné cosé 0

Ab/.g2 = (a2 -a, )sinn k cosé —k sing A
0 0 B-a 4
k(@ 4-B)(k; -k
=k, (051 A—B)(a2 -Q, )smn yada Abﬁz = B sin7n
olur. Buradan
2 2
k(@ 4-B)(k; & )sim;
Ablgz Bl (B_alA)Bl :
bp, = A = S 5 Sin7
kik, (kz —k ) ky (kl kz)




44

= ;(BlB - B, A)sin n

2 2
k, (kl —k, )
bulunur. (3.27) nin ¢oziimii

, 1
a= —(BlB —BlazA)cosf

2 2
kl (kl _kz )

B:_—I(BlB—BlOJ1 A)cosry
k(KX =k
2\ T
R BB-Ba Asi
aﬂl —T( B~ laz )Slnéj
ky (kl _kz)
bB, = 1 BB-Ba Alsi
b=y BB B AJsing
k, (kl _kz)
Koavi-n
seklinde yazilir. (3.24)iin ilk esitliginden B, = ——————, ikinci esitliginden
e
., B, (kz2 +v—n
B, =a, (k2 +v —n2) yazarak Fzz TR— ifadesinden

2
1 kl +Vv —l’l1
2 2 2
(k1 +v _”1)

k2 2 2
(ll 0(2 +Vv I’l2

B =

: 32 bulunur.

2

(1 " -#2)

2 2 2
Q, (k2 +v —nz)

BB-Ba,A=BB+ B A

2
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2 2 .2
n—v—k1

BB-Ba A=BB+ B,4

2 2 2
ozz(k2 +v —n2)

2 2 2

I’l1 Vv — kl * * . v e
—— 5 4=/ veB=g yazlirsa (3.27)’in ¢dziimi
k, +v —n

esitliklerinde
2

(3.28)

seklinde bulunur.

f " ve g* fonksiyonlarindaki ®, ¥, @, ¥ degiskenleri (3.23) ve (3.25) teki

ifadeleriyle alindiginda asagidaki sekilde yazilmaktadir.

S =1 (asin(kg+ B, )+ bsin(k,t+ B,),
aa, sin(kt+ B, )+ ba, sin(k,t+ B, ),
ak, cos(kt + )+ bk, cos (k,t + B, ).
aa, k,cos(k,t+ B, ) + bat, b, os (ki + 3,

(3.29)
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*

g = g* (asin(klt+ﬂl)+bsin(k2t+ﬂ2),
aa sin(kt+ B,)+ba, sin(k,t + B,),
ak, cos(kt + B, )+ bk, cos(k,t + 3, ).

aa, k, cos(klt + 5, ) +ba,k, cos(kzt + ,62))

Kurulan problemin ¢oziimii i¢in a > 0, b > 0 bolgesinin yoriingeler parcalanis yapisina

sahip
a=ukK(a,b), b=puL(a,b) (u=0) (3.30)

denklem sistemini kuralim. (3.28) ve (3.30) denklemlerinde karsilikli gelen sag taraflari

1 B2 * B * _ UK
—=/f +B,g |cos&=uK ve

esitleyerek —
ky (kl _kz) %

_ B« *
—1 2 f +B g |cosn=ulL esitliklerinden
2 2 1
K, (kl —kz) a

2

- ey cosfz—,u(kl —kz)szlK
(24 kl kl
I
ve
j{ f +k—1g cos77:—,u(kl —kZ)L:,ulL
(24 2
2%

#
2 2°

2 1

bulunur. Buradan x = yani
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B, « B «
— f +—g |cos¢ =puK

a k kl

1™

(3.31)
B, « B B
f +k—g cosn = p, L
a2k2 2

denklemleri elde edilir. (3.31) denklemlerinde x = u cos” £cos’ azalim ve f ve
H, ) nmy

g* ’a gore ¢cozelim.

B2 * Bl * 2
— f ——g =u,Kcosgcos i
a k k]
1M
B2 * Bl * 2
f +—g =u,Lcos Scosy
a,k, ky

Yukaridaki sistemde 1. denklemi 1 ,2. denklemi ! ile carpip toplarsak
2% ke,

B la,-a | - Kcosn , Leoosg

5 cosécosn
kk a o k a ko
12 2 2% 1”1

elde edilir ve buradan

* —,Uz

g = —(kloc1 Kcosn+ kzachosé‘)cosé‘cosn
B, (a _0‘2)

bulunur.

Simdi de 1. denklemi 1 (i 2. denklemi % ile ¢arpip toplarsak
2 1
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B |a -« * K L
—2 |1 Z\f = M, | ——C087] +—COSS |COSS Cosn
k, ky

elde edilir ve buradan

x a o
f = &(lecosn +k2Lcos§)cos§cos77

B 2 (al -4, )
bulunur.

f " ve g* in ¢Oziilmiis sekli

. aa
f :'uz#(kl](cosn+k2Lcos§)cos§cos77
B, (al _az)
M (rak koL
g _—( o, Kcosn+k,a, cosf)cosfcosry
Bl(oc1 _0‘2)

olup bu ifadeler (3.28) de yerine yazildiginda

P (lecosn+k2Lcos§)cos§cos77—
kl(kl _kz) o %

a=

)

a —aq,

(klal K cosn+k,a, Lcos §)cos§cos¢7 cosé

= 2'% 5 K cos’ §cos2 n= &Kcosz fcos2 n
k, _k1 H

(3.32)
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2 2
= p,Kcos Scos 7,

elde edilir ki, burada p, = Laar tiir.
H,

-1 M,

b=
2 2
kz(kl _kz) o~

(le cos7 +k,Lcos f)cosfcosry —

H

(kloz1 K cosn+k,a,Lcos é)cosécosn cos7n

a ~a,

M 2 2 MY, 2 2
_kz x Lcos™ £cos" n=—=Lcos &cos 7
2 M Hy

=u,L cos’ g‘cos2 n,

. - a
ap, = ! 5% (lecosn+k2Lcos§)cos§cosn—

2 2
kl(kl _kz) o~

#

(klalKcosn+k2a2Lc0s§)cos§cos77 sin&
a —-a
1 2
s Kcosfsinfcos2 n=-uK cosésinécos2 n,
Hy

. a
bp, = ! A% (lecosn+k2Lcos§)cos§cos77—

2 2
kz(kl _kz) o ~a,

H

(kloz1 K cosn+k,a,Lcos cf)cos.fcosn sin7n

a —aq,
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—,
Hy

Lcos’ geosysing =—u, L cos’ Ecosnsinng

bulunur. Yani

a= ,u31<cos2 .fcos2 n

b=pu,L cos’ cfcos2 n
(3.33)
a,Bl = —,u3Kcos§sin§cos2 n

b,Bz =—i,L cos’ Ecosnsinn

denklem sistemi elde edilir. a, b, §, ve S, nin ( 4, n segimine gére) yavas degistigini
g0z Online alarak
2 2

T ve ra periyotlar1 i¢in (3.33) denklemlerinin sag yanlarini saglayalim.

1 2

Sonugta kisaltilmis
a=puK, b=pulL, B =0, B, =0 (3.34)

denklem sistemi elde edilmektedir. (3.34) denklem sisteminin ¢oOziimleri
,Bl =0, ﬁ’z =0 ve a ile b olmaktadir. @ ve b’ nin degisimleri, (a,b) diizleminin
a>0, b >0 Dbolgesindeki yoriingelere pargalanisi gibi olmaktadir. (3.23) ve (3.25)

bagintilarim1  kullanarak, a ve b degiskenlerini ve cosé&, cosn fonksiyonlarini

@, ¥, @, ¥ ile ifade edelim.



51

asiné +bsinn = O

aq, sing +ba, sinn =¥

ak, cos¢& + bk, cosn = o)

aa, k cosg +ba,k, cosn = ¥

Yukaridaki sistemde 1. denklemi «, ile ¢arpip, 2. denklemi taraf tarafa ve 3. denklemi

de «, ile carpip 4. denklemi taraf tarafa ¢ikaralim.
a(a2 -, )sinf =a,0-Y ve dak, (0{2 -a, )cos§ = azd) — ¥ elde edilir. Son iki

esitligin kareleri alinip taraf tarafa toplayip diizenlersek,

o] (o) |

1 2

2
2
kl (al _az)

a =

bulunur.

Yukaridaki sistemde 1. denklemi ¢, ile ¢arpip, 2. denklemi taraf tarafa ve 3. denklemi

de ¢, ile carpip 4. denklemi taraf tarafa ¢ikaralim.

b(cx1 —az)sinn:ald)—‘l’ ve bk, (0{1 —az)cosn=ald)—‘i’ elde edilir. Son iki

esitligin kareleri alinip taraf tarafa toplayip diizenlersek,
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kz(ald)—‘{’) +(a1(D—‘I’)
b=

5 2
kz (al —052)

bulunur. Yukaridaki sistemden elde edilen

@b

ak, (az -Q, )cos§ = azd) — ¥ denkleminden cosé=—2———a  ve
kl (a2 — G )
o | @ -9
bk, (al -a, )cosn =a, ® - denkleminden cosnp=—7——=b
k, (al % )

olur. @ ve b yerine degerleri yazilirsa sirasiyla

2 2
o & kz(azd)—‘P) +(a d)—\P)

cos& = —2 : 22
2
kl (a2 _al) kl (al —0(2)
ve
5 2 . N2 7%
a b |k (0, @=¥) +(q,d-¥)
cosn = 5
2
kz(al —0(2) k, (al —0(2)

seklinde yazilir. (3.32) de @, ¥, @, ¥ degiskenlerine gegilirse,
F =pH, (cD, ¥, O, ‘P) G =u,H, (qa, ¥, O, lP)

bulunur. (3.11)’deki esitliklerin sag taraflarini sirasiyla Fp ve Gp > ye esitlersek
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kontrol eden momentleri bulunur. Burada u, negatif olmayan ¢arpan, (3.11) denklem

sisteminin sag tarafinin kiigiik alinmasi durumunda secilmektedir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alismada ikinci mertebeden iki kuazilineer denklemden olusan dinamik sistem ele
alimmustir. Bu sistem ¢ok ¢esitli mekanik titresimli hareketleri yansitmakta olup, tez
calismasinda ozellikle iki sarkactan olusan bir salinim mekanizmasi incelenmistir.
Sarkaglarin  baglandiklar1 yerde veya aralarindaki yayda viskozite oOzelligi
bulunmaktadir. Once (3.12) lineer denklem sistemi ¢oziilmiis ve viskozite katsayisinin
coziimlerin karakterine etkisi incelenmistir. Katsayilara, baslangic degerlerine ve
viskozite katsayisina bagli olarak sistemin kararliligi, asimptotik kararliligt ve
kararsizlig1 arastirilmis, viskozite katsayisinin kritik degerleri bulunmustur. Her bir
durum Maple 10 programinda ¢6ziilmiis, gereken diizlemsel ve uzaysal egriler

(yoriingeler) ¢izilerek incelenmistir.

Yukaridaki paragrafta yapilan incelemeler lineer olmayan sistem i¢in de yapilmistir.
Sag taraf fonksiyonlar1 kii¢iik parametreye orantili olmakta ve bilinmeyen fonksiyonlara
karmasik sekilde bagli olmaktadirlar. Sistemin sag yanlari, lineer sistemin ¢oziimlerine
uyumlu secilerek bu sistemin ¢Ozlimlerinin karakteri bilgisayar yardimiyla
incelenmistir. Bu sirada ¢ozlimlerin Lyapunov anlaminda kararli (Sekil 4.1, Sekil 4.2,
Sekil 4.3, Sekil 4.4, Sekil 4.6, Sekil 4.7, Sekil 4.8, Sekil 4.9, Sekil 4.10, Sekil 4.11),
asimptotik kararh (Sekil 4.1, Sekil 4.2, Sekil 4.3, Sekil 4.8, Sekil 4.9, Sekil 4.10, Sekil
4.11) ve kararsizligina (Sekil 4.5) oOnem verilmistir. Kritik parametrenin bazi
degerlerinde sarkaglar sisteminin hareketinin karakterinin degistigi gozlenmistir. Bu
olaylara literatiirde bulunan higbir yayinda rastlanmamaktadir ve bu bulgularin
kararlilik problemlerinde 6nemli bir rolii vardir. Parametrelerimizi farkli sekilde
degistirmekle, 6zel durumlarda literatlirde bulunan ¢oziimler elde edilmektedir. Kararl
coziimlerin zamana bagliliklarinin incelenmesi sirasinda #’nin belli bir degerine kadar
saat yoniinde devam eden hareketin, bu degerden sonra saat yoniiniin aksine gectigi
gozlenmistir (Sekil 4.4, Sekil 4.6, Sekil 4.7). £’nin bu degerini belli bir anlamda kritik

deger olarak isimlendirebiliriz. Bu deger sistemin diger parametrelerine (katsayilar,
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viskozite katsayisi, sag yanlar) de baghdir. Bu baghlik tez ¢alismasinda gesitli grafikler
tizerinde incelenmistir. Bu c¢alismada Lyapunov fonksiyonu bulunmamis ancak bu

yonde incelemeler bilgisayar yardimiyla yapilmistir.

4.1 GENLIKLERIN PROGRAM DEGIiSIMLERINiN DENKLEMLERININ
KURULMASI

Tezde genliklerin zayif degisken sistemler (vizkosite olay1 disinda) de ele alinmistir. Bu
yondeki calismalar1 6zetlemek i¢in asagidakileri dikkate alalim. (3.3) denklemleri ile

tanimlanan 6zel yoriingeler alanini insa etmek i¢in A ’y1(3.4)’ den

acik sekilde ¢ekelim, Q fonksiyonundan kismi tiirevlerini hesaplayalim:

ww, ab . .
Q= 12 5 5 ifadesinden
W3 +W1W2 ((1—64) +(b—64) +ab

o0 b|(a-64) +(b-64)" ~2a(a-66)|

oa 2 ’

[(a=64)" +(b-64) +ab]|

oo a|(a—64) +(b-64) ~2b(b-64)]
2

[(a=6.4)" +(b-64) + abT

bulunur.
n, =b|(a-64) +(b-64)" ~2a(a-64) |,

n, =a| (a=6.4)" +(b-64) ~2b(b-6.4) ]
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olmak tuzere

nz{na;nb}, ‘r:{nb;—na} 4.1)
yazalim.

Verilen yapida (Sekil 4.8) a >0, b >0 bolgesinin yoriingelere ayriligin1 tanimlayan
(3.11) denklem sisteminin sag yanlarindan olusan P= {A,B} vektorii ile yukaridaki

vektorlerin skaler c¢arpim fonksiyonlarmi kurallm. Bu carpimlar a >0, b>0
bolgesinin yoriingelere parcalanisini belirlemektedir. Ozel halde bu dzellige sahip olan
asagidaki fonksiyonlar1 yazalim:

Fy=P-n=gwww,w,

(4.2)
F,=P-1=¢w,,

burada w, =0 m kararh limit devresine karsilik gelmesi i¢in & >0 alyoruz. &, >0

ise hareketi ifade eden noktaw, =0 noktas: civarinda saatin aksi yoniindeki harekete

karsihik gelmektedir. (4.2)’deki £, ve F, fonksiyonlarina verilen sistemin asagidaki sag
yanlar1 uygun gelmektedir:
A=Ewpww,wb| (a=64) +(b-64) ~2a(a-6.4) |+
+&wa| (a=6.4)" +(b-64) ~2b(b-64) |
(4.3)
B =&wywwyw.a| (a-64) +(b—64)" ~2b(b-6.4) |+

+&wb| (a=64)" +(b-64) ~2a(a-64)|
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(4.2) deki F, ve F, fonksiyonlarinin ve (4.3) teki 4 ve B ’nin kurulmasimin dogrulugu

Maple 10 bilgisayar programinin matematik paketi yardimiyla ¢izilen sekil 4.8 ile

onaylanmaktadir.

C' siifindan, yoriingelere pargalanisin daha karmasik yapida oldugu (3.8) seklindeki

denklem sistemlerinin sentezi i¢in bir metod gelistirilmistir [25].

P+v.p—0,074 +8,98.0 =8,909.(p—sing) + e (Acost+ Bsint)
(4.4)
W +viy —0,061.0+8,97y =8,909.(y —siny ) + ¢ " (Ccost+ Dsint)

sistemi i¢in ¢Ozlimlerin kararliligini, asimptotik kararliligimi ve kararsizligini,

parametrelerin farkli degerleri i¢in Maple 10 programi yardimiyla cesitli iki ve ii¢

boyutlu yériingeler ile gosterelim (Grafik ¢izimlerinde ¢(¢) ve () yerine sirasiyla

x(t) vey(¢) almmustir).

10269
0.0

10269

-0.05

(a) (b)

Sekil4.1: v=1.1, 4=0.3, B=0.7, C=0.8, D=-1, ¢p(0)=y (0)=¢(0)=y (0)=0, 0<r<25

(a) iki boyutlu, (b) ti¢ boyutlu
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0.5

0.25]

0.04

(a) (b)

Sekil4.2: v=08, A4=3, B=11, C=6, D=6, p(0)=y (0)=¢(0)=y(0)=0, 0<r<25

(a) iki boyutlu, (b) ti¢c boyutlu

059
n.04
4 06 08 10 12 y(t)
| T T T ¥
05
E ] 1.0
i 5 10 05
. 15 0.0
] t 20 HIt)
(a) (b)

Sekil4.3: v=0.9, A=3, B=14, C=8, D=6, p(0)=y (0)=¢(0)=y(0)=0, 0<7<20

(a) iki boyutlu, (b) ii¢ boyutlu
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(2 (h)
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(@) )

Sekil4.4: v=04, 4=03, B=1, C=0.8, D=-1, p(0)=y (0)=¢(0)=y(0)=0
(a) 0<t<10 (b) 0<£<20 (c) 0<¢<30 (d) 0<£<50 (e) 0<r<80

() 0<¢<85 (g) 0<t<90 (h) 0<r<120 (i) 0<r<150

(G) 0<¢<800, ii¢ boyutlu grafik

(a) (b)

Sekil 4.5: v=0.1, 4=0.3, B=1, C=0.8, D=—1, ¢(0)=y(0)=¢(0)=y(0)=
(a) 0<r<10 (b) 0<r<20
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(b)

(a)

(d)
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(e) ®

Sekik 4.6: v=0.2, 4=0.3, B=0.7, C=0.8, D=-1, ¢(0)=yw(0)=¢(0)=y(0)=0
(a) 0<¢<10 (b) 0<¢<25 (c) 0<¢<30 (d) 0<r<45 (e) 05¢<120
(f) 0<£<300 ¢ boyutlu grafik

(a) (b)
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.. ,///@.),./, "'l“\
\& 00

RN

“ (d)

(®) 0
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(2 (h)

Sekik 4.7: v=0.25, A=0.3, B=0.1, C=0.2, D=-2, (p(0)=y/(0)=¢(0)=1/)(0)=0
(a) 0<t<10 (b) 0<£<20 (c) t=0<t<40 (d) 0<¢r<46 (e) 0<r<120
(f) 0<7£<120 ¢ boyutlu grafik (g) 0<r<1220 (h) 0<7<1220 {i¢ boyutlu grafik

0<t<20 ve parametrelerin v=09, 4=3, B=4, C=10, D=-6 degerleri i¢cin (4.4)

sisteminin farkli baslangic degerlerindeki ¢6ziim grafikleri Sekil 4.8, Sekil 4.9, Sekil
4.10 ve Sekil 4.11°de verilmektedir.

3 4 ] B 7 8
x(t)

(a) (b)

Sekil 4.8: p(0)=3, w(0)=3.15, ¢(0)=y (0)=0: (a) iki boyutlu (b)ii¢ boyutlu
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=]

~1

m

yit)

wm

.

w

3 4 5 & 7 &
x(t)

(a) (b)

Sekil 4.9: 9(0)=3, w(0)=3.15, ¢(0)=2, y(0)=0: (a) iki boyutlu (b) ii¢ boyutlu

2]

=]

~

yit) B

m

.

w

3 4 ] & 7 G|
x(t)

(a) (b)

Sekil 4.10: (0)=3, y(0)=3.15, ¢(0)=0, ¥ (0)=2: (a) iki boyutlu (b) ii¢ boyutlu
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3 4 5 3 7 8
xt)

(a) (b)

Sekil 4.11: ¢(0)=3, y(0)=3.15, ¢(0)=y(0)=2: (a) iki boyutlu (b) ii¢ boyutlu

Sekil 4.5 teki kararsizlik durumu tam olarak Lyapunov kararsizligina uymamaktadir.
Baglangigtan ¢ikan yoriingeler bir elips spirali seklinde hareket ederek belli bir
zamandan sonra biiyiik ekseni donen baska elipsler ile devam etmekte ve bazen denge
konumundan da gegmektedir. Sekil 4.9 daki baslangi¢ deger bolgenin sinirina yakin bir
yerde verildigi i¢in ydriinge (i¢c kuvvetlerin etkisiyle) hemen donmiis ve hareket eliptik

spiraller ile devam ederek denge konumuna gelmistir.

Bu tezdeki bulgular ve sonuglar v, ve v, parametrelerinin birbirinden farkli degerleri

icin gelistirilebilir.
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