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1. GIRiS

Pascal t¢geni binom acilimindaki katsayilari bulmaya yarar. Pascal iggeni olasiliklar
kuramiyla birlikte, matematik, istatistik, bazi fizik uygulamalarinda ve biyolojideki
uygulamalarda kullanilir. Pascal tggeni, Pascal matrislerini olusturmaktadir, ¢unku Pascal
matrislerinin elemanlar: Pascal say1 tiggeninden meydana gelmektedir.

Z. Zhang, M. Liu (1998), simetrik ve alt ticgen Pascal matrislerini genellestirmigler ve
bazi 6zelliklerini incelemislerdir.

Z. Zhang, T. Wang (1998), genellestirilmis Pascal matrisleri tizerindeki arastirmalara
devam ederek, bu matrisler hakkinda bazi yeni 6zdeslikler elde etmelerinin yani sira yeni bir
genellestirilmis Pascal matrisi tanimlamiglardir. Genellestirilmis Pascal matrislerinin rekirans
dizileri ile arasindaki iligkilerini incelemisler ve bu matrislerin 6zdegerleri (zerinde
arastirmalarda bulunmuslardir.

P.Maltais, T.A Gulliver (1998), Stirling sayilari ile Pascal matrisleri arasindaki
iligkileri ifade etmislerdir.

A. Edelman, G. Strang (2003), Pascal matrislerinin birbirleriyle iliskilerini ortaya
koymuslardir. Ayni1 zamanda Pascal matrislerinin kuvvetleri, tersleri, logaritmalari ve
Ozdegerlerini incelemislerdir.

J.M. Zobitz (2003), yaptigi arastirmada bazi homojen olmayan diferansiyel
denklemlerin Pascal matrisleri yardimiyla ¢oziilebilecegini ortaya koymustur.

Z.Tang, R. Duraiswami (2004), Pascal matrislerinin literatiirde 6nemli yer tutan bazi
Ozel matrislerle olan iligkilerini incelemislerdir.

R.Bacher, R. Chapman (2004), simetrik Pascal matrislerinin elemanlarinin p
moduline gore denk olan sayilari ile yeni matrisler olusturmuslar ve bu matrislerin
Ozdegerleri tizerinde arastirmalar yapmislardir.

S. Cam (2005), Striling sayilar1 ile ilgili bazi 6zellikleri incelemistir.

Bu calismada; ilk olarak, Pascal ticgeni, Pascal matrisleri (Tang 2004,1) ve Stirling
sayilart (Cam 2005) tanitilmistir. Pascal matrislerinin 6zellikleri Gzerinde durulmus ve Stirling
sayilar1 ile arasindaki iliskiler incelenmistir. Bazi homojen olmayan diferansiyel
denklemlerin, Pascal matrisleri yardimiyla ¢c6ziimi yapilmis (Zobitz 2003) ve genellestirilmis

Pascal matrisleri (Zhang 1998) tanitilarak bazi 6zellikleri agiklanmistir.



2. PASCAL MATRISLERI

2.1. Pascal Uggeni

(a+b) teriminin kuvvetlerinin agilima,

(a+D)° 1

(a+b)’ a+h
(a+b)? a’ +2ab +b?
(a+b)’ a® +3a’h+3ab® +b°

(a+b)* a' +4a’b + 6a’b® + 4ab’® +b*

seklindedir. Ancak acilimi biyilk kuvvetler icin yapmak oldukca zordur. Simdi (a+b)’
teriminin a¢ilimimi bulmaya ¢alisalim. (a+b)’ agiliminda,

a’,a’b,a’h? a'b® a’*,a’n’,ab® b’
monomlar1 olacaktir. Dikkat edilirse acihim,i+ j=7esitligini saglayacak i ve | dogal
sayilar icin,
a'b!
biciminde monomlardan olusmaktadir. Ancak ac¢ilimin tamamlanabilmesi bu monomlarin

katsayilarin1 hesaplamak gerekir. Yukaridaki a¢ilimlarda buldugumuz katsayilari Tablo 1°de
gosterelim.

e
A WN R
w K

=

(Pascal ticgeni)
Tablo 1
Tablo 1’ i dikkatlice incelersek, olusan say1 tiggeninde, tiggenin her sayisi bir Gstteki
ve onun hemen solundaki sayilarin toplami olmaktadir. Olusan bu say:1 ug¢genine “Pascal

ucgeni” ad1 verilmektedir. (a+b)’ ifadesinin agilimi icin Pascal Gi¢geni olustulursa 8. satir bu

acilimdan gelen monomlarin katsayilarmi verecektir. Dolayisiyla (x+y)" ifadesinin
acilimindan gelen monomlarin katsayilarmi bu tiggende gérmek oldukca kolaydir.

Ornek 2.1.1. (a+b)’ ifadesinin acilimini Pascal tiggenini kullanarak bulmaya calisalim.

(a+b)" al+7a°h+21a°h? +35a%b° +35a°h" +21a’h® + 7ab® + b’



Ancak bu Ucgeni her seferinde yazmak ya da acgilimin buytk kuvvetleri icin
olusturmak oldukca zordur. Bu yiizden bu Gg¢genin olusturulmasindaki temel mantigi bulmak
gerekir.

(a+b)" teriminin acilimindan kag tane a'b’ monomu geldigini hesaplayalim. (a+b)"

acilimi yapilirken (a+b) ifadesi kendisi ile n kere carpilir. Yani,
(a+b)" (a+b)(a+b)...(a+h).

Simdi yukaridaki ifadeleri birbiri ile carpalim. Carpma isleminde yaptigimiz seya ve
b ’ler den birini segmek ve digerleri ile bu ifadeleri garpmak olacaktir. Simdi her parantezden
a’ i secer, bu ifadeleri birbiriyle ¢carparsak a" monomunu bulmus oluruz. Biri disinda her
parantezden a’ yi segersek, a’ y1 n—1 kez ve b’yi bir kez se¢cmis oluruz. Bu secimleri
carparak a"'b monomunu elde ederiz. ikisi disinda her parantezden a’ yi1 secersek a" b’
monomunu elde ederiz. Eger a’ y1 “i” kez segersek, b’yi de “n—i” kez se¢cmis oluruz.
Demek ki (a+b)" aciliminda kag tane a'b’ monomu belirdigini hesaplamak icin, n parantez
arasindan kag degisik bicimde i ’i secebilecegimizi hesaplamamiz gerekiyor. Bu durumda,

4
i
Ornek 2.1.2. (a+b)® ifadesinin agilimmi yapmiz.

(a+b) @%as +Gj a'b +[2j a’b’ +[2J a’b’® +GJ ab’ +[2J b°

(a+b)’ aZ+5a'b+10a’h? +10a%h’ + 5ab* +1b°

tane secim yapmamiz gerekir.

Simdi yukarida buldugumuz ifadeyi genellestirmeye ¢alisalim. Bu durumda,

n -
(a+b)x a”{ n ja”1b+[ " Ja“b2+...+[ _Ja”'b'+...+b”
n-1 n-2 n—i

(a+h)’ :i(n:jaf“b‘

i=0

esitligini elde ederiz. Boylece (x+y)" acilimindan gelen monomlarin katsayilarmi ve
acilimin genel formaliund bulmus oluruz.



2.2. Pascal Matrisleri

Pascal tiggeninden elde edilen sayilar bir matrisin elemanlar: biciminde yazilirsa yeni
bir matris formu elde edilmis olur. Bu yeni matris formuna Pascal matrisi adi verilir. Bu

matris formunun ¢ farkl bigimi bulunmaktadir (Tang 2004).
ij

i+
Tamm 2.2.1. S, =(Sj)pn + Sj :( _JJ(i,j: 0,4,2,...,n-1) olsun. Bu S, matrisine simetrik
i

Pascal matrisi denir (Tang 2004,1). Bu matrisin genel formu:

1 1 1 1 - C]
1 2 C!

s _ 1 3 10 -~ CZ,

" 1 4 10 20 .- C’,
_Cr?—l Crll an+1 Cr?+2 Cznr;lz_nxn

Ornek 2.2.1.Yukarda tanimlanan S, simetrik Pascal matrisi n= 4 igin,

111 1
12 3 4

S, =
13 6 10
14 10 20

seklinde olur.

J .
1z
Tamm 2.2.2. u; = [Ij = (i,j 012,..,n-1)olmak izere,
0 ,i>]
U

. (uij)nxn matrisine Ust ti¢cgen Pascal matrisi denir (Tang 2004,1). Bu matrisin genel formu:

1111 - C°%
0123 - C.
u /0013 - cl
10001 - C,
0000 crl




Ornek 2.2.2. Yukarida tammlanan U (st Gi¢gen Pascal matrisi n=4 igin,

1111
0123
u,=
0 013
0 001
seklinde olur.
i C
I B )
Tamm 2.2.3. |, = (J =" (i,j 0,2,..,n-1)olmak Uzere,

0 ,j>i
L, = (I;) ., matrisine alt ticgen Pascal matrisi denir (Tang 2004,1). Bu matrisin genel formu:

n

N I S S
W N PO
- w Lk O o
== =)
-0 O o o

0 1 2 3 n-1
_Cn—l Cn—l Cn—l Cn—l Cn—l

nxn

Ornek 2.2.3. Yukarida tammlanan L, alt Giggen Pascal matrisi n=4 igin,

1000
1100
L, =
1210
1331

seklinde olur.
2.3. Stirling Sayilan

Stirling sayilar1 ilk defa James Stirling tarafindan tanimlanmigtir [10]. Stirling sayilart
ile ilgili literaturde bircok kaynak bulunmaktadir [4,9].Bu calismalardan biri Cam (2005)
tarafindan yapilmastir.

Tanim 2.3.1. n,k >0 olmak Uzere,

Pn(x)=x(x+1)...(x+n—1):Zn:s(n,k)xk
k=0
polinomunda, x*larin katsayilarina birinci Stirling sayilar1 denir ve s(n,k) biciminde

gosterilir (Cam 2005).



Genel anlamda, birinci Stirling sayilarini bulabilmek icin asagidaki probleme ¢6zim
aramak gerekir. Bu problemin ¢6zimi bize sonsuz sayida birinci Stirling sayilarmi verecektir.

Problem 2.3.1. n kisiyi k tane yuvarlak masaya, her masada en az bir kisi olmak kosulu ile
kac degisik bicimde yerlestirebiliriz? (Cam 2005)

6zim.
gzel durumlar: 0 Kisinin oldugunu distnelim, bu durumda hi¢ kimseyi higbir yere
oturtturmayiz. Boylece bir farkli sekilde Kisileri yerlestirmis oluruz, s(O, 0) =1.Simdi birden
fazla kisinin oldugunu ve hi¢ masanin olmadigint distinelim, bu durumda hi¢ kimse bir yere
oturamaz ki, s(n,0)=0olur. Eger n Kisi ve bir tek masa varsa o zaman kisileri (n—1)!

seklinde yerlestirebiliriz. Bu durumda s(n,1)=(n-1)! olacaktir. Sayet kisi sayis1 masa

sayisina esit olursa bu durumda herkes bir masaya oturacaktir ve s(n, n) =1 olacaktir. Masa

sayisinin Kisi sayisindan bir eksik oldugunu distnelim. Bu durumda kisi sayis1 n ise masa
sayist n—1 olacaktir. Bir masaya iki Kisi digerlerine birer kisi oturacag: aciktir. Onemli olan
n Kisi arasinda 2 Kisi belirleyebilmektir. Clnkl 2 kisi belirlenir ise geriye kalanlarin her

n(n-1)
2

Genel durum: Genel durumu incelemek igin,”’n Kisi birbirinden farks:z n masaya kag
degisik sekilde oturabilir?”’sorusuna iki ayri yamt bulup bu yanitlart eslestirmek
gerekecektir.(Ana problemin aksine bazi masalar bos kalabilir)

Birinci cevap: n kisi 1 masaya s(n,1), 2 masaya s(n,2)ve genel olarak 1<k <n

birinin bir masaya oturacag: agiktir. Bu durumda s(n,2) = olacaktir.

kisi k tane masaya s(n,k) farkli sekilde oturabilir. Oyleyse, doldurduklar: masa sayismi g6z
oniinde tutarak, n kisin masaya ZS(n,k)degisik bicimde yerlesecektir.
k=1

ikinci cevap: Masalar birbirinden aywrt edilmediklerinden, birinci Kisinin tek bir
hamlesi vardir, herhangi bir masaya oturmak. Ikinci kisi ya bos masalardan birine oturacak
(Masalarin arasinda ayrim yapilmadigindan hangi masaya oturacagi 6nemli degildir.) ya da
birincinin oturdugu masaya yerlesecektir. Demek ki ikinci Kisinin iki degisik hamlesi
mevcuttur. Uglincuiniin 3 ve dérdinctniin 4 tane hamlesi mevcuttur. Genel olarak k.’nin k
tane hamlesi vardir. Demek ki n Kisin tane masaya n! bicimde oturabilir.

Yukarda buldugumuz iki yaniti esleyelim. Bu urumda,

> s(n,k)=n!
k=1
sonucunu elde ederiz.
n =9 ig¢in birinci Stirling sayilarii Tablo 2’de gdsterelim.

s(0,k) 1

s(Lk) o 1

s(2k) o 1 1

s(3k) o 2 3 1

s(4k) 0o 6 11 6 1

s(5k) o 24 50 35 10 1

s(6,k) 0 120 274 225 85 15 1
s(7.,k) o 720 1764 1624 735 475 21 1



s(8k) 0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1
s(9,k) 0 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1
(Birinci Stirling sayilar)
Tablo 2

Ornek 2.3.1. 4 kisi 2 yuvarlak masaya kag farkh sekilde oturabilir?

Coziim. Simdi bu durumu s(4,2)biciminde gosterelim ve s(4,2)degerini hesaplamaya
calisalim. Bu durumda Kisiler,

(1),(2,3,4) (3),(1,2,4) (1,2),(3,4)
(1),(2,4,3) (3),(1,4,2) (1,3),(2,4)
(2),(1,3,4) 4),(1,2,3) (1,4),(2,3)
(2),(1,4,3) 4),(1,3,2)

seklinde masalara oturacaklardir. s(4,2)=11 olarak bulunur.

Teorem 2.3.1. n>k >1 olmak Uzere,
s(n,k)=s(n-Lk-1)+(n-1)s(n-1,k) (Gam 2005).

Tanim 2.3.2. n,k >0 olmak Uzere,

0y (X)=X(x=1)...(x—n+1)
polinomu icin,

X" =§S(n,k) q (X)

ifadesindeki S (n, k) katsayilarina ikinci Stirling sayilari denir (Cam 2005).

Genel anlamda, ikinci Stirling sayilarini bulabilmek icin asagidaki probleme ¢oziim
aramak gerekir. Bu problemin ¢6zimi bize sonsuz sayida ikinci Stirling sayilarini verecektir.

Problem 2.3.2. n kisi her grupta en az bir kisi olacak sekilde k gruba ayrilmak isteniyor.
Buna gore kag¢ grup olusturulabilir? (Cam 2005)

COozum. COziml yapmak icin, n Kkisinin bulundugu bir kimenin k tane alt kiimeye
ayrrmamiz gerekmektedir.
Ozel durumlar: Eger hic kimse yoksa bu Kisileri tek bir bicimde sifir gruba

ayrrabiliriz, $(0,0)=1. n>0 ise, S(n,0)=0. Eger k=1 ise, tek bir parcalanis vardir ve
herkes bir grupta toplanabilir , S(n,l)zl. Ancak k =n ise, tek bir parcalanis vardir ve her
grup bir kisiden tesekkil eder, S(n,n)=1. Eger k > n ise, biitiinii parcalayan kiimelerden en

az biri bos kime olmak zorundadir, bu durumdaS(n,k)=0. Simdi de S(n,n-1)i

hesaplamaya calisalim. n—1 kiimeden birinde iki eleman digerler kiimelerde ise bir eleman
olmalidir. Bu durumda hangi iki elamanin ayni kiimede oldugunu bulmak gerekir. Buna gore,

n An-1 S
S(n,n—l) (:Zj Q(nT) Son olarak S(n,2) hesaplamaya calisalim. Eger birinci grubu



olusturabilir isek diger grubu da olusturmus oluruz. Kimelerden biri A ise diger kiimede
A’nin timleyeni olacaktir. Bu kiimeye de A" diyelim. Ancak A kiimesi ne biitiin elemanlar:
icine alan bir kiime ne de bos bir kiime olamaz. n elemanl bir kiimenin 2" tane alt kiimesi
vardr. Bu durumda biz 2"-2 tane segim yapabiliriz. Ancak (A A")ve (A, A)ayn
parcalanis olacagindan bu durumda secimin vyarist yapilabilecektir. Sonug¢ olarak,
S(n,2)= 2" 1.

Genel durum: ikinci Stirling sayilar: icin timevarimsal bir iliski bulabilirsek, kiiciik
sayilardan baslayarak bittin sayilar1 hesaplayabiliriz.

Teorem 2.3.2.n>k >1 igin,
S (n, k) = S(n—l, k—1)+k.S (n—l,k)
esitligi mevcuttur(Cam 2005).
n =9 icin ikinci Stirling sayilarini tablo 3’te gdsterelim.

S(0,k) 1

S(Lk) o 1

S(2k) 0 1 1

S(3k) 0o 1 3 1

S(4k) o 1 7 6 1

S(5k) 0 1 15 25 10 1

S(6k) 0 1 31 9 6 15 1

S(7k) 0o 1 63 301 35 140 21 1
S(8k) 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1
S(9.k) 0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

(ikinci Stirling sayilan)
Tablo 3

Ornek 2.3.2. 4 kisiyi her grupta en az bir kisi olacak sekilde 2 gruba nasil ayirabiliriz?
C6zim. Bu durumda S (4, 2) ’yi hesaplamamiz gerekmektedir. Olusturacagimiz gruplari

asagidaki tabloda belirtelim.
(12.3},{4)

1.(2.3.4)
(12).(3.4) (12,443
{1.3}.{2,4} {1,3,4},{2}
(14,023

Buna gore, S(4,2)=7 "dir.

2.4. Stirling Sayilar ve Pascal Matrisleri

Bir sayinin kuptinin a¢iliminin genel formuld,

(el

seklindedir.



S, =L +2°+..+n*=> k°

k=1

k k-1) (k-1
= +
I I -1
Pascal 6zdesliginden faydalanalim. Bu durumda,

ss=;{(ij+6-(2%6(k}}
=g{[kf MK“ e

ifadesini hesaplamak icin,

n+1 { n+1j
S, = (2.4.1)

Dolayisiyla,
P+22+..+n= (1+2+...+n)2.

1
N :[@—q seklinde bir N secelim ve (2.4.1) denklemini yeniden dizenleyelim. Bu

durumda,
N
S;=N.(N+1)+N+1 > Ri+1)
i=0
olur. Buldugumuz bu sonucu  n'nin k.  kuvvetlerinin  hesaplanmas: igin

kuIIanath Z| ifadesini binom 06zdesliklerinden faydalanarak genellestirmeye
i=0

calisalim.

:k ‘I‘ (a—l)'+lkzo[ij(a—2)'+ +T:[J1'+1
-5 B -
-5, (a-1)+1

Yukaridaki ifadede a=n+1seklinde secelim ve denklemi yeniden dizenleyelim. Bu
durumda,

ki( j = (n+1)" -1 (Maltais 1998).



10
Yukaridaki ifade,

PS=Pn (2.4.2)

seklinde bir sistem olarak yazilabilir. Soyle ki k=5 icin, bu sistemdeki matrisler

100 00 10 0 00
120 00 21 0 00
Ps=|1 33 00|, PR=33 1 00
146 40 46 4 10
1510 5 5 510 10 5 1
ve

_So(n)_ n |

S,(n) n’

S;=|S,(n)|, n, =|n

S, (n) n*

1S.(n)] L]

seklindedir. Buradaki P matrisi, alt tcgen Pascal matrisinin ilk satir ve situnu silinmig
seklidir.

Tamm 2.4.1. IS matrisi,

0 A<
bigiminde tanimlanir (Maltais 1998).

Q matrisi, P matrisinin tersi olmak lzere,
PS=Pn
QPS=QPn

PS=n. (2.4.3)
Bu son esitlikteki P matrisini tanimlayalim.

Tanmm 2.4.2. P matrisi, P =Q IS seklinde olusur,

Pi = (_l)ij(i—;+lj 1z]

0 <]
seklinde tanimlanir (Maltais 1998).
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(2.4.3) denklemini matris formatinda yazalim,

1 0 0 0 o JSM| m7
12 0 0 0 S, (n)| |n2
1 33 0 0 -||s,(n)] |n?
-1 4 -6 4 0 Sg(n) a n*
1 510 105 |g | |n
L P
Bu matris denklemine gore,
Sy(n)=n
2
=S, (n)+2S,(n)=n’ S, (n) = n 2”‘
S,(n)—3S,(n)+3S,(n)=n’ Sz(n)=n'(n+l)6'(2n+l)
4 3, 2 2
-8, (n)+4S, (n)—6S, (n)+48, (n) =n’ 5,(n) = 2T ={n(n2+1)}

esitlikleri elde edilir. P matrisinden faydalanarak birinci ve ikinci Stirling sayilar: ile binom
katsayilar1 arasinda bir iliski elde edilebilir. N, matrisinin elemanlar: birinci Stirling

sayilarindan (s, (i, J)) ve N, matrisinin elemanlar: da ikinci Stirling sayilarindan(s, (i, J))
olussun. Stirling sayilar: arasinda,

s,(i,i)=1vesHi,0) 0 (i>0),

s,(i,j)=0 (j<Oveyaj>i),

s(i+LH s (i, j-1)-is(i j),

s,(i,i)=1vesz(i,0) 0 (i>0),

s,(i,J)=0 (j<Oveyaj>i),

s,(i+Lp s (i,j-1)+js(i,])
Ozdeslikleri mevcuttur. O zamani, j <5 igin,

1 0 0 00 10 0 0 0
-1 0 0 11 0 0 0
N,=| 2 -3 0 O,N,=[1 3 1 0 0
6 11 6 1 0 17 6 1 0
124 50 35 -10 1| 115 25 10 1
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olup, N, ve N, matrisleri arasinda,

bagintist vardir.

Ayrica A matrisi, P matrisinin 0zdegerlerinden olusan kdsegen bir matris olsun. Bu
durumda,

PN, = N,A (2.4.9)
ve

P =N,AN, (2.4.5)
denklemleri mevcuttur. Esitligin her iki yanindaki matrisler igin i.satir ve j.sutun elemanlari
esitlenirse,

stz(i,j)—[;jsz(i—l,j)+[;jsz(i—2,j)—...+(—1)ij[ iJsz(j,j):jsz(i,j) (2.4.6)

-+
(Maltais 1998).
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3. GENELLESTIRILMIS PASCAL MATRISLERI

3.1. Genellestirilmis Alt Uggen Pascal Matrisleri

Tamm 3.1.1. x ve y sifirdan farkli reel degiskenler olmak Uzere; cD(x, y) genellestirilmis alt
ucgen Pascal matrisleri,

i—j \,i+] i P> i
D(x, i, j)= oy (j 1= i,j=0,12,..,n
0 A<

bigiminde tanimlanir. Tammdan faydalanarak @ (x,1)=P,(x) ve @, (1,y)=Q,(y) seklinde
P,(x) ve Q,(y) matrisleri yazilabilir (Zhang 1998).

Teorem 3.1.1. X, X%,,Y,,Y, € R olmak lzere,

D, (%, Y1) P, (%, %) ®n(yﬁ+ xz.yl,yl.yzj (Zhang 1998).

2

Ispat: @, (x,,Y,)-@, (X, ¥,)=(C, (X Y1: X, ¥,;i, j))olsun. Buradan

H C i—- i+ I —-j +] k
Co (X Yok Yail J) =2y k'(kj'xg LY, J'[ j
k=0 J

>

Kural 3.1.1. P,[x].P,[y]=P,[x+Yy] (Zhang 1998).

Teorem 3.1.2 . %, y; € R olmak Uzere,
k k k 1 k
Hq)n[xivfi‘i] (DKXHZXiyl(Yz---yil)z yiny_’Hyi:l
i=1 = = i=2 i2Yj i1
(Zhang 1998).



Ornek 3.1.1.

D%, ¥, ] Dy [ %, ¥, |05 [ X5, Vs ]

1 0 0 0 \(1 0 0 0 \(1 0 0
_ XY yf 0 0 %Y, Y, 0 0 XY y§ 0
XYr 2xys Yy 0 Ixdy; 2%ys oy, 0 I xiy; 2%y: s
Xy, 3y, 3xyy vy 3x3y, 3%yr  v; JLGYs 3Xys 3xy;
1 0 0 0
{x +X2y1sz V.Y,) (Y1y2)2 0 0 .
= (X +X.Y.Y, ) XL+ X, Y, Y, 3 (y1y2)4 0 Xs¥s
(B g o[y o
Y oy
2 1 6 373
{X + X, ylsz 1y2)3 3(X1+;(2y1y2J (y1y2)4 3[X +;(zy1y2J(y1y2)5 (y1y2)
2
1 0 0 0
1) |:X1+X2y1y2 } X3y3 y§ 0 0
- 3 ' 1y2 2.2 0
yZ 3y3 2X3y y3
XYs 3XY: 3XY: Vi
1 0 0
>&+X2y1y2+><3y1y§y3j(yly2y3) (VoY) 0
A
=| (X XN, + 1YY z(yyy)z 2["1”23’13’2+"3y1y§y3j(yly2y3)3 (%5
A e A
3 2 2.,3
&+&mn+@m%f] 3 [&+&mn+&mﬁf] 4 {ﬁ+&w%+¥%ﬁy
YY,Y,) 3 VY,V
Y, Ys ( e 3) Y>Ys ( v 3) Y2¥s

o, {Xl AN AR AN ,ylyzyg}
Y2Ys
Eger X, =X,= .= X¥eyr ¥%

kuvvetlerini bulmus oluruz.

0
0
0

Ys

0

2%y,
3%},

j( VoY)

14

0 0
0 0
ys
3%y Vs
0
0
0
(Y)oYs)

y alirsak, genellestirilmis Pascal matrisinin




15

Kural 3.1.2.
i [xy] @, [xy’(k’l) (1+ NVl E VAR R yz(k’l)), yk}

=P, { v (1‘ YZK) , y‘l

1-y?

(Zhang 1998).
1, S, [X]. D[], W, [ y].U,[xy].d,[x y] matrisleri (n+1)x(n+1) tipindeki
matrisleri gostermek lzere, su sekilde tanimlansinlar:

| =kés(L1,....1)

Sn(X;i,j):{Xij j<i

0 ,j>i
D, (xi,i)=11i=0,12,.,n
D, (xi+1i)=-x,i=0,12,..,n

D,(xi,j)=0 j>i, j<i-1

o Xl—j i+]
Wn(X,y;I,J):{ Oy -

I <

U,(xy;ii)=y™?, i=012..n

U, (% y;i+1i) ——=, i GL2..,n-1
y

2i-1
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U,(x,y;i,j)=0, j>iveya j<i-1

(Zhang 1998).

Teorem 3.1.3.®_,W, ve U matrisleri igin,

O, [-x,y]F @,[x-Y] (3.1.1)

. 1 1
DE[xy] @, |-%=| @ |x-= 3.1.2
o oot] ot
W, [x y]=U,[x Y] (3.1.3)

(Zhang 1998).

Ornek 3.1.2. n=3 i¢in (3.1.3) teoreminin (3.1.2) ifadesinin dogrulugunu gosterelim.

O R L ]

[ 1 0 0 0
1
1 o 0 o]|-2 = 0o o
Xy y? 0 O oy
= | x? X 1 =1
Xy> 2y oyt 0| 5 2= — 0 ’
Y 3xyt 3xy® yE yX3 X); y )
—= 3 3% %
LY y y ¥y ]

(Zhang 1998).



Ornek 3.1.3. n=3 i¢in(3.1.3) teoreminin (3.1.3) ifadesinin dogrulugunu gosterelim.

1 0 0 0
1 0o o o]l-X* X o o
y 'y
x¥ y> 0 0
WS[X’y]'US[X’y]: y? xy® Yyt 0 0 x 1 0 =1
3,,3 2,4 5 6 y3 y4
Xyw Xty Xyw oy
x 1
0 0 -—= =
L yo ¥y

(Zhang 1998).

Lemma 3.1.1. W,, P, ®, matrisleri i¢in, k >1 olmak Uzere,

W, [, y]ﬁ{%} =, [x, y](Zhang 1998).

Ispat:
W, [, Y]E[%J =(C, (%, y;i, j)) olmak tizere,
i<j iken,
C(x,y;i,0)=xy' (i=0,1,...,n) ve C,(x,V;i,j)=0.
i > j iken,

(MDY (h-L .
Ck(x’y;i’j):lehth[j_J[ﬁJ —x'y [j_lethhjythr]

h=0 y h=0

= Xi*jy”j ( Ij )
J

Ornek 3.1.4. n=3 igin Lemma 3.1.1’ in dogrulugunu gésterelim.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

0 0 O
1 0 0 O 1 0 O
—| x xy y> 0 0 X
WS[X’y]PZ{_}_ 2,,2 3 4 0 - 10
y Xy Xy y 0 y
3,3 (2,4 5 6 2
Xy Xy Xy y 0 X_z 25 1
Ly y

17
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1 0 0 0

Xy y’ 0 0
=22 3 4 QD[X, Y]

X°y©  2xy y 0

6

X*y® 3yt 3xy® y
(Zhang 1998).

Teorem 3.1.4. @ [x,y] genellestirilmis Pascal matrisleri G, [x/y] ve W, [x, y] matrislerinin
carpilmasiyla elde edilir.

@, [%, y]=W,[x ¥]G,. HG H...Gl H

y y
( Zhang 1998).

Teorem 3.1.5. F [x]=G.'[x] {'”0“ Bko[x]j’k 12,..,n-1veF [x]=G,"[x]=D,[x]

olsun, bu durumda

O=[x, Y] qa{_xc,ﬂ (D{X’_ﬂ

(Zhang 1998).
Lemma3.1.2. ®,*[x,yE J,[y]®,[x y]J.[y] (Zhang 1998).
3.2. Genellestirilmis Simetrik Pascal Matrisleri

Tamm 3.2.1. x ve y sifirdan farkli iki reel degisken olmak (zere, \P(x, y) genellestirilmis
simetrik Pascal matrisleri,

P(x,y)=x"Ty" (HJ Jj i,j=0,12,...n

biciminde tanimlanir (Zhang 1998).

Teorem 3.2.1. ¥ ,Q,,®, ve P, matrisleri nxn tipinde matrisler olmak uzere,

¥, [xy] =Qn[xy]‘b§[y’ﬂ

=0 [x,y]P/ [%}

(Zhang 1998).
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Ispat: Q,[xy]®; [y%} =(C,(x.y:i, j)) olsun.

L] iyt i s i
2
NEAE it s
2l RS

ve

olmak (zere,

esitligi vardir. Benzer olarak,

YAxy] @, [xy]R [%}

esitligini elde ederiz.

Ornek 3.2.1. n=3 igin Q, [xy]@ﬁ{yﬂ D, [xy]P) {%} esitliginin dogrulugunu gosterelim.

- _ B 2 3 ]

LYy Yy 1 L L5

X Xg X3 X X X

1 0 0 0 2
y’ y* 2,,2 0 1 zl 3y_

¥, [xy] xy 2y* 3 4= Xy Xy 0 _ 0 x> X X!

3% X X 2,2 3,3 4.4

5 Xy© 2x’y° X'y 0 0 0 1 Sl

x2y?  3xy® 6y 103’7 Cy® a3y 3y ey X NE

x°y®  4x?y* 10xy®  20y° | 0 0 O %
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Y Yoy

1 0 0 0 x XX

2

vy 0 oo 1 2d 3L
Xzyz 2Xy3 y4 0 X X
X3y3 3X2y4 3Xy5 yG 0 0 1 3X_y5
00 0 1|

(Zhang 1998).

Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.2.1 ‘den hareketle asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 3.2.2.

R

(Zhang 1998).
Teorem 3.1.5 ve Teorem 3.2.1 ‘den hareketle asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 3.2.3.
v xy] I, 1]pTHJ 4413, [y] @, [% ¥]3.[y]

=3 [X} [y ﬂJ [ } [Y]Q ]9, [y]

Teorem 3.2.4. Genellestirilmis iki Pascal matris gesidi icin,

(Zhang 1998).

det®d [x,y]=y""",
detd,'[x, y]=y """,
det¥, [x,y]=y"",
det¥,![x, y]=y """

(Zhang 1998).



21

4. PASCAL MATRISLERI VE OZELLIKLERI

S, simetrik Pascal matrislerini, U Ust Gggen Pascal matrislerini ve L, alt Gggen
Pascal matrislerini gostermek (zere,

1)
det(S,)=1
det(U,)=1,
det(L,)

QU =L ve L =U,
3)S,=U_ L, veS =LU,
Ozellikleri vardr.

Yukaridaki 6zelliklerden ilk ikisi kolaylikla gorilmektedir. Simdi, 3. 6zdesligi farkl
yontemlerle ispatlamaya calisalim (Edelman 2003).

4.1. Matrislerin Carpim Y 6ntemi

S =LU olacak sekilde, S, =(s;),,, matrisini L =(l;)
carpimui seklinde yazalim ve i, j =0,1,2,...,n igin,

et (4]

denkleminin dogrulugunu ispatlamaya ¢aligalim.

ve U, =(u;) matrislerinin

nxn

i+ j tane nesneden,i ve j tane nesne iceren iki grup olusturalim. Birinci gruptan
i —k tane nesne ve ikinci gruptan da k tane nesne secersek, toplamda i+ j tane nesneden i

i i
tanesini segcmis oluruz. Bu secimi birinci grupta ( kj:(kj tane farkl yolla ve ikinci
I_

grupta (;j farkl yolla yapabiliriz. Bu durumda k, O ile min(i, j) arasinda deger almasi

gerekir. Buna gore (4.1.1) denklemi tekrar duzenler isek,

Tt (1)

denklemini elde ederiz. Burada L, ve U, matrisleri icink >i ve k > j degerlerinde binom
katsayilarmin O degerini aldig1 agikca ortadadir (Edelman 2003).

21
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Ornek 4.1.1 n=4 igin,

s, =L,U,
11 1 1 100 0)(1 11 1
123 4||1100fl01 23
13 6 10| |1 2 1 0//l0 0 1 3
1 4 10 20) (1 3 3 1/lo0 0 0 1

11 1 1

|12 3 4

11 3 6 10

1 4 10 20

(Edelman 2003).

4.2. Yapisik Kareler Yontemi

S”=(Sij)nxn simetrik Pascal matrisinin yapisik kareler metodu ile S =LU, seklinde
yazilabildigini gOsterelim.

bs

b i ;

ap (451 gz a3

Tablo 4

s; 'Yl hesaplamak icin, Tablo 4 Uzerinde a,’den b;’ye kadar yalnizca yukar: ve sola
gitmek kayd: ile kag¢ farkl: yolun oldugunu hesaplamamiz gerekir.
Tablo uzerinde dikkat edilirse a, den b,’a yalnizca bir tane yoldan gidilebilmektedir.

Bu durumda s, =1 olur. Ayn1 zamanda a, noktasindan b; noktasina da yalnizca bir farkl
yoldan gidilebilir. Bu durumda s,; =1 olur. Eger a;’den b, ye gitmek istersek temel olarak
iki farkl giizergah kullanabiliriz. Oncelikle a;’den a,_, ’e gideriz. Daha sonra buradan b;’e
gidebiliriz. Bu guzergah kullanilirsa, a;’den b, ’e giden yol sayis1 s, , ; tanedir. Eger a;’den
bir adim yukari ¢ikar isek bu guizergahtan giden yol sayisi s, ; , tanedir. Bu durumda a;’den
b; "ye giden yol sayilari toplam: s; =s; , ; +5; ;. , tanedir.
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bs

by i i
ag 45] asz as

Tablo 5

Simdi Tablo 4’0 45°’lik aci1 ile ortadan ikiye aywralim ve Tablo 5°i olusturalim.
Burada a, noktasmdan(k,k) (6rnegin  (1,1),(2,2) gibi) noktasina kag¢ farkli yolun

bulundugunu hesaplamaya calisacagiz. Boylece |, ’y1 hesaplamaya calisacagiz. a,
noktasindan (0,0) noktasina yalnizca bir tane yol mevcuttur. Bu durumda I, =1"dir. Ayni
zamanda @&, noktasindan (i,i) noktasina giden yalnizca bir tane yol mevcuttur. Bu durumda
I, =1’dir. Simdi &, noktasindan (k,k)noktasma giden kag¢ tane yol mevcut oldugunu
hesaplamaya calisalim. a, noktasindan bir birim sola kayalim, bdylece a, , noktasina gelmis
oluruz. Buradan (k,k)noktasina I, tane yol mevcuttur. Simdide a; noktasindan bir birim
yukar: ve sola kayalim, buradan(k—l,k—l) noktasina gitmeye calisalim. Bu durumda bu
guzergah Uzerinde I, , tane yol mevcuttur. Bu durumda a; noktasindan(k,k) noktasina
i =iy, +1i s, tane yol mevcuttur. Benzer sekilde (k,k) noktasindan b; noktasina kag tane
yol oldugu hesaplanarak u,; de hesaplanabilir.

Bu durumda, a,’den b;’ye (k,k) noktasindan gegmek sartiyla I, .u, tane yol
mevcuttur ve s; =1, .u,; *dir. Bu durumda S, =L U (Edelman 2003).

Ornek 4.2.1.a, noktasindan b, noktasma,(k,k) noktalarindan ge¢cmek sartiyla kag farklh
yoldan gidilebilir? (Edelman 2003)

Coziim: a, noktasindan (0,0)noktasina 1 yoldan ve (0,0)noktasindan b, noktasina
da 1 yoldan gidilebilir. a, noktasindan b, noktasina, (0,0) noktalarindan ge¢cmek sartiyla 1.1
yoldan gidilebilir.a, noktasindan (1,1) noktasina 2 yoldan ve (1,1) noktasindan b, noktasina
da 2 yoldan gidilebilir. a, noktasindan b, noktasina, (1,1) noktalarindan gegmek sartiyla 2.2
yoldan gidilebilir. a, noktasindan (2,2)noktasina 1 yoldan ve (2,2)noktasindan b, noktasina
da 1 yoldan gidilebilir. a, noktasindan b, noktasina, (2, 2) noktalarindan ge¢cmek sartiyla 1.1

yoldan gidilebilir. Toplamda da a, noktasindan b, noktasma,(k,k) noktalarindan ge¢mek
sartiyla 1.1+2.2+1.1=6 farkh yoldan gidilebilir.



4.3. Gauss Eliminasyon Yontemi

Bir E, matrisi ,

1
1=
0

E” - (&'j )nxn €

1ij

24

J=i
Joi-1

,diger durumlarda

seklinde tanimlansin. Bu E, matrisine Eliminasyon matrisi denir (Edelman 2003). E,

matrisinin genel formu:

1 0 0 O
-1 1 0 O
0O -1 1 O
E.=|0 0 -1 1
O 0 0 -1
0 0 0 O©
1 0 _ )
E.L = ve benzer sekilde U .E! =
0 Ln—l
(EnLn)(UnE:)zEnSnE;
n=2 icin;
= |1 o]t o] 1
27 11 1] o
oot ! 1 -1] [1
2'=2 = 0 l '_0 1 0

olup buradan
1 0][1
E,L,)(U.E; )= :
ELWE)|y 1];

elde edilir. Diger taraftan

sl Sl ol s

olmak Uzere,

r O O O o
"o o o o o
O O o o o

-1

1 0
. Simdi buradan hareketle
0 U,

esitliginin dogru oldugunu timevarim yontemiyle ispatlayalim.

o o)
i
Mo s

[od o s,



(E,L,)(U,E; ) =(E,S,E; ).

L,,U,, =S, esitliginin dogru oldugunu kabul edelim. Buradan hareketle,

(EnLn)(UnEI){; Lom UOH; SO}

Enl.(EnLn).(UnEnT).(EI)1:En{; S(:J.(

olur ki n igin dogrulugu ispatlanmis olur.

E S.El matrisinin i. satir ve j. sttunu igin:

nTn—n

(Ensn )ij = Sij - Si—l,j

olmak Uzere,

oldugu gorulir (Edelman 2003).

Ornek 4.3.1. n=4 icin Gauss Eliminasyon metodunu uygulayalim (Edelman 2003).

1 0 0 O0J][1000] 1000
L./t 1 00jj1100 0100{10}
10 -1 1 0[]t 2101|0110 |0L]

0 0 -1 113310121

25
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111 1]t -1 0 0] 1000
; 101 2 3|0 1 -1 O 0111 1 0

U4.E4: . = =
0 0130 0 1 -1 |0 0 1 2 0 U,

00010 O O 1) |00 O0 1]

olup, buradan

1 00 0][1 00 0] [10O00O
(EL)(UET)—Oloo0111—0111—10
AT 001 1 0flo 001 2] |01 2 3] |0 S,

01 2 1|0 0 0 1 01 3 6

1 011 o] 1 0O
EL \U E")= _ -
ey Pl o

elde edilir. Diger taraftan,

1 0 O 0§21 1 11 -1 0 O 1 0 0O
T -1 1 0 O0ofj1 2 3 40 1 -1 O 0111 1 0
(E,S.E] )= _ _ _
-1 1 0f|l1 3 6 10{/0 O 1 -1 01 2 3 0 S,
O 0O -1 1|1 4 10 20|10 0 0 1 01 3 6
olmak Gzere,
(E4L4)(U4EI ): (E4S4EI )
4.4. Fonksiyonlann Esitligi
Teorem 4.4.1.  Yc, serisi yakinsak ise, her |x|<1  icin oEolcnx” kuvvet serisi
n=0 n=0

yakinsaktir.

. - - © - =
Ispat. Her nelIN igin s, =cy+C +..Co_1+C, Ve s_;=0 vyazalim. > c, serisi
n=0

yakinsak oldugundan, (s,) kismi toplamlar dizisi yakinsak ve her yakinsak dizi smirl
olacagi icin de (s,) dizisi smirl smirlidir yani her ne IN igin |sn| <K olacak sekilde
bir K >0 sabiti vardir. Béylece her ne IN ve her |x|<1 icin

x" :|sn||x|n < K|x|n

SpX"| =|sp|




27

(e 0] (o 0]
oldugundan, her |x|<1 igin z|x|”.K yakinsak oldugundan Y |s,x"| yakinsak
n=0

n=0

o0
dolayisiyla, Y s,x"  serisi her |x| <1 igin yakinsaktir. Ayrica yakinsak her serinin genel
n=0

terim dizisi sifira yakinsak olacagindan ya da her me IN igin her |x| <1 icin
0 S‘smxm‘ :|sm|‘xm‘ < K.‘xm‘
esitsizliginden ve Iimm_m‘xm‘ =0 olmasindan dolay1 lim,_, smxm =0 bulunur. Diger

taraftan, her me IN icin her |x|<1 icin
m m-1
ty = YCpX" =(@=X) ¥ spx" + sy x™
n=0 n=0

(o0}
oldugundan, Iim gy ty = (@1-X) Ts,x"

o0
elde edilir. Boylece her |x|<1 igin X cpx"
n=0 n=0

kuvvet serisinin yakinsak oldugunu elde etmis olduk. Her |x|<1 igin

m n 2 n
f(x)= 2cpx =(@0—-x) XsyX
n=0 n=0

o0 o0
yazahm. Simdi  lim,_,1_o f(x)= Xc, oldugunu gosterecegiz. > c,=s Yyazahm. O
n=0 n=0

halde limy_,q_g f(x)=s oldugunu ispatlamaliyiz. Bunu yapmak icin herhangi bir ¢

pozitif sayist alahm. lim,_, s, =5 oldugundan, % pozitif sayis1 icin n>n,
oldugunda |s—sn|<§ olacak sekilde bir n, dogal sayis1 vardir. lim,_,3_g(L—X)=0

oldugundan, % pozitif sayis1i¢cin 1> x>1-6 oldugunda

e
1-x<

No
2 sy -9
n=0
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olacak sekilde 0<6 <1 Ozelligini saglayan bir 6 pozitif sayis1 vardir. Burada

n
Zo|sn ~s/>0  kabul ediyoruz, gunkii, aksi halde durum asikar olur. |x<1 igin
n=0

(e 0]
(1-x) >x" =1 oldugundan dolay;, 1>x>1-3 oldugunda
n=0

E &
<—+—-=¢
2

£ (x) -] :‘(1—x) S5,x" —s
n=0 2

bulunur. O halde lim, ;o f(X)= ¢, dir.
n=0

V= (1, X, Xz,...) olacak sekilde sonsuz bir vektdr olsun. Bu vektorii S simetrik Pascal matrisi

ile carpalim.
M1 01 1 J[1] [Y@-%)]
12 3 4 x| [1/(1-x)
Sv=1 3 6 10 .||x*|= 1/(1_)()3
1 4 10 20 x° 1/(1_)()4

. . e R 1
S matrisinin ilk satir1 ile v vektorinin carpilmas: |Ie2x”=1+x+x2+x3+...:l—
n=0 —X

geometrik serisi elde edilir. Ancak ZX” serisinin yakinsak olabilmesi i(;in|x|<1 olmasi
n=0

gerekir.( x kompleks bir say:1 olabilir) Dikkat edilirse diger satirlar ile v wvektérinin
carpilmas: sonucu ise 1/(1-x) in kuvvetleri gikmaktadr.

Simdi U Pascal matrisi ile v vektorinl ¢arpalim:

1111 717 | Y(@-%)
01 23 .||x]| |x/(1-x)
Uv=|0 0 1 3 .[[X*|= Xz/(l_x)3
0001 .|xX XS/(l—X)4

Uv matrisinden 1/(1-x) carpimimi disar1 gikarahm, bu durumda Uv matrisi a=x/(1-x)
in kuvvetleri olacaktir. Simdi Uv matrisini L Pascal matrisi ile carpalim.
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M 000 J[1] | V(=X
1100 a| |1/(1-x)
L(Uv)zﬁl 2 1 0 .||a*|= 1/(1_X)3
1 3 31 a’ 1/(1_)()4

Bu durumda v =(1,x,x’,...) vektorii igin , Sv=LUv ’dir. Acaba bu durumda S = LU

esitliginden bahsedilebilir mi?x=0 secelim, bu durumda v, =(1,0,0,..) olacaktir. Bunun
neticesinde S, =LU, sonucuna varilir. Eger v vektoriinin diger koordinat vektorleri igin de

denersek S ve LU ’nun bitln sutunlari ayni ¢ikar.
(0,1,0,...) ‘a ulasmanin en kolay yolu ise, v’'nin x=0noktasindaki tiirevini

hesaplamaktir. v, :(1,A,A2,...) olmak tizere, v, ve Vv, ’mn lineer kombinasyonlari,

S(VA —Voj (VA —Voj
A A
seklinde olur.

A — 0 icin, her analitik fonksiyon her mertebeden turevlenebilir oldugundan ylksek
trevler alimirsa diger koordinat vektorleri elde edilir. Dolayisiyla S ve LU ’nun situnlar
aynidir (Edelman 2003).

4.5. Pascal Matrislerinin Kuvvetleri, Tersleri ve Logaritmalar

a=(a,,a,,a,,.) Katsayilar vektorii ile v=(Lx,x?,...) vektorinin i¢ carpimi “0”
civarinda Taylor serilerini verir. Taylor serilerini f (x) fonksiyonu ile gdsterirsek;

f()=>ax"=a'v=a'.L'Lv.

Bu denklemdeki L batiin sonsuz alt Giggen Pascal matrislerini simgelesin. Bu denklemdeki Lv
carpmmui (1+ x) in kuvvet serisini vermektedir.

1000 11 [ 1
1100 - X 1+Xx
Lv=(1 2 1 0 -||x*|=|@+x)7*|.

1331 -[|x° (1+x)*

Bu denklem oldukc¢a kullanislt bir denklemdir. Eger bulunan sonug tekrar L matrisi
ile carpilir ise bulunan matrisin elemanlar: (2 + x)’in kuvvetleri olacaktir. Eger bu isleme p

defa tekrar edilirse bulunan L"v carpim matrisinin elemanlari (p+ x)’in kuvvetleri olacaktr.
Bu durumda L° matrisinin i. satir ve j.sltun elamam p"(_j seklinde olup, bu durumu
J

genel bir formda yazarsak,



Ayrica L".L% = L*" (Edelman 2003).

Diger taraftan p=-1 i¢cin, L matrisinin tersi,

-k O O O

1 0 0 0 1 0
-1 1 0 0 -1 1 0
L'=|(-D> 2(-) 1 O 1 -2 1
(-1)°® 3(-1)° 3(-n 1 -1 3 -3
elde edilir. i i
Simdi bir D matrisi tanimlayalim,
1 Jd=jveitek
d;=1-1 ,i=jveigift

0 ,diger durumlarda

olsun. Bu durumda D matrisinin genel formu:

- O O O B
o

- O O O O

1 i tekse
-1 i ciftse |

Bu durumda L™= D.L.D™ bigiminde yazilabilir (Edelman 2003).

-k O O O




Ornek 45.1. n=4 icin L vel' matrisleri
arastiralim(Edelman 2003).

1 0 0 0] 1 0 0 0710
Li_|7L 1 0 0|0 -10 011
‘11 =2 1 0] |0 0 1 0]f1 2

-1 3 -3 1| |0 0 0 -1]f1 3

LP =e™ olmak lizere, A=log L matrisini hesaplarsak

0

1

A _ p_ 0
Actim® = jimE =l

p—0 p p—0 p 0

10

2

olup, p =1 igin, L =e” =I +A+%+... elde edilir (Edelman 2003).

4.6. Pascal Matrislerinin Ozdegerleri

w — O O

- O N O O

0

W O O O

0

= oOllo o

‘o o o o

o O O -

0

arasinda nasil

- O O O O

n
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bir iligki oldugunu

0 0

0 0 .
L o DeleD
0 -1

.

0

0

0

0_

L*=D.L.D™" ve U'=DU.D™" oldugunu daha énce géstermistik. U ve L matrisleri

benzer oldugu gibi tersleri de benzerdir. Bu durumda S ve S™' matrisleri benzerdir. S

matrisinin karsit 6zdeger ciftleri 1 ve ’) dir.Benzer matrislerin 6zdegerleri de benzerdir. S

ve S matrisleri icin,

St=UutL'=DUD'DLD™

(DU)(LU)(U™'D™*)=(DU).S.(DU)"
olup S ve S matrisleri benzerdir. Bu durumda 6zdegerleri aynidir (Edelman 2003).

Ornek 4.6.1.
111

s,=|1 2 3
136

(3x3) tipindeki simetrik Pascal matrisinin 6zdegerleri 4, =1,, 4415 ve Ay = 4-\15.

Ayni zamanda A, _L tar.
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3 3 1
S;'=|-3 5 -2
1 -2 1

(3x3)tipindeki simetrik Pascal matrisinin tersinin 6zdegerleri 1, =1,#, 4+415 ve
A —4-+/15. Ayni zamanda A, =%’tﬂr. Bu durumda simetrik Pascal matrisi ile tersinin
Ozdegerleri aynidir.

4.7. Simetrik Pascal Matrislerinin Modulleri

Tanim 4.7.1.5(n)2
matrisini gostermek (zere,

matrisi, P(n)simetrik Pascal matrisinin iki moduliine gore indirgenmis

(o), =[[*1] (o2 <oy
]
seklinde tanimlanir (Bacher 2004).
n=>v,2' seklinde gosterilen rakamlar (cift) icin,s(n)=> v, (mod2)dizisi elde
edilir. Bu durumda, s(0) =0=s(2k) s(k) ves(2k+1} 1-s(k).

Tanim 4.7.2. E(n)3
matrisini gostermek lzere,

(Fio), ={[17 ) (moas) < -203

matrisi, P(n)simetrik Pascal matrisinin ¢ moduline gore indirgenmis

ij
seklinde tanimlanir (Bacher 2004).
Ardigik bir t(n) dizisi distnelim ve t(0)=0, t(3n)=t(n),t(3n+1) tfn)+1 ve
t(3n+2) #n)-1 seklinde tekrar etsin.

Teorem 4.1.1.
(i) P(n), matrisinin Z iizerindeki determinant,
. n-1
det(P(n),) =T T(-2)""
k=0

(ii) E(n)3 matrisinin Z tzerindeki determinants,
n-1

det(E(n)S) = H(—l)t(k) (Bacher 2004).

k=0
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4.8. Baz1 Homejen Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Pascal Matrisleri Yardimyla
COozumu

n.dereceden sabit katsayili homojen olmayan bir diferansiyel denklemin genel formu,

n n-1
a, 0¥ 5 9
dt dt

d m) 42
+...+a1d—¥+ao= (0l + Oyt +...+ G, t" ) e (4.8.1)

seklinde olsun.
L(y);y 'nin n.mertebeden lineer diferansiyel denklemini gostermek uUzere,

L) =Y a,D"(y)

olsun. Burada D*,y ’nin t’ye gére k. dereceden tiirevini gostersin.( 4.8.1) denkleminin sol
tarafi1 L(y) ile, denklemin sag tarafin1 da matris formunda gosterirsek,

at

(G+at+.+at")e* =[d, o q .. q,]t*[e".

O halde (4.8.1) denklemini yeniden dlizenlersek,
1
t
L(y)=[ds & @ - 0] t°[e". (4.8.2)
_tm_

y :(c0+clt+c2t2+...+cmtm)eat ifadesi (4.8.1) denkleminin 6zel bir ¢dzumid olsun.
C, +Ct+ct’ +...+c t" polinomu (4.8.2) denkleminde segtigimiz polinomun bir benzeridir.

L(y") ’yi hesaplayarak (4.8.2) denklemiyle kiyaslayalim. Simdi y* ifadesinin matris formuna
bakalim.

at

te
L(y )=L[[ce & € . ]t [e*|=[c, & ¢ .. c,]L||t%™

tm m ,at

t'e
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=[6 & & oG]l L(te) || (4.83)

L(tmeat)

Simdi 0<k <m oldugu durumlarda L(t“e®) ifadesi

L(eat)ZkiakD ( ) Zak k at eatk_iakak
o -0

S

seklinde duzenlenir, burada p(a) diferansiyel denklemin karekteristik polinomudur. L(eat)

yuksek tirevlerini hesaplamaya ¢alisalim. Birinci olarak L( ) a ve t ye bagl bir fonksiyon
olsun. Simdi karigik kismi tlirevin yerlerini degistirelim.

L(te)= L{ak (eat)}: 7(He) 2 (pta)er)

oa oa“ oa

Ikinci olarak, Leibinz kuralindan u vev gibi iki fonksiyonun yilksek mertebeden tirevini
hesaplayabiliriz.
n n n ' .
(uv)( )= uwt )+(1JUV( +oruvt” Z[ j
=0

'y1 Leibinz kuralina gore hesaplayabiliriz.

L(te)= ak(paia)eat) [Tj[p e ]"
.Zk:(j t'e™ eat:o[ll(jp(k')t' (4.8.4)

k (K
p"“"ifadesi , p’nin a’ya gore (k-1). tUrevidir.Z(Jp(k')t' ifadesi bir polinomdur ve

1=0
katsayilar1 p 'nin tlrevleridir. Eger bu katsayilar bir matrisle ifade edilmek istenirse P gibi

(m+1xm+1)tipinde bir matris olusturulabilir.
P..,P matrisinin (k+1). satwmi goOstersin. P matrisini duzenlersek,
L(e)="L(t%")=p(a)e" ifadesi P, elemanm: olusturacaktir. k ’ya kadar 0'danm'ye bir
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dizi olusturursak, L(tkeat) (k +1). satira karsilik gelir. Benzer olarak (4.8.4) denklemini t’nin

kuvvetlerine gore acarsak P matrisinin sttunlarmi bulabiliriz.
P alt tiggen bir matristir. B, =0 (k <I) ve matrisin genel formu,

[kjp“'> k>1
Pesra =1\ 0<k,1<m. (4.8.5)
0 k<l

seklindedir.
Eger t ’nin kuvvetlerini sutun vektorleri seklinde yazarsak,

- 0 o0 0], -
teat 0 0
e
" 2 0
Li|t%e* ||= E P ? . |t |e™. (4.8.6)
. m m .
tmeat (m) (m-1) ., ' tm
) | P (1jp mot)P P
Simdi Zz[c0 c ¢ - ¢c,] ve az[qo 9 d, - G,] katsayilarm

belirlemeye calisalim.( 4.8.2) denklemi ve (4.8.6) denkleminden faydalanarak,

o o
t t

L(y")=cP|t* [e*=q[t* |e" (4.8.7)
_tm_ _tm_

g=cP (4.8.8)

esitliklerini elde ederiz. P matrisi altliggen bir Pascal matrisidir. P matrisinin elemanlar: bir
fonksiyonun yiksek mertebeden turevleri ile olusmaktadir (Zobitz 2003).

c vektoriinin - elemanlarm1  bulmak istiyorsak, P~ matrisini hesaplamamiz
gerekmektedir. Ancak P~ matrisinin mevcut olabilmesi igin det(P);&O olmasi gerekir. P

alt ticgen bir Pascal matrisi olduguna gore det(P)=[p(a)]" ’dir.Biz buradap(a)=0
oldugunu kabul edelim.
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Teorem 4.8.1. P, (4.85)’te tanimlanan genel matris formuna uygun bir matris ve
p(@a) = 0olsun. Bu durumda,

A
Qi = [IJ[EJ k=l (4.8.9)

ve Q = P dir (Zobitz 2003).

Ispat: Alt iicgen matrislerin genel 6zelliklerinden ispat agiktir.
0,k<l

(PQ)k+l,I+1 - {1’ k=1

k <loldugu durumlarda matrisin elemanlar: 0 oldugu agiktir.k—1=0 icin p“"=p ve

(k1)
benzer olarak [—j =— olduguna gore, bu iki ifadenin ¢carpimi da 1’dir.
p p

Simdi (PQ),11a =0 (I <k)ifadesini ispatlamaya  cahsalim.| <k oldugunu
disunelim, q > 0icin k =1+q ’nun agilimina bakalim.

q
(PQ)kJrlJJrl = z Pl+q+1,l+r+1'QI+r+1,I+1
r=0

)

(PQ)k+1,|+1=Zq:( (|+CI)!(|+I’)! p(q—r) (EJ“)

= (1+r)(q-r)irt!

I+9) 1\ (1+9)&(q ool 1 ("
(PQ KL l+1 ( jrz_: —I"I" [Bj =£ q Jg;‘[er( )[Ej (4.8.11)

Yukaridaki denklemde 1+ q =k seklinde secelim ve denklemi yeniden dlizenleyelim.

B k) q (qr)[ 1)(")
P = = 4.8.12
( Q)k+1,l+1 (qjg[rjp p ( )

(4.8.12) denkleminde yiiksek mertebeden tlrevleri hesaplayabilmek icin Leibniz kuralini

uygulayalim.
o (B (5 (o)
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p
(PQ),..,., =0’dir.Buna gore ifadenin genel formu,

0 k=l
(PQ)k+l,I+1 - {1 k=1

seklindedir. Bu durumda Q = P*’dur.

(a)
k k
Yukaridaki denkleme gore, g > 0icin [qj[l.pj :[qj(l)(q) =0 ’dir.Bu durumda k > I igin

P~ matrisini bulduk, (4.8.8) denkleminde gvekt('ernUn elemanlarmi belirleyebiliriz.
Bu durumda diferansiyel denklemin y* 6¢zel ¢bzimi,

c=qPlvey =cte" (4.8.13)
seklinde olacaktir (Zobitz 2003).

Ornek4.8.1. y —y +3y= (1+5t)e* diferansiyel denkleminin ¢éziiminii  bulunuz
(Zobitz 2003).

Coztim. Denklemi L(D) :(D3 —D+3)iy (1+5t)e* seklinde yazahm. Burada
L(e")=63¢"= p(4)e" (p(a) a’-a+3).
Simdi denklemi matris formunda yeniden diizenleyelim. Bu durumda denklem,

L) ] e

seklinde olacaktir. y* =(c,+c;t)e* denklemin ézel bir coziimii olsun. y yerine denklemin sol
tarafinda y * 6zel ¢cozimunu yazalim.

o1 e o[l

Denklemin diger tarafin1 hesaplayalim, L(te‘“):(63t+47)e“t . Bu durumda,
L(e") 63 07[1] ., 1

= =1 at

& Cl]L(te‘“J & Cl]L? 63}{&6 : 5]He

5 5l g1t

Yukaridaki denklemi ¢ozersek, ¢, = _1r2 ve c, :% olarak buluruz. Buna gore denklemin

3969

(—£—2+itje4t
3969 63

0zel ¢ozimd,

olarak bulunur.
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Ancak metodun sinirli olan taraflp(a)zo durumudur. P™’i hesaplayabilmek icin
matrisin determinantinin sifirdan farkli olmasi gerekir. p(a) =0 ise matrisin esas kdsegeninin

elemanlar1 sifirdir. Bu durumda det(P) =0 olacaktir. Bu durumda yukaridaki metod gecersiz
olur.
Eger her 0< j<q<m icin p (a)=0 ise, y, (4.8.1) denkleminin homojen ¢dzimi,

q-1
j pat Y
Z;rjt‘e (r; sabittir.)
J=
seklinde olacaktir. Bu durumda denklemin 6zel ¢oztimuntn genel formu,
(Gt +Cout ™ 4 Gt ™ . Gy 107 )
seklindedir. Cozimin c, katsayilarmi bulmak icin, diger ¢ozumi bulmakta kullandigimiz

yonteme benzer bir yontem kullanalim. p(j)(a) =0 (j<aq) icin (4.8.6) denkleminin girisleri
“0” olabilir.( 4.8.6) denklemindeki matris formatin1 yazalim. Bu durum,

_ - +1 _
tag p(Q+1) (ql J p(q) 0 0 1
tq+1eat t
L tq+zeat — p(q+2) g+ 2 p(q+1) g+ 2 p(q) 0 t2 eat
: 1 2 :
_tq+meat_ . . . . . _tm_
pl@+ [q +mj plarm [q * mj 0@ [q +mj 0@
| 1 m-1 m |
seklindedir. Yukarida olusan P matrisinin genel formu,
g+ k (@ (k-1)
k>1 .
Pt = [ | J(p ) (0<kI<mvep? o0(j<q)). (4.8.14)

0 k <l
p'Y =0 ise det(P)=0 ve P! mevcuttur (Zobitz 2003).

Ornek 4.8.2.y —16¥ (1+t2)e“t diferansiyel denkleminin ¢6zumiini bulunuz(Zobitz 2003).
Coziim: Denklemi L(D)=(D*-163y (1+t*)e" seklinde yazahm. Burada,
p(a)=a”*—16 ve p(4)=0
p'(a)=2a ve p'(4)=38

4t

Denklemin 6zel ¢ozuimi y*:(c1t+czt2+cst3)e seklinde olsun. p'(4)=8 ifadesini P

matrisinde yerine koyalim,
18 0 O 8 0 O
P=(12 28 0 (=|2 16 O
1.0 32 38 0 6 24



P matrisinin tersi

10 o
8
piol-t Loy
64 16
11
1256 64 24 ]

dir. Denklemin 6zel ¢ozumd,

y = (ﬁt—it2 +it3je‘“
256 64 24

seklinde olacaktir.

39
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calisgmada Pascal matrisleri ve 0Ozellikleri detayli bir sekilde incelenmistir.
Oncelikle Pascal matrislerinin tamimlar1 verilmis, daha sonra Pascal matrisleri ile sayilar
teorisinde 6nemli bir yer isgal eden Stirling sayilar: ele alinmistir. Ayrica Pascal matrislerinin
diferansiyel denklemlere uygulanis: incelenmistir.

Bunlarla birlikte Pascal matrislerinin normlari ile ilgili calisma literatiirde fazla
bulunmamakta olup, bu matrislerin normu incelenebilir.
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