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1.  G

Pascal üçgeni binom aç ndaki katsay lar  bulmaya yarar. Pascal üçgeni olas klar

kuram yla birlikte, matematik, istatistik, baz  fizik uygulamalar nda ve biyolojideki

uygulamalarda kullan r. Pascal üçgeni, Pascal matrislerini olu turmaktad r, çünkü Pascal

matrislerinin elemanlar  Pascal say  üçgeninden meydana gelmektedir.

Z. Zhang, M. Liu (1998), simetrik ve alt üçgen Pascal matrislerini genelle tirmi ler ve

baz  özelliklerini incelemi lerdir.

Z. Zhang, T. Wang (1998), genelle tirilmi  Pascal matrisleri üzerindeki ara rmalara

devam ederek, bu matrisler hakk nda baz  yeni özde likler elde etmelerinin yan  s ra yeni bir

genelle tirilmi  Pascal matrisi tan mlam lard r. Genelle tirilmi  Pascal matrislerinin rekürans

dizileri ile aras ndaki ili kilerini incelemi ler ve bu matrislerin özde erleri üzerinde

ara rmalarda bulunmu lard r.

P.Maltais, T.A Gulliver (1998), Stirling say lar  ile Pascal matrisleri aras ndaki

ili kileri ifade etmi lerdir.

A. Edelman, G. Strang (2003), Pascal matrislerinin birbirleriyle ili kilerini ortaya

koymu lard r. Ayn  zamanda Pascal matrislerinin kuvvetleri, tersleri, logaritmalar  ve

özde erlerini incelemi lerdir.

J.M. Zobitz (2003), yapt  ara rmada baz  homojen olmayan diferansiyel

denklemlerin Pascal matrisleri yard yla çözülebilece ini ortaya koymu tur.

Z.Tang, R. Duraiswami (2004), Pascal matrislerinin literatürde önemli yer tutan baz

özel matrislerle olan ili kilerini incelemi lerdir.

R.Bacher, R. Chapman  (2004), simetrik Pascal matrislerinin elemanlar n p

modülüne göre denk olan say lar  ile yeni matrisler olu turmu lar ve bu matrislerin

özde erleri üzerinde ara rmalar yapm lard r.

. Çam (2005), Striling say lar  ile ilgili baz  özellikleri incelemi tir.

Bu çal mada; ilk olarak, Pascal üçgeni, Pascal matrisleri (Tang 2004,1) ve Stirling

say lar  (Çam 2005) tan lm r. Pascal matrislerinin özellikleri üzerinde durulmu  ve Stirling

say lar  ile aras ndaki ili kiler incelenmi tir. Baz  homojen olmayan diferansiyel

denklemlerin, Pascal matrisleri yard yla çözümü yap lm  (Zobitz 2003) ve genelle tirilmi

Pascal matrisleri (Zhang 1998) tan larak baz  özellikleri aç klanm r.
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2. PASCAL MATR SLER

2.1. Pascal Üçgeni

( )a b teriminin kuvvetlerinin aç ,

0( )a b 1
1( )a b a b
2( )a b 2 22a ab b
3( )a b 3 2 2 33 3a a b ab b
4( )a b 4 3 2 2 3 44 6 4a a b a b ab b

eklindedir. Ancak aç  büyük kuvvetler için yapmak oldukça zordur. imdi 7( )a b
teriminin aç  bulmaya çal al m. 7( )a b  aç nda,

7 6 5 2 4 3 3 4 2 5 6 7, , , , , , ,a a b a b a b a b a b ab b
monomlar  olacakt r. Dikkat edilirse aç m, 7i j itli ini sa layacak i  ve j  do al
say lar  için,

i ja b
biçiminde monomlardan olu maktad r. Ancak aç n tamamlanabilmesi bu monomlar n
katsay lar  hesaplamak gerekir. Yukar daki aç mlarda buldu umuz katsay lar  Tablo 1’de
gösterelim.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

(Pascal üçgeni)
Tablo 1

Tablo 1’ i dikkatlice incelersek, olu an say  üçgeninde, üçgenin her say  bir üstteki
ve onun hemen solundaki say lar n toplam  olmaktad r. Olu an bu say  üçgenine “Pascal
üçgeni” ad  verilmektedir. 7( )a b  ifadesinin aç  için Pascal üçgeni olu tulursa 8. sat r bu
aç mdan gelen monomlar n katsay lar  verecektir. Dolay yla ( )nx y  ifadesinin
aç ndan gelen monomlar n katsay lar  bu üçgende görmek oldukça kolayd r.

Örnek 2.1.1. 7( )a b  ifadesinin aç  Pascal üçgenini kullanarak bulmaya çal al m.

7 7 6 5 2 4 3 3 4 2 5 6 77 21 35 35 21 7a b a a b a b a b a b a b ab b
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Ancak bu üçgeni her seferinde yazmak ya da aç n büyük kuvvetleri için
olu turmak oldukça zordur. Bu yüzden bu üçgenin olu turulmas ndaki temel mant  bulmak
gerekir.

( )na b  teriminin aç ndan kaç tane i ja b  monomu geldi ini hesaplayal m. ( )na b
aç  yap rken ( )a b  ifadesi kendisi ile n  kere çarp r. Yani,

( ) ( )( )...( ).na b a b a b a b
imdi yukar daki ifadeleri birbiri ile çarpal m. Çarpma i leminde yapt z ey a  ve

b ’ler den birini seçmek ve di erleri ile bu ifadeleri çarpmak olacakt r. imdi her parantezden
a ’ i seçer, bu ifadeleri birbiriyle çarparsak na  monomunu bulmu  oluruz. Biri d nda her
parantezden a ’ y  seçersek, a ’ y 1n  kez  ve b ’yi bir kez seçmi  oluruz. Bu seçimleri
çarparak 1na b  monomunu elde ederiz. kisi d nda her parantezden a ’ y  seçersek 2 2na b
monomunu elde ederiz. E er a ’  y  “ i ” kez seçersek, b ’yi de “ n i ” kez seçmi  oluruz.
Demek ki ( )na b  aç nda kaç tane i ja b  monomu belirdi ini hesaplamak için, n  parantez
aras ndan kaç de ik biçimde i ’i seçebilece imizi hesaplamam z gerekiyor. Bu durumda,

n
i

tane seçim yapmam z gerekir.

Örnek 2.1.2. 5( )a b  ifadesinin aç  yap z.

5 5 4 3 2 2 3 4 55 5 5 5 5 5
5 4 3 2 1 0

a b a a b a b a b ab b

5 5 4 3 2 2 3 4 55 10 10 5 1a b a a b a b a b ab b

imdi yukar da buldu umuz ifadeyi genelle tirmeye çal al m. Bu durumda,

1 2 2( ) ... ...
1 2

n n n n n i i nn n n
a b a a b a b a b b

n n n i

0
( )

n
n n i i

i

n
a b a b

n i

itli ini elde ederiz. Böylece ( )nx y  aç ndan gelen monomlar n katsay lar  ve
aç n genel formülünü bulmu  oluruz.



4

4

2.2. Pascal Matrisleri

Pascal üçgeninden elde edilen say lar bir matrisin elemanlar  biçiminde yaz rsa yeni
bir matris formu elde edilmi  olur. Bu yeni matris formuna Pascal matrisi ad  verilir. Bu
matris formunun üç farkl  biçimi bulunmaktad r (Tang 2004).

Tan m 2.2.1. ( )n ij nxnS s  , ( , 0,1, 2,..., 1)ij

i j
s i j n

i
 olsun. Bu nS  matrisine simetrik

Pascal matrisi denir (Tang 2004,1). Bu matrisin genel formu:

0
1

1

2
1

3
2

0 1 2 3 1
1 1 2 2 2

1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20

n

n

n
n

n

n
n n n n n nxn

C
C

C
S

C

C C C C C

.

Örnek 2.2.1.Yukarda tan mlanan nS  simetrik Pascal matrisi 4n  için,

201041
10631
4321
1111

4S

eklinde olur.

Tan m 2.2.2.
,

 , 0,1, 2,..., 1
0 ,

ij

j
j i

u i j ni
i j

olmak üzere,

n ij nxn
U u  matrisine üst üçgen Pascal matrisi denir (Tang 2004,1). Bu matrisin genel formu:

0
1

1
1

2
1

3
1

1
1

1 1 1 1
0 1 2 3
0 0 1 3
0 0 0 1

0 0 0 0

n

n

n
n

n

n
n nxn

C
C
C

U
C

C

.
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Örnek 2.2.2. Yukar da tan mlanan nU  üst üçgen Pascal matrisi n=4 için,

1000
3100
3210
1111

4U

eklinde olur.

Tan m 2.2.3.
,

 , 0,1, 2,..., 1
0 ,

ij

i
i j

l i j nj
j i

olmak üzere,

( )n ij nxnL l  matrisine alt üçgen Pascal matrisi denir (Tang 2004,1). Bu matrisin genel formu:

0 1 2 3 1
1 1 1 1 1

1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1 2 1 0 0
1 3 3 1 0n

n
n n n n n nxn

L

C C C C C

.

Örnek 2.2.3. Yukar da tan mlanan nL  alt üçgen Pascal matrisi n=4 için,

1331
0121
0011
0001

4L

eklinde olur.

2.3. Stirling Say lar

Stirling say lar  ilk defa James Stirling taraf ndan tan mlanm r [10]. Stirling say lar
ile ilgili literatürde birçok kaynak bulunmaktad r [4,9].Bu çal malardan biri Çam (2005)
taraf ndan yap lm r.

Tan m 2.3.1. , 0n k  olmak üzere,

0
1 ... 1 ,

n
k

n
k

P x x x x n s n k x

polinomunda, kx lar n katsay lar na birinci Stirling say lar  denir ve ,s n k  biçiminde
gösterilir (Çam 2005).
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Genel anlamda, birinci Stirling say lar  bulabilmek için a daki probleme çözüm
aramak gerekir. Bu problemin çözümü bize sonsuz say da birinci Stirling say lar  verecektir.

Problem 2.3.1. n  ki iyi k  tane yuvarlak masaya, her masada en az bir ki i olmak ko ulu ile
kaç de ik biçimde yerle tirebiliriz? (Çam 2005)

Çözüm.
Özel durumlar: 0 ki inin oldu unu dü ünelim, bu durumda hiç kimseyi hiçbir yere

oturtturmay z. Böylece bir farkl ekilde ki ileri yerle tirmi  oluruz, 0, 0 1s imdi birden
fazla ki inin oldu unu ve hiç masan n olmad  dü ünelim, bu durumda hiç kimse bir yere
oturamaz ki, ,0 0s n olur. E er n  ki i ve bir tek masa varsa o zaman ki ileri 1 !n

eklinde yerle tirebiliriz. Bu durumda ,1 1 !s n n  olacakt r. ayet ki i say  masa

say na e it olursa bu durumda herkes bir masaya oturacakt r ve , 1s n n  olacakt r. Masa
say n ki i say ndan bir eksik oldu unu dü ünelim. Bu durumda ki i say n  ise masa
say 1n  olacakt r. Bir masaya iki ki i di erlerine birer ki i oturaca  aç kt r. Önemli olan
n  ki i aras nda 2 ki i belirleyebilmektir. Çünkü 2 ki i belirlenir ise geriye kalanlar n her

birinin bir masaya oturaca  aç kt r. Bu durumda
1

, 2
2

n n
s n  olacakt r.

Genel durum: Genel durumu incelemek için,”n ki i birbirinden farks z n masaya kaç
de ik ekilde oturabilir?”sorusuna iki ayr  yan t bulup bu yan tlar  e le tirmek
gerekecektir.(Ana problemin aksine baz  masalar bo  kalabilir)

Birinci cevap: n  ki i 1 masaya ,1s n , 2 masaya , 2s n ve genel olarak 1 k n

ki i k  tane masaya ,s n k  farkl ekilde oturabilir. Öyleyse, doldurduklar  masa say  göz

önünde tutarak, n  ki i n  masaya
1

,
n

k
s n k de ik biçimde yerle ecektir.

kinci cevap: Masalar birbirinden ay rt edilmediklerinden, birinci ki inin tek bir
hamlesi vard r, herhangi bir masaya oturmak. kinci ki i ya bo  masalardan birine oturacak
(Masalar n aras nda ayr m yap lmad ndan hangi masaya oturaca  önemli de ildir.) ya da
birincinin oturdu u masaya yerle ecektir. Demek ki ikinci ki inin iki de ik hamlesi
mevcuttur. Üçüncünün 3 ve dördüncünün 4 tane hamlesi mevcuttur. Genel olarak .k ’n n k
tane hamlesi vard r. Demek ki n  ki i n  tane masaya !n  biçimde oturabilir.

Yukarda buldu umuz iki yan  e leyelim. Bu urumda,

1
, !

n

k
s n k n

sonucunu elde ederiz.
9n için birinci Stirling say lar  Tablo 2’de gösterelim.

0,s k 1

1,s k 0 1

2,s k 0 1 1

3,s k 0 2 3 1

4,s k 0 6 11 6 1

5,s k 0 24 50 35 10 1

6,s k 0 120 274 225 85 15 1

7,s k 0 720 1764 1624 735 175 21 1
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8,s k 0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1

9,s k 0 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1

(Birinci Stirling say lar )
Tablo 2

Örnek 2.3.1. 4 ki i 2 yuvarlak masaya kaç farkl ekilde oturabilir?

Çözüm. imdi bu durumu 4, 2s biçiminde gösterelim ve 4, 2s de erini hesaplamaya
çal al m. Bu durumda ki iler,

(1),(2,3,4) (3),(1,2,4) (1,2),(3,4)
(1),(2,4,3) (3),(1,4,2) (1,3),(2,4)
(2),(1,3,4) (4),(1,2,3) (1,4),(2,3)
(2),(1,4,3) (4),(1,3,2)

eklinde masalara oturacaklard r. 4, 2 11s  olarak bulunur.

Teorem 2.3.1. 1n k  olmak üzere,
, 1, 1 1 1,s n k s n k n s n k  (Çam 2005).

Tan m 2.3.2. , 0n k  olmak üzere,
1 ... 1nq x x x x n

polinomu için ,

0
,

n
n

k
k

x S n k q x

ifadesindeki ,S n k katsay lar na ikinci Stirling say lar  denir (Çam 2005).
Genel anlamda, ikinci Stirling say lar  bulabilmek için a daki probleme çözüm

aramak gerekir. Bu problemin çözümü bize sonsuz say da ikinci Stirling say lar  verecektir.

Problem 2.3.2. n  ki i her grupta en az bir ki i olacak ekilde k  gruba ayr lmak isteniyor.
Buna göre kaç grup olu turulabilir? (Çam 2005)

Çözüm. Çözümü yapmak için, n  ki inin bulundu u bir kümenin k  tane  alt  kümeye
ay rmam z gerekmektedir.

Özel durumlar: E er hiç kimse yoksa bu ki ileri tek bir biçimde s r gruba
ay rabiliriz, 0,0 1S . 0n  ise, ,0 0.S n  E er 1k  ise, tek bir parçalan  vard r ve

herkes bir grupta toplanabilir , ,1 1S n . Ancak k n  ise, tek bir parçalan  vard r ve her

grup bir ki iden te ekkül eder, , 1.S n n  E er k n  ise, bütünü parçalayan kümelerden en

az biri bo  küme olmak zorundad r, bu durumda , 0S n k . imdi de , 1S n n ’i
hesaplamaya çal al m. 1n  kümeden birinde iki eleman di erler kümelerde ise bir eleman
olmal r. Bu durumda hangi iki elaman n ayn  kümede oldu unu bulmak gerekir. Buna göre,

. 1
, 1 .

2 2
n n n

S n n  Son  olarak , 2S n  hesaplamaya çal al m. E er birinci grubu
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olu turabilir isek di er grubu da olu turmu  oluruz. Kümelerden biri A  ise di er kümede
A ’n n tümleyeni olacakt r. Bu kümeye de TA diyelim. Ancak A  kümesi ne bütün elemanlar
içine alan bir küme ne de bo  bir küme olamaz. n  elemanl  bir kümenin 2n  tane alt kümesi
vard r. Bu durumda biz 2 2n  tane seçim yapabiliriz. Ancak ,  ve  ,T TA A A A ayn
parçalan  olaca ndan bu durumda seçimin yar  yap labilecektir. Sonuç olarak,

1,2 2 1nS n .
Genel durum: kinci Stirling say lar  için tümevar msal bir ili ki bulabilirsek, küçük

say lardan ba layarak bütün say lar  hesaplayabiliriz.

Teorem 2.3.2. 1n k için,
, 1, 1 . 1,S n k S n k k S n k

itli i mevcuttur(Çam 2005).
9n  için ikinci Stirling say lar  tablo 3’te gösterelim.

0,S k 1

1,S k 0  1

2,S k 0 1 1

3,S k 0 1 3 1

4,S k 0 1 7 6 1

5,S k 0 1 15 25 10 1

6,S k 0 1 31 90 65 15 1

7,S k 0 1 63 301 350 140 21 1

8,S k 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1

9,S k 0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

kinci Stirling say lar )
Tablo 3

Örnek 2.3.2. 4 ki iyi her grupta en az bir ki i olacak ekilde 2 gruba nas l ay rabiliriz?
Çözüm. Bu durumda 4, 2S ’yi hesaplamam z gerekmektedir. Olu turaca z gruplar

daki tabloda belirtelim.
1 , 2,3, 4 1, 2,3 , 4

1, 2 , 3, 4 1, 2, 4 , 3

1,3 , 2, 4 1,3, 4 , 2

1, 4 , 2,3

 Buna göre, 4,2 7S ’dir.

2.4. Stirling Say lar  ve Pascal Matrisleri

Bir say n küpünün aç n genel formülü,
36. 6.

1 2 3
n n n

n

eklindedir.
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3 3 3 3
3

1
1 2 ...

n

k
S n k

ifadesini hesaplamak için,
1 1

1
k k k
l l l

Pascal özde li inden faydalanal m. Bu durumda,

3
1

1 1 1

6. 6.
1 2 3

1 1 1
6. 6.

2 2 3 3 4 4

1 1 1
6. 6.

2 3 4

n

k

n n n

k k k

k k k
S

k k k k k k

n n n

222

3

1 . 1
4 2

n n n n
S . (2.4.1)

Dolay yla,
23 3 31 2 ... 1 2 ... .n n

1
1

2
n n

N eklinde bir N  seçelim ve (2.4.1) denklemini yeniden düzenleyelim. Bu

durumda,

3
0

. 1 1 2 1
N

i
S N N N i

olur. Buldu umuz bu sonucu 'ninn .k  kuvvetlerinin hesaplanmas  için

kullanal m.
0

n
k

k
i

S n i ifadesini binom özde liklerinden faydalanarak genelle tirmeye

çal al m.
1

0

1 1 1

0 0 0

1 1

0 1

1

0

1 1 1 1

1 2 ... 1 1

1

1 1

kk i kk

i

k k k
i i i

i i i

ik a

i m

k

i
i

k
a a a a

i

k k k
a a

i i i

k
m

i

k
S a

i

Yukar daki ifadede 1a n eklinde seçelim ve denklemi yeniden düzenleyelim. Bu
durumda,

1

0
1 1

k
k

i
i

k
S n n

i
 (Maltais 1998).
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Yukar daki ifade,

P S Pn (2.4.2)

eklinde   bir  sistem   olarak     yaz labilir. öyle   ki 5k  için,  bu     sistemdeki    matrisler

5 5

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 2 0 0 0 2 1 0 0 0

,1 3 3 0 0 3 3 1 0 0
1 4 6 4 0 4 6 4 1 0
1 5 10 5 5 5 10 10 5 1

P P

ve

0

2
1

3
5 2 5

4
3

5
4

,

S n n
S n n

S S n n n
nS n
nS n

eklindedir. Buradaki P  matrisi, alt üçgen Pascal matrisinin ilk sat r ve sütunu silinmi
eklidir.

Tan m 2.4.1. P  matrisi,

,
1

0 ,
ij

i
i j

P i j
i j

biçiminde tan mlan r (Maltais 1998).

Q  matrisi, P  matrisinin tersi olmak üzere,

P S Pn

Q P S QPn
PS n . (2.4.3)

Bu son e itlikteki P  matrisini tan mlayal m.

Tan m 2.4.2. P matrisi, P Q P eklinde olu ur,

1 ,
1

0 ,

i j

ij

i
i j

P i j
i j

eklinde tan mlan r (Maltais 1998).
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(2.4.3) denklemini matris format nda yazal m,

0

2
1

3
2

4
3

5
4

1 0 0 0 0
1 2 0 0 0

1 3 3 0 0
.

1 4 6 4 0
1 5 10 10 5

S n n
S n n
S n n

nS n
nS n

Bu matris denklemine göre,

0S n n

2
0 12S n S n n

2

1 2
n nS n

3
0 1 23 3S n S n S n n 2

. 1 . 2 1
6

n n n
S n

3
0 1 2 34 6 4S n S n S n S n n

24 3 2

3

12
4 2

n nn n nS n

itlikleri elde edilir. P  matrisinden faydalanarak birinci ve ikinci Stirling say lar  ile binom
katsay lar  aras nda bir ili ki elde edilebilir. 1N  matrisinin elemanlar  birinci Stirling
say lar ndan 1 ,s i j  ve 2N  matrisinin elemanlar  da ikinci Stirling say lar ndan 2 ,s i j
olu sun. Stirling say lar  aras nda,

1 1, 1 ve ,0 0  0 ,s i i s i i

1 , 0  0 veya ,s i j j j i

1 1 11, , 1 . , ,s i j s i j i s i j

2 2, 1 ve ,0 0  0 ,s i i s i i

2 , 0  0 veya ,s i j j j i

1 1 11, , 1 . ,s i j s i j j s i j
özde likleri mevcuttur. O zaman , 5i j  için,

1 2

  1     0  0    0 0 1 0 0 0 0
1     1  0    0 0 1 1 0 0 0

, .  2 3  1    0 0 1 3 1 0 0
6   11 6    1 0 1 7 6 1 0

24 50 35 10 1 1 15 25 10 1

N N
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olup, 1N  ve 2N  matrisleri aras nda,

1 2 2 1N N N N I
ba nt  vard r.

Ayr ca matrisi, P  matrisinin özde erlerinden olu an kö egen bir matris olsun. Bu
durumda,

2 2PN N (2.4.4)
ve

2 1P N N (2.4.5)
denklemleri mevcuttur. E itli in her iki yan ndaki matrisler için .i sat r ve .j sütun elemanlar

itlenirse,

2 2 2 2 2, 1, 2, ... 1 , ,
1 2 3 1

i ji i i i
s i j s i j s i j s j j js i j

i j
(2.4.6)

(Maltais 1998).
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3. GENELLE LM  PASCAL MATR SLER

3.1. Genelle tirilmi  Alt Üçgen Pascal Matrisleri

Tan m 3.1.1. x ve y s rdan farkl  reel de kenler olmak üzere; ,x y  genelle tirilmi  alt
üçgen Pascal matrisleri,

. ,
, ; ,

0 ,

i j i j i
x y i j

x y i j j
i j

, 0,1,2,...,i j n

biçiminde tan mlan r. Tan mdan faydalanarak ,1n nx P x  ve 1,n ny Q y eklinde

nP x  ve nQ y  matrisleri yaz labilir (Zhang 1998).

Teorem 3.1.1. 1 2 1 2, , ,x x y y  olmak üzere,

1
1 1 2 2 2 1 1 2

2

, . , . , .n n n
xx y x y x y y y
y

 (Zhang 1998).

spat: 1 1 2 2 1 1 2 2, . , , , , ; ,n n nx y x y C x y x y i j olsun. Buradan

1 1 2 2 1 1 2 2
0

1 1 2 2
0

1
1 2 2 1

0 2

1
1 2 2 1

2

, , , ; , . . . . .

. . . . .

. .

. .

n
i k i k k j k j

n
k

n
i k i k k j k j

k

i kn
i j k j

k

i j

i k
C x y x y i j x y x y

k j

i i j
x y x y

j i k

i i j xy y x y
j i k y

i xy y x y
j y

i j

,

Kural 3.1.1. .n n nP x P y P x y  (Zhang 1998).

Teorem 3.1.2 . ,i ix y  olmak üzere,

2
1 1 2 1

21 2 1

1, ... ,
k k kk

n i i i i i i
ii j ij

x y x x y y y y y
y

(Zhang 1998).
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Örnek 3.1.1.
3 1 1 3 2 2 3 3 3, . , . ,x y x y x y

22 2
3 31 1 2 2 31 2
2 2 3 42 2 3 4 2 2 3 4
3 3 3 3 31 1 1 1 1 2 2 2 2 2
3 3 2 4 5 63 3 2 4 5 6 3 3 2 4 5 6
3 3 3 3 3 3 31 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2

1 0 0 01 0 0 0 1 0 0 0
0 00 0 0 0

00 0 22 2
3 33 3 3 3

x yx y x y yy y
x y x y yx y x y y x y x y y
x y x y x y yx y x y x y y x y x y x y y

2 1

2 1

2
1 2 1 2 1 2

1 2
2

2
2 4 3 3 3

32 2 1 2 1 21 2 2
1 21 2 3

22

3 2 6
53 4 2 1 2 1 21 2 2 1 2

1 21 2 1 2
22 2

1 0 0 0
0 0

1 0 0 0
0 0012

11 33

x x y y y yy y
y

x y yx x y y y yx x y y y yy y xyy

x x y y y yx x y y x x y y y yy y y y yy y

2 3 4
3 3 3 3

3 3 2 4 5 6
3 3 3 3 3 3 3

02
3 3

y x y y
x y x y x y y

2
3 3 31 2 1 2

3 1 2 2 2 3 4
2 3 3 3 3 3

3 3 2 4 5 6
3 3 3 3 3 3 3

1 0 0 0
0 0

,
02

3 3

x y yx x y y y y
y x y x y y

x y x y x y y

22 3
1 2 1 2 3 1 2 1 2 3

1 2 3
2 3

2 42 32 3 32 1 2 1 2 3 1 2 1 2 31 2 1 2 3 1 2
1 2 31 2 3

2 32 3

3 22 3 2 3
31 2 1 2 3 1 2 1 2 1 2 3 1 2

1 2 3
2 3 2 3

1 0 0 0
0 0

0
2

3

x x y y x y y y y y yy y y
y y

x x y y x y y y y y yx x y y x y y y y y yy y y y yy y

x x y y x y y y x x y y x y y yy y y y
y y y y

62 3
54 1 2 1 2 3 1 2 1 2 3

1 2 31 2 3
2 3

3 x x y y x y y y y y yy y yy y y y

2
1 2 1 2 3 1 2 3

3 1 2 3
2 3

,x x y y x y y y y y y
y y

er 1 2 1 2... ve ...x x x y y y  al rsak, genelle tirilmi  Pascal matrisinin
kuvvetlerini bulmu  oluruz.
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Kural 3.1.2.
1 2 12 4

1 2

2

, 1 ... ,

1
,

1

k kk k
n n

k k
k

n

x y xy y y y y

xy y
y

y

(Zhang 1998).
, , ,n n nI S x D x , , , , ,n n nW x y U x y J x y  matrisleri 1 1n n  tipindeki

matrisleri göstermek üzere, u ekilde tan mlans nlar:

(1,1,...,1)nI kö

,
; ,

0 ,

i j

n
x j i

S x i j
j i

; , 1, 0,1, 2,...,nD x i i i n

; 1, , 0,1, 2,...,nD x i i x i n

; , 0nD x i j , 1j i j i

2 21 0
, 0

0

T
k k

k

k

P x k
P x

1 1 10
, 0,1,2,..., 1

0
n k n n

k
k

I
G x k k

S x

n nG x S x

1
nS x D x

,
, ; ,

0 ,

i j i j

n
x y j i

W x y i j
j i

2, ; , , 0,1,2,...,i
nU x y i i y i n

2 1, ; 1, , 0,1, 2,..., 1n i
xU x y i i i n

y
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, ; , 0,nU x y i j j i  veya 1j i

2 4 6 2

1 1 1 11, , , ,..., 1 n
n nJ y kö

y y y y
.

(Zhang 1998).

Teorem 3.1.3. , ven n nW U  matrisleri için,

, ,n nx y x y (3.1.1)

1 1 1, , ,n n nx y x x
y y

(3.1.2)

1 , , .n nW x y U x y (3.1.3)

(Zhang 1998).

Örnek 3.1.2. n=3 için (3.1.3) teoreminin (3.1.2) ifadesinin do rulu unu gösterelim.

3 3 3 3

2
2

2
32 2 3 4

2 3 4
3 3 2 4 5 6

3 2

3 4 5 6

1 1, . , , . ,

1 0 0 0
1 0 01 0 0 0

0 0
. 12 02 0

3 3
13 3

x y x x y x
y y

x
y y

xy y
Ix x

x y xy y
y y y

x y x y xy y
x x x
y y y y

(Zhang 1998).
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Örnek 3.1.3. n=3 için(3.1.3) teoreminin (3.1.3) ifadesinin do rulu unu gösterelim.

2
2

3 3 32 2 3 4
3 4

3 3 2 4 5 6

5 6

1 0 0 0
11 0 0 0 0 0

0 0
, . , . 10 00

10 0

x
y y

xy y
W x y U x y Ix

x y xy y
y y

x y x y xy y
x
y y

(Zhang 1998).

Lemma 3.1.1. 1, ,k k kW P  matrisleri için, 1k  olmak üzere,

1, ,k k k
xW x y P x y
y

(Zhang 1998).

spat:

1, , ; ,k k k
xW x y P C x y i jy olmak üzere,

i j  iken ,
, ; ,0 0,1,...,i i

kC x y i x y i n  ve , ; , 0kC x y i j .

i j  iken,

0 0

1 1
, ; ,

1 1

h jk i
i h i h i i h h j h h j

k
h h

h hxC x y i j x y x y x y
j jy

= i j i j i
x y

j
.

Böylece ispat tamamlanm  olur.

Örnek 3.1.4. n=3 için Lemma 3.1.1’ in do rulu unu gösterelim.

2

3 2 2 2 3 4

3 3 2 4 5 6 2

2

1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0

0 0
0 1 0,

0

0 2 1

xy y xxW x y P
yx y xy yy

x y x y xy y x x
y y
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2

2 2 3 4

3 3 2 4 5 6

1 0 0 0
0 0

,
2 0

3 3

xy y
x y

x y xy y
x y x y xy y

(Zhang 1998).

Teorem 3.1.4. ,n x y  genelle tirilmi  Pascal matrisleri /kG x y  ve ,nW x y  matrislerinin
çarp lmas yla elde edilir.

1 2 1, , ...n n n n
x x xx y W x y G G G
y y y

( Zhang 1998).

Teorem 3.1.5. 11 0
, 1, 2,..., 1

0
n k

k k
k

I
F x G x k n

D x
ve 1

n n nF x G x D x

olsun, bu durumda
1 1 1, , ,n n nx y x x

y y

1 2 1... n n
x x x xF F F U
y y y y

(Zhang 1998).

Lemma 3.1.2. 1 , ,n n n nx y J y x y J y  (Zhang 1998).

3.2. Genelle tirilmi  Simetrik Pascal Matrisleri

Tan m 3.2.1. x ve y s rdan farkl  iki reel de ken olmak üzere, ,x y  genelle tirilmi
simetrik Pascal matrisleri,

, i j i j i j
x y x y

j
, 0,1,2,...,i j n

biçiminde tan mlan r (Zhang 1998).

Teorem 3.2.1. , , ven n n nQ P  matrisleri nxn  tipinde matrisler olmak üzere,
1, ,T

n n nx y Q xy y
x

, T
n n

yx y P
x

(Zhang 1998).



19

19

spat: 1, , ; ,T
n n nQ xy y C x y i jx  olsun.

0

0

,
. ; ,

,

j
i j i j

k
n i

i j i j

k

i j
x y i j

k k
C x y i j

i j
x y i j

k k

ve

0 0

0 0

,
i i

k k

j j

k k

i j i j i j
k k k j k j

i j i j i j
k k i k k i

olmak üzere,
1, ,T

n n nx y Q xy y
x

itli i vard r. Benzer olarak,

, T
n n n

yx y xy P
x

itli ini elde ederiz.

Örnek 3.2.1. n=3 için 1,T T
n n n n

yQ xy y xy P
x x

 e itli inin do rulu unu gösterelim.

2 3
2 3

2 3
2 3

2
3 4

2 22 2 3 4
2

3 2 2 3 3 4 4
5

2 2 3 4 3 3 4 4 5 5 6 6 4 5

3 3 2 4 5 6
6

11
1 0 0 0 10 2 30 02 3 4,

2 0 10 0 3
3 6 10 3 3

10 0 04 10 20

y y yy y y
x x xx x x

y yy y xy x yxy y x x xx y x x x y x y x y yyx y xy y x y x y x y x y x xx
x y x y xy y

x
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2 3

2 3

2
2

4
2 2 3 4

3 3 2 4 5 6
5

1
1 0 0 0

0 0 0 1 2 3
2 0

0 0 1 33 3

0 0 0 1

y y y
x x x

y yxy y
x xx y xy y

y
x y x y xy y x

(Zhang 1998).

Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.2.1 ‘den hareketle a daki teoremi ifade edelim.

Teorem 3.2.2.
1 1 1, , ,T T

n n n n n
yx y P x y x Q
x y xy

(Zhang 1998).

Teorem 3.1.5 ve Teorem 3.2.1 ‘den hareketle a daki teoremi ifade edelim.

Teorem 3.2.3.
1 , 1 1 ,T

n n n n n n n
yx y J P J J y x y J y
x

1 1 1, T
n n n n n nJ y J J y Q xy J y

x x x
(Zhang 1998).

Teorem 3.2.4. Genelle tirilmi  iki Pascal matris çe idi için,

1det , n n
n x y y ,

11det , n n
n x y y ,

1det , n n
n x y y ,

11det , n n
n x y y .

(Zhang 1998).
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4. PASCAL MATR SLER  VE ÖZELL KLER

nS  simetrik Pascal matrislerini, nU  üst üçgen Pascal matrislerini ve nL  alt üçgen
Pascal matrislerini göstermek üzere,

1)
det 1

det 1

det 1

n

n

n

S

U

L

,

2) T
nn LU  ve T

nn UL ,

3) nnn LUS .  ve .n n nS L U

özellikleri vard r.

Yukar daki özelliklerden ilk ikisi kolayl kla görülmektedir. imdi, 3. özde li i farkl
yöntemlerle ispatlamaya çal al m (Edelman 2003).

4.1. Matrislerin Çarp  Yöntemi

S LU olacak ekilde, ( )n ij nxnS s  matrisini ( )n ij nxnL l ve n ij nxn
U u matrislerinin

çarp eklinde yazal m ve , 0,1,2,...,i j n   için,

0 0
. .

n n

ik kj ij
k k

i j i j
l u s

k k i (4.1.1)

denkleminin do rulu unu ispatlamaya çal al m.

ji  tane nesneden, i  ve j  tane nesne içeren iki grup olu tural m. Birinci gruptan
ki  tane nesne ve ikinci gruptan da k  tane nesne seçersek, toplamda ji  tane nesneden i

tanesini seçmi  oluruz. Bu seçimi birinci grupta
k
i

ki
i

 tane  farkl  yolla  ve  ikinci

grupta
k
j

 farkl  yolla yapabiliriz. Bu durumda k , 0 ile ),min( ji  aras nda de er almas

gerekir. Buna göre (4.1.1) denklemi tekrar düzenler isek,

min( , )

0 0
. .

i j n

ik kj ij
k k

i j i j
l u s

k k i

denklemini elde ederiz. Burada nL  ve nU  matrisleri için ik  ve jk  de erlerinde binom
katsay lar n 0 de erini ald  aç kça ortadad r (Edelman 2003).
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Örnek 4.1.1 4n için ,
4 4 4.S L U

1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1
1 2 3 4 1 1 0 0 0 1 2 3

.
1 3 6 10 1 2 1 0 0 0 1 3
1 4 10 20 1 3 3 1 0 0 0 1

1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20

(Edelman 2003).

4.2. Yap k Kareler Yöntemi

n ij nxn
S s  simetrik Pascal matrisinin yap k kareler metodu ile n n nS L U eklinde

yaz labildi ini gösterelim.

Tablo 4

ijs ’yi hesaplamak için, Tablo 4 üzerinde ia ’den jb ’ye kadar yaln zca yukar  ve sola
gitmek kayd  ile kaç farkl  yolun oldu unu hesaplamam z gerekir.

Tablo üzerinde dikkat edilirse ia  den 0b ’a yaln zca bir tane yoldan gidilebilmektedir.
Bu durumda 0 1is  olur. Ayn  zamanda 0a  noktas ndan jb  noktas na da yaln zca bir farkl
yoldan gidilebilir. Bu durumda 0 1js  olur. E er ia ’den jb ’ye gitmek istersek temel olarak
iki farkl  güzergâh kullanabiliriz. Öncelikle ia ’den 1ia ’e gideriz. Daha sonra buradan jb ’e
gidebiliriz. Bu güzergâh kullan rsa, ia ’den jb ’e giden yol say 1,i js  tanedir. E er ia ’den
bir ad m yukar  ç kar isek bu güzergâhtan giden yol say , 1i js  tanedir. Bu durumda ia ’den

jb ’ye giden yol say lar  toplam 1, , 1ij i j i js s s  tanedir.
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Tablo 5

imdi Tablo 4’ü 45 ’lik aç  ile ortadan ikiye ay ral m ve Tablo 5‘i olu tural m.
Burada ia  noktas ndan ,k k  (örne in (1,1),(2,2) gibi) noktas na kaç farkl  yolun
bulundu unu hesaplamaya çal aca z. Böylece ikl ’y  hesaplamaya çal aca z. ia
noktas ndan (0,0) noktas na yaln zca bir tane yol mevcuttur. Bu durumda 0 1il ’dir. Ayn
zamanda ia  noktas ndan ),( ii noktas na giden yaln zca bir tane yol mevcuttur. Bu durumda

1iil ’dir. imdi ia  noktas ndan ,k k noktas na giden kaç tane yol mevcut oldu unu
hesaplamaya çal al m. ia  noktas ndan bir birim sola kayal m, böylece 1ia  noktas na gelmi
oluruz. Buradan ,k k noktas na 1,i kl  tane yol mevcuttur. imdide ia  noktas ndan bir birim

yukar  ve sola kayal m, buradan 1, 1k k  noktas na  gitmeye  çal al m.  Bu  durumda  bu

güzergâh üzerinde 1. 1i kl  tane yol mevcuttur. Bu durumda ia  noktas ndan ,k k  noktas na

1, 1, 1ik i k i kl l l  tane yol mevcuttur. Benzer ekilde ,k k  noktas ndan jb  noktas na kaç tane
yol oldu u hesaplanarak kju de hesaplanabilir.

Bu durumda, ia ’den jb ’ye ,k k  noktas ndan geçmek art yla .ik kjl u  tane yol
mevcuttur ve .ij ik kjs l u ’dir. Bu durumda n n nS L U (Edelman 2003).

Örnek 4.2.1. 2a  noktas ndan 2b  noktas na, ,k k  noktalar ndan geçmek art yla kaç farkl
yoldan gidilebilir? (Edelman 2003)

Çözüm: 2a  noktas ndan 0,0 noktas na 1 yoldan ve 0,0 noktas ndan 2b  noktas na

da 1 yoldan gidilebilir. 2a  noktas ndan 2b  noktas na, 0,0  noktalar ndan geçmek art yla 1.1

yoldan gidilebilir. 2a  noktas ndan 1,1 noktas na 2 yoldan ve 1,1 noktas ndan 2b  noktas na

da 2 yoldan gidilebilir. 2a  noktas ndan 2b  noktas na, 1,1  noktalar ndan geçmek art yla 2.2

yoldan gidilebilir. 2a  noktas ndan 2, 2 noktas na 1 yoldan ve 2, 2 noktas ndan 2b  noktas na

da 1 yoldan gidilebilir. 2a  noktas ndan 2b  noktas na, 2, 2  noktalar ndan geçmek art yla 1.1

yoldan gidilebilir.Toplamda da 2a  noktas ndan 2b  noktas na, ,k k  noktalar ndan geçmek
art yla 1.1+2.2+1.1=6 farkl  yoldan gidilebilir.
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4.3. Gauss Eliminasyon Yöntemi

Bir nE  matrisi ,
1 ,

, 1 , 1
0 ,di er durumlarda

n ij ijnxn

j i
E e e j i

eklinde tan mlans n. Bu nE  matrisine Eliminasyon matrisi denir (Edelman 2003). nE
matrisinin genel formu:

1100000

0011000
0001100
0000110
0000011
0000001

nE .

1

1 0
.

0n n
n

E L
L

 ve benzer ekilde
1

1 0
.

0
T

n n
n

U E
U

.  imdi buradan hareketle

T T
n n n n n n nE L U E E S E  e itli inin do ru oldu unu tümevar m yöntemiyle ispatlayal m.

2n  için;

2 2
1

1 01 0 1 0 1 0
. .

01 1 1 1 0 1
E L

L
,

2 2
1

1 01 1 1 1 1 0
. .

00 1 0 1 0 1
TU E

U

olup buradan

2 2 2 2

1 0
.

0 1
TE L U E

1 0
0 1

=
1

1 0
0 S

elde edilir. Di er taraftan

2 2 2
1

1 01 0 1 1 1 1 1 0
. .

01 1 1 2 0 1 0 1
TE S E

S

olmak üzere,
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2 2 2 2 2 2 2
T TE L U E E S E .

111. nnn SUL  e itli inin do ru oldu unu kabul edelim. Buradan hareketle,

1 1 1

1 0 1 0 1 0
.

0 0 0
T

n n n n
n n n

E L U E
L U S

1 11 1

1

1 0
. . . . .

0
T T T

n n n n n n n n
n

E E L U E E E E
S

nnn SUL .
olur ki n için do rulu u ispatlanm  olur.

T
n n nE S E  matrisinin .i  sat r ve .j  sütunu için:

1,n n ij i jij
E S S S

olmak üzere,

1, , 1 1, 1
T

n n n ij i j i j i jij
E S E S S S S

1, , 1 1, 1
T

n n n ij i j i j i jij
E S E S S S S

1, 1
T

n n n i jij
E S E S

1
T

n n n nE S E S

oldu u görülür (Edelman 2003).

Örnek 4.3.1. n=4  için Gauss Eliminasyon metodunu uygulayal m (Edelman 2003).

4. 4
3

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 01 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0

.
00 1 1 0 1 2 1 0 0 1 1 0

0 0 1 1 1 3 3 1 0 1 2 1

E L
L

,
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3
44 0

01

1000
2100
1110
0001

1000
1100

0110
0011

.

1000
3100
3210
1111

.
U

EU T

olup, buradan

3
4444 0

01

6310
3210
1110
0001

1000
2100
1110
0001

.

1210
0110
0010
0001

S
EULE T

111 0
01

0
01

.
0

01

nnn

T
nn SUL
EUEL

elde edilir. Di er taraftan,

3
444 0

01

6310
3210
1110
0001

1000
1100

0110
0011

.

201041
10631
4321
1111

.

1100
0110
0011
0001

S
ESE T

olmak üzere,

TT ESEEULE 4444444 .

4.4. Fonksiyonlar n E itli i

Teorem 4.4.1.
0n

nc  serisi yak nsak ise, her 1x     için n

n
n xc

0
  kuvvet  serisi

yak nsakt r.

spat.   Her INn   için nnon ccccs 11 ...    ve 01s    yazal m.
0n

nc  serisi

yak nsak oldu undan, )( ns   k smi toplamlar dizisi yak nsak ve her yak nsak dizi s rl

olaca  için de )( ns   dizisi s rl  s rl r yani her INn   için Ksn    olacak ekilde

bir 0K   sabiti vard r. Böylece her INn   ve her 1x   için

nn
n

n
n

n
n xKxsxsxs
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oldu undan, her 1x   için
0

.
n

n Kx     yak nsak oldu undan
0n

n
n xs   yak nsak

dolay yla,
0n

n
n xs    serisi her 1x   için yak nsakt r. Ayr ca yak nsak her serinin genel

terim dizisi s ra yak nsak olaca ndan ya da her INm   için her 1x   için

mm
m

m
m xKxsxs .0

itsizli inden ve 0lim m
m x    olmas ndan dolay 0lim m

mm xs    bulunur. Di er

taraftan,  her INm   için her 1x   için

m
m

m

n

n
n

m

n

n
nm xsxsxxct

1

00
)1(

oldu undan,
0

)1(lim
n

n
nmm xsxt   elde edilir. Böylece her 1x     için n

n
n xc

0

kuvvet serisinin yak nsak oldu unu elde etmi  olduk. Her 1x     için

00
)1()(
n

n
n

m

n

n
n xsxxcxf

yazal m. imdi
0

01 )(lim
n

nx cxf    oldu unu gösterece iz. sc
n

n
0

   yazal m.  O

halde sxfx )(lim 01   oldu unu ispatlamal z. Bunu yapmak için herhangi bir

pozitif say  alal m. ssnnlim    oldu undan,
2

   pozitif say  için onn

oldu unda
2nss    olacak ekilde bir on   do al say  vard r. 0)1(lim 01 xx

oldu undan,
2

   pozitif say  için 11 x    oldu unda

on

n
n ss

x

0
2

1
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olacak ekilde 10   özelli ini sa layan bir    pozitif say  vard r. Burada

0
0

on

n
n ss    kabul ediyoruz, çünkü, aksi halde durum a ikar olur. 1x    için

1)1(
0n

nxx    oldu undan dolay , 11 x    oldu unda

22
)1()(

0
sxsxsxf

n

n
n

bulunur. O halde
0

01 )(lim
n

nx cxf   dir.

21, , ,...v x x  olacak ekilde sonsuz bir vektör olsun. Bu vektörü S  simetrik Pascal matrisi
ile çarpal m.

2

2 3

3 4

1/ 11 1 1 1 . 1
1/ 11 2 3 4 .

.1 3 6 10 . 1/ 1
1 4 10 20 . 1/ 1
. . . . . . .

x

xx
Sv x x

x x

S matrisinin ilk sat  ile v  vektörünün çarp lmas  ile 2 3

0

11 ...
1

n

n
x x x x

x

geometrik serisi elde edilir. Ancak
0

n

n
x  serisinin yak nsak olabilmesi için 1x  olmas

gerekir.( x  kompleks bir say  olabilir.) Dikkat edilirse di er sat rlar ile v  vektörünün
çarp lmas  sonucu ise 1/ 1 x  in kuvvetleri ç kmaktad r.

imdi U  Pascal matrisi ile v  vektörünü çarpal m:

2

2 32

3 43

1/ 11 1 1 1 . 1
/ 10 1 2 3 .

.0 0 1 3 . / 1
0 0 0 1 . / 1
. . . . . . .

x

x xx
Uv x x x

x x x

Uv  matrisinden 1/ 1 x  çarp  d ar  ç karal m, bu durumda Uv  matrisi / 1a x x
in kuvvetleri olacakt r. imdi Uv  matrisini L  Pascal matrisi ile çarpal m.
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2

2 3

3 4

1/ 11 0 0 0 . 1
1/ 11 1 0 0 .

1 .1 2 1 0 . 1/ 11
1 3 3 1 . 1/ 1
. . . . . . .

x

xa
L Uv a xx

a x

.

Bu durumda 21, , ,...v x x  vektörü için , Sv LUv ’dir. Acaba bu durumda S LU

itli inden bahsedilebilir mi? 0x  seçelim, bu durumda 0 1,0,0,..v olacakt r. Bunun
neticesinde 0 0S LU  sonucuna var r. E er v  vektörünün di er koordinat vektörleri için de
denersek S  ve LU ’nun bütün sütunlar  ayn  ç kar.

0,1,0,...  ‘a ula man n en kolay yolu ise, v ’nin 0x noktas ndaki türevini

hesaplamakt r. 21, , ,...v  olmak üzere, 0v  ve v ’n n lineer kombinasyonlar ,

0 0v v v vS LU

eklinde olur.
0  için, her analitik fonksiyon her mertebeden türevlenebilir oldu undan yüksek

türevler al rsa di er koordinat vektörleri elde edilir. Dolay yla S  ve LU ’nun sütunlar
ayn r (Edelman 2003).

4.5. Pascal Matrislerinin Kuvvetleri, Tersleri ve Logaritmalar

,...,, 210 aaa  katsay lar vektörü ile ,...,,1 2xxv  vektörünün iç çarp  “0”
civar nda Taylor serilerini verir. Taylor serilerini )(xf  fonksiyonu ile gösterirsek;

LvLavaxaxf TTk
k

1.)( .

Bu denklemdeki L bütün sonsuz alt üçgen Pascal matrislerini simgelesin. Bu denklemdeki Lv
çarp )1( x  in kuvvet serisini vermektedir.

3

2

3

2

)1(
)1(

1
11

.
1331
0121
0011
0001

x
x
x

x
x
x

Lv .

Bu denklem oldukça kullan  bir denklemdir. E er bulunan sonuç tekrar L  matrisi
ile çarp r ise bulunan matrisin elemanlar x2 ’in kuvvetleri olacakt r. E er bu i leme p
defa tekrar edilirse bulunan pL v  çarp m matrisinin elemanlar xp ’in kuvvetleri olacakt r.

Bu durumda pL  matrisinin .i  sat r ve .j sütun elaman
j
i

p ji eklinde olup, bu durumu

genel bir formda yazarsak,
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2

3 2

1 0 0 0
1 0 0

2 1 0
3 3 1

p
n

p
L p p

p p p
.

Ayr ca .p q p qL L L  (Edelman 2003).

Di er taraftan 1p  için, L matrisinin tersi,

1 2

3 2

1 0 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0

( 1) 2( 1) 1 0 1 2 1 0
( 1) 3( 1) 3( 1) 1 1 3 3 1

nL

elde edilir.

imdi bir D  matrisi tan mlayal m,

1 , ve  tek
1 , ve  çift

0 ,di er durumlarda
ij

i j i
d i j i

olsun. Bu durumda D  matrisinin genel formu:

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

1,
0 0 0 0

1,ii

D

i tekse
D

i çiftse

.

Bu durumda 1 1. .L D L D  biçiminde yaz labilir (Edelman 2003).
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Örnek 4.5.1. n=4 için 1ven nL L  matrisleri aras nda nas l bir ili ki oldu unu
ara ral m(Edelman 2003).

1 1
4 4 4 4

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0

. . . .
1 2 1 0 0 0 1 0 1 2 1 0 0 0 1 0
1 3 3 1 0 0 0 1 1 3 3 1 0 0 0 1

L D L D

p ApL e  olmak üzere, logA L  matrisini hesaplarsak

0 0

0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0

lim lim
0 0 3 0 0 0

0 0 0 0 0

pAp

p p

L Ie IA
p p

n

olup, 1p  için,
2

...
2!

A AL e I A    elde edilir (Edelman 2003).

4.6. Pascal Matrislerinin Özde erleri

1 1. .L D L D  ve 1 1. .U DU D  oldu unu daha önce göstermi tik.U  ve L  matrisleri
benzer oldu u gibi tersleri de benzerdir. Bu durumda S  ve 1S  matrisleri benzerdir. S

matrisinin kar t özde er çiftleri  ve 1  d r.Benzer matrislerin özde erleri de benzerdir. S

ve 1S  matrisleri için,

1 1 1 1 1. .S U L DUD DLD

11 1 . .DU LU U D DU S DU

olup 1S  ve S  matrisleri benzerdir. Bu durumda özde erleri ayn r (Edelman 2003).

Örnek 4.6.1.

3

1 1 1
1 2 3
1 3 6

S

3 3 tipindeki simetrik Pascal matrisinin özde erleri 1 21, 4 15 ve 3 4 15 .

Ayn  zamanda 2
3

1 ’tür.
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1
3

  3 3  1
3   5 2

  1 2  1
S

3 3 tipindeki simetrik Pascal matrisinin tersinin özde erleri 1 21, 4 15 ve

3 4 15 . Ayn  zamanda 2
3

1 ’tür. Bu durumda simetrik Pascal matrisi ile tersinin

özde erleri ayn r.

4.7. Simetrik Pascal Matrislerinin Modülleri

Tan m 4.7.1. 2P n  matrisi, P n simetrik Pascal matrisinin iki modülüne göre indirgenmi
matrisini göstermek üzere,

2 ,
 mod 2 0,1

i j

i j
P n

i
eklinde tan mlan r (Bacher 2004).

2i
in v eklinde gösterilen rakamlar (çift) için,  mod 2is n v dizisi elde

edilir. Bu durumda, 0 0, 2  ve  2 1 1s s k s k s k s k .

Tan m 4.7.2. 3P n  matrisi, P n simetrik Pascal matrisinin üç modülüne göre indirgenmi
matrisini göstermek üzere,

3 ,
 mod 3 1,0,1

i j

i j
P n

i
eklinde tan mlan r (Bacher 2004).

Ard k bir t n  dizisi dü ünelim ve 0 0t , 3t n t n , 3 1 1t n t n  ve

3 2 1t n t n eklinde tekrar etsin.

Teorem 4.7.1.
(i) 2P n  matrisinin Z üzerindeki determinant ,

1

2
0

det 1 .
n

s k

k

P n

(ii) 3P n  matrisinin Z üzerindeki determinant ,
1

3
0

det 1
n

t k

k

P n  (Bacher 2004).
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4.8. Baz  Homejen Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Pascal Matrisleri Yard yla
Çözümü

.n dereceden sabit katsay  homojen olmayan bir diferansiyel denklemin genel formu,
1

1 1 0 0 11 ... ...
n n

m at
n n mn n

d y d y dya a a a q q t q t e
dt dt dt

(4.8.1)

eklinde olsun.
( )L y ; y ’nin .n mertebeden lineer diferansiyel denklemini göstermek üzere,

0
( ) ( )

n
k

k
k

L y a D y

olsun. Burada kD , y ’nin t ’ye göre .k  dereceden türevini göstersin.( 4.8.1) denkleminin sol
taraf ( )L y  ile, denklemin sa  taraf  da matris formunda gösterirsek,

2
0 1 0 1 2

1

... ... .m at at
m m

m

t
q q t q t e q q q q et

t

O halde (4.8.1) denklemini yeniden düzenlersek,

2
0 1 2

1

... at
m

m

t
L y q q q q et

t

. (4.8.2)

2
0 1 2 ... m at

my c c t c t c t e  ifadesi (4.8.1) denkleminin özel bir çözümü olsun.
2

0 1 2 ... m
mc c t c t c t  polinomu (4.8.2) denkleminde seçti imiz polinomun bir benzeridir.

( )L y ’yi hesaplayarak (4.8.2) denklemiyle k yaslayal m. imdi y  ifadesinin matris formuna
bakal m.

2 2
0 1 2 0 1 2

1

... ...

at

at

at at
m m

m m at

e
t te

L y L c c c c e c c c c Lt t e

t t e
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2
0 1 2 ... .

at

at

at
m

m at

L e

L te

c c c c L t e

L t e

(4.8.3)

imdi 0 k m  oldu u durumlarda k atL t e  ifadesi

0 0 0

n n n
at k at k at at k

k k k
k k k

L e a D e a a e e a a

0

n
at k

k
k

p a e P a a a

eklinde düzenlenir, burada ( )p a  diferansiyel denklemin karekteristik polinomudur. atL e

yüksek türevlerini hesaplamaya çal al m. Birinci olarak atL e , a  ve t  ye ba  bir fonksiyon
olsun. imdi kar k k smi türevin yerlerini de tirelim.

k atk at k at
k at

k k k

L ee p a e
L t e L

a a a

kinci olarak, Leibinz kural ndan  veu v  gibi iki fonksiyonun yüksek mertebeden türevini
hesaplayabiliriz.

1'

0
... .

1

n
n n n n r n r

r

n n
uv uv u v uv u v

r

'yi hesaplamak için 'y  Leibinz kural na göre hesaplayabiliriz.
k at

k at
k

p a e
L t e

a

0

k at n lk lk at at
k

l

p a e k
L t e p a e

la

0 0

k k
k l k ll at at l

l l

k k
p t e e p t

l l
(4.8.4)

k lp ifadesi , p ’nin a ’ya göre .k l  türevidir.
0

k
k l l

l

k
p t

l
 ifadesi bir polinomdur ve

katsay lar p ’nin türevleridir. E er bu katsay lar bir matrisle ifade edilmek istenirse P  gibi
1 1m m tipinde bir matris olu turulabilir.

1kP , P  matrisinin ( 1).k  sat  göstersin. P  matrisini düzenlersek,
0at at atL e L t e p a e  ifadesi 11P  eleman  olu turacakt r. k ’ya kadar 0'dan ' yem bir
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dizi olu turursak, k atL t e ( 1).k  sat ra kar k gelir. Benzer olarak (4.8.4) denklemini t ’nin
kuvvetlerine göre açarsak P  matrisinin sütunlar  bulabiliriz.

P  alt üçgen bir matristir. , 0k lP k l  ve matrisin genel formu,

1, 1  ,0 , .
0

k l

k l

k
p k l

P k l ml
k l

(4.8.5)

eklindedir.
er t ’nin kuvvetlerini sütun vektörleri eklinde yazarsak,

22

1

0 0 0
1

' 0 0
'' 2 ' 0

'
1 1

at

at

atat

m m mm at

p
e p p

tte p p p
L ett e

m m
p p p p tt e

m

. (4.8.6)

imdi 0 1 2 mc c c c c  ve 0 1 2 mq q q q q  katsay lar
belirlemeye çal al m.( 4.8.2) denklemi ve (4.8.6) denkleminden faydalanarak,

2 2

1 1

at at

m m

t t
L y c P e q et t

t t

(4.8.7)

q c P (4.8.8)

 e itliklerini elde ederiz. P matrisi altüçgen bir Pascal matrisidir. P  matrisinin elemanlar  bir
fonksiyonun yüksek mertebeden türevleri ile olu maktad r (Zobitz 2003).

c vektörünün elemanlar  bulmak istiyorsak, 1P  matrisini hesaplamam z
gerekmektedir. Ancak 1P  matrisinin mevcut olabilmesi için det 0P  olmas  gerekir. P

alt üçgen bir Pascal matrisi oldu una göre det
m

P p a ’dir.Biz burada 0p a
oldu unu kabul edelim.
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Teorem 4.8.1. P , (4.8.5)’te tan mlanan genel matris formuna uygun bir matris ve
0p a olsun. Bu durumda,

1, 1

1

0

k l

k l

k
k lQ l p
k l

(4.8.9)

ve 1Q P ’dir (Zobitz 2003).

spat: Alt üçgen matrislerin genel özelliklerinden ispat aç kt r.

1, 1

0,
1,k l

k l
PQ

k l

k l oldu u durumlarda matrisin elemanlar  0 oldu u aç kt r. 0k l  için k lp p  ve

benzer olarak 1 1
k l

p p
 oldu una göre, bu iki ifadenin çarp  da 1’dir.

imdi 1, 1 0  ( )k lPQ l k ifadesini ispatlamaya çal al m. l k oldu unu
dü ünelim, 0q için k l q ’nun aç na bakal m.

1, 1 1, 11, 1
0

.
q

l q l r l r lk l
r

PQ P Q

0

1
rq

q r

r

l q l q
p

l r l p
(4.8.10)

1, 1
0

! ! 1
! ! ! !

rq
q r

k l
r

l q l r
PQ p

l r q r r l p

1, 1
0 0

! 1 1
! !

r rq q
q r q r

k l
r r

l q l q qqPQ p p
q q rq r r p p

(4.8.11)

Yukar daki denklemde l q k eklinde seçelim ve denklemi yeniden düzenleyelim.

1, 1
0

1
rq

q r
k l

r

k q
PQ p

q r p
(4.8.12)

(4.8.12) denkleminde yüksek mertebeden türevleri hesaplayabilmek için Leibniz kural
uygulayal m.

1, 1
0

1 1 .
r qq

q r
k l

r

k q k
PQ p p

q r qp p
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Yukar daki denkleme göre, 0q için 1 . 1 0
q

qk k
p

q qp
’d r.Bu durumda k l için

1, 1 0k lPQ ’d r.Buna göre ifadenin genel formu,

1, 1

0
1k l

k l
PQ

k l
eklindedir. Bu durumda 1Q P ’dur.

1P  matrisini bulduk, (4.8.8) denkleminde c vektörünün elemanlar  belirleyebiliriz.
Bu durumda diferansiyel denklemin y  özel çözümü,

1  ve y atc q P c t e (4.8.13)
eklinde olacakt r (Zobitz 2003).

Örnek 4.8.1. ''' ' 43 1 5 ty y y t e diferansiyel    denkleminin çözümünü      bulunuz
(Zobitz 2003).

Çözüm. Denklemi 3 43 1 5 tL D D D y t e eklinde yazal m. Burada
4 4 4 363 4    3t t tL e e p e p a a a .

imdi denklemi matris formunda yeniden düzenleyelim. Bu durumda denklem,
41

1 5 tL y e
t

eklinde olacakt r. 4
0 1

ty c c t e  denklemin özel bir çözümü olsun. y  yerine denklemin sol
taraf nda y özel çözümünü yazal m.

4 4
0 1 0 1

1 1t tL y L c c e c c L e
t t

.

Denklemin di er taraf  hesaplayal m, 4 463 47t tL te t e . Bu durumda,
4

4 4
0 1 0 14

63 0 1 1
1 5

47 63

t

t t

t

L e
c c c c e e

t tL te

0 1

63 0
1 5

47 63
c c

Yukar daki denklemi çözersek, 0 1
172 5 ve
3969 63

c c   olarak buluruz. Buna göre denklemin

özel çözümü,

4172 5
3969 63

ty t e

olarak bulunur.
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Ancak metodun s rl  olan taraf 0p a  durumudur. 1P ’i hesaplayabilmek için

matrisin determinant n s rdan farkl  olmas  gerekir. 0p a  ise matrisin esas kö egeninin

elemanlar  s rd r. Bu durumda det 0P  olacakt r. Bu durumda yukar daki metod geçersiz
olur.

er her 0 j q m  için 0jp a  ise, hy  (4.8.1) denkleminin homojen çözümü,
1

0

  sabittir.
q

j at
j j

j

r t e r

eklinde olacakt r. Bu durumda denklemin özel çözümünün genel formu,
1

1 ... ...q
q q m q m at

q m q mc t c t c t c t e
eklindedir. Çözümün ic  katsay lar  bulmak için, di er çözümü bulmakta kulland z

yönteme benzer bir yöntem kullanal m. 0jp a j q  için (4.8.6) denkleminin giri leri
“0” olabilir.( 4.8.6) denklemindeki matris format  yazal m. Bu durum,

1

1

2 12

1 1

0 0 0
1

0 0 1
1

2 2
0

1 2

1 1

q

q qq at

q at

q q qq at

q m at

q m q m q q

p
q

p pt e
tt e

q qL t e p p p

t e
q m q m q m

p p p p
m m

2 at

m

et

t

eklindedir. Yukar da olu an P  matrisinin genel formu,

1, 1

0

k lq

k l

q k
p k l

P l
k l

0 ,  ve  p 0jk l m j q . (4.8.14)

p 0q  ise det( ) 0P  ve 1P  mevcuttur (Zobitz 2003).

Örnek 4.8.2. '' 2 416 1 ty y t e  diferansiyel denkleminin çözümünü bulunuz(Zobitz 2003).

Çözüm: Denklemi 2 2 416 1 tL D D y t e eklinde yazal m. Burada,
2 16p a a  ve 4 0p

' 2p a a  ve ' 4 8p

Denklemin özel çözümü 2 3 4
1 2 3

ty c t c t c t e eklinde olsun. ' 4 8p  ifadesini P
matrisinde yerine koyal m,

1.8 0 0 8 0 0
1.2 2.8 0 2 16 0
1.0 3.2 3.8 0 6 24

P .
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P  matrisinin tersi

1

1 0 0
8
1 1 0
64 16
1 1 1

256 64 24

P

dir. Denklemin özel çözümü,

2 3 433 1 1
256 64 24

ty t t t e

eklinde olacakt r.
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5. SONUÇ VE ÖNER LER
Bu çal mada Pascal matrisleri ve özellikleri detayl  bir ekilde incelenmi tir.

Öncelikle Pascal matrislerinin tan mlar  verilmi , daha sonra Pascal matrisleri ile say lar
teorisinde önemli bir yer i gal eden Stirling say lar  ele al nm r. Ayr ca Pascal matrislerinin
diferansiyel denklemlere uygulan  incelenmi tir.

Bunlarla birlikte Pascal matrislerinin normlar  ile ilgili çal ma literatürde fazla
bulunmamakta olup, bu matrislerin normu incelenebilir.
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