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OZET

Mod — 2 Steenrod Cebirinde, hem Milnor Bazina gore hem de Admissible baza
gore ayni gekilde ifade edilebilen bazi elemanlar i¢in Adem Bagintilarmda(garpiminda)
var olan kombinatorik hesaplamalar, J.Silverman (Silverman,J.H.1996) tarafindan
farkli bir metodla verilmistir. Bu tezde, Silverman (Silverman,J.H.1996) tarafindan
gelistirilen bu ve benzeri kombinatorik hesaplamalarin p tek asal say1 olmak ftizere
Mod — p Steenrod Cebirinde de gegerli olup olmadigi aragtirilmis ve Mod — 2 Steen-
rod Cebirinde verilen metod, Mod — p Steenrod Cebir yapisinda var olan farkliliklarla
uyumlu olacak sekilde genellestirilmistir. Ayrica 6zel tipte bazi elemanlarin carpiminda

bulunan terimler bu kombinatorik hesaplamalarla elde edilmistir.
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ALGEBRA
(M. Sc. Thesis)
OSMAN RASIT ISIK
MUGLA UNIVERSITY
INSTITUTE of SCIENCE and TECHNOLOGY
2007

ABSTRACT

Some combinatorical calculations, in mod — 2 Steenrod Algebra, represented in
Adem Relations for common elements in both Milnor Bases and Admissible Bases
are given by J.Silverman (Silverman,J.H.1996) in a different method.In this thesis, it
is searched throughly that wheather this method is valid in modp Steenrod Algebra
or not. Then, this method succesfully generalised to mod — p Steenrod Algebra
with respect to structural differences from mod — 2 Steenrod Algebra. Besides, this
generalised method is used to determine summands in the Adem Product for certain

special elements.
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1. GIRIS

Cebirsel topoloji, ”iki uzayin homeomorf olmadigini gostermek” gibi bazi topolo-
jik sorulara yamt aranirken olugsmusg, topolojik kavramlari cebir ile birlegtiren bir
caligma alanidir. Herhangi iki topolojik uzay verildiginde bunlarin homeomorf oldugunu
gostermek, homeomorf olmayan uzaylar1 arastirmaktan daha zordur. Ciinki bu iki
uzay arasinda birebir-orten, stirekli ve tersi siirekli bir fonksiyon bulmamiz gerekir.
Bu da genelde pek kolay degildir.Mesela, Rnin R?ye homeomorf olmadigimi yol
baglantililign kullanarak soyle bulabiliriz: R’den tek nokta ¢ikarirsak yol baglantililik
bozulurken R*den tek nokta cikarirsak yol baglantilik bozulmaz, dolayisiyla bu iki
uzay homeomorf olamaz. Fakat R?'nin R*’e homeomorf olmadig1 bilinen topolojik
ozelliklerle ( baglantihlik, yol baglantililk, kompaktlik, metriklenebilirlik, Tg, 77, T3
vb.) gosterilemez. Bu sorunun cevabi iginde homotopi gruplarmin tanimlanmasi
gerekir. Yani, homotopi funktoru bu iki uzaya uygulanarak elde edilen cebirsel yapilar
izomorf olmadigi i¢in bu iki uzay homeomorf olamazlar.

Cebirsel topolojide, topoloji ile cebir arasinda bu birlegtirme funktorlar aracilig
ile yapilir. Homoloji, kohomoloji, temel grup, homotopi funktorlar: gibi ¢esitli funk-
torlarla, verilen herhangi iki topolojik uzaydan olusturulan cebirsel yapilar ince-
lenerek, bu uzaylar hakkinda bilgi elde etmeye caligilir. Bu cebirsel yapilarin ortaya
¢ikigt genelde bir sorunun ¢oziimii i¢in ihtiya¢ duyulmasi tizerine olugturulmustur.

Steenrod cebiri de Norman Steenrod’un Z, katsayili kohomoloji teori tizerindeki
kararli kohomoloji operasyonlarinin hareketini inga ederken 6zel bir kohomoloji op-
erasyonuna ihtiya¢ duymasiyla baglamigtir. Bu cebir yapisi Adem (1952), Cartan
(1955) ve Sere (1956) tarafindan agiklanmaya ¢ahgilmig ve Adem Bagimtilarima gore
boliim tensor cebiri oldugu gosterilmigdir. Ayrica Milnor (1958) de, Steenrod cebirinin
ko-komutatif Hopf cebiri yapisina sahip oldugunu gostermistir; sonucgta bu cebirin du-
ali de komititatif cebir olacaktir ve bu cebire cebir yapisi veren ¢carpim Milnor ¢arpimi
olarak adlandirilir. Steenrod cebirinde Admissible baz, Milnor bazi, Arnon baz1 gibi
birden ¢ok baz vardir.J.Silverman Mod-2 Steenrod Cebirinde Milnor ¢arpimi ve Adem
carpimlarimin ifadelerinde var olan ikiterimili (binomial) ve gok terimli (multinomial)
kombinasyonlar1 (Silverman,J.H.1996) geligtirdigi baz1 kombinatorik hesaplamalarla
yapmigtir. Bu hesaplamalarda, Lucas’in (Lucas,E.1878), Kraines’in (Kraines,D.1971)

sonuclarini da kullanmigtir.
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Tkineci ve ticiincii boliimde cebirsel topolojide énemli yeri olan singiiler homoloj,
singiiler kohomoloji, cup ¢arpim konularinda temel tanim ve teoremler verilmis olup
biitiinliigiin bozulmamasi agisindan teoremler ispatsiz olarak verilmistir. Dordiinci
boliimde Steenrod cebir yapisi, bu cebirdeki bazlar ve 6zel kohomoloji trasformasyon-
lar1 hakkinda temel tanimlar verilmistir. Son béliimde de Adem bagintilar: verilmis
ve Silverman (Silverman,J.H.1996) tarafindan mod — 2 Steenrod cebiri i¢in verilen
yontem mod — p Steenrod cebirine genellestirilerekhem Admissible baza gére hem
de Milnor bazina gore aym gekilde ifade edilebilen herhangi iki Steenrod elemanin
carpiminda bulunan terimlerin elde edilmesi bagarilmig ve baz1 6zel tipte elemanlar

i¢in genel formiiller olugturulmustur.



2. KAYNAK OZETLERI

2.1. Homoloji Teori

Tanim 2..1 X bir topolojik uzay olsun. Bir homoloji teori
HA(X) =) Hy(X)
n=0

n = 0,1,2,... icin X wzaymr H,(X) degismeli gruplarimn bir ailesine ayristirur.

Burada X ve X' ayni homotopi tipine sahip uzaylar ise her n icin
H,(X)~H,(X)

(grup izomorfizmasy) sarty saglanar.

H,(X) direkt toplamima X ’in bir homolojisi ve her n igin H,,(X) direkt toplam
terimine de X ’in m-inci homoloji grubu denir.

Tanimdan goriiliir ki; herhangi n icin n-ci homoloji gruplart H,(X) ve H,(X')
izomorf degilse X ve X' aym homotopi tipine sahip degildir. Béylece homoloji gru-
plar1 farkl olan uzaylar homeomort olamazlar.

Homoloji teori tek degildir. Bir X topolojik uzayimin homoloji gruplarini, bu

homoloji teorilerinden Singiiler Homoloji Teori ile agiklayalim.

2.2. Singiiler Homoloji

Tanim 2..2 z,y € R" olmak tzere x ve y noktalariny birlestiren dogru parcasi
{1-t)z+ytj0 <t <1}

seklinde tanimlanar.

Tanim 2..3 C' C R" kimes: verilsin.¥x,y € C i¢in x ve y noktalarini birlestiren

dogru parcasy Cde kalworsa Cye konveks kiime denir.

Tanim 2..4 A C R" kumesi verilsin. A kiimesini kapsayan konveks kiimelerin kesisim

kimesine A’nin konveks hull’v denir.



Tamim 2..5 R" "nin p+ 1 noktase {x¢,x1,...,x,} olsun. Eger
{z1 —z0, 20 — 0, ..., 2p — X0}

vektorleri lineer bagimsiz ise {xg, x1, ..., x,} kimesinin konveks hull’una bir p-simpleks

denir.

S koseleri xg, 1, . . ., z, olan siralanmig p-simpleks olsun. o, kiimesini asagidaki

sekilde tanimlayalim;

op = {(to, tr, .. ) ERPTH| Y "t =11, > 0,i € {0,...,p}}

fiop — S

(t07t17 PN ,tp> | — thl’z

fonksiyonu bir homeomorfizmadir. Boylece her siralanmig p-simpleksi o, 'nin homeo-

morfik goriintiisudiir.

Tanim 2..6 o, , koseleri x;, = (1,0,...,0),...,2, = (0,...,0,1) olan bir siralanmas

p-simplekstir. o, 'ye standart p-simpleks denir.
Tanim 2..7 X topolojik uzay verilsin.

¢:0p — X
surekli fonksiyonuna singtiler p-simpleks denar.

Tanim 2..8 ¢ bir singiler p-simpleks ve i € {0,1,...,p} ise 0;¢ singiiler
(p — 1)-simpleksi

ainZ(Tp_l — X

(to, ce ,tp) L gb(to, ce 7ti_1, O,ti, ce ,tp_l)

seklinde tanamlanir. 0;¢ ’ye ¢ 'nini i. yuziu denir.



f + X — Y stirekli bir fonksiyon ve ¢ X ’de singiiler p-simpleks olsun.Bu
takdirde Y 'de bir f4(¢) singiiler p-simpleksi

f#(@)=foo

seklinde tanimlanir. Benzer sekildeg: Y — W, 1x : X — X siirekli fonksiyonlar:
icin

(g0 [y(d) = (g4 o f4)(9)

ve
Ly(o) = ¢

esitlikleri vardir.

Tanim 2..9 X topolojik uzayr verilsin. X uzayindaki tim singuler n-simplekslerin turetmis
oldugu serbest degismeli grubu S, (X) ile gosterelim. S,(X) ’in bir elemanina n-zincir

denir ve bir n-zincir

> ned
¢
formundadur dyleki ny, € ZT ve sonlu sayida ¢ hari¢ sufirder.

0;, 1. yiiz operatorii singiiler n-simplekslerden singiiler (n—1)-simplekslere bir fonksiyon
oldugu icin tek bir
O; + Sp(X) — Sp-1(X)

Z Ng.¢ — Z Ng.0id
@ ¢

homomorfizmasi vardir. Bu homomorfizmalar yardimi ile sinir operatorii agagidaki

sekilde tanimlanir

=0~ 014+ (=1)"0, = > _(=1)'0;

Ozellik 2..1 909 =0
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Tamim 2..10 ¢ € S,,(X) n-zinciri i¢in 0(c) = 0 ise ¢ 'ye n-devir denir. d € S,(X)
n-zinciri i¢in 0(e) = d olacak sekilde bir e € S,11(X) (n + 1)-zinciri varsa d ’ye

n-synar denir.

0 homomorfizma oldugundan n-devirlerden olugan Kerd kiimesi S,,(X) ’in alt grubudur
ve Z,(X) ile gosterilr.Benzer sekilde n-simrlardan olugan Imd kiimesi S, (X) ’in alt

grubudur ve B,(X) ile gosterilir. Ozellik 2..1 ’den B, (X) C Z,(X) elde edilir.

Tanim 2..11
Hn(X> = Zn(X)/Bn(X)

bolum grubuna X wuzayinin n. homoloji grubu denir.

Tanim 2..12 o, (X, A) ikilisi ve n tamsaysine @, (X, A) degismeli grubu ile ve her
f:(X,A) — (Y,B)

tkililerin dontsumiini

fetpn(X, A) — pu(Y, B)

homomorfizmas: ile eslestiren bir fonksiyon ve her n igin
0:pn(X,A) — o, 1(X, A)

homomorfizmasy var olsun. Eder @ asagqidaki aksiyomlar: saglar ise @ bir homoloji

teory tiretir denar.
1. id: (X, A) — (X, A) birim déniigiim ise
idopn(X, A) — pn(X, A)
birim homomorfizmadir.

2. (X, A) — (XA, g: (X' A') — (X", A”) ikililerin dontigtimleri ise

(gofle=g.0fs

dar.



3. f:(X,A) — (Y, B) ikililerin doniigiimii ise

do fi=(f]a)io0
4.0:(A0) — (X,0) ve j : (X,0) — (X, A) icerme dontigtimleri ise
T 9u(A) T 9u(X) T (X, A) T g (A) —

dizisi tamdar.

5. f,9: (X, A) — (Y, B) ikili déniigiimleri homotopik ise

fi=g.
6. (X, A) ikilisinde U C A ve U C int(A) ise
i:(X-UA-U)— (X,A)
icerme doniigimil i¢in
bt (X —U,A=U) — p,(X, A)
izomorfizmadir.

7. n# 0 igin p,(pt) = 0 dir ve p,(pt) 'ye katsay1 grubu denir.

Tanim 2..13 S(X) bir singiiler zincir kompleksi ve G bir degismeli grup olsun.

S(X)® G de bir singiiler zincir kompleksidir ve

H,(S(X);G) = %

grubuna G katsayily n-inci homoloji grubu denir. Bu grup H,(X; G) ile gdsterilir.



2.3. Singiiler Kohomoloji

Tanim 2..14 A ve G degismeli gruplar olmak tzere
Hom(A,G)={f|f:A— G, f homomorfizma}

seklinde tanimlamir. Hom(A, G) kiimesi fonksiyonlarin toplama iglemine gore degismeli

gruptur.

Tanim 2..15 G degismeli grubu ve {C, 0} zincir kompleksi verilsin. Her n i¢in C™
degismeli gruplar

C" = Hom(C,, G)

seklinde tamimlanar. 0 : C,yqw — C,, stmr operatori i¢in
o* . C" — O" !

homomorfizmasi vardir ve

O 00" =(000)* =0

olur.

Tanim 2..16 {C™,§}, §:C" — C™ olacak sekilde degismeli gruplarin ve homo-

morfizmalarin bir toplulugu olsun. Ejer
dod=0

ise bu diziye kozincir kompleks, 0 homomorfizmasinada kosinir operatori denir.

c* € C" elemanina da n—kozincir denir.

{C™, 5} kozincir kompleksi i¢in D,, = C~™ ve 9 = 0 : D,, — D,,_; tanimlamalarim
yaparsak {D,,,0} bir zincir kompleks olur. Bd&ylece bu iki yapinin birbirinin duali

oldugu goriilmiig olur.



Tamim 2..17 C = {C",d} kozincir kompleks olsun. n-kodevirlerin grubu
Z"(C) = Kerd"

n-kosimarlarin grubu

B"(C) = Imé™!

seklinde tanimlanir. Boylece
H™(C) = 2"(C)/B"(C)
ifadesine C' kozincir kompleksinin n.kohomoloji grubu denir.

Tamim 2..18 G degismeli grup ve S(X) = {S,(X),0,} singiler zincir kompleksi

olsun. Bu durumda,
C"(X;G)=C"(S(X);G) = Hom(S,(X), Q)
kiimesine S(X) in G katsayls n-inci kozinciri denir.
Tanim 2..19 {C™"(X;G), 6"} G katsayil singiiler kozincir kompleksinin n-inci koho-

moloji grubu

n+1
H(X;G) = H'(S(X);G) = 22

imom

olarak tanimlanar.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Cup Carpim

Tamim 3..1 X topolojik uzayr ve R degismeli halkast verilsin. ¢ : 0prq — X olmak

uzere

SP(X:R) x S9(X; R) — SP*I(X;R)
<APUd,p>=<c polleg,e1,-..,6p) > - <L pol(ep, Eptty - sEptrq) >

dontigtimi tansmlansin. Buradaki c® Uc? kozincirine c?, c? kozincirlerinin cup(bardak)
carpimay denir. ¢ o l(eo, €1, ..,&p) donisimi ¢ singiler (p + q)-simpleksinin én p
yuzine, ¢ o l(p, Ept1, - -, Eptrq) dOnligimi ise ¢ singiler (p + q)-simpleksinin arka q

yuzune kisitlaniglaridor.

Teorem 3..1 Kozincirlerin cup carpyma bilineer ve birlesmelidir. 2° tim

0-simplekslerdeki degeri 1 olan kozincir olsun. 2° birim elemandir. Ayrica
(P Uc) = (0cP)Uc? + (—1)PP U (6c7)
kosinar formali gecerlidir.

Teorem 3..2 Kozincirlerin cup carpima bilineer ve birlesmeli
HP(X;R) x HY(X;R) — H""(X;R)
operatorini tretir. [2°] kohomoloji sinafe birim elemandar.

Tamim 3..2 H*(X; R) = ®H'(X; R) olmak tizere cup ¢arpimi bu grubu birimli halkaya

dontsturir ve bu halkaya X uzayinin R katsayils kohomoloji halkasy denir.
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3.2. Ozel Kohomolo ji Operasyonlar: (Transformasyonlari)

Tanim 3..3 f: X — Y bir donisim olsun.

dx

HP(X,G) =% HIX,G)
T Tr
H/(Y.G) =% HY(Y.C)
diyagramana degismeli kilan ®x fonksiyonlarinin ailesine X uzaye i¢in (G, p; G',q)

tipinde bir kohomoloji operatori denir ve o(G, p; G, q) ile gosterilir.

Z, = Z/pZ ve p tek asal say1 olsun. 0 — Z, — Zy — Z, — 0 tam dizisine
karsilik gelen

B HI(X;Zy) — Hqul(X;Zp)

Bockstein ko-sinir operasyonu, 3% = 0 ve 3(z.y) = B(z)y + (—=1)%z5(y), dim(z) = ¢

ozelliklerini saglayan bir dogal homomorfizma olarak bilinmektedir.

Tamim 3..4 Steenrod kare operasyonlary olarak bilinen Sq* operasyonlari, her biri her

q i¢in (Za, q; Zs, q + 1) tipinde kohomoloji operasyonlaridar.

Hq(Xa ZQ) % Hq+i(X722)
(A Tr
Sqt

HA(Y,Z,) S5 HOH(Y,Zy)

Sq': HY(X) — HI(X)
Steenrod kare operasyonlar: asagidaki ozellikleri saglarlar.
1. S¢°: HY(X) — HYX), S¢" =1
2. deg u = q ise Sq¢%(u) = u?
3. deg u < qise Sq%(u) =0

4. Cartan formiilii: S¢*(u.v) =Y. Sq¢’ (u).Sq"(v)

i=j+k
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5. Sq' : HY(X) — H7™'(X) homomorfizmas1 0 — Zy — Zy — Zy — 0 tam

dizisine karsilik gelen Bockstein ko-sinir homomorfizmasidir.

G = Z, alirsak, P Steenrod kuvvet operasyonu her ¢ icin (Z,,q; Z,,q + 2i(p — 1))
tipinde kohomolji operasyonudur. P* : H(X, Z,) — H%%r-D(X 7)) Steenrod

kuvvet operasyonlar1 asagidaki ozellikleri saglarlar.

1. P°: HY(X) — HY(X), P* =1

[N}

. deg u = q ise Pi(u) = uP

3. deg u < 2qise Pl(u) =0

W

. Cartan formiilit: P'(u.v) = Z PJ(u).P'(v)

i=j+
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Steenrod Cebiri
R degismeli halka ve i > 0 olmak {izere, M = (M;) R-modiillerinin bir dizisi
ise M’ye graded(dereceli) modiil ve M; nin elemanlarima da ¢ boyutlu veya i-inci

dereceden denir. M ve N graded modiiller ise,
fi: My — N;
homomorfizm dizisine graded modiil homomorfizmi denir ve
f:M— N
seklinde gosterilir. M ve N graded modiiller ise,
(M@NL=2M@®M4
olmak tizere M ® N = (M ® N),.) dizisi de bir graded modiildiir. Eger
p:ARA— A

homomorfizma ve 1 birim elemani varsa A graded R-modiiliine graded cebir denir.Eger

AoAoA 228 AgA

lo®1 Lo
AR A 7 A

diyagrami komiitatif ise bu graded cebire birlesmeli denir. B bir graded cebir ve

boy(a) = p, boy(b) = q olmak iizere

T:A®B — B®A
Tla®b) = (-1)b®a

seklinde tanimlansin. Eger
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AA L AxA

¢\ /9
A

diyagrami komiitatif ise bu graded cebire komiitatif denir. Bir
f:A— B

graded cebir homomorfizmasi
1. f(1)=1
2. f(¢a) = 0B(f @ f)

ozelliklerini saglayan bir modiil homomorfizmasidir.

A = (A;) graded vektor uzay: olsun 6yleki ¢ < 0 i¢in A; = 0 olsun. Bu durumda
Ag = (1) ise (A, ¢) graded cebirine baglantili cebir denir.

M bir baglantili graded cebir, v : M — M ® M bir homomorfizma olsun. Eger

7 birimli bir cebir homomorfizmas: ve dim(a) > 0, dim(b;) > 0, dim(c;) > 0 igin
v(a) :a®1+1®a+Zbi®ci

formunda ise (M, ¢,7) ya baglantih Hopf cebiri denir. (M, ¢,~) bir Hopf cebiri ise,

asagidaki ozellikleri saglayan y : M — M homomorfizmasi vardir:
1. x(1) =1
2. dim(a) > 0 icin y(a) = Y. a; ®a; ise Y a; ® x(a;) =0

M bir graded modiil ve A da bir graded cebir olsun. Eger A cebirine ait birim

eleman1 koruyan ve asagidaki diyagrami komiitatif yapan bir
VvV:ARQM — M

doniisimi var ise M ye bir A-modiilii denir.

A9 AoM 2% AoM

lo®1 Ly
A M Y. M
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Eger B graded cebir ise A ® B deki graded cebir yapisi
A9BAoB'YS' Ao A9 B BES Aw B
carpimi yardimiyla tamimlanir. Eger N bir B-modiil ise
ABaMeoN'T' Ao MeBo N Mo N

doniigimiyle M ® N de bir A ® B-modiil olur. R halkasi ¢ > 0 i¢in R; = 0 olan bir
graded modiil olarak diigtintilebilir.

A mod — p Steenrod cebiri, dercesi 1 olan 3 elemam ve derecesi 2i(p— 1) olan P
elemanlariyla iiretilen komiitatif graded cebir olarak tanimlanir. A Steenrod cebirine

ait bir monomial; ; = 0 veya 1 ve r; > 0 olmak tizere
Bso Pm 581 PT‘25€2 o P%ﬁt‘k

seklinde ifade edilebilir. I = (go,71,€1,72,€2,...,Tk, &) olmak lizere bu monomiali

P! seklinde gosterecegiz.

Tanim 4..1 T = (t1,ta,...,ty) elemanlar negatif olmayan bir tamsay dizisi ol-
sun. Eger 1 <1 < m i¢in t; > ptiy1 esitsizligi varsa bu diziye admissible dizi ve

Ph Pt Pt monomialine de admissible monomial denir.

Bitin admissible monomiallerin olusturdugu kiime A steenrod cebiri icin bir baz

olusturur ve SBagm ile gosterilir. P4 P ... P'™ monomiali P? ile de gosterilir.

Tamim 4..2 Milnor, A Steenrod cebirinin A* dualinin, dereceleri 2(p' — 1) olan &
tireteglere sahip F),[¢1,&, .. ] polinom cebri ile dereceleri 2p' — 1 olan 7; idireteglere
sahip E |19, 71, Te,...| exterior cebirin tensor ¢arpima oldujunu gostermistir. A* daki
bu monomial bazan A daki dual bazr Milnor baz diye adlandvrilir ve By ile gosterilir.

A* daki 75°, &1, T, 652, .. elemaniman duali P(ry, 1o, .. .) ile gosterilir.

R = (11,79, ...) negatif olmayan tamsayilardan olugan sonlu bir dizi ise P(ry,rs, . ..
yerine P(R) kullaniriz.
Notasyonlar kiyaslandiginda P(n) = P" oldugu bilinmelidir.
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Milnor bazinda cebir yapist Milnor ¢arpimi denilen ¢arpim ile verilir. P(rq,79,. . .),

P(s1, 82, ...) Milnor elemanlari olmak tizere, Milnor garpimi
P(ri,r2,...)P(s1,50,...) = Y _ B(X)P(t1,1,...)
X

seklinde verilir ki buradaki toplam asagidaki sartlar1 saglayan biitiin X = (z;;) ma-

trisleri tizerinden alinir;

1. Zl’ij = §j
2. Zl’wp] =T;
J

3. ﬁ(X) = H(xh,oa$h—1,1, s ,l’(),h) € Zpa

h
burada
_ (ot @po11 F 22+ .. Fa0p)! 4o di
(513h,07 Th—1,15- -+ ,xo,h) = | | | ‘ moa p dir.
ThoLh—1,1--Lh—22-++-T0,h-
4. ZiJrj:k Tij = Uy
1 15
ZToo Lol To2
T10 T11 T12
X = - -
Tog T21 T22
S1 59

Hesaplamalarda zop = 0 kabul edilir. 1 ve 2 gartlarim saglayan X = (x;;)

matrisine (R — S)-toleransh matris denir. Ayrica sadece 4. maddeyi saglayan X

matrisine P(tq,ts,...) elemanmmn {iretir denir.

Ornek 4..1 p =5 icin P(1,5).P(6) ¢carpimans bulalim. Yukaridaki kosullar: saglayan

sadece

0 6 0 5
Xi—|1 0}, Xo=110
5 0 01

matrislert vardur.
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Xy matrisi i¢in 3(X1) " i hesaplayalim.

([L’lo—i—l‘m)! (1+6)'

h=1 icin 10l 2oy = Tel =7=2modb
o (my+ i+ 202)! (B+040)!
h=2 = =1=1mod5b
e .1'20!.3}’11!.1’02! 51.01.0! moe
(w30 + a1 + 12+ 23)!  (0+0+040)!
e $30!.$21!.$12!.I03! 0!.01.0!.0! mo

ﬁ(Xl) = H(l’h’(), Th—1,1,--- ,1307}1) =2.1.1=2 mod 5.
h

Xy matrisi i¢in ((X2) " yi hesaplayalvm.

(ill'lo + 1'01)! . (1 + 5)'

h=1 i¢n P T 5=1modb
L (1}20+J]11—|—(L’02)! (0+0+0)‘
h=2 = =1=1modb5
wn I‘Qo!.xll!.l’gg! O'O'O‘ moe
.. ($30+1‘21+ZL‘12+$03)! (0—|—1+0—|—0)'
h=3 = =1=1mod5
e ZB30!.ZE21!.I12!.$03! 0!.11.0.0! moe

ﬁ(XQ) = H(mhﬁaxh—l,l? N ,$0,h) =111=1 modb>
h

P(1,5).P(6) =2.P(7,5) + 1.P(6,0, 1) olarak bulunur.

Tamim 4..3 P(R) = P(ry,72,...,7m) formundaki Milnor baz elemaninin derecesi
Rl =) (0" — 1)
k=1

olmak tzere 2. |R| seklinde tanimlanir ve

deg(P(R)) = deg(P(r1,79,...,rm)) = |P(R)]

ifadelerinden birisiyle gosterilir.
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Tanim 4..4 P(R) = P(ry,79,...,7m) formundaki Milnor baz elemaninin excess’ i
ex(R) = Z Tk
k=1

olmak tzere 2.ex(R) olarak tanvmlanir ve
ex(P(R)) = ex(P(ri,ra, ..., Tm))

ile gosterilir.

Tanim 4..5 P(R) = P(ry,72,...,7m) formundaki Milnor baz elemaninin uzunluju

R dizisinin eleman sayist yani m olarak tanymlanwr ve [(P(R)) ile gosterilir.

Ornek 4..2 p=3, T = (2,5,1) i¢in,

IT| = 2.3'-1)+5(32—-1)+1.(3%~-1)=170
deg(P(T)) = 2.|T|=2.70 = 140
ex(T) = 2+5+1=38
I(P(T) = 3

f bir pozitif tamsay1 olsun. pu(f) olarak da f’ nin p' — (p — 1) formundaki

yaziliminda bulunan terim sayisi olsun.Bu durumda

—
VAN
=2
AN
2
N
IA

Ip2—p < Qp—pt1 < Qp2—py2 = - -

IA

Gz < Gp241 < Gp2i2 < -

IN

qp2+p < ...

A2+ (u())=3) p+1 = Qp2+(u(f)—3)p+2 = - - -

IN A

Ap2+(u(f)—2)p

olmak tlizere
p2+(u(f)—2).p

f= (" —(p—1))

i=1

formunda tek tiirli yazilimi vardir. m; i’ ye esit olan g; lerin sayis1 olmak iizere
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Mo(f> = (ml, mo, ... ,mqﬂ(f))

dizisini tanimlayalim. Bu takdirde

ex(P(Mo(f))) = mu+ma + ...+ mygy = p(f)

dir.

Onerme 4..1 s > 0 ve bir tamsayr olsun. Bu durumda

M,(f) = (Ip™" = (p = D]oma, [P = (p = D}oma, ., [p™ = (p = D]y, ;)

dizisinin dercesi

deg(P(M(f))) = 2.(p°"" = (p = 1)).(f + (p — 2).pu(f))
dir.
ispat:
deg(P(M(f))) = 2. = (p—1)mi.(p' = 1)+ (™' = (p— 1)).ma.(p® — 1) +
S+ P = (p— 1) mg, ., (% = 1)]
= 2. = (p—1)ma.(p' = 1) + ma.(p® = 1) +
g, (PO — 1))
= 2" = (p—=D)map' —(p— 1)) +m2.(p® = (p— 1)) +
oot myg, (D — (p— 1)) 4+ (p—2).my + (p — 2).mg +

...~|—(p—2).mqu(f>]
= 20" = (p—1).(f+ (p—2).u(f)) O

Onerme 4..2 s > 0 ve bir tamsayr olsun.

M(f) = (" = (p = D]oma, [P = (p = Doma, ., [P = (p = D]y )

dizisinin excess’ i

dir.
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4.2. Adem Bagintilari(Relations)
Steenrod kare operasyonlarinin veya kuvvet operasyonlarinin bilegkesi alindigi

zaman, bileske Adem Relations olarak bilinen agagidaki bagintilar: saglar:
5
a<?2bise Sq¢°Sq¢’ = Z ( J . )Sq“+b_j5qj,
T\ a- 279
H - i) 1
a<pb ise PP’ = Z(—l)a+j( P " p]f7 )P“+b-ij,
=0

a<pb ise

aapb _1v\ati (p—1)(b—3J) a+b—j pj
P'ppP* = > (-1 ( 0 i )513 Pi+

a+j—1 (p=1b—7) -1\ 5 b—j 3 pi
(—1) ( et )P+ AF

dir. Burada

(’T’;‘) =04 m < n veya m veya n negatifse.

Ornek 4..3 p = 3 i¢in

[5] VN -
PP = ;)(—1)9”((3 1&3]-‘7) 1)P9+5JPJ

3 ,
_ Z(_1)9+j 9-2j PO+5—i pi
9—3j

=0

_ (Y PP+ 7 pPB.pt— 0 P2.p?4 3 pP.p3
9 6 3 0

— —P14+P13.P1 o P12.P2 +P11.P3
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5. TARTISMA VE SONUCLAR

5.1. Adem Bagintilarinda Katsayilar

Tanim 5..1 n pozitif bir tamsay: ve p tek asal sayr olsun. 0 < a;(n) < p olmak tzere

n sayisinin
n = Z a;(n).p’
i=0
seklinde tek turli belirli bir acilime vardir ve buna n-tamsayisinin p-adik agilima denar.

Lemma 5..1 a,b € N, b < a, p tek asal sayr ve 0 < «;, 3; < p olmak tizere a =

Zai.pi, b= Zﬁi.pi de bu saylarin p-adik acilimlary olsun. Bu durumda

=0 =0
(3) <T1(5) rees

denkligi gecerlidir.
Ispat: Lemmanimn ispatinda kullanacagimiz, her p asal sayisi i¢in gecerli olan
(1+2)” = (1+ 2" )Ymodp

denkligini gosterelim.

= (14 2" )modp
dir.modp ye gore

(14 2)* = (14 z)Zi%? = H(l o H(l + 2”)*modp

% %

dir. Bu denklikteki (1 4+ z)* mmn agthminda 2’ nin katsayis1 () ve (1 + 27')* nin

agilimindaki 2 nin katsayisi da [], (gl) oldugundan (‘;) =1, (gl) mod p elde edilir.[]
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Lemma 5..1 de Vi i¢in o; > 3; ise a sayis1 b sayisini domine eder denir ve a = b

ile gosterilir. Bu notasyon dikkate alindiginda;

(Z) #0modp & n >k (5.1)

oldugu bilinmektedir. p tek asal say1 olmak tizere keyfi bir F' > 0 tamsayisinin

F=fop"+ forp" ' . 4 fid" + fo

p-adik acilimmin f;.p'+ f;_1.p" '+ . 4 f1.p + fo kismim FI notasyonu ile gosterelim.
Bu notasyon ve Lemma 5..1 gozoniine alindiginda ve k£ > 0 tamsayisinin p-adic agilimi

k= rep' + /@t_l.pt_l + ...+ K1.p' + Ko olmak iizere

k
Lemma 5..2 (p—1).— 4+ F = k gerek ve yeter kosul
p

Fli-1 ¢ (p— 1)k
(p— 1K1+ fi + v ) P

)

] > Kk; mod p
olmasidar.]

Bu tezde, yukarida verilen Adem carpiminin sag tarafindaki ikiterimli (binomial)
kombinasyon katsayisinin mod p’ de sifirdan farkli oldugu durumlari tespit eden farkh
bir metod gelistirecegiz.

Sabit bir a,b ve a < p.b i¢in J(a,b) kiimesi

((p - 13(E;jj) - 1)

katsayisini sifirdan farkli yapan j” lerin kiimesi olsun. J(a, b) kiimesinin olugturulmasi

a ve b sayilari yerine sadece

F=(@p-1).b+@p-1). [g}q

sayisina bagli olarak bulunabilir. Verilen bir F' pozitif tamsayisi igin
(p—1).—+F
K(F) = kEpN:( D )#Omodp
k

Ki(F) = {{keK(F):(p—l).§+F2im0dp,i7éO},1gigp—l}
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kiimelerini tanimlayalim. Bununla beraber Admissible olmayan bir P%.P® = P(a).P(b)

Steenrod elemani verildiginde,

a = a—1i,a=1modp
(ke K(F):k<a} a =0 mod p

Ko(F) = . ,
{ke K'(F):k<a} a =1 mod p

tanimlamalarini yapalim.

Teorem 5..1 Yukaridak: notasyonlar ile,
j € J(a,b) olmasy igin gerek ve yeter kosul k = a' — p.j € Ko(F)

olmasidar.
ispat: Bu ispat1 iki durumda inceleyelim.

Durum 1: a = 0 mod p ise a = a olur. J(a,b) ve K,(F) kiimelerinin tanimmdan,

Jj € J(a,b) ise

04 ((p— 13(%;}7’) — 1) _ <(p— Z)’Ui;j) - 1) _ ((p— 1).§+F)

olur.

Tersine k = a' — p.j € K (F) ise

04 ((p—l).§+F) _ ((p—l)(b—j)—l) B ((p—l)(b—j)—l)

k a’ —pj a—pj
olur.

Durum 2: a =i mod p olsun. Bu durumda a' = a —i ve a = ¢’ +i olur. j € J(a,b)

0 £ ((p—l)(b—j)—1> _ ((p—l)%_'_F)

a— pj a +i—pj

ise

olur ve sagdaki kombinasyonun mod p’ de sifirdan farkli olmasi i¢in gerek ve

yeter kogul

(p— 1).%—1—}7

((p —1).E4+F

a —p.j

)%Omodpve( )#Omodp
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olmasidir. Gercekten ¢ — p.j p 'nin bir kat1 olup 1 < i < p sayisi

(p— 1)E + F > d — p.j olmasm degistirmez.Yani j > 1 icin p’ ’inci adimdaki
dominafthk i ’den bagimsiz ve p° 'mc1 adimdaki dominanthik sadece i ’ye
baghdir.Soldaki kombinasyonun sifirdan farkli oldugu, ilk durumdan agiktir.
K%(F) 'nin tammindan (p — 1)?9 + F' > i oldugu igin sagdaki kombinasyon da
sifirdan farkhidir.

Bu durumda 1 < ;. < p olmak iizere

P(a)P(b)= Y apPla+b—2"7).P( ) (5.2)

keK,(F)

olur.

Burada 6zel olarak @' = a ve a > p.F ise K,(F) = {k € K(F) : k < a} olur

k
(p—1).—+F
ve K(F') ’'nin tanimindan p # 0 mod p yapan k ’lar p.F' 'den
k
dolayisiyla a 'dan kiigiiktiir. Buradan K,(F) = K(F) dir.

Ornek 5..1 p = 3 i¢in P(5).P(7) ¢arpimandaki elemanlar belirleyelim ve 5 = 2 mod
p oldugundan,

F = (p—1)b+(p—1). H 1

~ (B3-1)7+(3-1). [g] 1

= 11
k
(p—1).—+F
K(F) = kEpN:( kp >7£0m0dp
251
K(11) = kGSN:( 3k >7é0m0d3

= {0,3,6,9,18,21,27,30,33}
k
K*F) = {kGK(F):(p—l).E+F22modp}

K*(11) = {k € K(11) : 22 + 11 > 2 mod p}
= {0,9,18,27}

K F) = {ke K'(F): k<d}

Ks;(11) = {ke K'(11):k < 3}
= {0}
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Bu durumda
3—0 3—-0

3
terimi P(5).P(7) 'nin tek toplam terimidir.

P(5+7—

Bundan sonraki ifadeleri daha kisa ifade edebilmek amaciyla 1 < [ < np ve
Y2

-1+ 1< g <p icin Z p' € K(F) elemanin S ile gosterelim.
=g
Onerme 5.1 F = f,.p" + fo1.p" ' 4 ...+ fr.p" + fo olsun.
1<p1 <p2<...<Dn, =n+1indis kimesini f, =0 iken f,,_1 #0ve fp, =p—1
iken fp,—1 = 0 olacak sekilde segelim. Bu durumda 1 <1 < mnp vep_1+1< g < p
1¢In
k= Z/{i.p’ = Zp’ € K(F)
i i=gi

dir.

Ispat: k = p” + p” ' + ... 4 p% alahm ve Lemma 5..2 'yi kullanarak k € K(F)
k

oldugunu yani (p — 1)— + F =, k oldugunu gésterelim.
p

A Fli=14 (p—1 kL]
Fy = ( ) P
p’L
olsun.
Durum 1: f,, #0ve f,,—1 = fp—2 = ... = fp,_, = 0 icin,

Durum 1.1: i = p; ise ;41 = 0,k; = 1 olup

Fio— Soy—1-PPU M fp —2.pPL 2+ 4 f1.p 4+ fo+ (p—1).pPL 4 (p—1).pPL =2+ 4(p—1).p9L
k - ppl
_ [(fpl71+p—1).pﬂ*1+(fpl7z+p—1).pPl*2+...+(fg171+p—1)pgl*1+...+f1.p1+fo}
= i

dir. Bu durumda F} = 0 olur ve dolayisiyle 0 + f,, + 0 > 1 elde edilir.

Durum 1.2: g, < i < p;i¢in k;41 = 1 ,k; = 1 ve F} = 0 olur ve dolayisiyle

14040 > 1 saglanir.

Durum 2: f,, #p—1liken f,_1 = fp,—2=... = fp_,41 = p — 1 olsun.



26

Durum 2.1: ¢ =p; ise ki1 =0,k = 1,1, #p—1

Fy

fo =102 fp =2 PPV P A f1p  fot (p— 1) pP T (p—1) P P A (p— 1) p0 !
pPl

_ [(fpl71+p71)~p”l’1+(pr72+p71)~p1’l’2+~~~+(fglf1+p71)p9l*1+~~+f1 P +fo }

= i

olup F} =1 ’dir ve 0+ f,, + 1 > 1 bulunur.

Durum 2.2: g, <i<pi¢in kiyy =1,k =1 .fi =p—1ve F} =1 olur ve

dolaywisiyle 1 4+ (p— 1) + 1 > 1 saglanir.

Ornek 5..2 p = 3 ve F = 268 = 1.3% + 0.3% + 0.3% + 2.32 + 2.3! + 1.3% olsun. Bu
durumda py =3 , po =5, p3 =6 olup

K(F) = {3%3+3%3%+3*+3'3° +3%+23"23%23% + 32+ 3" 2.3° + 32 + 2.3,
2.3% +2.3%,2.3% +23% +3',3°,3° +3%3° + 35 4 32,3° + 3% + 3% + 31,
343 +32+23",3°+23%, 35 +23° +3%3° +23% + 32 + 3,

3% +2.3% 432 +23",35 +23%+23%3° + 23 +23% +3',3° + 3,
2.3°,2354+3%235 43343223 +3%+ 324+ 3" 235+ 3%+ 32+ 2.3,
2.3°+23%235423%4+3%23°+23%+324+ 31,235+ 23%+ 32+ 2.3,
2.3° +2.3% +2.3%,2.3° +2.3% + 232 +3',2.3° + 3% 2.3° + 2.3,
2.3°+23'+3%23 +23+3% 432,235 +23 + 32+ 32+ 31,

2.3 +2.3* 4+ 3% +32 +2.3",3% 3% +3% 3%+ 3% 432,35 + 3% + 3% + 3!,
3043 +32+23"35+23% 35423 +3% 3%+ 233 + 32 + 3,

3% +2.3% 4+ 32 +23" 30 +23%+23% 35 +23% 4232 +31)

dir ve birkag ST elemanini yazalm.

S8 =3343243 € K(F), S? =3°+3% € K(F) dir.

Onerme 5.2 F = f,.p"+ fa1p" ...+ ipt+fo,1<j<t<n, fu1#p—1,
fi=fian=...=fi=p—1, fi-1 # 0,p—1 olmak tuzere fi_1 < v < p—2 ve
v+ fiy1 < p igin

W Apt T T+ (v + )P € K(F)

dir.
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Ispat: Lemma 5..2 'nin saglandigini gosterelim.

Durum 1: ¢ =¢+ 1 olsun. Bu durumda x;.; =0, xk; =7, fi #p — 1 dir.

. Fli=1 4 (p— 1)k
F = <A "
pl
diyelim.
F[z*1+(p—1).? = p-Dp 4+ p-Dp 2+ . +(p-1)p+

fioap '+ o+ AP+ o+t (p—1Dyp .+
(p—=1)y0 + -1y +1)p "

= (p-1D).(y+ P '+ p-1.y+1)p 4. +
p=1).(y+ D) +[p—D.(y+ 1)+ fa] P+
fica? 2+ ...+ D + fo. .. (5.3)

dir.  Verilen sartlar altinda [(p —1).(y + 1)+ fj—1] = v mod p olup p’ nin
katsayist (p — 1).(y + 1) + v olur. Buda (p —1).(y +1) + v = 7 esit olup
P’ nin katsayist (p — 1).(y + 1) +v = v mod p olur.Bu sekilde devam edilirse
F} = 7 olur. Dolayisiyla 0+ f; + v = 7 elde edilir.

Durum 2: j <i<t+1olsun. Budurumda k41 =, k; =7, fi =p— 1 dir. (5.3)
esitligi, verilen sartlar altinda [(p — 1).(y + 1) + fj_1] = 7 mod p olup p’ nin
katsayist (p—1).(y+1)+~ olur. Buda (p—1).(y+1)+~ = v esit olup p’ ™" nin
katsayist (p — 1).(y + 1) + v = v mod p olur.Bu sekilde devam edilirse F} =~
olur. Bu durumda (p— 1)y +(p—1)+v=p— 1 = v elde edilir.

Durum 3: ¢ = j olsun. Bu durumda x;;1 =, kK, =~v+ 1, f; =p— 1 olup

- kL] i i
Firtl4 (p— 1)-? =fiap A fp ot (-1 .(v+ D)

i—1

dir. p in katsayist (p — 1).(y + 1) + fi.1 = v mod p olup F} =~ dir ve

dolayisiyle (p — 1)y +(p—1)+~vy=p—1>=~+1 bulunur.

Onerme 5..3 Her k € K(F) elemam 3.1, €.57

moa=0,1,2,...,(p—1) ve dnerme

5..2°deki elemanlarin lineer kombinasyonudur.



28

Ispat: F = f,.p" + fo1.0" '+ ...+ fi.p' + fo olmak {izere her i icin f; # p — 1 ve
ardarda gelen herhangi iki f; sifirdan farkh ise p', p? ..., p"™! € K(F) oldugundan
lineer kombinasyon olarak yazilir. Bu durumda bakmamiz gereken sadece en az bir

fi = p— 1 ve ardigik iki f;'nin sifir olma durumlaridir.

Durum 1: iy #p—-1, fi = fizi = ... = fj =p—1, fj-1 # 0,p — 1 olsun.
Eger k = kep' + ko1 p 4 o F Ry dgin ky < Kiyp 4 < @ <t ve Ky <
Kj+1+ 1 ise onerme 5..1 ve onerme 5..2 den bu £ elemani 6nerme 5..1 ve 6nerme
5..2 deki elemanlarm lineer toplami olarak yazilr. Onermeyi ispatlamak icin

K(Fyde YU e.57

P =0,1,2,...,(p— 1) ve dnerme 5..2 'deki elemanlarin

lineer kombinasyonu olarak yazilamayan elemanlarin bulunmadigini gostermek

yeterlidir.

Durum 1.1 k; > K1, J < i <t K(F)’ de olmadigim gosterelim. Varsayalim
ki 3¢ igin k; > K11 ve j + 1'den ¢’ ye kadar olan tiim &;’ler icin x; < K;yq
ve k; < Kji1 + 1 olsun. Bu durumda (p — 1)% + F =; k olamayacagini
gosterelim.

, KL ‘ . .
Fil g (p— 1).? = p=D)p 4+ p-Dp 4+ +(p-1)p+
i o+ A+ fo+(p— 1)k +
ot (p= 1)y p !
= (= D(ri+ 1)+ (0= D(him + 1) +
A =D+ ] P A fo
(5.4)

dir. /7Y nin katsayis1 [(p — 1).x; + fj_1] = K; mod p veya
[(p—1).5; + fj—1] = k;+1mod p dir. p’’ nin katsayisi (p—1).(k;j11+1)+K;
veya (p—1).(kj41+1)+r;+1 her ikisi de r;41” e denktir. p/™” in katsayisi
(p—1).(kjza+ 1)+ k11 e dentir. Bu sekilde devam edilirse F} = &;’ dir
ve dolayisiyle (p — 1).ki01 4+ (p — 1) + ki = ki — kip1 — 1 £ elde edilir.
Durum 1.2: ¢ = j i¢in x; > Kj41 + 1 olmadigim gosterelim. Varsayalim ki
ki > Kji1 + 1 olsun. (5.4) esitliginden p/~!" nin katsayis1 f;_1 > r; igin
(p—1).k; + fi—1 = k; mod p olup F} = k; ve f;_1 < k; i¢in (p — 1).k; +
fi-1 = K; — 1 mod p olup F} = k; — 1 'dir ve dolaywsiyle f; 1 > k; i¢in
(p—1)Kjp1+p—1+rK =Kjy1 + 1% k5 ve fj_1 < kjigin (p—1).6j41 +
p—1+k;j—1=kj +1% k;olur.
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Durum 2: f, = f,.1=... = f; =0, fi41, fj—1 # 0 olsun.
k= rep'+re1p™ . 4k € K(F) igin j < i < tiken k; > K41 olmadigim
gosterelim. Varsayalim ki Ji i¢in x; > k;41 ve j'den ¢” ye kadar olan tiim ;’ler
i¢in k; < K;yq0lsun. Bu durumda (p — 1)% + F' =, k olamayacagin gosterelim.
1] kU 1 ' -
= (p— Dk "+ ...+ (p—1)ki.p +
[(p - 1).:%]' + fj_l] .pjil -+ fg.pj72 + ...+ fl.pl -+ fo

dir. Bu durumda p/~! ’in katsayis1 f;_1 > k; i¢in (p — 1).5; + fi—1 = K; ve
fi-1 < kji¢in (p — 1).k; + fj—1 = K; — 1 'dir. p’ 'nin katsayis1 f;_1 > r; igin
Kjt1 + Kj = Kjp1 veya (p — 1).kj11 + k) = Ky — 1 ve fj_1 < k; icin
(

(-
p _—
F} = k; — 1 olarak bulunur ve dolayisiyle F} = k; i¢in (p — 1).Kki1 + fi + K =

).
1).kj41 + Kj — 1 = Kj41 — 1 dir. Bu sekilde devam edilirse F} = k; veya
,{/.

(p—1)kiy1 + ki = ki1 F Rive Bl =k;—1ic¢in (p— 1)k + fi + ki — 1 =
(p—1).

Kit1 + ki — 1 = K1 o kg olur.O

Onerme 5..4 o > 0, « # 1 veceZU{0} olsun. Bu durumda 1 <n < a—1 ve
Vie{nn+1,...,a0—2} igin v > Yie1 € Ya1 + 1 > Va2, Va1 # p — 1 olmak
iizere P(p.c+ (p—1)p® +p* L+ 3000 yip1).P(c+ (p—2)p* ' +

> a1 (P = 1= 707+ (D= Yan) ™) eleman

P(p.c+ (p—1).p%).P(c+ p)
carprmanan bir toplam terimidir.

ispat: a=0igcina=pc+p—1,b=c+1vea=pb—1"dir. Adem Bagintisindan

7’ nin alacagi degerler 0 < j < [5] = b — 1 araliginda olup bu araliktaki j ’ler icin
(p—1).(b—j)—1<p.b—1—p.joldugundan

("

kombinasyonu sifirdir. Egitligin sag tarafi da P(p.c+p—1).P(c) olup p.c+p—1 > p.c

oldugundan Admissible iki elemanin ¢arpimi sifirdir.
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a > 2 igin,
F o= (p=1.[(ct+p”) = (c+(p-1p" )] -1
= (-1 p—p+1)]-1
= (p—-Dp'-1
oldugundan

F=(p- 2).p" %+ (p — 1).p0‘_3 +...+(p-1p°

olup K (F') kiimesinin elemanlar1 1 < n < « igin
k= ’}/a—l-pa_l + 7a—2'pa_2 +..o+ f}/a—n'pa_n )

1 <i<a-—1ign vy > Y1 Ve Yau1 + 1 > Yoo seklindedir. Gergekten Vi igin
k

(p—1).— + F >; k oldugunu gosterelim.
p

Durum 1: : = a —1i¢in k;31 =0, K = Yo_1 , fi = 0 olup

. kLl o o
F! 11—1—(1)—1).? = (p=2p" P+ -1)p" 7+ o+ - DP"+

(P =1 Ao D" 24 (= 1) Va2 P 4+

(p— 1).Va_n.pa_”_1

= 2 2p=24 (P =D Aat) F 0" 2 (p—1).(1 + Ya_s) +
AT T (= 1)1 Ya) + (= 1) TR

o+ (p—1).p"

olup F} = ~y,_; 'dir ve dolayisiyle 0 + 0 + vo—1 > Ya_1 saglanir.
Durum 2: i = a — 2 i¢in Kiz1 = Va1, Ki = Va2 , fi = p — 2 olup

i— k[l] a— a—
Fl 1]+(p—1).7 = (p=Dp* 34+ (p-Dp* 4+, +(p-1p"+

(P = 1Ya2p™ "+ (p = 1) Yamap™ 4

(p—1)Yamnp* """

= p" (= 1).(147a2) + "L (p—1).(1+7a5) +
AT = 1) (14 Yan) + (p— 1) po 2 4

A+ p-1)p°
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ve Fl = 7, o 'dir. Bu durumda (p — 1)a-1+ P — 2 + Ya2 > Va2 min
saglandigini gosterelim.

Yo1 =Ya2—1ise (p—=1) Va2 =P -1 +p=2+7%2=p—12> 7,2 elde
edilir.

Va1 > Yoo — 1is€ Vo1 — Va2 + 1=k € {1,2,...,p— 2} dir.

k=11i¢in yq—1 = Ya—20lup (p = 1) Va2 +P =2+ Va2 =P — 2 > Y42 elde
edilir.

k=2i¢in Y4-1 = Ya—2+1o0lup (p—1).(Ya2+1) +p =2+ Y2 =p—3 > Va2
elde edilir.

k=p—2i¢in Ya1 =Ya2+p—3o0lup (p—1).(Ya2 +p—=3) +p =2+ 702 =
1 > 7,_9 elde edilir.

Durum 3: a—2<i<a—nigin ki1 = Y41, ki =% , fi =p— 1 olup

. k) i i
Fli 1}+(p—1).? = (p-Dp '+ p-Dp 2+ ... +(p-1p"+

(p—1D)yp ™t +(p—1Dyimp™ 24+ ..+
(P = 1) Yamn-p™ "

=D+ +p -1+ 7y) + ... +
L= 1)1+ Yan) + (= 1)p* "+

(p—1).p°

p
p

ve F} = ~; 'dir. Budurumda (p—1).7;41+p— 1+ > v oldugunu gosterelim.
Yirr =" ise (p—1)vi+p—1+v=p—12>~ olur.
Yir1 > i ise vy —vi =k € {1,2,...,p — 2} 'dir.

k=1ignyp =y+lolup(p—1).(vi+1)+p—1+v=p—22>7 elde

edilir.

k=2icin vy = +20lup (p—1).(v+2)+p—1+v=p—3 > elde

edilir.

k=p—2i¢in v =y +p—20up (p—1).(vitp—2)+p-—1+vn=1>7
elde edilir.
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a > p.F oldugundan K,(F) = K(F') 'dir ve teorem 5..1 ’den bu k € K(F) ’lere
kargilik gelen j € J(a,b) ’ler,

a —k
p
cp+(®—1)0% = Va1 0+ Va2 D" 2 F o+ Yaon D"
p
— a—1 a—2 a—3
= c+(P—1p"" = a1 PP+ Va2 D P+ o+ YasnD

] =

a—n—l]

olup Adem Bagintisindan

P(p.c+(p—1)p*+c+p*—j).P(j) = Plpc+ (p—1)p* +c+p*—

e+ (=10 = Va1 P 2+ Ya2:p" P+ A Yo PO H]) X

Ple+ (=10 = a1 P + Va2 D2 + oo+ Yanp* )
=P(pct+(p—1)p" + 0" "+ Y% 10" + Va2 P P+ Yanp* )X
XPlc+(p—=2)p* 1+ (p—1—=7_1)p* 2+ (p—1—Ya2)p* >

Fo P =1 Yant) P (P Yan) D)

dir, bu da 6nermenin tam olarak sag taraftaki kismina esittir.

Onerme 5..5 o > 0 ve ¢ € Z+ U {0} olsun. Bu durumda i¢in 1 < i < a —1 ig¢in

Vi 2 Yie 1,72—]9—2 zken71<1—|—’yg veﬂyg—p—lzken’yl<’yg—1 olmak tzere

P(p.c+p*+ Z 1+7i41) ' +Zp c+2p Yirr) D'+ (p—m)p" ") ifadesi

i=n—1 =0 i=n
a—1
P(p.c+p®).P(c+ Zpl)
=0

nin bir toplam terimadir.

Ispat: a = 0 icin P(p.c + 1).P(c) ifadesi admissible oldugundan sifir olup her iki
tarafta sifir olur.

a = 1i¢gin P(p.c + p).P(c + 1) ifadesi admissible oldugundan ¢arpimlar: sifir,
P(p.c + p).P(c) ifadesi de admissible oldugundan ¢arpimlar: sifirdir.

a—1

ozZQi(;ina:p.c—i—pa,b:c—f—Zpi VeF:po‘*l—Z:(p—l).pa*2+(p—

i=0
1).p*3+...+ (p—1).p' + (p—2).p° olup bunlara karsilik gelen k € K(F) elemanlar
l<i<a—liginy >y 1veyp=p—2iken 73 < 147, 72 =p—1iken vy <~ —1
a—1
olmak tizere Z vip' formundadir. Gercekten;

=n
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Durum 1: n>1, i=a—11i¢in, k; = Yo_1, kir1 = 0, f; = 0 olup

- Lli o o
Fli 1]+(p—1)-? = (p—Dp* 2+ (p-1)p* 2 +...+(p-2)p"+
(P—1) Yot P 2+ (P — D) Aamap™ * + ...+
(p—1)ynp™ "

= p" 2= 1).(0+7a1) + " p = 1).(1+ Yaa) +
" D).y F(p— 1) P+

(p—2).p°

dir ve F} = ~,_1 dir. Buradan (*) ifadesi 0 + 0 + yo_1 > Ya_1 saglanir.

Durum 2: n <i < a—1i¢in k; = v, Kix1 = Vir1, fi = p — 1 olup

. k[l] i i—
Fli ”-I—(p—l)-? = (p-Dp '+ p-Dp+.. . +(p-2)p"+

(p—Dyp ™+ =Dy p 2+ +
(p—1)yp" !
(p—1).(1+v) —|—pi*2.(p —D.(I+7y-1)+ ...+

pifl.
P11+ + -0+ + (p—2)

olup F} = v; 'dir. Bu durumda (p — 1).7y;41 +p — 1+ >" 4 'nin saglandigim
gosterelim. ;41 =, ise (p— 1)y, +p—14+v =p—1 > ; saglanr.

Yig1 > Vi dse Y1 — v =k € {1,2,...,p — 2} 'dir.

k=1ic¢invip1 =v+1olup (p—1).(u+1)+p—1+~ =p—2 >~ elde edilir.

k=2ic¢in ;41 =y +2o0lup (p—1).(vi+2)+p—1+~ =p—3 >~ elde edilir.

k=p—2icin v =v+p—20up (p—1).(vi+p—2)+p—1+% =121
elde edilir.
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Durum 3: n=1¢=1i¢in k; = 1, kiz1 = Y2, fi = p — 1 olup

} Ll
Fit (p — D= 2).p" + (p = 1).71.p"
olup F} = v —1dir ve (p—1).y2+p—1+7; — 1 >" 41 saglandigimi gosterelim.
Buradaki iglemler yukaridakine benzer olarak yapilir. Sadece farkli olarak vy =

p—2,71 =p— 1oldugunu ve v, = p — 1,71 = p — 1 olamayacagimi gosterelim.
Y2 = p—2,7 = p—1olsun. Budurumda (p—1).(p—2)+p—1+p—2=p—1 > p—1
"dir.

Y9 = p—1,71 = p—1olsun. Budurumda (p—1).(p—1)+p—1+p—2=p—2 % p—1
"dir.

p.c+p*>p* 1 —2yani a > p.F oldugundan K,(F) = K(F) 'dir ve

teorem 5..1 'den bu k € K(F') ’lere karsilik gelen j € J(a,b) 'ler,

a —k
b
PCH D% — Va1 P+ Yoo P 2+ o+ VD"
p
= c+p*t— [ya_l.pa_Q + Yoo P4+ %.pn_l}

olup Adem Bagintisindan

a—1
Plpet+p+ct Zpi — =" a1 D T a2 ") X
i=0
Ple4p*' = [Va—l.pa_Q + Yae2 P P4+ Vn.p"_l})
a—2 n—2 a—2
= Plpe+p™+ 3, Uty p' + 3 p)-Plet Y (b= 500"+ (0 =) ")
1=n—1 i=0 i=n

olarak bulunur.t]

Verilen bir f sayisi i¢in, A\(f) ve A(f) ’ 1 agagidaki gibi tammlayalim:

A(f) = llog,(f + (p = 1))]

Onerme 5..6 Va1 < 1,8 > 2 ve a1 = 1 iken yp = 0, ya41 = 0 tken 1 <@ < A
igin y; = 0,1 ve v 2> 71
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olmak tzere

Plp.f—(p—2—as1)p = (p—1—7p).p" ' —

A-1
P(f— p (14 vat1) — Z %+1p ) elemana

i=0—1
A
P(p.f —(p—1).>_p).P(f)
i=0
carprmanan bir toplam terimidir.
Ispat: a =p.f — p—1). Zp ve b= f icin
=0
A1
F = (p=Df-f+p-1.> p+1)-1
i=0
= (p-1.0"-1+1)-1
= (p-1p" -1

= (=22 "+ -DP" "+ -1+ (-1

olup bunlara kargihk gelen k € K(F) ler yay1 + 1>y, yamn #p—1vel <i <A
igin v; > 7;_1 olmak iizere k = ya,1.p" 1 + 4.0 + ... + 75.p° formunda oldugu
onceki onermede oldugu gibi kolayca gosterilebilir.

Teorem 5.1 'den a =p — 1, K,(F) = {k € K»"Y(F):k<a'},
K(F)={ke K(F):(p— 1).% + F > p—1 mod p} olup

k k
(p—l).];—l—FZp—l = (p—l).;—i—(p—l).pA—lEp—l

= <p—1>.<§+pA>zo

k
= —=tpl1<t<prltez
p

olur. Yani K(F) kiimesindeki p' ’i iceren k ’lar K,(F) kiimesinde yoktur ve k =
A+1

Z%.pi s YAl S 1,68 >2ve a1 = 1iken y4 = 0, ya41 = 0 iken 1 < ¢ < A igin

,y; =0,1 ve y; > 7;_1 formundadir.



Buradan j € J(a,b) elemanlarim bulalim.

36

joo Okl ™ et = =
p p
_ p.f — (yap + DM —aph — =508
p
= [ ) —mp™ T = =
A
olur. Adem Bagmtilarmdan P(p.f — (p — 1). ZpZ)P(f) = [ ifadesi
i=0
A
I = Plpf—(p-10.> p+f—(f—p "0 +7ma)—np* " = —ypp®).
=0
P(f = p*(1+ 1) —mp™ ™ ==’
= Plp.f - (p 2 - 7A+1)pA—(p—1—vA)pA‘l — = (=1

Q
w

(p=1). ) _»)-P(f = p"(1+7a41) —

~
Il
o

elde edilir.OJ

Z Yit1-p)

1=p8—-1
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