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UZET

2Y-Uzerinde yeni baz1 topolojileri, cogul-dederli fonksiyonlarin
sirekliliklerini ve bunlar arasindaki iliskileri sunmayi amag¢layan bu
calisma dort boliumden olusmaktadir.

Birinci ve ikinci btlumlerde Bncelikle ¢ojul-dederli fonksiyon-’
lar igin V—a.y.s. (v-t.y.s.) ile C-a.y.s. (C-U.y.s.) tanimlar1 ve ilgili
teoremler ifade edildi. Ayrica 2Y-ﬁzerinde HY(H) topolojileri ve ¢o-
gul-dederli fonksiyonlarin H-ii.y.s. (H-a.y.s.) kavramlari tanimlandr.
Teoremler ifade edilip kanitlandi. Cogul-dederli fonksiyonlarin kuvvet-
11 kapali grafikliligi ile H-Ustten yari siirek1i1igi arasindaki iliski
incelendi. V+(V'), ¢t(CT) ve HY(H) topolojileri karsilastirildi. Bun-
lardan yararlanilarak, cogul-dederli fonksiyonlarin V-ii.y.s. (V-a.y.s.),
C-ii.y.s. (C-a.y.s.) ve‘H-U.y.s. (H-a.y.s.) olmalari arasindaki iliski-
Ter incelendi.

Oc¢lincii bolimde, codul-degerli fonksiyonlarin a-H-ii.y.s. (a-H-a.y.s.)
kavramlart tanimlandi. Ayrica bu kavramlara esdeder kosullar teorem;~
Terle ifade edilip, kanitlandi. H-l.y.s. (H-a.y.s.) ile a-H-il.y.s.
(a-Ha.y.s.) arasindaki iliskiler incelendi.

Son bolimde de ¢arpim uzaylar lizerinde tanimli olan ¢ogul-de-

-l

ger1i fonksiyonlarin H-ii.y.s. (H-a.y.s.) olmalari incelendi.



SUMMARY

This study, aiming to present some topologies on 2Y,continuity
of multi-valued functions and relations among them, consist of four
sections.

In the first and second sections, precedently, definitions of
V-a.y.s. (V-ii.y.s.) and C-a.y.s. (C-ii.y.s.) and related theorems have

Y and H-l.y.s.

been expressed. In addion, topologies of H+(H') on 2
(H-a.y.s.) concepts of multi-valued functions have been defined. Theo-
rems have beééproved by being expressed. The relation between Strong-
ly-closed graphicaly of multi-valued functions and upper semi-contini-
uty has been studied. V+(V'3, c*(c”) and H+(ﬁ') topologies have been
compared. By making use of V-ii.y.s. (V-a.y.s.),‘C-U.y.s. (C-a.y:s.)
andH-t.y.s. (H-a.y.s.) have been studied.

In the third section a-H-ii.y.s. (a-H-a.y.s.) concepts of multi
-valued functions have been defined. Moreover, eduvalent conditions to
these concepts have been expressed and proved. The relations between
H-ii.y.s. (H-a.y.s.) and a-H-i.y.s. (a-H-a.y.s.) have been examined.

In the last section, H-ili,y.s. (H-a.y.s.) being of multi-valued

functions defined on product-space has been examined.
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1. GIRIS VE UNCEKD CALISMALAR

1.1. Unceki Calismalar:

Cogul-dederli fonksiyonlar hakkindaki ¢alismalara, 1930'lu
yillarda ayr1 bir konu olarak baslanmis ve bu giine kadar bu tiir fonk=-i.
siyonlarin streklilikleri, tirevlenebilirlikleri, 6l¢llebilirlikleri,
integrallenebilirlikleri ve homotop olmalari gibi bir c¢ok tzellikleri
degisik arastirmacilar tarafindan verﬂmistirﬂ 33,091, 0127 ).

Unceleri cogul-dederli fonksiyonlarin siirek1i1igi calismalarsi,
tek-dederli fonksiyonlarin denk siireklilik tanimlarinin c¢ogul-dederli
fonksiyonlara dedisik adlarla gene]lestiri?mesi ile baslamistir. An-
cak, W.C.Stroter{[2l]1951 yi1linda yayinladigi makalesinde, o yi1la ka-
dar yapilan bu calismalary derlemistir. Daha sonra ki yi1llarda bas-
Tangictakine benzer c¢alismalar devam etmistir. Alojzy Lechicki [12]
makalelerinde 1979 yilina kadar ¢ogul-degerli fonksiyonlarin slirekli-
Tikleri ve ©l¢lilebilirlikleri konusunda verilen de§isik tanimlari
karsilastirmali olarak ele almis, denk ve farklr tanimlari ayristi-
rip, tanimlamalarda sadelesmeye gitmistir.

Tek-deger1i fonksiyonlarin zayif stireklilikleri lizerindeki ca-
Tismalaf, 1922'de H.Blumberg [i] ile baslar. 1966'da T.Husaﬁrn[gjve
1968'de Singal and Singall{2Ualmost strekli fonksiyonlari degisik yak-
Tasaimlarla tanimladilar. 1970 yilinda K.R.Gentry ° ve H.B.Hovle f#]
C-stirek1i fonksiyonlarin ¢alimasini baslattilar.

Calismamiza model olan tek-deferli fonksiyonlarin H-slireklili-

gi de 1975 yi1linda P.E.Long ve T.R.Hamlett [4Jtarafindan tanimlandi.



Bu ¢alismada da ZY-U;erinde iki yeni topoloji tanimlanarak,
codul-dederli fonksiyonlarin H-ii.y.s. (H-a.y.s.) ve a-H-i.y.s.
(a-H-a.y.s.) olmalar: calisildi. Bu tanimlara denk kosullar teoremler-

le ifade edilerek kanitlandi.



1.2. Cogul-Degerli Fonksiyon Kavrami ve CoguI-Deﬁerli Fonksiyonlarin

Stureklilikleri

Genel olarak iki kime arasindaki co§0i-de§er1i bir fonksiyon

asagidaki sekilde tanimlanir.

1.2.1. Tanim: X'in her bir Ggesini Y'nin bos olnmyan'bir alt kﬁﬁesine'
karsilik gétiren bir F kuralina, X'den Y'ye cogul;degerli fonksiyon
denir ve F: X+ Y olarak yaz111r.'XeX ogesine karsilik gelen alt
kiime F(x) ile gosterilir.

Cogul-dederli fonksiyonlarin siirek1iliGini tanimlamanin énudo-
Gal yolu, tek-degerli fonksiyonlarin sirekliliginin c¢esitli karakte-
rizasyonlarindan yararlanmaktins..

Tek-deger1i fonksiyonlarin siirekliligine esdefer olan ifadeler
cogul-dederli fonksiyonlara genellendiginde esdeder olmayabilirler.

Urnedin, tek-degerii fonksiyonlar i¢in bilinen, "X'den Y'ye
tanimlr bir f(tek-dederli) fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kosul, Y'nin her acik alt kUmesinin, f altindaki ters go-
rintiisiinin X i¢inde a¢1k olmasidir?. Ve "X'den Y'ye taniml1 bir
f(tek-deger1i) fonksiyonunun siirekli o}mas1~{c%ﬁ gerekli ve yeterli
kosul Y'nin her kapali alt kimesinin f‘a]t1ndaki ters goriintiistiniin X
i¢ginde k;pa11 olmasidir”, ifadeleri f fonksiyonu ¢ogul-dederli oldu-
gunda esdeer olmazlar. Bu nedenle, tek-degerli fonksiyonlarin siirekli-"
11§ine.esde§er olan kosullarin, cojul-degerli fonksiyonlar i¢in genel-
Tenmesinden ¢cesitli tip sﬁéekli]ik tanimlart dodal olarak ortaya ¢ikar.
Bu konu ile ilgilenen arastirmacilar, bu genellemelerden ikisini bir-
likte alarak, ¢ogul-deferli fonksiyonlarin sUrek]i]ik tanimlarini yap-

mislardir. Son calismalarda s1k11§1a kullanilanlardan biri asagida



verilecektir.

X,Y topolojik uzaylar ve F:X+ Y c¢ogul-degerli fonksiyon ol-
sun. Bir AcX icin F(A)=U{F(x)|xeA}; yeY i¢in F (y)< x|yeF(x)} ve
BcY d¢in FT(B)=U{F (y)!|yeB}={x|F(x)NB#@} dir.

1.2.2. Tanm: X,Y topolojik uzaylar ve F,X'den Y'ye cojul-degerli bir
fonksiyon olsun.

(1) Her BcY kapali kimesi i¢in F (B), X'in kapali alt kimesi olu-
yorsa F'ye iistten yari siireklidir veya kisaca ii.y.s.'dir denir.

(2) Her AcY acik kiimesi i¢in F (A), X'in agik alt kiimesi oluyorsa
F'ye alttan yari sireklidir veya a.y.s. dir denir. -
(3) F ¢ogul-degerli fonksiyonu, li.y.s. ve a.y.s. ise F'ye siireklidir
deniry

Cogul-dederli fonksiyon kavrami ile tek-dederli fonksiyon kav-
rami1 style baglanabilir: F, X'den Y'ye bir ¢ogul-dederli fonksiyon ol-
sun. ¥xeX id¢in f(x)=F(x) denirse, F:X'den, ZY-{E}'ye bir f tek-deder-
11 fonksiyonu tanimlanir. 2Y kiimesi uygun topolojilerle donatilarak
F'nin a.y.s. ve U.y.s. olmas1 tanimlari, f'nin bu topolojilere gﬁfe
siirek1i1i§i cinsinden verilebilir.

(Y;1) bir topolojik uzay olsun. Y kiimesi uzerindeki T topoloji-
sinden yararlanilarak 2Y kimesi lzerinde ¢esitli topolojiler tanimlana-
bilir. Bunlardan ikisini style tanimlayacagiz. GET olmak lzere
(G)={ACY[ANG#P} ve <G>={ACY|ACG} kiime ailelerini tanimlayalim.
2Y kiimesi Uzerinde, {(G)[GgT? ailesini alt taban kabul eden topolojiye
alt Vietoris topoloji ve {< G>|GeT} ailesini taban kabul eden topoloji-
ye de iist Vietoris topoloji denir. Bu topolojiler sirasiyla V ve vt
ile gbsterilir. Ayrica 2Y Uzerinde V=VT V V"~ topolojisine de Vietoris

topoloji denir.



Bu durumda asadidaki teorem isteneni verir,

1.2.3. Teorem: X, Y topolojik uzaylar ve F, X'den Y'ye cogul-dederli
bir fonksiyon olsun. F fonksiyonunun a.y.s. [i.y.s.] siirekli olmas1
i¢in gerekli ve yeterli kosul X'den, 2Y-{¢}'ye tanimli olan ve F'ye
karsilik gelen f tek-dederli fonksiyonunun V- [V*;Y] topolojisine
2g§re siirek11 olmasidir.

Baz1 yazarlar bu teoremi, F'nin a.y.s. [U.y.s.] siirek1i olmas1
tanimi olarak almslar ve a.y.s. [U.y.s.] siirek1i gosterimi yerine
V-a.y.si. [V-U.y.s.] V-siirekli gosterimini kullanmislardir.

Bir fonksiyonun bir noktada siirekli olmasi tanim gﬁzﬁnUné ali-

nirsa asagidaki teorem kolayca kanitlanir.

1.2.4. Teorem: F, deen Y'ye bir cogul-deerli fonksiyon ve xoeX olsun.
F fonksiyonunun xoex.hoktas1nda V-ii.y.s. [V—a.y.s.] olmasi igin gerek-
11 ve yeterli kosul Y'nin, F(x,)'1 bulunduran [F(xo) ile kesisen]
her VCY acik kimesi ig¢in xeU oldugunda F(x)CV|F(x) NV#@| kosulu-
nu sadlayacak sekilde X i¢inde X el olan bir U ag¢ik kimesinin bulun-
masidir, ‘

V.I. Ponomarev asagidaki tanim ve teoremleri kullanarak F'nin

V-a.y.s. veya V-ii.y.s. olmasina esdeder kosullar elde etmistir.

-h

1.2.5. Tanim: AcX, BcY ve F, X'den, Y'ye bir ¢ogul-dederli fonksiyon
olsun F(A)=U{F(x)|xeA}, F (B)={x|F(x)NB#p} F#*(A)={y!F'(y)C:A} ve
F+(B)={x[F(x)C:B} kiimelerine sirasiyla, A'nin, F altindaki buyiik gbriin-
tiisi, B'nin F altindaki blylik ters gorintisii, A'nin F altindaki kiiciik
goriintisii ve B'nin F altindaki kiicik ters gbrintusii denir.

1.2.6. Teorem: F, X'den, Y'ye bir cogul-dederli fonksiyon olsun.F'nin,.

X lzerinde V-U.y.s..(V-a.y.s.) olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul



Y i¢inde a¢ik (kapali ) olan her B kiimesinin F*(B) kiiciik ters gorintii-

siiniin, X i¢inde a¢ik (kapala ) olmasidir (Ronomarev, 1955).

1.2.7. Tanim: (X, 1) bir topolojik uzay olsun.

a) AcX icin A'nin her ag¢ik Ortusiiniin kapanislari A'y1 Orten bir sonlu
alt ortusii varsa Ajya quasi H-kapalidir denir. Eder, X uzayinin kendisi
quasi H-kapalir ise (X,T)'ya quasi H-kapali uzay denir. X ayn1 zamanda
Hausdorff uzay ise (X,7)'ya H-kapalidir denir.

b) X'in blitlin quasi H-kapali alt kimeleri kapal1 ise (X;7)'ya HC-uzay
denir.

c) X'in biitin kapal1 alt kiimeleri quasi H-kapali ise (X,T)'ya C-kompakt
uzay denir.

d) Her xe X noktasinin 0 quasi H-kapali olan bir U a¢ik komsuludu varsa

(X,7)'ya yerel H-kapali uzay denir.
2. ZY-UZERINDE CESITLY TOPOLOJILER VE COGUL-DEGERL1 FONKS1YONLARIN
SUREKLILIKLERE

2.1. 2Y—Uzerinde Cesitli Topolojiler:
Bu kesimde (Y,T) topolojik uzayinin quasi H-kapali alt kiimelerin-

den yararlanarak 2Y-Uzerinde yeni iki topoloji tanimlayacagiz.
2.1.1. Unerme: (Y,) bir topolojik uzay~onak lizere,
By=12Y-(M)] (A)LBCY|ANB#A}, A quasi H-kapal1} . ve

8,=(BU{2Y -<A>kP={BCY BCA}, A quasi H-kapal1}

aileleri ZY kimesi Uzerinde farkll 1iki topoloji i¢in sirasiyla.- -

taban ve alt taban olurlar.



Kan1t:'A=D quasi H-kapal1 bir kiime, (A)=§ oldudundan
2'-(a)=2"es,

dir. Bﬁylece,2Y='tl 8 olur.
BsBi

2'-(a,), 2'-(A,)e8, icin ve ke[2'-(A)1N[2'-(A)] icin

Kezy-(A1LjA2)=[2Y-(A1)]f][ZY- éAZ}]; o1du§un§§? 131f27-ﬁzerigde bir

topoloji i¢in tabén olur. B,'nin alttabafr olusu benzer bicimde -abrilir.
Unermedeki By ve B, ailelerinin taban Ve,a]ttapan:pidugadnpdbjﬂeri

H ve H™ ile gosterecek ve bunlara sirasiyla iist koquasi H-kap&11

ve alt koquasi H-kapali1 topolojiler diyecegiz.

2.1.2.8nerme: (Y,t) bir topolojik uzay olmak Uzere ZY kiimesi Uzerindeki
' Hf, H, vive VT topolojileri arasinda asagidaki iliskiler vardir.

1) Y HC-uzay ise Hf<vt ve H V™ dar.

2) Y C-kompakt ve HC-uzay ise H'=V" ve H™=V" dir.

3) Genel olarak Vf§H+ ve V'# H™ dir.

Kanit: 1) ZY-(A)eB1 olsun.

2Y-(A)=<Y-A>, A quasi H-kapali ve Y HC-uzay oldugundan Y-Ac Y
acik kiimedir. Boylece <Y-A>eVT olur sonug olarak H*<vt dar.
2Y-cAs=(Y-A) oldugundan H7gV™ dir.
2) Y, C-kompakt HC-uzay uzayinda quasi H-kapali kiimeler kapall ve kapa-
11 kimeler quasi H-kapali oldugundan V'=H* ve V'=H™ dir.
3) V'# B ve V'# H™ oldugunu Grneklerle gorelim.

R lzerinde 8é{(-w,-r)LJ(r.+w)|re]R} ailesinin taban oldugu topolo-
Jiyi gbzoniine a1a11m. Bu topoloji ]anin adi topolojisinden daha kaba
olan bir topoloji oldugundan, [},b] tipindeki kapali ve sinirli biitiin
araliklar bu topolojiye gtre kompakt olurlar. Kompakt kiimeler quasi

H-kapali oldugundan [a,b] ler quasi H-kapalidir. Simdi, VeB olmak



uzere <veV’ olsun. <V>=5R—([R-V) ve [R-V=[-r,r] quasi H-kapali oldu-
gundan <V>eB1 dir. Boylece Vi<H' olur. Diger taraftan sozgelisi a>1
i¢in ZB-({a})eH+ oldugu halde, dR-({A})¢v* dir. Clnkl eder ﬂR-({a})eV+"
olsa idi, stzgelisi E=[—1/2, 1/2]52B-({a}) i¢cin Oyle bir Ve olurdu ki
E5<V>CZR‘({H}) kapsamasi saglanirdi, baska bir yazimla .
E= E1/2,1/ZJCZ(~w,-r)Lﬂ(r,+a9c:B-{a} olacak sekilde bir re R olurdu.
Boyle bir re R sayisinin bulunmast mimkiin oImadidindan M $V+ oldudu
gorilmis olur.
2.1.30nerme: (Y;r) topolojik uzay: Hausdorff ise C'sv' ve C7sV™ dir.
Kanit: 2Y-(C)gc+ olsun.

ZY-(c)=<Y-C>, C-kompakt ve Y-Hausdorff oldugundan Y-CCY .a¢ik
kiimedir. Boylece <Y-C>eV* olur. Sonuc olarak C'gv* dir. ZY-<C>=(Y-C)

oldugundan C sV~ dir.

2.1.4.Unerme: (Y,1) bir topolojik uzay olsun. 2Y izerinde C'<H? ve
C<H™  dir,
Kanit: Kompakt kiimeler ayni1 zamanda quasi H-kapali oldugundan sonug
agiktir,
2.1.5, Sonu¢: (Y,7} HC-uzay ise
CrsH*sv* ve CTsHTsV" dir.
Kanmt:2.1‘4ﬁnérme ve 2.1.206nermelerden agiktir,
2.2. Cogul-Degerli Fonksiyonlarin H', H™, V' ve V™ (H-ii.y.s.,
H-a.y.s., V-ii.y.s. ve V-a.y.s.) Sureklilikleri. '
Bu kesime H-ii.y.s. ve H-a.y.s. kavramlarini tanimlayarak bas-
Tayalim.
2.2,1. Tanim: X, Y topolojik uzaylar F:X =Y bir cojul-dederli fonksi-

yon ve xosX olsun.



a) F(xo)f7v=0 olan bir V quasi H-kapa]i kiimesi icin
xe Uy, = F(x)Nv=g
]
gerektirmesini saglayan en az bir ch:.X a¢ik kiimesi varsa, F'ye xoeX
(s
noktasinda H-listten yar1 siirekli veya kisaca H-ii.y.s. denir.
b) F(x,)OV#8 ve Y-V quasi H-kapali olan bir V-kiimesi igin

xely => Frx) Nv#g
0

gerektirmesini saglayan en az bir Uxé: X acgik kiimesi varsa F'ye erX
noktasinda H-alttan yari siirekli veya kisaca H-a.y.s. denir.

S$imdi cogul-dederli bir fonksiyonun H-li.y.s. ve H-a.y.s. olusunu
bu fonksiyona karsi gelen tek-dederli fonksiyonun siirekliligi cinsinden“
verelim,

2.2.2, Unerme: X, Y topolojik uzaylar F:X > Y ;ogu]-deger]i fonksiyon
ve HY, K, 2" kiimesi Uzerindeki Ust ve alt koquasi H-kapali topolojilér
olmak izere,

1) F'nin xosX’de H-U.y.s. olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul, F'ye
kars1 gelen, f:X »-(ZY.H*) tek-dederli fonksiyonunun xoeX'de stirekli
olmasidir, |

2) anin xoeX'de H-ii.y.s. olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul, F'ye
karsi gelen, f:X ~» (2Y,H') tek-dederli fonksiyonunun xoeX'de stirekli
olmasidir?

Kanit: 1) (= ): F, xo’de H-l.y.s. ve f(xo)eZY-(A)eB1 olsun.
f(xo)ezv-(A)=<Y-A>={BlBCY-A} oldugundan f(x )< Y-A dir. Buradan
F(xo)fTA=9 olur. F, xo'da H-ii.y.s. oldugundan x°'1 bulunduran bir
ng:X acik kimesi, erxo iken F(x)(1A=@ olacak bicimde vardir. Her
xeX i¢in f(x)=F(x) oldugundan f(x)¢(A) yani f(x)eZY-(A) olur. Bbylece

fiX > (ZY,H+) fonksiyonu xo'da siirek1i olur.



o

(<= ): Tersine, f:X~ (ZY,H+) tek-degerli fonksiyonu x €X'de sirekli
olsun. F(xo)(1A=¢'o1an bir A-quasi H-kapali kiimesi alalim. Bu durumda
f(xo)d(A) yani f(xo)szy-(A)sB1 olur. f, fonksiyonu siirek1i oldugundan,
X,'1 bulunduran bir ng:X acik kimesi f(Uxo)c:ZY-(A) olacak sekilde
vardir. Buradan stxo iken f(x)eZY-(A) olur. Boylece F(x)A=f olur ki L
bu F'nin xb'da H-li.y.s. olmas1 demektir.
2) Benzer big¢imde kanitlanir.

Asagida bir F ¢ogul-degerli fonksiyonun H-l.y.s. ve H-a.y.s.

olusuna esdeger kosullari veren Onermeler verecediz. -

2.2.3. Unerme: F:X > Y bir cogul-degerli fonksiyon olsun. Asagidakiler
esdederdir.

1) F, H-U.y.s. dir.

2) V&Y timleyeni quasi H-kapali olan bir kime ise F*(V)CX aciktir.

3) AcY gquasi H-kapali ise F (A)c X kapaladir.

Kanit: (1) = (2): F, H-U.y.s. ve VCY tiimleyeni quasi H-kapali olan
bir kime olsun. xoeF+(V) alalim. F7(V)'nin tanimindan F(xo)c:V dir,
Buradan F(xO)F](Y-V)=Q ve Y-V quasi H-kapalidir. F, xo'da H-.U.y.s.
oldugundan ,

erX = F(x)CV
“ %0

gerektirmesini saglayan xo'1n bir Uxéz X ac¢ik komsulugu vardir. Boyle-
ce xerxg: F*(V) olur. Buradan xoe[F+(V)]° olur. Sonu¢ olarak

FrMc [FH)]%'dir,ve FR(V)EX acik kimedir.

(2) = (3): AcY quasi H-kapal1 bir kiime olsun. Y-A timleyeni quasi
H-kapal1 olan bir kiimedir. (2)'den F'(Y-A) X a¢ik bir kiimedir.
FH(Y-A)=X-F7(A) esitliginden, F (A) X kapaladir.

(3) = (1): Y icinde quasi H-kapali olan her kiimenin blylk ters gorin-
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tiisli kapali olsun. xoex i¢cin AcY quasi H-kapali ve F(xo)(7A=¢ ol-
sbn. F(xo)c:Y-A ve Y-A tlimleyeni quasi H-kapali olan bir kiimedir.

‘(3)'e gtre F (A)CX kapalidir. Buradan X-F~(A)=F*(Y-A) aciktir. Ayri-
ca F(xo)c:Y-A oldugundan xoeF+(Y-A).vé FY(Y-A) x,'1n bir komsulugu-
dur. xeF'(Y-A) dcin F(x)CY-A dir. Boylece xeF (Y-A) icin F(x)NA=p

olur. Sonu¢ olarak F, xo'da H-U.y.s. dir.

2.2.4, Teorem: F:X > Y co§u1;de§erli fonksiyon olsun. Asagidakiler es
dederdir.

1) F, xoeX'de H-ii.y.s. dir. -

2) Tumleyeni quasi H-kapali olan her V&Y kimesi icin F(xo)c:V ile
xoe[F+(V)J° dir.

3) Herbir xo‘a yakinsayan (aA)AeE: X agi ve F(xO)CZV ile Y-V qgasi
H-kapali olan V kiimesi i¢in bir g vardir;dyleki vxzxo icin
F(a)‘)cv dir.

Kanit: (1) = (2): F, H-U.y.s. olsun. F(xo)c:V ile VoY tiimleyeni
QUasi H-kapalir olan bir kﬁme olsun. F, xoeX'de H-ii.y.s. oldugundan

x el ile UC X ac¢ik kiimesi vardir; Oyleki her xel, i¢in F(x)CV
0 X, Xg X

(0
dir. Buradan Xoel, & F*(V) olur. Sonuc olarak xoe[F+(V)]° dir.
()
c ' -
A)AsA X x,'a yakinsa
yan bir-ad olsun. (2)'den xoe[F+(V)]° dir. Agin yakinsamasi tanimindan

(2) =(3): F(x )<=V, Y-V quasi H-kapali ve (a

Hrped vardir; Byleki ¥aza, dcin akg[F+(V)]° dir.Buradan,
F(a,)CF([FF(MI°)CF(FH (V)Y dir.

(3) = (1): Kabul edelim ki F, xofda H-ii.y.s. olmasin ve (3) sadlansin.

Bu durumda en az bir VCY, F(xo)CZV ve Y-V quasi H-kapali kimesi var-

dir; Oyleki xo'i bpluhdgran her U7aci§1 icin en az bir anU noktas1

vardir; Gyleki F(x,)¢ V dir. |
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U - {UcX: x elet}
Xq 0

D = {(Uyxy): Ve G A xEUAF(x) @V}
kiimelerini tanimlayalim. D-kiimesini ytin'le‘nd'ire]'im:

(U,x))£(U" ,3) <= U'CU "
ile D ybnlu bir kimedir. Ayrica, 9:(D,s) » X, o[(U,%J]=x, séklinde. .
tanimlanan’ ¢'de xo'a yakinsayan bir agdir. Her (U.XU)eD i¢in F(xu)dv
dir. .Bu jse (3) ile celiski dogurur. Ciinkii, X,'a yakinsayan .her ag
ve F(xo)CV, Y-V quasi H-kapalil olan VCY Kkiimesi icin en az bir
(Uo.’XUO)ED vardir; Syleki her (U, xU)>(Uc').xU°) icin F(xﬁ)cv oTma- =~

Tidir.bu ise mimkiin degildir. O halde, F, xo'da H-U.y.s. dir.

2.2.5. Unerme: X, Y topolojikuzaylar F:X + Y c¢odul-dederli fonksiyon
olsun. Asagidakiler esdegerdir. |

1) F, H-a.y.s. dir.

2) V€Y timleyeni quasi H-kapali olan bir kime ise F (V)CX agiktir.

3) KCY quasi H-kapal1 kiime ise F'(K)CX kapalidir.

Kanit: (1) =>(2): F, H-3.y.s. olsun. VCY tiimleyeni quasi H-kapali
olan bir kiime olsun. xeF (V) alalim. Bu durumda F(x)nv#ﬁ. tur.

F, H-a.y.s. oldugundan bir UC X acik kimesi zeU, ise F(z)(1v#p
olacak sekilde vardir. Buradan XEUXC F (V) dir. Sonug¢ olarak

xE[F"(V)]O:;F'(V) olur. F7(V)TX acgiktar.

(2) => (3): KCY quasi H-kapali kime olsun. Y-K timleyeni quasi kapals
olan bir kimedir. (2)'den F (Y-K)CX agiktir.F (Y-K)=X-F*(K) oldugun-
dan F*(K)CX kapalidir.

(3) =(1): F(x)1V#@ ve Y-V quasi H-kapali olan bir kiime V olsun.
(3)'den F*(Y-V)CX kapalidir. F*(Y-V)=X-F™(V) oldugundan F (V)CX



acrktir. xeF (V) dir ve zF (V) ic¢in F(z)N1V#p tur. Buradan F, xeX'de

H-a.y.s. olur. xeX keyfi oldugundan F, X'de H-a.y.s. dir,

2.2.6. Teorem: X, Y topolojik uza&'lar F:X* Y c¢ogul-dederli fonksiyon
olsun. Asagidakiler esdederdir.

1) F, xo'da H-a.y.s. dir.

2) V<Y tiumleyeni quasi H-kapali ve F(xo)ﬂvalﬂ olan her kume i¢in
x(,’e:[F'(V):io dir.

' cC & N -V duaed He
3) x,'a yakinsayan her (a)\)‘AeA X agi ve F(xo) V#@ Y-V duasi H-kapali

olan V kiimesi icin spoen ) vmo icin F(aA)ﬂ V#@  tur.

Kanit: (1) = (2): F, xo'da H-a.y.s. olsun. Tumleyeni quasi H-kapali
olan ve F(xo)(\v#ﬁ olan bir kime V&Y olsun. F, x 'da H-a.y.s. ol-

dugundan. a’:U cx ac1§1 vardir dyleki x €U, ve ¥xel, icin F(x)NV#@
0 )

*o _ . ., .8

tur. Boylece xoeu C F (V) olur. xg[F (V] dir.

(2) = (3): (a)\))C X ag1 xg 'a yakinsayan bir a§ olsun. F(x YOv#g,

Y-V quasi H-kapali olan bir VZY alalim. (2)'den x €[F (V)] ° dir.

U=(F (V)] olsun. UCX ag¢iktir ve x el dur. (aA)AA

sadig§indan Xer i¢in :P\oeA vardir; oyleki V)g}\o icin ang dir.

ag xo'a yakin-

Buradan = x2x. icin F(a)\)ﬂ\l#ﬁ tur.

o
(3) = (1): (3) dogru olsun ve F, xoeX'de H-a.y.s. olmasin. Bu durumda
tiimleyeni quasi H-kapali ve F(xo)ﬂv#ﬁ olan bir V€Y kiimesi vardir
ki xo"m her U a¢1k kom§ulugu ig¢in bir erU vardir; Oyleki

F(x,)Av=p tur. Simdi,

’V {ucx:x EU&:T}
0

D =1{(U XUH UeZ‘A xyeU A F(xu)ﬂ\( =g}

kimelerini tamm1ay1p D' y1 yonlendirelim. Teorem 2.2.4'e benzer olarak
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D-yonlii kimedir ve (xU)c X, xo'a yakinsayan bir addir. Fakat V(U,xU)eD
jcin F(xu)nv=¢ tur. Halbuki (3)'den x_'a yakinsayan (x;) ag1 ve
F(xO)NV#Q, Y-V quasi H-kapal1 kiimesi i¢in en éz bir (U(;, xuo)eD
olmalidir oyleki V(U,xu)>(U,xuo) igin F(xu)ﬂv#ﬂ dir. Bu bir celis-

kidir. 0 halde F, xo'da H-a.y.s. dir.

2.2.7. Tanim: Bir x noktdsinin. bir Fsizgecinin H-y1§1Tma noktas: otma-
s1 i¢in gerekli ve yeterli kosul x'i ig¢iren her tumleyeni quasi

H-kapali olan U-kiimesi i¢in ve ¥Fe Ticin FOU#P dlmasidir.

2.2.8. Teorem: F:X + Y c¢odul-deferli fonksiyon olsun. Asagidakiler.
esdederdir.

1) F, H-a.y.s. dir

2) Tiumleyeni quasi H-kapali olan her V&Y kimesi icin F7(V)CX_ ac¢iktir.
3) KCY quasi H-kapals kifme ise FF(K)CX kapahdir;" |
4) x eX ve F, Xo 'a yakmsayan bir siizge¢ ise herbir yeF(x ) F()')

suzgecmm bir H-yi1§11ma noktasidir.

Kanit: (1) = (2), (2) = (3) ve (3) = (1) gerektirmeleri 2.2 .5 Bner-
mede kanitlandi. Biz (1) = (4) ve (4) = (1)'i kamt'fayacAagu.

(1) = (4): Kabul edelimki F, H-a.y.s. olsun. X,eX ve F-siizgeci
xo'a yakinsasin. yeF(xo) ve V, y'yi iceren timleyeni quasi H-kapali
olan b\‘r'l:i}me olsun. ysF(xo)ﬂv#G tur. F, H-a.y.s. oldugundan x0'1
jceren bir U-ac1§1 vardir Byleki ¥xeU dc¢in F(x)OV#@ tur. Bir F-siiz-
geci i¢in F(F)'de bir sizgectir. F(A)eF(T) keyfi kiumesini alalim.
Ts X, oldugundan bir UC U ve U eTvardw. Tsuzgec oldugundan
A, U e(y'xcm bir U efvard'nr, oyleki U] AﬂU dir. Eger xEU1

ise U]CUC U oldudundan F(x)NV#@ tur. Diger yagdan xeA ise

%9
F(x)<F(A) oldugundan U,‘CA i¢in F(U])C F(A) dir. F(U.‘)QV#B oldugun-



dan da F(A)N V#@ tur. Sonuc olarak y, F(P)-")'in bir H-y1§11ma noktasi
olur. .
(4) = (1): (4) dogru olsun. F(xo)ﬂV#ﬁ ile V, tiumleyeni quasi H-ka-
pal1 olan bir kiime olsun. xo'a yakinsayan a¢ik kimelerin komsuluklar
siizgeci 7—o1sun. Eger, F,_xo"'da H-a.y.s. dedil ise; bu durumda
herbir U e F igin bir xcU vardir; byleki F(x)OV=p§ tur.

U = IxeU: F(x)NV=p}
kiimesini herbir Ue T icin. elde edébﬂiriz. Buradan,

5.:= {U: e ¥}

ailesi xo'a yakinsayan bir siizgectir. Clnki Ucu dur. Bﬁy‘lécé hipo-
tezden y_eF(x,) F(F) nin bir H-y1§11ma noktasidir. Fakat, YUe'E
j¢in F(U)NvV=g tur. Bu da H-y1§11ma noktasi olmasiyla celisir. O hal-

de F, xo’da H-a.y.s. dir. xoex keyfi onugundan F H-a.y.s. dir;

2.2,9, Teorem: F:X* Y c¢odul-dederli fonksiyon, Y-quasi H-l\<apah ve
HC-uzay olsun. Bu durumda asadidakiler esdederdir:

1) F, xo'da H-.a.y.s. dir.

2) F(x )IV#B ile herbir VCY acik kimesi i¢in xoe[F'(_\?_)]()»dir. )

3) F(xo)hv#ﬂ ile herbir VCVY regiiler a¢ik kiimesi icin xbe[i:-(V)jo dir.
4) F(xo)ﬂv#ﬂ ile herbir VcY regiiler acik kiimesi i¢in bir ucX
agik kﬁmgsi‘\./ardw; oyleki xOsU ve W¥xeU dcin F(x)NV#@ tur.

5) Herbir (x)\)MCA X x,'a yakinsak ag1 ve herhangi bir F(xo)ﬂ\'ﬂ ile

VEY regiler acik kimesi icin bir AeA vardirs Oyleki Vazh, icin

F(xA)ﬂV#ﬂ tur,

Kanit: (1) = (2): F(xo) V#@ ile VCY agik olsun. V-ag¢ik oldugundan
0 0 0
Vev dir. F(x,) NV#@ ve Y-VCY regiiler kapalidir. Y quasi H-kapali

uzay oldugundan regiiler kapali alt kfufme]eri qpa;i H-kapahd'nr. 0 halde



F, X, ‘da H-a.y.s. oldugundan b1r ch: X ac¢ik kiimesi vard1: Oyleki
Xoely ve ngU i¢in F(x)f‘v#ﬂ tur. Buradan, x g < F (V) olur.

e[F (o')] d1r o
(2) ﬁ(3) F(x YOV#E ile VCY regiiler ac1k olsun. (2) den
X e[F (V)] dir. V- regu'ler a¢1k oldugundan V= V dir. 0 halde x ¢ [F~ (v)]°
dir. ] ' '
(3) = (4): F(xo)ﬂv#w ile.VcY regiler agik olsun (3)'den
Xog[F-(V)JO dir. U=[F'(V)]° diyelim. Bbylece x.eU ve xel i¢in xeF (V) .
olacagindan F(x)NV#@ tur.
(4) = (1): F(x,)V#@ ile’ Y-V quasi H-kapali olan bir kiime Vod'l’sun.
Y HC-uzay oldugundan Y- V— kapalidir. 0 halde V-aciktir ve VcV dir.
'V regiiler acik ve F(x )ﬂV ) o'ldugundan (4) den bir UCX ac1k kiimesi
vardir; tyleki x el ve ¥xeU icin F(x)N V;éﬂ tur.Boylece F, xo‘da
H-a.y.s. dir. .
(8) = (5): (3) =>(4)'den .U'=[F'(V):|° i¢in x,eU dir ve ¥xel igin
F(x)NV#@ tur. Eger (a)\))\m, xo'a yakxhsayan bir ag ise xo,"m.
U-komsuTugu i¢in bir Ajes vardir; tyleki ¥azaj icin a,e F (V) dir.
O halde ¥a23, icin F(al)f}v#ﬂ tur.
(5) = (4): Hipotez dogru olsun. (4) dogru olmasin. Bu durumda
GﬂF(xo)#j ile bir GCY regiiler acik kimesi vard"lr; oyleki X U
olan her U i¢in bir xyeU vardir; Byleki F(xU)ﬂG=G tur.

%;{ch : x el ve Uet}

K UEZXIOA Xy

kiimelerini tanimlayalim. D yonli bir kiime ve (xU)CX ag1 X, 'a yakin-

D ={(u,x €U, F(xU)OG=U}

saktir. Fakat V(U,xU)gD i¢in F(xU)ﬂG =@ turki bu, hipotez ile celi-
sir. 0 halde (4) saglanir.



2.2.10. Teorem: F:X + Y cogul-dederli fonksiyon ve Y, quasi H-kapali
HC-uzay olsun. Asagidakiler esdegerdir. '

1) F, H-a y.s. dir,

2) GeY ac'nk olmak Uzere F (G)C[F~ (G)_'] dir.

3) GeY regiiler a¢ik olmak Uzere F “(6)cX agiktir,

4) GCY acik olmak lizere F‘(g)cx aciktir.

5) VcY kapali olmak lzere [F*(ﬁ)]CF’*(V) dir.
6) V=Y regiler kapaly ise- FH(V)cX kapalidir.
7) xoeX. ‘T—rxo olan bir slizge¢ ise her bir yeF(xo) icin y, F(?—t)

stzgecinin bir H-y1§11ma noktasidir.

2.2.11. Teorem: F:X > Y c¢odul-dederli bir fonksiyon ve Y quasi H-ka-
pali HC-uzay olsun. Asagrdakiler esdegerdir.

1) F, x 'da H-ti.y.s. dir.

2) F(x )TV ile herbir V&Y agik kimesi icin x&[F (V)Jo dir.

3) F(x,)cV ile herbir VvcY regiiler a¢1k kimesi i¢in xoe[F (V)]?. dir.
4) F(xo)cv ile herbir VcY regller acik kimesi i¢in 'b'ir' veX acik
kimesi vardir; oyleki x el ve ¥xeU d¢in F(x)CV dir.

5) Herbir xo'a yakinsayan (a>\))\€A ag1 ve F(xo)cv ile herbir VCY
regiiler a¢1k kiimesi i¢in bir A el vardir; Byleki Vazi, icin F(a)\)CV
dir.

2.2)2. Teorem: F:X - Y c¢ogul-dederli fonksiyon ve Y quasi H-kapali,
HC-uzay olsun. Asa§rdakiler esdegerdir.

1) F, H-li.y.s. dir. o

2) Herbir 6GCY a1k kimesi i¢in F*(6) c[F'(G)]° dir.

3) GCY regiiler agik ise F (G)CX ac'nkt'lr.

4) Herbir GCY ac'lk kiimesi i¢in F (G)CX aciktar.
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5) VcY kapali ise {F'(;.I;)JCF"(V) dir.
6) VCY regiiler kapali ise F (V)CX kapalidir.

2.2.10, 2.2.11 ve 2.2.12 teorem]eri,'qQasi H-kapali, HC-uzay
kavramlar: diistiniilerek dogrudah elde edilir.
2.2.13. Unerme: X, Y topolojik uzaylar, ACX olsun. X'den Y'ye taniml1
bir F cogul-degerli fonksiyonu verilsin. F, H-li.y.s. (H-.a.y.s) ise
A'dan Y'ye tanimli F|p kisitlanms fonksiyonu da H-ii.y.s. (H-a.y.s.)
olur, '
Kanit: F:X+ Y H-li.y.s. (H-a.y.s.) olsun. F'ye karsi gelen, f tek-de-
ger1i fonksiyonu, X'den (ZY.H+)[(2Y;H-)]'ye stireklidir. X lzerinde sﬁl'ﬁ
rek1i f fonksiyonunun f{, kisitlanmisi, A'dan (ZY,H+)[(2Y,H')]'ye stirek~
lidir. Bu Flp:A > Y ﬁogul-degerli fonksiyonunun H-U.y.s. (H.a.y.s.)

olmasini verir.

2.2.14, Unerme: X, Y, Z topolojik uzaylar,
F:X~+Y V-li.y.s. (V-a.y.s.) ve G:Y »Z H-ii.y.s. (H-a.y.s.) ise
GoF:X + Z H-li.y.s. (H-a.y.s.) dir.

Kanit: KcZ quasi H-kapali (Ve Z tlmleyeni quasi H-kapali olan bir
kiime) olsun. G:Y +~ Z H-lU.y.s. (H-.a.y.s.) oldugundan G (K)C Y kapalr

[6 (V)Y agik]'tir. F:X + Y V-i.y.s. (V-a.y.s.) oldugundan F™(6™(K))cX
kapall [?'(G'(V)ﬂzx ac1k]' tir. Boylece;
FT(G™(K))=(BoF) "(K) [F7(67(V))=(6oF) (V)] esitliginden (GoF) (K)cX
kapall [(GoF) (V)X agik]' tir. Uyleyse GoF:X -+ Z H-ii.y.s.(H-a.y.s.)
olur,

2.2,15. Unerme: X, Y topolojik uzaylar, Y HC-uzay ve C-kompakt uzay
F:X =+ Y bir cojul-dederli fonksiyon olsun. F, H-U.y.s. (H-.a.y.s.)

ve F(X) gbriintiisi Y'nin bir quasi H-kapali alt kiimesi i¢inde ise
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F, V-ii.y.s. (V-.a.y.s.) dir.

Kanit: KCY quasi H-kapaly ve F(X)cK olsun. V, Y ig¢inde herhangi
bir agik kime ile VU(Y-K)CY icinde timleyeni quasi H-kapali olan
bir kiimedir. F, H-l.y.s. (H-a.y.s.) oldugundan F*(VU(Y-K)) [F™(vu(v-K)]
X i¢inde ag¢ik kimedir. Diger.taraftan F(X)cK oldudundan,

FHOV)=F (VU (Y-K)) [FT(V)=FT(VU(Y-K))] esitliginden F*(V)[F(V)]

X ig¢inde agik olur. Uyleyse F, V-ii.y.s. (V-a.y.s.) dir.

2.2.16. Tanim: (Y,t) bir topolojik uzay olsun. 81T oldugunda Neer

oluyorsa, (Y,t)'ya doymus (saturated) uzay denir.

2.2,17. Tanwm: F:X -+ Y ¢ogul-dederli fonksiyon ve xoex olsun.

a) F(x)cv, VeY acik kiimesi igin E{UXCX acik kiimesi varsa Oyleki
- 0
erx ve \»‘stx i¢in F(x)CV oluyorsa F'ye xo'da ‘Weakly u.y.s.
0 o

denir.

X

b) F(xo)cv, VcY Y-V quasi H-kapali olan bir kiimesi .i¢in en az bir
UXC X acik kiimesi varsa oyleki XU, ve ¥xel, 'ic'in F(x)cV

() o o
oluyorsa F'ye xo'da H-Weakly 1U.y.s. denir.

2.2,18. Teorem: X, Yerel H-kapali Hausdorff uzayl ve ACX quasi
H-kapali kime ise x¢gA d¢in AcK kapali ve xeU agik ve UNK=@ olan

U, K kiimeleri vardir.

2.2.19. Teorem: X quasi H-kapali uzay ve xoex olsun, xo'm her
Ne-r(xo). komsulugu icin en az bir x_elC UcN ve U quasi H-kapals

olan U-ac¢ik kimesi vardir.

2.2.20. Tamim: X,Y topolojik uzaylar F:X + Y cogul-degerli bir fonksi-
yon ve xoex olsun. F'nin, xOEX'de weakly U.y.s. olmast i¢in gerekli ve

yeterli kosul F(xo)cv olan her VCY acik kiimesi icin xo"m
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xel, = F(x)cV
()
gerektirmesini sadlayan en az bir ch X acik kimesi vardir.
0
2.2.21. Tanim: X,Y topolojik uzaylar F:X +Y codul-dederli bir fonksi-

yon ve x, €X olsun. Eder F, ¢ojul-degerli fonksiyonu, F(xo)CV, Y-V

quasi H-kapali olan her VcY kimesi i¢in, on’.m

xEUx=>F(x)CV e
“o
gerektirmesini saglayan en az bir Ux c X ac¢ik kiimesine sahip ise weakly
]
H-U.y.s.'dir, denir.

2.2.22. Unerme: X doymus, Y quasi H-kapali Hausdorff uzaylar ve F:X*Y
bir cogul-dederli fonksiyc;n olsun. F, H-Ui.y.s.,nokta kompakt ise F,
weakly Ui.y.s.'dir.

Kanit: F, H-li.y.s., nokta kompakt ve herhangi bir xo‘eX alalim. F(xo)CV
(cY) acik kiime olsun. Y Hausdorff ve F(xo) kompakt ve F(xo)cV oldu™ '
gundan, F(xo)CwCWCV olan en az bir WeY agik kiimesi W quasi H-kapa-
11 olmak lizere vardir. Ayrica her y#W i¢in Y hausdorff ve W quasi H-ka-

palil oldugundan, en az bir yeHyC Y agik ve HC FyC Y kapali kimeleri

vardir; oyleki Hyﬂ Fy=9 tur. WC Fy oldugundan, WO Hy=¢ tur. Diger yan-

dan yEHy a¢1§1 i¢in Y uzayir quasi H-kapali oldugundan en az bir GyCY

ac1gr vardir; oyleki yEGyC G..yc':H.y ve G..y quasi H-kapalidir. Buradan

F(xo)c NC‘Y—'Gy olur. Y-Gy timleyeni quasi H-kapali olan bir kiimedir.

F, H-li.y.s. oldugundan xo'm F(Uy)c Y--Gy olan bir UyCX ac1k komsulugu

U, denirse, U, acik ve

X, = ;‘w y X,

F(Ux YCWEY olur., Boylece F, x ’da weak'ly ti.y.s. dir. Xo EX keyfi ol-
(0 ‘ ‘

dufundan F, X Uzerinde weakly U.y.s. dir.

vardir. X uzayl doymus oldugundan, U

2.2.23. Unerme: X uzay1 regiiler, Y HC-uzay ve F,X'den Y'ye acik, kapa-

T1 ve ters nokta kapali donUsim ise F, weakly H-U.y.s. dir.
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Kanit: Kabul edelim ki F, x eX de weakly H-U.y.s. olmasin. Bu durumda
Y'nin F(x oy kosu]unu sa§layan ve timleyeni quas1 H- kapah olan Oy-
Te bir VcY a¢ik kiimesi vardir ki, x0 1 bulunduran her U ag¢ik kiimesi
i¢in F(U) & V olur. Buradan her Uen ficin F(UYOY-V#P dir. Ayraca F

0
kapali doniisim oldugundan, F(U)C Y kapalidir. Boylece {F(U)NY-V| ven, }
‘ 0

ailesi, Y-V'm‘n kapalr alt kimelerinden olusan ve i¢leri sonlu arakesit

0zelligine sahip olan bir aﬂedn" Gercekten en az birn EN igin
fj FU)N(Y-V)]%0 olsaydr, i1 [F(U ) 0N (Y-V)=p olup

1 [F(u.)])%V o'!urdu. buradan,
= }l’[F(U )] ° [ﬂF(U)]oche[F(nU)]che

IF( n1U )]°cv e'lde ederiz. U 'ler ac¢ik ve F, ac¢ik donlsiim o]dugun-
dan,F( ﬂ U )= [F( hU )] = V dir. Bu ise F’nin X,'da weakly H-U.y.s.
olmasml verir, UyTeyse kabuliimiiz ile celiski dogar. Y uzayi HC-uzay

oldudundan, ﬂ F(U)N(Y-V)#@ olur. Bir yeY i¢in ye M FO)N(Y-V)
Uﬁnxo Ueny

dir. F(xo)CV oldugundan yeF(xo) dir. Buradan F'(y)ﬂ{xo?=¢ ve xogF'(y)
olur. X uzayi regiler ve F (y) kapali oldugundan en az bir U1,U2C X
ac1k kimeleri xer,l, F(y)c U, ve U1ﬂUZ=G olacak sekilde vardair.
'L-l1ﬂ F (y)=@ olur. Sonug olarak y¢F(U1) olur ki bu yeUQXOF(ﬁ)ﬂ(Y-V)
olusu ile ¢elisir. Bu ¢eliskiye F,xo'da weakly H-U.y.s. olmasin demek-
le dustiks O halde F.xo'da weakly H-U.y.s. dir.

F:X~+Y cogul-dederli bir fonksiyon olsun. Her xeX igin F(x)=F(x)
ile F:X~Y bir yeni fonsiyon tanimlayalim.
2.2.28, Unerme: F:X~+Y weakly H-U.y.s. ise F:X+Y weakly H-U.y.s. dir.
Kanit: xeX ve F(x)c W i¢in Y-W quasi H-kapali bir kime olsun.
F(x)=F(x)< W oldugundan, F(x)cW dir. F, weakly H-Ui.y.s. oldugundan,

bir xaUXCX ac1k kimesi vardir; oyleki F(U)c W dir. Buradan F(U)c W ise
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F(U)c W tir. ?(U)=xlguf(x)=x\gum)cm) oldugundan F(U)CW tir. 0 halde
F,xeX'de weakly H-ﬁ.y.s. dfr; xeX keyfi oldugundan F,X'de weakly H-ii.y.s.

olur.

2.2.25. Tanmm: X,Y topolojik uzaylar, F:X-Y cogul-dederli bir fonksi-
yon olsun.

G(F)f{(x,y)[xeX,yeF(x)}c:XxY kiimesine F'nin grafigi denir.
2.2.26. Taﬁ1m: X,Y topolojik uzaylar ve F:X-Y cogul-degerli bir fonk-
siyon olsun. G(F), F'nin grafigi olmak Uzere her bir (x,¥)eXxY-G(F) i¢in
¢in (UxV) AG(F)=p {(UxV) NG(F)=pJolacak sekilde X iginde x-noktasinin -
bir U, Y i¢inde y-noktasinin bir V komsulugu varsa, F'ye grafigi kapa-

Tidir ( kuvvetli kapalidir ) denir.

2.2.27. Unerme: F, X'den Y'ye kuvvetli kapali grafikli bir ¢ogul-deder-
11 fonksiyon ise F, H-U.y.s. dir.

Kanit: Kabul edelim ki G(F) kuvvetli kapali olsun. K<Y quasi H-kapali
ve x¢: F(K) olsun. F(x)K=@ dir. Her yeK icin (x,y)¢G(F)'tir. G(F)
kuvvetli kapali oldugundan ery(x), ysV.y acik kimeleri var@1r; oyleki
F(Uy(x))f\vy=9 tur. fvyt yeK} ailesi K'nin bi a¢ik ortiisiinti olusturur.
K quasi H-kapal1 oldugundan y1,y2,...,yneK noktalari vardir; oyleki

n
Ke ;g1vyi dir. Her i i¢in Vyi'ye kars1 gelen in(x)'ler igin

oA
U=;:2Uy.(x) olsun. xeU ve UcX agiktir. Ayrica her i i¢in
1 n n
-= o] n- = n.L)- = ° Cp—
F(in(X))rlvyi @ oldugundan F(U) Vy.i g ve F(U) 1=1Vyi g dir. K 1=1Vyi

oldugundan F(U)NK=@ tur. Dider yandan U< F (F(U)) oldugundan

UMF (K)=f dir. Sonu¢ olarak xeU€X-F (K) olur. Buradan, X-F (K) acik
ve F (K) kapalidir. Boylece F, X'de H-U.y.s. olur.

2.2.28. Unerme: F:X*Y co§u1-de§erli fonk;iyony H-U.y.s,. nokta kompakt
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ve Y H-kapali uzay ise G(F) kuvvetli kapalidir.

Kanmit: (x,y)£ G(F) alalim. y¢F(x)itir.Y Hausdorff oldugundan veF(x)
kompakt oldugundan yeU.F(x)eV ac¢iklari vardir; Syleki UNV=@ tur.
Buradan UNV=@ olur. Diger yandan yeU a¢ig1 i¢in Y quasi H-kapali ol-
dugundan y€V1C\—I1CU ve ‘71 guasi H-kapali olan bir V1CY acik kiimesi

vardir. F(x)CEY-V1 ve Y-V tﬁm?éyeni~quasi H-kapa]i olan bir kiime ve

1
F, H-U.y.s. oldudundan bir U1C1X acik kiimesi vardir; Oyleki st1 ve her

x,leU icin F(x,l)CY-V tir. Bu durumda F(U1)ﬂ'\71=w tur. Sonu¢ olarak

1 1
G(F) kuvvetli kapalidir.

2.2.29. Unerme: F:X+Y nokta kompakt ¢ogul-dederli fonksiyon ve Y,ye-
rel H-kapali ( H-kapali ) Hausdorff olsun. Eder her bir KCY quasi
H-kapal1 kiimesi i¢in FT(K)C X kapalil ise G(F) kuvvetli kapalidir.
Kanit: Kabul edelim ki Y yerel H-kapali olsun.(x,y)¢G(F) alalim. Bu
durumda y¢F(x)'tir. Y Hausdorff oldugundan ve F(x) kompakt oldugundan
ayrik ag¢ik V‘I ve W kimeleri vardir; Oyleki y€V1 ve F(x)CH dir,

V,Nu=g ise 01{1w=w tur. Ayrica yeY icin y'nin quasi H-kapali olan V,-
komsulugu vardir. V=V1ﬂ\72 diyelim. Bu durumda V, y'yi iceren bir ac¢ik
kiimedir. Vz, y'nin quasi H-kapali komsulugu oldudundan Y yerel H-kapalil
uzayinda V2 kapalidir. O halde VcV2 dir. V a¢ik oldugundan V regiiler
kapa11d1r.V2 quasi H-kapali oldugundan :da v, Vz'de quasi H-kapalidir.
Bdylece V, Y'de quasi H-kapalidir. Kabulimizden F~(V)C X kapalidir.
U=X-F-=(V) diyelim. X€U ve UCX agiktir ve F(U)N V=g tur. O halde G(F)
kuvvetli kapalidir.

2.2.30, Sonug: F:X*Y cogul-degerli fonksiyon, Y, H-kapali ( Yerel H-
kapali, Hausdorff ) ve F, nokta kompakt, ise asagidakiler esdeferdir.

1) G(F) kuvvetli kapalidir.
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2) F, H-l.y.s. dir.

Kanait: Aciktir.
\

2.2.31. Unerme: F:X*Y weakly H-ii.y.s. ve Y regiiler, quasi H-kapali ise
G(F) kapalidir.

Kanit: F:X~+Y weakly H-li.y.s. ise 2.7.24. Unérme'den F'de weakly H-U.y.s.
dir. Kabul edelim ki (x,y)#G(F) olsun. Bu durumda y¢F(x)'tir. F(x)=F(x)

. oldugundan y¢F(x) olur. Y regiiler oldugundan yeV, F(x)cW ag1k kimele-;
ri vardir; dyleki v;1w=w tur. Buradan VNW=@ tur. W a¢ik oldugundan

Nc:ﬁ dir. Y quasi H-kapalir oldufundan da Y-W quasi H- kapalidir. F,
weakly H-l.y.s. olduundan X'de bir U a¢ik kiimesi vardir; 6y1eki‘
F‘(U)cﬁ dir. Buradan F(U)Cﬁc'ﬁ tir. Boylece F(U)NV=@ tur. Sonuc ola-

rak G(F) kapalidir.

1
2.2.32, Tanim: F, X'den Y'ye bir c¢odul-dederli fonksiyon olsun.

G:X+ XxY, G(x)={(x,y)| yeF(x)}
bi¢iminde tanimlanan G ¢ogul-degerli fonksiyonuna, F'ye karsi gelen ¢o-

gul-degderli grafik fonksiyonu denir.

2.2.33. Unerme: X,Y topolojik uzaylar, F, X'den Y'ye bir cogul-deger-
11 fonksiyon ve X quasi H-kapali olsun. F'nin, G ¢oful-degerli grafik
fonksiyonu H-ii.y.s. ise, F'de H-U.y.s. dir.
Kanit: x eX ve F(xo)C:V (cY ) timleyeni quasi H-kapali olan bir kiime
olsun. X quasi H-kapalir oldufundan Xx(Y-V)& XxY quasi H-kapalidir.
Py* Xxy =Y, py(x;y)=y olmak Uzere
Xx(Y-V)=XxY-p} (V)
olur,
G(xo)={(xo,Y)lyeF(xo)}c:p;T(V), XxY i¢inde tiumleyeni quasi H-ka-

pali olan bir kimedir. G, H-ili.y.s. oldufundan X icinde x°'1 bulunduran
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ve G(U = p'1(V) olan bir U acik kiimesi vardir. Buradan

Py (G(U ))= F(U )=V olur. Boy'lece F, H-li.y.s. olur.
%o %o

2.2.34, Tanim: X,Y topb]ojik uzaylar, F:X=> Y bir c¢ogul-dederli Fonksi-
yon ve xOFX olsun.
.F(xo)(YC=Q olan bir C kompakt kiimesi ig¢in
xel_ = F(x)N C=p
wxo
gerektirmesini sadlayan en az bir Ux < X a¢ik kiimesi varsa, F'ye xosX

()
noktasinda C listten yari siirekli veya kisaca C-i.y.s. denir.

2.2.35.. Unerme: Eder bir F:X Y cogul-dederli fonksiyonu nokta kap.a]l .
C-l.y.s. ve Y bir yerel kompakt Hausdorff uzay ise G(F) kuvvetli kapa-
11d1r.

Kanit: (x,y)¢G(F) yani y¢F(x) olsun. Regu]erhkten en az bir V, ,Vz
(cY) acik kimeleri F(x)c V1, erZ, V1(W2=E kosullarini sadlayacak
sekilde vardir. Y'nin yerel kompakt Hausdorff olusundan, ercVCVZ,

V kompakt olacak sekilde bir V acik kimesi vardir. F(x)nV2=G idi.
F(x)NV=p yani F(x)CY-V olur. F, C-li.y.s. ve Y-V tiimleyeni kompakt B
olan bir agik kiime oldudundan Oyle bir xeU(cX) agi1k klimesi vardir ki”
F(U)CY-V yani F(U) NV=g dir. Sonug olarak (UxV)NG(F)=@ olur. F'nin

grafigi kuvvetli kapalidir.

2.2.35, Bnerme: X,Y topolojik uzaylar, Y HC-uzay ve F, X'den Y'ye bir
cogul-degerli fonksiyon olsun.

1) F'nin XOEX H-U.y.s. olmas1y i¢in gerekli ve yeterli kosul tiimleyeni
quasi H-kapali ve F(xo)CV olan her V (C Y) ag¢ik kimesi i¢in xo'1 bu-
lunduran ve xaUX0 ise F(x)c V gerektirmesini saglayan bir UXO(CX) acik

kiimesinin bulunmasidir.

2) F'nin xoeX'de H-a.y.s. olmasi igin gerekli ve yeterli kosul tim-
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Teyeni quasi H-kapali ve F(xo) N V#P olan her V (CY) acik kiimesi igin
X°'1 bulunduran ve xel, ise F(x)OAV# @ gerektirmesini saglayan bir

~ (o)
U (cX) acik kiimesinin bulunmasidir.

X
Kagrt: (1):(=>): F, xov'da H-U.y.s. olsun. Tumleyeni quasi H-kapali ve
F(xo)CV olan bir V(CY) a¢ik kiimesini alalim. F, xo".da H-ti.y.s. oldus:
gundan en az bir Uxo(cx) ac1§1 vardir; dyleki xag;llxo ve her erxo jein
F(x)CV dir.

(<=): Xo€ X, tiimleyeni quasi H-kapali ve F(xo)cv olan bir V (cY) kii-
rbesim' alalim. Y, HC-uzay oldugundan Y-V quasi H-kapal: kimesi kapali-
dir. 0 halde V ac¢iktir. Hipotezden enaz bir Uxo (cX) agik kiimesi var-
dir ki xoeyxo ve her stxo icin F(x)cV dir. Buradan F, xo’da H-U.y.s.
dir.

2) Benzer bicimde yapilir.
N

2.2.37; Unerme: X,Y topolojik uzaylar Y, HC-uzay ve F:X+ Y bir cogu-de-
gerli fonksiyon olsun.

1) F'nin H-ii.y.s. olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul Y i¢inde timle-
yeni quasi H-kapali olan her acik kiimenin klciik ters gorintusiniin X i-
¢inde a¢ik olmasadir.

2) F'nin H-a.y.s. olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul Y i¢inde tiimle-
yeni quasi H-kapali olan her ac1k kiimenin biiyiik ters gdriintiisiinin X i-
¢inde a¢ik olmasidir.

Kanit: (1): (=>): V(cY) timleyeni quasi H-kapali olan bir a¢ik kiime
ve xbeF+(V) olsun. Bu durumda F(xo)c:F(F+(V)) veya F(xo)(\Y-V=a oTu}.
Y-V quasi H-kapali ve F, xo'da H-U.y.s. oldugundan X i¢inde xo'1 bulun-
duran ve F(Ux YO Y-V=@ kosulunu saglayan bir Uy (e X) agik kiimesi var-.

0 0
dir. Buradan F(U )CV olur. Sonu¢ olarak x gU, C FH(V) veya x e[F*(V)]°
| o o
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olur. 0 halde F*(V)c X a¢ik olur.
(e ): Bir xoeX igin F(xo)(WV=G ve V quasi H-kapali1 olsun. Bu durum-
da Y-V, F(xo)'1 bulunduran ve tlmleyeni quasi H-kapali olan bir ac¢ik
kimedir. ¢ Unkii Y, HC-uzaydir. Hipotezden F+(Y—V)~X i¢inde a¢ik bir ki-
me ve xoeF+(Y-V) dir. Buradan

F(xg)c F(F*(Y-v))e Y-V
dir. 0 halde;

F(F*(Y-v)) nv=g

olur. Boylece F, xo'da H-ti.y.s. dir. Bunu her bir xosX i¢in yapabifece-
gimizden F, X'de H-U.y.s. dir.
(2):(=>): V, timleyeni quasi H-kapali olan bir ag¢ik kime ve xoeF‘(v)
olsun. Bu durumda F(xo)f?V# g dir. Y-V quasi H-kapali ve F, xo'da

H-a.y.s. oldugundan X'in x_'1 bulunduran bir'Ux (C %) agik kiimesi var-

o

dir dyleki her erxo icin F(x)NV#P gerektirmes? saglar. Boylece
erUx;: F(V) yani xoe[]-"(v)]0 olur. 0 halde F (V)X agiktir.

(<=): Hipotez saglansin. VcY timleyeni quasi H-kapali ve F(xo)fiv#ﬂ
olan bir kime olsun. Y, HC-uzay oldufundan V aciktir. Hipotezden F (V) .
X i¢inde acik ve xoeF'(V) dir. Her bir xeF (V) icin F(x) NV#8 oldugun-
dan F% xo'da H-a.y.s. dir. xoeX keyfi oldugundan F, X'de H-a.y.s. dir.
2.2.35. Bnerme: X,Y topolojik uzaylar, Y HC-uzay ve F:X» Y bir c¢ogul-
degerli fonksiyon olsun.

1) F'nin H-U.y.s. olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul Y ic¢inde quasi
H-kapali olan her kiimenin buyiik ters goriintisiinin X i¢inde kapall olma-
sidir.

2) F'nin H-a.y.s. olmasi é¢in gerekli ve yeterli kosul Y i¢inde quasi

H-kapal1 olan her kimenin kiiciik ters goriintiisi X i¢inde kapalidir.



23

Kanit: (1): (=): F, H-li.y.s. ve VCY quasi H-kapali olsun. Y-V
timleyeni quasi H-kapali olan bir ac¢ik kiimedir, 2.2.37. Unerme’den
FY(Y-V)=X-F~(V) aciktir. Buradan F (V)cX .kapa11d1r.

( <=): Kosul dogru olsun. V tiimleyeni quasi H-kapali olan bir kiime ve
F(xo)c:V olsun. Y-V quasi H-kapal1 oldugundan hipotezden F7(Y-v)

X icinde kapalidir. F (Y-V)=X-F*(V) esitliginden F*(V) aciktir. Bura-
dan F, xo'aa H-lU.y.s. dir. xoex keyfi oldugundan F, X'de H.ii.y.s. dir.

2) Benzer bicimde yapilir.

2.2.3§; Unerme: Y, HC-uzay F:X~+ Y H-U.y.s. (H-a.y.s.) ve AcX olsun,
Bu durumda, T

FIA: A=+ Y kisitlanms fonksiyonu
H-.U.y.s. (H-a.y.s.) dir.
Kanit: F:X >+ Y H-iU.y.s. (H-a.y.s.) olsun. F'ye karsi1 gelen f tek-deger-
1 fonksiyonu X'den (2¥,H") [2Y,H]" ye sireklidir. X Uzerinde siirekli
f, fonksiyonunun flA kisitlanmisi A'dan (ZY,H+) [(ZY,H'ﬂ 'ye slirekli-
dir. Bu ise FIA:A *+Y kisitlanms eogul-degerli fonksiyonunun H-U.y.s.

(H-a.y.s.) olmasini verir.

2.2.50, Unerme: X, Y, Z topolojik uzaylar Z, HC-uzay F, X'den Y'ye
V-U.y.s. ve G:Y > Z H-U.y.s. ise bu durumda GoF:X = Z bileske ¢ogul-

dederli fonksiyonu H-ii.y.s. dir.

Kan1t: Z herhangi bir uzay iken yapilan ile aymidir.



2.2.41.¢fm"e‘k':":"‘x=3!:=,j& ve X lzerinde adi topoloji ve Y lizerinde

say1labilir tiimleyenler topolojisi bu"lunstm. F:X-Y

X » x<0
F(x)= < [0,7], x=0
x+1 , x5y 0

F, C-U.‘y.‘s._'.d'ir. Ancak H-lU.y.s. degildir.
Kanit: Sayilabilir tiumleyenler topolojisine gbre kompakt kiimeler sadece
sonlu kiimelerdir. Bu nedenle, x {0 ve F(xo)ﬂC=U olan bir C(cY) kom-
pakt kiimesi i¢in C sonlu oldugundan C={y1 ,yz,...,yn} yazilabilir. F(xo)
noktasina en yakin o]an}y.i 'yi 2 ile gbsterirsek;
lF(x )-yo' P
- 10
alirsak xe(xo-t, x0+E) =3 F(x)NC=¢ olur.
xo>0 i¢in F'nin C-U..,y.s. olusu benzer diisiinceyle gGsterilir.
x,=0 iken 'F(0)=[0,1]N C=P olan bir C(c ¥) kompakt kiimesini alalim C
iginde [0,1} kiimesine en yakin nokta yio ise yio ile [0,1] arasindaki
uzak11§1n onda birine dersek xe(-£,€) = F(x){jC=F tur.
Sonu¢ olarak F, C-ii.y.s.'dir. Ancak (-« 0)CY bir quasi H-kapa-
11 k'u‘medi;. Ve F(O)N (-, 0)=@ tur. 0'in hangi Ug komsulugunu alirsak
alalim, bu komsuluk i¢indeki x 0 olan noktalar icin
xeUy =5 F(x)N (- 0)£0
tur. Bu da bize F'nin x=0 noktasinda H Ustten yari siirekli olmadi§i-
n1 gosterir. |
Boylece C-U.y.s. olan fakat, H-l.y.s. olmayan bir cogul-deger-

11 fonksiyon ornedi vermis olduk.
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3. BULOM: COGUL-DEGERLI FONKSIYONLARIN H-ALMOST SOREKLILEKLER?

Bu bglimde cojul-deferli fonksiyonlarin a-H-a.y.s. (a-H-ii.y.s.)
olmas1 i¢in denk kosullar verildi. Tek-degerli fonksiyonlarla iliski-
leri incelendi. a-H-a.y.s. {a-H-l.y.s.) codul-dederli fonksiyonlar ile
. H-ay.s. (H-ili.y.s.) cogul-degerli fonksiyonlar arasindaki iliskiler in-
celendi. Soﬁ o1arakta a-H-lU.y.s., H-U.y.s. ve kapalr grafiklilik

arasindaki gerektirmeler tartisildi.

3.1. Cogul Dederli Fonksiyonlarin Almost H-Ostten Yarm SUrein]jkTeri

(a-H-li.y.s.):

Bu kesimde, Cogul-degerli fonkéiyon]ar1n a-H-lU.y.s. olmasina

denk kosullar verildi.

3.1.1. Tanim: F:X > Y c¢ogul-dederli fonksiyon F(xo)r]H=¢ olan her H,

& 0
qu. si H-kapali kiimesi i¢in erx = F(x)NH=@ gerektirmesini saglayan
0

bir UXCI X kumesi varsa F'ye almost H-ii.y.s. denir. Kisaca a-H-l.y.s.
0

ile gosterilir,

3.1.2. Unerme: F:X» Y c¢ogul-dederli fonksiyonu xo'da a-H-l.y.s. olmasi

jcin gerekli ve yeterli kosul f:X = (ZY,H+) tek-degerli fonksiyonu

almost siireklidir,
Kanit: ( = ): F:X » Y ¢cogul-dederli fonksiyonu xo'da a-H-l.y.s. olsun,
f(xd)EZY-(H)=<Y-H>531 alalim. Bu durumda F(xo)c:Y-H tir. F(xo)le=ﬂ

olur. F, a-H-li.y.s. idi x_'in 6yle bir U, ac1k komsulugu vardir ki

(o
5 (o
xel, = F(x)NH=P gerektirmesi sa§lanir. Buradan -
0 -
0
erx = F(x)(H=0
0 .

= F(x)CY-f
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0
=> F(x)=f(x)e<Y-H>
0

=" f(x)e2'-(H)
dir.
(<=): f: X~ (2Y,H+) almost siirekli ve H, F(xo)ﬂH=¢ olan bir quasi

H-kapali1 kiime olsun. Buradan F(x )cY-H tir. f(x )=F(x Je<Y-H>=,

2Y-(H)eH+ “olur. f, x,'da a-H.U.y.s. oldufundan U, = f(x)SZY-(H)

0
olan xo'1n bir Ux a¢c1k komsulugu vardir. Denk olarak,
(]
L 5
xU = F(x) <Y-H>=<Y-ﬂ
%9
= F(x)CY-ﬁ
0
=> F(x)NH=p

olur. Sonu¢ olarak F, xo'da a-H.u.y.s. dir.

3.1.3. Unerme: Y, HC-uzay F:X~=+ Y c¢ogul-degerli bir fonksiyon olsun.
F, xo'da a-H-U.y.s. olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul timleyeni

gasi H-kapali olan ve F(xo)cV kosulunu saglayan her agik kiime i¢in
erx => F(x)cs gerektirmesini saglayan xo"m bir Ux ac1k komsulugu-

0 o
nun var olmasidir.

Kanit: (=): F, x,'da a-H-U.y.s. olsun. V, timleyeni quasi H-kapali

kiime ve F(xo)cv olan bir agik kiime olsun. Bu durumda F(xo)ﬂY-V=¢

ve Y-V quasi H-kapali kime ve F, xo'da a-H-ii.y.s. oldudundan
.erxo = F(x)N(YV)=p

gerektirmesini saglayan xo"m en az bir Ux ac¢ik komsuludu vardir.
0

Denk olarak; 0

xeU => F(x)nY-\-'=ﬁ veya
Xo 0
xeU => F(x)<cV
Xo
olur.
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(e): TUm1eyem' quasi H-kapali kiime ve F(xo)cv olan her V a¢ik kiime-
si ig¢in xob'.m. .
xel, =" F{x) cV

()
gerektirmesini saglayan bir U ac1k komsulugu var olsun. H bir quasi

H-kapal1 kiime olmak lizere F(x )nH @ olsun. Bu durumda Y-H tiimleyeni
quasi H- kapah olan bir ac1k kimedir. Hipotez geregi Xy 1N

xel, = F(x)c ﬂ
0

gerektirmesini saglayan bir U acik komsulugu vardir. Denk olarak,

xel, = F(X)CYE
0

veya xel = F(x)ﬂﬁ=ﬂ
0
olur. Sonu¢ olarak F, xo’da a-H-ii.y.s. dir.

3.1.4, Teorem: X, herhangi bir topolojik uzay Y, HC-uzay ve F:X+ Y bir
¢ojul-degderli fonksiyon olsun. Bu durumda asagidakiler esdederdirler.
1) F, Xg 'da a-H-ii.y.s. dir,

2) F(x v o'lan timleyeni quasi H-kapali olan her V a¢ik kiimesi
icin x €[F (V)] dir.

3) F(x) ¢V ve timleyeni quasi H-kapali olan regiiler a¢ik her V kiimesi
icin xoe[F+(V)]° dir.

4) F(xo) <V ve timleyeni quasi H-kapalir olan, regiiler a¢ik her V kii-
mesi igin X,'n xel, = F(x)cV gerektirmesini saglayan ac¢ik bir

0

U, komsuludu vardir.
%o

. o e . .
5) Xo'a yakinsayan her (a>\);\£A agi ve F(xO)CV olup timleyeni quasi
H-kapali olan regiiler a¢ik her V kiimesi i¢in en az bir AoeA vardir;

Oyleki ¥azaj i¢in F(aA)CV olur.

Kanit: (1) = (2): F, xo'da a-H-li.y.s. olsun. F(xo)c:V ve timleyeni

quasi H-kapali olan bir V ag¢ik kiimes i alalim. 3.1.3. Unermeden xo"m
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0
xel, = F(x)c¥

*o

gerektirmesini sag'layan acik bir Ux komsu]ugu vard1r. F¥'nin tani-
o ‘

mindan xell, =>' xeF (V) dir. Buradan xe [F* (V)] olur.

(2) =(3): V F(x )f'V ve tiimleyeni quasi H-kapali olan bir regiiler

acik kime olsun. V=V oldugundan bunu (2)'de yerine yazarsak,

xoe'[F*(V)]°={r"(9)]° o

“olur.
(3) =1(4): Vv, F(xo) cV ve tiimleyeni quasi H-kapali olan regiiler ag¢ik
o
bir kiime olsun. (3)'den x e [FY(v)] dir. Uy =[F"(\l)_'|o dersek
0 .

xel, = xeFF(V) olur. Buradan,
o
xel, = F(x)cv
o
olur. ' : -

(3) = (1): V F(x )CV ve timleyeni quasi H- kapah olan bir acik kii- -

me olsun. VCV ve Y- V quasi H-kapalidir. Clinki Y- V Y2y regu'fer kapall

bir alt kiumedir, (Y-V) quasi H-kapalil oldudundan da Y-V quasi H-kapa-
0

11dir. 0 halde V¥ timleyeni quasi H-kapali olan bir regiiler agik

kiimedir. (4)'den xo'1n
xel, = F(x)c¥
. xo
gerektirmesini saglayan bir Ux acik komsulugu vardir. Sonu¢ olarak
(]
F, xo'da a-H-li.y.s. olur.

(4) = (5): (a A)AeA X, X, 'a yakinsayan bir ag olsun. V, F(x o v
ve tiimleyeni quasi H-kapali olan bir regiiler acik kiime olsun. (4)'den
xof1n

xel, = F(x)cV

()
gerektirmesini saglayan bir U ag1k komsulugu vardir. (34:»4) oldu-

gundan bu U, [F (\I)]0 a'l1nab1'hr. Diger yandan aA—r Xoely oldugun-
%5

dan en az b1r hoED vardir; oyleki



= a,e[F (N]°CF (V) -
= F(aA)CV

olur. Sonu¢ olarak eI = F(ak)c:v elde edecediz.

(5) => (4): Kabul edelimki hipotez dogru fakat (4) dogru olmasin.
Btylece timleyeni quasi H-kapali olan Oyle bir G regiler acik kiimesi
vardir ki'xo'1 bulunduran her UcX ag¢1k kiimesinde Oyle bir aUEU nok-
tas1 vardir ki F(aU) ¢ G olur.

€ = {UCX|x el A U Acik} ve
Xo o)

D ={(a,V)| ueZg(oA Flay) ¢V}

kimelerini tanimlayalim ve D'yi style ytnlendirelim:
(aU,U)g (aU’,U') = U'c .

Bu yonlendirme ile D yonli kiimedir.
$ (Ds§) -+ X; Q[(auaU)j’:aU

X lizerinde xo'a yakinsayan bir agdir. Ancak VU

(74 icin Flay) &V

€%

oldugundan bu hipotezle ¢elisir. Boylece (4) dogruoo]ur.

3.1.5. Teorem: X herhangi bir topolojik uzay Y, HC-uzay ve F:X » Y
¢cogul-degerii bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidakiler esdederdir-
ler.

1) F, a-H-l.y.s. dir.

2) Tiumleyeni quasi H-kapali olan her VY acik kimesi dgin

Ff(V)e [F“*(%)]0 dir.

3) Tumleyeni quasi H-kapali olan her V&Y regiiler ac¢ik kimesi iciﬁ
F¥(V) aciktir.

4) Tumleyeni quasi H-kapali her VeY ag¢ik kiimesi di¢in F+($) agiktir,
5) Y'nin_her quasi H-kapali H, alt kiimesi i¢in

Fr e m) dir.
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6) Y'nin her quasi H-kapali ve regliler kapali H alt kimesi i¢in F (H)
kapaladir.
Kamit: (1) == (2): VcY tiimleyeni quasi H-kapali olan bir acik kiime ol-

sun. ch *(V) alalim. Bu durumda F(X)Cvodir. Bir Bnceki teoremden
xe [FH(1)]° OTur- Biylece F'(V)C[F *$1° otur.

(2) = (3): VCY timleyeni quasi H- kapah olan bir reguTer ac1k kume o]-

sun, V= 8 dir. (2)' den
P e n° =[Fron°

}o]ur. [F*(V)]Oc F+(V) her zaman vardir. Sonu¢ olarak,
Fr=[Frn]°

olur. Ve FP(V)E€X aciktir.

)
(3) = (4): VeV tiumleyeni quasi H- kapa'h olan bir kime ise, Vakiimesi timle-
yeni quasi H-kapali olan regiiler acik bir kiimedir. (3)'den F* V) aciktir.

(4)' = (1): veY timleyeni quas1 H-kapali olan her V-C Y'agik kiimesi ~1cm
FHV)eX acik olsun. X,€ X herhangi’ bir nokta, V, F(x JCcVve Y- V quasi
H-kapali olan bir kume olsun. (4)'den x£F (V) ac1kt1r U =F (v) de-
nirse, y %o
xel, = xeF (V) veya
Y Q
xel, = F(x)cV
%o
otur. Sonu¢ olarak F, xo‘da a-H-l.y.s. olur. xosX keyfi oldugundan F, X
tizerinde a-H-U.y.s. olur.
(2) = (5): HCY quasi H-kapal1 bir kiime olsun. Y-H tiimleyeni quasi H-
kapals olan bir k'umedgr. (2)'den
FY(Y-R) e [F*(Y-H)]°
dir. x-FTex-TF (M) ve
(F () cF(H)
olur.
(5) = (6): H regiiler kapal1 quasi H-kapali bir kiime olsun. (5)'den

[F-(E)]C F~(H) tir.
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s oldugundan [F'(ﬁ)]=[F"(H)_'] ve [i—-:(_H)]c F~(H) olur. Her zaman

FT(H)C[F(H)] oldugundan F (H), X id¢inde kapali bir kime olur.

(6) = (3): VcY timleyeni quasi H-kapali olan bir regiiler ag¢ik kiime
olsun. Y-V quasi H-kapali, regiiler kapali bir kimedir (6)'dan F (Y-V)
X ig¢inde kapalidir.
O -V)X-FHY)
oldugundan F"'(V), X i¢inde aciktir.
3.1.6. Teorem: X bir topolojik uzay, Y quasi H-kapali uzay ive F: X+ Y
bir ¢ogul-degerli fonksiyon ise asadidakiler esdegerdir. ‘
1) F, xo'da a-H-U.y.s. dir. o o
2) F(x )<=V olan her acik kime i¢in xoe[F"’(V)] dir.
3) F(x,)cV olan her regiler actk kime icin x e [F*(V)]® dir.
4) F(xo)c:V olan her a¢ik kiime i¢in

xel., = F(x)ecv

%o

gerektirmesini saglayan a¢ik bir Ux komsulugu vardir.

' g c
5) X,'a yakinsayan her (a)‘))\EA

acik V kiimesi dg¢in ]AOEA vardir; oyleki,

o
X ag1 ve F(xo)CV olan her regliler

x2r, = F(a)‘)cv
olur.

Kanit: (T) = (2): F, xo'da a-H-l.y.s. olsun. VcY ac¢ik bir kiime ve

0 0 =
F(xo)CV olsun. F(xo)c:\lcv dir ve Y-V = Y2V kiimesi quasi H-kapala
0
kimedir. V acik ve timleyeni quasi H-kapali kiimedir. F, a-H-ii.y.s.

oldugundan xo'm
xel, = F(x)C
gerektirmesini saglayan bir a¢ik komsulugu vardir. Buradan,

4.0 , ,0.0
X U, C F (V)  dir. Sonuc olarak xoe[F (N] olur.
0



(2) = (3): VY, F(xo)cv kosulunu saglayan regiiler agik bir kiime
0
olsun. V=V oldudundan VcY ac¢iktir. Boylece,

xe[FFN]C=[F*N]°  olur.

(3) = (4): Vv, F(xo)c:V olan bir regiler ac1k kiime olsun. (3)'den
x e [FF(V)]% dir. U, =[F'(V)]° dersek

xel, = F{x)ev
%o
olur.

0

(8) = (1): Vv, F(xo)c:V kosulunu saglayan bir a¢ik kime olsun, V&V
0. 0 .
ve Y-V quasi H-kapali oldugundan ¥ timleyeni quasi H-kapali olan

bir regiiler a¢1k kimedir. (4)'den xo’1n

0
xel. = F(x)<¥V
%o
 gerektirmesini sagdlayan bir Ux acik komsulugu vardir. 0 halde'’F, xo'da
(] .
a-H-ii.y.s. dir.

(4) = (5): a, + x, olan bir (aA)AeA ag1 verilsin. V, F(xo)c:v olan

0

bir regiiler acik kime olsun. (4)'den X' 10

xeU, = F(x)cV
*o
gerektirmesini saglayan bir U, acik komsulugu vardir (3) < (4) oldu-
0

L et 0 g . —
gundan Uxo =[F"(v)]° alwnabilir. Diger taraftan a, + xerxo oldugun
dan )y ed vardir; dyleki

22h, = ae Uxo=[F (V)] FH (V)

=F(a,)CV
A

olur. Buradan,

2x, = F(a)‘)c:V

elde edilir.

(5) => (4): Kabul edelimki hipotez dogru fakat (4) dogru olmasin. Bdy-

lece Gyle bir regiiler a¢cik G kiimesi vardirki x°'1 bulunduran her UeX
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acik kijmesi igin U i¢inde Oyle bir ay, noktas1 vardir ki F(au)ée dir,

7/*.={UCX|erU A U-acik} ve
0

D = {(a, u)lue@,{oA Flay) ¢V}

kiimelerini tanimlayalim. D'yi sOyle ybnlendirelim.

dir. Bu ynlendirme ile D ybnlu kiimedir.
Q:(Dsg) g xsq)[(au»u)]:au

X Uzerinde xo'a yakinsayan bir agddir. Fakat VUe@{ igin
Flay)) & v

)
dir. Bu ise hipotez ile ¢elisir. Boylece (4) dogru olur.

9.3.7. Teorem: X, herhangi bir topolojik uzay. Y, HC-uzay ve quasi'
H-kapali olsun. F:X -+ Y ¢oJul-degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda
asagrdakiler esdegerdir:
'l)‘F, a-H-i.y.s. dir.
2) Her VeY acik kiimesi icin F*(V)e [F+((\3l)]o dir.
3) Her VCY regiler acik kimesi icin FT(V) aciktir.
4) Her VCY acik kiimesi icin P aciktar.
5) vcY ﬂa\‘h ise
[_F'(e)]cF'(v)
dir.

6) Y'nin regiiler kapali her V alt kiimesi i¢in F (H) kapalidir.

3.1.8. Teorem: X, herhangi bir topolojik uzay Y, HC-uzay ve quasi -
H-kapali olsun. F:X -~ Y ¢odul-degerli fonksiyon olsun. Bu durumda
asagidakiler esdegerdir.
1) F, a-H-li.y.s. dir.

+ +,2.4°
2) Her Y&Y acik kimesi icin F (V) [F(V)] dir,
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3) Her V&Y regliler acik kiimesi i¢in Fr(v)eXx aciktir.

4) F(xo)c:V olan her YecY ac¢ik kimesi di¢in on'1n

0
xel, = F(x)e ¥
(]
gerektirmesini saglayan bir Ux a¢ik komsulugu vardir,
o
, - s

5) x,'a yakinsayan her (aA)AeA ag1 ve F(xo)c:V olan her regiiler agik
V kimesi i¢in g ea vardir, tyleki ¥aza, icin F(a,)cV olur.
3;2. Cogul-Deder1i Fonksiyonlarin Almost H-Alttan Yari Siireklilikleri

(a-H-ili.y.s.):

Bu kesimde ¢ogul-dederli fonksiyonlarin almost H-a.y.s. olmas1-.

na denk kosullar verildi.

3.2.1. Tanmm: F:X > Y c¢ogul-dederli fonksiyon F(xo){\v#ﬁ olan her -
timleyeni quasi H-kapali olan V, kiimesi i¢in

0
XSUX => F(x)nV#p
0

gerektirmesini saglayan bir ch: X ac¢ik kiimesi varsa F'ye almost H-alt-
0
tan yar1 slireklidir denir. Kisaca a-H-a.y.s. ile gdsterilir.

3.2.2. Teorem: X, herhangi bir topolojik uzay, Y, HC-uzay ve F:X * Y
bir ¢ogul-dederli fonksiyon olsun. Asagidakiler esdederdir.
1) F, a-H-a.y.s. dir.
2) Tﬁmley;ni quasi H-kapali her VcY ag¢ik kiimesi i¢in
F (V)c [F'(%)]o
dir.
3) Tiumleyeni quasi H-kapali her VcY regiler a¢ik kimesi i¢in F (V)CX
aciktir.

-8
4) Tumleyeni quasi H-kapalir her VcY a¢ik kimesi icin F (V) X aciktir,

5) HeY quasi H-kapali kime ise [F+(ﬂ)]c:F+(H) olur.
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6) H, quasi H-kapali, regiiler kapal1 kiime ise FP(H)c X kapalidir.

Kanit: (1) = (2): VcY tiimleyeni quasi H-kapali olan agik bir kiime
olsun. xeF (V) alalim. Bu durumda F(x)NV#P dir. Bir Snceki. tnermenin
(1) = (2) gerektirmesinden Xe[F-(%)]o dir. Boylece

F (V) c:[r‘(g)]o
Colur. T,
(2) = (3): VeY timleyeni quasi H-kapali olan bir regiiler a¢ik kiime
olsun. V=% dir. Boylece (2)'den F'(V)c:[f'(g)]q=[F'(V)]o olur.
[F7(V)]°CF7(V) her zaman dogru oldujundan F~(V)=[F"(V)]° olur ki
F(V)EX agiktir. ’

(3) = (4): V timleyeni quasi H-kapali olan bir ac1k kiime olsun. Bu
)
dprumda VC:V ve V regiler a¢ik ve timleyeni quasi H-kapali bir kii-

medir. (3)'den F'(V)CX aciktir,

(4) = (1): VeY tumleyeni quasi H- kapa]1 o]an bir agik kiime ve x £X
i¢in F(x YAV#8 olsun. Bu durumda Vc:V ve V tumleyen1 quas1 H- -kapa-
T o1an regiiler ag¢ik b1r kimedir. (4)'den F (V)C:X aciktir. Ve

xoeF'(V) olur. U, = F'(V) dersek xeU, => F(x)()V#ﬂ olur ki F,x 'da

0 ()
a-H-a.y.s. dir. xoex keyfi oldugundan F, X iizerinde a-H-a.y.s. dir.

(2) =>(5): HcY quasi H-kapali kiime olsun. Bu durumda Y, HC-uzay
oldugundan Y-H timleyeni quasi H-kapali olan a¢ik bir acik kiimedir.
(2)'den
F™(Y-H) c [F-(?%_-l):]o
dir. Buradan,
F™(Y-H)=X-F*(H) ve i _
F 1) = r-A° e B° - x- )
oldugundan X-F+(H)C:X-[F+(§)} olur, Sonu¢ olarak,
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[F(R)]c Frn)
olur.
(5) = (6): H, regiiler kapali quasi H-kapali kiime olsun. Bu durumda
H=ﬁ dir. (5)'den
IFHB]=FF (] CF*(H)
olur. Her HCY igin F*(H)c [F*(H)] her zaman var oldugundan,
FY(H)=[F*(H)] yani F’(H) kapali olur.

(6) = (3): VeY tiimleyeni quasi H-kapali regiiler agik bir kiime olsun.
Y-V quasi H-kapali ve regiiler kapalidir. (6)'dan, ‘

FY(Y-V) = X-F7(V)
kapalidir. Sonug¢ olarak F (V)cX agiktir..

3.2.3. Teorem: X, herhangi bir topolojik uzsy, Y, quasi H-kapali,
HC-uzay ve F:X - Y bir cogul-dederli fonksiyon olsun. Asadidakiler
esdederdirler. .

1) F, a-H-a.y.s. dir.

2) Her VcY ag¢ik kimesi i¢in F (V)X ag¢iktir.

3) Her VY regiiler agik kimesi i¢in F (V)X ac¢iktar.

4) Her timleyeni quasi H-kapali olan VCY kimesi i¢in F'(%)c:x
agrktar. —
5) Her kapali HcY kimesi igin [F"’(ﬁ)]c[F'F(H)]‘d'lr.

6) Her HCY regiiler kapalir kiimesi i¢in F'(H)e X kapalidir.

3.2.4, Teowm: F:X » Y c¢ogul-dederli fonksiyonu xoeX'de a-H-a.y.s. ol-
mas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul f:X = (ZY,H') tek-dederli fonksiyo-
nunun almost siirekli olmasidir.

Kanit: (=) F:X + Y c¢odul-dederli fonksiyonu xo'da a-H-a.y.s. o’!sun°

xoeX i¢in f(xo)ezy-<H>eB2 alalim. 2Y<H>=(Y—H) ve F(xo)=f(xo)'



olduundan F(x )e(Y-H)' dir. Buradan F(x JNY-H#P ve Y-(Y-H)=H

quasi H-kapali kiime olur. F, x,’da a-H-a.y.s. oldugundan x,’'n

0
xel, = F(x)NY-H #p
o

gerektirmesini saglayan a¢ik bir Ux komsulugu vardir.

0 5 0
(Y-H) =(Y—ﬂ) =27- 8 _
Y__8 0 0.
ve f(x)=F(x)e2 - ove f> = <H> oldugundan

xel, = f(x)eZY-<H>
Xa

o1hr;&6?ha13é{ f, xo'da almost sltreklidir.

(<=): Tersine, f:X » (ZY,H') tek-degerli fonksiyonu xo'da'éimost
siirekli, F(xo)f1v#¢ ve Y-V quasi H-kapali kiime olsun, Buradan
f(xo)zF(xo)s(V)=2Y~<Y-V>582 olur. f, xo'da almost siirekli oldugundan
"1n

0 o ]

- 0
xel, = f(x)e2'-<Y-V>=(V) € (V)
o]

gerektirmesini sadlayan a¢ik bir Ux komsulugu vardir. Buradan
0 0
xel, = f(x)=F(x)e(V)
(] 0
= F(x) NV #8

X

olur. F, xo'da a-H-a.y.s. dir.

3.2.5. Teorem: X, herhangi bir topolojik uzay, Y, HC-uzay, F:X =+ Y
¢ogul-degerli fonksiyon ve xoeX olsun.

F, xo'da a-H-a.y.s. olmas1 i¢cin gerekli ve yeterli kosul
tlimleyeni quasi H-kapali ve F(xo)(ﬂv#ﬂ olan her V ag¢ik kiimesi ig¢in

]
X, 10
xel, = F(x) V48
)
gerektirmesini saglayan bir Ux acik komsulugunun var olmasidir.

(o]
Kanit: Ac¢iktir,

3.2.6. Teofem: X, herhangi bir topolojik uzay Y, HC-uzay ve F:X=>Y bir

42



4

cogul-dederli fonksiyon olsun. Bu dur_umda asagidakiler esdegerdir.

1) F, x,'da a-H-a.y.s. dir.

2) F(xo)h\(#ﬁ olan tumleyeni quasi H-kapalil her V a¢ik kiimesi i¢in
0 0

xe[F (V)] dir. |

3) F(xo)ﬂv#ﬂ' olan, timleyeni quasi H-kapali olan her V regiiler acik

.o o o s - - 0 . .

kimesi i¢in x e[F (V)]" dir.

4) F)xo)ml#ﬂ olan, timleyeni quasi H-kapali olan her V regiiler agik

kiime ig¢in xo'm.

xel, = F(x) Nv#e
0

gerektirmesini saglayan bir Ux acik komsulugu vardir,

(]
5) X, i¢inde X,'a yakinsak olan her (aA)AsA agr ve F(xo)ﬂV#ﬁ olan
timleyeni quasi H-kapali her regiiler acik 'V kimesi i¢in 'jxoeA

vardir; oyleki a2y, = F(a)‘)ﬂV#ﬂ olur.

Kanmit: (1) = (2): F, x,'da a-H-a.y.s., F(xo)(\\'#ﬂ ve Y-V quasi
H-kapal1 klime olsun. Bu durumda x_'in

o o
xel, = F(x)OV #p
0

gerektirmesini saélayan bir a¢ik Uxo komsu]ugu vardir. Bu durumda
xaUxo iléené xeF (V) olur. Yani, xerxoc: F (V) dir. Boylece
x e[F7(N] dir.
(2) = (3): V, timleyeni quasi H-kapali olan regiiler a¢ik bir kime ve
F(x,) NV#p o'l‘s;un(.) V=% di;. (2)'den

xoe[F-(V)] =[F'(V)]
olur. '
(3) = (4): V, tumleyeni quasi H-kapali ve F(xo)ﬂ V#@ olan bir regii-
ler agik kiime olsun. (3)'den xoe[F'(V>]° olur. Uxo=[F'(V)]° denirse

x eU, ve xel, =" F(x)(1V#8 gerektirseni saglanir.
0" X, X, .
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(4) = (1): V, timleyeni quasi H-kapali kiime ve F(xo)ml#ﬂ “olsun.
. 0 o -
Y, HC-uzay oldujundan Ve ¥ ve ¥ regiiler acik ve tiimleyeni quasi
: . o
H-kapali kimedir. Buradan Y-V quasi H-kapali kiimedir. (4)".den xo'm

0
xel, => F(x)OV #¢
0 .
gerektirmesini saglayan bir acik Ux komsulugu vardir. Boylece F, xo'da
o .

a-H-a.y.s. olur,

(4) => (5): V, tiumleyeni quasi H-kapali ve F(xo)nv#‘ﬂ olan regiler

acik bir kime olsun. 3=>4'den x el =[F-(V)]° icin xel, => F(x) (Y V#B
0 .

olur. a, » X, olan bir ag (aA)AeA olsun. Bu durumda xe:Ux0 icin EIAOEA
vardir; Oyleki VAZAO icin aAeUxo T — )‘z)‘o:'" F(a)‘)OV#E

olur,
(5) = (4): Kabul edelimki '_hipote; dogru, (4) dodru olmasin. Bbylece
Voﬂ F(xo)#ﬂ olan timleyeni quasi H-kapali olan Gyle bir v, regiler
acik kimesi vardir ki x0'1 bulunduran her UC€X ac¢ik kimesi i¢in
3erU xyel = F(x,)OV=p olur.

Z§o= {Uuex|x eu ve U-acik} o
ve D={aU,U)lU€ Z)(( A a eV A ay ¢ F'(Vo)} kimelerini tanimlayalim.

D kiimesi Uzerindezi yonlendirmeyi soyle yapalim:
(iU.U)s(aU.,U')@U'cU
boylece (D,s) bir y‘cin?'u kimedir. Ayrica
o:(D,8)+X, o[(a;,U)]=a
X Uzerinde xo'a yakinsayan bir agdir.Ancak, her a igin F(au)ﬂ V°=¢ o-
Tur ki bu hipbte; ile celisir. 0 halde (4) dodru olmalidir.
3.2.7. Teorem: X, herhangi bir topo]ojik uzay Y, HC-uzay ve quasi H-ka-

palt ve F:X*Y bir coful-dederli fonksiyon olsun. Bu durumda,

1) F, X, 'da a-H-a.y.s. dir.
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0 .
2) F(x ) OV#E olan her VCY agtk kimesi icin xg[F ("° dir.
3) F(xO.)nV#ﬂ olan her VcY regiiler a¢ik kiimesi i¢in xog[F'(V)]o~ dir.
4) F(xo)(\V#E olan, her VCY regiiler a¢ik kiimesi i¢in xol"m
xEUx = F(x)N V#@
o .
gerektirmesini saglayan bir Ux acik komsuludu vardir.
| (o
5) X i¢inde xo'a yakinsak olan her (a)\))\egg"l ve F(xo)nv#ﬂ olan her
VcY regiiler acik kiimesi i¢in en az bir AOEA vardir; Oyleki VAZ)b icin
F(a,) NV#@ olur.
Kanit: Aciktir.

3.2.8. Teorem: Y bir HC-uzay olsun. Eger F:X- Y H-a.y.s. ise a-ﬁ-é.&l.s,
dir.
Kanit: HcY herhangi bir quasi H-kapali kiime olsun. F, H-a.y.s. oldu-
gundan FT(H)cX kapalidir.

Simdi x€X ve F(x) AV#@ ve timleyeni quasi H-kapali olan bir kiime
V olsun. Bu durumda F{x)V#@ tur. Ciinkii Y, HC-uzay oldufundan V a¢ik-
tir. Buradan Vc.% dir. F, H-a.y.s. oldugundan F(x)nV#ﬂ i¢in en az bir
U, e X ag1d vardir; Oyleki xeuy ve V;eux icin F(z) N\V#@ tur. Vc% ol-
dudundan ¥ ;s’Ux icin F(z)ﬂ%%ﬂ dir. 0 halde F, xeX'de a-H-a.y.s. olur.
xeX keyfi oldugundan da F, a-H-a.y.s. olur.

3.2.9. Teorem: F, H-U.y.s. ise a-H-U.y.s. dir. Eder Y, HC-uzay ise
Kanit: X4 eX ve F(x JcV timleyeni quasi H-kapali olan bir kime olsun. F,

F, H-l.y.s. oldugundan en az bir U C X ac1d vardir; Oyleki xerx ve

%o
Verxo igin F(x)CV dir. Y, HC-gzay oldugundan V ac¢iktir. Buradan v:%

dir.p-- halde Verx icin F(x)cV dir.Sonu¢ olarak F, xoeX de a-H-l.y.s.
0 .
dir. xOEX keyfi oldudundan F, x'de a-H-l.y.s. dir.

3.2.10. Sonyc: Y, bir HC-uzay olsun. Egef' F:X =Y fonksiyonu kuvvetli



kapali grafikli ise F, a-H-U.y.s. dir.
Kanit: F, kuvvetli kapali grafikli oldugundan F, H-ii.y.s. dir. Y, HC-

uzay oldugundan da F, a-H-U.y.s. dir.

3.2.11. Teorem: Y bir H-kapali, HC-uzay ve F:X+Y coful-dederli fonksi-
yonu nokta kompakt ise asagidakiler esdegerdir:

1) F, a-H-li.y.s. dir.

2) G(F), kuvvetli kapalidir.

3) F, H-ii.y.s. dir.

Kanit: (1)}=(2): (x,y)&(F) alalim. Bu durumda ygF(x)'tir. F(X) nokta
kompakt ve Y Hausdorff oldufundan F(x)cV ve yeU a¢ik kiimeleri vardir;
byleki UNvV=g tur. Buradan Uﬂ%’:ﬂ tur.Ve Y acik oldugundaﬁ Vc% dir.

0 halde F(x)c:?( olur. QCY regiler aciktir. Buradan Y-% quasi H-kapa-

Tidir. £’ a-H- t:y .S. oldudundan bir xeU cX ac1k kiimesi vardir; oyleki
F(U )c\[ dir. VcVY regiler acik oldugundan V V dir. Sonug¢ olarak
F(UX)CV olur. Buradan F(Ux)ﬂU-:E tur. Ginki Vﬂ U=g dir. 0 halde G(F)
kuvvetli kapalidir.

(2) = (3): 2.2.27. Unerme'den aciktir.

(3) = (1): 3.2.9. Teorem'den aciktir.

3.2.12. Teprem: X, herhangi bir uzay, Y regiiler, HC, C-kompakt uzay ol-
sun. Bu durumda,

F, a-H-a.y.s.'dir. & a.y.s.'dir.
Kanit: (=>): F,bir xosX'de a-H-a.y.s. olsun. V, F(xo) NV#@ olan bif a-
¢1k kiime olsun. yEF(xo)ﬂV alalim. Bu durumda, yeF(xo) ve yeV dir. Y re-
giler oldugundan ySGCE <V olan bir Gc¥ ag¢ik kimesi vardir. Dolayisiyla
ysF(xo)nG#E dir. Y-6 quasi H-kapal1 kime ve F, x_'da a-H-a.y.s. oldu-

gundan xo‘1n



e
xel, = F(x)Q G#¢

o e
gerektirmesini saglayan bir a¢ik ch X kiimesi vardir. Buradan GCV
(s
oldugundan,
xel, = F(x)AV#E
o .

olur. 0 halde F, xo'da a.y.s.'dir. xoex keyfi oldugundan F, X'de a.y.s.
olur.

(&) Y,‘HC-uz.ay oldugundan 3.2.9. Teorem'den agiktir.,

3.2.13. Teorem: X, herhangi bir topolojik uzay, Y regiiler, HC ve C-korp-
.pakt uzay olsun. F:X Y nokta parakompakt bir cogul-dederli fonksiyon
olsun., Bu durumda,

F, a-H-li.y.s.'dir. & ii.y.s.'dir.
Kanit: (=) F, herhangi bir xoe:X'de a-H-U.y.s. ve V, F(xo)c V olan bir
ac1k kiime o’lsun.‘.’yeF(xo) icin {y}cV dir. Y regiiler oldufundan -

yeGyCE ©V olan HG,c ¥ ac1k kiimesi vardir. Buradan,

y

F(x,) CyEF(xo)Gy = SEF(XO();y‘C v

olur. F(xo) parakompakt oldugundan,
U={6, yeF(x,)}

Brtiistiniin F(xo)'1 orten yerel sonlu bir
V={Ty eF(x,)}

inceligi vardir. Buradan,ygF(xo)TfT dersek;

F(xo)cTcT CyEF Xo) GyCV

olur. Y-T, kapali ve Y, C-kompakt oldugundan Y-T quasi H-kapalidir. F,

a-H-iU.y.s. oldudundan xo'm

o _
xel, = F(x)eTeTcV
(]
gerektirmesini saglayan bir ch: X a¢1ik komsulugu vardir. O halde F,
- o .

xo'da U.y;s.'dir. xoéx keyfi oldugundan F, X'de U.y.s.'dir.



(=) Y, HC-uzay oldudundan 3.2.8. Teoremden agiktir.
4. BULOM: CARPIM UZAYLAR

Bu bulimde, bir carpim uzaydan dier bir carpim uzaya veya

bir uzaydan bir carpim uzaya tanimli ¢odul-dederli fonksiyonlarin
H-ii.y.s. (H-a.y.s.) ve a-H-ii.y.s. (aiﬂéa.y.s) olmalary durumu ince-

| Tendi. Ayrica bir ¢odul-degerli fonksiyonunun kuvvetli kapali grafik-
1i11i§i ile H-U.y.s. H-a.y.s. sirekliligi arasindaki iliskiler aras-
tir1ldi. Carpim uzaylar i¢in gerekli olan dn-teoremler kanitsiz ola-
rak verildi, |

{xqzaeA} topolojik uzaylar ailesini ve 1 &g'da ¢arpim uza-

cel
yini gostersin.

4.1, Unerme: f:X + Y silirekli ve AcX quasi H-kapala kUmeéinin f(A)

gbruntusiide quasi H-kapalidir.

4.2, Unermei f:X + Y, acik, orten siirekli bir fonksiyon ise X yerel

H-kapal1 oldugundan Y'de yerel H-kapalidir.

4.3. Teorem: IIX  yerel H-kapali ise ¥ i¢in X 'larda yerel
o Qe o

A
H-kapalidir.

4.4, Unerme: ¥GEA i¢in Fa: Xa.+ Y, nokta kapali ise

F:nxa + nYa, F(x)=ﬂﬁ£xa)vi1e taniml1. fonksiyon

nokta kapalidir.

. . * . : - 3 ] -
4.5. Teorem: vaeA igin Xa HC-uzay ise nxa da HC uza¥d1r.
4.6. Teorem:{Xa: acAl} ve {Ya: aeal topolojik uzaylarin iki ailesi

olsun. ve Fa:Xu - Ya ¥ i¢cin bir cogul-dederii fonksiyonolsun.

_oeh

Eder Fa' lar kuvvetli kapalil grafikli iseler F: HXa > Yu

T —— e —i

F({x})=HFa(xa) ile taniml1 fonksiyon kuvvetli kapali grafiklidir.
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Kanit : x= (Xa)’ y= (ya) olmak lzere,

' {x,y) ¢ G(F) olsun. y ¢ F(x)'tir. Bu durumda bir BeA vardir;
oyleki F(x)=F({xd})=Jﬁ}Jz%9s‘dan ydeB(xB).d1r. G(EB) kuvvetli kapa-

11 oldugundan UB:.XB, VBC:YB aciklarivardir; Oyleki xBeUB, yBeVB

ve FB(UB)flVB=ﬂ tur. U=UBXQ§BXQ ve VBx&§BYa=V' dersek U ve V, x ve
y' yi iceren birer agik kimedirler. Ayrica F(U)N V=@ tur. Ciinki;
R OT= (F(U)xT Y )N(TxTY)
B Bai‘Ba Ba#Ba
= (F(u)INV )xmY
BB B 4@
=@xIy
a#B
=g

dir. Sonu¢ olarak G(F) kuvvetli kapalidir.

4.7. Sonuc:{xa:aga}, {Ya:aeA}. topolojik uzaylarin iki ailesi olsun.
Fa:Xd+ Ya Yoeao icin H-Ui.y.s. (C-li.y.s.) nokta kompakt (nokta kapali)
ve Ya'1ar YaeA dcin yerel-H-kapali Hausdorff (yerel kompakt Hausdorff)
ise bu durumda,

F: HXG -+ HYa F(x)= nFa(xa) ile tanimhi

¢ogul-degerli fonksiyon H-iu.y.s. (C-U.y.s.) dir.

Kanit: V¥oeA dc¢in Faf1ar H-ti.y.s. (C-U.y.s.) oldudundan 2.2.28 sonug
(2.2.3ﬁ. Unerme)fden G(Fa)'1ar kuvvetli kapalidir. 4.6. Teoremden de
G(F) kuvvetli kapalidir. O halde F, H-U.y.s. (C-U.y.s.) olur.

4.8, Lemma: Y¥acA d¢in Ya HC-uzay ise II Ya HC-uzaydir.
' ach
Kanit: Gel Y quasi H-kapali bir kime olsun. G=T1 & olan G cY
och acl o a
kimeleri vardir. Diger yandan,
Ra . HYG - YU.
stirek1i bir dontsumdur’ Strekli bir fonksiyon altinda quasi H-kapali

kimelerin gorintisU quasi H-kapalidir. Buradan Pa(G)=Gac;Xa quas



H-kapalidir. ¥aed " ig¢in Ya HC-uzay oldugundan Gac Xa kapa"hd'lr, yani

Ga = ’Ga ~dir. Sonug olarak,

G=16=108=16-E
ach % aeA o asAG&'

olur. Bu durumda II Y » HC-uzaydir.
ocl )

4.9, Lermna F: I xa + 1 Y ¢ogul-dederli fonksiyonu H-almost-ii.y.s.
ael ach ¢
olsun.ve ¥edA i¢in Ya quasi H-kapali olsun. Bu durumda Fa:Xa > Ya

H-almost-l.y.s. dir.

Kanit: Bir geA alalim. xBeXB. FB(xB)cYBc_:YB timleyeni quasi H-kapals

olan bir kiime olsun.

{xe I X l x'in B inc1 koordinat1 x, olur}

B aeh B

kiimesini tanimlayalm. stB alalim, ABc; I X oldugundan xe I X dir.
acd & aeh

Diger yandan,

PB H IIYa: -+ YB
fonksiyonu icin, PRl(Vg)=Vex Y dir. T Y = Pel(Ve)=(¥,-V,)x TLY,

P afB ach ¢ OL#B

kuimesi quasi H-kapalidir. Clinku Yﬁ-vB quasi H-kapali ve ¥oed ig¢in .

Y -quasi H-kapali oldugundan YB-VBx I Y -quasi H-kapalidir.

afp &

F(x)cVBx I Y dir. F, H- almost-u.y s. oldugundan bir UclIX acik

o#B
kiimes i vardw, vyleki F(U)e {V x ]I Y )' dir..

B o8

F(U)c [V x II Y )cV x I Y dir. Ute yandan P (U) ] :X agiktir.

Bate @ Popmp® B
Clinku PB a¢1k donusimdir. F (U )c VB olur. 0 halde FB’ xBeXB'da
H-almost-l.y.s. dir. xBeXB keyfi oldugundan FB’ Xe’da H-almost-ii.y.s.
dir.

4.10. Teorem: Herbir aeA i¢in Y H-kapali, yerel H-kapali HC-uzay

olsun. Eder F: nx - IIY H-U.y.s. ise bu durumda F X +YHu.ys
" oA & qea @
ir.

&«



Kanit : Herbir aeA 1ig¢in Y H-kapali, yerel H-kapals HC-uzay oldugun=~

dan ny 'da H-kapali, yerel H-kapali ve HC-uzaydir. F, H-il.y.s.
ae A

oldudundan H-almost-ii.y.s. dir.3.2.11. Teorem'denVaeA icin Fa"lar‘

H-almost-U.y.s. dir. Sonuc olarak F ' lar H-ii.y.s. olur.

4, H Sonu¢ : Herbir aeA i¢in Y., H-kapali, yerel H-kapah HC-uzay

ve F nokta kompakt olsun. Bu durumda F: I X -+ @I Y 'nin H-a.y.s.
acd & e @

olmas1 ic¢in gerekli ve yeterli kosul V¥ ageA igin Fa Xa > Ya nin

H-lU.y.s. olmasidir.

Kanit: (=>) Teorem 4.9'dan ag¢iktir.

(<=): Sonuc.4.7.'den agiktir. :

4,12, Teorem; YosA  i¢in FQ:X -+ Ya kuvvet1i kapali grafikli ise
F:X » nYu kuvvetli kapali grafiklidir. F(x)= HFa(x) ile tanﬁnhdw,.

Kanit: (x,y) ¢ (G(F) olsun. Bu durumda y ¢ F(x)'tir. Buradan 3geA

i¢in ysé FB(X) olur. (x,yB) ¢ G(FB) dir. -G(FB) kuvvetli kapali oldu-
gundan bir xeUzX acgik kiimesi ve yaVBCY acik kimesi vardir; Gyleki
F (U)ﬂV =g tur. V=V
F(U)(] V-E tur. Clinkl,

F(u)a V= F(U)n(V X 1'[Y )
ai‘B

= (F, (U)an)x IYNF, (V)
=g

tur. 0 halde G(F) kuvvetli kapalidir.

B

X I Y dersek V-agciktir ve yeV dir. Aymca,
B ¥ ©

4.13. Sonu¢ : Eger Ya’ yerel H-kapali Hausdorff uzay (yerel kompakt
Hausdorff) ve F X > Y nokta kompakt (nokta kapali) ve H-l.y.s.

(C-ti.y.s.) ise F:X » HY H-t.y.s. (C-il.y.s) dir.
oeh ¢

Kanit: Aciktir. (4.2 .Teoremden ve 3.2.11. Teoréem™erden )



4.14. Sonug: X, ¥ topolojik uzaylar ve Y yerel H-kapa]i (yerel kom-
pakt) Hausdorff uzaylar F:X » Y con]-deQer]i fonksiyonu nokta kompakt
(nokta kapaii ) ve H-U.y.s. (C-ii.y.s.) ise g:X + Xé(y tanimlr ¢ogul-
degerli grafik fonksiyonu H-ii.y.s. (C-U.y.s.)dir. |

Kanit: Ix: X + X ©zdeslik fonksiyonunu disiinelim. Ix siireklidir.

X HC-uzay olduundan Ix H-U.y.s. dir. G(Ix)Akuvvet1i kapalidir. Clinki
(x,y) ¢ G(Ix) igin Ix(x)=x#y dir. X-Hausdorff uzay oldudundan x#y i¢in
JU,V(c X) acrk kimeleri vardir; tyleki UNV=@ ve xel yeV dif. Bura-
dan Un¥=p tur. I _(U)=U oldugundan I (U)NT7=p olur. O halde 6(1,)
kuvvetli kapalidir.32J1 Jeorem'denG(F) kuvvetli kapalidir. Sbnuc ola-

rak 4.12.Teorem’den G(g) kuvvetli kapalidir. O halde g-H-l.y.s. olur.

4.15. Teorem: Her bir aeA igin Ya H-kapali HC-uzay olsun. F:X ;EAY
¢odul-dederli fonksiyonu nokta kompakt H-ii.y.s. ise Fa: PaoF:X > Ya
H-U.y.s. dir.

Kanit: Y , H-kapali ve HC-uzay oldugundan nYa' da H-kapali ve HC-uzay-
dir. F, H-li.y.s. oldugundan F, H-almost-l.y.s. dir. 2.4. Lemma'dan da
Fu: PupF:X > Yu H-almost-ii.y.s. dir, Clnkii Pa ve F, H-lU.y.s. oldugun-

dan P oF=F ' da H-U.y.s. dir.3:2:11:Teorem'denF * w-tiy.s. olur.

4.16. Sonug: Herbir aeA id¢in Ya yerel H-kapaliy, H-kapali, HC-uzay ve
F:X » HYG nokta kompakt ve Fa: X - Ya nokta kompakt olsun. Bu durumda,
F, H-lU.y.s. olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul V¥aeA ig¢in

Fa' nin H-U.y.s. olmasidir.

Kanit: ( = ): 4.15, Teorem'den ac¢iktir.

(<): 4.33. Sonuc'tan aciktir.
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