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SIMGELER VE KISALTMALAR DiziNi

: Lie cebirinde braket ¢carpimi

L ninbir N ideali

: BOIUm cebiri

: L nin tdretilmis ( komitator) alt cebiri

. Lie cebiri

: Serbest Lie cebiri

> Ureteg KUimesi

: X in elemanlarinin serbest garpimi

. X tarafindan Uretilen serbest Lie cebiri F(X) olarak da

gosterilir

: K Uzerinde A nin tim serilerinin kiimesi
: Hall Kimesi
> a kelimesinin uzunlugu

: Mdbius fonksiyonu

. F nin m-inci alt merkezi serisinin terimini

. Fm icin bir serbest Greteg kimesi

. f ninenyuksek dereceli (leading) terimi

: h nin en buyuk derceli monomiali (tek terimlisi)
: X inf altindaki gorunttst f (x) =X

: L nin Universal Enveloping cebiri

. Euler fi fonksiyonu
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1. GIRIS

Kompozisyon ve parcalanma metotlari, Campbel-Housdorf formiluni iceren
metotlar ve son zamanlarda gelisen manifoldlar Uzerinde diferansiyel denklemlerin
integrallenebilmesi icin Lie grup metotlar: gibi, Lie cebirlerin de hesaplama igeren
bir ok algoritma vardir. Ayrica Serbest Lie cebirlerinde birgok algoritma GAP paket
programint kullanarak bilgisayarlar yardimiyla kolayca calistirilabilmektedir. A.M.
Cohen, W. A. De Graaf nilpotent olmayan bir Lie cebirinde nilpotent olmayan bir
elemam belirleyen algoritma ve Cartan alt cebirlerini belirleyen algoritmay1
bilgisayar kullanarak hizli bir sekilde calistigint gostermislerdir.

Lyndon kelimeleri bir serbest Lie cebirinin n-inci homojen bileseninin bazin
kurmada kullaniimaktadir. J.Sawada ve F. Ruskey (2003) n- uzunluklu tim Lyndon
kelimeleri igin standart braketleri etkin olarak doguran bir algoritma gelistirmiglerdir.
(Bu braketler serbest Lie cebirinin n-inci homojen bileseninin bazim teskil eder.)
Serbest Lie cebirlerinde elde edilen algoritmalarin  bilgisayar ortaminda
calistirilabilmeleri en az algoritma gelistirmek kadar 6nemlidir.

Bu calismada Serbest Lie cebirlerinde verilen bazi algoritmalar: inceleyerek
bu algoritmalar icin bilgisayar programi yazilmstir.

Ikinci bolumde tez icinde kullamlacak olan tamm, teorem ve bazi
gosterimlerden bahsedilmistir.

Uciincii bolimde L bir Lie cebiri oldugunda L nin evrensel enveloping
cebirinin yapisi incelenmis olup Evrensel enveloping cebirin bir bazi icin Poincaré —
Birkhoff — Witt Teoremi verilmistir.

Dordinct bolimde Serbest Lie cebiri ile dairesel kelimeler arasindaki
iliskileri incelenmistir. Witt formala ile verilen homojen boyutun ve ilkel kolyelerin
sayisinin esitligini soyleyerek kolyelerin ve ilkel kolyelerin sayisi hesaplanmustir.
Daha sonra Hall kelimeleri ile ilkel kolyeler arasindaki birebir ve Orten baginti
incelenmistir. Lyndon kelimelerini Ureten bir algoritmay: inceleyerek verilen bir
kelimenin Lyndon kelimelerindeki parcalanmisi hesaplanmistir. Hall kelimeleri
icindeki bir kelimenin parcalansi, kelimeler ile ilkel kolyelerin multisetleri arasinda
birebir ve 6rten bagintiy: ifade ettigi gosterilmistir.
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Besinci bolimde Lyndon kelimelerini daha degisik bir yolla algoritmik olarak
veren bir teknikten badsedilmistir. J. M. Champarnaud, G. Hansel ve D. Perin (2003)
tarafindan verilen “Sabit uzunluklu iptaledilemez kelimeler” ile belirlendigi
gosterilmistir.

Tezin son boliminde, daha 6nce yapilan bilgisayar programlarindan farkli bir
yolla bir serbest Lie cebirinin Hall bazini, alt merkezi serisinin terimleri igin Ureteg
kumeleri ve bazlarini bulan bir bilgisayar programi yapilmustir. ( En ¢ok yirmi
uzunluktaki kelimelere kadar incelenmistir). Ayrica Ela AYDIN (1997) tarafindan
verilen sonlu takdimli bir L Lie cebirinin herhangi bir B alt cebirinin Uretegleri

bilindiginde koboyutu veren algoritmanin bilgisayar program yazil mistir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu calismamiz boyunca aksi belirtilmedikge cebirlerin tamamini bir k cismi
Uzerinde kabul edecegiz.

2.1. LieCebiri

Tamim 2.1.1: L, k cismi izerinde herhangi bir vektor uzay olsun. Her x,yT L igin
(xy) = xy L debilineer carpmaolsun. Bu garpim her x,y1 L igin
1. (x)=0 "xI Licin
2. (X(y2)+(z09)) +(¥(29)=0 " xy,zl L igin
Kosullarim sagliyorsa L ye bu carpimla birlikte k cismi tzerinde bir Lie cebiri denir.
Eger L vektor uzay: olarak sonlu boyutlu ise Lie cebiri olarak da sonlu boyutludur.
Boyutu 1 olan Lie cebirleri abelyendirler. 1-boyutlu bir tek Lie cebiri vardir. 2-
boyutlu, izomorfik olmayan sadece iki Lie cebiri vardir. Ayrica Lie cebirleri Jacobi
0zdesliginden dolay1 birlesmeli degildirler.
2. denkleme Jakobi 6zdesligi denir. Lie carpimi xy =[X, y] seklinde gosterilir.
[x+y,x+y]=0
kosulu
[ y]=-1y:¥]
olmasim gerektirir.
L bir Liecebirive M I L olsun. M, L nin bir alt uzay: ise (Bir vektor
uzay: gibi distinecegiz), M Lie carpimu altinda kapali ise M ye L nin bir Lie alt
cebiri denir ve M £ L ile gogterilir.

Tamm 2.1.2: Eger N, L nin bir alt cebiri ve NL1 N (veya xy = - yx oldugundan
LNT N )iseN ye L nin bir ideali denir ve N < L ile gosterilir.
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Tamim 2.1.3: L, bir Lie cebiri ve© M <L olsun. LM bolum cebiri asagidaki
sekilde tammlanir

%/I ={M +x| xI L}
Olmak Uzere %/I icerisinde carpma ve toplama islemini;
Eger x+M,y+MT LM icin

(x+M)+(y+M)=(x+y)+M

(x+M)(y+M)=(xy) +M
olarak tammlayahm.%/I bu islemlerle bir Lie cebiridir. Bu cebire L nin M ile
b6ltm cebiri denir.

L bir Lie cebiri ve x,y1 L ise[a,[a,L[a,b]]=a"b ile gosterilir.

Tamim 2.1.4: L ve M aym k cismi Uzerinde iki Lie cebiri olsun. Bir a :L® M,
bir lineer doniistimii x, y1 L icin;

a ([x y]) =[a (9,a(y)]
oluyorsa a ya bir Lie homomorfizmi denir. Eger bu donlsiim birebir ve orten ise
izomorfizm denir. Eger a , L Uzerinde bir izomorfizm ise 0 zaman a ya L nin
otomorfizmi denir.

Genellikle homomorfizm teoremleri Lie cebiri homomorfizmleri icin de

dogrudur.

Teorem 2.1.5 (Stewart, 1970) : L, M bir k cismi Uzerinde iki Lie cebiri ve

a:L® M bir homomorfizm olsun. O zaman asagidakiler dogrudur.

)a(L)EM ; Kernel(a)<Lve%<eme|(a)@a(L)

i) H K<L ve K<H ise(L/%/K)@L/H
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i) H<K, K<L ise H<(H+K) ve (HCK)<K ve

(H +K%< @<%H(;K)

iv) F:L® (%_') dogal homomorfizmdir. H <L ise L nin idedleri ile

%—I nin idealleri arasinda bire bir ve orten bir iliski vardir.

Tanim 2.1.6: n=12,K i¢in L, terimleri timevarimla asagidaki sekilde tanimlanr:
L,=L, L., =[L,, L]
Boylece L nin ideallerinin azalan bir serisi elde edilir.

L=L,EL,E..EL, EL, E ..

n+l
Bu seriye L nin alt merkezi serisi denir.
Lnin L,=[L,L] alt cebirine tiiretilmis ( komitator) alt cebir denir.
Eger L,, * {0} ve L, ={0} olacak sekilde bir k pozitif tam sayisi varsa
L ye k — yinci dereceden nilpotent Lie cebiri denir. Eger L 2-inci dereceden
nilpotent yani [L,L] =0ise L ye abelyen denir.

Tanim 2.1.7: n=12,K icinL" terimleri timevarimla asagidaki sekilde taumlanr:
L'=L, L™ =[L", L"]
Bdylece L ninideallerinin azalan bir serisi elde edilir.
L=L*'EL*E..EL"EL™ E ..
Bu seriye L nin toretilmis serisi denir.
Eger L*' t {0} ve L* ={0} olacak sekilde bir k tam sayisi varsa L ye k—

yinci dereceden ¢Ozulebilir Lie cebiri denir.

Tanim 2.1.8: i =12K,kK,K igin n, 3 1 olmak Uzere pozitif tamsayilarin bir
{n.n,.K,n, K} dizisi igin L nin polisentral serisi asagidaki sekilde tarimlanur:

Lo s L nin alt merkezi serisinin n, - inci terimi
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Lo noon,, = (Lo s n)nn, » Lnoeeon ninalt merkezi serisinin n,,, -
inci terimi olsun. Boylece elde edilen

LEL, EL,,, ELEL,,L, EL,,L

n, n’ N TNy

serisine L nin polisentral serisi denir.

Eger L, ... ,, ={0} ven; lerin hichiri bu esitlik saglanacak sekilde daha
kiclik pozitif sayilarla degistirilemiyor ises L ye {n,, ... ,n .} dizisine gore
polinilpotent Lie cebiri denir.

Eger n,=n, =2 ve L,, ={0} ise L ye metabelyen Lie cebiri denir.

2.2. Serbest Lie Cebirleri

Tamm 2.2.1: X herhangi bir kime, F bir Lie cebiri ve i: X ® F bir donisuim

olsun. Her B Lie cebiri veher a: X ® B donusimi icin a = hi olacak sekilde
birtek h: F ® B Lie homomorfizmi varsa (F,i) ¢iftine X Uzerinde bir serbest Lie
cebiri denir. Bunu asagidaki diyagramla ifade ederiz:

X %9 F
a$//hbmw
Bﬁ

X herhangi bir kiime oldugunda X tzerinde bir serbest Lie cebiri asagidaki
gibi kurulur.

Her bir pozitif n tamsayisticin X, bir kiimesini asagidaki gibi tammlayalim:

X, =X
n-1 ;
X1 =UX," X, ) (2.2.1)
p=1
¥
buradaki “* " islemi kiimelerdeki kartezyen carpimdir. M (X)=J X, olsun. Her

n=1

a,bl M(X) igin n=p+q oldugunda al X_ ve bl X_ ise (a,b)I (X, X,) dur.
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n-1
O zaman (a,b)1 (X,” X)), X, icin X =U(X,” X, ,) (2.2.1) deki birlesimin
p=1
bilesenlerinden biridir. (a,b) nin (X~ X )® X e kanonik injeksiyon altindaki
goruntiisiini (ab) olarak gosterelim. O zaman " a,bT M(X) icin (ab) carpimim
tarumlayabiliriz. M (X) in a elemammin uzunlugu p tamsayisichr dyle ki al X,

dir ve I(a) ile gosterilir. Bu tamma gore uzunlugu 1 olan elemanlar X in
elemanlaridir. a,bl M (X) igin;

[(ab) =1(a) +1(b)
Uzunlugu 3 2 olan elemanlar, a ve b nin uzunlugu ¢ nin uzunlugundan daha kuglk
olmak Uzere,

c=(ab)
seklindedir.

k herhangi bir cissm olmak Uzere, k Uzerinde bazi M(X) olan bir vektor
uzayi, M(X) deki elemanlarin k — lineer kombinasyonlarindan olusur. M(X) deki
carpma, bu vektor uzayimin tamamina genisletilebilir. Boylece k Uzerinde sonlu
boyutlu olmayan ve birlesmeli olmayan serbest bir cebir elde edilmis olur. Bu cebire
N(X) diyelim. N(X) icinde

Q(a) = aa
J(a,b,c) = a(bc) + b(ca) + c(ab)
seklindeki elemanlarla dogrulan ideal A olsun. O zaman F(X) = N(X% bolim

cebiri X Uzerinde bir serbest Lie cebiridir. X kiimesine F(X) icin bir serbest Ureteg
kimesi denir. Bundan bdyle F(X) i kisacaF ile gbsterecegiz.

Tamim 2.2.2 : F bir serbest cebir olsun. F de her bir terimi ayni dereceden olan
elemana homojen eleman denir. Ornegin: X={a,b,c} ve F(X) serbest cebir olsun.
u=(ab)+(bc) eleman ikinci dereceden homojen elemandir.
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Teorem 2.2.3 (Bourbaki, 1972): h : N(X)® F(X) kanonik donisiim ve f de h
nin X e kisitlamasi olsun. L herhangi bir Lie cebiri olmak Uzere her f: X ® L

donisumi f =gf olacak sekilde bir tek g: F(X) ® L homomorfizmi vardir.

X wie L
- g
N(X) %% F(X)

Tamm 2.2.4: L bir Lie cebirive A={a |iT I} L ninelemanlarinin bir ailesi olsun.
F(1), | Gzerinde serbest bir Lie cebiri olsun. Eger
S:® g

olacak sekilde F(I) dan L yeicine bir s homomorfizmi varsave

i) s Ortense A ya L nin Ureteg kiimesi;

i) s birebir —Ortenise L ye serbest Lie cebiri denir.
L serbest ise A ya L nin serbest Urete¢ kimesi denir. A sonlu ise L ye sonlu
Uretecli serbest Lie cebiri ya da sonlu Uretilmis serbest Lie cebiri denir.

Tammagore F bir serbest Lie cebiri igindeki herhangi iki serbest Uretecli iki

kime, ayni kardinaliteye sahiptir. F nin serbest UOretecli bir kimesinin
kardinalitesine F nin ranki diyecegiz.

Tamm 2.2.5: Eger bir ul F elemam F nin bir serbest Uretec kilmesine aitse u ya

primitif eleman denir.
Teorem 2.2.6 (Shirsov, 1958) : Bir serbest Lie cebirinin her alt cebiri de serbesttir.
2.3. Serbest Lie Cebirinin Hall Bazlari

Daha once tanmmladigimiz M (X) kiimesi, k Uzerinde bir vektor uzay: gibi
dustinulen asosyatif olmayan N(X) serbest cebiri igin bir bazdir. M(X), N(X)

icinde lineer bagimsiz olmasina ragmen, F(X) iginde lineer bagimsiz degildir.
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Ornegin a,bl M(X) icin ab ve ba formundaki elemanlar N(X) de lineer
bagimsiz olmakla beraber F(X) de lineer bagimhidirlar. (ab)=-(ba) dir. Bu
nedenle F(X) i¢cin M (X) bir baz olamaz.

Bu bolumde F(X) i bir vektor uzay: olarak dustindigimizde F(X) serbest
Lie cebiri igin bir baz kiimesi kuracagiz.

M"(X) ile M(X) igindeki uzunlugu n olan elemanlar: gosterelim. Acikca
goralr ki

MY(X) = X

dir.

Tamm 2.3.1: Bir Hall, H1 M (X) alt kiimesi asagidaki gibi tammlanr.
i) X1 H ve X etam siralama verilmis olsun.

i) HCM?(X) kimesi x,yl X iken x<y olmak tizere (xy) formundaki
elemanlardan meydana gelir.

i) HCM™(X) m=123,...,n-1 i¢in tammlanmis ve uzunlugu koruyan
bir siralama verilmis olsun. Yani u,vl M(X) ve I(u)<I(v) ise u<v
yazalim. Ayni uzunluktaki elemanlar: keyfi olarak yazalim. O zaman

n-1 u

HQM“(X):}a(bc) a,b,c,(bc)] U(HGM*(X))iEkEn-1 a2 b<c, a<bcg
|

ve H :CJ(H (;M”(X)) olsun
H,=HGM"(X)

¥
dersek 0 zaman H =|JH, kimesi F(X) in bir bazichr. Buna Hall baz1 denir ve
n=1
H,,H,,...,H, kimelerine Hall kiimeleri denir.Verilen bir X kimesi tzerinde farkl
Hall kiimeleri tammlanabilir.
Kisaca X 1 A olmak Uzere Hall bazi sOyle ifade edilir.

H, =X ,X etam siralama verilir.
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H, ={(y)Ix yT X, x<y}

H, ={a(bc)| a,b,c,bcl (H,EH,E..EH, ), a% b<c, a<bc}

Teorem 2.3.2 (Bourbaki, 1972): F, X kimes Uzerinde serbest bir Lie cebiri
olsun. X kiimesi kimesi tzerindeki bir Hall kimesi F nin vektor uzay: olarak bir
bazidir.

F serbest Lie cebirinin bir eleman, baz elemanlarinin  bir lineer
kombinasyonu olarak yazilabilir.

F , X lzerinde bir serbest Lie cebiri olsun. F nin Hall bazim H” ile
gosterecegiz. Hall kiimesindeki herhangi bir kelimenin uzunlugu aksi belirtilmedikce
kelimenin kompozisyonundaki harflerin sayisidir. Bunu ul HiginX - I(u). H
kimesinin sirasim asagidaki gibi belirleyecegiz.

i) X keyfi segilmis bir siradadir
i)  H nin iki elemam u=uu, ve v=vVv, olsun. Eger |(u)<I(v) ise

u<v yazlr.

Ornek 2.3.3: X ={a,b,c} olsun.
H, = X vekabul edelimki a<b<c olsun.
H, ={ab,ac,bc} vekabul edelimki ab<ac <bc olsun.
H, :{a(ab),b(ab),c(ab),a(ac),b(ac),c(ac),b(bc),c(bc)} ve kabul edelim Ki
yazilig sirasi gergek sirast olsun.
H, ={ a(a(ab)),b(a(ab)),c(a(ab)),b(b(ab)),c(b(ab)),c(c(ab)),

a(a(ac)),b(a(ac)),c(a(ac)),b(b(ac)),c(b(ac)),c(c(ac)),
b(b(bc)),c(b(be)),c(c(be)), (ab)(ac), (ab)(be), (ac)(be)}

Eger X sonlu bir kiime ise H, in icindeki elemanlarin sayisint belirlemenin

bir metodu vardir. Once asagidakine ihtiyacimiz var.

10
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Tamm 2.3.4: N pozitif tamsayilar1 gosterir. Mébius fonksiyonu m: N ® {1,0,- 1}

sOyle tanimlanr:

: m(n) =0, Eger n bir asal sayiminkaresi ilebdliinebiliyorsa
mn) =i ml)=1
f mn)=(-1), Egern=p.p,..p, (plerasa say)
Ornek 2.3.5:
ml) =1
m2) =(-1)' =-1, 2=2, k=1
m3)=(-1"=-1 3=3 k=1
m(4) =0 4=2
ms)=(-1)"=-1 5=5 k=1
m) =(-1)° =1 6=23 k=2
!
m12) =0 12=223

M

Teorem 2.3.6 (Bourbaki, 1972): X bir kime ve |X|=r, X in elemanlarinin
sayisint gostersin. O zaman H, X Uzerinde bir Hall kime ise H,_ igindeki

elemanlarin sayisi n3 1igin

H,|==& m(d).r¢
n g
djn

dir.

Ornek 2.3.7: Kabul edelim ki |X| =3 olsun. O zaman;

1
H[=3  n=1  |H)=im03 =3

11
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) 2
|H2|:3 n=2 |H2|:l§n(l)31+r7(2)3§9:3
lee 3 §6
|H3|:8 n=3 |H3|:—gn‘(1).31+n‘(3).33+=8
1 2 4 46
4: = 4:— . . . +:
|H,|=18 n=4 H,| 4gn(1)31+n(2)32+n(4)34g 18
lee .2 56
[Hs|=48 n=5  [|Hg[=ZcmD).3" +m(5).3°+=48

ve genel olarak H, in eleman sayisi
28 ()3
n g
djn
seklindedir. Ayrintilt bilgi icin Warm (1964) , Shirsov (1962) ve Bourbaki (1972) ye
bakabilirsiniz.
Not: Tek Uretegli serbest Lie cebirleri icin bir istisnai durum vardir. (xx) =0

olmasindan ve bir vektdr uzay: olmasindan dolay: bir boyutlu oldugu goralar.

2.4. Bir Serbest Lie Cebirinin Alt Merkezi Serisinin Terimleri icin Serbest
Uretegler

k Uzerindeki bir serbest Lie cebirinin m3 2 icin F , alt merkezi serisinin
terimleri F nin bir alt cebiri gibi sonlu Gretilmis degildir. Bir eleman tarafindan
Uretilmis serbest Lie cebirleri serbest abelyen oldugundan bu durum istisnadir. Alt
merkezi seriler icin serbest Ureteg kiimesini bulma problemi ilk kez Griinberg (1957)
tarafindan grup teorisinde ele alinmustir. Bir sonug olarak Witt (1956) tarafindan
serbest Lie halkalar: igin uygulanmustir. F, bir serbest Lie cebiri olsun, F, icin
serbest Urete¢ kiimesi Smel’kin (1963) tarafindan verilmistir. Gruplar ve serbest Lie
halkalar icin detayli bilgiyi Warm (1972) da bulabilirsiniz.

F, k cismi Uzerinde serbest bir Lie cebiri ve X serbest Ureteg kiimesi olsun.

H, X Uzerinde yapilanmis F igin bir Hall kiimesi olsun. H , uzunlugu n olan H

12
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deki elemanlarin kimesini gostersin. F ) ile F nin m-inci alt merkezi serisinin

terimini gosterecegiz.

Teorem 2.4.1 (Smel’kin, 1963): C_ yi s6yle tammlayalim.
C.={x=aala,a1 H,1(x)3mxl H,I@&)<m
C» Fy i6in bir serbest Ureteg kiimesidir.

H nintanim kullanillarak C, nin agiklamast asagida dahaiyi yapilmistir.

C.={ x=x0%(..(x_x)..)[I(x)3m xT (HE..EH_)),
X3 %33 X, <X, r32
Egerx =bb,isex_,* b }

C,, in elemanlarinin Grtnlerini olusturarak F, Lie cebiri igin C = serbest
Uretecleri Uzerinde H° bir Hall bazi yapsimi kuranz. h, C_ formundaki
elemanlarin bir kelime ise h nin X-uzunlugunu X - I(h) ve C_-uzunlugunu da
C, - I(h) ile gosterecegiz.

C., H nin bir alt kimesi oldugundan C_, deki sira H deki ile ayn: sirada
alinabilir.

C, —
Hlm_ m

H, " ={aa,la.a,1 C, a <a)}

Simdi H, asagidaki gibi sradadr. h,gl H,", h=hh, ve g=g,0,,
h,h,g,,0,1 C..Eger X-I(h)<X-1(g) ise h<g yazilir. Kabul edelimki h ve
g aym uzunluktaolsun. O zaman h<g U h,<g, veyah, =g, ise h <g, dir.

Kabul edelimki H,",...,H_,° tammli ve sirali olsun. Sunu yazariz;

H, o ={ x=a(8,3,) |C,- (¥ =n, a<aa, a°a,<a,
&,8,,8,,8,31 (H"E..EH_ ™) }

esitsizligin isareti (yoni) (H,“ E...E H_.") inicindeki sirasina goredir. Simdi

C C,
Hnm’HZm

13
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icin tantmlanmis benzer bir sirada verelim. Artik bu siray1
C ¥ C,
H™=UJH™
i=1

gibi tammlar ve H" i genisletmis olabiliriz.
Not: H " insrast H deki ile bir arada olmasina gerek olmayabilir. Su asikardir ki

H, inigindeki elemanlar dyle elemanlardir ki H,°» =C,_ in bir elemanindan X - |

den kucuk.

Eger L bir nilpotent Lie cebir ise L nin her alt cebiri ayni zamanda nilpotent
olacak ve asil cebirin olasi bir alt merkezi nilpotenttir.

Bir dnceki bolimde sunu ifade etmistik; verilen bir X kimesi, X Uzerindeki
H Hall kimesi, X Uzerindeki F serbest Lie cebiri igin toplamsal bir bazdir.

(L L )I' L den dolayr uzunlugu 3 n olan F nin her elemani F, in

(m) ~(n) (m+n)
icindedir. Bu nedenle H, i F, dir.
Tamim 2.4.2: L, bir X Uzerinde serbest bir Lie cebiri olsun. Eger bir n pozitif
tamsayisi igin

_F
L="F

()
olacak sekilde bir X tarafindan Uretilen F serbest Lie cebiri varsa L ye n-inci

dereceden serbest nilpotent Lie cebiri denir.

Teorem 2.4.3: F, bir X Uzerinde serbest bir Lie cebiri olsun. H, F icin bir Hall

F . _— .
bazi olsun. O zaman = ™ serbest Lie cebirinin bazi da H dir ve uzunlugu n
(n+1)

olan elemanlardan olusur. Yani H, dir.

Teorem 2.4.4: L=F bir serbest nilpotent ve F igin bir Hall bazi H olsun.

Foy
uzunlugu£n olan H nin elemanlart ise (H,EH,E..EH_,), L icin bir

toplamsal baz formundadir.

14
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2.5. Policentral Seriler ve Polinilpotent Lie Cebirleri

Tanim 2.5.1: L, serbest bir Lie cebiri olsun ve L nin alt merkezi serisi nl N igin
{L(n)} olsun. Kabul edelimki {n,,...,n,..} , n 3 1 olmak tizere tamsayilarin herhangi

bir dizisi olsun. Policentral seriyi sOyle tammlariz.

LE L(nl) E..E L(nl) ----- (n) E L(nl) ----- (N4g)

asagidaki  gibi L nin  n-inci  at merkezi serisinin elemandir.

L de L

(o0 :(L(m ..... “‘0)(%) ...y NN N, -inci alt merkezi serinin terimidir. Eger

L.y =10} (25.1)
ise {n,,...,n} dizisine gére L ye polinilpotent Lie cebiri denir. n tamsayilarinn
hichiri, i =1,2,...,k dahakiglk bir tamsay: ile yer degistirebilir ve (2.5.1) formunun
bir denklemi hala dogru olur.

L nin policentral serisininterimleri L de bir idealler zinciri seklindedir.

L <L <.<l, <L

(M) (Mag) (ng)yen(1)

Buradan, policentral bolim cebirleri yapisi kurulabilir.

L(rh) ----- (V
L(rh) ----- (M)

Eger bazi tamsayilar dizisine gore, L bir polinilpotent Lie cebiri ise L nin
herhangi bir alt cebiri ayn1 zamanda polinilpotent olacaktir. Fakat bu alt cebir ayn
diziye gore polinilpotent olmak zorunda degildir

Tanim 2.5.2: L bir X kiimesi tarafindan Uretilen bir serbest Lie cebiri olsun.

a) Eger L @E%: olacak sekilde X Uizerinde serbest bir F Lie cebiri

vasa L ye n — yinci dereceden serbest nilpotent Lie cebiri denir. Eger

L @E/: ise L ye serbest abelyen Lie cebiri denir.
2

15
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b) Eger L@C/Fm olacak sekilde X iizerinde serbest bir F Lie cebiri
varsa L ye m-yinci dereceden serbest ¢ozulebilir Lie cebiri denir.

cebiri varsa L ye{n,, ..., n, } dizisine gore serbest polinilpotent Lie cebiri
denir. Eger L = F/F,, olacak sekilde X Uzerinde serbest bir F Lie cebiri
varsa L ye serbest metabelyen Lie cebiri denir.

Dikkat edilecek olursa F%M:sz olup {22,....2} dizisine gore serbest

k

polinilpotent bir Lie cebiri, k — yinci dereceden serbest ¢ozulebilir Lie cebiridir.

2.6. Bir Serbest Lie Cebirinin Policentral Serilerinin Terimleri igin Bazlar ve
Serbest Uretecler

Bir {n,,...n} pozitif tamsay1 dizisine gére F, .,

teriminin serbest Ureteg
kumesi ve Hall bazint olusturalim.

Daha 6nce F(m

icin C, serbest Ureteg kiimesini s0yle tammlamistik;
C, ={x=aa, | xI H vel(x)® n;l(a)<n}

Fo,) 16N H° Hall bazidir. Bunu daha 6nce vermistik. Simdi F

(n).(np) 161N

ayniislemleri C, | serbest Ureteg kiimesi igin yapalim.

Cyn, :{x:a1a2 | xT H®; C, - 1(x)2 n,;C, - I(a1)<n2}
Bu kuime Uizerindeki siralama verilen elemanlarin C, - uzunluguna ve X- uzunluguna

bakilarak siralamir. Bu sekilde tammli C kimesi F, = nin serbest Ureteg

M.,y
kimesidir.
Simdi F, icin H ™~ Hall bazin olusturalim.

n),(np)
C N —
H, e =C

.y

H, ™" ={aa, |a.a,1 C, ;8 <a,}

16
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C

Bu kimeyi daha onceki gibi sralayahm. Simdi boyle H,™%,..H_,™* de

m-1

tammlanmis ve siralanmis olsun. O zaman
H, = ={ x=a(a,3,)|C,, - 1()=m a<aa, a°a<a
8,8,,8,,8,3,1 (H, " E..EH, ™) }

¥
H % =JH, ™" kimesi F

(n).(nyy NN Hall bazidhr.

m=1

I:(Iﬂl) EF E F(ﬂl),(ﬂz) ----- (M-1) E F(rh),(nz) ----- (M)

) kapsamini gz énuinde bulundurursak bu

cebirler icin serbest Ureteg kimesi ve Hall bazlari tanimlanmis olsun. Simdi,

inUreteg kimesi C, . , ve bazi ch“ """ e dir.

F(rh),(ﬂz) ----- (M-1) M.

----- Ml g I(X) 3 N C:nl,...,nk_1 - I(X) <n }

Seklindedir. Bu kiime asagidaki siraya gore uzunluklar g6z éntinde bulundurularak
siralanir.

C,..n, - lengths

LR X
Cy..n, - lengths
M
C, - lengths
x- lengths

Bu kime F

(m).ny N serbest  Ureteg  kUmesidir.  Kabul edelim ki

“u-n tammiz ve siral olsun. O zaman

CRENERERN (chnl'"""k E..E Hm_lc”lv"-v”k) }

¥
Olarak tammlarssk H = JH, ™™ kimesi F

(n).(n)...(ny N bazidr.

m=1

2.7. Serbest Polinilpotent Lie Cebirleri igin Bazlar

17
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Bu kisimda L:FF serbest polinilpotent Lie cebirinin bir bazim

()
kurmak istiyoruz. Bunun igin asagidaki B, kumesini tanimlayalim.
B=H,EH,E..EH,_,
B,=H,"EH,™E..EH, ™
I
Bk = chq,...nk_l E E an-lcnl,...nk_l
buradan
k
B=UB
i=1

Olsun. Bu sekilde tarimlanan B kiimesi L:V serbest polinilpotent Lie
(n).e)

cebirinin bir bazidir [ Smel’kin ]. B kimeleri pargalarina ayirmalidir. Soyle ki

BCB=A&itjijl{12..k.

seklindedir.

k
B=UB, kimesi L= %(k) nin bir bazidhr.

i=1
Ozel olarak n, =n,=...=n =2 airsa F"™="* =F?*>? =F® qlup %Z,Z ..... , Lie

cebirine serbest metabelyen Lie cebiri denir.
2.8. Dairesel kelimeler ve modiilo B baz
Tamm 2.8.1: Degiskenleri x;,x,,L, x, olan bir polinomun degiskenlerinin herhangi

bir permitasyonu alindiginda degismeyen polinomlara simetrik polinomlar denir. Bir

18
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baska deyisle simetrik polinom asagidaki formda olan polinomlardir. 1,2,L_,n

indislerinin herhangi bir permdtasyonunu p (i) olsuny, = x ., olmak Uzere

P(Y., Yo, Loy Y,) = POX, %5, L, X))

dir. Ornegin \/xf+x22+L+>gf veya X7 +x2+L+x - 2xx L x polinomlar:

simetrik polinomlardir.

Tamm 2.8.2: A bir alfabe ve K bir halka olsun. w=aa,L.a, (al A) olmak
Uzere K Uzerinde taniml1 bir polinom

P= é (P,w)w

w A
seklindedir. TUm polinomlar kiimesini K (A) ile gosterelim. K(A), A tarafindan

Uretilen serbest asosyatif K-cebirdir. K Uzerinde A mn formel serisi (veya serisi)
asagidaki sekilde sonlu formel lineer kombinasyonlardir.

S= é (S,w)w

w A

Tim serilerinkimesi K = A7? ile gogerilir.

Tanim 2.8.3: ave b iki harf olmak tizere log(e®e”) serisi bir Lie serisidir. Bu seriye
Hausdorff serisi denir. Bu formile Campbell-Baker-Hausdorff (CBH) formilt denir.

Tamm 2.8.4.: F , X Uzerinde serbest Lie cebiri olsun. X kimesine lineer
siralama verilmis olalim. X in elemanlarim uzunlugu 1 olan regiler kelimeler
olarak isimlendirelim. Uzunlugu n’den kicik olan kelimeleri siralamis
oldugumuzukabul edelim. O zaman X-uzunlugu n olan bir w=uv kelimesine,
asagidaki kosullar: sagliyorsa bir reguler kelime denir.

i) u vev reguler kelimelerdir. ,

i) u>v,

iii) u=uu, ise u, £vdir.

19
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X kimesindeki elemanlarin Lie carpimlarindan olusan bir kelimeye bir
monomial denir. Monomiallerin herhangi bir lineer kombinasyonuna da bir
Lie Polinomu diyecegiz. O halde bir reguler kelime bir monomialdir.

Tamm 2.8.5.: L bir Lie cebiri ve M * A, L nin bir alt kiimesi olsun. Eger her
f1 M iginf ninleading terimi olan Id(f)elemani , {id(g)|gT M- { f}}

kiumesinin dogurdugu alt uzaya ait degilse M ye indirgenmis kiime diyecegiz.
Bos kiimenin indirgenmis oldugunu varsayacagiz.

Teorem 2.8.7. (Kukin, 1972) : Bir serbest Lie cebirinin indirgenmis bir M alt
kimesi bagimsizdir.

Tamim 2.8.8.: L bir Lie cebiri ve B, L nin bir alt cebiri olsun. L de moduloB
maksimal lineer bagimsiz kiimeye L nin modiloB baz denir. L nin modiloB
bazimin eleman sayisina B nin L deki koboyutu diyecegiz ve bunu (L:B) ile
gosterecegiz.
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3. UNIVERSAL ENVELOPING ALGEBRA VE POINCARE — BiRKHOFF —
WITT TEOREMI

Evrensel enveloping cebir Lie cebirlerinin temsil teorisinin bir temel yapisidir.
L , bir bazi {x,%,,L,x,} olan bir Lie cebiri ve r :L® gl (V) ye bir temsil olsun (V
herhangi bir vektor uzayr). x,yl L icin r (X)r (y) carpimu genelde r (L) ye ait
olmaz. Bununla birlikte bir cok yerde bu carpim fonksiyonlarin bileskesi olarak

alinir. Yapinin temeli birim eleman ve x1 L olmak lzere r (x) ler tarafindan
Uretilen asosyatif cebirdir. Bu cebire L nin enveloping cebiri denir ver (L) ile
gogterilir.  Bundan baska doguraylar  r (X)r (x;) =r (x;)r (x)+r ([%,%])
bagintilarin saglarlar. Bu bagintilar 6zel bir r temsiline bagli degildir.

L nin enveloping cebiri L ve x,X,,L_,x, gibi n tane bilinmeyen tarafindan
Uretilenve XX, - X% - [%,%;] bagintilarim saglayan asosyatif cebirdir. Béylece her

enveloping cebir evrensel enveloping cebirin bir bolim cebiridir. Bu anlamda
evrensel enveloping cebir L nin tiim enveloping cebirlerini kapsar.

Biz bu kissmda L bir Lie cebiri oldugunda L nin evrensel enveloping cebirini
vererek bir bazinin hangi formda oldugunu inceleyecegiz. Ayrica bir serbest
asosyatif cebirin her bir alt cebirinin Grébner bazim inceleyecegiz.

3.1. Serbest asosyatif cebirlerdeidealler.
X ={x,%,L} bir kime olsun. X" ile X in elemanlar: Uzerinde tammli
w=x X% L.Xx kelimelerinin tamaminin kiimesini gosterelim. X" aym zamanda 1 ile

gosterilen bos kelimeyi de icerir. X* kiimesi X Uizerinde serbest monoiddir. X

Uzerindeki ikili islemi asagidaki gibi tanimlariz;

x X" X"® X° uw=uv (yanyanayazma) (3.1.1)
Eger w=xx Lx T X" ise wnunderecesi deg(w)=k dir.

Eger u,vi X" olmak tizere v=wuw, olacak sekilde w,,w,T X" elemanlar

var ise u ya v nin bir garpan (faktorii) deriz. Ornegin u, v nin alt kelimesi ise v nin
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bir carpamdir. Eger v=uw, ise u, v nin sol carpan;, Vv=Wu ise u, Vv nin sag
carpan denir.

Bu bdlim boyunca X, carpimsal ve azalan zincir kuralin saglayan < seklinde
tam siral1 olarak alacagiz. Yani u<v ise wl X' icin wu<wv ve uw<w dir.
Eger w2 w, 3 L kelimelerin azalan bir zinciri verildiginde w, =w,,, =L olacak
sekilde bir k>0 vardr. Ornek olarak deglex sralamasim <, olarak alalim.
Siralama tammu sOyledir;

deg(u) <deg(v) ise u<,,Vv Eger deg(u)=deg(v) iken i<j ve
w,u',v'T X olmak tizere u=wxu', v=wx,v'

Simdi F bir cismve F(X) , X tarafindan gerilen vektdr uzay: olsun. 3.1.1 de
verilen “ X" islemini F(X) e bilineer olarak genisletelim. Bu durumda F(X), birim
elemanl1 bir asosyatif cebir olur. Bu cebire F Uzerinde birim eleman: 1 olan bir
serbest asosyatif cebir denir. X 1n elemanlarina monomialler denir. f1 F(X) nin

bos olmayan tim monomiallerinin kiimesine f nin dayanag: (support) denir. <
sralamast f1 F(X) elemamimn leading monomiali fikrini belirler. f1 F(X)

leading monomiali f nin dayanak elemanlarinin en biylk dereceli (< siralamasina
gore) monomialidir ve LM(f ) ile gosterilir.

S1 F(X) igin LM(S)={LM(f)| fT S}
olarak tammlanr.

|, F(X) in bir ideali olsun F<X% yi hesaplayalim. F<X% nin bir
bazin bulmak istiyoruz. Yani F(X) in butiin modiilo | temsilcilerinin bir kiimesini

bulmak istiyoruz. Bunun anlami F (X deki | yagoretiimleyen olan ve B tarafindan

gerilen Bl F({X) kimesini bulmaktir. Bundan baska baz elemanlarinin garpimini

modulo | baz elemanlarimin lineer kombinasyonu olarak gostermemiz

gerekmektedir. Bu problem F(X) in modiilo | normal kelimelerinin kiimesi ile
¢Ozaldr. Yani bu kiime

N() ={ul X" Jui LM(1)}.
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dir. C(l) ile N(I) tarafindan gerilen vektor uzayim gosterelim.

Onerme3.1.1: |1 F(X) birideal ise F(X)=C(I)A1 d.

Ispat:
N() ={ul X" [ui LM(1)}
C(l)=SpanN(I)

Olsun.
C()CI =0

oldugu agiktr.

fT F(X) olsun f =v+ p olacak sekilde vi C(I) ve pl | oldugunu gosterecegiz.

Tumevarimla;
LM (h) < LM (f)
olacak sekildeki her hi F(X) icin dogru olsun. (Azalan zincir kuralina gore
LM (f) den kiigiik monomiallerin sayisi sonludur). LM (h)<LM (f) ise | T F igin
f =1 LM(f)+h
yazilir. Tlimevarimdan
h=v+c, vi C(l) ve pl |
dir.
Eger LM(f)T N(I) ise ispat biter. Bunun yanlis oldugu yani LM (f)T N(I)
oldugu durumda bir g | igin LM (f)<LM(g) olur ve
g=mLM(g)+ht

ve timevarimdan ul C(I) ve gl | igin,
f- I_g ) U+q
m
yaesit olur. Sonunda
I
f=u+q+—g
m

olur ve ispat biter.
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Simdi f1 F(X) ise Onerme 321 e gore f nin f=v+p olacak sekilde
(vl C(l),pT ) bir tek yazilisa sahiptir. vi C(l) elemamina f nin | modiliine
gore normal formu denir. Nf, (f) veya Nf (f) ile gosterilir.

f=v+p

Nf(f)=v
u,vi C(I) ve u*v=Nf(uv) olsun. O halde * islemi ile C(l) bir cebirdir. Bu cebir

F X% yaizomorfiktir.

Eger biz, bir normal formu hesaplayan bir algoritma gelistirebilirsek o zaman
F{X)" cebirini kolayca hessplayabiliriz. GT F(X), F(X) in bir ideslinin
doguray kiimesi olsun. Herhangi bir f1 F({X) elemam olmak tizere, her gl G igin
LM(g), f ninifadesindeki highir monomialin bir faktorii degilse f elemanina G ye

gore normal formdadir denir.
Asagidaki algoritma ModuloG normal form hesaplama algoritmasidir.

Normal Form Algoritmas

Input: 11 F({X) inbir treteg kiimesi G ve f1 F(X) olsun.

Output: f T F(X) eleman modiiloG normal formdadir 6yleki f =f mod|

Adim1l: f =0ve h=f olsun.

Adim 2: Eger h=0 isef vyi getir. Degil issu=LM(h) yapve | yi1 u nun
katsayisi olarak al, h yi belirle.

Adim 3: u nun bir carpam LM (g) olacak sekilde gI G olsun. Eger boyle bir g
yoksa
h=h-luvef =f +lu
yap ve Adim 2 ye don.

Adim 4: g deki LM (g) ninkatsayist m ve v,wi X" olsun. Oyleki vLM (g)w=u.
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h=h- I—vgw
m

alip Adim 2 ye don.
Acgiklama: Her adimda LM(h) nin azaldigi gorultr. Boylece < azalan zincir kosulunu
saglachgindan bu islemler belli bir adim sonunda sona erer. Sadece herhangi bir

LM(g) yi carpan olarak icermeyen monomialler f ye eklenir. Agik olarak, sonlu
adim sonunda elde edilen f G ye gore normal formdadir. Bundan baska herhengi
bir adimda elde edilen f =h+f mod| olup f =f mod| dir.

Normal form algoritmasin asagidaki bigimde tekrar formalize edebiliriz.
hi F(X) ve wi X" dah nin supportunda bulunan ve bir gi G igin LM (g) yi bir
alt kelime olarak icersin. u,vi X" olmak lizere

uLM(g)v=w

Olsun. Bu durumda h eleman: héye indirgenir denir. Oyle ki
h¢=h- I—ugv dir.
m

Burada | ve msirasiylah veg ninleading monomiallerinin katsayilaridir.
Daha genel olarak, h,L-,h lar h ler h,, e indirgenmis olsun 1£i£k-1. Bu
durumda h, h, ya indirgenmistir. Ve h ® h,  ile gosterilir. Aslinda normal form

algoritmast indirgeme adimlar: serisidir. Eger baska mimkin indirgeme yoksa
istenen sonug elde edilmistir.

Ornek 3.1.2 X ={x,y}, G :! ﬁfzéf%fzé()fy ve <, olsun. x<,, y olsun.

9 9 93
LM (G) ={LM (g,), LM (g,). LM (g,)} ={y. %", y°} dir.
f =x?y*T F(X) elemaninin normal formunu bulmak istiyoruz.

f =x’y* ise f =x(xy)y seklinde yazilabilir. Sunu goririz f ® x’y. Soyle devam
eder ve

Xy® yxy® yx?
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olur. Buise en sonunda G ye gére normal formdur. Sonug olarak;
- (- XY +x(y’) =Xy

Xy =x*(xy) ® X' =x(x})® xyx® x’® yx

ciktr yx .dir.

Goruldugi gibi Ureteg kiimesi G olan | idealinin bir f elemanint modulo |
normal formu tek bir tane degildir. Acaba Normalformun tek bir tane oldugu durum
var midir? Bunun igin Grébner bazina ihtiyag duyacagiz.

Tanim 3.1.3 (Grébner Bazy): |, F(X) in bir ideali olsun. GI | icin eger her
f1 1 icin LM(g), LM(f) nin bir alt kelimesi olacak sekilde bir gl G varsa G

ye | nin bir Grobner baz denir.

Ornek 314 : F=F(X)=(xy,z) olsun. G={x,y} kimesi |=(xy) idealinin
Grobner bazidir.

Teorem 3.1.5: Gl F(X), | idealinin bir Grébner bazi olsun. " gi G igin

LM (g), w nun bir carpam olmayacak sekildeki her wi X" elemanlarinin kiimesi

N(I) dir. Dahast NormalForm(G, f), her T F({X) icin Nf, (f) y verir.

Tanim 3.1.6: GI F(X) olsun. G ye self-reduced denir. Eger; birinci olarak
g! h1 G icin LM(g), LM (h) nin bir carpan degildir. ikinci olarak her g1 G igin
LM (g) ninkatsayist 1 dir.
|1 F(X) birideal ve G={g,,9,,..} tarafindan tretilsin. wi X" icin
15‘ Lug v U,V v X oyleki U LM (g, Vv <wg
I
ornegin; u,vi X" igin ugv formundaki tim elemanlarin gerdigi vektor uzay: olsun

ve gl G dyleki LM (ugv) <w dur.
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Teorem 3.1.7: |, F(X) inself-reduced G kiimesi tarafindan Uretilen ideali olsun.
G, | min bir Grébner bazichr ancak ve ancak her g,,g,1 G ve u,vi X igin
LM (g,)u=VvLM (g,)

buradan gu- vg,1 1. (t=LM(g,)u icin) dir.

Tanim 3.1.8: g,,0,1 F(X) ve w =LM(g;) i=12,...icin g, ve g, icindeki w,
ve w, nin katsayilarinin 1 oldugunu kabul edelim. w,, w, nin bir faktoru degil ve
w, de w, in bir kat1 (faktori) olmasin. O zaman u,vi X igin wu=ww, dir ve u,
W, icin bir 6z sag carpan ve v, w, igin bir 6z sol carpandir. Oyleyse g,u- vg,, g,

ve g, nin bir kompozisyonu (bileseni) dir denir.

Sonug 3.1.9: |, F(X) in self-reduced bir G kiimesi tarafindan uretilen ideali

olsun. G, | mn bir Grébner bazidir ancak ve ancak G nin f elemanlarinin her

kompozisyonu sifirdir. Yani NormalForm(G,f )=0 dr.

3.2. Universal Enveloping Algebra

L, bir F cismi Uzerinde bazi B ={x,x,,..x} olan bir Lie cebiri olsun. (L sonlu
boyutlu olmak zorunda degil ) X de B ile aralarinda bijeksiyon olacak sekilde bir
kime, f :B® X bir bijeksiyonolsunve f : L® F(X) bilineer olarak genisletelim.

F(X), X" n elemanlar: tarafindan gerilen vektor uzay: olsun. X" Uzerindeki

carpmayr F(X) e genellersek, 0 zaman F(X) asasyatif cebir olur. x T B nin f
altindaki gorunttstinu f (x) =X ile gosterelim.

f(B) ={f (x).f (), L ()} =X

f(B)" f(B)® f (B) kartezyen carpimu ile bir serbest monoiddir.

F =span X", bu carpim bilineer olarak genisletelim.

|, F(X) inasagidaki elemanlar tarafindan Uretilen bir ideali olsun.
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gi,»=><,»>_ﬁ->§7,»-f(ng,>g[§|) 1£i<j icin
0 F(X)/ e . : _ _ o
Zaman | bSlim cebirine L nin U (L) Universal Enveloping cebiri denir.

p :F({X)® U(L) bir projeksiyon dontistimii olsun.

Ly F(x)weuw @ )
donisumi L yi U(L) ye donustardr.
vi Lb v=I,x+l % +L+I _x

FO) =1F 00+ () +L+1 f (%)
f([%%])=[% %] =%X%, - %X,

Bir Lie cebirinin evrensel enveloping cebirinin bazim belirleyen asagidaki
teorem Poincaré — Birkhoff — Witt Teoremi olarak bilinir. Bu teoremin ispat1 bir cok
kaynakta bulabilirsiniz (Graaf, 2000)

Teorem 3.2.1 (Poincaré — Birkhoff —Witt): U (L) nin bir bazi
XXX , k3 0vei, <i, <..<i,

formundaki monomiallerden meydana gelir.( k =0 ise monomial 1 alinir.)

Ispat: G:{gij|1£i<j}| idealinin doguray kiimesi olsun. X' (izerindeki

X. olsun. O zaman

sralamayr (term order) <y, aaim ve i<j ise X <y, X;

LM(g;) =%x;X dir. Gnin self-reduced oldugunu kabul edelim ( Yani her bir
;> 9> LM (g;), LM (g,) nin bir parcas: degil ve katsayilar1 1 olsun).
G ning; ve g, elemanlarimn tim mimkin olan kompozisyonlarini ele

alalim. Burada kisaca gorulecegi gibi X =X olmasi durumunda kompozisyon olusur

aksi halde kompozisyon meydana gelmez.
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olacak sekilde u,vi X" bulunabiliyorsa kompozisyon olusur. O zaman
XU=WXX, U, XX nin6zsag kismi, v, XX nin0zsol parcasi

Ohade u=x, v=x; olmahdir.
X
X =X olmas: halinde kompozisyon olusur. Aksi halde kompozisyon

0yu- v9, = (%% - X%, - f (. xg)) ¢~ (%% - %% - 1 ([x.x])

2?«( XXX - (8% 8% - B + XXX +Xf ([x,%])

Ohalde u=x, v=x; olmahdir.

=

OjU- VG = XRKX - XX% - (8, x B R A+KF ([%.%]) oo (1)
dir.

Simdi bu kompozisyonun modiloG normal formunu bulalim. (Eger bu
kompozisyonun modilo G normal formunun sifira indirgendigini gosterirsek o
zaman problem ¢dzulmus olur.)

Iki adim sonunda XX, X
X X%+ (@6 % B+ (86 x g% k<i<]

elemaninaindirgenir. Gorelim;

olup LM () nin bir alt kelimesidir.
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=f- ink-iki.-f(ng,xkg))x
= XK - XX % - (@ % H) %+ Xf ([%0%])- Mﬁk % - (8 %)X

%5 K5 (86 )5 + %1 (%) (g %)%

LM (h) =- XXX, gij G i¢in LM(g), LM (h) nin alt kelimesidir.

=%%% - XX -1 (6 X B R+ XS ([%0%])- (8% B)%

a5 4l

Ao

AR - %% - XF (8 %h)
= XXX - XXX

Not: Bu islem terim terimde olabilir. Bu sekilde alinirsa islemlerin daha kisa olmasi

bakimindan kolaylik saglar.
gju- VOy = X;XX = XXX - (éxj’xia)ik"'xf ([inx|])

XXX de XX atkelimes LM (g,) olup
h =X%XX - (9,)%
=X %X - (X% %% - £ ([x.%])%

BRK - BRE XXX H (1, xD)%

=X X%+ (%, % )%

h, deki birinci terim olan X XX yi tekrar indirgersek
hz:hl' Yk(gij)

=%X% - R (%% %% - f ([x,,%]))

= XX+ ([, 6% - XFK +RXK + X (%, %])

=X XX+ ([X, X DX AXE([%,%]) (D)
LM (h,) =X XX, olup LM (g) alt kelime olacak sekilde g1 G bulunmaz.

O halde indirgeme islemi biter.
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(9;,9,) kompozisyonundaki diger terime bakarsak, XXX terimini ModuloG ye
goreindirgeyelim. O zaman

h =XXX - X(9y)

X% - % (X% - XX - f (1%,,%])

= RFR - RIR XX AXE (%% ])

XXX +%f ([x;,%])

I
X

LM (h) =XXX; olup XX _alt kelimeve
h,=-h-9g,X (LM(h) inkatsayisi-1old.)
=X%X, - X (0%, %)) - (X% - %% - f ([x.%])%;)
= XX+ XF (1%, %]) - RFE +X XX, +f (%, %)X,
=R XX + X ([X, X )+ (% X)X, o (3)

(2),(3) de elde ettigimiz sonuglar: (1) de yerine yazarsak ve terimler yerine ModuloG
indirgenmis formlar: yazarsak,

g,u- vge =(A- - (8. x B % X (% %)
= %% +F (g% % B) X + % (6. % §)
- (kaij +Xf (@, % )+ ([xi,xk])ij)
-f ng,xg)X(+ij ([x.%])
= B+ (5 B % +%F (8% )
B % (&%) 1 (x0])%
-f (ng,x[r}])Xﬁij ([x.%])
= (& % 8%+ (8 xB)- XF (& %H)
(%)% - 1 (@ B %+ (%))
Hatirlatma: V,F(X> icerisinde X kumesi tarafindan gerilen vektor uzayinm
gosersin. vi V alalim. Xv- vk (x kendi kendisi ile kompozisyon olusturur.)

elemanini ModiiloG indirgersek f (gx,f 1(v)lffl) elemanina indirgenir.
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viVb v=¢X +cX, +L+cX +L
CX X +CX % +L+CXX +L- XX - XX - L- XX - L

=G(X% - XX) 6 (X% - XR)FL+C (XX, - %) +L

V-

B
Rel

g; =X% - XX, - f (SXJX'H) gijT | olup indirgenmis olan kisim,

=cf ([%,x])+cf ([x,x])+L+cf ([x,x])+L
=f ([x,cx +c% +L+c,x, +L])
=f ([x.f (V)]

oldugunu buluruz. O halde 4 ile verilen ssitlige bakarsak, bu eleman
f (&%) + %5 (% H)- XF (.%8)
£ ([ ])% - (8% B %+ %f ([x0%])

ModuloG indirgenmis normal formu,

- (%f (8% %.8)- f (84 %8)%)

+xf (8. 8)- T (%% 8)%

+X;f ([xxk])f ([)g,xk])ij

-1 (&0 (B B8+ (&1 (k88 (87 (5 x )
(880 %8 % B+t (8508 x B+ (8.[% % J8)

e o]

¢ ., N, N N
fo @usbisll "SR IBT §us 3l
C 60 B o] - Eex Bx XNl g

8% % B X €% 8% X B 8% [ %0 % J8=0

Jakobi 6zdesliginden

(800 % BB X B [ ) =0
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O halde G, | idealinin Grébner bazidir. Béylece F(X) in modilo | normal
formundaki hicbir monomial LM(g;) Vi alt kelime olarak icermez. O halde

teoreminispati F(X)=C(I)+! oldugundan ispat biter.

P F<X% mn bazi i > jolmak Uzere x x; formundaelemanicermez. o

Sonu¢ 3.2.2: i:L® U(L) donistimu injektiftir.
HEA F<X>%@;®F<X%:U(L) . i=pof
Ispat: Yukaridaki teoremin ispatindan, X, i3 0 elemanlari Modilol lineer
bagimsizdir. Dolayisi ile
"VIV,v=3 1l x b fM=31f(x)=a!,X olup i(y)T U(L) dir
P i injektiftir. O

Son sonucta L yi U(L) icindeki goruntUsti ile 6zdeslestirelim. Yani L yi U(L)

nin bir alt uzayr gibi distinebiliriz. Boylece X1 X yerine x aabiliriz. U(L) X

tarafindan Uretildiginden, aym zamanda L tarafindan dretilen bir cebirdir. (Bdyle
dusunebiliriz)

Tamm 3.2.3: L, bir bazi {x,%,,L} olanbir Lie cebiri olsun.
xexz LT U(L)
elemanina Standart monomial denir.
r:L3%® gl(V), g(Vv) :{ f.:V¥%L®w V|f Iineer} , L nin bir representasyonu olsun.
raf ViV

x,yI Lb r(X)r (y), r (L) de kapsanmayabilir. Bu carpmay1 bileske olarak alirsak
o zaman r (X)r (y)T r (L) olur. Bu dénisiimlerin kiimesi bir cebir meydana getirir.
Bu cebiri r (L) ile gosteririz. Buna Enveloping cebir denir. (L nin enveloping

cebiri)
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r:L%%® gl (V) bir temsil ve A=r (L) bu temsile karsilik gelen enveloping

cebir olsun. r doénisumind r :U (L) ® A dontsimiine genisletelim

r ()= (%) (x ) e (%)

ile genisletmis olalim. O zaman r 6rten bir cebir homomorfizmi olur.

r(L)*:A@P('-%  J=kerr

Buradan L nin her enveloping cebiri Evrensel enveloping cebirin (universal
enveloping cebir) bolum cebirine  izomorfiktir. Ayni zamanda
r,V yibir U(L)- Modil yapar.

av=r(a)v "al U(L),vl V

UL)’ve vV

(a,v)ar (ayv
Ayrica, U(L)® A olan her homomorfizmin L ye kisitlamast r ya esit olmak
zorundadir.(¢unkd L, U(L) yi dogurur.)

Batin bunlardan, herhangi bir temsilin L den U(L) ye genisletmenin bir tek
yolu vardir. Bundan baska, r :U(L)® gl(V) bir representasyon ise r nun L ye
kisitlanis1 da aynt zamanda L nin bir temsilidir (representasyonudur). Bdylece L nin
representasyonu ile U(L) nin representasyonu arasinda birebir bir iliski vardr.
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4. DAIRESEL KELIMELER (CIRCULAR WORDYS)

Serbest Lie cebiri ile dairesel kelimeler arasinda birgok iligki vardir. Witt
formdalt ile verilen homojen boyutun ve ilkel kolyelerin (Primitive neclaces)
sayisinin esitligini hemen Ornek olarak verebiliriz. Bu bolimde kendi kendine
sonlanan dairesel kelimeleri inceleyecegiz.

Once kolyelerin (neclaces) ve ilkel kolyelerin (primitive neclaces) sayisini
hesaplamakla ise baslayacagiz. Sonra Hall kelimeleri ile ilkel kolyeler arasindaki
birebir ve 6rten bagintiy1 tammlayacagiz. Daha sonra Lyndon kelimelerini Ureten
yeterli bir algoritma verecegiz ve verilen bir kelimenin Lyndon kelimelerindeki
parcalams1 hesaplayacagiz. Hall kelimeleri igindeki bir kelimenin pargalansi,
kelimeler ile ilkel kolyelerin multisetleri arasinda birebir ve 6rten bagintiy: ifade
eder. En son olarak, permitasyonlar: sabit (invariant) birakan ve serbest Lie cebiriyle
baglantil1 cesitli simetrik fonksiyonlarin konusu iginde uygulamalari olan diger
birebir ve orten fonksiyonlar veriyoruz. Bu bdlum ile ilgili temel kavramlar C.
Reutenauer (1993) de bulabilirsiniz.

4.1. 1lkel kolyelerin (primitive neclaces) sayis

Eger; bazi x,y kelimeleri icin u=xy ve v = yx ssitlikleri saglayorsa ( A’
A kimesi Uizerindeki serbest monoid olmak tizere ) A" 1n iki kelimesi olan u,v
elemanina konjugedirler (conjugate) deriz. ‘u ve v conjuge’ bagintist bir denklik
bagintisidir, buna konjugasyon (conjugation) deriz. Bir denklik simifina bir konjuge
(conjugacy) sinif1 deriz. Bir konjuge sinifi ya bir dairesel kelime veya bir kolyedir.
Geometrik olarak ifade edecek olursak, bir kolye (neclace) koseleri A min elemanlari
olan diuzgin n- gen dir. Eger bir dondirme, bir donisim veya bir homoteti
uygulandiginda ¢akisik olan n-genler aynir (identical) olarak alinacaktir.

Eger bir kolyenin kendisini sabit birakan asikér olmayan déndirme yoksa bu
kolyeye ilkel kolye (primitive neclace) denir. Bir kelimenin konjuge sinif1 ilkel kolye
ise bu kelimeye ilkeldir (primitive) denir. Daha genel olarak; bir kolye, daima onun
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uzunlugunu bélen bir en kiigik d periyoduna sahiptir ve buna gore konjuge simifinda
d tane eleman vardir ve bu elemanlar, C = {ul% ,u;%’ ,L,uc%} oyle ki {u1 ,uZ,L,ud}
bir ilkel konjuge sinifidir. Artik C igindeki her bir w kelimesi d periyoduna ve %

Usstine sahip oldugunu ifade edebiliriz.

6 ababb

babba

© CI\
bbaba

babab

Sekil 4-1 ababb nin konjuge sinifi

) O N R
bbabba = (bba)>

babbab = (bab)?

Sekil 4-2 abbabb nin konjuge sinif1 (periyot 3, Us 2)
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Teorem 4.1.1: A:{ai,az,L,aq}, gelemanl bir alfabe olsun. n uzunluklu ilkel

kolyelerin sayist
18 mayg™ (4.1.1)
n djn
dir.
a harfinin n olayl1 ilkel kolyelerin sayist (i =1,L_,q olmak lizere)

1o & n/d o}
- d -,
n?& m )gnl/d,nz/d,L,nq/dg

4.1.2)
n=n+L+n,
dir. (Burada; “ r”: Mobius fonksiyonu ve“ ( )" : kombinezonu gosterir.)

Teorem 4.1.1 i direkt olarak ispat edebiliriz, fakat Ureteg fonksiyonlarinin
Ozelliklerini kullanmay1 tercih ederiz. Clnkdi bu aym zamanda sonug igin de

kullamsh olacaktr. x,L.,x, degismeli degiskenler olsun. Bir u kolyesinin
evaluasyonu (degeri) Q[x,K,x,] polinomu igindeki x{‘leg‘“ monomialidir,
burada i =1,2,L_,q olmak lUzere u kolyesinde a den n, tane vardir. Bir kelimenin
evaluasyonu benzer sekilde tammlanir. EgerL kolyelerin (veya kelimelerin) bir
kimesi ise L nin Uretec fonksiyonu L nin elemanlarimin evaluasyonlarimin bir

toplamudir. Ornegin; 2 uzunluklu ilkel (primitif) kolyelerin kimesinin Ureteg
fonksiyonu asagidaki gibidir,

o)
a X X;

i<j
Gunku her bir ilkel kolyeler, i < j olmak lizere a;a; seklinde bir tek temsile sahiptir.
Simdi n-yinci kuvvetler toplam: simetrik polinom olan p, i tanimlayalim

Pr (%, K X)) = + L+ X

Teorem 4.1.2: n uzunluklu ilkel kolyelerin Ureteg fonksiyonu
1 N
—& md)py"” (4.1.3)

djn

dir.
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ispat: C_(n) ile n uzunluklu ve e periyotlu elemanlarin kiimesini gogterelim. n

uzunluklu kelimelerin kiimesi olan A" nin bir parcalanisi

A'=JC,(n)
en

seklindedir.
Uzunlugu e olan ilkel kelimelerin kiimesini P(e) ile gosterelim.
uau”, P@E® C(n)
donisumu birebir ve ortendir. Suna dikkat edelim P(e) igindeki her kelimenin her

biri aym eveluasyonlu e tane konjugesi vardir. Evaluasyonu ev ile gosterirsek

/(™) =evu)],,

olur.
Daha genel olarak ifade edecek olursak A" 1n Ureteg fonksiyonu
(x4 +L+X)" = P (%K, X))
dur. Boylece uzunlugu e olan ilkel kolyelerin treteg fonksiyonunu

l.(x, +L+X,) ilegosterirsek

pl"(xl,K,xq):§ el (e + L+ X°) 4.1.4

elde ederiz. p, (x,K,%,) = p,(X K, x{) oldugunu biliyoruz. Bu nedenle.

1o n 1o n

na rr(d)pd/d(XuK’Xq):Ea m(d) py'“ (', K, x;)
dn

djn

1o Q n/e n/e
==a md)q &.(x"°.K,x*)
N gn &n/d

oldugunu yazabiliriz. (4.1.4 den n yerine ya ve X yerine x* yazdik.)

d|n ve e|n/d den,e|n ve d|n/e olmasina denktir. Bu da

lo n/e n/e Q
=a d.(¢"* K, x*)md) g m(d)
n dn djr/e

dir.
n = e olmadikga ikinci toplam 1 dir ve boylece ifade | (x,,K,x,) yaesitolur. [
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Teorem 4.1.1 in ispatr: (4.1.3) formulinde ,x,K,x, =1 koyarsak bu (4.1.1)
formultnd verir. Dahast a, (1 =1K,q) harflerinden n. tane bulunan ilkel kolyelerin

sayisi (4.1.3) deki x* Lx("1q nin katsayisidir. Bu katsayi (4.1.2) dir . Cunku

e n/d
0K %) & L
Xq n+L+rg=n/d grl’l—’rq 7} Xq

dur.

Sonug 4.1.3: n uzunluklu kolyeleri Greten fonksiyonu

—aj (d)p;“

d\n
dur. Burada) Euler fonksiyonudur. g harften olusan bir alfabede, n uzunluklu

kolyeleri sayisi

—aj (d)g™
d\n
dir.
Iginde a (i =1,K,q) harfinden n tane bulunan kolyelerin sayisi
n/d 0
ai(d )g

n€ dn &n/d,L,n /dg

dir.

Ispat: n uzunluklu kelimelerin her bir C konjuge simif1 igin, uzunlugu n yi bolen
ilkel kelimelerin bir tek CC konjuge sinifi vardir. n/e dersek C={u’lul C¢
oldugunu yazabiliriz. Bu durum, kolyelerin (veya prmimitif kolyelerin) Ureteg
fonksiyonu olan k. (veya | ) ile aralarindaki

kn(Xl’K! Xq) = é In/e(Xle’K! Xg)

ozelligi verir.

Teorem 4.1.2 den
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[o] 1 [o] n e e
k(. K.,x)=a e d m(f)py® (%K, X)
en fin/e

=8 28 ()Pl (x K, x,)

e{n ef\n
_1 Q n/d Q @0
== K, eme—=
”31 Py (% xq)% Cos
1o . ]
=Ee}1 (d) Py (% . K, %),
din

elde edilir. Clnkd p; (x7,K,X3) = pg (%, K, X,) ve | (d):édden(d/e) dir.

Diger iki formuli elde etmede gene Teorem 4.1.1 den gérilir. ©
4.2. Hall Kelimeleri vellkel Kolyeler (Primitive Neclaces)

Kelimeler Gzerindeki konjuge olma bagintisi bir denklik bagintisidir. Bu
ylzden ilkelligi (primitive) ve periyodikligi korur. Suna dikkat edelim H ilkel
konjuge siniflarin temsili kimesi ise bu kiime

{h"|hT H,n3 1
dir. Uzunlugu pozitif olan tum konjuge simiflarin temsilinin bir kimesidir. Asagidaki
sonu¢ Schitzenberger (1965) in teoreminin 6zel bir durumudur.

Teorem 4.2.1 (Reutenauer C. 1993): H, A" bir alt kiimesi olsun. Bir 3 srralamasi
alinsin. Kabuledelim ki A" 1n igindeki her bir elemanin bir tek parcalams: olsun.
Y ani

hLh,n30hl H,h3L3h

O zaman H , ilkel konjuge siniflarin temsili bir kiimesidir.

Sonug 4.2.2: H, A" dabir Hall kiimesi olsun. O zaman H deki her kelime ilkeldir
ve bos olmayan her kelime, h",h1 H,n31 formundaki bir tek kelimenin

konjugesidir.
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Ornek 4.2.3: Daha 6nceki Ornekteki Hall kimesini ele alalhim; Biz abaababa
kelimesine konjuge olan Hall kelimesini bulmak istiyoruz. aabab,aab,a,ab,b lerin
Hall kelimeleri oldugu biliniyor ve artan siraiginde yaziyoruz. Algoritma sunu verir;
(a,b,a,a,b,a,b,a) ® (ab,a,a,b,a,b,a)® (ab,a,ab,a,b,a)

® (ab,a,ab,ab,a) ® (aab,a,ab,ab)

® (aab,aab,ab) ® (aab,aabab)

® (aababaab)
Son kelime istenilen Hall kelimesidir.

A tam siralamali olan bir alfabe olsun ve A alfabetik sirali olsun. Bir

Lyndon kelimesi, trivial sag ¢arpan olmayan kelimelerin timinden daha kiigik olan
bir kelimedir.

Sonug 4.2.4: Bir w kelimesinin Lyndon kelimesi olabilmesi icin gerek ve yeter

kosul primitif ve konjuge simifindaki en kiiglk kelime olmasidir.

Ispat: Lyndon kelimelerinin kiimesi olan L, 6zel bir Hall kiimesidir. O halde, Sonug
4.2.2 den , L, ilkel kelimelerin konjuge simiflarinin temsilinin bir kiimesidir. Simdi,
eger w bir Lyndon kelimesi w=uv, u,v* 1 ile w nun bir konjugesi vu olsun. O
zaman Lyndon kelimesinin tammindan  w<v oldugunu biliyoruz. v, w dan daha
kisa oldugundan w, v nin bir 6n eki olamaz bu ytizden w<wvu oldugunu anlariz. Bu
nedenle her Lyndon kelimesi onun konjuge sinifindaki elemanlarin en kiigiigudr, bu
da ispat1 sonlandirir.

4.3. Lyndon kelimelerinin Uretilmes

A, tam srali sonlu bir alfabe olsun. A, afabetik srali olsun ve L ile
Lyndon kelimelerinin kiimesini gosterelim. Sabit bir N 3 1 tamsayist i¢in uzunluklari
£ N olan Lyndon kelimelerinin kiimesinin L, ile gosterelim. Simdi bir fonksiyon
tanimlayalim:

ly:Ly{Z3 ® L,
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(Burada z, A igindeki en bilylk harftir) Sart su: I (u), {xI Ly|x>u} kimesi
icinde alfabetik siraya gore en kiiguk kelimedir.

Sunu gozlemleyelim; |, basit olarak, sonlu tam sirali L, kiimesi icindeki
“sonraki eleman fonksiyonudur” (en biylk eleman z iken). Bu nedenle, I, nin
bilgisi uzunlugu £ N olan tim kelimelerin Uretilmesi icin basit bir algoritma verir :
(en kiicuk harf olan’) a dan baslamr, u=1,(a) hesaplanr, sonra |, (u) ve sonunda

z elde edilene kadar boyle devam edilir.

Bundan sonraki sonucu, tam olarak Duval (1988), |, fonksiyonunun gok
hizl1 ve verimli bir sekilde hesaplanabilir oldugunu géstermistir. Bunu igin iki tamma
ihtiyacimiz var. Verilen bir u kelimesi igin, D, (u)=u“p kelimesine u nun N
uzunluklu periyodik genislemesi denir. ( Burada p, u nun bos olmayan bir 6neki k
ve p, kI N, |u"p|: N olmak iizere bir tek sekilde tamumlanmuslardir). Diger
taraftan, D, (u), uuu..u... “sonlu kelimeler” in N uzunluklu bir tek 6nekidir. Not:
Bu 6nekler, u nun bos olmayan bir p 6n eki olmak (izere genellikle u*p gibi
yazilabilen N 3 1 uzunluklu olan 6nekleridir.

Simdi, soyle bir fonksiyon tammlayalim: S: A'\z ® A'. Burada z , z nin

kuvvet kiimesini gostersin,
S(W):min{xT A*|X>W,W|x|£|V\4}
S(w) yi hesaplayan basit bir algoritma var. zden farkl: bir a harfi olmak Uzere,

w=vaz olsun. Sonlutamsirali A icinde a dan sonraki harf b olsun. O zaman,
S(w) =vb (4.3.2)
dir.

Teorem 4.3.1: |, fonksiyonu, SoD,, bileskesine esittir.

Once birkag lemma ispatlayalim.
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Lemma 4.3.2: Eger u<v olacak sekilde u,v iki Lyndon kelimesi ve n,p3 1 olan

iki tamsay1 ise u"v® bir Lyndon kelimesidir.

Ispat : n=p=1 olmas durumunda ispat aciktir. Genel durumda tiimevarim ile

izlenir, bir kere suna dikkat edelim u<u"v® <v (son esitsizliktir ¢tinkii u"v® bir
Lyndon kelimesidir).

Sonraki lemma gosterir ki bir Lyndon kelimesi ile onun periyodik
genislemesi arasinda herhangi bir sirada Lyndon kelimesi yoktur. Bu, Teorem 4.3.1
inispati igin ilk adimdur.

Lemma 4.33: u,v,Ju£N veuEwgE D, (u) olacak sekilde iki Lyndon kelimesi

olsun o zaman w=u dir.

Ispat: Farz edelim ki w , uEw£ D, (u) durumunu saglasin. Gosteririz ki w bir
asikér olmayan s son ekine sahiptir ve u, bir p 6n ekine sahiptir 6yle ki s£ p dir.
Bu nedenle s£ p£u<w dir ve w bir Lyndon kelimesi degildir.

Once farz edelim ki w, D, (u) nin bir 6n eki olsun. O halde D, (u), u nun

baz1 kuvvetleri olan u? nun bir 6nekidir, ayn1 zamanda w nun da bdyle olduguna

dikkat edelim. Bu nedenle baz1 k3 O tam say1 olmak Uzere, u nun bazi p Onleri
icin w=u“p dir. Buradan w? 1 oldugunu goriiriiz ve trivial olmayan p segebiliriz
(Eger zorunluise p=u ile p=1ve k-1 ile k yer degistirir). Bu durumda p=s,
w=u“p ninasikdr olmayan bir son ekidir.

Simdi farz edelim ki w, D, (u) nin bir 6n eki olmasin. Oncelikle alfabetik
srrlamanin  tammindan w£ D, (u) oldugunu ve bazi a<b harfleri ve x,wét
kelimeleri icinw=xawt, D, (u)=xbt oldugunu biliyoruz. D, nin tanmmmndan,
k3 0 icin x=u*ut dir ve u nun 6n eki p=u® dir. s=u&nt olsun o zaman

w = u*uewe=u*s ve s, w nun asikar olmayan bir son ekidir. Daha da ileri gidersek
s=ubwi<ub=p olur.
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Lemma 4.3.4: st 1 olmak tzere u = ps bir Lyndon kelimesi olsun. ¢, s<c olacak

sekilde bir harf olsun. O zaman pc bir Lyndon kelimesidir.

Ispat: t, pc nin bos olmayan bir 6z (proper) son eki olsun. pc<t oldugunu
gogeririz ki bu pc nin bir Lyndon kelimesi oldugunu ispatlayacaktir. t¢, p nin bir
0z (proper) son eki oldugunda t =t®& oldugunu elde ederiz. O zaman t =t®&, ps nin
bos olmayan bir 6z son ekidir. Ve bu nedenle ps<t® dir ¢ciinkii ps=u bir Lyndon
kelimesidir. Devam edersek s<c oldugundan t&<t& dir ve p, ps nin bir 6z 6n
ekidir. Bu nedenle p<ps. Bdylece p<ps<t&<té=t dir ve p<t dir. Farz
edelimki p, t nin bir 6n eki olsun, t, pc nin bir 6z son eki olmasindan sunu elde
ederiz;|p|+1=|pc|>|t|P |p|3 |t| dir. Ve p=t yi elde etmis oluruz. Bu ise dogru
degildir. Clnki bir 6nceki esitsizlikte p <t idi. Bu nedenle dikkat edersek pc<t
dir.

Sonug 4.3.5: u, alfabenin en buyik harfi olmayan bir Lyndon kelimesi, p, u nun

bos olmayan bir 6neki ve k bir tam say1 olsun. O zaman S(u*p) bir Lyndon
kelimedir.

Ispat: z,A daki en biyik harf olsun. O zaman p kesinlikle z ile baglamaz.

Gergektende, aksi takdirde u=z® olur ve u3 z3 u nun son harfi olur; 6ncelikle u
Lyndon kelimesidir bu sunu gerektirir u, onun son harfine esittir. Bu nedenle u=z

dir, bu ise ilk kabullenmemize karsidir yani celiskidir. Ozellikle p, z nin bir
kuvveti degildir. Bu nedenle (4.3.1) den dolayr al Az \icin p=paz vyi elde
ederiz. A iginde a sonragelen harf b ise S(p) = p,b dir. a ile baslayan baz1 s
kelimeleri icin u= p,s oldugunu elde ederiz. Bu nedenle s <b dir ve Lemma 5.3.4
den pb nin bir Lyndon kelimesi oldugunu anlariz. Simdi (4.3.1) e geri donersek
S(u*p) =S(u*paz) =upb yi elde ederiz. pa, u nun bir 6n eki oldugundan

u< pb yi elde ederiz ve Lemma 5.3.2 i kullanarak ispat1 halletmis oluruz.
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Teorem 4.3.1 in Ispati: u uzunlugu £N,u? z olan bir Lyndon kelimesi ve
w=1,(u) olsun. O zaman tammdan, w, {xT A*|x>u,|x|£ N} kiimesi icindeki en
kictk Lyndon kelimesidir.
Lemma5.3.3dan w> D, (u) oldugunu biliyoruz. Bu nedenle w,
{XT A | x> Dy (u), | £ N}

kiimesindeki en kigik Lyndon kelimesidir. Fakat S(D, (u)) bu kime igindeki en
kicuk kelimedir. Bazi k tam sayilart ve u nun bazi bos olmayan p 0Oneki igin
D, (u)=u“p Oldugu biliniyor. Biz Sonu¢ 4.3.5 den S(D,(u)) nin bir Lyndon

kelimesi oldugunu biliyoruz. Bu nedenle S(D,, (u)) =w=1(u) dur.

Ornek: 4.36: N=9, A={a<b} olsun. O zaman u=aabbb bir Lyndon
kelimesidir. O halde sunu sdyleriz;

l,(u) = So D, (u) = S(aabbbaabb) = aabbbab
dir.

4.4. Lyndon Kelimelerine Parcalanis

A tam siral1 sonlu alfabe olmak lizere L, A lizerinde alfabetik sirlamaya
gore Lyndon kelimelerinin kiimesi olarak bilinir. L , Ozel bir Hall kiimesidir. Bu
nedenle A" daki her w kelimesi tek tiirlii azalan parcalamsa sahiptir.

w=l.d, LT L3 (4.4.1)
(4.4.1) deki parcalamisin varligi ve tekligi direkt olarak ispatlanabilir. Gergekten her
kelime, Lyndon kelimeleri icinde bir pargcalamsa sahiptir (6rnegin w , igindeki
harflerin carpimidir) ve carpanlarimin sayist en azdir. Simdi Carpanlar: en az olan bir
parcalams alalim. Lemma 5.3.2 dan, k,I Lyndon kelimesi olup k<1 iken kT L
olur. Bu minimal pargalams azalan olmak zorundadir. Bu durum (4.4.1) deki
varhigim ispatlar. Teklik ise asagidaki sonucun bir neticesidir.
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Lemma4.4.1: w nun (4.4.1) seklindeki parcalanis igin asagidaki dzellikler saglanir:
@) I, w nunasikér olmayan en kiguk son ekidir.
@ii) 1., w nunen biiytk son eki olan bir Lyndon kelimesidir.

(iv) 1, w nunen biyuk 6n eki olan bir Lyndon kelimesidir.

Ispat: s, w nun asiké&r olmayan bir son eki olsun. Bu durumda I¢, | nin 1£i £n

olacak sekildeki bos olmayan bir son eki olmak Uzere s=1¢

i1+l

KI_ dir.

(i) | bir Lyndon kelimesidir. Boylece |, £1¢£1¢

4. Kl =sdrvel £1
oldugundan |, w ni asikar olmayan en kuicuk son ekidir

(i) Farz edelim ki s, | den daha biyik olsun. O zaman, i<n
oldugundan |¢£ s olmasini gerektirir. (i) deki sonucu kullanmrsak,
| <s oldugunu anlariz. Bu sonu¢ s nin kendisinden daha kuguik

asikér olmayan bir son eke sahip oldugunu sdyler, bu nedenle s bir
Lyndon kelimesi olamaz.

(i)  p,wnun, |, den kesinlikle daha uzun olan bir dneki olsun. O zaman
2EKEn ve |, nin bos olmayan bir Oneki ¢ olmak Uzere

p=1KI ¢  seklindedir.  (441) i  kullandigimizda

ICEI, £I1<I1Klj_1lj¢: p sonucuna variriz bu ise p nin bir Lyndon
kelimesi olmadigin gosterir. m

Duval (1978, 1983) tarafindan verilen ¢ok daha etkin bir algoritma vardir.

Simdi bunu tammlayacagiz. Bu amagla burada p, u nun bir 6neki ve k tam sayi
olmak lizere, u*p seklindeki kelimedeki, u kelimesinin  sesquipowerim
tammmlayacagiz. Genelligi kaybetmeksizin, p* u (p, u dan farkhdir) olarak

alabiliriz. Eger k3 1 ise bir sesquipowere nontrivial denir. Lyndon kelimelerinin

nontrivial sesquipower’lerinin kiimesini S ile gosterelim. S nin bir u elemam daima

u=I*p (4.4.2)
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seklinde bir temsile sahiptir. Burada 1T L, p, | nin 6z 6neki ve k3 1 dir. S nin
verilen bir u eleman: icin temsil (4.4.2) tektir: Gergekten p nin Lyndon kelimeleri
icerisindeki azalan parcalams1 p =h Kh, olsun o zaman h £ p<| dir. Bu ylizden
u nun Lyndon kelimeleri icindeki azalan parcalamsi |“hKh, dir. Buradan
parcalanisin bir tek olmasi demektir.

Bu bdlimin sonunda, S nin elemanlarimin  (4.4.2) deki tek torla temsile
sahip oldugunu anlayacagiz.

S nin (4.4.2) deki temsile sahip bir u kelimesi igin, s kelimes ve bir a
harfi olmak Ulizere | = pas yazabiliriz. a=e(u) seklinde yazalim. Simdi S™ A
kilmesi Uzerinde ® ile gosterecegimiz bir ikili bagintiyr, ul S, bl A, vi A
olmak Uzere eger e(U) £b ise

(u,bv) ® (ub,v)
olarak tammlayalim.

e(u) £b olmas: ubl Solmasimi gerektirdiginden bu bagint: iyi tammlannms-
tir. Gergekten u=1*p ise (4.4.2) deki gibi ve | = pas ise bu durumda a=e(u) dur.
Bu yiizden, ya a=b dir bu durumda ub = (pas)* pa nin S de oldugu agiktir ya da
a<b ve as<b dir. Bu ylzden Lemma 5.3.4 den pb , | < pb olacak sekilde bir
Lyndon kelimesidir yle ki Lemma 4.3.2 den ub =1*pb bir Lyndon kelimesidir bu
nedenle S igindedir.

® un gegisken bir kapamsim %% ile gosterelim. Bu durumda S™ A" (ize-
rinde kismi bir siralama oldugu agiktir. Ve eser x® y olacak sekilde S” A' de hig
bir y elemam yoksa xI S A" ye maksimal denir. S” A deki her x icin S A" da
X ¥3® y olacak sekilde bir tek maksimal y elemam oldugu agiktur.

Parcalanis algoritmasini bir sonraki teoremde tammladik.

Not: bir kelimenin Lyndon kelimelerine azalan parcalanisi s6yle yazilabilir;
w=lKIP, >l kK k31 (4.4.3)
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Teorem 4.4.2: w (4.4.3) de oldugu gibi parcalamisa sahip olan bir kelime, ¢ de
w=cwl , olacak sekilde w nun ilk harfi, (u,v), S A daki tek maksimal eleman
oyleki (c,wd 39 (u,v) olsun. (Burada u (4.4.2) deki gibidir). O zaman
l,=1 ve k, =k
cr.
Diger bir ifade ile ® rewriting sistemi (yeniden yazma sistemi), w nun
parcalanistaki ilk Lyndon kelimelerinin kuvvetini hesaplamamiza yarar. Bu yizden

sonuna kadar w nun yerine pv yazilarak devam edilip gidilir.

Ornek 4.4.3; w=abbabbababb, a<b. S indeki her u (4.4.2) deki gibi yazilmis

olsun. e(u) harflerini koyu sekilde yazalim. Sunu elde ederiz;

(a,bbabbababb) ® (ab,babbababb) ® (abb,abbababb)
® ((abb)a,bbababb)
® ((abb)ab,bababb)((abb)? ababb)
® ((abb)?a,babb)
® ((abb)2ab,abb)

Sonuncu maksimaldir ¢iinkii b>a dir. Bu yiizden w=(abb)’s dir ve s ile
devam edersek : (a, babb) ® (ab,abb) ® ((ab)a,bb) ® ((ab)?,b) ® (ababb,1). Bu
yiizden s bir Lyndon kelimesidir ve w nun parcalanis1 (abb)?(ababb) dir.

Ispat: (c,w9 3% (u,v) oldugundan w=cwt=uv=I1pv elde ederiz. pi A,
| = pas olsun. pv nin Lyndon kelimelerine azalan pargalamisi pv=h Kh, olsun.
Ya h , p nin bir 6nekidir. Bu nedenle h £ p<| olur yada; p h in bir 6z 6neki
dir: pbhddir, burada b, v ninilk harfidir; sonra (u,v) maksimal oldugundan a>b
almaliyiz, bu yuzden h = pbh¢< pas=I dir. Her iki durumda da h <I dir. Buda
sunu gosterir; w nun Lyndon kelimelerindeki azalan parcalanisi I"thhq dur ve
boyle devam edersek
=1, hKh=IEKI?
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olur.

Bu teoremin ispat1 algoritmanin lineer oldugunu gosterir. Daha 6zel olarak ifade

edersek w yu pargalamak icin A nin harfleri arasindan en ok 2|w| defa karsilastir-

maya ihtiyag vardir.
45. Tdlkel Kolyeerin Multikiimeleri ve K elimeleri

Bir E kumesi igin yeni bir tamm yapacagiz. M :E® N bir donistime E
nin elemanlarimin multikimesi (katli kimesi) denir. E deki e icin, M(e) ye M
deki e nin multiplicity (katliligi) denir. Eger bunun, kardinalitesi (kimenin eleman

say1st) sonluise § M () <¥ sonludur.
dE

Teorem 4.2.1 (in hipotezine gére A bir H alt kiimesi verilsin. 4.2.1 de
verilene gére A’ nin kelimeleri ile H elemanlarimin multikimeleri arasinda asikéar
bir bijeksiyon vardir. Bu durum H Hall kimesi i¢in bu dogrudur veya Lyndon
kelimelerinin kiimesi olan L=H icinde dogrudur. Ustelik ileri giderssk Sonug
4.2.2, H ileilkel kolyelerin kiimesi arasinda bir bijeksiyonun oldugunu sdyler. Bu
yluzden asagidaki sonuca ulasiriz. Multikimelerin bilesenlerindeki evaluasyonu
(veyasirasiyla uzunlugu ) evaluasyonlarin carpimidir (veya uzunlularin toplamudir).

Teorem 4.5.1: A 1n bir Hall kimesi verilsin (6zellikle Lyndon kelimelerinin
kimesi), 0 zaman asagidaki U¢ kiime arasinda evaluasyonu koruyan kanonik bir
bijeksiyon vardir;
(i)  n uzunluklu kelimelerin kiimesi
(i) n uzunluklu Hall kelimelerinin multikimelerinin kimesi
@iii)  n uzunluklu ilkel kolyelerin multikiimelerinin kimesi
Simdi, bir Oncekinden daha degismez Ozellikleri sahip ilkel kolyelerin
multikiimeleri ve kelimeleri arasinda bir baska bijeksiyon tammlayacagiz. Bu
bijeksiyon Serbest Lie cebirleri ile baglantili olan ¢esitli simetrik fonksiyonlar ile
calismada kullangl olacaktir.
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A tamsirali bir afabe olmak tizere a1 A igin A" 1n bir elemam w=a Ka,
olsun. [n]={LK,n} olmak tizere d,:[n]a A [n], d(i)=(a,i) seklinde bir
fonksiyon tamimlayalim. d,, nun injective (bire cok) oldugu agiktir. A" [n] sozlik
sralamasina gore siralidir. d, (i) <d,(j) sartindan, Uzerinde bir tam swralama
tammlar. Bu sart asagidaki 6zelliklerle birlikte bir denkliktir,

(a <a) veya(a=a, vei<j). (4.5.2)
[n] Uzerindeki bu tam siralamaya w nun standart numaralanmasi denir dyle ki: w

daki en kucik harften baslayarak, w nun harflerinin pozisyonlarinin, soldan saga
dogru numara sirasina gore belirlenir. Daha sonra ikinci en kicik kelimeden devam
edilerek numaralandirma siirdiriilir. (Ornek 4.5.1 bak)

w nun standart permitasyonu, s (i) <s (j) , d, (i) <d,(]) dedenklik olmak
tizere [n] nin st(w)=s olan bir tek permittasyondur. Eger yukaridaki gibi w daki
harflerin pozisyonlarimin bir numaras: olarak alirsak, [n] Uzerinde bir kelime gibi
gorlp, s direkt olarak elde edilebilir.

Asagidaki bilginin dogrulanmasint kolayca gorulebilir.

s(i):‘{j|1£j£n, a <a1.}‘+‘{j|1£j£i,a1. =aj}‘.

Ornek: 4.5.2:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
w=>b b a a b d d d b d b C
s=3 4 1 2 5 9 10 11 6 12 7 8

Daha 6nce oldugu gibi s ve w lar icin, s nun bir ¢ =(i;,N,i,) devrini distnelim.
aa Ka Kelimelerinin denklik simiflari olan kolyeleri v, (w) ile gosterelim.

O zaman, M(w) kolyesinin bir multiset tammi {v,(w) | ¢, st(w) nindevridir}
multiseti olur. Daha da formullestirirsek; her v kolyesi icin v_(w) =v olacak sekilde

M (w)(v) = st(w) ninc devrinin sayisi tarafindan M (w) tanimlanir.

Dikkat edersek, w nun evaluasyonu (degeri) M (w) evaluasyonuna esittir.
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Ornek 4.5.3: s ve w lar Ornek 4.5.2 oldugu gibi olsun. s nun devirleri sekil 4.3 te

gogerilmistir. M (w) multiseti, a. Ye gore her i rakaminin yerinin degistirilmesi

ileelde edilir (a - yerine bu kolyeler degismez). Sekil 4.4 e bak.

X
¢

Sekil 4-4

Teorem 4.5.4: wa M (w) fonksiyonu kelimelerin kiimesinden ilkel kolyelerin sonlu

multisetlerinin kiimesine evaluasyonu koruyan bir bijeksiyondur.
Ispatta W ters bijeksiyonu anlatilmstir.

Ispat: (a) Asagidaki gibi kurulan, evaluasyonu koruyan (evaluation-preserving) W
fonksiyonu, ilkel kolyelerin sonlu multisetlerinin kilmesinden A a soyle
tammlansin: M oW =id. O zaman W injectif (bire cok ) olacaktir. Bu nedenle
Teorem 4.5.1 e gore surjectif (Orten) olur. Cunkd verilen bir evaluasyonlu
kelimelerin kiimesi sonludur. Bu nedenle M, A" dan ilkel kolyelerin multisetlerinin

kimesi Uzerine bir bijeksiyon dur.
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(b) P, A¥ deperiyodik dizilerin kiimesi olsun.
p:A"® P, (bl A igin
p(bKb)=(b,K,b.b,K,b,K)
olmak Uzere P deki her eleman p(u) seklindedir. Suna dikkat edelim; p, ilkel
kelimeler ile periyodik diziler arasinda bir bijeksiyon tanimlar.
z: A*® A*
2(ay,a,,8,,K) = (a,,8,,a,,K)
Seklinde tamimlanan bir degistirme fonksiyonu (shift mapping) olsun. Bunun P ye
kisitlamast P nin bir permitasyonudur. Sunu elde ederiz

Z(p (b Kb)) =p (b, Kb b)) (4.5.2)

ve

z'(p (b Kb)) =p (b Kb ,) (45.3)

Bu sunu gosterir, u ilkel, p(v) dizisine gore v ile u konjuge olur ve p(u)
nun z* altindaki orhiti (yoriingesi) tam |u| elemanlidir yani u nun konjugelerinin
sayisi kadardir.

A* Uzerinde sozlik siralamast koyalim ve aynisim A*” ¥ icinde yapalim.
f:A¥ ® A fonksiyonu, dizinin ilk elemamnin lizerine gondersin. z ve f, P” ¥
de z(s,1) =(z(s),l) ve f(s,1)= f(s) ilebir genislemedir (extend).

(c) Bir u kelimesinin konjugasyonunu (u) ile onun ters donistimiini de i ile
gosterelim ( yani soyle tanimlanmis; eger u=a,Ka,, al Aise li=a Ka). N,
n uzunluklu ilkel kolyelerin sonlu bir multiseti olsun. N ile P" ¥ nin E alt

kiimesini birlestirirsek ,[0] = A olmak tizere

E= U*{p (f/&)}’ [N((W))] (4.5.4)

ul A

Not: E nin kardinalitesi n dir ¢linkd ilkel olan bir u kelimesinin konjuge simifinda |u|

eleman vardir. Not: ayni zamanda E, A¥” ¥ nin < tam siralamasim miras olarak alir.
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Soyle yazariz E={g <e <L <e}. Eger uv konjuge kelimeler ise o zaman
N((u))=N((v)) dir. Ve 8V konjugedirler. O halde 4.5.2 ve 4.5.3 den E nin z ye

kistlamass E® E ye bir permittasyondur. s , [n] nin s (i) =g olmak tizere

s =d*oz'od seklinde tammlanan bir permitasyonu olsun. d,d™* lerin artan
fonksiyonlar olduklarina dikkat edelim. a = foz*(e) icin w=a,Ka, olsun.
M(w)=N oldugunu goruriz ki bu ispatin bittigini gosterir: ve bu w=W(N) seklinde
kendini ortaya gikarir.

d Biz s nun w nun standart permitasyonu oldugunu iddia ediyoruz.
Gergekten, s (i)<s (j) , Zz'(g)<z'(g) yedenktir (¢linki d,d"* artandirlar).
Alfabetik siralamanin dzeliginden

{f(z"q) < f(z'(e))} veya{f(z'(e)) = f(z'(g)) veq <e}
esitligine donlstr bu ise (g <a;) veya(a =a, vei<j) olur ve bu (4.54)
demektir. Boylece iddiamiz ispatlanmus olur.
(45.3) ve (45.4) ten z*' in bir devri su sekildedir; | , 1£1£M((u))ve
u=b,Kb, olmak lzere

(p (KB, 1), (p (bb Kb,),1),K, (p (b, KbR),1).

Not: Kelimelerin konjugeleri aym devri tammlarlar. s =d*oz*od oldugundan,
s nundevri c=(i,,K,i,) seklindedir.

i, =d"((p (b Kby),D),

i, =d"((p(bh, Kb,),1),
!

i, =d ((p (b ,KR),I)
Not: burada a = f 0z *(g) = f 0z 0d (i) oldugundan 4.5.3 den sunu yazariz;
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a, =foz'((pKh))=f(PrK))) =h,
a, = foz'((p(hKb,),1)) = f((p(b,K),1)) =b,
M
a, = foz ' ((p(b..KRb),) = f((p(aK),) =h.
Bu sunun oldugunu gosterir; v, (w) = (g ,K3g, ) kolyesi (u) yadenktir (esittir) ve biz

M(w)=M ssitliginin oldugu sonucuna varirirz.

Ornek 4.55: M nin W ters fonksiyonunu, sekil 4.4 te gogerildigi gibi ilkel
kolyelerin multisetleri Uzerinde tanimlanmis olsun. Kolyeleri zit yonde, her kolyenin
kodsesini, metin tarafindan elde edilen peiyodik dizi ile etiketleyelim (sekil 4.5 e bak).
Simdi bu dizi sozluk siralamasinda olsun. (ilk kolye gesitli siralamalara sahiptir,
carpimsal  yerlestirildigi zaman sekil 4.6 ya bak) Devir sekli icinde bir s
permitasyonu elde edilir: onu bir kelime gibi yaz ve kdselere gore etiketler ile her
bir basmagin yerlestir:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
s=3 4 1 2 5 9 10 11 6 122 7 8
w=b b a a b d d d b d b ¢
Ornek 4.1.8 in kelimelerinden elde edilenlerle, olmas: gereken

bdbd.
™ () C
Sekil 4-5
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1

5 OO

3 4

°N

Sekil 4-6

55



5. SABIT UZUNLUKLU IPTAL EDiILEMEZ KUMELER Ebubekir TOPAK

5. SABIT UZUNLUKLU iPTAL EDILEMEZ KUMELER

Bu kisimda Lyndon kelimelerini daha degisik bir yolla algoritmik olarak veren
bir teknikten soz edecegiz. Bir onceki bdlimde Lyndon kelimeleri ayrintili olarak
incelenmisti. Simd bu kisimda Lyndon kelimelerini algoritmik olarak veren bir
teknikten bahsedecegiz. Bu da J. M. Champarnaud, G. Hansel ve D. Perin (2003)
tarafindan verilen sabit uzunluklu kisaltilamaz kelimeler ile belirlenecektir.

5.1. On bilgiler

A, < ile lineer siral1 bir sonlu kiime olsun. A alfabesinde bir kelime, A nin
elemanlarinin sonlu bir dizisidir. Kapsamadan dolay: bos diziye bos kelime denir. A

alfabesi lizerindeki tiim kelimelerin kiimesini A’ ile gosterelim. wi A’ kelimesinin
uzunlugunu |w| ile gosterelim. Eger bir w kelimesi icin w= pu olacak sekilde bir u
kelimesi varsa p ye w nun On eki denir. Eger p* w ise p ye 6z 6nek denir.
Benzer sekilde simetrik olarak bir son ek tammlanir. Bir w kelimesi igcin w = pxq
olacak sekilde p ve q kelimeleri varsa x e w nun bir faktorl (garpani, pargasi)
denir. Bunlart aym zamanda sonsuz kelimeler iginde kullanacagiz. A Uzerinde iki
yam sonsuz kelime, (a,),; . dizisidir. k =|x| olmak Uzere eger x=a,a,,, L-a,.,,
olacak sekilde bir n1 Z indisi var ise x eiki tarafi sonsuz bir kelimenin bir faktorii
denir. Eger her n1 Z icin a,., =4, olacak sekilde bir p2 1 sayisi varsa her iki
tarafi sonsuz olan (a,),;, dizisine periyodik dizi denir. Bu nedenle, eger iki tarafi
sonsuz olan kelime sonlu bir u kelimesinin tekrarlanmasindan elde edilmisse bu
kelimeye periyodik kelime denir. Bu sekildeki periyodik kelimelerin kiimesini u* ile
gosterecegiz.

Benzer kavramlar tek tarafi sonsuz kelimeler icinde gegerlidir. Bunlar igin

diziler (a,), dir. x,yT A" ve y bos olmayan kelime olmak (izere xyyy... sonsuz

kelimeyi xyw ile gosteririz xyw = xyyy... dir.
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Bir w kelimesinin bir hem 6neki hem son eki olan kelimeye ve bos olmayan
kelimeye w nun sinir1 (border) denir. Siniri sadece kendisi olan bir kelimeye sinirsiz
(unbordered) denir.

A alfabesi (izerindeki tim kelimelerin kimesi A’ (izerinde < siralamasi
uygulanarak alfabetik diizen ile lineer olarak siralidir. Tammdan dolayr a,bT A ve
a<b, u,v,wl A olmak Uizere eger; x, y nin bir 6z 6neki (yani y=xs, sl A’)
veya eger x=uav, Yy=ubw ise her iki durumda da x<y dir. Alfabetik siramn
basit bir 6zelligi olarak sunu sbyleyebiliriz; x<y ise ve eger x, y nin bir 6neki
degilse her u, v kelimesi igin xu < yv dir. (yani ali <ayse ise alibey <aysehanim
s0zIUk siralidir)

Eger x=uv ve y=wu olacak sekilde u,v kelimeleri varsa x ile y kelimeleri
konjugedirler denir( 6rnek: araba ile abara konjugedirler). Konjugelik A" da bir
denklik bagintisidir. Eger bir kelime bir 6z kuvveti yok ise primitiftir (ilkeldir)
denir.(6rnek: “ bekir ” primitiftir ama “ baba” primitif degildir ¢linkt baba = (ba)2
dir) Yani rT A" icin n>1 olmak {izere r" seklinde olmayan kelimeler primitiftir. q
sembollt, k uzunluklu primitif kelimelerin konjuge siniflarinin p(k,q) sayisi witt’in
Unlt formald ile verilmistir.

d
p(k’q):%i m(%/)a
primitif kelimelerin konjuge siniflarinin sayisim gosterir. Burada m, Mobius

fonksiyonudur.
c(k,q): q harfli k uzunluklu kelimelerin konjuge siniflarimin sayist olmak

uzere;

ctoe)=1-&1 (Kgk

konjuge siniflarinin sayisi. Burada | , Eller fonksiyonudur.

k£13ve q=2 icin p(k,q) ve c(k,q) degerleri alttaki tabloda verilmistir.
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k | 1|23 [4[5]6 | 7]8]9]10]11]12]13
pk,2 | 2 | 1 | 2 | 3|6 9 | 18 | 30 | 56 | 99 | 186 | 335 | 630

ck,2 | 2 3 4 | 68|14 | 20| 36 | 60 | 108 | 188 | 352 | 632

Gercekten de: {a,b} icin a<b olsun. 5 uzunluklu kelimeler asagida verilmistir.

k 1 2 3 4 5
p(k,2) | a,b ab aab, abb aaab, aabb, aaaab, aaabb, aabab,
abbb aabbb, abaab, abbbb

c(k,2) | a,b | aa,ab,bb | aaa,aab, aaaa,aaab, | a3° aaaab,aaabb,aabab

abb,bbb | aabb,abab, | apaah, ababb, abbbb, b°
abbb, bbb

Eger bir kelime kendisinin konjuge sinifindaki en kigik kelimesi ise bu
kelimeye minimaldir denir. Minimal kelimelerin kimesini M ile gosterelim.
Minimal kelimelerin oneklerinin kiimesini P ile gosterelim. Bir Lyndon kelimesi
hem primitif hem minimal olan kelimedir. Lyndon kelimelerinin kimesini L ile
goserelim.

Asagidaki 6nermede, sonugta kullamlan, Lyndon kelimelerinin basit ve Gnlu
Ozellikleri verilmistir. Tamamlama adina bir de ispat ekliyoruz.

Once Lyndon kelimelerinin tammina esdeger olam veriyoruz. Bu ozellikle
Lyndon kelimelerinin unbordered (sinirsiz, kenarsiz) oldugunu gosterir.

Onerme5.1.1: Bos olmayan her w kelimesi icin asagidaki sartlar denktir.
() w bir Lyndon kelimesidir.
(i) Bos olmayan herhangi u,v kelimeleri igin
w=uv den w<wu elde ederiz.

(@iii)  w kendisinin bos olmayan bir 6z son ekinden kesinlikle daha kiigtktr.
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Ispat: u,v bos degilse ve uv primitifss uv! vu oldugu iyi bilinir. O halde
(i) b (ii) dir.

(i) p (iii). v, ve g her ikisi de bos degilss w=vq olsun g, w nun bir 6neki
olmast mumkin degildir. Gergekten de diger durumda bos olmayan bir u igin
w=qu olurdu. vg=qu <uq oldugundan vu elde ederiz bdylece qv<qu =vq olur.
Bu ise bir celigkidir.

g, w nun bir 6neki degilse buradan w<qv den w<q dur.

@iii) P (1) . w nmin primitif oldugu agiktir. O halde w bir Lyndon kelimedir. o

Bir sonraki sonug agiktir. Cunki her kelimenin, bir primitif kelimenin kuvveti
olarak yazmanin bir tek yolu vardir.

Onerme 5.1.2: Bir kelime minimaldir ancak ve ancak bu kelime bir Lyndon
kelimesinin bir kuvvetidir. Bu, Lyndon kelimesi tek trlt belirlidir.
Bir sonraki sonu¢ bunun dogrulugunu ispatlar. Onun zitt: da dogrudur.

Onerme 5.1.3: w, bir minimal kelimenin éneki olsun. O zaman w nun her son eKi
ya w nun bir 6n ekidir yada w dan daha biyuktir. Buna denk olarak, w nun her
Oneki, w nun aym uzunluklu son ekinden kiiguk ya da esittir.

n31lve p, x in bir 6z éneki olmak Uzere bir wi A" kelimesi w= xnp
seklinde ise w ya x in bir sesquipoweri denir. (6rnek: ahmetahmetah = (ahmet)?ah
den dolay: “ ahmetahmetah” kelimesi “ ahmet ” kelimesinin sesquipoweridir, fakat
“ ahmetahmetak ” kelimesi sesquipower degildir.) Ozellikle Lyndon kelimelerinin
sesguipowerlart ilging olacaktir.

Ornegin: a<b olmak lizere w = aabbaabbaa, | =aabb Lyndon kelimesinin
bir sesquipoweri dir.

Asagidaki 6zellik, Fredericksen ve Maiorana’ (1978) de ve to Duval (1983) de
verilenlerden tam bagimsiz olarak uygun Lyndon kelimeleri Ureten bir metoda
baglar. Gergekten de P nin elemanlarim alfabetik sirali olarak tUretmek kolaydir. Bu
aym zamanda L nin veya M nin elemanlarint Uretmek icin bir metot verir. Bu
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Uretme problemi birkag konu baglaminda dusunilmuistdr. (Knuth D.E. (2002),
Moreno E. (2003), Reutenauer C. (1993) ).

Onerme5.1.4: Her wi A" kelimesi ici asagidaki sartlar bir birine denktir.
() w, bir minimal kelimenin bos olmayan bir 6nekidir.

(i) w, bir Lyndon kelimesinin b,r sesquipoweridir

Ispat: (iii) b (i) oldugu aciktir. Bunun tersini gosterelim. Hipotez geregi 6yle bir s
Lyndon kelimesi varcir ki w, sn nin bir énekidir. Eger |w|3 |s| ise w, s nin bir
sesgquipoweri oldugu aciktir. Bu nedenle w yu s nin bir bos olmayan bir oneki

olmasi durumunu distinmek yeterli olur.

w nun uzunlugu Gzerinde bir timevarim kullanalim.

Eger;[w|=1  ise w bir Lyndon kelimesidir. O halde 6zellik dogru olur.

W|>1  ise al A olmak lizere w=va oldugunu farz edelim. TUmevarim

hipotezinden n3 1 olmak Uzere | bir Lyndon kelimesi oldugundan v=Inp
parcalanisini elde ederiz ve p, | in bir 6z 6nekidir.

bl A ve xI A olmak lizere | = pbx olsun. Sunlar gosterecegiz; ya a=b dir
ki bu durumda w=va, | nin bir sesquipoweridir ya da onun kendisi bir Lyndon
kelimesidir.

Gergekten de wi P oldugunda Onerme 5.1.3 (i elde ederiz. pb £ pa olur ve
bu durumda b£a dir. Buradan da b<a ise w bir Lyndon kelimesi oldugunu
ispatlariz. Bunun igin s=ta, w=Inpa nin bir 6z 6neki olsun. u=tb, z=Inpb nin
bir 6z 6neki olan bir kelimedir. Oncelikle zI P oldugundan u kelimesi z nin ve
ayni zamanda w nun da ayn: uzunluklu 6n ekinden buytik veya esittir. Fakat s>u
oldugundan s kelimess w dan daha buyuktir. Ve bdylece w bir Lyndon

kelimesidir. m

Ispat: P (izerinden yapildh ki gergekten P Lyndon kelimelerinin 6n eklerinin
kimesine esittir.
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Bir w kelimesinin bir bolumii (division) bir (In,u) ciftidir 6yleki IT L, n3 1
ve ul A icin |u|<|l| olmak lizere w=Inu dur.

Onerme 5.1.4. e gére P deki her kelime en az bir bolmeye izin verir. Sunu
sOyleyebiliriz. Eger w nun (In,u) seklinde bir bdlimu varsa w kelimesine bir |

Lyndon kelimesi karsilik gelir. Her |T L icin w nin birden fazla bolumii oldugu
aciktir. w yakarsilik gelen en kisa | Lyndon kelimesi olmak (izere (In,u) ye wi P
nin ana bolima denir. In kelimesi w nun ana parcasidir (principle part) ve p(w) ile
gogerilir. u ya w nun dayanag: (rest) denir ve r(w) ile gosterilir.

Ornegin: a<b olmak (zere aabaabbba kelimesi (aabaabbb,a) ve
(aabaabb,ba) seklinde iki tlrli bolmeye izin verir. Ilkine gére parcalanma bir
Lyndon kelimesinin sesquipoweri gibidir. Ikincisi ise ana bolmedir. ( Aciklama
yaparsak; Neden ilk bélmeyi almadik? dersek ¢clnki ikinci bdlmedeki | Lyndon
kelimesi daha kiigliktiir (aab < aabaabb). Peki nicin (aabaab,bba) = ((aab)?, bba)
seklinde bolmedik, clnki ana parcayr olusturan | =aab Lyndon kelimesinin
uzunlugu, dayanak olan u =bba dan blylk olmali. Bu sekilde bblersek esit oluyor.
Onun i¢in boyle bdlemeyiz. )

5.2. Iptal Edilemez kiimeler

A bir alfabe olsun. 11 A* kimesi olmak lizere, A afabes Uzerindeki

(a,),; 7 ki tarafi sonsuz kelimelerin en az bir faktort | kimesi icinde bulunuyorsa

| ya A Uzerinde iptal edilemez kiime denir. Bununla, herhangi bir tarafi sonsuz olan
kelimelerin |1 daki faktorinli sormak da aym seydir. Eger afabe sonlu olursa iptal
edilen kelimeler de sonlu olacaktir. O zaman | dasonlu olur.

Ornek 5.2.1: A={a,b} olmak lzere U ={a,b'} kiimesi, uzunlugu 10 olan her
kelime igin ya bir harfi a olacaktir, ya da bl0 olacaktir. Dolayisi ile U kimesi A

uzerinde iptal edilemez bir kiimedir. Ters bir ornek verirsek; V ={aa,b'®} kiimesi
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iptal edilebilir. Clnkl (ab)w = ababababab... sonsuz kelimesinin bir faktori V
kimesinde yoktur.
Bu nedenle uzunlugu k olan kelimelerden elde edilen iptal edilemez kiimeler

bizimicin ilging olacaktir. Asagidaki 6nermeyi ispatlamak kolaydir.

Onerme5.2.2: A sonlu bir alfabeve |, A zerindeki k uzunluklu kelimelerin iptal
edilemez bir kimesi olsun. | nin kardinalitesi (eleman sayisi), A alfabesi tGzerindeki

k uzunluklu kelimelerin konjuge siniflarinin sayisindan kiigik ya da esittir.

Ispat: ul A", k uzunluklu bir kelime olsun. uw (sonsuz) kelimesinin k uzunluklu
faktorleri u nun konjuge sinifinin elemanlaridir. Bu nedenle | bu simiftan en az bir
eleman icermek zorundadhr. m
k3 1 bir tam say1 ve MKk, k uzunluklu minimal kelimelerin kimesi olsun. Her
mi Mk icin p(m) onun (principle part) ana pargasi ve r(m) onun dayanag: olsun.
Ik kimesi sOyledir;
I, ={r(m)p(m) : ml M,}

Ik dabulunan ilkel olmayan herhangi bir minimal kelimenin oldugunu sdyleriz.

Ornek 5.2.3: Tablo 5.3.1de M, ve |, verilmistir. Asagidaki nesneler gosterir ki |,
iptal edilemez bir kiimedir. Onerme 5.2.2 den dolayr |, nin elemanlarinin sayisi, k

uzunluklu kelimelerin iptal edilemez bir takim elemanlarinin mimkin olan en az
sayisidir.

I, ={r(m)p(m) : ml M,}

M, : k uzunluklu minimal kelimelerin kiimesi

p(m): M, nin m eleman icin ana parga (principle part)
r(m): M, mn m eleman igin dayanak (rest)

l.: Kk uzunluklu iptal edilemez kelimelerin kiimesi
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|, i¢in sunu sOyleyebiliriz; her iki yana sonsuz devam eden ve 7 uzunluklu bir
kelimenin tekrar1 olarak yazilan bir sonsuz kelimenin icinde carpan (faktor) olarak
mutlaka |, nin bir eleman: vardir.

Burada suna dikkat edelim: m= (In,u) deki In bulurken | yi tespit ederken

uzunlugunun u nunkinden daha blyik olmasina dikkat etmeliyiz.

Ayrica daha 6nce de bilindigi Uzere ¢(7,2) =20 oldugu burada da gorulir.

M. nin elemani = m m= (In,u) p(m=In r(m=u I, = r(m)p(m)
1 aaa0aa (@,1) aaa0aa 1 aaa0aa
2 aaaaaab (aaaaaab,l) acaaaab 1 acaaaab
3 aaaaabb (aaaaab,b) aaaaab b baaaaab
4 aaaabab (aaaab,ab) aaaab ab abaaaab
5 aaaabbb (aaaab,bb) aaaab bb bbaaaab
6  asabasb (acab,aab) asab agb acbaaab
7 aaababb (aaab,abb) aaab abb abbaaab
8  asabbab (agab, bab) asab bab babaaab
9 aaabbbb (aaab,bbb) aaab bbb bbbaaab
10  aabaabb ((aab)2b) acbaab b baabaab
11 aababab (aabab,ab) aabab ab abaabab
12 aababbb (aabab,bb) aabab bb bbaabab
13 aabbabb (aabb,abb) aabb abb abbaabb
14 aabbbab (aabb,bab) aabb bab babaabb
15 aabbbbb (aabb,bbb) aabb bbb bbbaabb
16 abababb ((ab)3,b) ababab b bababab
17 ababbbb (ababb,bb) ababb bb bbababb
18 abbabbb ((abb)2,b) abbabb b babbabb
19 abbbbbb (abbb,bbb) abbb bbb bbbabbb
20 bbbbbbb (b',1) bbbbbbb 1 bbbbbbb

Tablo5.2.1
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5.3. Anasonug

Asagidaki sonucu ispatladigimizda gorecegiz ki k uzunluklu kelimelerin iptal
edilemez kimelerinin boyutu (size) Uzerinden c(k,q) alt simirint (lower bound) her
k,g3 1 icin uzatinz. Bu zaten J. Mykkelveit (1972) tarafindan giris olarak

soylenmisti.

Teorem 5.3.1: k,q31 icin g sembolli k uzunluklu c(k,q) formunda bir iptal
edilemez kiime vardr.
Bu teorem asagidaki teoremin bir sonucu olacak ve minimal iptal edilemez

kimelerin yapisim verir.

Teorem 5.3.2: A sonlu bir alfabe olsun ve k3 1 olsun, M, A alfabesi Uzerindeki

k uzunluklu kelimelerin denklik simiflarimin igindeki minimal olanlarimn kimesi
olsun. Her mi MK icin p(m) m nin ana pargast ve r(m) onun dayanag: olmak
Uzere

I, ={r(m)p(m) : ml M,}
kumesi iptal edilemez kiimedir.
Teorem 5.3.2 nin ispat1 i¢in bazi 6n sonuglara ihtiyacimiz var. Bunlarin ilki iptal
edilemez kiimelerin denkliginin temel tanimdur.

Onerme 5.3.3: |1 A" sonlu kelimelerin bir kiimesi olsun. Asagidaki sartlar
birbirine denktir.

(i) | kimesi iptal edilemezdir.

(i)  Iki tarafi sonsuz her periyodik kelimenin, | icinde bulunan en az bir

carpan vardir.

Ispat: (i) P (i) i gostermek yeterlidir. (a,),;, iki tarafi sonsuz bir harf dizisi olsun.
ul A" kelimesi | daki her kelimeden daha bilyik olsun ve (a,)., dizisindeki
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durumlarinin sayisi sonsuzdur. Bu dizi uvu seklinde en az bir carpana sahiptir.
Hipotez geresi ...uvuvuvuv... sonsuz periyodik kelimesi bir wi | carpamna sahiptir.
w kelimesi uv ve vu kelimelerinden en az birinin bir carpanmidir. Bu ayni zamanda

(a,),; ; dizisinin bir faktoéruddr. Ve bu durumda | iptal edilemezdir. m

Onerme5.3.4: | , | nin 6neki olacak sekilde iki Lyndon kelimesi olsunlar. |s| <[l |

olacak sekilde | nin bir son eki si A" olsun. O zaman her n>0 igin w=Ins

kelimesi bir Lyndon kelimesidir.

Ispat: w nun bir 6z soneki t olsun. Ug durumla karsilasabiliriz.

1) t|<|8 olabilir o zaman, t, | Lyndon kelimesinin bir 6z
sonekidir. Bu durumda t>1>1 ve |t|<|I| oldugundan
t>| ns=w dir.

2) t|>]s ve Ofi<n olmak Uzere t=lis gibi t vyi
parcalayabiliriz. s, | nin 6z soneki oldugundan s>13 1| y1
elde ederiz. Sonug olarak t =1is>1i+1 dir. Clnki | <[l |
dir ve buradan t > 1 ns=w yu elde ederiz.

3 [t|>|s ve t nin parcalanisi t =s¢¢, s¢, | i son 6z ekidir

| T L oldugundan s¢>| dir. Ve t= s¢¢ Ins= w olur.
Her durumdada t > w dir. Ve bdylece w bir Lyndon kelimesidir.
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6. LIE CEBIRLERININ SONLU KOBOYUTLU ALT CEBIRLERi VE
KOBOYUTU HESAPLAMA ALGORITMASI

Bu bdlimde L Lie cebirinin sonlu koboyutlu alt cebirleri ele alinacak ve
koboyutu, verilen bir ¢ tam sayisi olan sonlu sayida alt cebirin varlig incelenecektir.

L, k cismi tzerinde dogurucular kiimesi X olsun. B, L nin bir alt cebiri olsun.
L yi bir L serbest Lie cebirinin boliim cebiri olarak disiinebiliriz. Buna gore B', B
nin L icindeki ters goriintiisii olmak tizere L icinde modiilo B* bazinin secimi, L
icinde modiiloB bazinin segimi ile aymicir. Bu nedenle, L serbest Lie cebirinin bir
modilloB" bazimin nasil bulunacagim Ela AYDIN (1997) gostermis ve bir de
algoritma vermistir.

Lie cebirinin sonlu bir dogurucu kiime ve tanimlayict bagintilarla takdimi,
matematiksel ve algoritmik calismalarda 6nemli bir yer tutar. Takdim problemi
fizikten matematige kadar yayilan genis bir alanda pratikligi agisindan biyuk bir
onem tasir. Ozellikle sonlu takdimler bir cok fiziksel modellerde karsimiza cikar.
Dogurucu elemanlarin ve bagintilarin sayisimin fazla oldugu durumlarda bilgisayar
cebirine ihtiyag duyulur. Sonlu takdimli Lie cebirinin  bazimin bulunusu icin bir
algoritma C dilindeki program P.Gerdt tarafindan yazilmustir. (Gerdt ve
Kornyak;1996).

Bu boliimde sonlu takdimli Lie cebirlerinin sonlu dogrulmus alt cebirlerine
gbre modilo alt cebir bazinin insast igin verilen yonteme uygun bir algoritma
yazilmistir. Ayrica sonlu takdimli Lie cebirlerinin bazi siniflart ve bunlarin 6zel alt

cebirleri segilerek bu alt cebire gére moduilo baz segimi yapil mistur.
F, k, cismi tzerinde {x,x,,L,x,} kiumes tarafindan dogrulan serbest Lie

cebiri olsun. F yi kisaca F =(x,%,,L,x,) seklinde belirtelim. Eger F, k lizerinde
herhangi bir Lie cebiri ise I, r,=(xx),r,=(xy)z+(yz)x+(zx)y formundaki
elemanlar tarafindan dogurulan ideal olmak tzere L yi

L=F/1 =(x,%,L,x|r,=r,=0)
seklinde ifade edebiliriz. Bu nedenle serbest :Lie cebirleri igin sOyleyecegiz.
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Simdi Algoritmay1 inceleyelim:
L=(x,%,L,%|r=r,=L=r=0)
Lie cebirini distinelim. B, L nin asagidaki takdime sahip bir alt cebiri olsun:
B=(y, Y, L.y|s=s=L=5=0)
Asagida verecegimiz algoritmay: isleterek L nin modiloB maksimal lineer
bagimsiz elemanlarinin kiimesini verecegiz.
Bu tezin yedinci bolimiinde algoritmay: calistiran bir bilgisayar programi

verilmistir.

6.1. Modilo bazicin Algoritma

L Lie cebiri ve B, L nin alt cebiri olsun. Algoritmay: baslatmak icin girilmesi
gereken verileri asagidaki gibi siralayabiliriz:

i) L nindogurucularinin indislere gore siralanmis X ={x,x,,L} kiimesi.
ii) B nindogurucularinin indislere gore sralanmis h ={y;, y,,L} kiimesi.
i) L nintammlayic bagintilarinin R={r,,r,,L} kimesi.

iv) B ninvarsatammlayic: bagintilarinin S={s;,s,,L} kiimesi.

v) Eger bagintilarda yer aliyorsa skaler parametrelerin P={ p,, p,,L}

Bu veriler girilip az sonra nasil isletilecegini gbsterecegimiz algoritmanin
sonucunda L nin modiiloB lineer bagimsiz elemanlarinin {h,b,,L} kumesini elde
edecegiz.

Simdi adim adim bu algoritmanin girilen veriler ile nasil isledigini gorelim:

Adiml: h,B nin dogurucularimin bir kiimesi olmak Uzere h nin derecesi d
olan elemanlarinin h; kiimesinin belirlenmesi.

h kimesini elemanlarinin derecelerine gore pargalayalim. Bu adimda her bir

elemanin Gzereinden tek tek gidilerek uzunluklarina gore siniflandirmacislemi yapilir.

h kimesine gore uzunlugu k olan tiim elemanlarin kiimesi,
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h={y|(y)=kil 1, k=1231L}

ile gosterelim. Burada Ix bir indis kimesidir. Buldugumuz birinci dereceden

elemanlar1 yine bulunus sirasinagore ;

Vi Yo L Vi
ile, ikinci dereceden elemanlar: yine bulunus sirasina gére
i Yo Lo ye

olarak isimlendirelim. Bu sekilde devam edilirse h,,h,,L_ kimeleri belirlenmis olur.

Adim2: Eger B nin dogurucularimin h kimesi indirgenmis degilse, h nin
indirgenmesi. Kiime indirgenmis ise 2.Adim sonucunda h dabir degisiklik olmaz.
Bu adimda oncelikle h, =4 koyaim ve h,h,,Lh, kimelerinin insa

edilmis oldugunu varsayalim.

E. Uh, kimesi tarafindan dogrulan alt cebir;
j=0
T, B alt cebirinin derecesi d £i +1 olan elemanlarin olusturdugu vektor uays,
T.C, derecesi i+1 den kiglk veya esit olan elemanlarin gerdigi T uzayinin bir alt

uzay1 olsun.
T. vektor uzayinda modilo T.¢ maksimal lineer bagimsiz h.,, kiimesini secebiliriz.

¥
Eger T =Tdiseh,, =/ dir. Boylece h =|Jh, kiimesi indirgenmis kiime olur.
j=0
Adim3: U, derecesi N den kiiglik veya esit olan elemanlarin kimesi iken B
nin U, tarafindan gerilen By alt uzayinin belirlenmesi.

1. Adimdaki uzunluklarina gére siralanmis elemanlardan derecesi N den
kicik veya esit olanlarin sinifi alinarak bunlarin gerdigi uzay bulunur. Bu durumda;
B, = ({h,Eh,ELEh, })
dir.
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Adim4: Son adimda § =4 alalim ve i<k icin § kimelerini insa etmis

olaim. S ile 333 B.EU Sgg maksimal lineer bagimsiz k- yinci dereceden reguler
el 2

i<k
¥
kelimelerin kiimesini gosterelim. Bu durumda S=JS kimesi olarak alip L nin
i=0

modiiloB bazin: belirleyelim. Bu acimda L nin B,EJS kumeleri tarafindan

i<k
gerilen uzayin elemanlarindan farkli olan k uzunluklu elemanlarin tek tek alarak S
kiimesine koyalim ve bu isleme Ky1 bir artwrarak devam edelim. Eger S =/
oluyorsa, algoritmaya son verelim. Bu durumda modilo baz kimesi sonludur. Eger
hi¢ bir S =/ olmuyorsa baz kimesi sonsuz elemanlidur.

Sonug olarak, tim § kiumelerindeki b; elemanlar: bize L nin modiloB baz
kumesini verecektir. Simdi bu algoritmanin isleyisini 6zel takdime sahip olan bazi
Lie cebirleri Uzerinde gorelim. Asagidaki 6rnekleri bdlim 7.3.4 de verilen programla
calistirip sonuglarim gorebilirsiniz.

Bu calismada h nin indirgenmis oldugu durumlar gbz Oniine alinmustir.

Ayrica adim2 deki indirgeme algoritmast yapil mamustir.
Asagidaki ornekler Ela AYDIN' min (1997) Doktora tezinden alinmustir.
Tezden farkli olarak biz burada Braket ¢arpiminin yazilisim saga yasli olarak aldik
Tezin son boluminde bu algoritmanin bilgisayar program yapilacaktir.

Ornek 6.1.1
L=(xv,z | [V.[y.2] = [X[x[x Y]] = [x[x2Z]] =0) Lie cebirinin bir alt

cebiri B=(y, z, [xy], [x[x V]l , [y.[x2], [z[x2]) olsun. L nin modiloB

bazi {x, [x,Z]} ve B ninL igindeki koboyutu 2 dir.

Ornek 6.1.2
L=(xy | [x[x Y]] =[y.[y[xy]l] =0) Lie cebirinin bir alt cebiri

B= (y, [x,y]) olsun. L nin modiiloB bazi {x} ve B nin L icindeki koboyutu 1 dir.
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Ornek 6.1.3

L=<xy | IXDX[x[x ¥ = DIy .y Dy = Ty Ly.Lys Ly [x[x vl =
[y.Ly.Ly. [y [ [ [x vl =0>

Lie cebirinin bir alt cebiri B=('y, [x,y] )olsun. L nin modiiloB baz {x} ve B nin L

icindeki koboyutu 1 dir.

Ornek 6.1.4
L=(xy | [x[x[xVy]l] =0) Lie  cebirinin  bir  alt  cebiri

B=(y, [x Y], [x[x Y]]l olsun. L nin modiiloB bazi {x}ve B nin L icindeki
koboyutu 1 dir.>

Ornek 6.1.5
L=(xy | DXIx[x ¥l = [y.[y.ly.[x ¥l = [y.Ly.[y.[x[x yIllll =0)
Lie cebirinin bir alt cebiri B={y, [x, y].[y,[x,[x y]]]) olsun. L nin modiiloB bazi

{x, [x.[x Y]]} ve BninL igindeki koboyutu 2 dir.

Ornek 6.1.6
L@23)=(xy | [VIVIY.Ix[x Y]] =0) Lie cebirinin bir alt cebiri

B=(y.[x[x VIl [V.[V.[x[xy]lll) olsun. L nin modiloB  baz

{xy, [% YLD YIL DG DG YLD Y.L, [x, Y1, L} ve B nin L icindeki koboyutu

sonsuzdur.

Ornek 6.1.7
L=(xyzt | [xy]l =[x[y,t]]=0) Lie cebirinin bir alt cebir B=< t,[x,t]>

olsun. L nin moduloB bazi {x, y, z, [x,Z].[y,Z.[y.t].[zt]} ve B nin L igindeki
koboyutu 7 dir.
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7. PROGRAMLAR

7.1. Giris

Bir serbest Lie cebirinin Hall bazim hesaplayan bir bilgisayar programi
Munthe H.-Kaas ve Owren B tarafindan verilmis. Andary P.(1997) Lyndon
kelimelerini Ureten bil algoritma ile beraber bir C programi yayinlamistir. Ve daha
sonra Sawada, J. (2003) , Andary P.(1997) nin yapmis oldugu algoritmay1
gelistirmis ve hizlandirmis. Son olarak elde edilen Lyndon kelimelerine braket
koyma islemini yapan bir program yayinlamustir.

Bu calismada tekrarlamal1 islemler yarcim ile, Hall kelimelerini bulan bir
program yazilmistir. Hall kelimelerini bulurken bu kelimelerin aym anda hangi
altmerkezi terimin eleman oldugunu da tespit etmektedir. Program ayni zamanda; 4.
bolumde verilen dairesel kelimelerden faydalanarak, elde ettigimiz Hall kelimesine
karsilik gelen Lyndon kelimesini de bulmaktadir. Daha sonra bir serbest L Lie
cebirinin Uretecleri belli olan bir B alt cebiri igin, L nin ModuloB bazini bulan

program verilmistir.

7.2. Hall ve Lyndon Kelimelerini bulan Delpi7 Programi

Asagida verdigimiz Delphi7 programi, ranki en fazla 20 olan bir serbest Lie
cebirinin Hall bazinin, en fazla 20 uzunluklu kelimelerini bulmaktadir. Bu program
daha Once yazilan programlardan farkli olarak alt merkezi serilerin terimlerini ve
serbest Ureteg kiimelerini de bulmaktadir. Ayrica Hall elemanlarina karsilik gelen
Lyndon kelimelerini de bulmaktadr.

Simdi programin calisma mantigim anlatalim. Oncelikle bir Hall kelimesini
belirlemek icin o kelimenin bilesenlerini iceren tim Hall kelimelerini bulmus

olmaliyiz. Bunun igin rekursif islem yapilir.
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Ornek 7.2.1: [[y,Z],[z,[x.Y]]] kelimesi icin [y,Z] ve [z[x,y]] kelimeleri bilinmelidir.
[y.z] iciny ve z bilinmelidir. [z,[x,y]] i¢in z bilinmeli, [x,y] bilinmeli ve [x,y] iginde
x vey bilinmelidir.

Bunun icin ilk olarak 1 uzunluklu elemanlart X kimesinden alir ve alins
srasinda kucukten bilyidge dogru sralariz. 2 uzunluklu kelimeleri bulurken 1
uzunluklu elemanlarin kiimesinin kartezyen carpimimt alir, Hall elemam olup
olmadigina bakariz. Eger Hall elemam 6zelligini tasiyor ise kimeye ekleriz.

Programda tamimlanmus tipler ve degiskenler 7.2.2.: Programda tammladigimiz
en 6nemli tip HALL_TYPE dir ve asagidaki gibi tammlanmustir.
HALL_TYPE = record
index:longword; // bu elemamn bu uzunluktaki indexi
| 1:longword; /I birinci bilesen indexi
|2:longword; I/ ikinci bilesen indexi

L1:byte; /I birinci bilesen uzunlugu
L2:byte; /l'ikinci bilesen uzunlugu
end;

Bunu su sekilde aciklayabiliriz; 3 Uretecli bir serbest Lie cebirini en fazla 4
uzunluklu elemanlar: asagidaki gibidir.

Keimenin bu
R[N~ |w|N| | uzunluktaki kelimeer
arasindaki sirast
bileseninin o
uzunluktaki kelimeler
arasindaki sirast
bileseninin o
uzunluktaki kelimeler
arasindaki sirast
uzunlugu

Kelimenin birinci
Kelimenin ikinci
Birinci bileseninin
ikinci bileseninin
uzunlugu
Kelimenin kendis

X

y
V4
[x.y]
[x,Z]
ly.2]
[X,[x.V]]

Rlwlw|Nvolo|lo
PR RR Rk
N|R|Rk|k|o|lo|lo

NGNS
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2 1 2 1 2 [x,[x,2]]

3 2 1 1 2 [y.[x.¥]]

4 2 2 1 2 [y.[x.2]]

S 2 3 1 2 [y.[y.Z]]

6 3 1 1 2 [z,[xy]]

7 3 2 1 2 [z,[x,2]]

8 3 3 1 2 [z,[y,Z]]

1 1 1 1 3 DX, [%,[x, Y111
2 1 2 1 3 [x,[x,[%,2]1]
3 1 1 1 3 | y[x[xV]]
4 2 2 1 3 [y.[x,[x,2]]]
5 2 3 1 3 | [vIy[xV]
6 2 4 1 3 | [vly.[x2]]
7 2 5 1 3 | lyly.ly.2ll
8 3 1 1 3 [z,[x,[x.V]1]
9 3 2 1 3 [z,[x,[x,2]]]
10 3 3 1 3 | [z[y.[xV]]
11 3 4 1 3 [z,[y.[x,2]]]
12 3 S 1 3 | [zlyly.Z]]
13 3 6 1 3 [z,[z,[x.V]]]
14 3 7 1 3 [z,[z,[x,Z]]]
15 3 8 1 3 [z,[z]y.Z]]]
16 1 2 2 2 [[x,y].[%,2]]
17 1 3 2 2| [[xyl.ly.Z]]
18 2 3 2 2 [[x,2].[y,Z]]

Tablo 7.2.1 Ug Uretegli serbest Lie cebirinin en fazla 4 uzunluga kadar Hall
elemanlarinin listesi.

Programdaki en 6nemli degiskenimiz All_Hall asagidaki gibi tammlanmustir.
All_Hall: array [1..20,0..1000000] of HALL_TY PE;
Bu degisken icerisinde bir Hall kelimesini barindirir. Birinci bilesen kelimenin
uzunlugu , ikinci bilesen ise bu uzunluktaki elemanlarin igindeki sira numarasini
gosterir. Ornek olarak
All_Hall[4,13]=[z,[z[x,y]]] dir.
Y ani 4 uzunluklu kelimelerin 13. kelimesi demektir.

Ozel olarak n uzunluklu kag kelimenin oldugunu kolay olarak bulmak igin
dizinin [n,0] terimi kullamlir. Ornek olarak Tablo 7.1.1 de verilen 4 uzunluklu
kelimeden 18 tane var. Bunu All_Hall dizisi icinde asagidaki gibi belirleriz

All_Hall[4,0].index:=18
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Programdaki fonksiyonlar ve alt programlar 7.2.3.. Programda kullanilan
fonksiyon ve alt programlardan en 6nemlileri asagida agiklanmustir.

function Hall_elemanimi(hl,h2:HALL_TYPE) : boolean;
Bu fonksiyon, birinci bilesen hl, ikinci bilesen h2 olan [h1,h2] carpimu ile verilen
kelimenin Hall elemam olup olmadigim belirler. Bunu Hall kiimesinin taniminda
verilen sartlara bakarak belirler.

procedure Hall_Bul();
Bu alt program istenilen uzunluktaki tum Hall kelimelerin belirler ve All_Hall
degiskeninin igerisine atar.

procedure Hallkelime(h:HALL_TY PE; var eleman:string);
Bu alt program h seklinde verilen bir Hall elemanini braketli hale getirir.

procedure Hall_Y azdir();
Bu alt program elde edilen tim Hall kelimelerini ekrana yazdirir.

procedure HallToLyndon(h:HALL_TY PE; var eleman:string);
Bu alt program h Hall elemanin: Lyndon kelimesine gevirir.

Programin Delphi7 dilindeki yazilim 7.2.4.:

unit Ebubekir_Hall;

interface

uses
Windows, Messages, SysULtils, Variants, Classes, Graphics,
Controls, Forms, Dialogs, StdCtrls, ComCitrls, Grids;

type
HALL_TYPE = record
index:longword; // bu elemamn bu uzunluktaki indexi
I1:longword;  // birinci bilesen indexi
I2:longword;  // ikinci bilesen indexi
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L1:byte; /I birinci bilesen uzunlugu
L2:byte; /1 ikinci bilesen uzunlugu

end;

TForml = class(TForm)
Labell: TLabel;
Editl: TEdit;
Label3: TLabel;
Buttonl: TButton;
Button2: TButton,
Label2: TLabel;
Edit2: TEdit;
Label5: TLabel;
Edit3: TEdit;
Edit4: TEdit;
Edit5: TEdit;
Edit6: TEdit;
Edit7: TEdit;
Label6: TLabel;
Label7: TLabel;
Label8: TLabel;
Label9: TLabel;
Label10: TLabel;
ProgressBarl: TProgressBar;
ProgressBar2: TProgressBar;
Label16: TLabel;
Labell7: TLabel;
Edit8: TEdit;
Edit9: TEdit;
Label18: TLabel;
Label19: TLabel;
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GroupBox1: TGroupBox;

RadioButton3: TRadioButton;

RadioButton4: TRadioButton;

Label20: TLabel;

RadioButton5: TRadioButton;

StringGridl: TStringGrid,;

procedure Button2Click(Sender: TObject);

procedure Button1Click(Sender: TObject);
private

{ Private declarations }
public

{ Public declarations }
end;

var
hbase,hbasel,hbase2,hbaseg : HALL_TYPE;
All_Hall: array [1..20,0..1000000] of HALL_TY PE;
I/ 6zel olarak "All_Hall[4,0].index:=7;" nin anlam
/I 4 uzunluklu 7 kelime var demektir.
X: array[1..20] of string= ('X','y','Z','a,'b’,'c’,'d",'h",'T", ],
K,,'m','n’ o' pl s 'UY);

rankX,max_len,m1,m2,m3,m4,m5:longword;
enaz,encok:longword;
Hall_eleman_sayisi:longword;

Forml: TFormi,;

implementation

{$R *.dfm}

/ kkhkhkkkhhkkhhhkkhhhkkhhhkhhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhhkhhhkhhhkhkhhkhkhhkhkhkkkkx%x*x

procedure Hall_in(var h:HALL_TYPE;index,l1,12,L1,L2:longword ) ;
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/I H ye deger atar
begin
h.index:=index;
h.11:=I1; h.12:=12;
h.L1:=L1; h.L2:=L2;
end;
Rk Rk kR kR kR Rk kK Rk ko ok ko ko
function X_len(h:HALL_TY PE):longword;
//'h nin uzunlugunu veren fonksiyon
begin
X _len:=h.L1+h.L2;
end;
Rk Rk Rk kK kR Rk Rk kR ok kK ko
function Cm1_len(h:HALL_TYPE):longword;
// 'h nin Cm1 uzunlugunu verir
var hlh2:HALL TYPE;
uz:longword;
begin
uz:=0;
if X_len(h)<ml then uz:=0
elseif X_len(h)=m1then uz:=1
else begin /I X_len(h)> m1 olur
hl:=All_Hall[h.L1,h.I1];
if X_len(h1)>=m1 then uz:z=Cm1_len(hl);
h2:=All_Hall[h.L2,h.12];
if X_len(h2)>=m1 then uz:=uz+Cml_len(h2);
end;
Cml_len:=uz;
end;

//**************************************************************

function Cm1m2_len(h:HALL_TYPE):longword;
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var hl,h2:HALL_TYPE;
uz:longword;
begin
uz:=0;
if Cm1_len(h)<m2 then uz:=0
elseif Cml_len(h)=m2 then uz:=1
else begin
hl:=All_Hall[h.L1,h.11];
if Cm1_len(hl)>=m2 then uz:z=Cm1m?2_len(hl);
h2:=All_Hall[h.L2,h.12];
if Cm1_len(h2)>=m2 then uz:=uz+Cmlm2_len(h2);
end;
Cmlm2_len:=uz;
end;
Rk kR Rk kK kK kK Rk kK Rk kK ok ko ko
function Cm1m2m3_len(h:HALL_TY PE):longword;
var hl,h2:HALL_TYPE;
uz:longword;
begin
uz:=0;
if Cm1m2_len(h)<m3 then uz:=0
else if Cm1im2_len(h)=m3 then uz:=1
else begin
hl:=All_Hall[h.L1,h.11];
if Cm1m2_len(h1)>=m3 then uzz=Cm1m2m3_len(hl);
h2:=All_Hall[h.L2,h.12];
if Cm1m2_len(h2)>=m3 then uz:=uz+Cm1lm2m3_len(h2);
end;
Cmlm2m3_len:=uz;

end;

/ kkhkhkkkhhkkhhhkkhhhkkhhhkhhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhhkhhhkhhhkhhhkhkhhkhkhkkkkx%x*x
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function Cm1m2m3m4_len(h:HALL_TY PE):longword;
var hl,h2:HALL_TYPE;
uz:longword;
begin
uz:=0;
if Cm1m2m3_len(h)<md4 then uz:=0
else if Cm1im2m3_len(h)=m4 then uz:=1
else begin
hl:=All_Hall[h.L1,h.11];
if Cm1m2m3_len(hl)>=m4 then uzz=Cmim2m3m4_len(hl);
h2:=All_Hall[h.L2,h.12];
if Cm1m2m3_len(h2)>=m4 then uz:=uz+Cm1m2m3m4_len(h2);
end;
Cmlm2m3md4_len:=uz,
end;
R kR kK ok kK kK kK Rk kK Rk kK ok ko ko
function Cm1m2m3m4m5_len(h:HALL_TYPE):longword;
var h1,h2:HALL_TYPE;
uz:longword;
begin
uz:=0;
if Cm1m2m3md4_len(h)<mb5 then uz:=0
else if Cm1im2m3m4_len(h)=m5 then uz:=1
else begin
hl:=All_Hall[h.L1,h.11];
if Cm1m2m3m4._len(h1l)>=m5 then uz:z=Cm1m2m3m4m5_len(hl);
h2:=All_Hall[h.L2,h.12];
if Cm1lm2m3md4_len(h2)>=m5 then uz:=uz+Cm1m2m3m4m5_len(h2);
end;
Cmlm2m3mdm5_len:=uz;

end;
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//**************************************************************

function Hall_elemanimi(hl,h2:HALL_TYPE) : boolean;
begin
Hall_elemanimi:=false;
if X_len(h1)>X_len(h2) then exit;
if X_len(h1)=X_len(h2) then
if (h1.index<h2.index) then begin
Hall_elemanimi:=true; exit
end
else exit;
/I demekki kigiik yani len(hl)<len(h2)
if (X_len(hl) < h2.L1) then exit;
if (X_len(hl) >h2.L1) then begin
Hall_elemanimi:=true;
exit
end;
// demekki esit ozaman indexlerine bakalim
if hl.index>=h2.11then Hall_elemanimi:=true;
I degilse zaten false idi. ve gikar.
end;
Rk ko kR kK ok kK ko ko ko ko
function HCm1_elemanimi(h:HALL_TY PE;var kactaneCmlvar:longint ) : boolean;
/[ Hall bazindaki h eleman: aceba HCm nin elemanimi?
begin
kactaneCmlvar:=Cm1_len(h);
if kactaneCmlvar>0 then HCm1_elemanimi:=true else HCm1_elemanimi:=false;
end;
Rk Rk Rk kK kR ok kK kR ko ko kK ko
function HCm1m2_elemanimi(h:HALL_TY PE;var kactaneCm1m2var:longint ) :
boolean; // Hall bazindaki h eleman: aceba HCm nin elemanimi?

begin

80



7. PROGRAMLAR Ebubekir TOPAK

kactaneCm1m2var:=Cm1m?2_len(h);

if kactaneCm1lm2var>0 then HCm1m2_elemanimi:=true else
HCm1m2_elemanimi:=false;
end;
Rk Rk kKo kR kK Rk Rk Rk kR kK ok kK ko
function HCm1m2m3_elemanimi(h:HALL_TY PE;var kactaneCm1m2m3var:longint
) : boolean; // Hall bazindaki h eleman: aceba HCm nin elemanimi?
begin

kactaneCm1m2m3var:=Cm1m2m3_len(h);

if kactaneCm1m2m3var>0 then HCm1m2m3_elemanimi:=true else
HCm1m2m3_elemanimi:=false;
end;
Rk Rk Rk kR kK kK ok kK kR ok ko ko
function HCm1m2m3m4_elemanimi(h:HALL_TY PE;var
kactaneCmlm2m3mdvar:longint ) : boolean; // Hall bazindaki h eleman: aceba
HCm nin elemanimi?
begin

kactaneCm1m2m3mdvar:=Cm1im2m3m4_len(h);

if kactaneCm1lm2m3mdvar>0 then HCm1m2m3md4 _elemanimi:=true else
HCm1m2m3m4_elemanimi:=false;
end;
Rk R Rk kK kK kK Rk kK kK Rk kK kK ko
function HCm1m2m3m4m5_elemanimi(h:HALL_TY PE;var
kactaneCm1m2m3mdmbSvar:longint ) : boolean; // Hall bazindaki h eleman aceba
HCm nin elemanimi?
begin

kactaneCm1m2m3m4mSvar:=Cm1lm2m3m4m5_len(h);

if kactaneCm1m2m3m4mbSvar>0 then HCm1m2m3m4mb5_elemanimi:=true else
HCm1m2m3mdm5_elemanimi:=false;

end;

//*************************************************************
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procedure Hallkelime(h:HALL_TY PE; var eleman:string);
Il hyi kelimeye cevirir
var h1,hn2:HALL_TYPE;
begin
if (h.L1=1)and (h.L2=0) then eleman:=X[h.I1];
if (h.L1=1)and (h.L2=1) then eleman:=eleman+['+X[h.11]+,'+X[h.I2]+7]";
if (h.L1=1)and (h.L2>1) then begin
eleman:=eleman+['+X[h.I1]+',";
hl:=All_Hall[h.L2,h.I2];
Hallkelime(hl,eleman);
eleman:=elemant"’;
end;
if (h.L1>1) then begin
eleman:=eleman+";
hl:=All_Hall[h.L1,h.I1];
Hallkelime(hl,eleman);
eleman:=eleman+",’;
h2:=All_Hall[h.L2,h.12];
Hallkelime(h2,eleman);
eleman:=elemant"’;
end;
end;
Rk R ko kR ok kK Rk ko kK ko ko
procedure HallToLyndon(h:HALL_TY PE; var eleman:string);
/' halltype indaki bir h elemanini Lyndon kelimesine gevirir
var
hl,h2:HALL TYPE;
I,j:integer;
gec:char;

mineleman:string;

82



7. PROGRAMLAR

Ebubekir TOPAK

begin
if (h.L1=1)and (h.L2=0) then eleman:=X[h.I1];
if (h.L1=1)and (h.L2=1) then eleman:=eleman+X[h.I11]+X[h.12];
if (h.L1=1)and (h.L2>1) then begin
eleman:=eleman+X[h.11];
hl:=All_Hall[h.L2,h.I2];
HallToLyndon(hl1,eleman);
eleman:=eleman;
end;
if (h.L1>1) then begin
eleman:=eleman;
hl:=All_Hall[h.L1,h.I1];
HallToLyndon(hl,eleman);
eleman:=eleman;
h2:=All_Hall[h.L2,h.12];
HallToL yndon(h2,eleman);
eleman:=eleman;
end;
{
Hall eleman: assosiyatif sapport haline geldi
ornegin: [a,[b,c]] eleman: abc gibi oldu
simdi bu kelimeden Lyndon kelimesi bulmaliyiz.
Bunun devirli permitasyonundan
faydalanarak assosiyatif supportlarindan
en kuclgunu yani primitif olamnt bulacagiz
}
mineleman:=eleman;
for j:=2 to length(eleman) do begin
gec:=eleman[1];
for i:=2 to length(eleman) do begin
eleman(i-1]:=eleman(i]
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end;
eleman[length(eleman)]:=gec;
if mineleman>eleman then mineleman:=eleman;
end;
eleman:=mineleman;
end;
Rk Rk kR Rk ok kK Rk kK kK ko
procedure X_i_H1 e aktar(n:longword);
var i :Longword;
begin
fori:=1tondo Hal_in(All_Hall[1,i],i,i,0,1,0);
All_Hall[1,0].index:=n;
end;

//*************************************************************

procedure TForm1.Button2Click(Sender: TObject);
begin
Halt
end;
R R R S S R SRR LR L T L T T T
Procedure EkranDegerleriniY enile; // formdaki degisiklikleri yeniler sayilari atar
var
s.string;
i:longword;
begin
s.=forml.editl.text; val(srankX,i);
s.=forml.edit2.text; val(s,max_len,i);
s.=forml.edit3.text; val(sml,i);
if m1<2 then m1:=2; str(ml,s);forml.edit3.text:=s;
s.=forml.edit4.text; val(sm2,i);
s.=forml.edit5.text; val(s,m3,i);
s.=forml.edit6.text; val(s,md,i);
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s.=forml.edit7.text; val(s,m5,i);
s.=forml.edit8.text; val(s,enaz,i);
s.=forml.edit9.text; val(s,encok,i);
if (enaz> encok) then begin i:=enaz; enaz:=encok; encok:=i end;
if (enaz<l) or (enaz>max_len) then enaz:=1;
if (encok>max_len) or (encok <1) then encok:=Max_len;
gr(enaz,s);forml.edit8.text:=s;
gr(encok,s);forml.edit9.text:=s;
end;
Rk Rk Rk Rk kR ko koK kK ko
procedure Hall_Y azdir();
var
i,j,sayac,
kactaneCmlvar,
kactaneCmlm2var,
kactaneCmlm2ma3var,
kactaneCmlm2m3mdvar,
kactaneCmlm2m3mdmbSvar:longint;
sml,sm2,sm3,sm4,smb,sl,elemang: string;
On_ek,Son_ek : gtring;
FHtml: TextFile;
FText: TextFile;
begin
AssignFile(FHtml, 'Ebubekir_Hall_Renkli.html"); Rewrite(FHtml)
AssignFile(FText, 'Ebubekir_Hall.txt'); Rewrite(FText);
EkranDegerleriniY enile;
sr(ml,sml);
sr(m2,sm2);
str(m3,sm3);
str(m4,smd);
str(m5,smb);
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if form1.RadioButton3.Checked then begin
form1.StringGridl.Visible:=true;
form1.StringGrid1.Cell5 1,0]:='Hall Bazinin elemanlart’;
form1.StringGrid1.Cell§2,0]:='F
form1.StringGrid1.Cell§3,0]:='F'+sm1,
form1.StringGrid1.Cell§4,0]:='F+sm1+','+sm2;
form1.StringGrid1.Cellg 5,0]:='F+sm1+','+sm2+','+sm3;
forml1.StringGridl.Cellg 6,0]:="F+sml+','+sm2+',"+sm3+","+sn¥;
form1.StringGrid1.Cellg 7,0]:='F+sm1+','+sm2+',"+sm3+','+smd+','+smb5;
form1.StringGrid1.Cell58,0]:='Lyndon kelime';
end;
sayac:=0;
Hall_eleman_sayisi:=0;
for i:=1to max_lendo
for j:=1to All_Hall[i,0].index do
inc(Hall_eleman_sayisi);
if form1.RadioButton3.Checked then
form1.StringGridl.RowCount:=Hall_eleman_sayisi+1;
for i:=enaz to encok do
for j:=1to All_Hall[i,0].index do begin
inc(sayac);
if form1.RadioButton3.Checked then begin
form1.StringGrid1.Cell§0,sayac]:=";
form1.StringGrid1.Cellq 1,sayac]:=";
form1.StringGrid1.Cell§ 2,sayac]:=";
form1.StringGrid1.Cellg 3,sayac]:=";
form1.StringGrid1.Cell§4,sayac]:=";
form1.StringGrid1.Cell§ 5,sayac]:=";
form1.StringGrid1.Cell 6,sayac]:=";
form1.StringGrid1.Cell§ 7,sayac]:=";

end;
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elemang:="; HallToLyndon(All_Hall[i,j], elemang);
form1.StringGridl.Cellq 8,sayac]:=elemang;
forml.ProgressBar2.Position:=(sayac* 100) div Hall_eleman_sayisi;
sr(sayac,sl);
if form1.RadioButton3.Checked then
form1.StringGrid1.Cell§0,sayac]:=s1,
sr(i,sl);
if form1.RadioButton3.Checked then
form1.StringGrid1.Cell§ 2,sayac]:="H'+s1;
elemang:="; Hallkelime(All_Hall[i,j], elemang);
On_ek:='<p style="line-height: 10%"><span style="background-color:
#FFFFFF">",
kactaneCmlvar:=0;
if HCm1_elemanimi(All_Hall[i,j],kactaneCmlvar)
and (m1<>1) then begin
On_ek:='<p style="line-height:10%"><font color="#FF0000">";
gr(kactaneCmlvar,sl);
if forml.RadioButton3.Checked then
forml1.StringGridl.Cellq 3,sayac]:='H'+s1+'(C'+sml+")";
kactaneCmlm2var:=0;
if HCm1m?2_elemanimi(All_Hall[i,j],kactaneCmlm2var)
and (m2<>1) then begin
On_ek:='<p style="line-height:10%"><font color="#00FF00">",
gr(kactaneCmlm2var,sl);
if forml.RadioButton3.Checked then
forml1.StringGridl.Cellg 4,sayac]:='H'+s1+'(C'+sml+','+sm2+")’;
kactaneCm1m2m3var:=0;
if HCm1m2m3_elemanimi(All_Hall[i,j] kactaneCm1lm2m3var)
and (m3<>1) then begin
On_ek:='<p style="line-height:10%"><font color="#0000FF">";
gr(kactaneCmlm2m3var,sl);
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if forml.RadioButton3.Checked then
forml1.StringGridl.Cellg 5,sayac]:='"H'+s1+'(C'+sml+','+sm2+','+sm3+")’;
kactaneCm1m2m3mdvar:=0;
if HCm1m2m3m4_elemanimi(All_Hall[i,j] kactaneCm1lm2m3m4var)
and (m4<>1) then begin
On_ek:='<p style="line-height:10%"><font color="#F0000F">",
gr(kactaneCmlm2m3mdvar,sl);
if form1.RadioButton3.Checked then

form1.StringGrid1.Cell§ 6,sayac] :='H'+s1+'(C+sm1+','+sm2+','+sm3+','+sm4+");
kactaneCm1m2m3m4mbSvar:=0;
if HCm1m2m3m4m5_elemanimi(All_Hall[i,j],kactaneCm1m2m3m4mbSvar)
and(m5<>1) then begin
On_ek:='<p style="line-height:10%"><font color="#0FO00F">",
gr(kactaneCmlm2m3mdmbvar,sl);
if forml.RadioButton3.Checked then

form1.StringGrid1.Cellg 7,sayac]:='H'+s1+'(C'+sml+', ' +sm2+','+sm3+','+sm4+",'+sm
5+
end;
end;
end;
end;
end;
Son_ek:='</span></p>";
if form1.RadioButton3.Checked then
form1.StringGridl.Cellg 1,sayac]:=elemang;
if forml.RadioButton4.Checked then
writeln(FText,elemang);
if form1.RadioButton5.Checked then
writeln(FHtml,on_ek+elemang+son_ek );
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end;
form1.StringGridl.Visible:=true;
CloseFile(FHtml);
CloseFile(FText);
end;
R R R T L R R LR L T T T T T e
procedure Hall_Bul();
var
i,k,j,p.t,sayac:longword;
begin
Hall_eleman_sayisi:=0;
EkranDegerleriniY enile;
X_i_H1 e aktar(rankX);
for k:=2 to max_len do begin
forml.ProgressBar1.Position:=(k* 100) div max_len;
i:=1;):=k-1;
sayac:=0;
while (i<=j) do begin
for t:=1to All_Hall[i,0].index do begin
for p:=1to All_Hall[j,0].index do begin
if Hall_elemanimi(All_Hall[i,t],All_Hall[j,p]) then begin
inc(sayac);
Hall_in(hbase,sayac,t,p,i,j);
All_Hall[k,sayac]:=hbase;
inc(Hall_eleman_sayisi);
end;
end;

end;

=i+l ji=5-1;

end;

89



7. PROGRAMLAR Ebubekir TOPAK

All_Hall[k,0].index:=sayac;
end;
end;

//*************************************************************

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);
begin

Hall_Bul;
Hall _Yazdir
end;
end.

Ornek 7.2.5.: Programin calistirilmast sonucunda asagidaki parametreler girilerek
gorintideki ¢cikt1 elde edilmistir.

F' Hall hazmn we &1l merkesh serinie bazim hulan preg, Yazen Ehuiekir Topas
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7.3. Koboyutu hesaplayan Delpi7 Programi

Asagidaki bilgisayar program Ela AYDIN (1997) tarafindan verilen sonlu
takdimli bir L Lie cebirinin herhangi bir B alt cebirinin Uretecleri bilindiginde
koboyutu veren algoritmamin bilgisayar programidir. Bunu yaparken 7.2.4 te
verdigimiz Hall elemanlarini bulan programi L nin ve B nin Hall Bazi elemanlarin
bulmak icin de kullanr.

Programin Delphi7 dilindeki yazilim 7.3.1.:

unit ebubekirHall;
interface
uses
Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes, Graphics, Controls, Forms,
Dialogs, StdCtrls, ComCitrls, Grids, ExtCirls;
type
HALL_TYPE = record
index:longword; // bu elemamn bu uzunluktaki indexi
I1:longword;  // birinci bilesen indexi
I2:longword;  // ikinci bilesen indexi
L1:byte; /I birinci bilesen uzunlugu
L2:byte; /1 ikinci bilesen uzunlugu
end;
TForml = class(TForm)
Labell: TLabel;
Editl: TEdit;
Label3: TLabel;
Buttonl: TButton;
Button2: TButton,
Label2: TLabel;
Edit2: TEdit;
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Label5: TLabel;
ProgressBarl: TProgressBar;
Edit8: TEdit;
Edit9: TEdit;
Label18: TLabel;
Label19: TLabel;
Label7: TLabel;
Label8: TLabel;
Label9: TLabel;
Label10: TLabel;
Labelll: TLabel;
Label12: TLabel;
Edit3: TEdit;
Edit4: TEdit;
Edit5: TEdit;
Edit6: TEdit;
Label14: TLabel;
Memo3: TMemo;
Label15: TLabel;
Memo4: TMemo;
Labell7: TLabel;
Label20: TLabel;
Shapel: TShape;
Shape2: T Shape;
Label4: TLabel;
GroupBox1: TGroupBox;
Label6: TLabel;
Edit7: TEdit;
Edit10: TEdit;
Edit11: TEdit;
Edit12: TEdit;
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Edit13: TEdit;
Edit14: TEdit;
Edit15: TEdit;
Edit16: TEdit;
Edit17: TEdit;
Edit18: TEdit;
Label13: TLabel;
Label16: TLabel;
Label21: TLabel;
Label22: TLabel;
Label23: TLabel;
Label24: TLabel;
Label25: TLabel;
Label26: TLabel;
Label27: TLabel;
GroupBox2: TGroupBox;
Label28: TLabel;
Label29: TLabel;
Label30: TLabel;
Label31: TLabel;
Label32: TLabel;
Label33: TLabel;
Label34: TLabel;
Label35: TLabel;
Label36: TLabel;
Label37: TLabel;
Edit19: TEdit;
Edit20: TEdit;
Edit21: TEdit;
Edit22: TEdit;
Edit23: TEdit;
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Edit24: TEdit;
Edit25: TEdit;
Edit26: TEdit;
Edit27: TEdit;
Edit28: TEdit;
GroupBox3: TGroupBox;
Label38: TLabel;
Label39: TLabel;
Label40: TLabel;
Label41: TLabel;
Label42: TLabel;
Label43: TLabel;
Label44: TLabel;
Label45: TLabel;
Label46: TLabel;
Label47: TLabel;
Edit29: TEdit;
Edit30: TEdit;
Edit31: TEdit;
Edit32: TEdit;
Edit33: TEdit;
Edit34: TEdit;
Edit35: TEdit;
Edit36: TEdit;
Edit37: TEdit;
Edit38: TEdit;
memo5: TMemo;
Label48: TLabel;
Edit39: TEdit;
Label49: TLabel;
Label50: TLabel;
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procedure Button2Click(Sender: TObject);
procedure Button1Click(Sender: TObject);
procedure FormCreate(Sender: TObject);
private
{ Private declarations }
public
{ Public declarations }
end;

var

hbase,hbasel,hbase2,hbaseg : HALL_TYPE;

All_Hall: array [1..20,0..1000000] of HALL_TY PE;
I/ 6zel olarak "All_Hall[4,0].index:=7;" nin anlam
/I 4 uzunluklu 7 kelime var demektir.

X: array[1..10] of string;

rankX,max_len:longword,;

enaz,encok:longword;

Hall_eleman_sayisi:longword;

rankR: longint; // L nin R bagintilarimin eleman sayisi

R: array[1..10] of string;

[ B<X> i¢in parametreler farkli olsun diye 1 ekledim

hbase 1,hbasel 1,hbase? 1,hbaseg 1: HALL_TYPE;
All_Hall_1: array [1..20,0..1000000] of HALL_TY PE;
X_1: array[1..10] of string;
rankX_1,max_len_1:longword;
enaz_1,encok_1:longword;
Hall_eleman_sayisi_1:longword;

Forml: TFormi,;

implementation

{$R *.dfm}
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/***************************************************

procedure Hall_in(var :HALL_TYPE;index,l1,12,L1,L2:longword ) ;
/I H ye deger atar
begin
h.index:=index;
h.11:=I1; h.12:=12;
h.L1:=L1; h.L2:=L2;
end;
Rk kR Rk Rk kKR Rk Rk ko ko
function X_len(h:HALL_TY PE):longword;
Il X_lenX_len X _len X _len X_len X _len
begin
X _len:=h.L1+h.L2;
end;
Rk kR Rk ko kKR Rk kK Kk
function Hall_elemanimi(hl,h2:HALL_TYPE) : boolean;
begin
Hall_elemanimi:=false;
if X_len(h1)>X_len(h2) then exit;
if X_len(h1)=X_len(h2) then if (hl.index<h2.index) then begin
Hall_elemanimi:=true; exit end
else exit;
/I demekki kiiglik yani len(hl)<len(h2)
if (X_len(hl) < h2.L1) then exit;
if (X_len(hl) > h2.L1) then begin Hall_elemanimi:=true; exit end;
// demekki esit ozaman indexlerine bakalim
if hl.index>=h2.11then Hall_elemanimi:=true; // degilse zaten falseidi. ve
Gikar.

end;

”***************************************************
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procedure Hallkelime(h:HALL_TY PE; var eleman:ShortString ); // halltype

indaki bir eleman kelimeye gevirir
var h1,h2:HALL_TYPE;
begin
if (h.L1=1)and (h.L2=0) then eleman:=X[h.I1];

if (h.L1=1)and (h.L2=1) then eleman:=eleman++X[h.1 1]+, +X[h.12]+]"

if (h.L1=1)and (h.L2>1) then begin
eleman:=eleman+['+X[h.I1]+',";
hl:=All_Hall[h.L2,h.I2];
Hallkelime(hl,eleman);
eleman:=elemant"’;
end;
if (h.L1>1) then begin
eleman:=eleman+T";
hl:=All_Hall[h.L1,h.11];
Hallkelime(hl,eleman);
eleman:=eleman+',’;
h2:=All_Hall[h.L2,h.12];
Hallkelime(h2,eleman);
eleman:=eleman+"";
end;
end;
Rk Rk ko Rk kR ko kK ko ko
procedure Hallkelime_1(h:HALL_TY PE; var eleman:ShortString
halltype indaki bir eleman kelimeye gevirir
var h1,h2:HALL_TYPE;
begin
if (h.L1=1)and (h.L2=0) then eleman:=X_1[h.I1];
if (h.L1=1)and (h.L2=1) then
eleman:=eleman+'+X_1[h.I1]+'+X_1[h.I12]+7";
if (h.L1=1)and (h.L2>1) then begin
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eleman:=eleman+[+X_1[h.I1]+"";
h1:=All_Hall_1[h.L2,h.12];
Hallkelime_1(h1,eleman);
eleman:=elemant"’;
end;
if (h.L1>1) then begin
eleman:=eleman+";
hl:=All_Hall_1[h.L1,h.11];
Hallkelime_1(h1,eleman);
eleman:=eleman+',’;
h2:=All_Hall_1[h.L2,h.12];
Hallkelime_1(h2,eleman);
eleman:=eleman+"";
end;
end;
Rk kR ok Rk kR Rk Rk Kk
procedure X i H1 e aktar_1(n:longword);
var i :Longword,
begin
fori:=1tondo Hal_in(All_Hall_1[1,i],i,i,0,1,0);
All_Hall_1]1,0].index:=n;
end;
R R SRR S e Ta
procedure X_i_H1 e aktar(n:longword);
var i :Longword,
begin
fori:=1tondo Hal_in(All_Hall[1,i],i,i,0,1,0);
All_Hall[1,0].index:=n;
end;

/ kkhkhkkkhhkkhhhkkhkhhkkhkhhkkhkkhhkhkkhhkhkkhhkkhhhkhhhkhkhkkhkkkkx*%x

procedure TForm1.Button2Click(Sender: TObject);
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begin
Halt
end;
R R R T SRR Aa R Ta
Procedure EkranDegerleriniY enile; // formdaki degisiklikleri yeniler sayilar
atar

var s.string;

izlongword;

begin

X[ 1]:=forml.Edit7.Text;

X[ 2]:=form1.Edit10.Text;

X[ 3]:=forml.Edit11.Text;

X[ 4]:=forml.Edit12.Text;

X[ 5]:=form1.Edit13.Text;

X[ 6]:=forml.Edit14.Text;

X[ 7]:=form1.Edit15.Text;

X[ 8]:=forml.Edit16.Text;

X[ 9]:=forml.Edit17.Text;
X[10]:=form1.Edit18.Text;

R[ 1]:=forml.edit19.Text;
R[ 2]:=form1.edit20.Text;
R[ 3]:=forml.edit21.Text;
R[ 4]:=forml.edit22.Text;
R[ 5]:=forml.edit23.Text;
R[ 6]:=forml.edit24.Text;
R[ 7]:=forml.edit25.Text;
R[ 8]:=forml.edit26.Text;
R[ 9]:=forml.edit27.Text;
R[10]:=form1.edit28.Text;
x_1[ 1]:=form1.Edit29.Text;
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x_1[ 2]:=form1.Edit30.Text;
x_1[ 3]:=forml1.Edit31.Text;
x_1[ 4]:=form1.Edit32.Text;
x_1[ 5]:=form1.Edit33.Text;
x_1[ 6]:=form1.Edit34.Text;
x_1[ 7]:=form1.Edit35.Text;
x_1[ 8]:=form1.Edit36.Text;
x_1[ 9]:=form1.Edit37.Text;
x_1[10]:=form1.Edit38.Text;

s.=forml.edit39.text; val(s,rankR,i);

s.=forml.editl.text; val(s,rankX,i);

s.=forml.edit2.text; val(s,max_len,i);

s.=forml.edit8.text; val(s,enaz,i);

s.=forml.edit9.text; val(s,encok,i);

if (enaz> encok) then begin i:=enaz; enaz:=encok; encok:=i end;
if (enaz<1) or (enaz>max_len) then enaz:=1;

if (encok>max_len) or (encok <1) then encok:=Max_len;
str(enaz,s);forml.edit8.text:=s;

str(encok,s);forml.edit9.text:=s;

s.=forml.edit3.text; val(s,rankX_1,i);

s.=forml.edit4.text; val(smax_len 1,i);

s.=forml.edit5.text; val(s,enaz_1,);

s.=forml.edit6.text; val(s,encok 1,i);

if (enaz_1> encok_1) then begin i:=enaz_1; enaz_1:=encok _1; encok 1:=i
end;

if (enaz_1<1) or (enaz_1>max_len 1) thenenaz_1:=1;

if (encok_1>max_len) or (encok 1 <1) then encok_1:=Max_len 1;
str(enaz_1,s);forml.edit5.text:=s;
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str(encok_1,s);forml.edit6.text:=s;
end;
Rk kR KRk Rk kK ko ko ko ko
function L_elemanimi( e:string) : boolean;
/I nin R ye gore L de olup olmadigina karar verir
var i: longword;
begin
L_elemanimi:=false;
for i:=1to rankR do if (Pos(R[i],e)>0) then exit;
L_elemanimi:=true;
end;
Rk ko Rk kR ko kK ko ko
function uzunluk_eleman( e:shortstring) : longword;
/I e nin X-uzunlugunu verir
var i: longword;
begin
i:=0;
while Pos(’,’, €) > 0 do begin
i=i+1;
e[Pos(), §)] ;="
end;
uzunluk_eleman:=i+1,;
end;
Rk kR Rk Rk kR ko kK ko ko
function B_maxlen( k:longword) : longword;
/I B deki k uzunluklu elemanlarin igindeki
/I X-uzunligu en biyik elemanin X-uzunlugu nu verir
var j,max: longword;
elemang: shortstring;
begin

max:=0;
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for j:=1to All_Hall_1[k,0].index do begin
Hallkelime 1(All_Hall_1[k,j],elemang);
if max < uzunluk_eleman(elemang) then
max:=uzunluk_eleman(elemang);
end;
B_maxlen:=max;
end;
Rk R K ko Rk kKR ko kK ko ko
procedure Hall_Y azdir_R(); //bagintilara gore L nin elemanlar:
var i,j:longword;
elemang:ShortString ;
begin
forml.Memo3.Clear ;
FOR i:=enaz TO enCOK DO BEGIN
FOR j:=1to All_Hall[i,0].index do begin
elemang:="; Hallkelime(All_Hall[i,j], elemang);
if L_elemanimi(elemang) then form1.Memo3.Lines.Add(elemang);
end;
end;
end;
Rk Rk ok kR ko Rk ko ko
procedure Hall_Y azdir_1_R(); //bagintilara gore B nin elemanlar:
var i,j:longword;
elemang:ShortString ;
begin
forml.Memo4.Clear ;
FOR i:=enaz_1 TO enCOK_1 DO BEGIN
FOR j:=1to All_Hall_1]i,0].index do begin
elemang:="; Hallkelime_1(All_Hall_1[i,j], elemang);
if L_elemanimi(elemang) then forml.Memo4.Lines.Add(elemang);

end;
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forml.Memo4.Lines.Add(");
end;
end;
Rk Rk kK ko Rk kR Rk kK ko ko
function B_de varmi(e:shortstring ):boolean;
I/ e eleman: B de var mi
var i,j:longword;
elemang: shortstring;
begin
B_de varmi:=true;
if not L_elemanimi(e)then exit; // adinda yok ama var gibi gosterip iptal
edecegiz
FOR i:=1 TO 20 DO BEGIN
FOR j:=1to All_Hall_1]i,0].index do begin
elemang:="; Hallkelime_1(All_Hall_1[i,j], elemang);
if L_elemanimi(elemang) and (e=elemang) then exit;
end,
end;
B_de varmi:=false;

end;

procedure Mod_Baz_Y azdir();
var
baz_eleman: array [1..10000] of string;
baz_eleman_sayisi: longword;
i,J,k,m,n:longword;
dahaoncevarmi:boolean;
elemang: shortstring;
S:boolean; // Ela Aydin (1997) nin
I/ tezindeki Sk kiimesinin temsil ediyor
Il eger S=falseise Sk bos kiime demektir
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// ve algoritma durur
Il S=true ise algoritma devam eder
begin

forml.Memo5.Clear ;

FOR k:=1 TO 10 DOBEGIN // B ninen fazla 10 uzunluklu
S=falsg; /I lemanlarina kadar gidelim
for i:=1 to B_maxlen(k) do begin

FOR j:=1to All_Hall[i,0].index do begin
elemang:="; Hallkelime(All_Hall[i,j], elemang);
if B_de varmi(elemang)=false then begin

dahaoncevarmi:=false;

for m:=1to baz_eleman_sayisi do
if baz_eleman[ m]=elemang then dahaoncevarmi:=true;

// daha 6nce yazilmamissa yaz

if dahaoncevarmi = false then begin
S:=true;
baz_eleman_sayisi:=baz_eleman_sayisi+1,;
baz_eleman[baz_eleman_sayisi]:=elemang;

end;

end;

end;

if S=false then begin
for n:=1to baz_eleman sayisi do

forml.Memo5.Lines.Add(baz_eleman[n]);
exit;

end;

end;
end;
end;

/ kkhkhkkkhhkkkhhhkkhhhkkhhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhkhkhhhkhhhkhkhhkhkhkkkkkkx*x*%x

procedure Hall_Bul();
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var i,k,j,p,t,sayac:longword;
begin
Hall_eleman_sayisi:=0;
EkranDegerleriniY enile;
X_i_H1 e aktar(rankX);
for k:=2 to max_len do begin
forml.ProgressBar1.Position:=(k* 100) div max_len;
i:=1;j:=k-1;
sayac:=0;
while (i<=j) do begin
for t:=1to All_Hall[i,0].index do begin
for p:=1to All_Hall[j,0].index do begin
if Hall_elemanimi(All_Hall[i,t],All_Hall[j,p]) then begin
inc(sayac);
Hall_in(hbase,sayac,t,p,i,j);
All_Hall[k,sayac]:=hbase;
inc(Hall_eleman_sayisi);
end, //if
End;
End;
=i+l ji=5-1;
end; //while
All_Hall[k,0].index:=sayac;
end; //for k
end;
Rk kR ko Rk kR Rk kK ko ko
procedure Hall_Bul_1();
var i,k,j,p,t,sayac:longword;
begin
Hall_eleman_sayisi_1.=0;
EkranDegerleriniY enile;
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X_1 H1 e aktar_1(rankX_1);

for k:=2to max_len 1 do begin

forml.ProgressBarl.Position:=(k* 100) div max_len 1,

i:=1;):=k-1;

sayac:=0;

while (i<=j) do begin

for t:=1to All_Hall_1[i,0].index do begin
for p:=1to All_Hall_1[j,0].index do begin
if Hall_elemanimi(All_Hall_1[i,t],All_Hall_1[j,p]) then begin

inc(sayac);
Hall_in(hbase,sayac,t,p,i,j);
All_Hall_1[k,sayac]:=hbase;
inc(Hall_eleman_sayisi_1);

end, //if

End;

End;

=i+l ji=j-1;
end; //while
All_Hall_1[k,0].index:=sayac;
end; //for k
end;

”**************************************************************

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);
begin

Hall Bul;

Hall_Bul_1,;

Hall_Yazdir R;

Hall _Yazdir 1 R;

Mod Baz Yazdir;

end;

/**************************************************************
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procedure TForml1.FormCreate(Sender: TObject);

begin
forml.Memo3.Clesr ;
forml.Memo4.Clear ;
forml.Memo5.Clear ;

end;

end.

Asagida verilen bilgisayar ¢iktisi Ornek 6.1.1 in program tarafindan elde edilen
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Asagida verilen bilgisayar ciktisi Ornek 6.1.2 nin program tarafindan elde
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7. PROGRAMLAR Ebubekir TOPAK

Asagida verilen bilgisayar ciktisi Ornek 6.1.6 min program tarafindan elde
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