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OZET

YUKSEK LISANS TEZi

SPLINE FONKSIYONLARLA YAKLASIK HESAPLAMA

Murat UCAR
Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Danisman: Prof. Dr. Haydar BULGAK
2018, 40 Sayfa
Jiiri: Prof. Dr. Haydar BULGAK
Dog. Dr. Rabia AKTAS

Dog¢. Dr. Tuncer ACAR

S.U. Uygulamali Matematik Arastirma Merkezinde “Graphics Constructor 2.0” yazilimi 2003
te hazirlandi. Bu yazilimda bir fonksiyonunun yaklasik grafiginin sekli ¢izildi ve dogrusal spline
fonksiyonlar igin uzunluk, x ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle iiretilen yiizeyin alan1 ve hacim degerleri
hesaplandi. Bu ¢alismada ise 6zel kuadratik spline fonksiyonlar i¢in uzunluk, X ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle tiretilen yiizeyin alani ve hacim degerleri hesaplamak i¢in tam formiiller verildi. Hermite
kiibik spline fonksiyonlar i¢in X ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle iiretilen hacim degerleri hesaplamak
icin tam formiiller verildi. Ayrica Hermite kiibik spline fonksiyonlar i¢in X ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle iiretilen yiizey alani ve egrinin uzunlugunu yamuklar kuralin1 kullanarak hesaplamasinin
algoritmalar: verildi.

Anahtar Kelimeler : Spline fonksiyonlar, Belirli integral, Hesaplamalar



ABSTRACT

MASTER THESIS
USING SPLINE FUNCTIONS FOR COMPUTING
Murat UCAR
Sel¢uk University
Graduate School of Natural and Applied Scienceds
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Haydar BULGAK
2018, 40 pages
Jury: Prof. Dr. Haydar BULGAK
Dog. Dr. Rabia AKTAS
Do¢. Dr. Tuncer ACAR
In 2003, the Research Center of Applied Mathematics of Selguk University developed
an application called “Graphics Constructor 2.0”. The application allows to draw an
approximate graph of a function defined by a number of separate fixed points, ‘knots’.
The graph can be calculated as Lagrange interpolation polynomial, a first degree, a
special quadratic and a cubic Hermite spline functions.
The application calculates several values, namely ‘Integral’, ‘Curve’, ‘Area’ and
‘Volume’. The ‘Integral’ is the calculated area under the graph. The ‘Curve’ is the
length of the arc of the graph. The “Volume” and “Area” are the calculated volume and

area of the solid of revolution of the graph rotated around the X-axis.

The “Integral” is computed for the all spline interpolation functions. But another
values are computed only for the first degree spline functions.

In the thesis the exact formulas for these values in case of the special quadratic
spline functions are given. The exact formula for compute “Volume” for the Hermite
cubic spline is given also. For compute the values “Curve “ and “Area” for Hermite
cubic spline functions it is suggested to use a trapezoidal rule.

Key words : Spline functions, Definite integral, Computing
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1. GIRIS

Matematik egitiminin temel kavramlarindan birisi fonksiyonlardir. Ogrenciler
fonksiyonlar1 grafik olarak veya diger inceleme alanlarinda 6grenmekte zorluk ¢ekmek-
tedir. Bu zorlugu asmak icin 1994°te Selgcuk Universitesi’nde Uygulamali Matematik
Arastirma Merkezi kuruldu. Bu merkezin ¢atis1 altinda ‘Graphics Constructor 2.0’
(Bulgak ve Eminov 2003) bilgisayar yazilim1 hazirlandi.

Bu yazilimin ana diyalog sayfasi Sekil 1.1 ile verildi.

Graphics Constructer
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Sekil 1.1

Bu yazilimla dogrusal, 6zel kuadratik, Hermite kiibik spline fonksiyonlarin grafikle-
11 ¢izimle birlikte tabloyla yaklastirilan fonksiyonun belirli integrali de yaklasik hesap-
lanir. Bu yazilim tablolu fonksiyonlarin segilen dikdortgen i¢inde Dogrusal (birinci
mertebeden), Ozel Kuadratik (ikinci mertebeden) ve Hermite kiibik (iigiincii mertebe-

den) a < x < b araliginda tanimli f spline fonksiyonlarin grafiklerinin sekillenmesini

sagliyor. Ayrica bu fonksiyonlarin



b
f f(x)dx

belirli integral degerleri de hesaplanir ve Sekil 1.2°de gosterilen kiitiik i¢inde degeri

verilir.

[mtegral;

Sekil 1.2
Her bir miihendis i¢in matematik el kitabinda ( Ornegin, (Edwars&Penney,2002))
y=f(x),a<x<b

reel fonksiyonun L(uzunlugu), V(x-ekseni etrafinda donel hacim), S(x-ekseni etrafin-

da donel yiizey alani) formiilleri verildi.

b
L= ]w/1 (GO 2dx
b
V= nf f2(x)dx

b
S = 27Z'J fOOV1+ (f'(x))%dx

Birinci dereceden spline fonksiyonlar i¢in ayrica 3 tane ekstra kiitiikk vardir ( bak Sekil
1.3).

[ntegral: Curve: Area: " olurme:;

Sekil 1.3



Curve isimli kiitiikkte Z-uzunlugu , Area isimli kiitiikkte S-donel yiizey, Volume

isimli kiitiikte V-hacim degerleri bulunuyor.

Verilen yiiksek lisans tez ¢alismasinda hedefimiz 6zel kuadratik ve Hermite kiibik
spline fonksiyonlar i¢in de Curve, Area ve Volume degerlerini hesaplamak,miimkiinse
tam formiillerini vermek yoksa yaklasik hesaplama algoritmasi olusturmaktir.

Kuadrik yiizeyler, stiperkuadrikler, polinom ve iistel fonksiyonlar; biitiin egrilerin
olusturulmasina yetmemektedir. Bir egriyi biitiin olarak ifade etmek yerine belli kontrol
noktalar1 boyunca pargalara ayirarak ifade etmek, egrinin matematiksel olarak gosteri-

mini kolaylastirmaktadir.

Spline fonksiyonu; pargali tanimlanan, siirekli ve yeterince diiz (her basamaktan

tiirevlenebilir) bir polinom fonksiyondur. Spline tabirinin Tiirkge karsilig1 yoktur.

Spline egrisi, cokgen kontrol noktalar1 {izerinde interpolasyonla veya yaklasimla

belirlenmis siirekli egri pargalarindan olusur.

Spline yiizeyi, diiz bir yiizey iizerinde eslestirilen iki (veya daha fazla) spline egri-
sinin bir kiimesidir.
Interpolasyonla noktalari belirlenen egriler kontrol noktalarindan ge¢gmek zorunda-

dir.

Yaklagimla noktalart belirlenen egriler kontrol noktalarinca yonlendirilmekle be-

raber, noktalardan gegmek zorunda degildir.



2. SPLINE FONKSiYONLAR

Miihendislikte en ¢ok kullanilan fonksiyon tipi spline fonksiyonlardir. Ornegin
(Cheney ve Kincaid, 1980) genis lisans 6grenci topluluguna hitap eden ders kitabindan
spline fonksiyonlarin yaklasimla ilgili uygulamalarina bir b6lim ayirtilmistir. (Gerald,
1978)’te de bir ders kitabinda bu konuya bir bolim ayirtmistir. Spline fonksiyonlariyla
hiperbolik denklemlerin ¢6ziimiinii (Caglar, 1985) ve (Sinan ve Bulgak , 2016)’de
incelemisler. (Aydin ve ark, 2003) ders kitabinda matematik egitimi sirasinda spline
fonksiyonunun ana fonksiyon olarak islenmesi gerekliligi vurgulandi. Ayrica bir¢ok ko-
nuda “Graphics Constructor 2.0” yazilimi okurlara bilgi verir (bak Bulgak ve Eminov,
2003).

Spline fonksiyonlarda aralik, onceden segilen a < b reel sayilar arasinda “diigiim

noktalar1” (knots) olarak bilinen a=Xx, <X, <...<X, , <X, =b noktalaridir (Caglar,

1985). Gorsel olarak bu Sekil 2.1° le gosterildi.

Sekil 2.1

(Caglar, 1985) Doktora tezinde spline fonksiyonunun farkli tanimlarini kaynaklara

dayanarak irdeledi. Bunlardan birisi (Gerald, 1978) atifta asagidaki sekilde verildi. Buna

gore her [x;,x,,| altaraliginda farkli olan spline fonksiyonlari

i N+l

S(x) = co; + 13 (x — x)Fz(x — x)* + -+ e (x — x)™ (2.1)

gibi diistiniilmiistiir. m sayisi spline fonksiyonun derecesi olarak bilinir.

Bu tanima denk olan yaz sitili



fila,b] > R,j=012,..,n—1;
f(x) = ag; + agx+ax® + -+ a1y x™ " am,x™ (2.2)

olarak da kullanilir (Aydin ve ark. 2003).

Ornegin, (Cheney ve Kincaid, 1980)’de birinci dereceden spline fonksiyonlari

karakterize eden ozellikler asagidaki bigimde verilmistir.

1.y = f(x) fonksiyonunun tamim kiimesi [X,, X, | araligidur.

2.y = f(x) fonksiyonu [x,, x,] araliginda siireklidir.

3. [%o,X,] arahigmmn X, < X, <...<X,, <X, bi¢imindeki her [x,x,,] alt
araliklarinda y fonksiyonu dogrusal bir fonksiyondur.

Spline fonksiyonu daha gorsel tanitmak i¢in bir tablo asagidaki sekilde verilebi-
lir. Ug tane satir ve n+2 tane siitundan olusan bir tablo alalim ( bak Tablo 2.1) . Ilk sii-
tunda satirlarin baslklari ; no, x, y. Ilk satir diigiim noktalarin1 numara ile verir, ikinci

satir diigiim noktalarini sirayla verir. Ugiincii satir diigiim noktalarinda fonksiyonun

degerlerini verir.

no 0 1 2 3 n
e %o ! % %3 o
y Yo Y Y Y3 Y,

Tablo 2.1

Bu tabloda spline fonksiyonun derecesi belirtilmedi. Eger Tablo 2.1 ile m-inci
dereceden spline fonksiyonu tanimlaniyorsa bu (2.1) veya (2.2) seklinde verilen fonksi-

yonlaridir.

Verilen tablo bazen dordiincii (bak Tablo 2.2) veya daha fazla satirlarla tamamla-

nabilir. Dordiincii satir “diigiim” noktalarinda spline fonksiyonunun tiirevlerini verir. Bu



satir birinci dereceden spline fonksiyonlar igin anlamsizdir. Ozel kuadratik spline fonk-
siyonun sadece ilk eleman1 keyfi olarak segilebilir. Hermite kiibik spline fonksiyonunun

“diiglim” noktalarda tiirevleri verilir.

y y y Y y y

0 1 2 3 n
y' f
Tablo 2.2

Hermite spline fonksiyonu uygulamalarda kararl olarak bilinir. Birkag 6rnekle yukari-

daki ifadeleri agiklayalim.

y 1 5 2
Tablo 2.3

Tablo 2.3.’u saglayan 1 tane dogrusal spline fonksiyonu vardir. Bu fonksiyon

2x—1 1<x<3
f(x)_{—3x+14, 3<x<4

oldugu agiktir. Bu fonksiyonun “Graphics Constructor 2.0” yazilim yardimiyla



0 < x <4,0 <y < 6 dikdortgen iginde ¢izilen grafiginin sekli Sekil 2.2 de verilmek-
tedir.

Y|

Sekil 2.2

Tablo 2.3 saglayan birden fazla ikinci dereceden spline fonksiyonlari vardir.

f(x)={ 0.5x% + 0.5, 1<x<3
—x2 4+ 4x + 2, 3<x<4
ve
X% —2x+2, 1<x<3
glx) = 2
—7x“ +46x — 70, 3<x<4

Bunlar Tablo 2.3l saglayan farkli kuadratik spline fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlarin
“Graphics Costructor 2.0” yazilim yardimiyla 0 < x < 4,0 < y < 6 dikdortgeni i¢inde
cizilen grafik sekilleri Sekil 2.3’te verilmektedir.



Sekil 2.3

f fonksiyonunun x = 3 noktasinda tiirevi yoktur. Ancak g fonksiyonu tiiretilebilen bir

fonksiyondur.

“Graphics Costructor 2.0” yaziliminda tiiretilebilen kuadratik spline fonksiyonu
bulmak i¢in genisletilmis tablo kullanilir. Bu tabloda 0 “diigiim” noktasina karsilik
y'(xo + 0) degeri tanimlanir. Bu sart1 saglayan tek bir kuadratik spline fonksiyonu var-
dir. Kisaca boyle spline fonksiyonlar1 6zel kuadratik spline fonksiyonu ad1 altinda kulla-

nacag@iz. Bunu siradaki 6rnekle aciklayalim.

no 1 2 3
X 1 3 4
y 1 5 2

y' 1

Tablo 2.4

Tablo 2.4’1 saglayan 6zel kuadratik spline fonksiyonu

0.5x2 + 0.5, 1<x<3;

f(x):{—6x2+39x—58, 3<x<4



dir.
Bu 6zel kuadratik spline fonksiyonunun “Graphics Constructor 2.0 yazilimi yardimiyla

0 < x < 4,0 <y < 6dikdortgen i¢inde gizilen grafiginin sekli Sekil 2.5 ile verilmis-

tir.

Sekil 2.5

Benzer sekilde “Graphics Costructor 2.0” yaziliminda kiibik Hermite spline fonksiyonu
bulmak i¢in genisletilmis tablo kullanilir. Bu tabloda 0 “diigim” noktasina karsilik
y'(xo + 0) , i¢ “diiglim” noktalarda y’(xj) degerleri ve sag sinirinda y' (x,, — 0) degeri
tanimlanir. Bu sartlar1 saglayan tek bir Hermite kiibik spline fonksiyonu vardir. Orne-

gin, Tablo 2.5’1 saglayan Hermite kiibik spline fonksiyonu

—x3 4+ 55x% — 7x + 3.5, 1<x<3;

fe) = {8x3 —82x2 +275x —298, 3<x<4

dir.



y 1 5 2
y' 1 =1 3

Tablo 2.5

Bu Hermite kiibik spline fonksiyonunun “Graphics Constructor 2.0” yazilimi
yardimiyla 0 < x <4, 0 < y < 6 dikdortgen i¢inde ¢izilen grafiginin sekli Sekil 2.6

ile verilmistir.

Sekil 2.6

10



3. INTEGRALLE iLGILI GENEL BIiLGILER

Belirli integrallerin yaklasik hesaplama problemi matematigin uygulamalarinda ve
matematigin egitiminde iyi islenen bir problemdir. “Trapezoid” kurali ( bak ( Cheney ve
Kincaid, 1980)), “The trapezoidal” kurali ( bak ( Gerald, 1978)) Tiirkiye’deki “Niime-
rik Analiz” ders kitaplarinda bazen “Yamuklar Yontemi” ad1 altinda kullanilir (' bak (
Amirali ve Duru, 2002)). Bu yontemler esasen bir fonksiyonunun yerine birinci derece-

den spline fonksiyonun integralini hesaplar.

b
szf(x)dx

belirli integralini yaklasik hesaplamak i¢in Yamuklar yontemini ( Gerald, 1978) esere

uygun olarak tanitalim.

ADIM 1. Bir M dogal sayisi ele alalim.
ADIM 2. h = bM;a’yi hesaplayalim.

ADIM 3. (a + kh, f(a + kh),k = 0,1, 2, ..., M hesaplayalim.

ADIM 4. Elde edilen M + 1 noktanin birinci dereceden spline fonksiyonu kullanilarak

I, “Integral” degeri hesaplanur.

|Iyy — I | degeri (Gerald,1978) de “Global Error of Trapezoidal Rule” adi altinda

asagida verilmektedir.

e = 11 E2R2F (@ a<g<b

Bu esitsizlik f"'(x) verilen ve a < x < b araliginda siirekli fonksiyonlar i¢in gecerlidir.
Ileride dért yardime: teorem kullanacagiz.

Asagidaki Yardimer Teorem 3.1 ve Yardimer Teorem 3. 2 (Demidovich, 1977)’de 1819

ve 1820 nolu alistirma olarak cevapla birlikte verildi.

11



Yardimel Teorem 3.1. a >0 olmak tzere

F(x)zg x2+a+%ln(x+m),xeﬂ%
ise
F'(x) =Vx2+a
dir.
ispat. u = Vx2 + a ise bu taktirde
U= —=u—x.

saglanir dolayisiyla
1 a
F(x) = > xu + zln(u + x)

ve

F’()—l ,+1 +au’+1
X X T T S T x

£ ’+1 +1(’+1)( )
=g +outs(u u—x

1 1 1
=§xu’+§u+§(u’u+u—u’x—x)=u=\/x2+a

Olup yardimci teorem ispatlanir.

Yardimci Teorem 3.2.

F(x) = %x(sz +a?)fx? + a2 — %41n(x +/x2 + a?),xeR
ise
F'(x) = xzm
dir.

Ispat. u = Vx2 + a2 ise bu taktirde

,  x a?
U == —=u—x.
u’ utx

dir. Dolayisiyla

12



PG = 2~ %~ Cngu
x—4xu 8xu 8n(u X)

ve

o 3 2+ L3 a*  a* |, a*u'+1
() = gruu+quw —gu g =Ty

=gxu 4(x a“)u 8u 8xu 8(u Y(u —x)

2 2 2 2 2 aZ

a a a a a
= x%u +§u —gxu’ —Eu’u —gu +§xu’ +§x = x%u = x*Jx%2 4+ a2

elde edilir ki, bu da yardimc1 teoremi ispatlar.

Yardimci Teorem 3.3.

1
F(x) = E{(Zaac +b)y/1+ (2ax + b)?

+In(y/1+ ax + b)? + 2ax + b)},xeR

ise

F'(x) = {1+ (2ax + b)?
dir.

Ispat. u = 2ax + b ise

F(x)=%{u\/1+u2+ln(\/1+u2+u)}

olup

1 w?u' 1 uu'’
F'(x) = —{u’\/ 1+u?+ <u’ + )}

+
ta Vur+1l VuZ+1+u u? +1

1 {(Zu2 + Du’ N 1 (u +Vur+1 ,}
- u
4a( Vuz+1 Vur+1l4+u VuZ+1

13



B i{(Zu2 + Du’ u' } 1 {(u2 + 1)u’} u’

= + =— =—Ju+1=yuz+1
10| Ve r1  veri) 2alveri) 2a

=JQax +b)? +1

dir. Bu da Yardimci1 Teorem 3.3’ ispatlar,

Yardimel Teorem 3.4. a=0,b, c reel sayilar ve

ax? + bx + c#0,az0 a<x < f
ise bu taktirde

B
(o, p) = f(ax2 + bx + ¢)y/1 + (2ax + b)2dx

a

_ (4ac—b?)
= (G(2ap+ b) — G(2aa + b))
4(4ac — b?) — 1

64a?

(H(2aB+ b) — H2aa+ b))

1
64a?

+ (g(2aB+b) — g(2aa+ b))

dir. Burada
G(u) =uy1+u?;

H(u) =ln(u+ 1+u2);
g@) = uu? + 1)y 1 + u?

ile verilir.
Ispat.

B
I(a, p) =af<x2+§x+2>\/1+(2ax+b)2dx

a

14



B
_ h2
af <(x + —)2 u>\/1 + (2ax + b)%dx

B
1
= @f((Zax +b)? + 4ac — b?)y/1 + (2ax + b)2d(2ax + b)

2ap+b
1 2 2 2
=842 (u® + 4ac — b*)\/1 + u?du
2aa+b
2ap+b 2ap+b
1 ac—b2
=@f u?1+uldu + ——— f Vv1+u2du
2aa+b 2aa+b

Yardimci Teorem 3.2°ye gore

2ap+b

u?y1+ ucdu = (%u(Zu2 + DVuz+1 —%ln (u +Ju? + 1))

2af+b

2aa+b
2aa+b

2af+b

1 1
= (gg(w —§H(u>)

2aa+b
= %(g(Za,B +b) — g(Raa + b) — H(2aB + b) + H(2aa + b))

elde edilir. Yardimci1 Teorem 3.1° e gore

15



2ap+b 2aB+b
1+u2du=(lu u2+1+11n(u+ u2+1)>
2 2

2aa+b
2aa+b

2af+b

1 1
= (EG(U) +§H(u)>

2aa+b
= %(G(Zaﬁ +b) — G(Q2aa + b) + H2aB + b) — H(2aa + b))

saglanir. Dolayisiyla

(o, p) = 641a2 (9(2aB + b) — g(2aa + b) — H(2ap + b) + H(2aa + b))
_ h2
% (G(2aB + b) — G(2ax + b) + H(2aB + b) — H(2aa + b))

_ (4ac - b?)

o2 (G(2aB+ b) — G(2aa + b))

4(4ac—b?*) -1
64a?

(H(Za,B+ b) — HQRaa+ b))

1
64a?

+ (g( 2afB+b) — gQRaa+ b))

olarak bulunur. Béylece Yardimci Teorem 3.4 ispatlanmis olur.
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4. OZEL KUADRATIK SPLINE FONKSiYONLAR

Xo X1 Xn
y Yo V1 Yn
y' fo
Tablo 4.1

Tablo 4.1°1 saglayan tek 6zel kuadratik spline fonksiyonu vardir;

P(x) = ajx* + bjx + ¢;,x; < x < Xj11,j = 0,1,2, ...,n — 1,

Burada aj, bj,c;, (j = 0,1,2,...,n — 1) reel sayilar asagidaki sistemlerin tek

¢Oziimleridir;

P(xo) = yo
P(xy) =y,
P'(xo +0) = fy
(4.1)
P(x;) = y;

P(xj+1) = Yj+1 J=12,..,n—1.
P’(Xj + 0) = P’(Xj - 0)

Teorem 4.1. Tablo 4.1 ile tanimlanan 6zel kuadratik spline fonksiyonu var ve tektir.

Ispat. Teoremin ispat1 igin Tablo 4.2’yi saglayan tek kuadratik spline fonksiyonun ol-

dugunu gostermek yeterlidir.
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y Yo Y1
y' fo
Tablo 4.2

Keyfi xo < x1, Y0, V1, fo i¢in (4.1)’e gore

aox§ + boxo + ¢o = Yo
aoxi + boxy +¢o = y1
2a0%¢ + by = fo

denklem sistemini saglayan tek a,, b, ¢y oldugunu gostermeliyiz.

Aciktir ki

ao(xf — x§) + bo(xy — x0) = y1 — Yo

2a0xg + by = fo
= ag(xf — x§ — 2x0(x1 — X0)) = ¥1 — Yo — fo(x1 — %o)
= ag(x; —%0)* = y1 — Yo — folx1 — xo)
saglanir. Buradan

Y1 — Yo — fo(x1 — x0) )
(x1 _xo)2 '

a0:

by = fo — 2a4%; Co = Yo — QX5 — boXo
elde edilir ki bu da Tablo 4.2’yi saglayan tek ag, by, ¢’ 1n varligini gosterir.

Bu sonuglar1 kullanarak P’(x; — 0) tek olarak hesaplanir. Ozel Kuadratik spline

fonksiyonun “diiglim” noktalarda tiiretilebilen sartindan
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P'(x;—0)=P'(x; +0)

olmak zorundadir. Dolayisiyla siradaki (x4, x,) aralifinda Tablo 4.1 den Tablo 4.3 elde

edilir.

X X1 Xy
Yy Y1 Y2
y' P'(x; — 0)

Tablo 4.3

Onceki islemlere gdre bunu saglayan tek a,, by, ¢; sayilar1 vardir. Bu islemleri
tekrarlayarak Tablo 4.2 ile tanimlanan kuadratik spline fonksiyonunun var ve tek

oldugu ispatlanmis olur.
Uyan 4.1. Tablo 4.2 sabit fonksiyon veya dogrusal fonksiyon olabilir.

Gergekten Tablo 4.4 ile tanimlanan spline fonksiyonunun y(x) = 2x — 1, xe[1,3]

fonksiyonu ve Tablo 4.5 ile tanimlanan y(x) = 4, x<€[1,3] fonksiyonu oldugu agiktir.

X 1 3
y 1 5
y' 2

Tablo 4.4
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y 1 1
y' 0
Tablo 4.5

4.1. Ozel Kuadratik Spline Fonksiyonun Uzunlugu

y = f(x), a < x < b ile tanimlanan egrinin uzunlugu

b
L= j*/l (P GO)2dx

seklindedir (Aydin ve Ark., 2003). Komsu “diigiim” noktalarla tanimli araliklarda spline
fonksiyonun uzunlugu
Xj+1

L; = f 1+ (P'(x))?dx,

P(x) = ajx* + bjx + ¢;,x; < x < Xj11,j = 0,1,2, ...,n — 1.

Bu durumda

Xj+1

L= f \/1 + (2a;x + b))’ dx
X

seklindedir.

Burada dogal olarak iki durum karsimiza ¢ikar; a; = 0 ve a;=0

Agiktir ki a; = 0 ise bu takdirde

Xj+1
L] = f ’1 + bjzdx = (Xj+1 — xj) 1+ b]2
Xj
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dir. Aksi halde, Yardimci Teorem 3.3°¢ gore

fonksiyonun ilkel fonksiyonu

1
Fi(x) = E{(Zajx + b,-)\/1 + (2ax + b))’
]

+ ln(Jl + (Zajx + bj)z + 2a;x + bj)}

oldugundan L; = Fj(xj+1) — Fj(xj) oldugu aciktir.
n adimdan sonra istenilen uzunluk
L :L1+L2+"‘+Ln

olarak elde edilir. Verilen hesaplama formiillerini kullanarak asagida bilgisayar hesapla-

masina uygun bir algoritma verelim.

ALGORITMA 4.1.1. (j =0,1,..,n—1)

IF|a;| <107 THEN L; = (xj11 — x;) /1 +b; ELSE

BEGIN
1
4(1]'
+ ln(\/l + (Zajx + bj)2 + 2ajx + bj)}i
L = Fj(x41) — Fi(%)).
END

Verilen algoritmay1 Tablo 4.1.1’e uygun 6zel kuadratik spline fonksiyonuna uygulaya-

lim. Istenilen spline fonksiyonu
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—x?2+3x, 1<x<3

P ={
() = 110x2 — 63x + 99, 3 < x < 4

(4.1.1)

oldugu agiktir. Bu fonksiyonunun grafiginin sekli “Graphics Constructor 2.0” yazili-
muyla ¢izildi ( bak Sekil 4.1.1). Bu 6rnekte

n=2, xo=1,x1 =3,x, =4,

ap= —1,by =3,¢c0 =0;

a; = 10,b; = —63,¢;, =99
dir.

y 2 0 7
y' 1

Tablo 4.1.1

Sekil 4.1.1
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Jj = 0 ile baglayalim.

Bu durumda yardimc1 fonksiyon

Fo(x) = —%{(—Zx +3)JT+ (—2x +3)2 + In(/T+ (=2x + 3)2 - 2x + 3)

ve dolayisiyla,
Fo(1) = =2 {V2 + In(VZ + D)}, F,(3) = ;{3V10 — In(v10 - 3)}

oldugundan
1 1
Lo =3 (V10 ~In(VI0 - 3)} + 3 (V2 + (V2 + 1)
dir.
j = 1ile devam edelim.

Bu durumda yardimci fonksiyon

F(x) = %{(ZOx — 63)y/1 + (20x — 63)2

+In(y/1 + (20x — 63)2 + 20x — 63)}

Ve dolayisiyla
1
F1(3) = 75{~3V10 +In(v10 - 3)}
1
F(4) = E{17x/290 +1n(v290 + 17)}
oldugundan

L, =F4) -F@Q3) = %{17% +1n(v290 + 17) + 3v10 — In(V10 — 3)}
= %{17@ +3v10 + In((vV290 + 17)(vV10 + 3))}

olur.
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Yapilan islemlerin sonucunda istenilen uzunluk

L=Lo+Ly =-{3V10 - In(v10 - 3)} + - {vZ + In(vZ + 1)}

1
+E{17‘/290 +3v10 + In((v290 + 17)(¥10 + 3))} ~ 11.0085
dir.

4.2. Ozel Kuadratik Spline Fonksiyonun Hacmi

y = f(x),a < x < b ile tanimlanan egrinin x-ekseni etrafinda 360 derece dondii-

rilmesiyle elde edilen donel cismin hacmi,
b
V=r j f?(x)dx
a

seklindedir (Aydin ve Ark.,2003). Komsu “diigiim” noktalarla tanimli araliklarda spline

fonksiyonun hacmi

Xj+1

vV, = ;zf P?(x)dx

Xj

dir.
P(x) =ajx* + bix + ¢;,x; <x < xj41,j =0,1,2,...,n — 1.
Dolayisiyla
Xj+1
Vv = nf (a;x* + bjx + cj)zdx
xj
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Xj+1
= ﬂf (afx* + 2a;b;x° + (2a;¢; + b )x? + 2¢;b;x + ¢ )dx

xj

dir. Bu integralinin ilkel fonksiyonu

1 1 1
Fi(x) =-afx5 + S 4bix* + 2 (2ajc; + b7 )x® + ¢jbx? + cfx

5
oldugundan

Vi = #F(x1) = F(x))
oldugu aciktir ve istenilen hacim V =V, +V, +...+V, dir.

Verilen formiilleri Tablo 4.1.1 ile tanimlanan (4.1.1) ile gdsterilen 6zel kuadratik spline
fonksiyonuna uygulayalim. Bu spline fonksiyonunun X-ekseni etrafinda donmesi ile

olusan cismin hacmini bulalim.
Verilere gore

n=2, Xog = 1,x1 =3,x2 =4‘,
ag = _1,b0 = 3,C0 = 0,
a, = 10,b, = —63,¢, = 99

dur. Bu taktirde

1 3
Fo(x) = =x® — —x* + 3x3

5 2
oldugundan
Fy(1) =§—§+ 3=17; Fy(3) :$—?+81 =8.1
olur. Dolayisiyla Vy, = 7Z‘(F0(3) — Fo(l)) =6.4r

j = 1 durumunda

F,(x) = 20x°> — 315x* + 1983x3 — 6237x% + 9801x
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oldugundan F;(3) = 6156; F;(4) = 6164 olur. Dolayisiyla

V, = (Fy(4) — F;(3)) = 87 dir.
Sonug olarak

istenilen hacimdir.

4.3. Ozel Kuadratik Spline fonksiyonun donel yiizey alam

Negatif olmayan y = f(x), a < x < b ile tanimlanan egrinin x-ekseni etrafinda

dondiiriilmesi ile tiretilen yilizey alani

b
S= 27Tff(x) 14+ (f'(x))?%dx

seklindedir (Aydin ve Ark., 2003), (Thomas ve Finney, 2001). Komsu “diigiim” nokta-

noktalarla tanimli araliklarda spline fonksiyonun donel yiizey alani

S; = Zﬂf [P(x)]\/1+ (P'(x))%dx

xj

P(x) = ajx® + bjx + ¢;,x; < x < Xj41,j = 0,1,2,...,n — 1

olup, spline fonksiyonunun donel yiizey alanim1 X; < X < X;,, araliginda hesaplayalim.

j+l
Xj+1
S; = Zﬂf |a;x? + byx + le\/l + (2a;x + by)?dx

xj

seklindedir.
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Donel ylizey alani hesaplamak i¢in asagidaki yardimci fonksiyonlarimiza ihtiya¢ vardir;

G(u) =uy1+u?

H(u) =ln(u+ 1+u2);

g@w) = uu? + 1)y 1 + u?

B
Li(a,p) = f(asz + bjx + cj)\/l + (Zajx + bj)zdx
a

(4a;c; — b?)
]

4(4a;c; — bjz) -1
64aj2

(H(2a;8+ b;) — H(2aya + by) )

1
+ Kaf(g( Zajﬁ—i- b]) 3 g(Zaja+ b]))

S; degerini hesaplamak igin agagidaki algoritma onerilir.

ALGORITMA 4.3.1. (j =0,1,2,..,n — 1)

IF abs(a;) < 10™** THEN
BEGIN

(x;,¥;) » (xj+1;,¥j+1) noktalariyla tanimli birinci mertebeden spline fonksiyonu ile ta-
nimlanan egrinin X-eksenin etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyin alanini ( S;)
hesaplayalim.

END hesaplama sonuclandi

—1.2
Z—bj —4a]-cj

IFz>0
THEN BEGIN(1)
s = sqrt(z)
~bj-s —bj+s
IFa; > 0 THEN BEGIN t; = ;T = END
Za]’ Zaj
ELSEBEGIN T; = ‘bi‘s; t = b/t END
2(1]' Zaj
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S; = 2r[abs (Ij(x],Tj)) + abs (Ij(Tj,xjﬂ))] hesaplama sonuclandi

Sy =2xlabs (i(x.t)) +abs (5, 1)) + abs (1,(T;,2:44) )]
hesaplama sonuglandi
IFx; < t; < xj,, < T; THEN
Sy = 2z[abs (1(x.t;)) + abs (I;(t;,%:1))] hesaplama sonuclands
IFx; = t; AND T; < x;,, THEN
S; = 2x[abs (Ij(xj,Tj)) + abs (Ij(Y},xj+1))] hesaplama sonuglandi

]

IFX] < t] AND T} = .X'j+1 THEN
S; = 2r[abs (Ij(xj, tj)) + abs (IJ (tj,xj+1))] hesaplama sonuclandi
END(1)

S; =2rabs (Ij(xj,xj+1)) hesaplama sonuclandi
n adimdan sonra istenilen alan S =S, +S, +...+ S, olarak elde edilir.

Verilen algoritmanin Tablo 4.1.1 ile tanimlanan 6zel kuadratik spline fonksiyonuna uy-

gulanmasi sonucunda S =~ 185.096 elde edilir.

no 1 2
X 0 3
y 2 2
y -3

Tablo 4.3.1
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Verilen algoritmayi Tablo 4.3.1 ile tanimlanan 6zel kuadratik spline fonksiyonuna

uygulayalim. S6z konusu spline fonksiyonu

P(x)=x*-3x+2, 0<x<3
oldugu aciktir. Bu fonksiyonun grafigi “Graphics Constructor 2.0” yazimi yardimiyla
cizilmistir ( bak Sekil 4.3.1).

Burada x, = 0, x; = 3 tiir. Segilen aralikta 2 kok vardir; t = 1, T= 2.

S = z;zf|x2 —3x + 2|{/1+ (2x — 3)2dx

= Zﬂj(xz—3x+2)\/1+(2x—3)2dx—27rj(x2—3x+2)\/1+(2x—3)2dx
0 1

+ 27[](362 —3x +2)y/1+ (2x — 3)2dx

\/_+ ln(3+\/_)+—ln(1+\/_)]

S=2
”[32

[16v— \/_——ln(3+\/_)+—ln(1+\/_)]

In(3 + v10) ~1.81845; In(1 + v2) ~0.881374

oldugundan S228.4417 olarak bulunur.

Sekil 4.3.1
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Sekil 4.3.1 ile verilen paraboliiniin ve y = 0 dogrusunun grafikleri verildi.

Birinci dereceden spline fonksiyonunu (x; = k/10, vy, =x? —3x, +2), k=
0,1,2,..,30 tabloyu kullanarak cizerken yaklasik donel uzeyin alam1 28.4397

olarak verildi.

5. HERMITE KUBIK SPLINE FONKSiYONLAR

Onceki béliimlerde Hermite kiibik spline fonksiyonun tanimini hatirlattik. Séyle
ki Tablo 2.2’yi saglayan Hermite kiibik spline var ve tektir. Bu fonksiyon

aj, bj,cj,d;j,j =0,1,2,..,n — 1reel sayilarma baghdir.

P(x) =ajx®> +bix* +cix +d;, x5 < x < X4
( P(.X']) = yj;,
P'(x) = fj;

P(xj+1) =YVj+1s
Lpl(xjﬂ) = fj+1
Bunu Tablo 2.4’lin devaminda ayrintili olarak agikladik. Hermite kiibik spline fonksi-

nu diferensiyel denklemlerin hesaplanmasi igin kullanilir ( bak, 6rnegin, ( Birkhoff

ve ark., 1968), (Sinan ve Bulgak, 2016).

Bu boliimde 6nce Hermite kiibik spline fonksiyonun hacmini veren formiilii verelim.
Sonra sirasiyla uzunlugunu ve donel yiizeyinin alanin1 yamuklar yontemini kullanarak

elde edecegiz. Kisaca elde edilen Hermite kiibik spline fonksiyonun her

Xj <x < x41;] =0,1,...,n— larahi§im M esit alt araliga boliip, birinci dereceden

spline fonksiyonuna karsilik gelen integralleri hesaplayacagiz.

5.1. Hermite Kiibik Spline Fonksiyonun Donel Hacmi

y = f(x),a < x < b ile tanimlanan fonksiyonun x-ekseni etrafinda 360 derece

dondiiriilmesiyle elde edilen hacim
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b
V=nr f f?(x)dx
a
seklindedir (Aydin ve Ark., 2003). Komsu “diiglim” noktalarla tanimli araliklarda spline
fonksiyonun hacmi
Xj+1

Vv, = nf P?(x)dx

Xj

P(x)=ax3+bx*+cx+d,xi <x<xj,1,j=012,..,n—1.
j j j jr Xj j

formundadir. Dolayisiyla

Dolayistyla
Xj+1
V= 7Z'J (a;x® + bjx? + ¢jx + dj)zdx
Xj
Xj+1
Xj

dir. Bu integralin ilkel fonksiyonu

1 1 1 1
F(x) = ;ajzx7 + §ajbjx6 +z (2ajc; + b7 )x® + > (a;d; + cjbj)x*

1
+§ (ijdj + cjz)x3 +¢id;x* + djzx
oldugundan

Vi = 2(F(x41) = F (%))
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oldugu aciktir ve istenilen hacim V =V, +V, +...+V, dir.

Xn

V= nf P?(x)dx

X0

y 1 2 1
y' 0 3 -6

Tablo 5.1.1

Tablo 5.1.1°e karsilik gelen Hermite kiibik spline fonksiyonu

( x341 0<x<1
f(x)_{—x3+6x—3 1<x<2

dir. Bu taktirde

1
Vo = ”(Fo(x1) - Fo(xo)) = ”(7 +1.5)
ve
Vi = d(F1(x2) = F1(x)) = a; +5.0).

oldugundan istenilen hacim
2
V=Vy+V, = ;r(7 + 6.6) ~21.6321

olur.
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5.2. Hermite Kiibik Spline Fonksiyonun Uzunlugunun ve Dénel Yiizey Alaninin

Yaklasik Hesaplanmasi

Komsu “diigiim” noktalarla tanimli araliklarda Hermite kiibik spline fonksiyonun

uzunlugu

Xj+1

L = f J1F (P (0))2dx,
xj
P(x) = ajx® + bjx* + ¢ix + dj, xj < x < xj44,j = 0,1,2,..,n — 1

ve bu egrinin x-ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile iiretilen yiizeyin alani

Xj+1
S; = Zﬂ'f |P(x)]{/1+ (P'(x))?dx.
Xj
dir.

L; ve S; degerlerini yaklasik olarak hesaplayalim.

ADIM 1. M > 4 dogal bir say1 secelim.
Xj+17Xj
ADIM 2. h; = 0 hesaplayalim.
ADIM 3. gy ; = g].(xj + khj),k = 0,1, 2,..., M hesaplayalim.

Virtual Tablo 5.2.1 i¢in birinci dereceden spline fonksiyonunun L;(M) ve S;(M) degerleri

elde edilir.
no 0 1 2 M
X Xj Xj + hj Xj + Zhj Xj+1
y Yo,j 91,j 92,j Im,j

Tablo5.2.1
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j=0,1,..,n— 1 adimlarindan sonra

L(M) = Lo(M) + Ly(M) + -+ +Ly_1 (M);
degerleri istenilen L ve S yaklasik degerleridir.

Bir 6rnek verelim. Tablo 5.2.2’yi saglayan Hermite kiibik spline fonksiyonu

—x3 +5.5x2 — 7x + 3.5, 1<x<3;

P =
(x) {8x3 —82x2 +275x—298, 3<x<4

dir.

y 1 5 2
y' 1 = 3

Tablo 5.2.2

Sekil 5.2.1
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M = 4 olarak segilsin, bu durumda iki tablo elde edilir ( bak Tablo 5.2.3 ve Tablo
5.2.4).

X 1 15 2 2.5 3
y 1 2 3.5 4,75 5
Tablo 5.2.3
X 3 3.25 3.5 3.75 4
y 5 4.25 3 2 2
Tablo5.2.4
Sekil 5.2.2

Tablo 5.2.3 kullanarak birinci interval i¢in Interpolation 1 rejimde hesap edersek
Curve 4.60448 Area 89.8737
bulunur.
Bu ise asagidaki degerleri verir.

Lo(4) = 4.60448 Area S,(4) = 89.8737
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Tablo 5.2.4 kullanarak ikinci interval i¢in Interpolation 1 rejimde hesap edersek
Curve 3.3461 Area 71.3412
bulunur.
Bu ise asagidaki degerleri verir.
L;(4) = 3.3461 Area S,(4) = 71.3412
Sonug olarak istenilen degerler agagidaki sekilde olur.
L(4) = Ly(4) + L,(4) =4.60448+3.3461 = 7.95058
S(4) = S,(4) + Sy(4) =89.8737+71.3412 = 161.215

Elde edilen yaklasik fonksiyonun grafigi spline fonksiyonun grafigi ile birlikte Sekil
5.2.2 de verildi.

Simdi de M = 8 segelim. Bu durumda iki tablo elde edilir ( bak Tablo 5.2.5 ve

Tablo 5.2.6).

x |1 1.25 15 | 1.75 2 2.25 25 | 275 3

1 1.39062 | 2 2.73438 | 3.5 |4.20312 |4.75 |5.04688 |5

Tablo5.2.5

x |3 3.125 3.25|3.375 3.5 |3.625 3.75 | 3.875 4

5 4.73438 | 4.25 | 3.64062 | 3 2.42188 |2 1.82812 |2

Tablo5.2.6
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Sekil 5.2.3

Tablo 5.2.5 kullanarak birinci interval i¢in Interpolation 1 rejimde hesap edersek
Curve 4.69364 Area 92.7582
bulunur.
Bu ise asagidaki degerleri verir
Lo(8) = 4.69364 So(8) = 92.7582
Tablo 5.2.6 kullanarak ikinci interval i¢in Interpolation 1 rejimde hesap edersek
Curve 3.52512 Area 73.4337
bulunur.
Bu ise asagidaki degerleri verir.
L,(8) = 3.52512 $1(8) = 73.4337
Sonug olarak istenilen degerler asagidaki sekilde olur;
L(8) = Ly(8) + L(8) = 4.69364+3.52512 = 8.21876
S(8) = 55(8) + S5;(8) = 92.7582+73.4337 =166.192

Elde edilen yaklasik fonksiyonun grafigi spline fonksiyonun grafigi ile birlikte Sekil
5.2.3 de verildi.
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