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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 

 

 

Simge  Açıklama 

 
B(x, y)   Beta Fonksiyonu 

1 r(α ,...,α )
n 1 rg (x , ..., x )   Chan-Chyan-Srivastava Polinomu 

1 r(α ,...,α )
n 1 rh (x , ..., x )   Çok Değişkenli Lagrange-Hermite Polinomu 

Γ(x)   Gamma Fonksiyonu 

2 1F (a,b;c; x)   Gauss Hipergeometrik Fonksiyonu 

� � � �α,β
nF x;a,b,c   Genişletilmiş Jacobi Polinomu 

nH (x)   Hermite Polinomu 

S(n,k)   İkinci çeşit Stirling sayıları 
(a,b)

nP (x)   Jacobi Polinomu 

(α,β)
ng (x, y)   Lagrange Polinomu 

(n)
AF , (n)

BF , (n)
CF , (n)

DF   Lauricella Fonksiyonları 

nP (x)  Legendre Polinomu 

n(α)   Pochhammer Sembolü 



1 

1. GİRİŞ 

 

Son yıllarda Uygulamalı Matematikte ortogonal polinomlar teorisi ve bunların 

uygulamaları konuları üzerinde oldukça çalışılmaktadır. Bu polinomların 

matematiksel istatistik, quantum mekaniği ve matematiksel fiziğin uygulamalarında 

önemli yerleri vardır. Tek ya da çok değişkenli polinomların birçok özellikleri halen 

araştırılmaktadır. 

 
Tek değişkenli ortogonal polinomlarla ilgili yapılan çalışmaların ışığı altında, çok 

değişkenli polinomlar teorisi üzerinde de çalışmalar yapılmaktadır. 1926 da iki 

değişkenli Appell polinomlarının özellikleri P. Appell ve J. Kampè de Fèriet 

tarafından detaylı bir şekilde incelenmiştir. 1938 de Jackson, bir bölgede keyfi bir 

ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olan iki değişkenli ortogonal polinomların en 

basit özelliklerini ele almıştır. 1967 de H.L. Krall ve I. Sheffer, Jackson’ ın 

sonuçlarını genelleştirmiş ve özfonksiyonları bir bölgede ortogonal polinomlar olan 

ikinci basamaktan bazı lineer kısmi diferensiyel operatörleri incelemiştir. 1974 de 

G.K. Engelis de benzer sonuçlar elde etmiş ve iki değişkenli bazı ortogonal polinom 

sınıfları için Rodrigues formülünü türetmiştir. Ayrıca 1998 de Khan ve Shukla 

Lagrange polinomlarının üç değişkenli hali üzerinde çalışmışlar, 2001 yılında bu 

polinomların çok değişkenlisi Chan, Chyan ve Srivastava tarafından tanımlanmış ve 

literatüre Chan-Chyan-Srivastava polinomları adıyla, çok değişkenli polinomların 

önemli bir sınıfı olarak geçmiştir.  

 
Yine son yıllarda da Altın ve Erkuş tarafından çok değişkenli Lagrange-Hermite 

polinomları tanımlanmış ve özellikleri üzerinde çalışmalar yapılmıştır. 2006 yılında 

ise bu polinom sınıflarının ikisini de kapsayan bir çok değişkenli polinomlar ailesini 

Erkuş ve Srivastava inşa etmiş ve bir takım özelliklerini incelemişlerdir. 

 
Bu tezde, yukarıda bahsedildiği gibi Uygulamalı Matematikte önemli yer tutan 

polinomların, özellikle çok değişkenli olanları üzerinde durulmuştur. Altıncı bölüm 

orijinal sonuçlara ayrılmıştır. Çok değişkenli polinomların yeni bir sınıfı elde edilmiş 

ve bu polinomlar için multilineer, multilateral doğurucu fonksiyon bağıntıları, 

rekürans bağıntıları bulunup, benzer özellikler incelenmiştir.  
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Ayrıca elde edilen çok değişkenli polinomların bazı fonksiyonlar ile arasında 

bilateral doğurucu fonksiyonların bir ailesi elde edilmiş ve bu elde edilen doğurucu 

fonksiyonlardan özel durumlar ele alınarak başka bilateral doğurucu fonksiyonlar 

bulunmuş ve sonuçları incelenmiştir. 
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2. TANIMLAR VE TEMEL KAVRAMLAR 

 

2.1. Gamma Fonksiyonu 

 

� �x�  ile gösterilen Gamma fonksiyonu, 

 
 

 
genelleştirilmiş integrali yardımıyla tanımlanır. Gamma fonksiyonuna bazen 

genelleştirilmiş faktöriyel fonksiyonu da denir. 

 

2.2. Pochhammer Sembolü ve Hipergeometrik Fonksiyonlar 

 

a,b,c ler reel ya da kompleks sabitler olmak üzere  

 
� � � �
� �

21 1
1 ...

2 1
a a b bab z z

c c c
� �

� � �
�                                                                            

(2.1) 

 
şeklinde tanımlanan ifadeye hipergeometrik seri adı verilir. c sıfır yada negatif bir 

tamsayı olmamalıdır. 

� reel yada kompleks bir sayı, n sıfır veya pozitif bir tamsayı olmak üzere  

 
� � � � � �( )  1  2  ... 1n n� � � � �� � � � 	                                                                 (2.2)  

 
şeklinde tanımlanan n)(�  ifadesine Pochhammer sembolü denir ve 1)( 0 ��  olarak 

tanımlanır. 

Bu sembol yardımıyla Eş. 2.1 deki hipergeometrik seri 

 

2 1
0

( )  ( )( , ; ; ) ( , ; ; )
( )  !

nn n

n n

a bF a b c z F a b c z z
c n




�

� ��                                                          (2.3) 

 
olarak yazılabilir. 

� � 1

0

x tx t e dt



	 	� � �
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Ayrıca Pochhammer sembolü, 

 
( )( )

( )n
n��
�

� �
�
�

                         (2.4) 

 
� �1( )  1n n

� � �� � �                                                                                                   (2.5) 

 

� �( ) 1  !n
n n

n
�

�
	
 �

� 	 � �
� �

                                                                                             (2.6) 

 
� �1( ) ( ) 1n n

k k k� � ��� � � � �                                                                               (2.7) 

 
özelliklerine sahiptir. 

Eş. 2.3 ün daha geneli, 

 
 

 

 

 

 

 

 
şeklinde olup, genelleştirilmiş hipergeometrik fonksiyonlar olarak tanımlanırlar. 

Burada F  nin altındaki  p  ve q  indisleri, F  nin yapısında biri �  diğeri �  olmak 

üzere iki tip parametre bulunduğunu ifade eder. 

 

2.2.1. Lemma 

 

� � � �
0 0

( )1 1  
!

n n nn

n n
x x x

n n
� ��
 

	

� �

	
 �
	 � 	 �� �

� �
� �

     
� �1x �

 

 
dir. 

 

 

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

0 1 2

, ,..., ;
( , ,..., ; , ,..., ; )

, ,..., ;

( )  ( )  ... ( )
                                                    

( )  ( )  ... ( )  !

p

p q p q p q

q

n n p n n

n n n q n

F z F z

z
n

� � �
� � � � � �

� � �

� � �
� � �




�

� �
� �� � �
� �� �

��
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2.2.2. Lemma 

 

: dD
dx
�

  
olmak üzere,  

 
!

( )!
 m s

s m m
D x

m s
x 	

	
�

 

 
dir. 

 

2.3. Doğurucu Fonksiyon 

 

İki değişkenli bir ( , )F x t  fonksiyonu t nin kuvvetleri cinsinden, 

 

0
( , )  ( ) n

n n
n

F x t c f x t



�

��
 

 
şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, ( , )F x t  fonksiyonuna � �� �xfn  fonksiyonlar ailesinin 

doğurucu fonksiyonu denir. Burada  nc  ler x ve t den bağımsız, n nin bir fonksiyonu 

olup değişik parametreler içerebilirler. 

 

2.4. Lagrange Polinomları 

 

İki değişkenli polinomlar ailesinden olan � � ),(, yxgn
��

 Lagrange polinomları, 

 

� � � � � � � �,

0

1 1 ,  n
n

n
xt yt g x y t� � � �



	 	

�

	 	 ��   ;  � �1 1 ,t min x y	 	�
                          

(2.8) 

 
doğurucu fonksiyon bağıntısı yardımıyla tanımlanmaktadır [11]. Buradan 
� � ),(, yxgn
��

 Lagrange polinomları aşağıdaki şekilde bulunabilir: 

 

� � � �
0

1 1 k k k

k
xt x t

k
� �

	

�

	
 �
	 � 	� �

� �
�
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� � � � n

n

nn ty
n

yt �



�

	 	��
�

�
��
�


	
�	

0

11
��

 

 
Bu eşitlikler taraf tarafa çarpılır ve ikinci tarafa kuvvet serisinin Cauchy çarpımı 

uygulanırsa, 

 
 

 

                      (2.9) 

 

 

 
olur. Eş. 2.8  ve  Eş. 2.9  karşılaştırılırsa, 

 
� � � � � �,

0 0 0
[ , ] 1  

n
nn k n k n

n
n n k

g x y t x y t
k n k

� � � �
 

	

� � �

� 	 	 �
 �
 �
� 	� �� �� �	� �� �� �

� � �
 

 
olup, nt  nin katsayıları eşitlendiğinde,  

 
� � � � knkn

n

k
n yx

knk
yxg 	

�

	��
�

�
��
�



	
	

��
�

�
��
�


	
�� 1),(

0

, ����

 
 
elde edilir. Eş. 2.6 kullanılarak � � ),(, yxgn

��
 Lagrange polinomları, 

 
� �

� �
,

0

( )  ( )( , )
! !

n
k n kk n k

n
k

g x y x y
k n k

� � � � 		

�

�
	�

 
 
şeklinde de yazılabilir. 

 

 

 

 

 

� � � � � � � �

� �

0 0

0 0

1 1 1 1

                             1  

k nk k n n

k n

n
n k n k n

n k

xt yt x t y t
k n

x y t
k n k

� � � �

� �


 

	 	

� �



	

� �


 	 �
 	 �
 � 
 �
	 	 � 	 	� �� �� � � �

� � � �� �� �

� 	 	 �
 �
 �
� 	� �� �� �	� �� �� �

� �

� �
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2.5. Lagrange Polinomlarından Jacobi Polinomlarına Geçiş 

 
� �, ( )n xP � �  Jacobi polinomları, 

 

� �,

0

2 1

1 1( )
2 2

1             , 1; 1;
2

k n kn

n
k

n n x xP x
k n k

n xF n n
n

� � � �

�
� � �

	

�

� �
 �
 � � 	
 � 
 �� � �� �� � � �	 � � � �� �� �

�
 � 	
 �� 	 � � � �� � � �
� �� �

�

                                          

(2.10) 

 
şeklinde tanımlanır [33]. Jacobi polinomlarının bu tanımından yararlanılarak Jacobi 

polinomları ile Lagrange polinomları arasında aşağıdaki şekilde bir bağıntı 

bulunabilir [4]: 

 
� �

��
�

�
��
�



	
�

	� 				

yx
yxPxyyxg nn

n
n

n
),(, )(),( ����

                                                            
(2.11) 

 
Eş. 2.11 yardımıyla, Lagrange polinomları ile Jacobi polinomları arasında, birinin 

bilinen bir özelliği kullanılarak diğeri için yeni özellikler ortaya çıkarılabilir.   

 

2.6. Chan-Chyan-Srivastava Polinomları 

 
� �1 2, ,...,

1( ,..., )r

n rg x x� � �

 çok değişkenli Lagrange polinomları, 

 

� �� � � �

� �� �

1 2, ,...,
1

01

1 1
1

1 ( ,..., )  

          ,...,

i r
r

n
i n r

ni

r

x t g x x t

t min x x

� � � �



	

��

	 	

	 �

�

��

                                                         

(2.12) 

 
doğurucu fonksiyon bağıntısıyla tanımlanırlar [4]. 

Aynı zamanda bu polinomlara Chan-Chyan-Srivastava polinomları da denir. 1998 

yılında bu polinomların 3r �   halini Khan ve Shukla çalışmışlardır [16]. 
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Kısım 2.4 de iki değişkenli Lagrange polinomlarının elde edilişinde kullanılan yolla 

ve Eş. 2.12 den hareketle bu polinomların açık ifadesi, 

 
� �1 1

1 2

1 1,...,
1 1

... 1

1 1
( ,..., ) ... ...r r

r

r r k k
n r r

k k k n r

k k
g x x x x

k k
� � � �

� � � �

� 	 � 	
�


 � 
 �
� � � �
� � � �

�
 

olarak bulunur. İkinci yandaki binom katsayıları yerine Pochhammer sembolü 

cinsinden ifadeleri kullanılırsa, 

 
� � � � � �

1

1

1

1 2

1

1

,..., 1
1

...

( ,..., ) ... ... 
! !

r

r

r

r

r

r

k k
r

n r k k
k k k n k k

x x
g x x� � � �

� � � �

� �
                                              

(2.13) 

 
şeklinde yazılabilir. 

 

2.7. Multilineer ve Multilateral Doğurucu Fonksiyonlar 

 

2.7.1. Tanım 

 

Bir 1( ,..., , )rH x x t  fonksiyonu t  nin kuvvetlerine göre, 

 

1 1
0

( ,..., , )  ( ) ... ( ) n
r n n n r

n
H x x t h f x f x t




�

��
 

 
şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, 1( ,..., , )rH x x t  fonksiyonuna, 1( ),..., ( )n n rf x f x  

fonksiyonları için Multilineer Doğurucu Fonksiyon denir. 

Burada nh  ler, x ve t den bağımsız n nin bir fonksiyonu olup değişik parametreler 

içerebilirler. 

2r �  için 1 2( , , )H x x t  fonksiyonuna bilineer doğurucu fonksiyon denir. 

 

2.7.2. Tanım 

 

Bir 1( ,..., , )rG x x t   fonksiyonu t  nin kuvvetlerine göre, 
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1 1, 1 ,
0

( ,..., , )  ( ) ... ( ) n
r n n r n r

n

G x x t g f x f x t



�

��
 

 
şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, 1( ,..., , )rG x x t  fonksiyonuna, 1, 1 ,( ),..., ( )n r n rf x f x  

fonksiyonları için Multilateral Doğurucu Fonksiyon denir. 

Burada ng  ler,  x ve t den bağımsız n nin bir fonksiyonu olup değişik parametreler 

içerebilirler. 

2r �  için 1 2( , , )G x x t   fonksiyonuna bilateral doğurucu fonksiyon denir. 

 

Katlıterim katsayıları, 

 

1 1

!

, ..., !... !
 ,                (0  ;  1, 2,..., )

r r

j

n n

k k k k
k n j r� � � �


 �
� �
� �  

 
olarak tanımlanmaktadır. 

 Bu katsayılar ve mutlak yakınsak seriler için geçerli olan 

 

� � � � � �1

1

11
1

,..., 0 01

...
... ... 

! ! !

r

r

nm m
rr

r
m m nr

x xx x
f m m f n

m m n


 


� �

� �
� � �� �                                        (2.14) 

 
özdeşliği yardımıyla [31], Chan-Chyan-Srivastava polinomları için aşağıdaki 

doğurucu fonksiyon bağıntısı elde edilebilir [4]: 

 
� � � � � �� �1 1,..., ( ,..., ) 1

1
0 1 1

 ,..., 1  ,..., .
1 1

jr r

r
n r

m n r j m
n j r

m n x x
g x x t x t g

n x t x t
�� � � �



	

�
� �

�
� 	

	 	


 �
 �
� �� �

� � � �
� �

               

(2.15)  

 
                          � �� �1 1

1 0,...,  ;  rt min x x m IN	 	� �   
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2.8. İkinci Çeşit Stirling Sayıları ile İlişkili Bir Doğurucu Fonksiyon 

 

Bu kısımda Eş. 2.15 doğurucu fonksiyon bağıntısının bir uygulaması verilecektir.  

 

Eş. 2.15 de  ,  ,  m k n l t z   	   alınarak elde edilen bağıntıdan 

 

1( ,..., ) 1

1

,...,
1 1

r r
k

r

x x
g

x z x z
� �

� �


 �
� �
� �  

 
çekilir ve  

1( ,..., ) 1

0 1

,...,  
1 1

rn kr
k

k r

x x
k g z

x z x z
� �




� � �


 �
� �
� �

�
 

 
serisinde yerine yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

 

� �� � � � � �1 1( ,..., ) ( ,..., )1
1

0 011

,..., 1 ! , ,...,
1 1

jr r

r n
n k kr

k j k r
k kjr

x x
k g z x z k S n k g x x z

x z x z
�� � � �




� ��

�
� �


 �
�� �

� �
� �� (2.16) 

 

                                             � �� �1 1

1 0,...,  ; rz min x x n IN	 	� �  

 
elde edilir.  

Eş. 2.16 da jx  yerine 
1

j

j

x
x z	  

� �1,...,j r�  alınarak, Chan-Chyan-Srivastava 

polinomları için bir doğurucu fonksiyon, 

 

� �� � � �1 1( ,..., ) ( ,..., ) 1
1

0 01 1

( ,..., ) 1 ! , ,...,
1 1

jr r

r n
n k kr

k r j k
k kj r

x xk g x x z x z k S n k g z
x z x z

�� � � �

 	

� ��


 �
� 	 � �	 	� �

� ��
                                                                                                                               (2.17) 

                              � �� �1 1
1 0,...,  ;  rz min x x n IN	 	� �                                                                          

 
olarak elde edilir [4]. Burada � �,S n k  ikinci çeşit Stirling sayıları olup, 
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� � � �
� �0

0 ;     
1

! ,       ;      (0 )

k
k l n

l

k nk
l

k S n k k nl
	

�

!"
 � #	 � $� � � �#� � %
�                                              (2.18) 

 
ve 

 

� � � �
0

1
( , ) 1    ;     0

!

k
k j n

j

k
S n k j k n

jk
	

�

� 	 � �

 �
� �
� �

�
                                                         

(2.19) 

 
şeklinde tanımlanmaktadır [28].  

Aynı zamanda 

 

,0

1         ( 0)
( ,0)

0       ( )n

n
S n

n IN
&

�
� �

�
"
$
%     

ve   � � � � � � � �
0

1 ,
n

k n

k
k

x S n k x
�

	 � 	�
                       

(2.20) 

 
dir. Buradaki  ,n m&  Kroneker sembolüdür. 

Ayrıca, 0n �  alınırsa Eş. 2.17 deki doğurucu fonksiyon, Eş. 2.12 doğurucu 

fonksiyonuna indirgenir. 

 

Eş. 2.12 de j j j� � � �  yazılıp daha sonra iki kuvvet serisi için Cauchy çarpımı 

kullanılırsa, 

 

� �� �1 1( ,..., )
1

0 1

( ,..., ) 1 j jr r

r
n

n r j
n j

g x x t x t
� �� � � �



	 	� �

� �

� 	� �
 

 

        
� �� � � �� �

1 1

1 1j i

r r

j i
j i

x t x t
� �	 	

� �

� 	 	� �
 

 

                                         
� � � � � � � �1 1,..., ,...,

1 1
0 0

= , ..., , ...,r rn k

n r k r
n k

g x x t g x x t� � � �

 


� �

� �
 

 

                                         
� � � � � �11 ,...,( ,..., )

1 1
0 0

,..., ,...,rr

n
n

n k r k r
n k

g x x g x x t� �� �



	
� �

� ��  

bulunur. Burada nt  nin katsayıları eşitlendiğinde çok değişkenli Lagrange 

polinomları için aşağıdaki toplam formülü elde edilir [4]: 
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� � � � � �11 1 1 ,...,( ,..., ) ( ,..., )
1 1 1

0

( ,..., ) ,..., ,...,rr r r

n

n r n k r k r
k

g x x g x x g x x� �� � � � � �� �
	

�

��                         (2.21) 

 
Benzer şekilde yine Eş. 2.12 de � �   1, 2,...,jx x j r� �  alınırsa, 

� �

� �

11
...( ,..., )

0

11

0

( ,..., ) 1

... 1
                                   =             

rr n
n

n

r n n

n

g x x t xt

n
x t t x

n

� �� �

� �



	 	 	

�



	

�

� 	

� � � 	
 �
�� �

� �

�

�
 

bulunur. Burada nt  nin katsayılarının eşitlenmesiyle, 

 

� �1 1( ,..., ) 1
0

... 1 ( ... )
( ,..., )  = ;    

!
r r n nr n

n

n
g x x x x n IN

n n
� � � � � �� � � 	 � �

� �

 �
� �
� �                 

(2.22) 

 
elde edilir. Eş. 2.22 de 1x �  alınırsa, 

 

� �1 1,..., 1
... 1 ( ... )

(1,...,1)
!

r r r n
n

n
g

n n
� � � � � �� � � 	 � �

� �

 �
� �
� �  

 
olur [4].  
 

2.9. Bilineer ve Bilateral Doğurucu Fonksiyonlar İçin İki Temel Teorem 

 

Bu kısımda, çok değişkenli Lagrange polinomları için bilineer ve bilateral doğurucu 

fonksiyonların bulunmasına kolaylık sağlayan iki temel teoremi vereceğiz. 

 

2.9.1. Teorem 

 

' -yüncü basamaktan ve s  değişkenli � �s IN� , sıfıra denk olmayan � �1,..., s' ( ()  

fonksiyonu için,  
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� � � �

� �

, 1 1
0

,..., ; ,...,

                    0;   

k
s k k s

k

k

a

a

' * ' *( ( + ( ( +

*




�
�

, � )

- �

�

�  
 
ve 

� � � � � �
. /

1( ,..., )
1 1 1 1

/
,
,

0

,..., ; ,..., ; ,..., ,...,

,                                      ( )

r k
r s k n pk r k s

n p

n p
k

x x a g x x

n p IN

� �
' *

' * ( ( 0 ( ( 0	 �
�

)

�

1 � �

                   

(2.23) 

 
olsun. Burada . //n p ,  /n p  ye eşit ya da /n p  den küçük olan en büyük tamsayıyı 

göstermektedir. 

 Bu durumda, 

 

� �� � � �,
, 1 1 , 1

0 1

,..., ; ,..., ; 1  ,..., ;i
r

n
n p r s i sp

n i

x x t x t
t

�' *
' *

2( ( ( ( 2



	

� �


 �1 � 	 ,� �
� �

� �
                  

(2.24) 

 
bağıntısı gerçeklenir [4]. 

 

İspat 

 

Eş. 2.24 deki doğurucu fonksiyon S  olsun. � �,
, 1 1,..., ; ,..., ;n p r sx x' * ( ( 01   

polinomlarının değeri Eş. 2.23 den alınıp Eş. 2.24 de yerine konulursa, 

 
. /

� � � �1

/
( ,..., )

1 1
0 0

 ,...,  ,...,   r

kn p
n

k n pk r k s pk
n k

a g x x t
t

S � �
' *

2
( (




	 �
� �

)���
 

 
olup burada, 

 

� �
. //

0 0 0 0
, ( , )

n p

n k n k
A k n A k n pk


 
 


� � � �

� ��� ��                                                                       (2.25) 

 
bağıntısı kullanılırsa [27], 
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� � � �1( ,..., )
1 1

0 0

 ,...,  ,...,  r k n
k n r k s

n k
S a g x x t� �

' * ( ( 2

 


�
� �

� )��
 

 

    
� �1( ,..., )

1 1
0 0

= ( ,..., )  ,...,  r n k
n r k k s

n k
g x x t a� �

' * ( ( 2

 


�
� �

)� �
 

 

    
� �� � � �, 1

1

= 1  ,..., ;i
r

i s
i

x t �
' * ( ( 2	

�

	 ,�
 

 
elde edilir ki bu da ispatı tamamlar. 

 

2.9.2. Teorem 

 

' -yüncü basamaktan ve s  değişkenli � �s IN� , sıfıra denk olmayan � �1,..., s' ( ()  

fonksiyonu verilsin ve p IN� , * � , � �1= ,..., r� � � , � �1= ,..., r� � �   için, 

 

� � � � � � � �
. /

� �

1 1

/
,...,,

, , , 1 1 1 1
0

,..., ; ,..., ; ,..., ,...,

                                    0;   

r r

n p
n p k

r s k n pk r k s
k

k

x x z a g x x z

a n IN

� � � �
' * � � ' *( ( ( (� �

	 �
�

, � )

- �

�

 
 
olsun. Bu taktirde, 

 

� � � � � �
. /

� �

1 1

/
( ,..., ) ( ,..., )

1 1 1
0 0

,
, , , 1 1

 ,..., ,...,  ,...,

                                               ,..., ; ,..., ;

r r

k pn
l

l n k r k pl r l s
k l

n p
r s

a g x x g x x z

x x z

� � � �
' *

' * � �

( (

( (

	 	 �
� �

)

� ,

��

                         

(2.26) 

 
bulunur [4]. 

 

İspat 

 

Eş. 2.26 nın sol yanı T  olsun. Şimdi, 
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� �
. /

� �
. // /

0 0 0 0
, ,

k p n p n pln

k l l k
A k l A k pl l

	

� � � �

���� � �
                                                                         

(2.27) 

 
bağıntısı kullanılırsa [27], 

 

� � � �
. /

� �

. /
� � � � � �

1 1

1 1

/
( ,..., ) ( ,..., )

1 1 1
0 0

/
( ,..., ) ( ,..., )

1 1 1
0 0

 ,...,  ,...,  ,...,  

   =  ,...,   ,...,  ,...,

r r

r r

n p n pl
l

l n pl k r k r l s
l k

n p n pl
l

l l s n pl k r k r
l k

T a g x x g x x z

a z g x x g x x

� � � �
' *

� � � �
' *

( (

( (

	

	 	 �
� �

	

� 	 	
� �

� )

)

� �

� �
 

 
eşitliğine ulaşılır ve  Eş. 2.21 den, 

 

� � � � � �
. /

� �

1 1

/
,...,

1 1
0

,
, , , 1 1

 ,...,  ,...,  

   = ,..., ; ,..., ;

r r

n p
k

l n pl r l s
l

n p
r s

T a g x x z

x x z

� � � �
' *

' * � �

( (

( (

� �
	 �

�

� )

,

�

 
 
elde edilir ki böylece ispat tamamlanır. 
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3. CHAN-CHYAN-SRIVASTAVA POLİNOMLARI İÇİN FARKLI 

DOĞURUCU FONKSİYONLAR VE TOPLAM FORMÜLLERİ 

 

Bu kısımda Chan ve arkadaşları tarafından tanımlanan Chan-Chyan-Srivastava 

polinomlarının farklı doğurucu fonksiyonları ve toplam formülleri incelenecektir. 

 

3.1. Lemma 

 

0n IN�  için aşağıdaki doğurucu fonksiyon bağıntısı sağlanır: 

 

. / � �� �( ) ( ) 1

0 1 1

( ) ! 1 ,..., , 1
1 1

j
r

k n r
k j mm

k j r

x z x zk n g z m x z g
x z x z

� 	

 	

� �


 �
� � 	 	� �	 	� �

� � ,x� �

             

(3.1)   

 
 
Burada, . / � � � �:  1  ... 1   ( )

m
k k k k m m IN� 	 	 � � , . /0 1 k �  ve 1,...,( )r� ���� ,

1( ,..., )rx x�x dir [6]. 

 

Lemma 3.1 de sırasıyla n m�  ve  0n �   alınırsa aşağıdaki doğurucu fonksiyon 

bağıntıları elde edilir [6]: 

 

. / � � � � � �

� �� �

( ) ( )

0 0

( , ) 1

1 1

1  

                                 ! 1 ,..., , 1
1 1

j

k k
k kmm

k k

r
m r

j m
j r

k m g z k g z

x z x zm x z g
x z x z


 


� �

	 	

�

� � �


 �
� 	 	� �	 	� �

� �

�

x x� �

� �

 
 
ve 

 

 

. / � � . / � �( ) ( )

0

k k m
k k mm m

k k m
k g z k m g z


 

�

�
� �	

� �� ��� �x x
 

 

     
. / � � . / � �

1
( ) ( )

0

k m k m
k m k mm m

k m k
k m g z k m g z

	 

� �

� �
�	 �

� � � �� ��� �x x
 



17 

                            
. / � � . / � �

1
( ) ( )

0

m k k
k m k mm m

k m k
z k m g z k m g z

	 


� �
�	 �

� �
� � � �� �� �
� ��� �x x

 
 

                            
� � � � � � � �

1
( ) ( )

0
1 1m k m k

k m k mm m
k m k

z k g z z k g z



	
	 � �

� �

� � � �
� 	 � � �� � � �� � � �
� ��� �x x

 
 

                           
� � � �( )

0
1m k

k mm
k

z k g z



�
�

� �
� �� �� �
� �� x

 
 

                          
� �� � ( ) 1

1 1

! 1 ,..., .
1 1

j
r

r
j m

j r

x xm x z g
x z x z

	

�


 �
� 	 � �	 	� �
�

� �

 
 

3.2. Lemma 

 

Chan-Chyan-Srivastava polinomları aşağıdaki toplam formülüne sahiptir [6]: 

 

. / � � � � � �� �� � � � � �

� �

1 1
( ) ( )

, ... 1
0 1

1 0 1 2

...1 .

          , , , ,..., ;   1    ( 1,..., );  ...  

j

r r

p r n m
k p k p n n j mm

k j

r j r

nk n g g x

m p n n n IN n m j r p n n n

� �& *	
	 � �

� �

� � 	� � 	 	 �

� 3 	 � 3 � � �

� ��� �	 nx x α

                                             (3.2) 

Burada, 

 

� � � �, 1

( )

1        ( 1,2)
j

s

n

jp
n m s sm

k j r s
j s

r

k
s k

x
x

x
k& �* 	

� �
-

�

	
� �" 4
 �# #� �� �$ 5� �� �� �# #% 6� �� �

���  

 
şeklindedir. 

 

Eş. 3.2 de  	 	�� � n  alınırsa aşağıdaki sonuç elde edilir: 
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. / � � � �

� �� �� � � �

� �

1

( ) ( )

0

, ... 1 1
1

1 0 1 2

              1 ... ( ).

     , , , ,..., ;   1    ( 1,..., );  ...

j

r

p

k p km
k

r n m
p n n j r m

j

r j r

k n g g

x p n

m p n n n IN n m j r p n n n

& � � *

	
	

�

� �
�

�

� 	 	 	 	 	 	 	 � 	

� 3 	 � 3 � � �

�

�

n x x

n

��	 �

� 	

        

(3.3) 

 

Eş. 3.3 de 0m �  alınırsa, 

 

� � � � � �� �

� �

1

( ) ( )
, ...

0 1

1 0 1

  

, ,..., ;   ...   

j

r

p r n

k p k p n n j
k j

r r

g g x

p n n IN p n n

&	
	 � �

� �

� 	

� 3 � �

� �n x x��	 �

 

 
elde edilir. 

 

3.1. Teorem   

 

.m dereceden herhangi bir ( )m xP polinomu için, 

 

� � � �

� �� � � � � �

� �

1 1

( ) ( )

0

( )
, ... 1

1

1 0 1 2

...

( )  

( 1)                 (0) .
!

     , , ,..., ;   1    ( 1,..., );   ...

j

r r

p

m k p k
k

mr n m
p n n j m m

j

r j r

p

k g g

x
m

m p n n IN n m j r p n n n

� �& *

	
	

�

� �
�

� � �
	

� 	 �

� 3 	 � 3 � � �

�

�

�	 �

�

n x xP

P P

                 

(3.4) 

 
 
dir [6]. 

 

İspat 

 

Pochhammer sembolünün tanımından, 



19 

� � . / 0( 1)    ( ; )k
k k

k IN7 7 7	 � 	 � � )  
 
olup, Eş. 2.18, Eş. 2.19 ve Eş. 2.20 ifadeleri kullanılarak  

 

. /
1

( , )
n

n
j

j
k S n j k

�

��
                                                                                                 

(3.5) 

 
elde edilir [14]. 

.m dereceden ( )m xP  polinomu 
0

( )
m

l
m l

l
k c k

�

��P   şeklinde olsun. Bu ifade Eş. 3.2 de 

yerine yazılırsa, 

 

� � � �( ) ( )

0

( )
p

m k p k
k

k g g	
	

�
� ��	 �n x xP
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� � �
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c g g c S l j k g g	 	
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� �
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� �� � � � � �
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, ... 1 1

1

( 1)... (0)
!

j

r

mr n m
p n n j m r m

j

x p
m

& � � *� �
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� 	 � � � �� �P P

 

 
elde edilir ve ispat tamamlanır. 
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3.1. Uyarı 

 

Eğer Teorem 3.1 de  � �1    1, 2,...,jn m j r� 	 �   alınırsa aşağıdaki sonuç elde edilir: 

 

.m dereceden herhangi bir ( )m xP polinomu için, 
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dir [6]. 

 

3.2. Uyarı 

 

Teorem 3.1 de 2r �  alınır ve Eş. 2.11 kullanılırsa Eş. 2.10 ile tanımlanan Jacobi 

polinomları için aşağıdaki şekilde bir toplam formülü elde edilir: 

 

Eş. 2.11 ifadesini düzenlersek, 
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yazılır ve gerekli düzenlemeler 

yapılırsa, 
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yazılır [31]. Bu ifade Eş. 3.4 de yerine yazılırsa, 
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bulunur. 

 

3.3. Uyarı 

 

Eş. 2.11 ve Eş. 3.6 ifadeleri eşdeğerdir. Ayrıca bilinmektedir ki, 
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dir [31]. Burada,  2 / ( 1)y x x� �  alınırsa, 
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olup, bu son bağıntı kullanılarak, 
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bulunur. Teorem 3.1 göz önüne alınarak, 
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(3.8) 

 
şeklinde başka bir toplam formülü elde edilir [6]. 

 

3.4. Uyarı 

 

Eş. 3.8 de r� � � 	 	 	 , 1n r� � 	 � � , 1 1n r 	  ve 2 1n n r 	 	  ve özel 

olarak 1 2 1p n n3 � �  alınırsa, Jacobi polinomları için bir başka toplam formülü, 
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olarak elde edilir [8]. 
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3.5. Uyarı 

 

0m IN� , r m3  ve n m r3 �  olsun. Eş. 3.8 de r� � � 	 	 	 , 1n r� � 	 � � , 

1 1n r� 	  ve 2 1n n r� 	 	  alınırsa, 

 

� � � �

� � � � � � � �

1
( , ) ( , 1)

, 2
0

1 1

, ,

1( ) ( ) 1 ( 1)
2

               

0 1 1 1    1
! 2 2 1

    
              

rp
nk n n r k p

m k p k p n m
k

r p n rm
m

n r m r mm m

xk P x P x

x x x
m x

� � � � & �

& � & � �

	
	 	 	 	 � 	 � 	 	

	 	
�

	 	 	

	

" �# 
 �� 	 	 	$ � �
� �#%

4� �	 � 	 #
 � 
 � 
 �� 	 � � �� �5� � � � � ��� � � � � �� �#� �6

�P P

P

� �0        , , , ;    ;     2                                m p n r IN r m p n m r� 3 � 3 3 �   

(3.9) 

 
elde edilir [21]. 

 

3.6. Uyarı 

 

Eş. 3.7 ifadesinde özel olarak 1 2n n m� �  alınırsa, 
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elde edilir.  

Eğer Eş. 3.10 ifadesinde 0m �  alınırsa, 
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3.7. Uyarı 

 

Eş. 3.4 de 1 ... rx x x� � �  alınır ve Eş. 2.22 ifadesi kullanılırsa, 
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elde edilir.  

Eğer, Eş. 3.11 ve Eş. 3.12 ifadelerinde 1� �  alınırsa, 
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3.3. Lemma 

 

İki değişkenli ( , ) ( , )ng x y� �  Lagrange polinomları için 

 
 

( , ) ( , 1)( , ) ( , )n
n ng x y g x y y� � � � �	 	 	 �� 	 	                                                                      (3.13) 

 
dir [6]. 

Ayrıca, 
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ve 

 
( , ) ( , )( , ) ( , )n ng x y g y x� � � ��                                                                                        (3.15) 

 
dir. 

Teorem 3.1 in farklı sonuçlarını incelemek için Eş. 3.13 ifadesi kullanılarak 

aşağıdaki iki değişkenli durum elde edilir. 

 

3.1. Sonuç 

 

.m  dereceden herhangi bir ( )m xP polinomu için, 
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dir [6]. 
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3.8. Uyarı 

 

Eş. 3.16 ifadesinde 1 2n n m� �  alınırsa .m  dereceden her ( )m xP polinomu için 

toplam formülü, 
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Eş. 2.11, Eş. 3.13 ve Eş. 3.14 ifadeleri kullanılarak 
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olup, özel olarak � �1 / 2y x x� �  alınırsa, 

 
( 1, ) ( , ) ( 1)( ) ,

2
n n n n

n n
x xP x x g x� � � � �� 	 	 	 	 	 	 �
 �� � �

� �                                                           
(3.17) 

 
yazılabilir [6]. 

 

3.9. Uyarı 

 

Eş. 3.17 ifadesi kullanılarak, Eş. 3.16 ifadesi .m  dereceden herhangi bir ( )m xP

polinomu için aşağıdaki şekilde yazılabilir [6]: 
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Burada 1 2n n m� �  alınırsa Eş. 3.10 ifadesi elde edilir.  

Eğer Eş. 2.12 ve Eş. 2.13 de, 
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elde edilir. Burada 1( ,..., )rx x�x  dir [6]. 

Teorem 3.1 ifadesinde Eş. 3.18 ifadesi kullanılırsa aşağıdaki teorem kolaylıkla 

yazılabilir. 

 
3.2. Teorem 

 
.m dereceden herhangi bir ( )m xP polinomu için, 
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4. BAZI ÖZEL POLİNOMLARIN ÖZELLİKLERİ VE BELİRLİ SINIFLARI 

İÇİN TOPLAM FORMÜLLERİ 

 

Bu kısımda Hipergeometrik polinomlar, Jacobi polinomları, genişletilmiş Jacobi 

polinomları, Laguerre polinomları, Hermite polinomları, çok değişkenli Lagrange-

Hermite polinomları ve Erkuş–Srivastava polinomlarının bazı sınıfları için elde 

edilen toplam formülleri incelenecektir. 

 

4.1. Hipergeometrik Polinomların Bir Ailesi İçin Toplam Formülü 
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şeklinde tanımlanır ve bu polinomların bir doğurucu fonksiyonu 
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(4.2) 

 
bağıntısı ile verilir [8, 31]. 

Eş. 2.8 de � � � 	 , � � , 1x , 1y x 	 , t z  alınır ve Eş. 4.2 ile 

karşılaştırılarak nz  nin katsayıları eşitlenirse, 

 
� �, ( , )( ) (1,1 )n nx xS g� � � � �	 	�                                                                                         (4.3) 

 
elde edilir. Bu ise hipergeometrik polinomlar ile Lagrange polinomları arasındaki 

ilişkiyi verir. 

 

Teorem 3.1 de, 2r �  için Eş. 4.3 ifadesi yerine yazılırsa aşağıdaki sonuç elde edilir: 
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4.1.1. Sonuç 

 

.m dereceden herhangi bir ( )m xP polinomu için, 
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şeklindedir [21]. 

 

4.1.1. Uyarı 

 

Negatif olmayan tamsayılar için r m3  ve n m r3 �  ve 1 1n r� � � 	 � 	 � � ,

2 11,   1r n n r� � 	 	 �  	 	  ve 2 1n r 	  alınırsa, Eş. 4.4 ifadesi, 
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(4.5) 

 
şeklini alır [21]. 

 

Bu durumun daha da özel bir durumunu göz önüne alarak, 1p n3 	  için Eş. 4.5 

ifadesi, ( , ) ( )n xS � �  hipergeometrik polinomları için bir başka toplam formülünü verir  

[21]: 
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4.2. Genişletilmiş Jacobi Polinomları İçin Toplam Formülü 

 

, 1,  a b n IN! 	 �  ve 1 1x	 � �   olmak üzere, 
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diferensiyel denkleminin çözümlerinden biri, Eş. 2.10 ile verilen � � � �,

nP x� �

 Jacobi 

polinomlarıdır. 

Jacobi polinomları, 

 
( , ) 2 2

2
0

2( ) 1 1 2 1 1 2
1 2

n
n

n
P x t t xt t t xt t

xt t

� � � �
� �

�
 	 	

�

� � � �� 	 � 	 � � � 	 �� � � �	 �
�

 
 

doğurucu fonksiyon bağıntısına,  dD
dx
� olmak üzere 

 
( , ) ( 1)( ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

! 2

n
n n n

n nP x x x D x x
n

� � � � � �	 	 � �	 � �� 	 � 	 �� �                                     (4.6) 

 
Rodrigues formülüne sahiptir. 

Aşağıdaki Rodrigues formülüyle tanımlanan � � � �,  ; , ,nF x a b c� �  genişletilmiş Jacobi 

polinomlarının bazı özelliklerini 1966 yılında Fujiwara vermiştir [15]: 
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(4.7) 
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Szegö tarafından tanımlanan � � � �,  ; , ,nF x a b c� �

 genişletilmiş Jacobi polinomları 

aslında,  � � � �,
nP x� �

  Jacobi polinomlarının sadece sabit bir katıdır [33].  

Eş. 4.6 ve Eş. 4.7 Rodrigues formülleri karşılaştırılırsa, 
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(4.8) 

 
bağıntısı elde edilir. 

Eş. 2.11 ve Eş. 4.8 kullanılırsa, 
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olarak � � � �, ,ng x y� �  Lagrange polinomları ile � � � �,  ; , ,nF x a b c� �

 genişletilmiş Jacobi 

polinomları arasındaki ilişki elde edilir [21]. 
� � � �,  ; , ,nF x a b c� �

 genişletilmiş Jacobi polinomları için toplam formülünü aşağıdaki 

teorem verir: 

 

4.2.1. Teorem  
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dir [21]. 
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İspat 

 

Eş. 4.9 ifadesi göz önüne alınırsa, 
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(4.10) 

 

elde edilir. Eş. 4.10 da  � �x x a
y

x b
	

 
	

  yazılırsa Teorem 4.2.1 in ispatı tamamlanır. 

 

Eş. 4.8 ifadesinde 11,  1,  
2

a b c� � 	 �
 
alınırsa, 

 
� � � � � �, ,1,1, 1,

2n nF x P x� � � �
 �	 �� �
� �  

 
elde edilir.  

Bu ifadeler Teorem 4.2.1 de yerine yazılırsa Eş. 3.7 elde edilir. 
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4.3. Laguerre Polinomları İçin Toplam Formülü 

 

0 -1,   x �� � 
 !  ve  n IN�  olmak üzere 

 
� �1 0xy x y ny�:: :� � 	 � �  

 

denkleminin çözümlerinden biri 
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olarak tanımlanan � � � �nL x�

 Laguerre polinomlarıdır [31]. � � � �nL x�  Laguerre 

polinomları hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden 
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şeklinde yazılır. 

Laguerre polinomları, 
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doğurucu fonksiyonuna sahiptir. 
� � � �nL x�  Laguerre polinomları ve � � � �,

nP x� �  Jacobi polinomları arasında bir limit 

bağıntısı, 
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şeklindedir [31].  
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Eş. 3.7 de 21 xx
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yazılırsa, 
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(4.11) 

 
elde edilir. 

Burada �  
  için limit alınır ve 2n m�  yazılırsa, Laguerre polinomları için 

aşağıdaki toplam formülü elde edilir: 
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Eş.  4.12 de 1n m�  alınırsa Laguerre polinomları için 
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şeklinde bir toplam formülü bulunur. 
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Diğer taraftan Eş. 4.11 de 2 1n m� �  yazılır ve �  
  için limit alınırsa, 
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                        (4.14) 

 
elde edilir [21]. 

Eş. 4.14 ifadesinde 0m �  alınırsa, 
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olup, burada 1 0n �  veya Eş. 4.13 de  0m �  alınırsa 
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bağıntısı elde edilir. 

Eş. 4.14 de 1 1n m� 	  ve � � m
m k k�P  alınırsa, 
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bulunur.

 Ayrıca, Eş. 4.13 ifadesinde � � � �0  m
mP k k m IN� �  özel durumu alınırsa, 
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şeklinde bir başka toplam formülü elde edilir. 
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4.3.1. Uyarı 
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sonuçları elde edilir [3]. 
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yazılabilir. 

Eş. 4.15 den, 
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bulunur [5]. 
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4.4. Hermite Polinomları İçin Toplam Formülü 

 

x	
 � �
  ve  0n IN�  olmak üzere 
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denkleminin çözümlerinden biri 
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ile gösterilen .n  dereceden  � �nH x  Hermite polinomlarıdır. Buradaki 
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şeklinde tanımlanır. 

Hermite polinomları, 
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biçiminde bir doğurucu fonksiyon bağıntısına sahiptir. 

1939 da Palama, Laguerre ve Hermite polinomları arasındaki 
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limit bağıntısını vermiştir [25]. 
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Laguerre polinomları ile Hermite polinomları arasında bir başka bağıntı da, 
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şeklindedir [21]. 

Eş. 4.13 ifadesinde 2x x� � �   alınır ve Eş. 4.16, Eş. 4.17 ifadeleri kullanılırsa, 

Hermite polinomları için aşağıdaki toplam formülü elde edilir: 

 

4.4.1. Teorem  

 

.m  dereceden herhangi bir ( )m xP polinomu için, 
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Teorem 4.4.1 de 0m �  alınırsa, 
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toplam formülü elde edilir. 
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4.5. Çok Değişkenli Polinomların Bir Sınıfı İçin Toplam Formülü 

 

Altın ve Erkuş tarafından, 
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n rh x x� �  polinomları 

çok değişkenli Lagrange-Hermite polinomları olarak bilinir [1]. 

Erkuş ve Srivastava, 
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Eş. 4.19 dan � �1

1

,...,
; ,..., 1( ,..., )r

rn l l rx x� �� �1

1

, ,
; ,...,1

(r

rn l l; ,...,,...,1
(� �1,...,  polinomları çekilirse, 

 
� � � � � �

1

1

1

1 1

1 1

,..., 1
; ,..., 1 1

...

( ,..., )  ...  ... 
! !

r

r

r r

r r r

k k
r

n l l r rk k
l k l k n k k

x x
x x� � � �

� � �

� �� �1

1

, ,
; ,...,1

(r

rn l l; ,...,,...,1
(� �1 ,...,                                             (4.20) 

 
şeklinde bulunur. 
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Eş. 2.12 ve Eş. 4.19 daki doğurucu fonksiyon bağıntıları kullanılarak 
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aşağıdaki şekilde elde edilir [21]: 
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Burada,  
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yazılabilir. 

Bu nedenle Eş. 4.21 de nz  nin katsayıları eşitlenirse, 
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elde edilir [22].  
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Eş. 4.22 ifadeleri kullanılarak � �1
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şeklinde yazılabilir. 

Eş. 4.23 ifadesi kullanılarak da � �1
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formülü aşağıdaki şekilde elde edilir: 
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dir [21]. 

 

Teorem 4.5.1 de,    ( 1,2,..., )jl j j r� �  alınırsa çok değişkenli Lagrange-Hermite 

polinomları için aşağıdaki toplam formülü elde edilir: 
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4.5.1. Sonuç 

 

.m dereceden herhangi bir ( )m xP polinomu için, 
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� �1 0 1 2, , ,..., ;  1  ,  ( 1,..., );     2 ...r j rm p n n IN n m j r p n n rn� 3 	 � 3 � � �  

dir [21]. 

Eş. 4.24 de 2r �  için 1 2 1 2,  ,   ,   x x x y � � � �� � � � , 11 x; � , 21 y; �  ve 

22 y; � 	   alınırsa, Lagrange-Hermite polinomları için, 
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toplam formülü elde edilir [21]. 
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Burada iki özel durum yazılabilir: 

 
I. Eş. 4.25 ifadesinde 1 2n n m� �  alınırsa, 
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elde edilir [21]. 

II. Eş. 4.26 ifadesinde 0m �  alınırsa, 
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elde edilir [21]. 
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5. ÇOK DEĞİŞKENLİ POLİNOMLARIN BİR SINIFI İÇİN BİLATERAL 

DOĞURUCU FONKSİYONLAR VE GENELLEŞTİRİLMİŞ 

LAURICELLA FONKSİYONLARI 

 

Bu kısımda çok değişkenli polinomların bir sınıfı olan Erkuş-Srivastava 

polinomlarının, genelleştirilmiş Lauricella fonksiyonlarıyla bilateral doğurucu 

fonksiyonları verilecektir. 

 

İki değişkenli Appell fonksiyonları, 
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şeklindedir [31].  

Lauricella tarafından n değişkenli fonksiyonlar, 

 

. /
� � � � � �

� � � �
1

1 1

1 1

1

1

1...( )
1 1 1

,..., 0 1

1

...
! !

...
, ,..., ; ,..., ; ,...,

...

                                                ... 1;

n

n n

n n

mm
n

n

nm m m mn
A n n n

m m nm m

n

xx
m m

a b b
F a b b c c x x

c c

x x



� �

�

�

� � �

�

 

. /
� � � � � � � �

� �
� �

1

1 1

1 1

1

1

1 1( )
1 1 1

,..., 0 ...

1

...
! !

... ...
,..., , ,..., ; ; ,...,

                                               ,..., 1;

n

n n

n n

mm
n

n

n nm m m mn
B n n n

m m m m

n

xx
m m

a a b b
F a a b b c x x

c

max x x




� � �

�

�

�

 



46 

. /
� � � �
� � � �

1

1 1

1 1

1

1

... ...( )
1 1

,..., 0 1

1

...
! !

, ; ,..., ; ,...,
...

                                               ... 1;

n

n n

n n

mm
n

n

m m m mn
C n n

m m nm m

n

xx
m m

a b
F a b c c x x

c c

x x



� � � �

�

�

� � �

�

 
 

. /
� � � � � �

� �
� �

1

1 1

1 1

1

1

1...( )
1 1

,..., 0 ...

1

...
! !

 ... 
, ,..., ; ; ,...,

                                               ,..., 1;

n

n n

n n

mm
n

n

nm m m mn
D n n

m m m m

n

xx
m m

a b b
F a b b c x x

c

max x x



� �

� � �

�

�

�

 
 

şeklinde tanımlanmıştır [17]. Buradan, Appell ve Lauricella fonksiyonları arasında, 
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ilişkileri vardır. 

İki değişkenli Kampé de Fériet hipergeometrik fonksiyonları Srivastava ve Daoust 

tarafından aşağıdaki şekilde genelleştirilmiştir. Bunlara genelleştirilmiş Lauricella 

fonksiyonları da denir [14, 30, 32, 34]: 
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şeklindedir.  
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Ayrıca, 
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şeklinde tanımlanır [22]. Burada,  
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şeklindedir. 

 

5.1. Teorem 

 

Eş. 4.19 ile tanımlanan � �1
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şeklinde bilateral bir doğurucu fonksiyon bağıntısı vardır [22]. 

Burada, 
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İspat 

 

 Eş. 4.22 kullanılarak, 
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olduğu kolayca görülür. Eş. 2.15 ifadesi Eş. 5.7 nin sağ tarafında kullanılırsa, ispat 

tamamlanmış olur. 
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5.1. Sonuç 

 

Teorem 5.1 de 1 2 ... 1rl l l� � � �  alınırsa Chan-Chyan-Srivastava polinomları ve

� �1 2; ,..., sn u u u?  fonksiyonu için bilateral doğurucu fonksiyonların bir ailesi aşağıdaki 

şekilde elde edilir [20]: 
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Burada, � �1 2; ,...,n su u u?  fonksiyonu, Eş. 5.4 deki gibidir. 
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5.2. Sonuç 

 

Teorem 5.1 de, 

 

� �� �
� � � � � �

� � � � � �

� �� � � �

� �

� �� � � �

� �

� �� � � �

� �

� �� � � �

� �

2

1 2
1 2

2

1
21

2

2

...
1 1 1

1 2 2
2

...
1 1 1

 , ,..., ; ,..., . ...

s

s s
j s j j s j

s

s
sj s j

j s j

A B B
s

j j jm m m mj j j
s s E D D

s
j j jm m m mj j j

a b b
f m m m m m

c d d

= = = =

* * & &

� �
� � �

� �
� � �

) �
� � �

� � �
 

 
alınırsa aşağıdaki sonuç elde edilir [22]: 
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5.3. Sonuç 

 

Teorem 5.1 de, 

 

� �� �
� � � � � �

� � � �
1 2

1

2...
1 2 2

1

...
 , ,..., ; ,...,

...
s s

s

sm m m m
s s

sm m

a b b
f m m m m m

c c
� �) �

 
 
ve � �1 1... ... 00   B D> > & &> & � � � � � �� �  
 
alınırsa aşağıdaki sonuç elde edilir [22]: 

 
� � � � � � . /

� �� �

1

1

,...,
: ,..., 1 2 1 1

0

1:1;...;1;1;...;1
1:0;...;0;1;...;1

1 1

1 1

,..., , , ,..., ; ,..., ; ,...,  

1

[ :1,...,1] :                   [ :1];...;[ :1];...;[ :1];...;

r

r

i
i

s n
n l l r A s s s

n

lr

ij
i j

r

x x F a n b b c c u u z

w z F

a

� �

�

� � �




�

	

� �

	


 �
� 	� �
� �

�

��

� � �1

1

, .,
: ,..., �

1

r

rn l l �: ,...,,..., �
1

x� �1 ,...,

� � � �1

1

1

2

1 ... 1
1 2

1 111 1

11 1

[ :1];[ :1];...;[ :1];

[ : ,..., ] :     ;  ... ;      ;  ... ;   ;  ... ;   ;  [ :1];...;[ :1];

                                                 ,..., ,...,
1 1

r

r s

l l s
s

l

l

b b

c c c

w u zw u z
w z w z

�

* * � � � 	



�
�
� 	 	 	 	�

	 	
11 1

2
1

,..., , ,..., .
1 1

r

r

rlr
s

r rl

w u zw u z
u u

w z w z

�
�
�
�	 	
�
�
�

 

 
Burada ( )k*  katsayısı, 

 

� � � �
� �

1

1 1

1 ...
... ... 1

1,
    

0,
r

r r

k k l l
l l k l l s

*
� � � �

� � � � � � � 	

"#� $
#%  

 
şeklindedir. 

 

 

 



52 

5.4. Sonuç 
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5.5. Sonuç 
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Diğer taraftan, başka bir sonuç elde edebilmek için, 
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Ayrıca,  
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şeklinde bilateral bir doğurucu fonksiyon bağıntısı vardır. Burada, 
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elde edilir.  
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şeklinde Chan-Chyan-Srivastava polinomları ve genelleştirilmiş Lauricella 

fonksiyonları arasında bilateral bir doğurucu fonksiyon bağıntısı elde edilir. Burada 

1j j� �� 	   ve  � �
,1k

j j k* &� 	  � �, 1,2,...,j k r�  dır [19,22]. 
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Bu kısımda verilen teoremlerin ve sonuçların tümü çok değişkenli Lagrange-Hermite 

polinomları ve Chan-Chyan-Srivastava polinomları için de yazılabilir. Diğer taraftan, 

genelleştirilmiş Lauricella fonksiyonunun özel hali olan 1 2 3 4,  ,  ,  F F F F  Appell 

fonksiyonları alınarak, Appell fonksiyonları ile Erkuş-Srivastava polinomları, Chan-

Chyan-Srivastava polinomları ya da çok değişkenli Lagrange-Hermite polinomları 

arasında bilateral doğurucu fonksiyonlar verilebilir. 
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elde edilir [22]. 
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olarak elde edilir.  

Öte yandan Eş. 5.10 ifadesinde 1 2 1l l� � , 1� �� , 2� �� , 1x x�  ve 2x y�  alınırsa 

Lagrange polinomları ve hipergeometrik fonksiyonların bir sınıfı için bilateral bir 

doğurucu fonksiyon  
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şeklinde elde edilir [31]. 
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6. ÇOK DEĞİŞKENLİ  ( )
1( ,..., )n rx x��  POLİNOMLARI 

 

6.1. Çok Değişkenli ( )
1( ,..., )n rx x��  Polinomları 

 

Çok değişkenli ( )
1( ,..., )n rx x��  polinomları, 

 

� � � � � �2 1...( )
1 1 1

0

( ,..., ) 1    rx x zn
n r

n
x x z x z e z x��



		 � �

�

� � 	 ��
                                         

(6.1) 

 
doğurucu fonksiyon bağıntısı yardımıyla tanımlanmaktadır [6]. Eş. 6.1 den çok 

değişkenli ( )
1( ,..., )n rx x��  polinomları, 
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x x
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� � �                               (6.2)  

 
şeklinde bulunur. Ayrıca bu polinomlar ile Chan-Chyan-Srivastava polinomları 

arasında, 
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( ,..., ) 2
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r
n r min

x x
g xx x � ��
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" 4
� � $ 5

% 6                                           
(6.3)  

 
şeklinde bir limit bağıntısı yazılabilir.  

 

6.2. Doğurucu Fonksiyonlar 

 

Bu kısımda çok değişkenli ( )
1( ,..., )n rx x��  polinomlarının bir ailesi için multilineer ve 

multilateral doğurucu fonksiyonların çeşitli aileleri elde edilecektir. 

 

6.2.1. Lemma 

 

Çok değişkenli ( )
1( ,..., )n rx x��  polinomu aşağıdaki doğurucu fonksiyon bağıntısına 

sahiptir: 
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İspat 

 

Eş. 6.1 ifadesinde z  yerine z u�  yazılırsa, 
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olur.  

Eğer, yukarıdaki eşitliğin sol tarafına Eş. 2.14 ifadesi uygulanırsa, 
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elde edilir. Son eşitlikte mu  nin katsayıları eşitlenirse istenilen sonuca ulaşılır. 

 

6.2.1. Teorem  

 

' -yüncü basamaktan ve s  değişkenli � �s IN� , sıfıra denk olmayan � �1,..., sy y')  

fonksiyonu için,  
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olsun.  

Bu durumda her 0m !  tamsayısı için, 

 
� � � � � �

2

,
1 , , 1

0

( ... ) 1
1 , 2 1

1

,..., ,..., ;

                          (1 ) , ,..., ; ,..., ;
1

r

p n
m n r n m q s

n

x x t q
q r s

x x R y y z t

xx t e x x y y zt
x t

� '

�
'




�
�

� �	

�


 �
� 	 , � �	� �

�

             

(6.5) 

 
bağıntısı sağlanır. 

 

İspat 

 

Eş. 6.5 deki ifadenin sol tarafı  T  olsun. � �1

,
, , , ..., ;s

p
n m q y y zR '

 polinomunun değeri Eş. 6.4 

den alınıp Eş. 6.5 de yerine konulursa, 
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olup burada Eş. 2.25 ifadesi kullanılırsa, 
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elde edilir ki bu da ispatı tamamlar. 

 

6.2.2. Teorem 

 

' -yüncü basamaktan ve s değişkenli � �s IN� , sıfıra denk olmayan � �1,..., sy y')  

fonksiyonu verilsin. 
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olsun.  

Bu durumda, 
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bağıntısı sağlanır. 
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İspat 

 

Bu teoremin ispatı da Teorem 6.2.1 in ispatına benzer şekilde yapılabilir. 

 
Teorem 6.2.2 de s r�  ve � �1 1

( ),..., ,...,( )r rk ny y y y�
' *�) ��  alınırsa, Eş. 6.1 ile 

tanımlanan çok değişkenli � � � �1,...,n rx x��  polinomları için aşağıdaki sonuç elde 

edilir: 

 

6.2.1. Sonuç 
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olsun. 

Bu durumda, 
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ifadesi elde edilir.  
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6.2.1. Uyarı 

 

Çok değişkenli � �1
( ) ,..., rn x x��  polinomları için Eş. 6.1 ifadesi kullanılarak, Eş. 6.6 da 

01   ( )ka k IN� � , 0' �  ve  1* �  alınırsa, 
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şeklinde, � �1

( ) ,..., rn x x��   polinomları için bilineer bir doğurucu fonksiyon bağıntısı 

elde edilir.

 
Eğer, Teorem 6.2.2 de s r�  ve � �1

1 1
,...,,..., ,...,( ) ( )r

r rk ky y y yh � �
' * ' *� �) �  alınırsa, Eş. 6.1 

ile tanımlanan � � � �1,...,n rx x��  polinomları ve çok değişkenli Lagrange- Hermite 

polinomları arasında bilateral bir doğurucu fonksiyon bağıntısı aşağıdaki şekilde 

yazılabilir. 

 

6.2.2. Sonuç 
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olsun. 
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Bu durumda, 
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elde edilir.  

 

6.2.2. Uyarı  

 

Çok değişkenli Lagrange-Hermite polinomlarının bir doğurucu fonksiyonunu veren 

Eş. 4.18 ifadesi kullanılarak, Eş. 6.7 de 01 ( )ka k IN� � , 0' �   ve  1* �  alınırsa, 
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elde edilir. 

Teorem 6.2.1 ve Teorem 6.2.2 de 1,...,( )rk y y' *�)  çok değişkenli fonksiyonu, basit 

fonksiyonların uygun çarpımı olarak ifade edilirse, 0 ( )ka k IN�  katsayılarının her bir 

uygun seçimi için Eş. 6.1 ile tanımlanan � � � �1,...,n rx x��  polinomu için multilineer ve 
multilateral doğurucu fonksiyon aileleri elde edilebilir.  

 

6.3. � � � �1,...,n rx x��  Polinomlarının Bazı Özellikleri 

 
Bu kısımda Eş. 6.1 ile tanımlanan çok değişkenli � � � �1,..., rn x x��  polinomları için bazı 

özellikler verilecektir. 

 

6.3.1. Teorem  

 

Çok değişkenli � � � �1,...,n rx x��  polinomları aşağıdaki integral gösterimine sahiptir: 
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İspat 

 

Gamma fonksiyonunun tanımından,  
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olup bu bağıntı, Eş. 6.1 in sağ tarafına uygulanırsa, 
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elde edilir. Son eşitlikte nz  nin katsayıları eşitlenirse istenilen sonuç bulunur. 

 

Şimdi, � � � �1,...,n rx x��  polinomları için bazı rekürans bağıntıları verilecektir. Eş. 6.1 

de verilen doğurucu fonksiyon bağıntısının her iki tarafının 1x  e göre türevi alınıp, 
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bağıntısı kullanılırsa ve gerekli düzenlemeler yapılırsa, � � � �1,...,n rx x��  polinomları 

için türev içeren rekürans bağıntısı  
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şeklinde elde edilir. 

Diğer taraftan, Eş. 6.1 de verilen doğurucu fonksiyon bağıntısının � � 1jx j -  e göre 

türevi alınıp düzenlemeler yapılırsa, başka bir türev içeren rekürans bağıntısı  
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olarak elde edilir.  

Eş. 6.1 ifadesinin her iki tarafının z  ye göre türevi alınırsa, 
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bağıntısı elde edilir. Bu bağıntıda Eş. 6.8 ifadesi kullanılarak, gerekli düzenlemeler 

yapıldıktan sonra nz  katsayıları eşitlenirse, 

 

� � � � � � � � � � � � � � � �1
1 1 1 1 2 1

0

1 ,..., ,..., ... ,...,
n

k
n r n k r r n r

k
n x x x x x x x x x� � �� �

� 	
�

� �� � � � � � � �� ��
  
(6.10) 

 
şeklinde türev içermeyen bir rekürans bağıntısı elde edilir. 

Eş. 6.10 da 0n �  alınırsa, � � � �0 1,..., 1rx x�� �  olduğuda dikkate alınarak, 

 
� � � � 1 21 1 ...,..., rr x x xx x� � � � �� �  

 
bulunur.  
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Diğer taraftan Eş. 6.2 kullanılarak,  
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yazılabilir. Eş. 6.9 ve Eş. 6.11 ifadeleri karşılaştırılırsa, 
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elde edilir. 

 

Aşağıda, � � � �1,..., rn x x��  polinomlarının herhangi ikisinin çarpımının sağladığı bir 

kısmî türevli denklem elde edeceğiz. Lee tarafından, tek değişkenli iki polinomun 

çarpımının sağladığı bir kısmi türevli denklem 2005 yılındaki çalışmasında verilmişti 

[18]. Erkuş-Duman ve arkadaşları bu yöntemi çok değişkenli polinomlar için şöyle 

genişletmişlerdir [12]: 

 

L  ve N  lineer türev operatörleri olmak üzere, 
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şeklinde tanımlansın. 

 

6.3.2. Teorem 
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. /n n n nN n= 2 = =� �  
 
olsun. Bu durumda nS   çarpım polinomu, 
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olmak üzere, 
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şeklindeki bir kısmi türevli denklemi sağlar. 

 

Şimdi,  � � � �1,..., rn x x��  polinomları için Teorem 6.3.2 nin bir uygulamasını verelim. 

 

6.3.1. Sonuç 
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olur. Eş. 6.12 ifadesinden, 
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kısmi türevli denklemini sağlar. 

 
� � � �1,...,n rx x��  polinomlarının son bir özelliği olarak, 3. Bölümde verilen Teorem 3.1 

de Eş. 6.3 ifadesi kullanılarak aşağıdaki sonuç kolaylıkla yazılabilir: 
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6.4. � � � �1,...,n rx x��  Polinomlarının Bir Sınıfı İçin Bilateral Doğurucu  

 Fonksiyonlar 

 

 Bu kısımda, çok değişkenli 1
( ) ,...,( )rn x x��  polinomları ve genelleştirilmiş Lauricella 

fonksiyonları için bilateral doğurucu fonksiyonların bir ailesi elde edilecektir. 

 

6.4.1. Teorem  

 
( )

1( ,..., )n rx x��  polinomları ile Eş. 5.4 de tanımlanan � �1 2; ,...,n su u u?  fonksiyonları 

arasında 
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şeklinde bilateral bir doğurucu fonksiyon bağıntısı vardır. 

 

İspat 
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Teorem 6.4.1 de � �� �
1 0
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)  dizisinin uygun seçimleriyle birçok 

ilginç sonuçlar elde edilebilir. Aşağıdaki bilateral doğurucu fonksiyon bağıntıları 

bunlara birer örnektir. 
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6.4.2. Sonuç 
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7. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tezde, öncelikle bilinen bazı çok değişkenli polinomların toplam formülleri, 

bilateral doğurucu fonksiyonları gibi özellikleri verilmiştir. Çok değişkenli yeni bir 

polinom tanımlanmış ve bu polinomlar için bir integral gösterimi, türev içeren ve 

türev içermeyen rekürans bağıntıları elde edilmiştir. Bu polinomların herhangi 

ikisinin çarpımının sağladığı bir kısmi diferensiyel denklem verilmiştir. Ayrıca bu 

polinomlar için multilineer ve multilateral doğurucu fonksiyon bağıntıları veren 

teoremler ispatlanmış olup, bu teoremlere uygun örnekler verilmiştir. 

 

Son olarak da farklı bir yöntemle, tanımladığımız bu polinomlar ve genelleştirilmiş 

Lauricella fonksiyonlarını kapsayan yeni bir polinom ailesi arasında bilateral 

doğurucu fonksiyonlar veren bir teorem ispatlanmış ve bu teoremlerin sonuçları 

verilmiştir.  

 

Bu tezde yapılan çalışmalar ve verilen yöntemler kullanılarak, ileride farklı 

polinomlar için de buradakilere benzer yeni özellikler veren sonuçlar elde edilebilir. 
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