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1. GIRIS

Son yillarda Uygulamali Matematikte ortogonal polinomlar teorisi ve bunlarin
uygulamalar1  konular1 {izerinde olduk¢a ¢alisilmaktadir. Bu polinomlarin
matematiksel istatistik, quantum mekanigi ve matematiksel fizigin uygulamalarinda
onemli yerleri vardir. Tek ya da ¢ok degiskenli polinomlarin bir¢cok 6zellikleri halen

arastirilmaktadir.

Tek degiskenli ortogonal polinomlarla ilgili yapilan ¢aligmalarin 15181 altinda, ¢ok
degiskenli polinomlar teorisi lizerinde de caligmalar yapilmaktadir. 1926 da iki
degiskenli Appell polinomlarinin 6zellikleri P. Appell ve J. Kampe de Fériet
tarafindan detayli bir sekilde incelenmistir. 1938 de Jackson, bir bolgede keyfi bir
agirlik fonksiyonuna goére ortogonal olan iki degiskenli ortogonal polinomlarin en
basit ozelliklerini ele almistir. 1967 de H.L. Krall ve 1. Sheffer, Jackson’ 1n
sonuglarini genellestirmis ve dzfonksiyonlar: bir bolgede ortogonal polinomlar olan
ikinci basamaktan bazi lineer kismi diferensiyel operatorleri incelemistir. 1974 de
G.K. Engelis de benzer sonuclar elde etmis ve iki degiskenli bazi ortogonal polinom
siiflar1 i¢in Rodrigues formiiliint tiiretmistir. Ayrica 1998 de Khan ve Shukla
Lagrange polinomlarinin ti¢ degiskenli hali tizerinde c¢alismislar, 2001 yilinda bu
polinomlarin ¢ok degiskenlisi Chan, Chyan ve Srivastava tarafindan tanimlanmis ve
literatiire Chan-Chyan-Srivastava polinomlar1 adiyla, ¢cok degiskenli polinomlarin

onemli bir siifi olarak gegmistir.

Yine son yillarda da Altin ve Erkus tarafindan ¢ok degiskenli Lagrange-Hermite
polinomlar1 tanimlanmis ve o6zellikleri tizerinde calismalar yapilmistir. 2006 yilinda
ise bu polinom siniflarimin ikisini de kapsayan bir cok degiskenli polinomlar ailesini

Erkus ve Srivastava insa etmis ve bir takim 6zelliklerini incelemislerdir.

Bu tezde, yukarida bahsedildigi gibi Uygulamali Matematikte 6nemli yer tutan
polinomlarin, 6zellikle cok degiskenli olanlar1 tizerinde durulmustur. Altinct bolim
orijinal sonuglara ayrilmistir. Cok degiskenli polinomlarin yeni bir sinifi elde edilmis
ve bu polinomlar icin multilineer, multilateral dogurucu fonksiyon bagintilari,

rekiirans bagintilari bulunup, benzer 6zellikler incelenmistir.



Ayrica elde edilen ¢ok degiskenli polinomlarin bazi fonksiyonlar ile arasinda
bilateral dogurucu fonksiyonlarin bir ailesi elde edilmis ve bu elde edilen dogurucu
fonksiyonlardan 6zel durumlar ele alinarak bagka bilateral dogurucu fonksiyonlar

bulunmus ve sonuglari incelenmistir.



2. TANIMLAR VE TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Gamma Fonksiyonu

I'(x) ile gdsterilen Gamma fonksiyonu,

r (x) = Itx’le”dt

0

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir. Gamma fonksiyonuna bazen

genellestirilmiy faktoriyel fonksiyonu da denir.
2.2. Pochhammer Sembolii ve Hipergeometrik Fonksiyonlar

a,b,c ler reel ya da kompleks sabitler olmak tizere

1+a_bz+a(a+l)b(b+l)22+
c 2¢(c+1)

(2.1)

seklinde tanimlanan ifadeye hipergeometrik seri adi verilir. ¢ sifir yada negatif bir
tamsay1 olmamalidir.

« reel yada kompleks bir say1, » sifir veya pozitif bir tamsay1 olmak tizere
(@), =a (a+1) (a+2) .. (a+n-1) (2.2)

seklinde tanimlanan («), ifadesine Pochhammer sembolii denir ve («), =1 olarak

tanimlanir.

Bu sembol yardimiyla Es. 2.1 deki hipergeometrik seri

2F{(at,b;c;z):F(a,b;c;z)zi“mz” (2.3)

n=0 (C)n n !

olarak yazilabilir.



Ayrica Pochhammer sembolii,

_T'(a+n)
(@), = T@) (2.4)
(@), =a (a+1) (2.5)

(@), =(~1) (_:J n! 2.6)

(a+k)

n+l

=(a+k) (a+k+1) (2.7)

ozelliklerine sahiptir.

Es. 2.3 tin daha geneli,

Ay Ay O

(a0 B, By B2 = L F, z
:Blngzv"'aﬂq;

< (@), (), - (ap)n "
R B, n

seklinde olup, genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlar olarak tanimlanirlar.
Burada F nin altindaki p ve ¢ indisleri, F' nin yapisinda biri & digeri £ olmak

tizere iki tip parametre bulundugunu ifade eder.

2.2.1. Lemma

n!

1= =3 e -2 (<

dir.



2.2.2. Lemma

D :=— olmak tiizere,
dx

D'y — m! x"
(m—s)!

dir.
2.3. Dogurucu Fonksiyon

Iki degiskenli bir F(x,t) fonksiyonu ¢ nin kuvvetleri cinsinden,

F(x,t)= icnfn(x) t

seklinde bir seriye acilabiliyorsa, F(x,#) fonksiyonuna { £, (x)} fonksiyonlar ailesinin
dogurucu fonksiyonu denir. Burada ¢, ler x ve ¢ den bagimsiz, » nin bir fonksiyonu

olup degisik parametreler icerebilirler.
2.4. Lagrange Polinomlar:

Iki degiskenli polinomlar ailesinden olan g(*#)(x, y) Lagrange polinomlari,

(1—xt)" (l—yt)_ﬂ = Zg,(qa’ﬂ) (x,y) " ;

n=0

. -1
t|<m1n{ |x| R

yl_'} (2.8)

dogurucu fonksiyon bagintisi yardimiyla tanimlanmaktadir [11]. Buradan

g'*#)(x,y) Lagrange polinomlar asagidaki sekilde bulunabilir:



2(— j Yy

Bu esitlikler taraf tarafa carpilir ve ikinci tarafa kuvvet serisinin Cauchy ¢arpimi

uygulanirsa,

(2.9)

olup, ¢” nin katsayilar1 esitlendiginde,

(a/)’)(x y) = Z( j{n ﬁkj l)nxkynfk

elde edilir. Es. 2.6 kullanilarak g'*#)(x, ) Lagrange polinomlar,

aﬂ (o), (:B)nk
(x,9) = Z AT

seklinde de yazilabilir.



2.5. Lagrange Polinomlarindan Jacobi Polinomlarina Gegis

PP (x) Jacobi polinomlari,

R S W CSICO N

n+ao 1—x
= , S F —n,a+,8+n+l;a+l;7

(2.10)

seklinde tanimlanir [33]. Jacobi polinomlarinin bu tanimindan yararlanilarak Jacobi

polinomlar1 ile Lagrange polinomlar1 arasinda asagidaki sekilde bir baginti

bulunabilir [4]:

a n —a—n,—f—n X+
gl (x,p) = (y—x)" P ’(—y ]
X=y

2.11)

Es. 2.11 yardimiyla, Lagrange polinomlar1 ile Jacobi polinomlar1 arasinda, birinin

bilinen bir 6zelligi kullanilarak digeri icin yeni 6zellikler ortaya ¢ikarilabilir.

2.6. Chan-Chyan-Srivastava Polinomlar:

gia‘ “ ""’a")(x] ,.-»X,) cok degiskenli Lagrange polinomlari,

H {(1 — xit)faf } = Zg,(f‘ 30y ) (X,5-ees X, )"

)

dogurucu fonksiyon bagintisiyla tanimlanirlar [4].

X

r

(1< min{ x| ...

(2.12)

Ayni zamanda bu polinomlara Chan-Chyan-Srivastava polinomlar1 da denir. 1998

yilinda bu polinomlarin » =3 halini Khan ve Shukla ¢alismislardir [16].



Kisim 2.4 de iki degiskenli Lagrange polinomlarinin elde edilisinde kullanilan yolla

ve Es. 2.12 den hareketle bu polinomlarin agik ifadesi,

o +k —1 o +k —1
g (X )= Y [ ‘ kl j( ' k’ jxlk‘---xf’

ky+ky+. Ak, =n 1 ”

olarak bulunur. Ikinci yandaki binom Kkatsayilar1 yerine Pochhammer sembolii

cinsinden ifadeleri kullanilirsa,

k

-

kl
gfza] """ a’)(xla'--b'xr) = Z (al )kl -..((Zr )k, % - (213)

X
ky+hky+.. 4k, =n 1 k, .

seklinde yazilabilir.
2.7. Multilineer ve Multilateral Dogurucu Fonksiyonlar

2.7.1. Tanim

Bir H(x,,...,x,,t) fonksiyonu ¢ nin kuvvetlerine gore,

H(x,,....,x,,t) :ihnfn(xl) wfi(x)t"

seklinde bir seriye acilabiliyorsa, H(x,,...,x.,#) fonksiyonuna, f (x,),...,f (x.)

fonksiyonlar1 icin Multilineer Dogurucu Fonksiyon denir.

Burada 7/, ler, x ve ¢ den bagimsiz » nin bir fonksiyonu olup degisik parametreler

icerebilirler.

r=2 i¢in H(x,,x,,t) fonksiyonuna bilineer dogurucu fonksiyon denir.
2.7.2. Tanim

Bir G(x,,...,x,,t) fonksiyonu ¢ nin kuvvetlerine gore,



G(x,,...,x,,1) = igﬂ fl’n(xl) ...fm(xr) t"

seklinde bir seriye agilabiliyorsa, G(x,,...,x,,r) fonksiyonuna, f,(x,),.... 7, (x,)
fonksiyonlart i¢cin Multilateral Dogurucu Fonksiyon denir.

Burada g, ler, x ve ¢t den bagimsiz » nin bir fonksiyonu olup degisik parametreler
icerebilirler.

r =2 i¢in G(x,,x,,t) fonksiyonuna bilateral dogurucu fonksiyon denir.

Katliterim katsayilari,

! ! O<k <n:j=12..r)
= 5 Sk sn;j=L24,..,r
kiok ) kK ! ! /

ER S

olarak tanimlanmaktadir.

Bu katsayilar ve mutlak yakinsak seriler i¢in gegerli olan

i f(ml+...+mr)x_ xrm' _if(n)w (2.14)

m
1
my...,m, =0 m1 ' m,. ' n=0

0zdesligi yardimiyla [31], Chan-Chyan-Srivastava polinomlar1 i¢in asagidaki

dogurucu fonksiyon bagintis1 elde edilebilir [4]:

M

TR Y SRS R

n=0 n

(I < min{lx "

xr|71} ; meINO)



10
2.8. Ikinci Cesit Stirling Sayilari ile iliskili Bir Dogurucu Fonksiyon
Bu kisimda Es. 2.15 dogurucu fonksiyon bagintisinin bir uygulamasi verilecektir.

Es.2.15de m—k, n—1, t >—z alinarak elde edilen bagintidan

(ay,...a,) xl xr
g, yeees
I+xz l+x.z

cekilir ve

T (A ¥
k=0

9 *
I+xz I+xz

serisinde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

ik"g,ﬁ“"""“")[ ad r al jzk:ﬁ{(lntsz)a’}Zn:k!S(n,k)g,f“' """ ”’)(xl,...,x,)zk(z.lé)
k=0 k=0

b o
I+xz I+xz i

-1

PREET)

(|Z| < min{|x1

xr|_1} ;neINO)

elde edilir.

X

Es. 2.16 da x, yerine 1 ! ( jzl,...,r) alinarak, Chan-Chyan-Srivastava
—-Xxz

polinomlari1 i¢in bir dogurucu fonksiyon,

00 r

Zk”g,ﬁ“‘ """ “”)(xl,...,x,)zk=H{(1—sz)_a’f}ik!S(n,k)g,ﬁ“"“"“r)[ al , alt jzk

cees
k=0 Jj=1 k=0 1- X,z 1- X.z

(2.17)

2 <minllx|",. x| nelN
1 b 0

olarak elde edilir [4]. Burada S (n,k ) ikinci gesit Stirling sayilar1 olup,
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L it [ K . 0 ; (k>n)
;(_1) (zjl _{k!S(n,k) . (0<k<n) 18)
ve
1 & [k
S(n,k):;Z(—l) "(jjj” ; (0<k<n) (2.19)

seklinde tanimlanmaktadir [28].

Ayn1 zamanda

S(n0)=5, ={1 (n=0)

0 (nelN) - g(‘l)k(x)ks(”»k):(—x)" (2.20)

dir. Buradaki Spm Kroneker semboliidiir.

Ayrica, n=0 almirsa Es. 2.17 deki dogurucu fonksiyon, Es. 2.12 dogurucu

fonksiyonuna indirgenir.

Es. 2.12 de o, —» a; + g, yazilip daha sonra iki kuvvet serisi i¢in Cauchy carpimi

kullanilirsa,

0 r

Zgia‘w‘ (XX ) U = H{(l — x‘/.t)ia’iﬂ’ }

n=0 Jj=1

o

=> g (x ey x )" Zg,fﬁ"”"ﬁ’) (%500 x )2"
k=0

n=0

bulunur. Burada #” nin katsayilar esitlendiginde ¢ok degiskenli Lagrange

polinomlar1 i¢in asagidaki toplam formiilii elde edilir [4]:



n
gl et (x o x) = D g (X X, ) 8 (X)X,
k=0

Benzer sekilde yine Es. 2.12 de x, =x (j=12,..,r) alirsa,

ig;a‘ """ N (x,..,x) " = (1 - xt)fa'f"'fa"
n=0

bulunur. Burada #” nin katsayilarinin esitlenmesiyle,

a +..+a +n—1 a+..+a
: ' jx”=Mx”; (nelN,)

gr(’al ,,,,, a,)(x’,..,x) = (

n n!

elde edilir. Es. 2.22 de x =1 alinirsa,

n!

o +.+a +n-1 _ (o, +..+a),
n

g () = (

olur [4].

2.9. Bilineer ve Bilateral Dogurucu Fonksiyonlar I¢in iki Temel Teorem

12

(2.21)

(2.22)

Bu kisimda, cok degiskenli Lagrange polinomlari i¢in bilineer ve bilateral dogurucu

fonksiyonlari bulunmasina kolaylik saglayan iki temel teoremi verecegiz.

2.9.1. Teorem

4 -ytincii basamaktan ve s degiskenli (s eIN), sifira denk olmayan Q, (é‘l,...,fs)

fonksiyonu i¢in,
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0

A/,z,(// (§1>"" gs;z—) = ZakQ,uﬂ/lk (égla"" gs)rk

k=0
a, #0; eC
(a, y eC)

ve

n/p]

B . . ( ) k
®ZI,Z/ (xl""’xr’gl""’ gs é/ Z akgnalpk a 1’ "xr)Q,uH//k (51""’ és)é/

(2.23)
(n,pelIN)

olsun. Burada [n/ p] , n/ p yeesityada n/p den kiigiik olan en biiyiik tamsay1y1

gostermektedir.

Bu durumda,

I

DA (xl,...,x,;gl,...,;;tipjﬂ “TT{(1-x0) "} A,y (G0 Eim) (2.24)

i=l1

bagintis1 gergeklenir [4].
Ispat

Es. 224 deki dogurucu fonksiyon § olsun. G)f,’;’(xl,...,xr;gﬂ,...,fs;é')

polinomlarmin degeri Es. 2.23 den alinip Es. 2.24 de yerine konulursa,

[7/p] k

C Oy, n
S:Z a, giflpk ')(xv""xr) Qﬂwk (fl,...,fs) 17 t"

A k, n =ii/l(k,n+pk) (2.25)

bagintis1 kullanilirsa [27],



S:ZZak gfla"“"a’) (xl,...,xr) me/k (fl,...,fs) n't"
—Zg(“l ’’’’’ DXy ) D@ (60 E) 7
k=0

:H{(l—xit)a,-} Ay, (&)
elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar. m

2.9.2. Teorem

A -ylincli basamaktan ve s degiskenli (s e IN ), sifira denk olmayan (fl,...

fonksiyonu verilsin ve peIN, w eC, a=(a,,...a,), f=(B,...5.) i¢in,

n/p]

AZ’;aﬁ(xl, X3 &Sz Zakgna‘+ﬂ‘ ) (xl,...,xr)Qﬂwk(fl,...,fs)zk

(a, #0; nelN)
olsun. Bu taktirde,

n [k/P
(ay.. a)

al gn k xl’ X )gliﬂlpl (xl""’xr) Q;Hy/l (gl""’gs)zl

k=0 [1=0

=AY (X X360 65 2)

bulunur [4].
fspat

Es. 2.26 nin sol yan1 T olsun. Simdi,

14

(2.26)
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n [k/p) [n! p] n—pi
DAk )= D A(k+pll) (2.27)
k=0 [=0 =0 k=0

bagintis1 kullanilirsa [27],

n—

[n/p pl
T = Z a, gfq"‘l;',”’z) Xseees X, )g,(f‘ (xl,...,xr)Qﬂw,(fl,...,fs) z
=0 0

k=

["/P] n—pl

— ( ) (ByssBr)

_Z aq, Q,u+y/l SN zgnalpl : Xpseens X ) g ('xl""’xr)
=0

esitligine ulasilir ve Es. 2.21 den,

n/p

T= Zal gn“‘+ﬁ‘ ~arhy) (x5 X,) Qﬂwl(é,...,;)zk

=A% s (X %580 65 2)

elde edilir ki boylece ispat tamamlanir. ®
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3. CHAN-CHYAN-SRIVASTAVA POLINOMLARI iCIN FARKLI
DOGURUCU FONKSIiYONLAR VE TOPLAM FORMULLERI

Bu kisimda Chan ve arkadaslar1 tarafindan tanimlanan Chan-Chyan-Srivastava

polinomlarmin farkli dogurucu fonksiyonlar1 ve toplam formiilleri incelenecektir.

3.1. Lemma

n € IN, i¢in asagidaki dogurucu fonksiyon bagintis1 saglanir:

S [k+n] ,§“>(x)zk=m!f[{(1—sz) }gf: ”( 6z N ,—1} 3.1
5=0 =l

l1-xz l-xz

Burada, [k]m =k (k—l) (k—m+1) (melN), [k]ozl ve a=(a,..a,),

x=(x,...,x,)dir [6].

Lemma 3.1 de swrastyla n=m ve n=0 alinirsa asagidaki dogurucu fonksiyon

bagintilar elde edilir [6]:

Zk+m g,({”‘) i k+1 g,((“) ) k

bl
Il
O
O

-m[T{(1-x, @m| NZ_ | EE
mH{( sz) }g,,, (l—xlz’ N-xz
2 [K],& (x)2" = 3 [k+m], &, (x)="

= Z[ker] g,ﬁ‘jfn k+m+2[k+m g,({‘j:n )zk+m

k=—m
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3.2. Lemma

Chan-Chyan-Srivastava polinomlar1 agagidaki toplam formiiliine sahiptir [6]:

)4 r n m
> [k+n], g (¥)€5 5 (8) =8, TT{(=0) [ (0, =), 401 (@)
k=0 j=1
(m,p,n,nl,...,nr €INy; n; >2m—-1 (G=L..,r);pzn+n,+..+n )
(3.2)
Burada,
wk(a)2[5 l(o«)mx"H{l—%] H (k=1,2)
oA
seklindedir.

Es. 3.2 de @ — —a—n alinirsa asagidaki sonug elde edilir:



S lkn], g (%)) (x)

k=0

I

=8, T1{(=0)" | () (- =ma = p=n), <y -a=m)

J=1

(m,p,n,nl,...,nr e IN,; n, >m-1 (j=1,

Es. 3.3 de m=0 alinirsa,

r

> g (x)g % (x) =6, H{(_x" / }

k=0 j=1
(p,nl,...,nreINo; pzn+..+tn, )

elde edilir.

3.1. Teorem

wol); p2n +n, +...+nr)

m.dereceden herhangi bir 2, (x) polinomu igin,

P
;Pm (k) g™ (x) g, (x)

r

D"

=8, iin {(—xj )n’} 2 (a+..+a +p)+ —— 2"(0) v, ().

J=1

m!

(m,p,nl,...,nreINO; nj.Zm—l (j=1..,7r); p2n1+n2+...+nr)

dir [6].

fspat

Pochhammer semboliiniin tanimindan,

18

(3.3)

(3.4)
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(-2), =D 7], (kelNy;xeO)

olup, Es. 2.18, Es. 2.19 ve Es. 2.20 ifadeleri kullanilarak
=28 j)[k], (3.5)
Jj=1

elde edilir [14].

m.dereceden 2, (x) polinomu 2 (k) :Zc,k’ seklinde olsun. Bu ifade Es. 3.2 de

1=0

yerine yazilirsa,

Z? (kg " (%) g% (x)

m !
=2 a8 " (x) g (x)+ 22 e S J)Z ]& e (%) g (%)

~eBpn L) |+ 2SI 2 (1) (+)

‘tf%
=
T
i
S
/—’\—\
><
<
\—/
—_——
A
,_
~
~.
~
|

w—a, = p), +y, (-a—n)
r " _1 m
= é‘p,nl-¢—“.+n, H{(_'x/) / }pm (al +...t 6\{r +p)+%pn5m)(0)l//1 (a)

elde edilir ve ispat tamamlanir. ®
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3.1. Uyan

Eger Teorem 3.1 de n.=m -1 ( j=1, 2,...,r) aliirsa asagidaki sonug elde edilir:

m.dereceden herhangi bir 2, (x) polinomu igin,

Z i m—
kz(;pm (k)g](c—a]—m-*-l ..... —a, —m+1) (x)g;‘i;c (X) = 5p’r(m_1)]:l[{(—xj) l}pm (al t..to + p)
= =

m—1
D" S P X
+ r 2, (0);1 (as)mxs 11,_~<[r 1 .

(j#s)

(melIN; pelN,; p=r(m-1))

dir [6].
3.2. Uyan

Teorem 3.1 de r=2 alinir ve Es. 2.11 kullanilirsa Es. 2.10 ile tanimlanan Jacobi

polinomlar1 i¢in asagidaki sekilde bir toplam formiilii elde edilir:

Es. 2.11 ifadesini diizenlersek,

cvkpty | XTY -k (a,
K ””(—x_y}(y—x) g (x.y)

1 -1
olup, bu ifadede x—)—% ve y—)—xT yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa,

o 1 -1
B () = g [_%"XTJ oo



yazilir [31]. Bu ifade Es. 3.4 de yerine yazilirsa,

p
me (k)Pk(a-%—nl—k,ﬁ#nz—k) (x)})lf:/z(z—erk,—ﬂ—erk) (.X)
k=0

O (x_ﬂj (x__l] 2, (e p)+ =020

m!

{5""’“(“)’”(_1)1)(%“) +5n2,m1(ﬁ)m(1_7xj }

(m,p,n,,n, € IN;; n,n,>2m—1; p>n +n,)

bulunur.
3.3. Uyan

Es. 2.11 ve Es. 3.6 ifadeleri esdegerdir. Ayrica bilinmektedir ki,

gr(la,ﬂ) (x’ y) _ ynpn(aJrﬂ—l,—ﬂ—n) (ny_ yj

dir [31]. Burada, y=2x/(x+1) alinirsa,

O e
2x x+1

olup, bu son bagint1 kullanilarak,

21

(3.7)
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P
Z pm (k)Pk(_a_ﬁ_”l_”2_13ﬁ+’72_k) (x)P;f_Zk*ﬂ*Irﬁ*P*k) (x)

k=0
x+1 2x 2x
2 (kg “ ™ Fm) |, 22 gl ﬂ)(x,—j
[ 2x j Z ( ) [ x+1]gpk x+1

bulunur. Teorem 3.1 g6z 6niine alinarak,

ipm(k)])k(—a—ﬂ—nl—nz—l,ﬁ+nz k)( )P(a+ﬂ 1,-p— p+k)(x) _ pnl+n2 (_l)p (XTHJ pm ((X+,B+p)
k=0

G <'")<o>{ 5, (@), ("”j (x—‘ljnﬂsnz,ml(ﬂ)m(l‘—x]"l
m! x+1 2

(m,p,n,,n, €IN,; n,n,2m-1; pzn, +n,)

(3.8)

seklinde baska bir toplam formiilii elde edilir [6].

3.4. Uyan

Es. 3.8 de a»>—-a-p-r, f>pf-—n+r+l, n>r—-1 ve n, >n—r—1 ve ozel

olarak p >n, +n, +1 alimirsa, Jacobi polinomlar: i¢in bir bagka toplam formiilii,

/
3B, (WP () PGP )

k=)
(m) . r=1 . n—r-1 I—j+m—n+1
-2 0 (0){5””(—@”1(1—)6) roarpen, (S (2 }
m | " 2 ’ 2 2

(J,I,mn,reINy; [—j+1>2 n>2m+r; r>m)

olarak elde edilir [8].
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3.5. Uyan
melIN,, r=m ve n>m+r olsun. Es. 3.8 de a »>—a—-f-r, f—>f—n+r+l,

n =r—1ve n, =n—r—1 alinirsa,

P
k=0 2

r—l1
ZPM (k) E{(a,ﬂfk) (x)Pp(:](:*n,’ﬂi*"*Iﬂ»k*p*l) (x) _ {51”’2 (_l)n (x_—l—lj pm (—0[ _ 1)

2 x+1

. aﬂm)(O){@m (-#), (1‘7") ro(asper), [Z2] (x—lj}} (.9

(m,p,n,re[NO; r>m:; p+22n2m+r)

elde edilir [21].
3.6. Uyar

Es. 3.7 ifadesinde 6zel olarak »n, =n, =m alinirsa,

p 21"
PR3 Al €Y € T (—x y lj 2, (a+p+p) (3.10)
k=0

(melN,; p=2m)

elde edilir.
Eger Es. 3.10 ifadesinde m =0 alinirsa,

)4
2, ()P ()PP (x) = 0 (p € IN)
k=0

olur [6].
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3.7. Uyan

Es. 3.4 de x, =...=x, =x alinir ve Es. 2.22 ifadesi kullanilirsa,

2 ~a,—.—a, —n—..—n) (o +..+a) ,
2 (k — x”
kz(; () k'(p—k)!

= 5p,nl+...+nr (_x)"1 et pm (a] +..+ta + p)

(m,p,nl,...,nreINo; n].Zm—l (j=1..,7r), p2n1+n2+...+nr)

olup, x” nin katsayilar esitlenerek,

kzp(;Pm (k) (_ak_!(';)i(]:)!"k =0 (m,p,nelNy; p>n>m ) (3.11)
ve

gpm (k) (_ak_!(l;)f(ko;)!”_k =12, (a+p) (m,pelINy; pzm) (3.12)
elde edilir.

Eger, Es. 3.11 ve Es. 3.12 ifadelerinde =1 alinirsa,

p

Z(—l)k(”]‘:ljpm(k)IO (m,p,ne[NO; p>n>m )

k=0

Ve
i 1
Z(—l)k[p; jpm<k>=(—1)pa,(p+1> (mpeiN; pzm)

bulunur.
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3.3. Lemma

Iki degiskenli g‘*”(x,y) Lagrange polinomlart igin

g () =gl T (x =y, =) (3.13)
dir [6].

Ayrica,

Pl (—x) = (=1 B (x) (3.14)
ve

2" (x, ) =g (v, %) (3.15)

dir.
Teorem 3.1 in farkli sonuglarini incelemek i¢in Es. 3.13 ifadesi kullanilarak

asagidaki iki degiskenli durum elde edilir.
3.1. Sonug

m. dereceden herhangi bir 2 (x) polinomu igin,

V4
me (k)gli—a—n],a+ﬂ+nl+n2+l—k) (x,y)g;zi,k—a—ﬁ-#l—p-#k) (x’y) — 5p’nl+n2 (y _x)nl ynz pm (a + ﬂ + p)
k=0

—1y" . o
+ ( m_)' P,,E’") (0) |:5n] - (a)m X" (x —y) + (_I)P 5n2’m71 (ﬂ)mx lyp ] :|

(m,p,n;,n, €INy; n,n,2m—1; p>n +n,)
(3.16)

dir [6].
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3.8. Uyan

Es. 3.16 ifadesinde » =n, =m alinirsa m. dereceden her 2 (x)polinomu i¢in

toplam formiild,

p m
sz(k)glE—a—m,a+ﬂ+2m+l—k) (x’y)g;oi,/{—a—ﬂ+l—p+k) (x,y) _ 5p’2m (yz _xy) pm (0(+,3+p)
k=0

(m,peINy; p=2m)

olarak elde edilir.

Es. 2.11, Es. 3.13 ve Es. 3.14 ifadeleri kullanilarak

gl (x,y) =g P (x = y,-y)

_i (_x)n Pﬂ(—a—n,a#—ﬂ—n—l) (x - 2J/j
X

— xnf)n(a-*—ﬁ—n—l,—a—n) (2)) - xj
X

olup, 6zel olarak y = x(x + 1) /2 alinirsa,

Pn(a+ﬂ—n—l,—a—n) (x) — x—ngr(la,ﬂ—n) (x’ X(x2+ 1)] (3 . 1 7)
yazilabilir [6].
3.9. Uyarn

Es. 3.17 ifadesi kullanilarak, Es. 3.16 ifadesi m. dereceden herhangi bir 2 (x)

polinomu i¢in asagidaki sekilde yazilabilir [6]:



27

P
Z pm (k)Pk(ﬁsz —k,o+n—k) (x)PIf:kﬂ—erk,—a—p+k) (x) —

k=0

S pin2” (x=1)" (x+1)* 2, (a+B+p)

L0 W)(O){ n,nl(a)m(l‘Tx] s, (), [”"j }

(m,peINy; n,n,>2m—1; p=>n,+n,)

Burada n, =n, =m alinirsa Es. 3.10 ifadesi elde edilir.

Eger Es. 2.12 ve Es. 2.13 de,

q)kaz a)(x)_‘(ll‘m {glia)(a 5 Xy 5enes X, ]} (318)
1|=>% i

almirsa,

k.

o= T (@)l e

ky+ky+.. 4k, =n k, .

oldugundan

Z.O: gD;Eaz ) (x)Zk _ exlzlL[ {(1 _ sz)fa.f }
=0 =2

1)

PREETY

(|z| < min {|x2 B

olup,

Z knwlgaz e, ) (x)Zk
k=0

=" ; {(l—sz)a’}gk!S(n,k) (D,E“Z """ a’)[xl,l ! yees iz jzk

j=2 X,z l-xz

(|Z| < min{|x2|_l b |X _1}; ne INO)

”
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elde edilir. Burada x =(x,,...,x,) dir [6].

Teorem 3.1 ifadesinde Es. 3.18 ifadesi kullanilirsa asagidaki teorem kolaylikla

yazilabilir.

3.2. Teorem

m.dereceden herhangi bir 2 (x) polinomu i¢in,

Z? (k)pl " “’_”")(-xl,xz,. X )(p}f]azk “)(x)

A S AION Tl 1+ EX 200 v, (@)

(m, p,n,,...,n €IN,; n;z2m-1 (j=2,..,r); p2n,+..+n +m)

dir [6].
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4. BAZI OZEL POLINOMLARIN OZELLIKLERIi VE BELIRLi SINIFLARI
ICIN TOPLAM FORMULLERI

Bu kisimda Hipergeometrik polinomlar, Jacobi polinomlari, genisletilmis Jacobi
polinomlari, Laguerre polinomlari, Hermite polinomlari, ¢ok degiskenli Lagrange-
Hermite polinomlar1 ve Erkus—Srivastava polinomlarinin bazi smiflart igin elde
edilen toplam formiilleri incelenecektir.

4.1. Hipergeometrik Polinomlarin Bir Ailesi I¢cin Toplam Formiilii

S{" (x) hipergeometrik polinomlari

@ a+n-—1 .
S (x) = . LE (=n, B;05x) (x,a,peC) 4.1)

seklinde tanimlanir ve bu polinomlarin bir dogurucu fonksiyonu

iS;“””(X)Z" =(1-2)" (“_ lxz Jﬂ - (I_Z)[H{ [1_(1—)6)2:'7/;

n=0 —Z

=}

(4.2)
(|Z| < min {1,

bagintisi ile verilir [8, 31].
Es. 28 de a—>a—-p, >, x—>1, y—>1-x, t—>z alnir ve Es. 4.2 ile

karsilastirilarak z” nin katsayilari esitlenirse,
S0 =g"""(11-x) 43)

elde edilir. Bu ise hipergeometrik polinomlar ile Lagrange polinomlar1 arasindaki

iliskiyi verir.

Teorem 3.1 de, » =2 i¢in Es. 4.3 ifadesi yerine yazilirsa asagidaki sonug elde edilir:
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4.1.1. Sonug

m.dereceden herhangi bir 2 (x) polinomu i¢in,

P
me (k) S]E*(Z] —0ty —1 —Ny,— 0y —Ny) (x) S;O_ﬁ]:raz,az) (x) — é‘p’nl o (_1)711 (x _ 1)7!2 pm (al + az + p)
=

0

Rei

m!

PO 8,01 (), ¥ 48,1, (1-) " (=)' ]

(m,p,n,,n, € INy; m,n,>m—1; p>n+n,)
(4.4)

seklindedir [21].

4.1.1. Uyan

Negatif olmayan tamsayilar i¢cin r>m ve n>m+r ve o, —>—-a+f—n+r+l,

a, >—p—-r+1, n—>n—-r—1ve n, »r—1 almirsa, Es. 4.4 ifadesi,

me (k) S]Eaﬁ) (X) S}(;warlfﬂ*”l) (X) _ 5}),"_2 (_l)n (1 _x)r—l Pm (—(Z _n+p+ 2)

p
k=0

(m) 0 —n+r+l n—r=1
+p”’—f)[5n_r,m<a—ﬂ)mxf-l+5,,,m(ﬂ)m(1—x)” (=] as

m!
(m,n,r,pe]NO; rzm ;nzm+r; pZn—2)
seklini alir [21].

Bu durumun daha da 6zel bir durumunu g6z oniine alarak, p>n—1 ig¢in Es. 4.5

ifadesi, S;”’ﬁ '(x) hipergeometrik polinomlar1 i¢in bir baska toplam formiilinii verir

[21]:
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S50 55702 O _iap o0, 0.0 ()]

k=0

(mnrpeIN r2m ; n2m+r; pZn—l).

4.2. Genisletilmis Jacobi Polinomlar1 i¢in Toplam Formiilii

a,b>-1, neIN ve —1<x<1 olmak iizere,
(1—x2)y”+(ﬂ—a—(a+ﬁ+2)x)y’+n(n+a+,B+l)y=O

diferensiyel denkleminin ¢oziimlerinden biri, Es. 2.10 ile verilen Pn(a’ﬂ )(x) Jacobi

polinomlaridir.

Jacobi polinomlari,

0 20{+ﬁ
an(a,ﬁ) (x)tn —
n=0

—a -B
_ﬁ[l—tﬂ/l—zxtﬂz} [l+t+x/1—2xt+tq
1-2xt+1¢

dogurucu fonksiyon bagintisina, D = di olmak iizere
2%

PP (x) = (.2)n (1=2) (42 D" [ (1=2)"" (1 +2)"" ] (46)

Rodrigues formiiliine sahiptir.
Asagidaki Rodrigues formiiliiyle tanimlanan Fn(“’ﬂ ) (x ;a,b,c) genisletilmis Jacobi

polinomlarinin bazi 6zelliklerini 1966 yilinda Fujiwara vermistir [15]:

ﬁ(“’ﬁ)(x;a,b,c):(_c)" (x=a) " (b-x)" D! {(x-a)"" (b-x)"} (c>0) (4.7)
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Szegd tarafindan tammlanan F'*”)

n

(x;a,b,c) genisletilmis Jacobi polinomlar:

aslinda, Pn(“’ﬁ ) (x) Jacobi polinomlarinin sadece sabit bir katidir [33].

Es. 4.6 ve Es. 4.7 Rodrigues formiilleri karsilastirilirsa,

n 2(x—a
F;(a’m (xsa,b,c)= {c(a—b)} Pn(a’ﬁ) (—( ; ) +1J (a#Db) (4.8)
a—

bagintisi elde edilir.

Es. 2.11 ve Es. 4.8 kullanilirsa,

gy =| L) e ST g 49)

c(a-b) X—=y
olarak gf,“’ﬂ ) (x, y) Lagrange polinomlar ile Fn(“’ﬂ ) (x ;a,b,c) genisletilmis Jacobi

polinomlar1 arasindaki iligki elde edilir [21].
F'*#) (x ;a,b,c) genisletilmis Jacobi polinomlart igin toplam formiiliinii asagidaki

teorem verir:
4.2.1. Teorem

m.dereceden herhangi bir 2 (x) polinomu igin,

> 2, (k)R 0 (xa,b, ) Fp P70 (xa,b, )

P
k=0

=5y (x-a (e B Pyt e p)r L el )

— Yp.n+n,

(8,0 (a), (a=b)" (x-5)" 6, (8), (b-a) (x-a)"]

(m, p,n,ny, € INy; n,ny, >m—=1;5 p>n +ny)

dir [21].
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Ispat

Es. 4.9 ifadesi goz oniine alinirsa,

P _ b .
me (k)E((‘H"‘ —k, Bny—k) (ax_ Y ;a’b’CJFIS_ka,ﬁerk) [ax_—by;a’b,cj
k=0 X—Yy xX—y

~ c(a->b) : (~a—n .~ f-n) (@.5)
=2 2. (k) i 8 e ()

J {5p,nl+n2 (_x)nl (—y)"z pm (a i ﬂ + p) + %p(’") (0)

' m

X {5,,] (@) ¥ (1 —%j 6, i (B) ¥’ (1 —ij | }} (4.10)

elde edilir. Es. 4.10da y — x(x——ba) yazilirsa Teorem 4.2.1 in ispati tamamlanir. ®

1
Es. 4.8 ifadesinde a=1, b=-1, ¢ =— alinirsa,

F;:(aﬁ) (x’l’_l’%j = Pn(a,ﬂ) (x)

elde edilir.
Bu ifadeler Teorem 4.2.1 de yerine yazilirsa Es. 3.7 elde edilir.
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4.3. Laguerre Polinomlar1 i¢in Toplam Formiilii
0<x<oo, a>-1 ve nelN olmak lizere
0" +(a+1-x)y' +ny=0

denkleminin ¢éziimlerinden biri

1
L(a)(x) Z (a+) X n=0,1,..

'k'(a+l)

olarak tanimlanan L(n“)(x) Laguerre polinomlaridir [31]. L(n“)(x) Laguerre

polinomlar1 hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

19 ()= i(nﬂxj (=x)" _ (0{ +n] F(masii)

k=0 }’l—k k! n

seklinde yazilir.

Laguerre polinomlari,

L(a) _ 1 a1 _ Xz J
Z Z Z) exp( 1

—Z

dogurucu fonksiyonuna sahiptir.
Lgf)(x) Laguerre polinomlari ve P“”) (x) Jacobi polinomlar: arasinda bir limit

bagntisi,

seklindedir [31].
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Es.3.7de x > 1 2 yazilirsa,

Zp:pm (k)})k(aJrnl—k,ﬂJrnz—k) (1 _z_xj P]f:]({z—p-#k,—ﬁ—p-%—k) (1 _ 2_xj
P B B

S [ g

> {5% (@) (1Y (1 = %] +6,,m1(B), (%] }

(m,p,n,n, € INy; n,n,>m—1; p=>n+n,)

4.11)

elde edilir.

Burada |ﬂ|—>oo icin limit almir ve n, =m yazilirsa, Laguerre polinomlar1 igin

asagidaki toplam formiila elde edilir:

C a+n, a—p+ pn(qm) O m -1 " m
32 (0 ()1 ()=, B (), EL A 0)
=0 m! m!
(m,p,n € INy; n,>m—=1; p>n+m)
(4.12)
Es. 4.12 de n, =m alinirsa Laguerre polinomlari i¢in
C a+m— —a—p+ pn(zm) O m
S (0 () (=0, 2 (o
(4.13)

mpelN, ; p=2m
0

seklinde bir toplam formiilii bulunur.



Diger taraftan Es. 4.11 de n, = m+1 yazilir ve | ﬁ| — oo i¢in limit alinirsa,

> 2, (k) L (x) L4 (—x) =6, (@) (

p
k=0 m!
(m,p,n, €INy; m >m—1; p=n+m+1)

elde edilir [21].
Es. 4.14 ifadesinde m =0 alinirsa,

Zp:L(kmn,fk) (x)LSj{"“k) (—x) =0 (p,n e€eIN,;, p= n+1)

k=0
olup, burada n, =0 veya Es. 4.13 de m=0 alinirsa

P

S (LT ()=0 (peiN)

k=0

bagintis1 elde edilir.

Es.4.14de n,=m—1 ve B, (k)=k" alinirsa,

SRLE T () L () = (1) (),

=0
(p,meINy; p=>2m)

bulunur.
Ayrica, Bs. 4.13 ifadesinde P, (k)=k" (meIN,) 6zel durumu alinirsa,

Zp:kmLE{a-#m—k) (x)Lfgj{—P'*'k) (_x) =3 (_x)m

— Yp2m
k=0

(m,pelIN, ; p>2m)

seklinde bir bagka toplam formiilii elde edilir.

36

(4.14)



4.3.1. Uyar

2
Es. 3.8 de, a >—a—-p-p—j, n —m, n2—>p—m—1,x—>l——x, 2

m

(m € ]NO) yazilir ve sonra | p | — o0 i¢in limit alinirsa,

P

SLE D ()LD (<) =6, ()"

p.2m
k=0

m,p,jeIN, ; p=2m
( 0 )

veya

/

SR (3 () =61 ()

k=)
(l,m,jeIN0 5 122m+j)

sonuglari elde edilir [3].

2 e e
Es.39dan—>n+2, r=m+1, xo1-21 ve |,B|—>oo icin limit alinirsa,

32, ()L WL () =8, (1 Buca) 5,5, Py

P
n,2m—1 |
k=0 m:

(m,p,neINo; p2n22m—l)

yazilabilir.

Es. 4.15 den,

(m)
2 P (k)L (L (-0 =6,,,.,(-1) B, —a-D+3, ?m_(())(_x)m

!
5 n,2m-1 |
k=j m:

(jlmnelN, ; I-j>n>2m-1)
bulunur [5].

37

(k)= k"

(4.15)
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4.4. Hermite Polinomlari icin Toplam Formiilii

—o<x<oo ve nelN, olmak lizere
y'=2xy"+2ny=0

denkleminin ¢6ziimlerinden biri
H, (x) = —')!(2x)n2k ; n=0,1,...

ile gosterilen 5. dereceden  H,(x) Hermite polinomlaridir. Buradaki [g}

gosterimi,

; n ¢ift ise

1
(ORI
L 1

Il
3
[ SR I
[e—

; ntek ise

N ‘

seklinde tanimlanir.

Hermite polinomlari,

n

Zw:Hn (x)t— =exp(2xt —1%)
n=0 n'

bi¢iminde bir dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir.

1939 da Palama, Laguerre ve Hermite polinomlar1 arasindaki

H, (x)=(~1) 2" ntlim {9 (a+ x2 )| (4.16)

n
a—>0

limit bagintisin1 vermistir [25].
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Laguerre polinomlar1 ile Hermite polinomlar1 arasinda bir baska bagint1 da,

lim {a’"/zL(;“) (—a —x2a )} = [—Ljn H, (i) (4.17)

o \/5 n!

seklindedir [21].
Es. 4.13 ifadesinde x — a+x+2a¢ alinir ve Es. 4.16, Es. 4.17 ifadeleri kullanilirsa,

Hermite polinomlart i¢in agsagidaki toplam formiilii elde edilir:

4.4.1. Teorem

m. dereceden herhangi bir 2 (x) polinomu igin,

S, (k){i J(—i)k H, (0, (iv)=3, ., 2" (08" [%)
(m,p €INy; p= 2m)
dir [21].

Teorem 4.4.1 de m =0 alinirsa,
A PN .
Z( ,J(—z) Hy(x)H, . (ix)=0 (peIN)

toplam formiilii elde edilir.
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4.5. Cok Degiskenli Polinomlarin Bir Smifi icin Toplam Formiilii

Altin ve Erkus tarafindan,

r

H{(1—szf)“f} :ihﬁ“l ’’’’’ “V(x,ys X, )Z" (4.18)
j=1 n=0
—l/r})

dogurucu fonksiyon bagintis1 yardimiyla tanimlanan h}fa"“"a")(xl,...,x,) polinomlar1

(aj eC, (=1,..,r); |z| <min{|xl|_l yeees|X

I

cok degiskenli Lagrange-Hermite polinomlar1 olarak bilinir [1].

Erkus ve Srivastava,
I {(1 —x,z" ) ’ } =D UG (xx,) 2" (4.19)

Jj=1 n=0
—1/L
X

»

|71/11

(aje(C, [,eIN, (j=L..,r) |z|<rm'n{|x1

geeey

dogurucu fonksiyon bagintisiyla L{,E;”,’]‘,’.‘.‘;’,f’)(xl,...,xr) polinomlarin1 tanimlamislardir
[13].
Yl) (%;,...,x,) polinomlarinda, 6zel olarak 7, =1 (j=1,2,...,r) almrsa Es. 2.12

iyl

ile tammlanan g!““’(x,,..,x,) Chan-Chyan-Srivastava polinomlari, / = ;

(=12,..,r) almrsa Es. 4.18 ile tammlanan A#““(x,..,x) cok degiskenli
Lagrange-Hermite polinomlari elde edilir.

Es. 4.19 dan Z,{,f;“,l"""""’,f‘")(xl,...,x,,) polinomlari ¢ekilirse,

(et

un;ll,.“,z,' (xl""’xr): Z (al)k

: K,
(a,), 2= .. = (4.20)

seklinde bulunur.
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Es. 2.12 ve Es. 4.19 daki dogurucu fonksiyon bagintilar1 kullanilarak
L{,EO,“ """ “ (x,, ,x.) polinomlart ve Chan-Chyan-Srivastava polinomlar1 arasinda

asagidaki sekilde elde edilir [21]:

~ QA ooy, n - 1 —a; : —a;
Za,f;lw_,,r )(xl,...,xr)z =H{(1—sz- ) }= H{(l—a)jqz) }
n=0 Jj=1 J=l ¢=1
(4.21)
:Zg;(qal e a")(a)m Wy seees Wypseens Dy ) z"
n=0
Burada,
{@,:1<j<r ve 1<q<l, (l,eIN,j=12,.r)|
olup, x;/l’ faktoriintin degerleri /, ye baghdr.
v, \l .
1 ( ! ) (j=1,2....7)
ifadesinden,
l; v
(1—sz ) {(1 ®,z) " } G=1,2,..,r)
g=1
yazilabilir.
Bu nedenle Es. 4.21 de z” nin katsayilar esitlenirse,
una;] R )(xl, X ) g(al QY . a,.v...,a,.) (a)llr"'> a)”l - a)rl""’ a)rl,_ ) (422)

elde edilir [22].
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Es. 4.22 ifadeleri kullanilarak M}fj‘:’;’f’)(xl,...,xr) polinomlari i¢in bir toplam formiilii

)4
22 (kUL (e U (XX,

k=0
N ( )
_ =0 =Y o= O =N ey = O =N, ey — QL — N,
=>'2,(k)g, (a)ll,...,a)lll,...,a)rl,...,a)ﬂ’_) (4.23)
k=0
% (A ® W W @
Epk 1o Wy ey Wipseees Wy
seklinde yazilabilir.

Es. 4.23 ifadesi kullanilarak da L{ o (x], ,X.) polinomlar: i¢in farkli bir toplam

formiilii asagidaki sekilde elde edilir:
4.5.1. Teorem

m.dereceden herhangi bir 2 (x) polinomu igin,

P ol
me k; [,a1 e ( > X ) 2/{ k l1 ( 15 o xr) = p Ly +..+l.n, ( H {(_a)jq )n/ }]
J

k=0 =1 ¢g=l1

x2 (la, +...+1a +p)+( ) "7(0)2 "'"l(a)z lL[ H [ aa);q]
Y !

€ 4) (S/)

*Q

(m,p,nl,...,nr €INy; n, 2m-1 l_/. eIN, (j=L..,r); p=in +...+lrnr)

dir [21].

Teorem 4.5.1 de, /., =; (j=1,2,..,r) almirsa ¢ok degiskenli Lagrange-Hermite

polinomlar i¢in asagidaki toplam formiili elde edilir:
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4.5.1. Sonug

m.dereceden herhangi bir 2 (x) polinomu i¢in,

Z pm (k) h]g—al -n ,..4,—awn,<)(xl yeonr X, )hl(z,k,...,ar) (xl o xr)

P
k=0

= 5P,nl+2n2+...+rnr ( H {(—a)jq)”/ }]Pm (Oll + 20{2 +..+ra + p) (424)

1<g<j<r

|

— ) prr(tm) (0) z 5ns,m—1 (as)ma)é] H (1 - aa);q J

1
m! 1< j<s<r I<g<e<r o
(2,0)#(s.7)

(m,p,nl,...,nre[No; nzm-1, (j=L..,r); p2n1+2n2+...+rnr)

dir [21].
Es. 424 de r=2 i¢in x,=x,x,=y, o,=a, a,=0, @, =x, QZI:\/)_; ve

®,, =—/y almirsa, Lagrange-Hermite polinomlart i¢in,
P

DR (k) e ) (6, 9) =6, ()" (<) B @+ 28+ p)
k=

0

-1)" )

m!
(4.25)

(m,p,nl,nzeINo; n,n,2m-1, p2n1+2n2)

toplam formiilii elde edilir [21].



Burada iki 6zel durum yazilabilir:

I. Es. 4.25 ifadesinde », =n, =m alinirsa,

P
22 (KB e L @, 0) =6, () B+ 25+ p)
k=0

(m,peIN,; p=3m)
elde edilir [21].

II. Es. 4.26 ifadesinde m =0 alinirsa,

Zhﬁ‘“’"ﬂ) (x, y)hi,’f’kﬁ) (x,»)=0 (peiN)

P
k=0

elde edilir [21].

44

(4.26)
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5. COK DEGISKENLIi POLINOMLARIN BiR SINIFI iCiN BILATERAL
DOGURUCU FONKSIiYONLAR VE GENELLESTIRILMIi$
LAURICELLA FONKSIYONLARI

Bu kisimda c¢ok degiskenli polinomlarin bir smifti olan Erkus-Srivastava
polinomlarinin, genellestirilmis Lauricella fonksiyonlariyla bilateral dogurucu

fonksiyonlar1 verilecektir.

Iki degiskenli Appell fonksiyonlari,

, e (@), (), (1), ¥y
Fla,b,b;c;x,y]= Z_O () m

o & (a),,.,(2),(2), x" "
F,[a,b,b';c,csx,y]= ZO () &~

’ ! S (a)m (a’)n (b)m (b’)" xm yn
Rladbbiexy]= Y =y ml !

seklindedir [31].

Lauricella tarafindan » degiskenli fonksiyonlar,

- (a)m]+4..+mn (b1 )m1 (b" )’"n Xl_m' x:,""

F[abyesbyiClyenCi X X, [ =

1 srveri, =0 (Cl)ml .“(C")m” ml'mn'
|x1|+...+ x, <L
a) ..la b)) ..(b )
F"ay,...a,,b,...b,;¢x,,..,x, | = i ( l)ml ( ”)mn( l)ml ( ")mn X i
my y...ym, =0 (c)m]+...+mn m]! mn!
max{|x1 yeees| X, } <1
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o0 m, m,
(a)ml+...+mn (b)m,+...+m,, XX,

FP[abiciyencyi Xy, |= D
c [a, 3C1sens Cpy Xy ,X,,] s (cl)ml -~-(Cn)m,, m! m!

\/M+...+\/M<l;

= (a)ml+...+m” (bl )’"1 (b” )mn xlml x;"”

(n) . e —
FD [aabl""’bn’c’xl""’xn]_ Z
my 5.5, =0 ( )ml+u.+m,, ! n
max{|x1 yees| X, } <l

seklinde tanimlanmistir [17]. Buradan, Appell ve Lauricella fonksiyonlar1 arasinda,

FP=F, ,F)=F ,FQ=F, , F)=F, (5.1)

iligkileri vardar.
Iki degiskenli Kampé de Fériet hipergeometrik fonksiyonlar: Srivastava ve Daoust

tarafindan asagidaki sekilde genellestirilmistir. Bunlara genellestirilmis Lauricella

fonksiyonlar: da denir [14, 30, 32, 34]:

[(@):0",...0" |- 16"): "B : 7L s10") - 4"

: (l);m; ()
FC:‘:IDB(I);.N;;") Ziyees 2,
[():ypr e (@) 6B 1@): 678 i@y 61
(5.2)
OO Z’"\ Zmrr
= Q(m,,...,m, ) ——..—=
m],zm =0 ( 1 ) m] ! mn !
Burada,
A )-8 " B o
1 n
H(af )m1a$‘>+~--+mne£") . (bf )m@” . (bf )m@w
Q(m,m,,...m,) == .;1) ...;(n) (5.3)
Q) (n)
H(cj )mlu/‘(/l)-"" +m V/£ ) (d/ )m 5(1) (dJ )m 5(,”)
= Jj=1 1) =1 j

seklindedir.
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Ayrica,

0" (=l..4 k=12,.n), ¢* (G=1..,BY; k=12,.,n)

J

' (=1,..C k=12..,n), &Y (G=1..,DY; k=12,..,n)

reel sabitler olup; (bg(‘k))), B dizilerinin bj(k) j:l,...,B(k); k=12,...,n scklinde

kisaltilmigidir.

Uygun bir reel ya da kompleks parametreli, sifira 6zdes olmayan kath

{Q(ml;mz,...,ms)}m ., dizisi igin, s (s reel veya kompleks) degiskenli bir

Y, (u;;u,,....u,) fonksiyonu,

n @ (—n)m] ((b))rn]
YH (Ul;uza""us) a Z:() Z _OW

. (5.4)
xQ(f(ml,mz,...,ms);mz,...,ms) % L’;S '

seklinde tanimlanir [22]. Burada,

(5),,, Ve ((d))mlflﬂl(d,«)mﬁ, (5.5)

i=1 j=1 /

((8)),,, =

B
i
seklindedir.

5.1. Teorem

Apyees

Es. 4.19 ile tanimlanan L{,S;Zw,r )(xl,...,xr) cok degiskenli polinomlar: ile Es. 5.4 de

tanimu verilen Y, (u,;u,,....u,) fonksiyonlari arasinda,
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i=1 j=1 n,‘j . ij 2"
(5.6)
seklinde bilateral bir dogurucu fonksiyon bagintist vardir [22].
Burada,
r
(nl.):= A (i=1..,r) ve M= ZZnU dir.
=1 j=1
ispat
Es. 4.22 kullanilarak,
ib{ﬁ‘ o) (xp,ex, ) Y, (505t ) 2"
n=0
- ((b)) 4 w”  u™
_ m . _ m " s
ml,;%—o((d))ms Q(f(iR,mz,...,ms),mz,...,ms)( uz) 1 (5.7)

(Tt m, (@ s @) sy reenn. ) n
XZ gn+m1 0)11,...,(01/1,...,Cl)rl,...,a)rly Z

oldugu kolayca goriliir. Es. 2.15 ifadesi Es. 5.7 nin sag tarafinda kullanilirsa, ispat

tamamlanmis olur.m
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5.1. Sonug

Teorem 5.1 de / =I/,=..=[ =1 alimrsa Chan-Chyan-Srivastava polinomlar1 ve

Y, (u,;u,,....u,) fonksiyonu i¢in bilateral dogurucu fonksiyonlarin bir ailesi asagidaki

sekilde elde edilir [20]:

(), )11 5011 =0 ((d))(nl+...+n,)5
n n,
( X,z ] [ Xz j
xz—1 xz—1 u™  ouy”
xQ(f(nl+...+nr,m2,...,ms) m,, ,ms) ! P =2 5
n! n! m,! m!

Burada, Y, (u,;u,,...,u,) fonksiyonu, Es. 5.4 deki gibidir.

Teorem 5.1 de {Q(ml;mz,...,mx )}m . dizisinin uygun segimleriyle birgok ilging

sonuglar elde edilebilir.
5.2. Sonug¢

Teorem 5.1 de,

y 30 B0)
(2)) ( (s))
a ) , (b
H( 76 +.ame) L AN Pe) A\ o)
_ J= J= J=
Q(f(mlamza amy)amza 9mg) E 'D() 'D(.v)
O £1007) 1)
(1) ) ; ;
i J my 4. Amy = J mzb/z) i J m a&)

alinirsa asagidaki sonug elde edilir [22]:
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o0
(0{I ,,,,, ar) A:B+1:B(2):.“:B('c)
Zunzll peesly (xl ""’xr ) F

£:0:p?):..:pV)
n=0

[(a): 0,01 [ LLO)  GELB) 6710 2 4

():pspl: (D) SLUED): 6750 : 61

,,,,,

(1),...,qo(l”"'”"*‘“l)]:[05l Alesle, 1;5le, 15[, :1];[(b(2)):¢(2)];...;[(b(’v)):¢(‘V)];

~
—
Q
A
<

[(£): 0", @D — s~ = = [dP) 8P [@Y) 6V

Withz Wi thz Wnth2 W, thZ

Uy syl |

yoees sl yoeos
wiz—1  wz-1 wyz-1" w,z-1

Burada, ¢, f, ng) ve Q(I.k) katsayilari,

. 1<j7<A4
ej:{a., L (1=j<4)

b._,, (A<j<A+B)

d_p, (E<j<E+D)
0" (<j<dA; 1<k<l+..+1)
w ot (<SS Ay L4+ <k <L +.+] +s-1)
v = J
i b (A< j<A+B; 1<k<l+..+1)
i
0 JA<j<A+B; L +..+ <k<[+..+[ +s-1)
! (<j<E; 1<k<l+..+1)
@(k)z l//ﬁkil‘i"ilﬁrl), (ISJSE; l]+‘+lr<k£ll+'+lr+s_l)
! 5., (E<Jj<E+D; 1sk<[+..+1)
i

0 ,(E<J<E+D; [ +.4+] <k<[+..+[ +s5s-1)

seklindedir.



5.3. Sonug

Teorem 5.1 de,

ve p=6=0 (¢ =..=¢,=0=..=5,=0)

alinirsa asagidaki sonug elde edilir [22]:

o0
(@a,) (s) . : n
ZUnZ,]"‘__’,r (xl,...,xr)FA [a,—n,bz,...,bs,cl,...,cs,ul,...,us]z

ro o
_ % | 534 14 F |
- | I {(1 y WijZ) } E:O;...;O;I;“.;l

=1 j=1
[a:1,...1]: [, 1];..5[e 1) e, 215 sle, t 150, 2105500, < 1];
[c, AR 7oL A U S S S S [c, :1];..5[c, :1;

W,z Wtz Wnth2 W, 2

yoeos yoeos yoeos
wyz—1 wz-1 wiz-1" w,z-1

w1 (I<k<i+..+1)
0, (L+.+l <k<l+.+l +s-1)

seklindedir.

Uy gl |



5.4. Sonug

Teorem 5.1de, B=1, by=b, ¢ =1ve 6=0 icin

1 j=1
[6:6", ..., 0% " e, 1)l sl 15l 1 [@™) 1050 ) < 1;
[Cla~91]: Y s T s T s s T - 5 s T
w,u,z Wy, Uz W, U,z Wy Uz

g0 _ )L (I<k<i+..+1)
10, (4t <k <Ll +s-1)

seklindedir.
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5.5. Sonug

Teorem 5.1 de,

(a)m+ +m, (b )m "'(bs)m
Q(f(ml,mz,...,ms);mz,_,_’ms): : (c) 2 )y

¢ =06 =0 almirsa asagidaki sonug elde edilir [22]:

iaﬁ"j‘j’) (x5 X,) Fg” [a,—n,b,,....b;ciuy,...u ] 2" :[

(h+.+L+s-1) .
x F, [a,al,...,al,...,ar,...,a b b ;c;

PR OR RN R L]

Wi,z W”. uz WUz W"/, uz
Uy, oo U

Y ey ) e s s s s
w,z—1 w,z-1 w.z—1 w,z—1
| rl rl,

Diger taraftan, baska bir sonug elde edebilmek icin,

(5.8)

—
roun)
QU &
—
e
3
<.

seklinde tanimlansin [19]. Burada,

(@), ~TT(a,), - (), -

B
J=1 J=

(b_i)ml(b_, ve ((d))mI(;:H(d/) ;

| 7 m6;

seklindedir.

D
i =

53



Ayrica,

0

i Z Zzl A(nl,nz,...,n,):i 2 ...iA(npnl sy 1, F A
n,=0n m=0

n.=0n._,=0 nm=0 =0

=

bagintisi agagida kullanilmigtir [19].
5.2. Teorem

Es. 4.20 ile Es. 5.8 de verilen polinomlar arasinda,

m (—W Z)nl/l . (—W Z)"rz, my mg
(-w,2) i (-w,2) i, I TE N T

S

n. ! n, ! n,! nr,r! m ! m! m!

seklinde bilateral bir dogurucu fonksiyon bagmtisi1 vardir. Burada,

o
(n)=nysny, (i=L.,r) ve R:=D >n,

i=l j=1
dir [22].
fspat

Es. 2.12, Es. 5.8 ve Es. 5.9 ifadeleri kullanilarak,
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(5.9)
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(@t ) i
U, (xl,...,xr)l//(ul,uz,...,us,n)z

M

3
I
(=]

n

0
_ R A N ) | .
= Zgn (Wi eees Wiy seees Wypseoes W,y ) w(usuy,...ou,n)z

n, 7, =1, My =M1, 1) My =1 (1), M1, -1
> a3, 2 ((a)) W T w, W Llw
_E 2 E 2 n 1 " rl,

(n —n)! — ! - ! - !
=0, 0 =0y "1(1,71):0 my w1y M, =y ....(n”‘ ”1(1,1))""(”r1 n(rfl)lh‘)....(n nr(,ﬁl)).

X(H{(l -a )n }71' )(0{1 - n) (e, - n)f a, - n) A A, - n)n,.w,,m, | (a, - ”)n,,n,l A, - n)f .

w iy s mp ((a)) whw ...wln]”‘ - ...w:‘in(' Ve ...W:[n""’”
! - ! - ! - !
n=0n =0 ome, | mg, 1_0 my my 1N, )..,.(n”‘ ”.(,,7.))""(”,1 ey, )...(n nm‘i”).

(-1 !

(l - al )nﬂ’lH (1 - 0.’1 )nfnqunH (1 - al )}’Iﬂ’ll,l (1 (1 - ar )"’"r-ﬁ”(ril)/,,l (1 - ar )nfn,,frn,,, (1 - ar- )nfn

(1, 1)

< ((b)) p u" uout,
xml’;’u:o ((d)):lé Q(f(ml,mz, ms),mz, ,ms,n)$mzz!...mx!z
1

0 CTIRLE My 15402
((a))m W11 le ...W”I ...er Wr2 Wy

(mtmy=0 My ) ()L (m, ) ()

()" !

(1-¢ )‘R—n]l (-« )m—nlz . (I-a )‘Ji—nl,] ) (I-a, )‘anr] (I-a, )“R—nrz v (I-a, )‘R—nr,’.

u™ ul®
R
SR)I—L sz

' m, ! !
m!m,! m!

o e Q(f(ml,mz,...,ms);m2,...,m

R4



elde edilir. m
5.6. Sonug

Teorem5.2de ¢p=6=0, =L =..=[ =1,

((a+n),....

Q(f(ml,mz,...,ms);mz,...,ms)= (c) (c) 5

((a+n))k:fl[(aj+n)k ve A=2

alinirsa,

= a), (a e~
> (@),(a,), (&=, ")(xl,...,xr)Fc(s) [a,+n,a, +n5c,,....csu,...u

o (1- 05) (1= ar)y, !

— F2:0;...;0;0;...;0 [((1) : 17""1] = 7 7 - a - ,
r;0ik;31 [(,B):y/('),...,z//(’),o,...,OJ:— o = [clzl] ;

seklinde Chan-Chyan-Srivastava polinomlar1 ve genellestirilmis

56

)772
uZ u.\'
'm ! m!
2
n
AL

Lauricella

fonksiyonlar1 arasinda bilateral bir dogurucu fonksiyon bagintisi elde edilir. Burada

B =1-a, ve y/ ) =1- 8, (Jok=12,...r) dir [19,22].
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Bu kisimda verilen teoremlerin ve sonuglarin tiimii ¢ok degiskenli Lagrange-Hermite
polinomlar1 ve Chan-Chyan-Srivastava polinomlari i¢in de yazilabilir. Diger taraftan,
genellestirilmis Lauricella fonksiyonunun 6zel hali olan F, F,, F,, F, Appell
fonksiyonlar1 alinarak, Appell fonksiyonlari ile Erkus-Srivastava polinomlari, Chan-
Chyan-Srivastava polinomlar1 ya da ¢ok degiskenli Lagrange-Hermite polinomlari

arasinda bilateral dogurucu fonksiyonlar verilebilir.

5.7. Sonug

Eger Teorem 5.1 de Q(f(ml,mz,...,ms);m m)=s=¢=§=l, B=p, D=gq,

EREED) s

u,=t,b=a,d=>bve r=2 alinirsa,

® o —n, al’ ’ap’ " o - R R |
Zz’élu]/;) (xl’x2)p+1F;i{ b b .t z = HH (l_wiiz) F;%;...;O;O ;0
n=0 12°°*5%¢g> i=1 j=l
[(a,):1,...1]:[e :1];.sle c1][a, 1];.5]a, 1]
WIIZt W” zt Wzlzt WZ] zt
W”Z—l’ ' W”Z—l’ WZIZ—l’ ’wy»z—l
[(bq).l,...,l]. — e — o — e = :
(5.10)

elde edilir [22].
Ayrica Es. 5.10 ifadesinde /, =1, /,=2, a,=a, a,=f, x,=x ve x, =y almirsa
Lagrange-Hermite polinomlar1 ve genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlarin bir

sinifi i¢in bilateral bir dogurucu fonksiyon,

o0 o —n,a ,...,a ; n —a _
Zh,(, ’ﬂ)(X,J’) p+1E{ bl bp' I}Z :(l—xz) (I—J/Z) ’

=0 15+ Uy

[(a,):1,...1]:[a 15[ B 1B 1]; Szt vz

11 xzt
% Fp.l,l,l

4:0;0;0 , ,
)Ll — o - =l vz
4 geeegd ]|t ;

2 5
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olarak elde edilir.
Ote yandan Es. 5.10 ifadesinde /, =/, =1, o, =a, a,=f, x, =x ve x, =y alinirsa

Lagrange polinomlar1 ve hipergeometrik fonksiyonlarin bir sinifi i¢in bilateral bir

dogurucu fonksiyon

> —n,d,,...,d ; ;
ngza’ﬁ)(xay)p+1f;|: " ! t:|Z

n=0

=(1-x) " (1-02)” F(ﬂ = )

q:0;0 b],---,bqi—;—;xz—l’yz—l

seklinde elde edilir [31].
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6. COK DEGISKENLI ®'“(x,,...,x,) POLINOMLARI
6.1. Cok Degiskenli ®'*(x,,...,x.) Polinomlar
Cok degiskenli ®'“(x;,...,x,) polinomlari,

iq)ila)(xl,m’xr)zn — (I_XIZ)’ae(Xﬁ...er,.)z (|Z| < |x1|—1) (61)
n=0

dogurucu fonksiyon bagintis1 yardimiyla tanimlanmaktadir [6]. Es. 6.1 den cok

degiskenli ®'”(x,,...,x,) polinomlari,

O (x,enx,)= D (@), = (6.2)

seklinde bulunur. Ayrica bu polinomlar ile Chan-Chyan-Srivastava polinomlari

arasinda,

O (X x,) = lim {g;% ~~~ “")(xl,ﬁ,...,i)} (6.3)
[24

S T

seklinde bir limit bagintis1 yazilabilir.

6.2. Dogurucu Fonksiyonlar

Bu kisimda ¢ok degiskenli (fo’)(xl,...,xr) polinomlarinin bir ailesi i¢in multilineer ve

multilateral dogurucu fonksiyonlarin ¢esitli aileleri elde edilecektir.

6.2.1. Lemma

Cok degiskenli ®'“(x;,...,x,) polinomu asagidaki dogurucu fonksiyon bagintisina

sahiptir:
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“(n+m _ X
Z[ ; jd)i"j)m(xl,...,xr)z”:(l—xlz) “eltat I (L x| x).

pr l1-xz
-1
(1l <fl”)
fspat
Es. 6.1 ifadesinde z yerine z+u yazilirsa,

i O (x,,ex ) (z+u) =(1=x, (z+u))“ gt s r)
n=0

-a
_ X,
:(1 _ xlz) a [1 - 1 uj e(x2+.4.+xr)ze(xzf.fxr Yu

l—-xz

olur.

Eger, yukaridaki esitligin sol tarafina Es. 2.14 ifadesi uygulanirsa,

-a
N (n+m B X
Z Z( . jq)gz-)m (x1 yeoer X, )Znum — (1 . le) a e(x2+..4+x,.)z [1 _ 1 uj e(x2+..4+x,.)u

n=0 m=0 1- XIZ

_ - X
=(1-x2) ae(xﬁ“'”')zzcl)fna)(—l 3 Xyyewry X, U
m=0 l_xlz

elde edilir. Son esitlikte »™ nin katsayilari esitlenirse istenilen sonuca ulagilir. m

6.2.1. Teorem

p -ylincii basamaktan ve s degiskenli (s €IN), sifira denk olmayan Q (,,....7,)

fonksiyonu i¢in,
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A (X X3 Vs ¥32) = @ @) (X ), (s, ) 2" (@, 20, meIN)
k=0

A~

Wl m+n
R,i;f;q (yl,...,ys;z):z Z[ JakQ/Hpk (yl,...,ys)zk

o\ n—qk
(6.4)
(ak #0, n, m,peIN)
olsun.
Bu durumda her m > 0 tamsayzisi i¢in,
Z(Dgrf:—)n('xl" o )erj:q(ylr“ﬂys;z)tn
n=0
(6.5)
=(1—xlz‘)""e("2+ 5 )’A (l—x xz,...,xr;yl,...,ys;th]

bagintis1 saglanir.
ispat

Es. 6.5 deki ifadenin sol tarafi T olsun. R”*

n,m,q

(»,s.:2) polinomunun degeri Es. 6.4

den alinip Es. 6.5 de yerine konulursa,

= 4 m+n "
T= ZZ( J CD(mfn(xl,...,xrpwpk(yl,...,ys)zkt”

o koo \ 1 —qk

olup burada Es. 2.25 ifadesi kullanilirsa,
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0

= (m+n+qk n
T= Z{ jq)gm)qu(xl: ) r)tak Q;Hpk(yl’ ’y) £

k=0 n=0 n

(1 x1 ) a ('c2+ A+, )tzak m+qk(

xt,xz, ,X,) mpk(yl,...,ys)zktqk
k=0 1

_ X (xpttx, )t xl . .
=(1-x7) " €™ AM( ,xz,...,x,,,yl,...,ys,Zlq)

1-xt
elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.m

6.2.2. Teorem

4 -ylincii basamaktan ve s degiskenli (s IN), sifira denk olmayan Q,(y,,-.»,)

fonksiyonu verilsin.

o0

Ay (Venyiz)= ZakQ,uw/k (Vsesy ) 2"

k=0
(a, 20, yeC)
ve

n/p]

O (X0 X5 3150 2,56) ZakCDf, ot (K10, ) Qi (31003, ) 6

k

(ak #0, n,peIN)

olsun.

Bu durumda,

Z@fj"r (x],...,xr;yl,...,ys;t%jt” — (l—xlt)_“ e(X2+A..+X,)tA#)W (y]’m’ys;ﬂ) (66)
n=0

bagmtisi saglanir.
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Ispat

Bu teoremin ispatt da Teorem 6.2.1 in ispatina benzer sekilde yapilabilir.m

Teorem 6.2.2 de s=r ve Qﬂwk(yl,...,yy):Cfo‘)(yl,...,yr) alimirsa, Es. 6.1 ile

tanimlanan ¢ok degiskenli q)ff)(xl,...,xr) polinomlart i¢in asagidaki sonu¢ elde

edilir:

6.2.1. Sonug

AM/ [yl,...,yr;z] = akCDEZ)W (yl,...,yr)zk
=0

(ak =0, u, l//e'C)

Ve
n/p
65:;/ (xl""’xr;yl’ ’yr’g Z ak(quazvk Xpseees X )(D(;H)l//k (yl’ Y, )g
(ne]NO,pE]N)
olsun.
Bu durumda,
Z_(;@::Z/ (xl,...,xr;yl,...,yr;llpj "= (l—xlt)ia e(xz+.“+x,)tA/u,W (yl,...,yr;ﬂ) (6.6)

ifadesi elde edilir.



6.2.1. Uyari

64

Cok degiskenli Cfo’) (xl,...,xr) polinomlar1 i¢in Es. 6.1 ifadesi kullanilarak, Es. 6.6 da

a, =1 (ke€IN,), wu=0 ve y =1 alinirsa,

["/1’] e(xz oA x, (Y + 4y,

3 D (x,yx ) D (p,..., kgnrk =
;kzo n—pk( 1 r) k (yl yr)n [(l—xlt)(l_ylt)]a

(1<bsl " ve lnl<lnl")

seklinde, Cfo’) (xl,...,xr) polinomlart i¢in bilineer bir dogurucu fonksiyon bagintisi

elde edilir.

Eger, Teorem 6.2.2 de s=r ve Q. (v,...»,)=h, 7 (yl,...,yr) aliirsa, Es. 6.1

y+|//k

ile tanimlanan Cfo’)(xl,...,xr) polinomlar1 ve ¢ok degiskenli Lagrange- Hermite

polinomlar1 arasinda bilateral bir dogurucu fonksiyon bagintis1 asagidaki sekilde

yazilabilir.

6.2.2. Sonug

A, yl, ,yr,z Zakhfffv,ka)(yl, ay,)z"

(ak =0, u, e C)

ve

O (XX, 3 Ve 1,36 ) = D @@ (X, x, ) A (9D

(ne[NO,peIN)

olsun.
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Bu durumda,

52017 (svem i i =(10) €A (i) 67
elde edilir.
6.2.2. Uyan

Cok degiskenli Lagrange-Hermite polinomlarinin bir dogurucu fonksiyonunu veren

Es. 4.18 ifadesi kullanilarak, Es. 6.7 de a, =1 (k€ IN,), u=0 ve y =1 alnirsa,

n/ »

Z (D xl, -,xr)h(al )(yl’ ’yr)n " pk _ (1 X, ) e(x2+...+x,.)tH{(l_yjnj )aj}

=0 =1
/7
v })

X

T
(=]

(|t|<|xl|]ve < in |

e{l,2,...,r}

elde edilir.
Teorem 6.2.1 ve Teorem 6.2.2 de QO . (»,,-,»,) ¢ok degiskenli fonksiyonu, basit

fonksiyonlarm uygun ¢arpimi olarak ifade edilirse, a, (k € IN,) katsayilariin her bir
uygun sec¢imi i¢in Es. 6.1 ile tanimlanan CDSZ) (xl,...,x,,) polinomu i¢in multilineer ve

multilateral dogurucu fonksiyon aileleri elde edilebilir.

6.3. d)sf’) (xl,...,xr) Polinomlarinin Baz1 Ozellikleri

Bu kisimda Es. 6.1 ile tanimlanan ¢ok degiskenli CDEf)( X5eeen X ) polinomlart i¢in bazi

ozellikler verilecektir.

6.3.1. Teorem

Cok degiskenli d)sf’) (xl,...,xr) polinomlar1 asagidaki integral gosterimine sahiptir:
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CDila)(xp'“’xr): J.e_gga—l (x1§+xz+"'+xr) dg
. 0

Ispat

Gamma fonksiyonunun tanimindan,

1

r(v)

a’=

Ie_“ttv_ldt , Re(v)>0
0
olup bu baginti, Es. 6.1 in sag tarafina uygulanirsa,

SO (003, ) 2" = (1-x,2) “ et

—d 1 R —(I-x2)g ~a—1_(x+.x.)z
=— | e e dc
(e
1

— 00e—gga_le(’flgﬂfz+---Xy)zdg
el

17 s (xgt+x+.x,) 2"
- > d
r(a)k © 4 n! :

elde edilir. Son esitlikte z" nin katsayilar1 esitlenirse istenilen sonu¢ bulunur.m

Simdi, CDE;’) (xl,...,x,,) polinomlar1 i¢in bazi rekiirans bagintilar verilecektir. Es. 6.1

de verilen dogurucu fonksiyon bagmtisinin her iki tarafinin x, e gore tiirevi alimip,

SN A(kn) =Y A(k.n—k) (6.8)

n=0 k=0 n=0 k=0
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bagmtis1 kullanilirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa, d)sf’) (xl,...,xr) polinomlar1

icin tiirev igeren rekiirans bagintist

0 (a
— ' (x,,... ale"kld) (xpsenx, ), n21
ox,

seklinde elde edilir.
Diger taraftan, Es. 6.1 de verilen dogurucu fonksiyon bagntisinin x; ( Jj# 1) e gore

tiirevi aliip diizenlemeler yapilirsa, bagka bir tiirev iceren rekiirans bagintist

db(a)(xl,...,xr):d)(ai(xl,...,xr) , n>1 (6.9)

olarak elde edilir.

Es. 6.1 ifadesinin her iki tarafinin z ye gore tiirevi alinirsa,

Zn (Dia)(xlj _azxkﬂzq)a Xyeon X n+k

J{(x2 +...+xr)id)ff) (xl,...,x}_)z"}

bagintis1 elde edilir. Bu bagintida Es. 6.8 ifadesi kullanilarak, gerekli diizenlemeler

yapildiktan sonra z” katsayilari esitlenirse,
(n+l)q)( xl, X Zxk“(l) @) xl, WX, )+[(x2 +...+xr)CDE7“) (xl, WX )] (6.10)

seklinde tiirev icermeyen bir rekiirans bagintisi elde edilir.

Es. 6.10 da =0 almrsa, @} (x,,...,x,) =1 olduguda dikkate alnarak,
(Dga) (xl,...,xr) =ax, +x,+..+x

bulunur.
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Diger taraftan Es. 6.2 kullanilarak,

Iz

ZX,iCD(a) (xl,...,xr):nCD(na)(xl,...,xr) (6.11)

J=1 7 ox j ’
yazilabilir. Es. 6.9 ve Es. 6.11 ifadeleri karsilastirilirsa,

Zr:xj(l)(“) (xl,...,xr):n(l)(“) (xl,...,xr) (6.12)

n—1 n
Jj=1
elde edilir.

Asagida, @fq“)(xl,...,xr) polinomlarinin herhangi ikisinin carpiminin sagladigi bir

kismi tiirevli denklem elde edecegiz. Lee tarafindan, tek degiskenli iki polinomun
carpiminin sagladig: bir kismi tiirevli denklem 2005 yilindaki ¢aligmasinda verilmisti
[18]. Erkus-Duman ve arkadaslar1 bu yontemi ¢ok degiskenli polinomlar i¢in soyle

genisletmislerdir [12]:

L ve N lineer tiirev operatorleri olmak tizere,

r a S a
L=) a(x)— ve N=) b(y,)—
; axl. ; Y ayj

seklinde tanimlansin.

6.3.2. Teorem

o0

{ﬂ(xl,...,xr)}‘jzo ve {Hn(yl,...,ys)}‘ » polinomlari i¢in

n

L[R]=4,F,=nk,

Ve



N[6,]=7,6, =6,

olsun. Bu durumda §, ¢arpim polinomu,

olmak tizere,
L{w]+ N[o]=naw

seklindeki bir kismi tiirevli denklemi saglar.

Simdi, (DEI“) (x,,-..,x,) polinomlari i¢in Teorem 6.3.2 nin bir uygulamasini verelim.

6.3.1. Sonug¢

{ﬂ(xl,...,xr)}‘jzo ve {Hn(yp""ys)}‘:zo

polinomu alinirsa bu durumda S, polinomu,

n,00

1S,

(s (50 ) By (10, )

k=0,n=0

olur. Es. 6.12 ifadesinden,

- 0 N\ 0
L= x—veN=)y —

2, VR,
yazilabilir. Boylece, Teorem 6.3.2 den, @
ikisinin ¢arpimi olan S, polinomu,

y x<a—w+i a60_1’1(0

Y= =
i J
i=1 axi Jj=1 ayj

69

polinomlarinin  yerine Cfo) (x1 yeeis X, )

) (x,..x,) polinomlarmnmn herhangi
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kismi tiirevli denklemini saglar.

(I)Ef’) (x,....x, ) polinomlarmnmn son bir dzelligi olarak, 3. Bslimde verilen Teorem 3.1

de Es. 6.3 ifadesi kullanilarak asagidaki sonug kolaylikla yazilabilir:

6.3.2. Sonug

m.dereceden herhangi bir 2 (x) polinomu i¢in,

p
Z 71( )q)( . ”) xl’ x2> o )(I)(a) (xl’x27 ax)
=0

=D”

-1)"
8 min———2" ()X X +6, ., —( ) 2" (0) (@), x! (r=2)
' m! ’ m!

n,m

-1)"
S 71u?’,§m>(0)(a)mx{’ (r>3)
m!
(m,p,ne]NO; n>m-1; p>m+n; re]N/{l})
dir.

6.4. ®'“)(x,,...,x,) Polinomlarimmn Bir Smifi i¢in Bilateral Dogurucu

Fonksiyonlar

Bu kisimda, ¢ok degiskenli d);“)(xl,...,xr) polinomlar1 ve genellestirilmis Lauricella

fonksiyonlart i¢in bilateral dogurucu fonksiyonlarin bir ailesi elde edilecektir.

6.4.1. Teorem

®'“)(x,,...,x,) polinomlari ile Es. 5.4 de tanimlanan Y (usu,,...,u;) fonksiyonlari

arasinda



X(—ulxlz/(l—xlz))n1 (—ux,z)"  (-ux,z)" W ul

S

n,! n,! n! m,!  m!

seklinde bilateral bir dogurucu fonksiyon bagmntisi vardir.
Ispat

Es. 5.4 ifadesi ve Lemma 6.2.1 kullanilarak,
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3 il ((b))rw
- ml,mz,Z;me ((d))m,5

Q(f(ml,mz,...,ms);mz,...,ms)

m my
u u -
x(— lz)m] 2 = (l—xlz) ae(x”‘“”’)zCDE:) —
1
Lom ! 1

m, . ms © oty n=my 1°

((b))(n] +ny+..4n, )¢

— (1 —x Z)_a e(x2+...+xr)z i
1 AN P () N

><Q(f(n1 +n, +...+nr,m2,...,ms);mz,...,ms)

X(_uz)(”1+"2+'“+nr)£ ﬂ(a) (xl/l xlz)
: m! m 1 n!

% b a
= (1 — le)_a e('x2+"'+xr)z Z (( ))(”1+"2+~»+"r)¢ ( )”1

(m)(1g ) seerr(1y )1y ... s =0 ((d))(nl Tty toin, )5

><Q(f(n1 +n, +...+nr,m2,...,ms);mz,...,ms)

(—uxz/1-xz)" (-ux,z)”  (-ux,z)" uytou

n! n,! !

seklinde istenilen sonu¢ bulunur. m

Q(f(ml,mz,...,ms);mz,...,ms)

72
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Teorem 6.4.1 de {Q(ml;mz,...,ms)}m S dizisinin uygun seg¢imleriyle birgok

ilging sonuglar elde edilebilir. Asagidaki bilateral dogurucu fonksiyon bagintilari

bunlara birer 6rnektir.
6.4.1. Sonug

Teorem 6.4.1 de,

s @) 5
H(aj )mlﬂﬁl)f.&mﬁ/(»s) o] ( J )m 9( ) i ( J )m 05.5)
Q(f(ml,mz,... m);m,, ,ms)= = ;(_2) .;(:> :
2 K
6] T162), TH0).,
j=1 J j=1 J
almirsa,
iq)("a) (Xl’ X, )
n=0
[(@): 0", 012 1) : 1) 67 s [0 6
FA B+1;8%), .0 n
ED;D(Z) ..... D( ) u] s 'aus z

[ e R () RO (A ER il O (AR ERAR

— (1 _ xlz)_“ e(x2+...+x,)z
(O H R e (D A e (CR R

[():0",..0" ] —— i i=[(@®): 6P L@ 6,

XU,z
———, SXoU\Z, e =X U Z, Uy, U
xz-1

elde edilir.



(k) (k)
Burada, e, fj, @, ve G)j katsayilari,

J

{%, (1<j<A4)
o =

b, (A4<j<4+B)

P ¢, , (1ISj<E)
7 ld_,. (E<j<E+D)
6v . (<j<4 1<k<r)
W O, (<j<d; r<k<r+s—l)
O 4, . (A<j<A+B 1<k<r)
0 ,(A<j<A+B; r<k<r+s-1)
W@ ) (1<j<E; 1<k<r)
o y' ), (<j<E; r<k<r+s-1)
! 8., (E<j<E+D; 1<k<r)
0 ,(E<jLE+D; r<k<r+s-1)
seklindedir.
6.4.2. Sonug

Teorem 6.4.1 de,

(o) -

ve $=6=0 (§=..=¢,=6=..=5,=0)

alinirsa,
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Zd)(“) (Xpee, )Fjs) [a,—n,b,,...b ;s tyu, | 2" = (1= x,2) " @0

[a:1,...1]: [a:1];=..5=0b, 105500, 0 1];

o, (D (r+s=1)q. PR SR TR SRS I
[cl'lr// s/ ] - ,—,...,—,[Cz.1],...,[({(.1],
xX\u,z
——, XU Z, ... =X U Z, Uy, ...
xz—1

elde edilir.

Burada " katsayisi,

SO 1, (1<k<r)
0, (r<k£r+s—0

seklindedir.

6.4.3. Sonug

Teorem 6.4.1de B=1, b=b, ¢=1,0=0 ve

(al(l))m ...(al(s_]))m (agl))m ...(ags_]))m

Q(f (m,my,...m );m,,...m, )= 2
1977052900 08g Jo 008500 I, (C)mlJr..Hrms

alinirsa,
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Z(I)Ef) (xl yeees X, )FB(S) [—n,afl),...,al(“l),b; agl),...,agkl);c;ul,...,uS] 2" =(1- xlz)fa elatta)z

[6:6",..,0"" Ve :1]; = s=0@) 1@ ™) 2 10

1:1;0;...;0;2;...;2
x F;:O;O;.”;O;O;...;O

elde edilir.

Burada, 6" katsayist,

g0 _ 1, (1<k<r)
- 0, (r<k£r+s—1)

seklindedir.
6.4.4. Sonug

Teorem 6.4.1 de,

(a)ml+...+mx (b, )mz (b, )m
(-~

Q(f(ml,mz,...,mx);mz,...,mx):

ve
$=5=0

alinirsa,
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iq)(“) (xl,...,x,)Flgs) [a,—n,b,,....b ¢ suy,.u | 2" = (1-xz) " e

[C:(// gecey T s ST T, s s
X\u,z
s ~ XU Z, o - X U Z, U, Uy
xz-1

elde edilir [22]. Burada, 8" =...=0"" ™ =y = == =1 dir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, oncelikle bilinen bazi ¢ok degiskenli polinomlarin toplam formiilleri,
bilateral dogurucu fonksiyonlar1 gibi 6zellikleri verilmistir. Cok degiskenli yeni bir
polinom tanimlanmis ve bu polinomlar i¢in bir integral gosterimi, tiirev igeren ve
tirev icermeyen rekiirans bagmtilari elde edilmistir. Bu polinomlarin herhangi
ikisinin ¢arpiminin sagladigi bir kismi diferensiyel denklem verilmistir. Ayrica bu
polinomlar i¢in multilineer ve multilateral dogurucu fonksiyon bagmtilari veren

teoremler ispatlanmis olup, bu teoremlere uygun 6rnekler verilmistir.

Son olarak da farkli bir yontemle, tanimladigimiz bu polinomlar ve genellestirilmis
Lauricella fonksiyonlarim1 kapsayan yeni bir polinom ailesi arasinda bilateral
dogurucu fonksiyonlar veren bir teorem ispatlanmis ve bu teoremlerin sonuglar

verilmistir.

Bu tezde yapilan calismalar ve verilen yontemler kullanilarak, ileride farklh

polinomlar i¢in de buradakilere benzer yeni 6zellikler veren sonuglar elde edilebilir.
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