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Bu tez c¢alismasinda; bir¢cok sosyal brangta ve fizik, mihendislik gibi farkli bilim dallarinda
ortaya ¢ikan kismi turevli integro-diferensiyel denklemlerin ¢6ziimu, iki katli Laplace doniisiimii olarak
adlandirilan bir hesaplama yontemi ile verilmektedir. Her seyden 6nce, kismi tlirevli integro-diferensiyel
denklemini ¢6zmek icin bir algoritma sunuldu ve daha sonra birgok integro-kismi diferansiyel denklemi
¢cozmek icin bu yeni algoritma kullanildi.

Anahtar Kelimeler: integral Déniisiimii, Laplace Déniisiimii, iki Kath Laplace Déniisiimii,

Kismi Tiirevli Integro-Diferensiyel Denklem, Baslangig Sinir Deger Problemi.
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In this thesis; the solution of partial integro differential equations which arise in different fields
of science such as physics, engineering and many social branches are given by a computational method
which is named double Laplace transform method. First of all, we expressed an algorithm to solve
partial-integro differential equations and applied this new algorithm to many integro-partial differential
equations.

Keywords: Integral Transform, Laplace Transform, Partial Integro-Differential Equation, Double

Laplace Transform, Initial Boundary Value Problem.
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1. GIRIS

Bilindigi gibi ¢evremizde olup biten birgok fen, mihendislik, tip vb.
alanlarindaki olaylarm matematiksel modellemesi i¢in; diferensiyel denklemleri, kismi
turevli diferensiyel denklemleri, integral denklemleri ve integro-diferensiyel
denklemleri kullanmak mumkindir. Bu yuzden uzunca slredir bu tur denklemlerin
teorisi ve pratigi bilim insanlarmin ilgisini cekmektedir. Cunki bu alandaki en kiglk bir
ilerleme veya katki insanoglunun gelecegini sekillendirmektedir.

Laplace, Fourier, Mellin, Hankel, Hilbert doniisiimleri; integral doniisiimleri
olarak adlandirilan en bilindik doniisimlerdir. Bu integral doniisiimleri yukarida
bahsedilen denklemlerin teorisini gelistirmekte yardimci olmakla kalmayip, ayni
zamanda bu denklemleri ¢dzme yontemlerini de sunmustur (Sneddon, 1974) . integral
doniistimii denildiginde akla ilk gelen ve bilim insanlar1 tarafindan en ¢ok kabul gdren
doniisiim Laplace ( Laplace, 1814) doniisiimiidiir. Matematik literatiriinde bulunan en
eski ve en yaygm kullanilan integral doniisiimlerinden biri olan Laplace doniistimiiniin
bazi temel sonuglari ilk olarak Laplace'm Theorie Analytiqgue des Probabilities
(Olasilik Analitik Teorisi) (1820) adli klasik incelemesinde bulmak miimkiindiir. Her
ne kadar Laplace doniisiimii ilk olarak olasilik teorisi ve astronomi mekanigi i¢in
kurgulanmig olsa da; o giinden bu giine kadar Laplace doniisiimii ve 6zelliklerinin
uygulanmadig1 bilim alani neredeyse yoktur (Spiegel, 1965) . Bunu; (Spiegel, 1965) in
Laplace Déniisiimleri adli eserinde ayrmtili bir sekilde gérmek miimkiindiir.

Adi turevli diferensiyel denklemlerde bir katli Laplace doniisiimii yardimiyla;
direkt olarak diferensiyel denklemin verilen baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimiin
bulunmasina giden miikemmel siireg; maalesef denklem kismi tiirevli diferensiyel
denklem oldugunda bu kadar basarili olamamustir (Spiegel, 1965) . Her ne kadar bir
kath Laplace doniisiimii ile bazi kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin adi diferensiyel
denklemlere doniistiiriilerek ¢6zlimlerine ulasilsa da (Spiegel, 1965); ¢6zim surecinin
uzunlugu ve prosediiriin bilgisayar programlarinda kolay kodlanamamasmdan dolay1
kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiinde Laplace doniisiimii adi diferensiyel
denklemlerde oldugu gibi yaygin kullamlmamustir. iste tam olarak bu nedenle Laplace
doniisiimiinii ¢ok degiskenli fonksiyonlara genisletmek 6nemlidir. Iki katli Laplace
doniisiimii ve doniisiimiin 6zellikleri ilk olarak Van Der Pol ve Niessen (1931)
tarafindan bilim diinyasina tanitilmistir. Humbert (1934) ise hipergeometrik

calismasinda Iki katli Laplace doniisiimiinii kullanmistir.



Debnath (2016) ; “Iki katli Laplace doniigiimii ve ézellikleri ile fonksiyonel,
integral ve kismi diferensiyel denklemlere uygulamalari” adli ¢alismasi ayrintili bir
bicimde; iki katli Laplace doniisiimiinii ve 6rneklerini sunarken, doniisiim i¢in varlik,
teklik teoremlerini hatta Konvoliisyon teoremini de sunmay1 ihmal etmemistir. Bu yeni
teorinin kazanimlarii gosterebilmek adina da; metodu fonksiyonel denklemlere, kismi
turevli diferensiyel denklemlere ve integral denklemlere uygulamistir. Debnath (2016)
bu ¢aligmasini yapar iken; literatiirde derli toplu bir sekilde iki katli Laplace doniistimii
ile ilgili yeterince kaynak olmamasinin kendisini motive ettigini belirtmistir. Basheer
(2015) doktora tezinde; Ditkin ve Prudnikov (1962)’ un ¢aligmasini baz alarak once iki
katli Laplace doniistimiinii bilinen bazi elemanter fonksiyonlara uygulamis, Debnath
(2016) tarafindan verilmis olsa da iki kathi Laplace doniigiimiin bazi 6zellikleri bu
calismada daha ayrintili bir sekilde sunulmustur. Ayn1 zamanda bu ¢aligmasinda kismi
tirevli diferensiyel denklemler ailesi igerisinde ayr1 bir 6neme sahip bazi Onemli

problemlerin iki katli Laplace doniisiimii ile ¢oziimiine de yer vermistir.

Literatiire bakildiginda kismi tiirevli integro diferensiyel denklemlerle; fizik,
mithendislik ve bircok sosyal bilimlerdeki olaylarin matematiksel modellemesinde
karsilagilmaktadir. Viskoelastisite  teorisinde kullanilan kismi tiirevli integro-
diferensiyel denklemler (Dehghan, 2006) tarafindan, bazi finans teorilerini agiklayan
kismi tiirevli integro diferensiyel denklemler de Sachs ve Strauss (2008) tarafindan ele
alimmistir. Thorwe ve Bhalekar (2012) 2012 yilinda bir kathi Laplace doniisiimiinii
konvolisyon igeren lineer kismi integro-diferensiyel denklemlerinin ¢ézimini elde
etmek igin kullandilar. Bu c¢alismalarinda izledikleri yontem; bir katli Laplace
doniisiimii ile kismi tiirevli integro diferensiyel denklemi adi diferensiyel denkleme
doniistiirme, denklemi analitik yontemler ile ¢6zme ve sonrasinda ters Laplace
donitisiimii yardimiyla ilk basta verilen lineer kismi integro-diferensiyel denklemin tam
¢ozimunu elde etme seklinde siralanan bir algoritmay1 igermektedir. Dhunde (2015)
caligmalarinda; iki kathh Laplace donilisimiini lineer kismi integro-diferensiyel
denklemlerin ¢6ziimiinde kullanmustir. Matematiksel fizikte Gnemli bir yere sahip olan;
advection-diftizyon denkleminin, reaksiyon-difiizyon denkleminin, telgraf denkleminin,
Klein-Gordon denkleminin, dagmik dalga denkleminin, Korteweg-de Vries (KdV)
denkleminin ve Euler-Bernoulli denkleminin iki katli Laplace doniisiimii ile ¢ozimleri
yine Dhunde ve Waghmare (2017) tarafindan elde edilmistir. Eltayeb ve Kiligman

(2013) ise; telgraf denkleminin ¢oziimiiniin yan1 swra iki katli integral igeren



konvolisyon tipindeki kismi tiirevli integro diferensiyel denkleminin ¢6ziimiini iki katlt
Laplace doniisiimii yardimiyla elde etmislerdir. Bu c¢alismalarinda; bir boyutlu
konvolisyon teoremini (Kilicman ve Eltayeb, 2008) iki boyutlu konvoliisyona
doniistiirdiikleri metodu (Eltayeb ve ark., 2012) kullanmiglardir.

Bu tez ¢aligmasinda; yukarida bahsi gegen calismalarda parca parga ele alinan
iki katli Laplace doniisiimii ile kismi tiirevli integro diferensiyel denklemlerin ¢6zimi
ayrmtili bir sekilde sunulmustur. iki kath Laplace doniisiim yontemi kullamlarak; ayni
adi diferensiyel denklemlerde oldugu gibi baslangi¢ ve sinir kosullar1 beraber verilen bir
kismi tiirevli integro-diferensiyel denklemin cebirsel denkleme doniismesi saglanmakta,
bulunan cebirsel denklemin ¢6ziminin ardindan, elde edilen ¢6ziim fonksiyonunun iKi
kath ters Laplace doniisiimii alinarak ilk basta verilen problemin tam ¢6zimine
ulagilmaktadir. Bilindigi gibi adi diferensiyel denklemlerin ¢6ziiminde tercih edilen
Laplace doniisiimiiniin en 6nemli 6zelliklerinden biri; verilen baglangic ve smnir
kosullarint saglayan ¢oziime direkt olarak ulasilabilmesidir. Bahsedilen yeni yontem;
adi diferensiyel denklemlerde ¢ok sik kullanilan bu uygulamanin kismi tiirevli integro-
diferensiyel denklemlerin ¢6zlimiinde de gegerli oldugunu gostermektedir. Yapilan tim
hesaplamalarda ve grafik ¢izimlerinde Maple 13 programi kullanilmistir.

Bu tez calismasi bes bolimden olusmaktadir. Giris birinci bélimde, ikinci
bollimde ise; literatiirde mevcut olan ve tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan bazi
temel tanim ve teoremler verilmistir. Ugiincii béliimde; iki katli Laplace doniisiimiiniin
tanimi, Ozellikleri, tersi ve bazi elemanter fonksiyonlara uygulamalar1 ayrintili bir
sekilde sunulmustur. DOrdincl boliimde ise; iki farkli sekilde modellenen kismi tiirevli
integro-diferensiyel denklemler ailesi i¢in iki katli Laplace doniisiimiin metodunun nasil
uygulanabilecegini gosteren literattirdeki iki farkli algoritma sunulduktan sonra, sunulan
¢oziim prosediirii yardimiyla bilinen ¢esitli kismi tiirevli integro-diferensiyel
denklemlerin ¢dziimlerine yer verilmistir. Sonu¢ ve Oneriler diye adlandirilan son

boliimde ise; calismanin 6nemi ve ¢aligsmaya dair bazi 6neriler verilmistir.



2. TEMEL TANIMLAR

Bu bolumde; tez calismasinin diger boliimlerinde yer alan kisimlarin daha iyi
anlagilabilmesi i¢in literatiirde mevcut olan ve tezin diger boliimlerinde kullanilacak

olan bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

2.1. Gamma Fonksiyonu

r'(n)= Tt”‘le“dt (2.1)

Genellestirilmis  integrali ile tammmlanan T'(n)fonksiyonuna; Gamma

fonksiyonu adi verilir. Bu genellestirilmis integralin her n>0 igin yakinsak oldugu
kolaylikla gosterilebilir. Gamma fonksiyonu ve bu fonksiyonun ozellikleri ayrintili
bicimde literatiirde mevcuttur (Ross, 1984) .

2.2. Beta Fonksiyonu

Beta fonksiyonu;
1
B(X,y) = j t*(1-t)"dt, Re(x)>0,Re(y)>0,
0

integrali ile tanimlhidir. Beta fonksiyonunun en belirgin Ozelliklerinden birisi Beta

fonksiyonu ile Gamma fonksiyonu arasindaki iligkiyi veren;

_TOIC(y)
B(X,y) = Ty (2.2)

esitligidir (Spiegel, 1965) .
2.3. Laplace Doniisiimii

f(t), [0,0) igin tammlanmus bir fonksiyonu olmak iizere f(t)nin Laplace

doniisiimii,



E(FO) = [e @t 2.3)

biciminde tanimlanir. Bu integralin sonucu S’nin bir fonksiyonu oldugundan
£{ f (t)} = F(S) yazilabilir. (2.3) ile verilen integral s’nin bir degerine yakinsiyorsa

f (t)’ nin Laplace doniisiimii vardir denir (Spiegel, 1965) .
2.4. KonvollUsyon Teoremi

E{f(t)}=F(s), £{g(t)} = G(s) olmak lizere;

t

f(t)*g(t) = [ f(x-Ho(tyt,

0

bi¢ciminde tanimlanmak {izere

E{TO)*gt)} =£{ ()} £{9(t)} = F(5)G(s),
dir (Spiegel, 1965) .

2.5. Ters Laplace Doniisiimii

F (s) verilen bir fonksiyon olmak iizere eger f(t), [0,00) Uzerinde sirekli ve
£{f(t)} =F(s) saglaniyor ise f(t) fonksiyonuna F(s)in ters Laplace déniisiimii
denir ve sembolik olarak  f(t)=£"{F(s)}olarak ifade edilir. £*=£"" e Ters

Laplace Doniisiim Operatorii denir (Spiegel, 1965).
Laplace doniisimiinin, o6zellikleri ve diferensiyel denklemlere uygulanist

ayrintili bir sekilde (Spiegel, 1965) de ve literatlirdeki birgcok kaynakta mevcuttur.
2.6. integral Denklemler

Matematikte integral denklemler kisaca, bilinmeyen bir fonksiyonun bir integral

isareti altinda goriindiigii denklemler olarak ifade edilirler. Diferensiyel ve integral



denklemler arasinda yakim bir baglant1 vardir ve bazi problemler her iki sekilde de

formule edilebilir.

f(t) ve K(t,s) bilinen fonksiyonlar, a ve b verilen sabitler veya t’ nin

fonksiyonu, integral isareti altinda goriilen u(t) aranan fonksiyon olmak lizere
b
u(t) = f(t)+ j K (t,s)u(s)ds, (2.4)

biciminde ifade edilen denklemlere, integral denklemleri adi verilir. Burada K(t, s)
fonksiyonu, ¢ekirdek fonksiyonu olarak adlandirilir. a ve b katsayilar1 birer sabit katsay1
ise denkleme Fredholm integral denklemi, a sabit iken b=t ise denkleme Volterra

integral denklemi adi verilir (Spiegel, 1965) .

2.7. Integro Diferensiyel Denklem

Integro-diferensiyel denklemler bilinmeyen u(t) fonksiyonu ile birlikte
fonksiyonun herhangi mertebeden tlrevlerini ve integralini iceren denklemlerdir.
Integral denklemlerde oldugu gibi, integro-diferensiyel denklemler de integral

sinirlarmin sabit veya degisken olmasina gore farkli isimler ile adlandirilirlar. Ornegin;
t

u'(t) =u(t) +sint + [ cos(t—7)u(z)dz, (2.5)
0

bir integro diferensiyel denklemdir (Spiegel, 1965) .

Gayet iyi bilinmektedir ki; adi tiirevli ve kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin
tanimindaki farklilik aranan fonksiyonun degisken sayisidir. Eger integro-diferensiyel
denklemde tiirev her zaman bir degiskene gore alinirsa, integro-diferensiyel denkleme
adi integro diferensiyel denklem denir. Matematiksel fizikte de siklikla ortaya ¢ikan
diger integro diferensiyel denklemler, farkli degiskenlere gore tiirevleri igerirler ise,

kismi integro diferensiyel denklemler olarak adlandirilirlar (Lakshmikantham, 1995) .



3. IKi KATLI LAPLACE DONUSUMU VE OZELLIiKLERI

Bu boliimde iki kathh Laplace doniisiimiiniin tanimi ve bazi Ozellikleri ele

almacaktir.

3.1. iki Kath Laplace Déniisiimii

Tanmm 3.1. f fonksiyonu x ve vy degiskenlerine bagh iki degiskenli bir
fonksiyon olsun. x>0,y >0 olmak lzere, x ve y degiskenlerine bagh iki degiskenli

f (x,y) fonksiyonunun iki katli Laplace doniisiimii; integraller mevcut olmak tizere

T(p,a)=£,[F(x ] =£[E{f (X y)i x> p}; y%q]zr{f_(p,y); y%q}
(3.1)

=38

[e P £ (x, y)dxdy
0

iki katl integrali ile tanimlanir. Burada p ve g kompleks sayilardir (Sneddon, 1974)
Burada Laplace doniisiimii;

f(p)=£{f(x)} = [e™f(x)dx, Re(p) >0 (3.2)

0

integrali ile tanimlamaktadir (Spiegel, 1965) . Bu tez ¢aligmas1 boyunca £ = £, sembolu
klasik anlamda bir katl Laplace doniisim anlamimda kullanilacaktir. Benzer olarak
£ =£ " sembolleri de ters Laplace doniisiimiinii gostermek tizere, f (p)nin ters
Laplace doniistimii

f(x)=£'1{f(p)}=%cifwepx f(p)dp , €20 (3.3)

C—ioo

bicimindedir (Spiegel, 1965).

Ornek 3.1. Yukaridaki Tanim 3.1 kullamldiginda f(x,y) =1 fonksiyonunun iki kath

Laplace doniisiimii;

£ LTV} (P o) = [ [ 1 (x, y)udy



£,{1}(p,q)= Teqy]oe"xdxdy = Teqy Tepxdx dy
0 0 0 0

;Y_/

0
X

© e*p ool l l e’qy ©
£,{1}(p.a)=|e® {—} dy = [—e¥dy == e‘qydy=_{_}
i ! { -p J, ! p |oI pl-q J,

Ez{l}(lo,q)=iF}=i , p,q>0,
plal pg

dir.

Tanim 3.2. TUm X >0,Y >0 degerleri i¢in
[f(xy)|<Ke™™ | x=X,y>Y (3.4)
olacak sekildle K>0 ve a>0b>0 sabitleri varsaf(x,y) fonksiyonuna
X — 00, y — co iken Ustel mertebedendir denir ve

(f(xy)=0E*"™),( x—>o00,y—>»), (3.5)
bigciminde gosterilir (Debnath, 2016) .

Teorem 3.1. (Iki Katli Laplace Doniisiimii I¢in Varlik Teoremi)
Eger f (x,y) fonksiyonu her sonlu (0, X)x(0, Y) X,Y eR araliklarinda siirekli bir

fonksiyon ve e™"™dereceden Gstel mertebeden ise, Re(p)>a ve Re(q)>b olmak

Uzere tim p ve q igin f(X,y)nin iki kath Laplace doniigiimii vardir.

Ispat: Mutlak deger tanimmdan

‘T( p,q)‘ -

TTe(pX*q” f (x, y)dxdy
00

<K I e‘x(p‘a)dxj e Y@ gy (3.6)
0 0

I S
(p-a)(g-b)

olur. Yani x — o0,y —coigin (3.6) integralinin varhigini, bagka bir degisle integralin

e(p)>aRe(q)>b

degerinin simirli kalmasi Teorem 3.1° i ispatlar (Debnath, 2016) .
Sonug: Yukaridaki (3.6) esitliginde esitligin her iki yaninin p — co0,q — oo i¢in limiti

alinir ise;

lim ‘T(p,q)‘:o veya lim f(p,q)=0 3.7)
g—00,p—0

p—,g—>x©



elde edilir. Buna iki katli Laplace doniisiimiinln Limit ozelligi denir.

Teorem 3.2 (Iki Katli Laplace Déniisiimiiniin Tekligi)

X,y >0 olmak tzere f(x,y) ve g(x,y) siirekli fonksiyon olarak tanimlansin ve

srastyla £, { f(x,y)} = f(p,q) Ve £,{g(x,y)} = g(p,q) olsunlar.

Eger

T(p.q)=9(p.q) (3.8)
ise

f(x,y)=9(x,y) (3.9)
dir.

Ispat: Yeterince biyiik o ve B degerleri icin, iki katli ters Laplace doniisiimii tanimi

kullanilirsa

a+io P+io L
f(0y) =5 eq{i. [ ve(p,q>dp}dq (3.10)
7 27l P

a—iwo

dur. Bu esitlikte (3.8) esitligi kullanilirsa

1 a+io l S+io —
f _ ax o
(xy)=o- [ e Lm [ e (p,q)dp}dq

a—io p—io
1 a+io y 1 P+io —
=—— [ e¥|>= [ e”g(p,q)dp |dg (3.11)
27” a—iwn 27” S—iw
=g(xy)

oldugu goriiliir (Eltayeb ve Kiligman, 2013) .

3.2. ki Kath Laplace Déniisiimiiniin Ozellikleri

Bu bolimde iki katli Laplace doniisiimiiniin baz1 6zellikleri verilecektir. Klasik
anlamdaki bir katli Laplace uygulamalarindan biliyoruz ki; fonksiyonlarm Laplace
doniisiimii aranirken; Laplace tanimini Kullanarak yani, integral alma islemi ile sonuca
ulagma yontemi pratikte tercih edilen bir durum degildir. Bunun yerine Laplace
doniistimiiniin 6zelikleri kullanilarak fonksiyonlarm Laplace doniisiimiinii bulmak daha

cok tercih edilen hem de ¢ok daha pratik olan bir durumdur. Ayni bir kath Laplace
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doniisiimiinde oldugu gibi asagidaki Ozellikler kullanildiginda tanimdaki iki kath

integrali hesaplamadan {f(x, y),T(p,q)} doniigiim ¢iftlerini bulmak her zaman

miimkiin olacaktir. Bu sayede iki katli Laplace doniisiimiiniin uygulamalarinda; ayni
klasik Laplace doniisiimiiniin adi diferensiyel denklemlerin ¢ozimlerinde saglamis
oldugu kolayliklarin iki kath Laplace doniisimii ile kismi tirevli diferensiyel
denklemlerin (KTDD) ¢o6ziimunde de mevcut oldugu goriiliir (Eltayeb ve Kiligman,
2013) .

Ozellik 1. (Lineerlik Ozeligi)

Eger £,{f,(x,y)} = f,(p,q) V£, {f,(x,y)} = f,(p,q) ise

£ {af(xy)+a,f,(x, V) =af,{f,(x,y)}+a,E,{f,(x,y)} (3.12)
dir (Debnath, 2016) . Burada a,,a, keyfi reel sabitlerdir.

Ispat: ki kath Laplace doniisiimii asagida goriildiigii gibi lineer bir doniisiimdiir.
Bunun ispat1 i¢in iki katli integralin lineerlik 6zeligini kullanmak yeterli olacaktir.

Gergekten;

£,[a,f,(x,y)+a, 1,0 y)] = [ [[a f,(x, y) +a, £,(x, y)Je ™ @dxdy
0

Il
O ey 8
Oy 8

J'a1 f.(x, y)e P Mdxdy + J. j a, f,(x, y)e P ¥dxdy
0 00

O sy 8

f.(x, y)e ™ Mdxdy +a2” f,(x, y)e" ™ Mdxdy
00

af
0

af,[ f.(x y)]+a,E,[ f,(xY)]

dir.

Ozellik 2. (Oteleme Ozeligi)

Eger £,{f(xy)}= ?( p,q) ise a ve b sifirdan farkli sabitler olmak iizere

£,{e*™f(x,y)} = f(p-a,q-b) (3.13)
olur (Dhunde ve ark., 2013) .

Ispat: (3.1) integrali ile verilen iki katli Laplace doniisiimii tanimi kullanilir ise,
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£, {e™™f(xy)}= Tequere”*by f (x, y)dxdy
0 0

J' (qu)yJ'ef(pfa)Xf (x, y)dxdy
0
T

(p-a,q-b) ,

bulunur. Boylece £, {6 (x,y)} = f(p—a,q-b) esitligi clde edilir.

Ozellik 3. (Gorintii fonksiyonunun integre edilmesi)

Eger £,{f(x,y)} = f(p,q) ise

£, {M} = [ (. vydvdu, (3.14)
Xy pPq

olur (Dhunde ve ark., 2013) .

Ispat: _”?(u,v)dvdu nin mevcut oldugunu varsayilip
P

Fu,v) = [ [e £ (x, y)dxdy, (3.15)

O =8
oS t—38

esitliginin her iki yanin1 u degiskenine gore, p’den «’a, vdegiskenine gore de ,q’den

o ’a kadar degismek tizere (3.15)” i integre edilirse,

TTT (u,v)dvdu =
pq

o =8

!

oe—3

j e ™ f (x, y)dxdydvdu
0

-px -vy "
{0 € He—} f (x, y)dxdy
x |-y

} e ¥ f(x, y)dxdydv
u=p

olur.



Boylece £ f(% ) = ?(u,v)dvdu elde edilir.
2 Xy
Pq

Ozellik 4. (Olgek Degisim Ozeligi ).

Eger £,{f(x,y)} = f(p, ) ise

£,{f (ax,by)} _ib?

oo
CT|Q
j—

olur (a ve b sifirdan farkli reel sabitlerdir) (Dhunde ve ark., 2013) .

Ispat: iki katli Laplace doniisiimiiniin (3.1) tanimina gore,

£,{f(ax,by)} = Ie‘qyfe‘pr (ax, by )dxdy,
0 0

olup, (3.17) integralinde ax=u ve by =v doniisiimleri yapilirsa

£,{f(ax,by)} —je Ie (u,v) a dbv
0

:iTe T f(u v)dudv
0 0

olur. Yani;

1 B p
£ {f(ax,by)l =— f (=
2{ ( Y)} b (a

dir.

Ozellik 5. (Goriintii Fonksiyonunun Turetilmesi )
Eger £,{f(x,y)} = f(p,q)ise

am+n —
f ] b
oo (p,q)

olur (Dhunde ve ark., 2013) .

£, {X"Y" (X, )} = ()™

Ispat:

f( T_Te‘px“” f (X, y)dxdy
00

12

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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Esitliginin her iki yan1 y degiskenine gore m, x degiskenine gore de n defa kismi tiirevi

alinir ise,

ﬁs:f;;” f(p.a)= as:;;n Ize‘px‘qy f (x, y)dxdy
55:;1“ f(p.g)= I]j as:;:q“ [e’px’qy f(x, y)]dxdy
63:;:1” (p.0)= II(—X)m (-y)"e "V f (x, y)dxdy
ap:;;n ?(P, q) = (—Dmmzzepquxm y" f (x,y)dxdy
as:;;n T(p,a) = (D™ €, {x"y" f (x, y)}

esitligi elde edilir.

Not: Bu tezin diger boliimlerinde kullanilmayacak olmakla beraber asagidaki ézellikler

de literatiirde mevcuttur. Bu nedenle asagidaki ozellikler ispatsiz olarak verilmistir

(Debnath, 2016) .

Ozellik 6.

£2[f(ax)g(by)]:£f_(gjg_(%j, a>0, b>0. (3.19)

Ozellik 7.

£2[f(x)]=§f'(p), Ez[g(y)]=%g'(q). (3.20)

Ozellik 8.

£2[f(x+y)]=ﬁ[f' (p)-f (q)}. (3.21)

Ozellik 9.

£2[f(x-y)]=p+q[f(p)+ f_(q)} ot ciftise. (3.22)
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£2[f(x—y)]:ﬁ[f_(p)—f_(q)} . f tekiise. (3.23)
Ozellik 10.

£2[f<x)H<x—y)]=ﬂf_(p>—f_(p+q>}. (3.24)
Ozellik 11.

£2[f(x)H(y—x)]:éif(mq)}. (3.25)
Ozellik 12.

£2[f<x)H<x+y)]=%:f_(p)}. (3.26)
Ozellik 13.

E[H O] = p(p1+q)'

3.3. Tiirevlerin Iki Kath Laplace Doniisiimii

Iki katli Laplace doniisiimiiniin diferensiyel denklemlere uygulamalarinda; iki
degiskenli bir fonksiyonun tiirevlerinin Laplace doniisiimii formiilerine gerek
duyacagiz. Bu formuller sayesinde KTDD’ ler ve KTIDD’ ler cebirsel denklemlere
dondstiiriilebilecektir. Bu boliimde ileride ihtiya¢ duyacagimiz bu formillerin nasil elde

edilecegi gOsterilecektir.

Ozellik 1.(1.mertebeden kismi tiirevierin iki katli Laplace déniisiimii)

£,{f(xy)} ?(p q) olmak Uzere ,

{af & y)}(no Q) = pE, {1 (. )} ~£{ £ (0.y)} @3.27)

“5

dir (x,y > 0) (Basheer, 2015) .

}(p q) =af, { f(x, y)} —£{f(x,0)} (3.28)

Ispat: (3.1)’ deki iki katli Laplace déniisiimiiniin tanimina gore

£,{f(x,y)}= Tequer f (x, y)dxdy
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dir. Bu esitlikteki f (X, y) fonksiyonu yerine f, (X, y) fonksiyonu yazilir ise,

0

£,{f,(xy)} Ie que £, (x, y)dxdy

o

8

£,{f,(x,y)} =Ie v {Te"x f, (X, y)dX}dy

0

(10uy)=[e qy{[e "ty j( Pl F (x, y)dx}

(£ )} =]Oe qy{ —f(0,y)+ pje Pf (X, y)dx}dy

£,{f,(x,y)}= Ie Y £ (0, y)dy + pfe qyje Pf (X, y)dxdy

£2 { fx (X! y)} = _£{ f (O, y)} + p£2 { f (X, y)}
£, { ()} = pE, { T (x V)] =£{ T (0, )}
olur. Yukaridaki iglemlere benzer islemler bu kez iki katli Laplace doniisiimii

tanimindaki  f (X, y) fonksiyonu yerine f (x,y) fonksiyonu yazilarak tekrarlanir ise

(3.28) esitligi kolaylikla elde edilir.

Ozellik 2.(2. mertebeden kismi tiirevlerin iki katl Laplace doniisiimii)

azf(xv y) _ R _ _ af (0' y)
£, {T}— p’E,{ f(x,y)}—pE{f(0,y)} 5{ ax } (3.29)
*ft(xy)| _ _ o) of(x,0)
£, {Ty}_q £, {f(xy)l-gE{f(x,0)} E{ o } (3.30)
£, {—8 - y)} g T(p.a)-PT(p.0)-qT(0,q)+ f (0,0) (3.31)
XOy

esitlikleri dogrudur (Basheer, 2015) .
Ispat: Ozellik 1’ de oldugu gibi iki katli Laplace doniisiimiiniin (3.1) tanimmdaki

f (x, y) fonksiyonu yerine f (X, Yy) fonksiyonu yazilir ise,
£, { o (0 Y)} = PE, { ()} -£{ £, (0, y)} (3.32)
esitligi kolaylikla elde edilir. (3.32) esitliginin sag tarafindaki £, { f (X, y)} ’ de yukarida

bulunan (3.27) esitligi kullanilir ise



16

£,{ f. ()} = p{PE, { F (X, V)] -£{F (0, Y)}} -£{F,0, 1)} ,

£ { ()} = P°E, { F (%, Y)} - PE{ T (0. V)} —£{f,(0.Y)} ,

oldugu kolaylikla goriilebilir.

Benzer diisiinceyle Ozelik 1’ de oldugu gibi iki katli Laplace doniisiimii tanimmdaki

f(x,y) fonksiyonu yerine bu sefer f (x,y)fonksiyonu yazilir ise,
£,{f, (6 )} (p.0) =k, { f,(x, )} —£{ f,(x,0)} , (3.33)
olacaktir. Bir 6nceki adimda oldugu gibi (3.33) esitliginin sag tarafindaki £, { f, (X, y)}

yerine Ozellik 1° de bulunan karsihig1 yazilir ise

£,{f,, XV} (. a) =a{ag, { f(x, y)} —£{f (x,0)}}-£{f,(x,0)} ,
E{ (6 Y)} =L, { F (6 Y)}—ae{ f (x,0)} —£{ f,(x,0)} ,

oldugu goriiliir. (3.31)in ispatinda da iki kath Laplace doniisiimiiniin (3.1) tanimimdaki

2
integrali kullanacagiz. (3.1) deki f(x,y) fonksiyonu yerine bu sefer de oY) ;(; )
Xoy

fonksiyonunu yazilir ise,

o f
£2{ 6(%”} 5,000}

£2{62”X y)} [e e, (x )y |

[ v

£2{5 ;X(axyy)} Te { 1,00y —yjoe (), (x, y)dy}
52{8 ;)gyy)} joe pX{o f(x, 0)+qyj e f (x, y)dy}dx
£2{ ;X(;‘y y)} Ie P (x, 0)dx+qxj0e p*yjoe VE (x,y)dydx ,
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£, {8 ;)g):/Y)} - _{I:epx f(x, O)T::o - XIO e ™ (-p) f(x, O)dx} + quO e {e—px £ (%, y)dx} dy
—{ [P y)dx}dy ,

{az f(x,y)
£2
oxoy

}: £(0,0)- pf(p.0)—q [ e y)dy+pa[e®[e™f(xy)dxdy
y=0 y=0 x=0

£{W}= £(0,0- pT(p,0)—qT(0,0)+ paT(p,a) ,
Xoy

boylece
£,{f,(xy)}=paf(p,a)-pf(p,0)-qf(0,q)+f(00),
bulunur.

Asagidaki Ozellik 3’ te ise, onceki Ozeliklerin bir genellestirilmesine yer

verilecektir.

Ozellik 3.(yiiksek mertebeden kismi tiirevlerin iki katli Laplace déniisiimii)

i+]

f(x,y) fonksiyonu ve onun ——, i=0,1...m , j=01..,n kismi
oy'ox’
turevleri Ustel mertebeden olmak tizere;
0" f(x,t) < o'f(0,y)
£ f X, , n=1, 3.34
2{ o } ( Y) Zo: { o ( )
o"f(x,y) miae |01 (x,0)
£ ———= f X, g , m>1 3.35
2{ " } (¥} zq { 2y (3.35)
o™ f (X, - ot [T (x,0
@{—ayméxny)}:pq[ SIS Zq”f{—ai,- )}
1 IR - (3.36)
< i~ 0 F0,Y)] S i _ix071(0,0)
- ! £ —_— + L J 1— y
2P { v A I R Ve

esitlikleri mevcuttur (Basheer, 2015) .

Ispat: (3.34)’ iin ispat1 icin matematiksel tiimevarim yontemi kullanilacaktur.
Ozellik 1’ den biliniyor ki n =1 icin (3.34) 6nermesi dogrudur. Yine p <n-1 igin
(3.34)’ iin dogru oldugunu kabul edelim. Buna gore;
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: {m}ﬁ {i[mj} (3.37)
ox" OX ox" !

olacaktir. (3.37) esitliginin sag tarafinda (3.34) kullanilir ise

£2{a“f(x, y)}: pgz{a"'lf(_x; y)}_£{a“-lf(g, y)} |
oX" ox" ox"

GRICS) ) S es g [TOY] | [07(0y)
i N D s B eI

XY 8 ke [0 F(0Y)
EZ{T}—p&{f(x,y)} P E{—axk }

n=0
bulunur. Bu ise (3.34)’in dogru oldugu anlamma gelir. (3.35)’in ispatinda Iise;
yukaridaki timevarim yonteminde doniisiim degiskeni y alinarak tekrarlandiginda kolay

bir sekilde elde edilir. (3.36) esitliginin ispatinda ise;

5 {amm f(x, y)} _ £2{ o (8“ f(x, y)}} (3.38)
dymox" oy" ox"

oldugunu dikkate alinir, (3.38) esitliginin sag tarafinda da yukaridaki (3.35) esitligi

kullanilirsa
m+n n m-1 j+n

g [N _ g [2 f(x NS griag [ 07X | (3.39)
oy"ox" j=0 oy’

bulunur. (3.39) esitliginin sag tarafinda (3.34) kullanilarak

" Y] _ | oo $H ovig [0 1(0.)
£2{W}—q |: 2 f(X y) ;p 2{ aXi }:|

m-1 L a]f(x O) m-1 n-1 al+lf(0 O)
N m—j 1£ m-j-1 7
p">.q { }+ q p" { o |

j=0 j=0 i=0

esitligine ulagilir.

3.4. Integralin iki Kath Laplace Déniisiimii

Bger £,{(x,y)} = f(p.q)ise

cfifro

_f(p.9) Re(p)>0 , Re(q)>0 (3.40)

O e <
—h
C
<
Q_

c
Q.
<

%,_/

=}

O
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olur (Dhunde ve ark., 2013) .

Xy
Ispat: g(x, y) :J.J. f (u,v)dudv bigiminde tammlansm, bu durumda g, (x,y) = f(x,y)
00

ve g(0,0)=0, £2{gxy(x,y)}:£2{f(x,y)}:T(p,q)esitlikleri kolaylikla elde

edilebilir. Ozellik 2’ den,

£2{a g—(;yy)} {9, (% ¥)}= pag(p.4) - pa(p.0)~qg(0,) +g(0.0) .

yazilabilir. Bu esitlik yukaridaki verilere gore tekrar diizenlenirse

(p.a) = pag(p.a) - pa(p.0)-qg(0,q) ,

olur. Ayni zamanda g(X, y)nin tanimindan

£{9(x,0}=0 ve £{g(0,y)}=0

oldugundan, buradan

9(p.o) =29,

esitligi elde edilir. Dolayisiyla

0 T(p.a)
EZ{Mf u,v dudv} g

esitligi ispatlanmis olunur.

3.5. Iki Kath Laplace Déniisiimii I¢in Konvoliisyon

f(x,y) ve g(x,y) siirekli fonksiyonlar1 i¢in iki katli konvoliisyon

O ey <

y
jf (x—0,y-7)dzdv (3.41)
0

integrali ile tanimlanir ve f (X, y)**g(x, y)sembolu ile gosterilir (Ditkin ve Prudnikov,

1962) .
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Konvoliisyon i¢in agsagidaki bagmtilar gecerlidir.

I- (f**9)(x,y) =(g**f)(xy), (3.42)
i [Fg*h)](x,y) =[(f **g)**h](x,y), (3.43)
iii- [ f**(ag+bh)](x,y) =a(f **g)(x, y) +b(f **h)(x,y), (3.44)
iv- (F**0)(x,y) = f(x,y) =(6**f)(xy), (3.45)

burada &(x,y), Dirac delta fonksiyonudur.

Teorem 3.1. (Konviilsiyonun Iki Katl Laplace Déniisiimii)
£,{f(xy)}=f(p.0). £,{g(x,¥)} = g(p.q) olmak izere,

£, {06 V) ** g0 Y)} =£, { F (% V)£, {g(x, y)} = f (p,0) 9(p, 1) (3.46)

dir (Ditkin ve Prudnikov, 1962) .

Sonug:

£, T(p.)a(p.a) |=(F **g)(x.).

3.6. Baz1 Elemanter Fonksiyonlarin iki Kath Laplace Déoniisiimii

Bu bolimde bazi elemanter fonksiyonlarin iki kathh Laplace doniisiimleri

sunulacaktir (Debnath, 2016) .

@ f(x,y)=1 x>0 ve y>0 olmak Uzere;

£, {1} =

O =38
O =8

e e Vdxdy = j e’pxdxje’qydy :
0 0



(b)

Tim x ve y igin f(x,y)=e*" ise,

£, {eax+by} - J Ie’(P’H)Xe’(q’b)dedy: Ie’(p’a)xdx J e @ Dygy
00 0 0

ax+by | _ 1
L= o aah)

(©)

(b) sikk1 kullanilarak

£, {exp[i(ax+by)]} =

1

(p-ia)(q-ib)’

esitligi yazilabilir. Bu esitlik

£, {exp[i(ax+by)]}= (

(p+ia)(g+ib)

_(pg—ab)+i(ag+bp)

pz +a2)(q2+b2)

bigiminde duizenlenebilir. Bu ise sonug olarak,

£, {cos(ax+by)} =

£, {sin(ax+by)} =

pg—ab

(7 e ) +0)

aq+bp

(7 )@ o)

esitliklerine ulasmamizi saglar.

(d)

£, {cosh(ax+by)} = %[52 {eax+by} +E, {e—(ax+bY) }}

benzer sekilde,

1

2

1 1

:

p—a)a-b)  (p+a)q+b)

(p*+a®)(a®+b?)

|
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(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)



1 1 1
h(ax+b
£, {sinh(ax+by)} = [(p a)(q—b) (p+a)(q+b)}
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(3.53)

oldugu hiperbolik fonksiyonun tanimi ve iki katli Laplace doniisiimiiniin 6zelikleri

kullanilarak kolaylikla bulunur.

(e)

Oteleme 6zelliginden,

£, {e ™ f(xy)}=f(p+aq+b),

olur.

(f)
° I n! nl! (n!)2

£2{(xy)“}:Ie‘pxx”dxjy”e‘qydy: = — N pozitif tamsay1.
o o " " (pa)

(@)

men m!n! o\
£, {(X y )} W m ve n pozitif tamsay1.
(h)

a>-1 ve b>-1 reel sayilar olmak lizere
I'(a+1) T'(b+1)
pa+l ' b+1 !

£2{Xayb}: q

dir. Gergekten; Tanim 3.1° den

|I
O =8

J e P Yx?yPdxdy
0

- T xae"xdx_T y’e ¥dy,
0 0

yazilabilir. Bu (3.56) integralinde px=s ve qy =t doniisiimleri yapilirsa;

£,{x*y"} =) je’ssads 77 je’tt dt

_ I'(a+1) T'(b+1)

a+tl  ° b+1 !
p

q

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)
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oldugu goriiliir. BuradaT'(a) Euler Gamma fonksiyonu,
I'(a)= Isa‘le‘sds, a>0, (3.58)
0

olarak tanimlanan diizgiin yakmsak integraldir.

(K)

f(x,y¥) =9(x)h(y) biciminde yazilabilir ise,

£,[f(xY)]=E:[900:n(y)] = [e g(x)dx[e "h(y)dy = g(p) h(q) (3.59)
dir.

3.7. Iki Kath Ters Laplace Doniisiimii

Eger ?(p,q):f,z{f(x, y)} ise f(x,y) fonksiyonuna T(p,q)gbri)ntu
fonksiyonunun iki kath ters Laplace doniisiimii denir ve f(X, y)=£2’1{T(p,q)}

bigiminde gosterilir. Iki katli ters Laplace doniisiimii; segilen uygun ¢ ve d sabitleri igin

Re(p)>c ve Re(q)>d ile tanimlanan bolgedeki tim p ve g kompleks sayilar1 igin

T(p, q) analitik bir fonksiyon olmak (zere

C+ioo d+io

£ [T fouy) == [ e"dp-= [ e T(pa)da. (3.60)

d—io
bigiminde verilen kompleks iki katli integral formull ile tanimlanir (Debnath, 2016)
Bigimsel olarak;
££, 7' =£,'E, =1,

yazilabilir. Burada t birim operatdrii gostermektedir.
3.8. Iki Kath Ters Laplace Déniisiimiiniin Ozellikleri
Bu boliimde iki katli ters Laplace doniisiimiiniin baz1 6zellikleri verilecektir. iki

kath Laplace doniisiimii i¢in verilen 6zelliklere ters doniisiim operatdrii uygulayarak

asagidaki kurallar1 kolaylikla elde edebilir (Debnath, 2016).
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Ozellik 1. (Lineerlik Ozeligi)
e, aT(p.0)+ba(p.0) |=at, | T(p.0) [+bE, " a(p.0)] (361)

dir. Burada a;,a, keyfi reel sabitlerdir.

Ozellik 2. (Oteleme Ozeligi)
£ | T(p-aa-b)=e*"f(xy) (362)

dir.

Ozellik 3. (Gorintii fonksiyonunun integre edilmesi)

Bger £,{f(x,y)} = f(p.q) ise

£, {ﬁ?(u,v)dvdu} _Ty) (3.63)
pq Xy

dir.

Ozellik 4. (Olgek Degisim Ozeligi ).

Bger £,{(x,y)} = f(p.q)ise

SR N
£, {abf(a’b)} f (ax, by) (3.64)

dir (a ve b sifirdan farkli reel sabitlerdir).

Ozellik 5. (Goriintii Fonksiyonunun Turetilmesi )

Bger £,{(x,y)} = f(p.q)ise

- am+n T m+n,,m,,n
£, 1{8 - f(p,Q)}=(—1) X"y f(x,y) (3.65)
p"aq

dir.
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4. IKi KATLI LAPLACE DONUSUMUNUN UYGULAMALARI

4.1. Kismi Tiirevli Integro-Diferensiyel Denklemlerin iki Kath Laplace Doniisiimii

Tle Coziimii

f(x,y) ve k(y—t) bilinen fonksiyonlar, cve a,i=1m, b,i=Ln,d i=1r
"ler keyfi reel sabitler olmak (zere
Zal Zbg+cu+2d jk(y t)—dt+ f(x,y)=0 (4.1)
i= X i i=0

biciminde verilen kismi tiirevli integro-diferensiyel denklemini (KTIDD) ele alalim
(Dhunde, 2015).
(4.1) esitligi ile verilen kismi tiirevli integro-diferensiyel denkleminde esitligin

her iki yaninm iki katli Laplace doniisiimii alinirsa,

Zm:ai£2{%}+zn:bi£ {Zy }+cu(p q)+Zd£ {Ik(y t)—dt}+f(p q)=0 ,(4.2)

i=0 i=0 i=0

esitligi elde edilir. BOlum 3’ te verilen, konvoliisyon teoremi ve kismi tiirevlerin iki katl

Laplace doniisiimii 6zellikleri yukaridaki (4.2) esitliginde kullanildiginda;

Zm)ai[p‘i(p,q)—fj p‘“£{%ﬂ+iq {q u(p,q)— ZQ' " kE{a l:a(y)i’O)H
) ) | (4.3)

+ci(p,q)+id (q){p u(p,q)- Z |0‘1"£{a uo, y)H+T(p,q)=0,

esitligine ulasihr. Elde dilen (4.3) esitligindeki u(p,q), f (p,q),k(q) fonksiyonlar:

sirastyla
u(p,a) =£, {u(x,y)},

T(p.a)=£,{f(xy)),
k() =£{k (y)},
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bi¢iminde tanimlanan doniisiim fonksiyonlaridir. (4.3) denklemi cebirsel bir denklem
olup, yazim kolayligi olmasi bakimindan yukarida ifade edilmeyen ama problemin bir
baslangic deger problemi olmasi i¢in (4.1) ile verilmis oldugunu varsaydigimiz

baslangi¢ kosullarinin da Laplace doniisiimleri alindiktan sonra bu cebirsel denklemde

yazilip, elde edilen esitlikten E(p,q) ’nin ¢6zllmesi ve ardindan bulunan j(p,q) > nin
iki katli ters Laplace doniisiimiiniin alinmast ile ilk basta verilen (4.1) formundaki tiim
kismi tiirevli integro-diferensiyel denklem (KTIDD) lerinin verilen baslangi¢ kosullarini

gercekleyen ¢oziimiinii veren formiilii elde edilmis olunur (Dhunde, 2015).

Asagidaki ornekler, yukarida anlatilan ¢oziim prosediirii kullanildiginda kolaylikla
cozilebilirler. Notasyon kullaniminda tezin tamaminda; anlam biitiinliigii olabilmesi
bakimindan ayni notasyonlar tercih edilmistir. Bu durum referans alinan makaleler ile
anlam bakimindan celismemektedir.

Ornek 4.1.
y

u, =U, +2'[(y—t)u(x,t)dt—2eX (4.4)
0

kismi turevli integro-diferensiyel denklemi (KTIDD) ve,

u(x,0)=e*, u,(x,0)=0,u(0,y)=cosy (4.5)
baslangi¢ ve sinir kosullari ile verilen (4.4)-(4.5) problemini ¢6ziiniz (Dhunde, 2015) .
Cozam:

Yukarida BOlum 4.1 de iki kathh Laplace doniisimiiniin KTIDD’ lere nasil
uygulanacaginin ayrintili bir sekilde ifade edildigi gibi (4.4) esitliginin her iki yaninin

iki kath Laplace doniisiimii alinir ise;

o?u(p, ) —qu(p,0)—uy(p,0) = pi(p,q)—d(o,q)+2q—123(p,q)— (4.6)

2
(p-Da’
esitligi elde edilir. Benzer sekilde (4.5) baslangic ve smir kosullarinin Laplace

doniistimleri ise;

U(p.0)=—1—, uy(p.0)=0, u(0.q)=——, @.7)
p-1 qg-+1

dir. Baslangic ve smir kosullarmin Laplace doniisiimiinden elde edilen (4.7)

esitligindeki ifadeler (4.6) esitligindeki yerlerine yazilir ise

2, 9 9
qu(p )= = pu(p ) =7 7

1=
2= u(p,q) - ,
' q“qu)(p—Dq
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2 2]= q 2 q
p+—-—0q° [u(p,q)= + - ,
( q° 9’+1 (p-Dg p-1

olur. Elde edilen bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilir ve E(p,q) cozilurse;

PA°+2-0" 12 = L(P-D+2@"+D -7 +D) _ pa°+2-q°
’ | a(p-1)(a*+1) a(p-1)(a*+1) -

P = T D (4.8)

esitligine ulasilir. (4.8) esitliginin her iki yaninin iki kath ters Laplace doniisiimii

alinirsa
u(x,y)=e*cosy, (4.9)

olur. Elde edilen sonu¢ ayni zamanda (4.4)-(4.5) probleminin analitik ¢6zumudur.
Asagidaki Sekil 4.1 ise elde edilen ¢oziim fonksiyonunun (X,y)e[0,10]x[0,10]

bdlgesindeki grafigini gostermektedir.

Sekil 4.1. Ornek 4.1’ in u(x,y) ¢oziim yiizeyi

Ornek 4.2.
y

U, —Uy, +U +J'ey’tu(x,t)dt =(x*+1e’ -2, (4.10)
0

u(x,0)=x* , u,(x,0)=1, (4.11)

u@,y)=y , u,(0,y)=0, (4.12)
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biciminde verilen (4.10)-(4.12) baslangi¢ smir deger problemini ¢Oziiniz (Dhunde,
2015).

Cozim:

Ornek 4.1 de oldugu gibi (4.10) kismi tiirevli integro-diferensiyel denkleme iki kath
Laplace doniisiimii ve denklem ile verilen (4.11),(4.12) baslangi¢c ve smir degerlerine

Laplace doniisiimii uygulanirsa sirasiyla;

qi(p,q)—G(p,O)—{pzi(p,q)—pG(O,q)—Gx(O,q) +3(p,q)+ﬁ3(p,q)

[2 1} 1 5 (4.13)

= —+— |,

p p)g-1 pq

W(p.0)=2 , uy(p.0)=2, (4.14)
p p

d(o,q):q—lz L U,(0,) =0, (4.15)

esitliklerini elde edilir. (4.14) ve(4.15) esitliklerinde elde edilen degerler (4.13)
esitliginde yazilir ve bu esitlikten E( p,q) cekilir ise;

(2+p*) 2

p’(a-1) pq’

= 2 = = 1 =
qu(p,q)——5-— pZU(p,q)+£2+U(p,q)+—U(p,q) =
p q q-1

(2+p>) 2 2 p

1 \=
q—p2+1+—]u(p,q)= ,
( q-1 p’(q-1) pg p* q

(20° -2p*g* +2p°q)+(p°a* - pq+ p*)
P°9*(9* - p’q+ p*)

u(p.q) =

(20+p%) 2 1
o R S "
P q Pq pq

esitligine ulagilir.

(4.16)

u(p.q) =

Elde edilen (4.16) esitliginin her iki yaninin iki katlh ters Laplace doniisiimii alindiginda
ise,

ux,y)=x>+y, (4.17)
fonksiyonu bulunur. Bulunan ¢6ziim fonksiyonu ayn1 zamanda ele alinan (4.10)-(4.12)
kismi tiirevli integro-diferensiyel denklemi (KTIDD) nin analitik ¢oziimii olup, grafigi

asagidaki gibidir.
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1M

2 8 8 8

-
==
L

Sekil 4.2. Ornek 4.2’ nin u(x,y) ¢6zim yiizeyi

Ornek 4.3.

u, +u,, —isinh(y—t)uxxx(x,t)dtzo , (4.18)
u(x,00=0 , u,(x,00=x, u,(x,00=0, (4.19)
u(0,y)=0 , u0.y)=siny , u,(0,y)=0, (4.20)

biciminde verilen (4.18)-(4.20) baslangi¢c smir deger problemini ¢6ziiniiz (Dhunde,
2015).

Cozim:

Yukaridaki 6rneklerde oldugu gibi (4.18) kismi tiirevli integro-diferensiyel denkleme ve
denklem ile verilen (4.19),(4.20) baslangig¢ ve sinir degerlerine Laplace doniigiimii
uygulanirsa sirasiyla;

qi(p,q)—ﬁ(p,0)+{q33(p,q)—q2G(p,O)—qﬁy(p,O)—ﬁw(p,O)}
(4.21)

; {psi(p.q)—pzd(o,q)—pdx(o,q)—dxx(o,q)}=o,
g -1

U(p.0)=0, U (p.0)=—, Uy(p.0)=0,
pl (4.22)

u©0,9)=0, ux(0,q)=——, Ux(0,q)=0,
g +1
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esitlikleri elde edilir. Elde edilen (4.22) esitligindeki degerler (4.21) esitliginde yazilir

ve buradan E(p,q) cozilirse;

= 3: _i_ 1 3= p _
Qu(p. @)+ a°u(p. @)~ 5 P u(p,q)+(q2_1)(qz+l) 0
u(p,Q) = — (4.23)
0 op(at 1) |

bulunur. (4.23) esitliginin her iki yanmin iki kath ters Laplace doniisiimii alindiginda
ise; ayni1 zamanda ele alinan kismi tiirevli integro-diferensiyel denklemi (KTIDD) nin

analitik ¢6zuimi olan

u(x,y)=xsiny, (4.24)
¢ozim fonksiyonu elde edilir. Sekil 4.3’ te bulunan bu ¢6ziim fonksiyonunun grafigi

verilmektedir.

Sekil 4.3. Ornek 4.3’ (in u(x,y) ¢oziim yuzeyi
Ornek 4.4.
y
XU, =U, +Xsin y+Isin(y—t)u(x,t)dt, (4.25)
0

degisken katsayili kismi tiirevli integro-diferensiyel denklemi,

u(x,0)=0 ,u(0,y)=0, u,(x,0)=x, (4.26)
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u@dy)=vy, (4.27)

baslangi¢ ve smir kosullari ile verilen (4.25)-(4.27) problemini ¢6ziiniz (Dhunde,
2015).

Cozam:

(4.25) denkleminin iki kath Laplace doniisiimii alinirsa;

9 pu(p.q)-u(0,q)

8p_ ) ) 1 1 - (4.28)
=q?u(p,q)—qu(p,0)—u,(p,0)+ + u(p,q),
q-u(p,q)—qu(p,0)-uy(p,0) D) (D) (p,q)
olur. (4.26) kosullarmin Laplace doniisiimii ise
= = = 1
u(p,0)=0, u(,q)=0, uy(p,0)=F, (4.29)
dir. (4.29)’ daki degerler yukaridaki (4.28) esitligindeki yerlerine yazilir ise
+20°+2 2
—u(p Q)+ {&} U(p,0) =5 (4.30)
q°+1 P’ (9°+1)

biciminde ifade edilen bir lineer diferensiyel denkleme ulasilir. Bu lineer diferensiyel

denklemin ¢ozumu ise;

;(p’q):p[“;?iﬂ L q pwﬁﬂdmc}

p° (d°+1)

2

Lo ] (4.31)

_7q4+2q2+2}

= 1
u(p,q) =
p’q’

2

bicimindedir. (4.27) esiligi ile verilen E(l, q) = 1 siir kosulu yukaridaki C katsayisini
q

bulmak i¢in (4.31) de kullanilirsa C =0 oldugu goriiliir. Bu ise (4.30)” un ¢6zimu olan

fonksiyonun G(l, q) = iz kosulunu gercekleyen ¢oziimiiniin;
q

u(p,q) = (4.32)

olmas1 demektir. Elde edilen son esitligin ters iki katli Laplace doniisiimii alindiginda

ise, (4.35)-(4.37) baslangi¢ sinir deger probleminin ayni zamanda analtik ¢6ziimii olan,
u(x,y)=xy, (4.33)
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cozlimiine ulasilir. Bu ¢6ziim fonksiyonunun grafigi ise asagidaki Sekil 4.4> deki

gibidir.

Sekil 4.4. Ornek 4.4’ nin u(x,y) ¢oziim yuizeyi

4.2. Kismi Tiirevli Integro-Diferensiyel Denklem I¢in Bir Uygulama

Bu bolimde;

Uy, — U, +u+ﬁg(x—a, y—Au(a, f)dadf = f(X,Y) (4.34)

genel formu ile verilen kismi tiirevli integro-diferensiyel denklemi ele almacaktir
(Eltayeb ve Kilicman, 2013).

Ele alinacak olan bu problem de; Bolim 4.1° de ele alinan problem gibi bir
kismi tiirevli integro-diferensiyel denklem (KTIDD) olsa da igerdigi iki katl integralden
dolay1 farklilik gostermektedir. Bu nedenle ayri1 bir baglik altinda sunulmustur.

Denklemin sinir kosullari,

uG,y)=f(y), u0.y)="(y), (4.35)
esitlikleri ile, baslangi¢ kosullar1 ise
u(x,0) = g,(x), uy(x,0)=9,(x), (4.36)
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biciminde verilmis olsun. (4.34) denkleminin iki katli Laplace doniisiimii ve (4.35),
(4.36) kosullarmin da Laplace doniisiimii alinir, denklemin doniisiimiinden elde edilen

esitlikte baslangic kosullarmin iki katli Laplace doniisiimiinden elde edilen degerler

yazilip, bulunan cebirsel denklemden E(p, q) cozillrse,

p/0,()+1/5,(p) _p/T,@ -V T, @+ F(pa) (4.37)
pz—q2+1+g(p,q)) (p ~g? +1+9(p, q))

u(p,q) =
(

olur. Bu esitligin her iki yaninin ters iki kath Laplace doniigiimii alinirsa

p/g.(P)+1/g,(p)  p/ T (@)-1/T,(@)+f(p,a) (4.38)

D =E (pz—q2+1+§(p,q)) (pz—q2+1+3(p,q)) |

formlu elde edilir. Bu formul yukaridaki (4.34)-(4.36) problemi bi¢ciminde verilen tim
kismi tiirevli integro-diferensiyel denklemlerin (iki katl: integral ihtiva eden) ¢ozUmini
veren genel formildur. Asagidaki Ornekte bu algoritmanm nasil uygulanacagi

gosterilmistir.

Ornek 4.5.

, —Ug +U+

O Ty <

y
[e P u(a, Bdad p =e +xye™ (4.39)
0

u(x,0)=e*, u,/(x0)=¢",
u@y)=e’,  u(0y)=¢’,

(4.40)

(4.39) ile verilen kismi tiirevli integro-diferensiyel denkleminin (4.40) kosullarini
gercekleyen ¢ozimint bulunuz (Eltayeb ve Kiligman, 2013).

Cozim:

Yukarida B6lim 4.2 “ de anlatildig: gibi ve B6lim 3’ de ayrmtili bir sekilde verilen iki
kath integralin iki kath Laplace doniisiimii i¢in konvoliisyon teoremi dikkate alinarak
(4.39) denklemine iki katli Laplace doniisiimii, (4.40) baslangi¢ ve sinir degerlerine de

Laplace doniisiimii uygulanir, elde edilen degerler yerlerine yazilir ise;

1 =
2 _p2414 - ’
(q P +(p—l)(q—i)]”('o P

1 q 1 p 1 1
= + + - - + > R
(p-D(a-1) p-1 p-1 g-1 g-1 (p-1)°(q-1)

(4.41)




34

olur. Bu esitlikten u(p,q) goziilirse,

u(p,q) = ( . (4.42)

p-1)(a-1)
esitligi elde edilir. Bu esitligin iki katli ters Laplace doniisiimii alindiginda ise aranan

¢6zim fonksiyonunu asagidaki gibi bulunur, grafigi de asagidaki Sekil 4.5. teki gibidir.
u(x,y)=e"". (4.43)

Sekil 4.5. Ornek 4.5 in u(x,y) ¢oziim yiizeyi
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu yiiksek lisans tez calismasinda; ilk olarak iki katli Laplace doniisiimiiniin
tanimi, Ozellikleri, bazi elemanter fonksiyonlara uygulanmasi ayrmtili bir sekilde
sunulmustur. Bir katli Laplace doniisiimii; baslangi¢ kosullari ile beraber verilen adi
diferensiyel denklemlerin ¢ozlmlerinin nasil bulunabilecegini lisans seviyesinde
matematik kilturune sahip olan herkes tarafindan gayet iyi bilmektedir. Bu ¢alisma ile;
benzer prosediiriin ki katli Laplace doniisiimii ile kismi tiirevli integro-diferensiyel
denklemlerin ¢oziimiinde de etkin ve kolay bir yontem oldugu g0sterilmeye
caligilmistir. Gergekten; iki katli Laplace doniisiim yardimiyla bir kismi tiirevli integro-
diferensiyel denklem cebirsel bir denkleme doniistirilmekte, elde edilen cebirsel
denklem c¢ozllup, tekrar iki kath ters Laplace doniisiimii ile kismi tiirevli integro-
diferensiyel denklemin tam ¢oziimiine ulasilabilmektedir. Yontem uygulanabilirlik ve
islem zorlugu acisindan gayet basit ve kolaydir. Yontemin daha 6nce uygulanmadigi
problemler icin gelistirilip, baska problemlere de uygulanabilirliginin veya baska
metotlarla beraber kullanilarak hibrid ¢6ziim prosediirlerinin arastirilmasi bilim diinyas1

ve bilim insanlar1 i¢in 6nemli olacaktir.
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