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OZET

C boyutu en az iki olan bir X Banach uzayinda tammli simrh lineer operatorlerin

koleksiyonu olsun. C 'nin herhangi sonlu alt kiimesi F igin F 'nin x,’da 0 oldugunda bir

x,€ X vektoriinde sonlu yarinilpotent oldugunu biliyoruz. Eger dyle C koleksiyonu bir

sifir olmayan kompakt operator igeriyorsa C ve onun kommutantt C bir ortak asikar
olmayan degismez alt uzayr vardir. Eger buna ek olarak G bir Banach latisi iizerinde
pozitif operatorlerin koleksiyonuysa C bir ortak asikar olmayan kapal ideale sahiptir. Bu
sonug ve Turovskii'nin son dikkate deger teoremi de Pagter’in iinlii sonucunu asagidaki
genislemesini gosterir. S boyutu en az iki olan bir Banach latisi iizerinde yarmnilpotent
kompakt pozitif operatorlerin garpimsal yarigrubu olsun o zaman S bir ortak Aasikar

olmayan degismez kapali ideale sahiptir.

ANAHTAR KELIMELER: Porzitif operator, yarmnilpotent, Banach latis, kompakt

operator,degismez alt uzay



ABSTRACT

Let C be a collection of bounded linear operators on a Banach space X of dimension at

least two. it is known that C is finitely quasinilpotent at a vektor X, € X whenever for

any finite subset F at x, is equal to 0. If such collection C contains a non-zero compact

operator, then C and its commutant C' have a common non-trivial invariant subspace. If,
in addition, C is a collection of positive operators on a Banach lattice, then C has a
common non-trivial closed ideal. This result and a recent remarkable theorem of Turovskii
imply the following extension of the famous result of de Pagter to semigroups. Let Sbea
multiplicative semigroup of quasinilpotent compact positive operators on a Banach lattice

of dimension at least two. Then S has a common non-trivial invariant closed ideal.

KEYWORDS: Positive operator, quasinilpotent, Banach lattice, compact operator,

invariant subspace

vi



1. GIRIS

Calismamizda, Banach latisler tizerindeki pozitif operatorlerin koleksiyonlarinin cesitli
degismez alt uzay sonuglarini genisletilmesi incelenmistir. Ayrica armilpotent kompakt
g ¢ > y y p p
pozitif operatorlerin her ¢arpim yarigrubunun bir ortak asikar olmayan kapali degismez alt

uzaymnin oldugu gosterildi.

flk bolimde ¢ahsmamiza operatdr yarigruplarimn tammlariyla bagladik. Asikarliktan
kacinmak igin bu konudaki operator ailelerini bostan farkli kabul ettik. Yerel yarinilpotent
kavramum operatorlerin koleksiyonuna genisletilmesi hakkinda bilgi verelim. Pozitif
operatorlerin alt gruplara uygulanmasinda Drnovsek’in calismast kullanilmustir. Drnovsek
pozitif operatorlerin bir C koleksiyonunu, bir pozitif sifirdan farkl vektorde sonlu

yarinilpotent ve C’de bir operator sifirdan farkli AM-kompakt operat6ri domine ettiginde

C ve [C) "nin bir ortak Asikar olmayan sifirdan farkli kapali degismez ideali oldugunu

ispatlamistir (Drnovsek ,2001). Ayni zamanda operatorlerin sonlu yarmilpotent cebirleri
Turovskii tarafindan diistiniilmiistiir. Turovskii, bir Banach uzayinda kompakt
yarmnilpotent operatrlerin her carpimsal yarigrubu sonlu yarmilpotent oldugunu

gostermigtir (Turovskii, 1999).

Dordiincii boliimiinde degismez alt uzay probleminin ¢oziimiinde kompakt pozitif
operatorlerden yararlamldi. Bir kompakt arkadasca operatdr kavram verildi. Sonlu
boyutlu Banach latisler iizerinde her operatér kompaktur. Bu nedenle bir kompakt
arkadasca operatorii sadece sonsuz boyutlu Banach latisler iizerinde inceledik. Ayrica
Abramovich-Aliprantis-Burkinshaw, bir Banach latisde sifirdan farkli kompakt-arkadasca
operator B:E — E bir x,>0"da yarnilpotent ise, B’nin bir asikar olmayan kapali

degismez idealinin oldugunu gostermislerdir.(Abramovich, Alprantis,Burkinshaw,1997)



2. ON BILGILER

[k olarak calismamizda ¢ok sik kullanacagimiz kavramlarin tanimlarin vereceiz ve tezde

kullandigimiz teoremleri sunacagiz.
Tanim 2.1

Bir kiime iizerinde yansima, ters simetri ve gecisme Ozellikleri varsa kiimeye siralama
bagintisini sagliyor denir. Yani, bir E kiimesi tizerindeki = siralama bagintis1 su Ozellikleri

saglar,

1) Her xe E icin x 2x , yansima

2) Her x,ve E igin x2y ve y >X ise x=y , ters simetri
3)Her x,v,ze E icin X2y ve y=z ise X=z , gecisme

Herhangi bir kiime bir siralama baginusi ile donatilmig ise bu kiimeye kismi siral kiime
denir. Uzerinde siralama tamimlanmus reel vektdr uzayina da kismi sirah reel vektor

uzay1 denir.
Tamm 2.2

E, bir reel vektor uzay1 ve >, E iizerinde bir siralama bagintis1 olsun. Her x,y,ze€ E ve

0<aeR iin,

1) x2y=x+z22y+2Z

2 xS y=axeay

aksiyomlari saglaniyorsa E’ye sirah vektor uzay: denir.
Tamm 2.3

Bir X sirali vektor uzayimin bir A alt kiimesi icin her a€ A igin x<a <y olacak sekilde

x,y € X varsa A altkiimesine siral simrhdir denir.



Tanim 2.4

T:X =Y iki sirahl vektor uzay arasinda tammh bir operator olsun. x>0 igin 7x20

saglaniyorsa T’ye pozitif operator denir ve sembol olarak 720 veya 0<T seklinde

gosterilir.
Tamm 2.5

E, bir sirali vektor uzay1 olsun. Her x,y€ E ¢ifti i¢in {x.,y} kiimesinin supremumu ve

infimumu yine E’nin elemam ise E’ye bir Riesz uzay1 (veya bir vektor orgiisii ) denir.

Klasik olarak xv y=sup{x,y} ve xAy=inf{x,y} ile gosterilir.

Bir Riesz uzayiin bir elemani x olsun. x ‘in pozitif kismi, negatif kismi ve mutlak degeri :
xf=xv0 , x=(-x)vO0 , ‘x|:xv(—x)

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.6

E, bir Riesz uzayi olsun.

G. E’nin bir vektor alt uzayi olsun. Eger G, E’deki latis islemleri altinda kapali (yani her

x,ve G icin xv ye G ve xA ye G)ise G’ye E'nin bir Riesz alt uzayx denir.
Tamm 2.7

E, bir Riesz uzayi olsun.

x.ye E olsun. Eger |x|A|y|=0 ise. x.y’ye diktir denir ve x L y seklinde gdsterilir.
Tanim 2.8

E, bir Riesz uzay1 olsun.

E’nin bostan farkli bir alt kiimesi A olsun. A’nin ayrik tiimleyeni A? ile gosterilir.



A? ={xe E:her ye Aigin x Ly} seklinde tanimlanir.

Tanim 2.9

E, bir Riesz uzay: olsun.

ne N olmak iizere xe E* i¢in n'x L 0 oluyorsa E Riesz uzayina Archimedean’dir denir.
Tanim 2.10

E, bir Riesz uzayi olsun.

x€ E ve {x,} E'de bir net olsun. Eger 0< x, T< x esitsizligini saglayan sup{x,} E’nin
eleman: ise E’ye Dedekind Tam denir. Denk olarak, x A= x>0 esitsizligini saglayan

inf{x,} E’nin eleman ise E’ye Dedekind Tam denir.

Tanmm 2.11

E, bir Riesz uzay1 olsun.

A, E’nin bir alt kiimesi olsun. |x| Sf_v| ve ve A iken xe A oluyorsa A’ya solid (kati) denir.
E’nin bir solid vektor alt uzayina E’de bir ideal denir.

Tanim 2.12

Bir Riesz uzayi iizerinde bir || normuna |x] <|y| iin || <||y| saglamyorsa bir latis norm

denir. Bir latis norm ile tanimli bir Riesz uzayina normlu Riesz uzay1 denir. Eger normlu

bir Riesz uzayi ayni zamanda tam ise, Banach latis adin1 alir.

Tamm 2.13

T:X — X iki Banach uzayinda tanimli bir operator olsun. X'in her {x,} simrh dizisi i¢in

{Tx } dizisinin Y'de yakinsak bir alt dizisi varsa T"ye bir kompakt operator denir.



Tamm 2.14

T:X — X bir Banach uzayi iizerinde sinirli operator olsun. X’in bir V vektor altuzay:

T(V)cV ise, T alinda degismezdir (T-degismezdir).
Tanmm 2.15

X bir Banach latis ve T bir pozitif operator ise, V T’ile degismeli olan X iizerinde her
pozitif operator altinda degismez oldugunda, X’in bir V vektor alt uzayma T igin latis

hiperdegismez ([ -hiperde8ismez) denir.
Tanim 2.16

7:Q—Q, bir kompakt Hausdorff uzaymnda siirekli bir doniisim olmak iizere

C,(x)=xor formiiliyle tammli C,:C(Q)— C(Q) operatériine bileske operator denir.

Tamm 2.17

Bir Riesz uzayinda e >0 elementi, e ile iiretilen ideal e ile iiretilen vektor alt uzayina
denkse ¢’ye ayrik element denir. Ayrik elementi olan Banach latise Ayrik Banach latis

denir.
Teorem 2.18 (Abramovich-Aliprantis-Burkinshaw,1997)

B:E — E bir Banach latis iizerinde bir pozitif operattr olsun ve S:E — E bir pozitif operator

oldugunu kabul edelim,

(1) Se(B]. yani SB<BS dir.

1
(2) S bir x, > 0’da yarnilpotenttir, drnegin limHS”xU 5 =0 dir.

n-—yea

(3) S bir sifirdan farkli kompakt operatorii domine eder.

bu sartlar altinda, B operatriiniin bir dsikar olmayan kapali degismez ideali vardir.



Teorem 2.19
B.S :E —E bir Banach latis iizerinde iki degismeli sifir olmayan pozitif operatorler olsun,
(a) Bunlardan biri bir sifir olmayan pozitif vektorde yarinilpotenttir ve

(b) Digeri bir sifir olmayan AM-Kompakt operatdrii domine ederse, B ve S’nin bir ortak

asikar olmayan kapali degismez ideali vardir.
Teorem 2.20

B:E —E bir ayrik Banach latis iizerinde bir pozitif operatér olsun ve bir sifirdan farkh

pozitif vektdrde S yerel yarinilpotent olacak sekilde Se (B] bir sifir olmayan operatorii

vardir. Béylece B'nin bir asikar olmayan kapali degismez ideali vardir.
Yardimci Teorem 2.21
Bir E (reel veya kompleks) Banach latis icin, u >0 bir yari-i¢ nokta oldugunda,

(1) Her sifirdan farkli ye E, vektorii igin, M (y)>0 1 saglayan birim operatorle domine

edilen (ve boylece M bir merkez operatdr) bir M operatorii vardir.

(2) Her v elementi i¢in, 0<v <u yu saglayan T:E — E birim operatorle domine edilen bir

operator vardir ve Tu=v dir.

Teorem 2.22 (Lebesgue Yakinsakhik Teoremi)

(f,) olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi ve lim f, (x) = f (x)h.y olsun, g integrallenebilir

n—eo

bir fonksiyon olmak iizere her x icin |fn(x)|£g(x) (n=1,2,...) ise f integrallenebilir,

lim (|7, - f|=0 ve lim [£,=]1 dir.

h—yee



Teorem 2.23 (C.D.Aliprantis,O.Burkinshaw,1980)

3 5 Sy
E—F —G—H Banach latislerde siirekli operatorlerin semasinda her S, operatorii bir

kompakt pozitif operatdrle domine edilirse S,S,S, bir kompakt operatordiir.

Teorem 2.24 (Schaefer,1970)

Q bir Hausdorff uzayinda B:C (€2) — C,(£2) bir pozitif operatér olsun.B bir sifirdan

farkli pozitif vektdrde yerel yarinilpotent ise B’nin bir ortak asikar olmayan kapah

degismez ideali vardir.



3. Pozitif Operator Ailesinin Degismez Alt Uzaylari

Fonksiyonel analizde onemli problemlerden biri de, Banach latisler iizerindeki pozitif
operatdrlerin koleksiyonlarinin gesitli degismez alt uzay sonuglarinin incelenmesidir. Bu
bdliimde bilinen teoremler Banach latisdeki operatorlerin yarigruplarina genisletilecektir.
Ayrica, yarinilpotent kompakt pozitif operatorlerin her ¢arpim yarigrubunun bir ortak
asikar olmayan kapali degismez alt uzaymin oldugu gosterilecektir. Pozitif operatorleri alt
gruplara uygulamak icin bazi ek teknikler gelistirilmelidir. Bu [Drnovsek,2001]"in ilging
calismasi tarafindan basarilmistir. Bunun yaninda bir ¢ok yontem [V.S.Shulman,1984] ve
[Y.V.Turovskii,1999]’nin ¢alismalarina dayanir. Bu tezde X ger¢ek ve kompleks Banach

uzaymi ve E gercel Banach latisi gostereceklir.
Calismamiza operator yarigruplarinin tanimlariyla baslayalim.
Tamm 3.1

Bir Banach uzayi iizerindeki sinirli operatorlerin koleksiyonu S olsun. Eger her S, Te S
cifti igin, ST S’ye aitse S’ye Carpim yarigrup, (S+T) S’ye aitse S’ye Toplam

yarigrup denir.

Asikarliktan kacinmak icin, bu konudaki operator ailelerini veya tiim koleksiyonlarini

bostan farkl: kabul edecegiz.
X'den X’e tanimli siirekli lineer operatdrlerin kiimesi £ (X) olsun.

L (X) igerisindeki operatorlerin bir C koleksiyonunu ilgilendiren bir gosterimi sunarak

devam edelim. Bir Banach uzayinin bir D alt kiimesi i¢in, |D||=sup|| olsun. Buna gore,
xeD

”C”:sup”C” dir. Genel olarak, her xe X igin Cx={Cx:Ce C} ve bu nedenle
ceC

IC||=sup{|Cx|: Ce C }dir.

Her bir Ae L(X) i¢in,

AC= {AC:CeC}ve CA={CA:CeC)}



kiimelerini tanimlariz.

Ayni zamanda, her ne N igin,

c"={C(C,..C,:C,....C,eC}

gosterimini kullanabiliriz.

Bu notasyon kullanildiginda standart kartezyen ¢arpim notasyonuyla karistirilmamalidir.
C ile Cnin kommutantini gosteriyoruz ve

C'={Ae L(X):tiim Ce C i¢in AC=CA}

seklinde taniml operatorlerin birimsel cebiridir.

Tanim 3.2

X’in bir V alt uzay1 VCe C igin C-degismez ise C-degismezdir. Operatorlerin bir C
koleksiyonunun bir dsikar olmayan kapali C-degismez alt uzayi varsa G ’ye gecismesiz

denir.
Aksi durumda C ailesine gecismeli denir.

Simdi asafida verece@imiz tamm yerel yarmilpotent kavraminin operatorlerin

koleksiyonuna genisletilmesidir.
Tanim 3.3

L(X) 'de operatorlerin bir C ailesi,

(i) Bir xe X noktasinda, lim 2 ”C"x” =0 ise ( yerel ) yarmilpotent denir.

n—roo

(ii) Bir xe X noktasinda C 'nin her sonlu alt koleksiyonu x’de yerel yarnilpotent ise,

sonlu yarmilpotent denir.
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Operatorlerin sonlu yarinilpotent cebirleri [V.S.Shulman,1984] tarafindan diistiniilmdistiir.
Eger bir Banach uzayinda T:X — X‘e bir sinirh operator ise, T'nin yerel yarinilpotent

oldugu biitiin vektorlerden olusan X'in alt kiimesini Q. ile gosterelim.

Yani,

Q, ={xe X :]im"T”x“% =0} dur,

n—poo

Q,, X’in bir T-hiperdegismez alt uzayidir. Bunu operatérlerin bir koleksiyonu C’ye

genellemek igin,

Q!={xe X :C, X'de sonlu yarnilpotent} aliriz.
Yardima Teorem 3.4

Q' kiimesi, X’in bir vektor alt uzayidir ve bu alt uzay hem C-degismez hem de C'-

degismezdir.
Bu boliimdeki tartismanin kalani icin ,

C 'nin bir E Banach latis iizerinde pozitif operatorlerin bir bos olmayan koleksiyonunu
gosterdigini kabul edelim. E iizerindeki sira yapisimin sunumu, dogal olarak Q! kiimesinin

bir siralama yapisina ulasir. Yani,

) =¥ E:|xle Q) olsun. Yardimci Teorem 3.4’de Q! ’nin E’de bir ideal olmasin

gerektirir.

Bir Banach latisde C:E — E bir pozitif operator icin, [A,C] =0 olacak sekilde A:E—E tiim

pozitif operatdrlerin koleksiyonunu [C} ile gosterelim. Yani,

[C) ={Ae L(E), :AC—-CA =0} dir. Bu notasyona gére ayn: zamanda
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[C)={Ae L(E),:her bir Ce C i¢in.AC—CA>0 }dir. Yani,
[C) =ﬂCEC [C) dir. Benzer sekilde,

(C]=(C]={A€ L(E),:her bir Ce C igin, AC~CA <0} di.

CeC
Yardmmeci Teorem 3.5

L(E) de pozitif operatorlerin herhangi bir C ailesi igin, [C) kiimesi sifir ve birim

operatorlerini iceren £(E) 'de bir norm kapali toplamsal ve ¢arpimsal yarigruptur.

Ispat: [C)’nin norm kapali oldugu agiktir. Aym zamanda O ve I operatorleri [C)’ye

aittir. Simdi [C) "de iki tane keyfi S ve T operatorleri alalim, sonra her Ce C operatorii
igin, SC>CS ve TC>CT olur. Iki esitsizligi toplarsak, (S+T)C =C(S+T) elde edilir. Yani,

S+Te {C) dir. Sonug olarak,
STC = S(TC) 2 SCT =(SC)T >CST dur.
Buradan, STe [C) olur. ispat tamamlanmustir.

Yardimci Teorem 3.6

Q' ideali hem C-degismez hem de [C) -degismezdir.

1
" — () olmasi

|

ispat: Bir xe Q' alahm. Bu C’nin her bir sonlu altkiimesi G igin, ||g" |x

demektir.

Her Te [C) ve Ce G igin, Tx ve Cx’in Q. ye ait oldugunu ispatlamaliyiz. Sonra Ce C,

Te [C) alahm ve F ={ C,,C,,...,C;} C’nin sonlu bir alt kiimesi olsun.
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Herne N igin, @ ={C,,Cy4.., G, ,C} ise,

F"C={C,C,,....,C,})'CcG"" dir. Bu nedenle,

n+l

”.7-—" ﬁ]_ — 0 dan,

e <lecip <l = lo~'4

1
|‘.7-'"|Cx » -0 elde ederiz. Bu, Cxe Q! oldugunu gosterir ve boylece Q ideali C-

degismezdir.

Simdi, 1<i<k icin CT <TC, olduguna dikkat edelim.
Bu, her Ae F" operatorii icin AT < TA dir. Bu nedenle,

1 X 1 z
AP < - <l |71 0 ar

|7 |7 g <|7T

1
Sonug olarak, |.7-"” |Tx|||" — 0dir ve boylece Txe Q' dir. Bu ayni zamanda Q' idealinin de

[C) -degismez oldugunu ispatlar. Ispat tamamlanmustir.

E'de pozitif operatorlerin keyfi bir C koleksiyonuyla bagdasan iki toplamsal
koleksiyonlart sunmaya ihtiyacinmz vardir. Bu koleksiyonlardan ilki L(F)’de C ile
uiretilen carpimsal yarigruptur. O C’yi iceren operatorlerin (kapsamaya gore) en kiiciik
yarigrubudur ve S, ile gosterece8iz. S_'nin C’deki operatorlerin tiim sonlu

c

carpimlarindan olustugu aciktir. Diger bir deyisle,

SC:OC” dir.

n=l

D. ile gosterilen ikinci koleksiyon ayni zamanda pozitif operatorlerin asagidaki gibi

tanimlanan bir genis koleksiyonudur.
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D.={ De L(E),: DY\ TS, olacak sekilde 3{7,,...T,} <[C) ve {S,,...5,} S, }

D. ve S, nin bazi basit 6zellikleri bir sonraki yardimci teoremlerde gosterilecektir.

Yardimci Teorem 3.7

C pozitif operatérlerin bir ailesi ise, D koleksiyonu L(E) de bir toplamsal ve garpimsal

yarigruptur.

Ispat: D ’de D ,ve D, gibi iki operatdr alalim. Bir 7, € [C) ve §;,€8, igin,

D, < Z:" T..S.. dir. D ’nin tanimindan D +D,, D, ye aittir. Gergekten,

=] kb Ak

DD, Sl:nzlﬂ.kSI.AjH:nZ!Tz.sz.f}:nzlij’ﬁl_ksl.szisSm dir.
k=1 i1 k1 =1
T, e [C) oldugundan, T, € [S(\) dir.

Boylece §,,7,; <T1,.5,, dir. Bu nedenle,

L
DD, SZZT].A-Tz.fSLLSQ.f dir.

i=1 k=l

[C) ve S, yangrup oldugundan, T,,T;,€[C).S,,S,; €S, yi elde ederiz ve bu DD,

operatoriiniin D, "ye ait olduBunu ispatlar. Ispat tamamlanir.

xe E i¢in, D.x sembolii, x’in D, ’nin etkisi altinda yoriingesini ifade eder. Yani,
D.x={Dx:De D} dir. Tarismamz1 siirdiirmek i¢in asagidaki notasyonu sunalim.
Her bir xe E igin D.x ile iiretilen ideali [D x| ile gosterecegiz.

Gorecegimiz gibi [D.x] idealleri degismez alt uzaylarin bir kaynagim saglayacaktir.
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Yardimci Teorem 3.8
Her bir | D.x] ideali hem C -degismez hem de [C) -degismezdir.

Ispat: Bir ye [Dx] alam. D bir toplamsal yarigrup oldugundan bir A skaleri ve bir

De D icin, |y| <ADx dir. D ’nin tammuyla, DSZLY}SJ olacak sekilde
T e [C> ve §.€ S, (i=1,2,...,n) operatorleri vardir. Boylece |v| < XZLTIS!X dir.

Sonra, | D.x|’in C-degismez oldugunu gosterecegiz. Bunun sonuna Ce C ve Cy

vektoriinii diisiinelim. Her bir i icin C7T, <T.C "den

|Cy|<Cly|< xi CT 8 ni li T.CS,x dir.

i=l i=1

Her bir i igin, CS;€S, oldugundan A= Z CS)e D. oldugu goriiliir. Boylece

|C)| <?~Z” CS x AAx dir ve buradan Cye [D x] dir.

[D.x]’in [C) -degismez oldugunu gdstermek igin, Te [C) alaim. [C) bir carpimsal
yarigrup oldugundan her i i¢in 77, € [C) dir. Boylece BzZ:](TT,. )S, operatorii D.’ye
aittir. Simdi dikkat edersek [Ty|<T|y|<1) " TTS,x=ABx dir. Sonug olarak Tye [D,x]
dir ve ispat tamamlanmistir,

Yardimci Teorem 3.9

C bir x, € E” "da sonlu yarmilpotent ise hem S, hem de D, x,’da sonlu yarmilpotenttir.

ispat: S, yarnigrubunun x,’da sonlu yarmilpotent oldugunu gistererek baslayalim. Bunun

sonuna O<e<l ve F S 'nin sonlu bir alt kiimesini alalim. S, ’nin tanimindan
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}'_c._—_U:;]gk olacak sekilde bir me N ve G c C sonlu bir alt kiimesi vardir. C x,’da

sonlu yarmilpotent ve G sonlu bir kiime oldugundan her bir n>n, igin, '

g"x()” <g" dir.

Simdi her n2 n, icin,

= max

n<k<mn

ENEVARE

oo

gkx(]’ < max " =¢" dir.

n<k<mn

1
Sonu¢ olarak, her n>n, icin, |F"x,|" <& dur. Bu da S ’nin x, ’da varmilpotent
g 0 g 0 ¢ 0 y p

oldugunu gosterir.

Sonra, her De D operatoriiniin x,’da yarmilpotent oldugunu gergekleyelim. D.’nin

tamimindan her i=1,2,...,m igin, T € [C) ve S,€ S, iken, 0= D < Zm IS, oldugunu

=l

biliyoruz. ¢ = max,..,, "Tzﬂ ve F={§,.....S, } koyalim ve o zaman bir dogrudan saglama

m

n
mn
”D"xo”s {ZT;’S:} Xl Sc"m® ”.77”%” oldugunu gosterir.
i=l

1 1
" Scm”}—”xn“" — 0 olmasim

S. x,’da sonlu yarmilpotent oldugundan bu ”D"xo

¢

1
gerektirir. Boylece “D"x0||"—>0’d1r ve D x,’da yarmilpotenttir. D ’nin x,’da

yarinilpotent oldugu gergegi benzer yolla gosterilebilir ve ispat biter.
Teorem 3.10 ( Drnovsek, 2001 )

Pozitif operatorlerin bir C koleksiyonu,

(i) Bir pozitif sifirdan farkh vekt&rde sonlu yarmilpotent ve

(ii) C’de bir operator sifirdan farkli AM-kompakt operatérii domine etsin.
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Bu sartlar altinda, C ve [C) ‘nin bir ortak asikar olmayan sifirdan farkli kapali degismez

ideali vardair.

ispat: C,e C operatorii bir K sifir olmayan AM-kompakt operatorii domine etsin.
Hipotezle Q'C ideali sifirdan farklidir. Yardimeir Teorem 3.6 dan biliyoruz ki, Q[ C ve
[C) altinda degismezdir. Qz yogun degilse Qi‘nin norm kapanisi bir ortak Aasikar

olmayan kapali degismez idealdir. Boylece, Qf "nin bir norm yogun ideal oldugunu kabul

edebiliriz.
K#0’dan Kx, # 0 olacak sekilde bir O < x, € é: vardir. Genellemeyi bozmadan,

|K]=1,

x%||>1 ve |Kxy|>1 kabul edebiliriz.

Uy, X, merkezli kapali birim yuvar olsun ve F=U;n[0,x] olsun. F kiimesi siral

siirhdir. Boylece K operatorii AM-kompakt oldugundan K (F) kompaktur. Buradan

0¢ K (F) oldugu agik olmalidr.

Her x>0 igin, D, yanigrubunun D x={Ax:Ae D } yoriingesiyle iiretilen idealini [D,.x]
ile gostermistik. Birim operatdr D, ye ait oldugundan xe [D.x] ‘dir. Boylece x>0 olmak
iizere [D.x] sifirdan farklidir. Yardimer Teorem 3.8’deki gibi [D.x| idealinin hem C hem
de [C) altinda degismez oldugu gosterilir. Eger E’de norm yogun olmayan bir [D.x]
varsa ispat tamamlamir. Boylece, genellemeyi bozmadan, her x>0 igin, [Qrc] in E'de

yogun oldugunu kabul edebiliriz. Bu Vy #0icin, “)CU—XOAA(_V)”<] olan bir Ae D

operatoriiniin varligim gerektirir. O¢ K (F) oldugundan,

mg U {ve :“xo-—xof\A(|_v|)H<l} dir.

AeD,

Bu birlesimdeki tiim kiimeler agiktir ve boylece sonlu bir altortii bulabiliriz.
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FF)QO{'VE E:”xn—xn AA,.(|y|)”<}}

olacak sckilde, A|,A,,..,A, € D. operatorleri vardir. A=A, +A,+..+A +C, olsun.

le [C) Coe C, C,=IC, oldugundan A€ D, oldugu goriiliir. Gergekten, K (F) bir tek

kiimeyle ortiiliir. Yani,

K—(F-j(; {ye E:H,\tﬂ—xn /\A(|y])||<]} dir.

y = Kx, gbz oniine alalim. Bu durumda ye K (F), dyle ki ”xﬂ = X A A(|Kx0|)” <1 ve ayni
zamanda 0<x, AA(IKxODSxU dir. Boylece x, =x(,AA(|Kxn|) vektorii F'ye aittir. Bu
nedenle Kx, € K (F)dir. Bu yargimizi y=Kx, ile tekrarlarsak, x, = x, AA(|Kx|)e F elde

ederiz. Tiimevarim yontemiyle (n+1). adimda x :JCU/\A(|K.X”|) olarak tammlariz ve

n+l

X, € F U, dir. Dahasi, x,,, <A(|Kx,|) S ACyx, SA’x, <..<A™x, dir.

n+l —

x,€ Q! oldugundan, Ae D. operatériiniin x ,’da yarmilpotent oldugu Yardimci Teorem

1
= <|A*x, [ =0 dir. Ozellikle |x,| -0 dir.

3.9'dan garanti edilir ve boylece |x,,,

Bununla beraber son sonu¢ {x,} cU, ve 0¢ U_0=U0 olmasiyla celisir. Teoremin ispati

bitmistir.

B:E—E Teorem 2.18’in sartlarin1 saglayan bir pozitif operatér olsun. Yani, Se (B] bir

pozitif operatorii, pozitif sifir olmayan vektorde yarmilpotent oldugunu ve bir sifir
olmayan kompakt operatérii domine ettigini kabul edelim. Bir tek S operatériiyle olusan

C={S} koleksiyonunu goz oniine alalim. O zaman C Teorem 3.10’un hipotezini saglar.
Boylece C ve [C) alinda Aasikar olmayan degismez ideali vardir. SE<B] hipotezi
Be [C) olmasini gerektirir ve bdylece bu ideal siiphesiz B-degismezdir. Diger bir deyisle,

Teorem 3.10 ,Teorem 2.18%i gerektirir. Bununla birlikte operatérlerin koleksiyonunu

gerekli ayrintilardan ayirmak igin her iki ispati tutmaya karar vermis bulunuyoruz.
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Tamm 3.11

Bir ortak asikar olmayan kapali degismez ideale sahip pozitif operatdrlerin yari gruplari

ideal-indirgenebilir yarigruplar olarak adlandirilir.

Tamm 3.12

Bir ortak dsikar olmayan kapali degismez ideale sahip olmayan pozitif operatorlerin yarigruplari

ideal-indirgenemez yarigruplar olarak adlandirilir.

Teorem 3.10°1 kullanarak pozitif operatdrlerin c¢esitli yarigruplarinin ideal-indirgenebilir

oldugunu kolayca ispatlayabiliriz. Toplamsal yarigruplarla devam edelim.
Sonug 3.13
Pozitif operatdrlerin bir toplamsal yarigrubu S icin,

(i) S’de her operator bir x, >0 vektoriinde yarimilpotenttir ve
(ii) S’de bir operator sifir olmayan AM-kompakt operatorii domine eder,

Bu sartlar alinda S ve [S) ‘nin bir ortak asikar olmayan kapali degismez ideali vardir.

Ispat: Pozitif operatorlerin bir S koleksiyonunu Teorem 3.10’a uygulayacagiz. S’nin

x, > 0’da sonlu yarinilpotent oldugunu saglamaya ihtiyacimiz vardir.
Bunu sonuna, F ={§,,...,S,} kiimesi S nin sonlu bir alt kiimesi olsun ve S=§, +...+§,
operatorii goz oniine alinsin. S bir toplamsal yarigrup oldugundan S e€ S ‘dir ve bdylece

1
S x,’da yarmilpotenttir. Yani S"xon" — 0 dur.

Her Ae F" operatorii F 'den n operatoriin ¢arpimi oldugundan A <S§" dir ve buradan

| Ax,| S”S"x(,” dir. Bu nedenle,
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. 1
Hf"xo F SUS”xU"” )

1
" = sup || Ax,
AcF"

1
ve bdylece “J"-" ”xOH" —O0dir. Bu, S toplamsal yarigrubunun x,’da sonlu yarmilpotent

oldugunu gerektirir. Teorem 3.10°dan S ve |:S) yarigruplarinin bir ortak asikar olmayan

kapali degismez ideali vardir. Ispat tamamlanmistir.

Carpimsal yarigruplar i¢in, Sonug 3.13’iin bir benzerini elde etmek icin,
( Y.V.Turovskii,1999)’ye ait asagidaki neticeye ihtiyacimiz vardir.
Teorem 3.14 (Turovskii,1999)

Bir Banach uzayinda kompakt yarmilpotent operatorlerin her carpimsal yarigrubu sonlu

yarinilpotenttir.

Sonuc 3.15

Eger S bir Banach latisde yarmilpotent kompakt pozitif operatérlerin bir sifir olmayan

carpimsal yarigrubu ise, S ve [S) 'nin bir ortak asikar olmayan kapali degismez ideali

vardir.

ispat: Teorem 3.14%e gore S carpimsal yarigrubu sonlu yarmilpotenttir. Simdi Teorem

3.10 uygulanarak ispat biter.
Sonuc 3.16

B:E—E bir ayrik Banach latisde bir sifir olmayan pozitif operator olsun. B bir sifirdan
farklr pozitif vektdrde yerel yarinilpotent ise, B’nin bir asikar olmayan kapali (-

hiperdegismez ideali vardir.

Ispat: Teorem 2.20’den B operatdriiniin sifir olmayan kompakt operatérii domine ettigi

biliniyor. Bu nedenle tek bir C={B} koleksiyonu Teorem 3.10’un hipotezini saglar. Sonug

olarak C ve [C) altinda de8ismez kalan bir J asikar olmayan kapali ideali vardir. Fakat, B
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ile de@ismeli olan her pozitif operator [C)’yc aittir. Bu nedenle J B igin (-
hiperdegismezdir. Ispat tamamlanmustir.
Sonug¢ 3.13, 3.15, 3.16’'min baz1 6zel durumlari M.Jahandideh(1997) tarafindan elde

edilmistir. Sonra ki amacimiz pozitif operatérler koleksiyonlarina Teorem 2.19°u

genisletmektir. Bunun i¢in bir n calismaya ihtiyacimiz vardir.

Tanim 3.17

Her bir Te S, ve S€ S igin TS ve ST operatorleri S, a aitse, S ¢arpimsal yarigrubunun

bir S, alt kiimesine S’de yarigrup ideali(iki-tarafl cebirsel) denir.

Bir cebirsel yanigrup ideali bir carpimsal yarigruptur. Cebirsel yangrup ideallerinin bir

ailesinin kesisimi de bir yarigrup idealdir.
Tamm 3.18

C operatorlerinin herhangi bir koleksiyonu icin, bu alt kiimeyi iceren en kiiciik bir cebirsel

yarigrup ideali vardir. Bu yarigruba C ile iiretilen yarigrup ideali denir.

[H.Radjavi,1990, Yardimci Teorem 1] ve [R.Drnovsek,2001, Yardimci Teorem 4.6]’dan
asagidaki netice operatorlerin  yangruplart i¢in de@ismez alt uzaylarin varlifim

ispatlamanin iyi bilinen bir metodunu saglar.
Yardimar Teorem 3.19

S bir Banach uzayinda siirekli operatorlerin bir ¢carpimsal grubu olsun ve S, S’de bir sifir
olmayan yarigrup ideal olsun. Eger S;,’in bir ortak Asikar olmayan kapali degismez alt

uzay1 varsa, S nin de asikar olmayan kapali degismez alt uzayi vardir.

Bundan baska, S bir Banach latisde pozitif operatorlerle olusur ve S, sifir olmayan

yarigrup idealinin bir &sikar olmayan kapali degismez ideali varsa S’nin de bir dsikar

olmayan kapali degismez ideali vardir.
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Ispat: S yarigrubunun bir sifir olmayan S, yarigrup ideali altinda, bir degismez asikar
olmayan kapali alt uzayr V olsun. G={Tx:xeV ve Te S, kiimesiyle gerilen V’nin

kapali W vektor alt uzayini diisiinelim.

Ik olarak, W’nin S altinda degiymez kaldigimi iddia ediyoruz. Bunu olusturmak igin

S€S,Te§, vexeV secelim. S(Tx) vektoriiniin W icinde kaldigini gdstermeliyiz.

Fakat S, S’de bir yarigrup ideal oldugundan ST operatorii S,’a aittir ve bu nedenle
S(Tx)=8Txe G cW dir. Bu da gosterir ki W# {0} ise, W bir asikar olmayan kapali S-

degismez alt uzaydir.

Boylece W={0} oldugunu kabul edelim. Bu V iizerinde S,’daki her operatériin sifir

olmasi demektir. N =ﬂm KerT kiimesini diisiinelim. N bir kapali alt uzaydir. V.c N

ve ayni zamanda S, sifirdan farkli oldugundan N tiim uzaya esit olmaz. Yani, N bir asikar

olmayan kapali alt uzaydir. Geriye bu alt uzaym S altinda degismez olduguna dikkat
etmek kalir. Gergekten, bir xe N ve bir Se S alahm. Sxe N oldugunu gdstermek
istiyoruz. Yani her Te S igin, TSx=0 dir. Fakat TS operatorii S, yarigrup idealine ait

oldugundan TSx=0 dir. Ikinci adim ayni tarzda ispatlanabilir.
Teorem 3.20 (Drnovsek,2001)
Bir Banach latis tizerinde pozitif operatorlerin bir sifir olmayan C koleksiyonu,

(i) Safir olmayan pozitif vektdrde sonlu yarmilpotenttir ve
(i) C' kommutantinin sifirdan farkh bir kompakt operatdrii domine eden bir operatori

kapsar.

Bu sartlar altinda, C ve [C) ‘nin bir ortak asikar olmayan kapali degismez ideali vardir.
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Ispat: Qi ideali sifirdan farkhidir. Yardimer Teorem 3.6’dan biliyoruz ki, QE C ve I:C)

altinda degismezdir. Bu nedenle E’de (:'22 "nin norm yogun oldugunu kabul edebiliriz (Aksi

takdirde kapanis1 C ve |:C> altinda bir degismez asikar olmayan kapali idealdir).

Simdi, C’deki operatorlerle iiretilen biitiin sifir ideallerinin kesisimi N_’yi diisiinelim,
yani, N_ = ﬂCE o N, dir. Agiktir ki, bu kapal idealdir ve bir dogrudan hesaplamayla onun
hem C hem de [C) altinda degismez oldugu goriiliir. xe ;’\’F ve C,eC, T, e [C) ikil
keyfi operatorlerini alalim. Cjxe N, ve Tyxe N_ oldugunu gostermeliyiz. Yani her Ce C
igin, C|Cq=0 ve C|T,x|=0 dir. Birinci esitlikten C|Cx<CC,|x=C,=0 dur.
Ikincisinden dikkat edilirse C7, <7,C " C|?},x|£CTO|x|ST})Clx|=TOO=O 1 gerektirir ve
boylece C |T0x‘~—'0 dir. Bu nedenle N, sifirdan farkli ise,o C ve [C) altnda bir ortak

degismez asikar olmayan kapali idealdir. Sonugta aym zamanda N _={0} kabul edebiliriz.

K, bir 7, € G' pozitif operatdrle domine edilmis bir sifir olmayan kompakt operator olsun.

@ E’de norm yogun oldugundan Kx,#0 olacak sekilde bir O<x0<Qz vektortinii

bulabiliriz.

Sonra C koleksiyonuyla bagdasan S_, D. yarigruplarini diistinelim. S, C ile iiretilen

carpimsal yarigruptur ve D, asagidaki gibi tanimlanan ¢arpimsal ve toplamsal yarigruptur.

D. =(De L(E), :3{T;,...T,) [ C)ve(S,,...5,} €S, dylekiD< Y\ 7,8} dir.

g

Cu[C) koleksiyonuyla iiretilen SCUM carpimsal yarigrubuna da ihtiyacimiz vardir.

S

bir keyfi operatdr alalim.

o S D. oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten Ae SCU[C)

c
SCU[C> yarigrubunun elemanlar1 C u[C) "de ki operatorlerin sonlu ¢arpimlaridir. [C) "nin
tanimindan biliyoruz ki, Ce C ve Te [C) operatorleri i¢in CT <7TC dir. Bu, A

operatoriiniin  bir T,,...,Tme[C> ve C,..,C,eC igin, T..T C,...C, biciminde bir



operator ile baskinlastirilmasini gerektirir. Fakat [C) bir yanigrup oldugundan T =T7,...T
operatorii [C)’ye aittir ve benzer olarak §=C,....C, operatdrii S_ yarigrubuna aittir.
Diger yandan SCU[C>’de her A operatorii Te[C) ve Se€S,_ ile TS bicimindeki bir

operatorle baskinlastirldigini gostermis bulunuyoruz ve sonug olarak, A D "ye aittir.

Bir sonrakine dikkat edilirse, her Ce C icin T,C operatorii SCU[C) "ye aittir ve bu nedenle

SCu

[C)’de T,C ile iiretilen S, (iki-tarafli) yarigrup idealini diistinebiliriz. Yani, S

{T,C : Ce C} kiimesiyle iiretilen, yarigrup idealidir.

S

cfe) € D. den S, c D, elde ederiz. C x, da sonlu yarmilpotent oldugundan ve ayni
zamanda Yardimci Teorem 3.9°dan biliyoruz ki, D. x,’da sonlu yarnilpotenttir ve bu

nedenle ayni sekilde, S, x,’da sonlu yarinilpotenttir.

S,’in kapsadigi sifirdan farkli bir kompakt operatorii domine eden bir operatori

gercekleyelim. xe E ve K x, >0 igin, K,x|_<_|Kx| olacak sekilde bir K, kompakt
operatorii vardir. N, ={0} oldugundan, CK,x,>0 1 saglayan bir Ce C bulabiliriz.
Boylece E’de CK, bir sifir olmayan kompakt operatordiir.Daha fazla olarak, her xe E

icin CT, e S, oldugundan bizim iddiamzi kurarak |CK,x| = C|K,x| < C|Kx] =CT, |x| olur.

Pozitif operatorlerin S koleksiyonu, sifirdan farkli bir kompakt operatorii domine eden
L |

bir operator kapsadigini ve x,>0’da sonlu yarmilpotent oldugunu gosterdik. Yani, S

Teorem 3.10’un tiim hipotezini saglar. Bu nedenle bu teoreme gdre S;’in asikar olmayan

kapali degismez ideali vardir. Fakat S SCU[C} "de bir yarigrup idealdir ve ayn1 zamanda

Yardimer Teorem 3.19°dan goriiriiz ki S ‘nin asikar olmayan kapali de8ismez ideali

Cu[C)
vardir. Cu[C)gSCU[C) dir. Bu bize C ve [C)’nin bir ortak asikar olmayan kapali

degismez ideali oldugunu belirtir. Ispat tamamlanmustir.
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Q bir yerel kompakt Hausdorff uzayr olmak iizere B:C,(Q)— C,(Q) bir pozitif

operatorii bir x, >0 vektoriinde yerelyarinilpotent ise B’nin bir asikar olmayan kapali

degismez idealinin oldugunu Teorem 2.24’den biliyoruz. Bir sonraki teorem bu sonucun

bir yarigrup versiyonudur.

Teorem 3.21

Q yerel kompakt Hausdorff uzay: olsun ve S, bir x,>0"da yarmilpotent, C, (€)'

iizerinde pozitif operatorlerin sifir olmayan ¢arpimsal yarigrubu olsun. Ayni zamanda S

bir toplamsal yarigrupsa S 'nin bir ortak asikar olmayan kapali degismez ideali vardir.

Ispat: Her Se S icin, Sx, =0 ise, sifir ideallerinin kesisimi

J = ﬂSES{xe Col82): S|x| =0} kiimesi bir 4sikar olmayan kapali S-degismez idealdir.

Boylece bir Sﬂeé icin  Syx, >0 kabul edelim. Genellemeyi bozmadan x|

fonksiyonunun destek kiimesi F ={re Q:x,(r)>0} nin kompakt oldugunu kabul

edebiliriz. Her Se€ S igin, [Sx,](z,) =0 1 saglayan bir 7,€ Q noktasimin varlifi kolayca

gosterilir. Son olarak,

J={xe C,(Q):5,€S ve Ae R oldugunda,

< [}: S{.x{,} } idealini diisiinelim.

i=1
0# S x,€ J olarak J # {0} oldugu agiktir. Ayn1 zamanda J idealinin S-degismez oldugu
%
aciktir. Sonra her Se€ S operatorii igin, [Sx,](z,)=0 oldugundan J, C,(€2)’'da yogun
olamaz. O halde J'nin norm topolojiye gore kapanisi 7, bir asikar olmayan S-degismez

idealdir. Ispat tamamlanmistir.

Teorem 3.21°de toplamin kabulii hipotezinin gerekli oldugu bir siirpriz olarak gelir.
Dahasi bu hipotezi kabul etmesek bile, yarigruptaki her operatériin yarinilpotentligi bile
bir ortak asikar olmayan kapali degismez idealinin varh@im garanti etmek igin yeterli

degildir. Bir drnek sunmak igin, biraz bilgi vermeye ihtiyacimiz vardir. I" birim ¢emberi



gostersin ve z=¢“e I bir sabit karmasik sayisinin arglimenti ¢, 27 "nin irrasyonel kati

olsun. Vie T icin, {#z":ne N} yériingesi I' *da yogundur.
Bir 6€ Ragisi ve G={e" :ne N} olsun.

(@) €, 27 ’nin bir rasyonel kati ise, G T birim cemberinin bir sonlu altgrubudur. (ve

bdylece G birimin koklerinden olusur)
(b) @, 27 *nin bir rasyonel kati degilse, G I""da yogundur.
G carpim altinda kapalidir.

@ agisinin 27 "nin rasyonel kati oldugunu kabul edelim.

ol .. 5 s - T
Yani, bir ke N ve meZ icin =27~ dir. Sonug olarak "% =¢™™ =1"dir. Simdi
m

® . LS B . 3 6| - .
ne N ise, 0<r<k olmak iizere n=@k+r yazabiliriz ve biylece ™ :(e"e‘) e™ *dir. Bu

G'nin T ’nun sonlu bir altkiimesi oldugunu gosterir. G carpim altinda kapali oldugundan

G birim koklerini iceren T *nun alt grubudur,

(b) @ acisinin 27 nin rasyonel kati olmadigini kabul edelim. Bu durumda n,me N igin

6. (n—m)é,

" = e™ *dir. Gergekten diger yandan " =¢™ | ¢ =1 demektir ve bdylece her

g€ Zigin (n,m)8@=27zq dur veya esitlikten sonra ke N alalim ve her 1 < J =k igin
. 27

Ij={g®;

27
: =)L x<—j} dir.
; = (j=1 I J}

k 5 5 o . . , ),
F={J,,T; dir ve boylece G sonsuz oldugundan bir 1< J<k ve "™ €T olacak
= E

. : ) e 6 X, _—
sekilde n>m ve bir n,meN vardir, " —e" ve "™ =e? olacak sekilde

27 .
xl,xze[z—:-(j—]),—kijJ alahm. Sonug olarak, x=x-x, olsun ve [x|<2k—]r ve

e” =¢"™% e G olduguna dikkat edelim. Sonug olarak, her (e N igin, ¢ e G ’dir. Bu
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her 1< j<k igin ¢™ e I'; olacak sekilde (e N vardir. ke N keyfi oldugudan, G T"’da

yogundur.

Her e C(T) fonksiyonuyla agirlik bileske operatorii  T,,:C(T') - C(T)yi

bagdastiriyoruz ve bu operatér her bir xe C (T) igin,
[wa] (1) =a(t)x(1z),t e T ile tanimlanir. (3.21.1)

A.K.Kitover ve bagimsiz olarak A.B.Antonevich ve A.V.Lebedev tarafindan T,

operatoriiniin spektral yaricapim hesaplamak igin bulduklari formiilii kullanabiliriz.

Teorem 3.22 (Antonevich-Lebedev-Kitover,1983,1979)

T, (3.21.1) ile tammlanan operatr ise, onun spektral yarigapi

1 2=

r(T,)= e

(2]

In a)(‘,.‘y )’d

&
dir.

Ispat:Basitlilik icin, T'=T, olsun. 1Ik énce, her re T iin,

@(1)| 2 & olacak sekilde bir
€>0  oldugunu kabul edelim. Béylece t = In|eXr)|  fonksiyonu siireklidir.

ne N, xeC(I') ve te T icin, T"x(t) = a(t)axtz)...tz" " )x(tz") dir. Bu da,

t, € I'igin,

|

= sup ”T"x“m = max‘a)(!‘)w(m)---w(tzn_l)
I < isd

“fxt o000,

olmasini gerektirir.

I n-1 ¥ s s o C T anae g
U, :;ZE:G é: ile tanimli T"’da A, olasilik Sl¢timiinii diisiiniirsek,
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" ”_I = it (3.22.1)

oldugunu goriiriiz.

Simdi {4} dizisi, @ -kompakt olan C(I')"*1n kapali birim yuvarinda kaldigina dikkat

%
@

edelim. Boylece bir x 6l¢iimii i¢in, 4, — u olacak sekilde {#,} 'nin bir {g_} altnet’i

ny

vardir. Bu ve (3.22.1)

1
T n — efr,lﬂla#!ﬂ

1
r{l)= lim”T"H” =lim olmasint bir kere daha gerektirir.
o

N—yeo

Sonra I' iizerinde u normallestirilmis Lebesgue Ol¢limiinti kuracagiz. Bunun sonuna

Sx(t) = x(tz) ile tamml S - C(I") — C(T") operatériinii diistinelim.
I " . 2
(x,S i —,u,,) = (Sx—x,,un> =;[x(t"z )—x(tn )] den “S 7 —,u"" = - dir.

@ w'
— 071 gerektirir ve ozellikle S*u —pu —0  alinz. M, — p’dan

Bu [$*u, -4,

w*
S *H, —S*u ve ayni zamanda S * (= pu ‘dir. Bir sonraki her xe C(r) icin,
J'rsx,dy = jrxdp demektir. (3.22.2)

(3.22.2.)’yi kullanarak g oiciimiiniin donel degismez oldugu kolayca goriilebilir. Bunun
sonuna se I’ keyfi alahm. z=¢" nin ¢ agisi, 27 'nin irrasyonel Kati oldugundan
2" =5 olacak sekilde dogal sayilarin bir artan {k,} dizisi vardir. Buradan
S""x(t)=x(rz‘”)—->x(sr) elde edilir ve béylece (3.22.2)’den ve Lebesgue Yakinsaklik

Teoreminden her xe C(I) icin,

[ x(stydu(r) = [x()dutr) (3.22.3) d.
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Ayni zamanda (3.22.3) her xe L (T, 1) igin dogru olur. Ozellikle " *nun her bir A Borel

alt kiimesi igin,
H(sA)=u(A) dir.

O zaman Haar Sl¢ilimiiniin tekliginden I" iizerinde 4 normallestirilmis Lebesgue 6lciimi

olmahdir. Bu nedenle |@| sifirdan ayrilirken ki 6zel durumda,

2r
L%,

F(Ta)) = €ITI“I@UH(M(I} =gl nm{e"")la’b‘

dir.

Genel durum igin, @, :|a)|+r ile verilen {@,} siirekli fonksiyonlarin dizisini diistinelim

. Infey [ pt
ve T, =T, olsun. Her n i¢in 7| < €j]

1‘;("

“den her k igin r(r)<r(7,)= alirz.

E—e r(T)<e™ cgitsigligi iiretr. (3.22.4)
Ozellikle, t—)]n’a)(r)‘ Olciilebilir  fonksiyonu Lebesgue integrallenemezse, yani,

_‘;]“|W|dﬂ=‘°° ise, r(T)=eLml{4dﬂ =0 dur. 1 — In|w(t)| fonksiyonunun integrallenebilir

oldugu durumu diisinmek  kalir. Bu durumda  (3.22.3)’i kullanarak,

In [”T” ”l:] = —’l;ln [n;?_x o(t)o(rz)..orz"" )I}

2;’ 'Lln Ua)(r)a)(tz)...a)(tz""' )Hd,u(r)

L

Z [n]o()

du(r)

L
n

= jlnla)(r)fd,u(t) dir.Sonugta her n igin,'T"lF = e'ﬂ[lﬁ"’lFJ > ej."lr"w(’)'dﬂm

ve boylece
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J' Infeo()[d se( )
r(T)ze dir.

p & B Injad, .
Bu (3.22.3)’le birlestirilirse »(T zej' i formiiliiniin bu durumda da dogru oldusu
. g g
goriiliir. Ispat tamamlanmistir.
Teorem 3.22 asagidaki neticenin bir 6zel durumudur. Ispat tamamlanmistir.

* ¢:Q—Q bir kompakt Hausdorf uzayim bir homeomorfizmasi olsun ve we C(Q)
olsun. T;).‘C(Q)—)C(.Q) operatorii wa(w)=a)(w)x(¢(w)) seklinde tanimlansin. O

zaman T, operatériiniin spektral yarigapi,

r(7,)=sup eLian#

U

seklinde verilir, burada supremum Q iizerinde her ¢-degismez u Borel olasilik

Olciimleri iizerinden alinir. Teorem 3.22°den T, ’nin yarmilpotent olmasi icin gerek ve
yeter sart I" iizerinde r-—>ln|a)(t)! Lebesgue 6l¢iilebilir fonksiyonunun integrallenemez

olmasidir. Son sonucumuz igin asagidaki ozelliklere sahip bir @, € C(I') fonksiyonunu

sabit tutalim.

(@) Her e T igin 0< g, (1) <1 dir.

(b) @, "1n sifir oldugu yerde t=1 sadece noktadir.

(¢) t=1"in bir kiigiik komgulugunun disinda tiim (' ler icin @, (1) =1 dir.

(d)@, fonksiyonu t=1'de yeterince hizls diser, dyle ki #—Ina, (1) fonksiyonu

integrallenemez.

Bu sartlar T,, operatoriiniin pozitif ve yarmnilpotent olmasini gerektirir
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Ornek 3.23

C(T) tizerinde yarmilpotent pozitif operatérlerin bir ideal indirgenemez carpimsal

yarigrubu S vardir.

Teoremin Onceki ciimlesinin (a) ve (d) 6zelliklerini saglayan @, fonksiyonu kullanarak

agirhiklarin asagidaki koleksiyonunu sunuyoruz.

W ={ @we C(T):herbir re T ve bir se T icin 0<w(r)<,(ts)} dir.

Sonra, her bir we W ve ne N icin [Mj](r)=a)(r)f(tz") feC(T) , teT ile

T,,:C(T)>C(T) operatdriinii tanimlayalim, burada z=e¢“e T sabit karmasik

sayisinin ¢ agist 27 'nin irrasyonel katidir. Biitiin bu operatorlerin koleksiyonu S ile

gosterilsin.

Yani S={T,, :we W ve ne N} dur.

(3.21.1)’de bir bakis gosterir ki, her T,,€ S operatdrii yarinilpotenttir. S ’nin carpimsal

yarigrup oldugunu saglamak icin T o Lo, €S olsun ve her fe C(T) ve her te T i¢in

i=1,2 iken

[Tt ()= (1) £ (12" air.

Bir dogrudan hesaplama gésterir ki (1) = w, (1), (rz”i ) olmak iizere,

[TenTant J) =00y (1) £ (17 ) = (1) £ (2 )

0= w<@®, oldugundan we W oldugu aciktir ve bu nedenle T € S dir.

@ .1, (q "

Bu S yarigrubunun ideal indirgenemez oldugunu iddia ediyoruz. Eger degilse her Te S

icin T-degismez olan C(T)’da bir asikar olmayan kapali J ideali vardir. Sonugta bu F



31

kiimesi iizerinde sifir olan tiim fonksiyonlardan olusan J olacak sekilde /' cT" kapali bir
kiimesi vardir. F I"'da yogun degildir. Aksi durumdaJ , {0} olacakti. Ayni zamanda F bos

degildir, aksi durumda J=E’dir. Boylece 1, m bir komsulugu F’yi kesmeyecek sekilde bir
t,€ I'" bir noktas1 vardir. f F'de sifir olacak sekilde (ve dolayisiyla f J'ye aittir.) bir
negatif olmayan fe C(T) fonksiyonunu alalim ve f f,’1 igeren bir A acik kiimesi

tizerinde sifirdan biiyiiktiir.

Simdi bir 1€ F alalim. {t,z" :ne N} kiimesi I"’da yogun oldugundan 1, =1,z* sayisi
A’ya ait olacak sekilde bir ke N vardir. Sonra @, (1,5)=1 olacak sekilde se T secelim
ve te I' icin @(1) =@, (ts) olsun. O zaman we C(T).0< (1)< @y (1s) ve w(1,)=1 di.
Sonug olarak 7, € S operatériinii g6z Gniine alalim. J T-degismez oldugundan 7, , f € J

dir. Bu nedenle [Tmf](tI )=0 dir. Diger yandan,

[tu.k-f](tl ) =o(t) f (tlzk ) = f(fa) >0
bir geligkidir. Bu S ¢arpimsal yangrubunun ideal indirgenemez oldugunu olusturur.

LI[O,I] lizerinde nilpotent pozitif operatorlerin bir indirgenemez ¢arpimsal yarigrup
ornegi [Y.Zhong,1995] tarafindan olusturulmustur. Ilave olarak [R.Drnovsek,2001] ‘de
gosterildigi gibi 1< p <o olan bir LP[O,I]’deki boyle bir yarigrubu olusturmak icin ve
yarigrubtaki her operatSriin karesinin sifir olmasini elde etmek mimkiindiir. Sonug

3.15’deki kompakthik hipotezinin gerekli oldugunu gésterir.
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4.Kompakt-Arkadasca Operatérler

Goriildiigi gibi kompakt pozitif operatorler degismez alt uzay problemini ilgilendiren
¢ogu ozel problemin ¢oziimiidiir.Bu béliimde bu ézellikleri hala korurken kompaktlik
hipotezi diisiiniilerek rahatlatilabilecegini gosterecegiz. Operatorlerin karsilik gelen sinifi
kompakt-arkadasca operatérlerin ismi  altinda [Y.A.Abramovich,1994]’de  sunuldu.
Kompakt-arkadasca operatérler ve kompakt operatdrlerin arasindaki baglantilar sira

yapisina goredir.
Tanmim 4.1

Bir kompakt pozitif operatérle domine edilen sifir olmayan operatorii domine eden B’nin
kommutantinda bir pozitif operator varsa, bir E Banach latisinde tanimh B: E — E pozitif

operatdriine Kompakt-Arkadasca denir.

Yani, bir B pozitif operatériiniin kompakt arkadasca olmasi icin gerek ve yeter sart
sifirdan farkl g tane R,K,C:E — E operatorleri vardir ki R, K pozitif K kompakt ve
RB=BR‘dir ve her xe E igin,

Cx| < R|x| ve [C{< K|+ dur.

Sonlu boyutlu Banach latis iizerinde her operatér kompakttir ve bu nedenle bir kompakt
arkadasca operatdr durumu sadece sonsuz boyutlu Banach latisler iizerinde olanlardir. Bir
kompakt arkadasca operatériin her kuvveti (negatif olmayan katsayili her ¢ok terimli bile)
aym zamanda bir kompakt arkadascadir. Burada kompakt-arkadasca operatorlerin bazi

diger 6rneklerini verelim.

* Kompakt pozitif operatorler

® Bir sifir olmayan kompakt pozitif operatérlerin kommutantinda pozitif operatorler
* Sifir olmayan kompakt pozitif operatorleri domine eden pozitif operatorler

* Pozitif integral operatorler
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Yukaridaki 6rnekler bir kompakt-arkadasca operatoriin kompakt olamayacagini gosterir.
Birim operatér (kompakt-arkadasca oldugu agiktir) bunu gostermek igin belki en iyi
Ornektir. Defismez alt uzay problemine kompakt-arkadasca operatorlerin  ilgisi
[Y.V.Abramovich,1994]’deki bir neticenin gelisimi olan asagidaki temel teoremle

gosterilir.
Teorem 4.2(Abramovich-Aliprantis-Burkinshaw,1994)

Bir Banach latisde sifirdan farkli kompakt-arkadasca operatér B:E — E bir x, >0 da

yarinilpotent ise, B'nin bir asikar olmayan kapal degismez ideali vardir.

kapali ideali vardir.
ispat.

Genellemeyi bozmadan ||B|<1 kabul edelim. Yeterince kiiciik @ >0 keyfi sabitlerini
alalm dyle ki 7=%"" a7, pozitif operatorii var ve |B+T| <1 dir. [B) norm kapali

toplamsal yarigrup oldugundan, Te[B) "dir. Aym tartisma gosterir ki her ne N igin

n

(B+T)" operatrii de [B)ye aittir. Sonug olarak A=Z:°:0(B+T) pozitif operatorii

[B) ye aittir.
Her x>0 igin Ax ile iiretilen temel ideali J . ile gosterelim, yani,

J.={ye E: bir >0 icin l_v|SiAx} dir.

X= Ax esitsizligi agikga xe J i gerektirir. Bu nedenle bu ideal sifir degildir. Sonra J,
ideali (B+T)-degismezdir. Gergekten, ye J, ise bir >0 icin |y|SJ,Ax’d1r ve boylece
iddia edildigi gibi

oo

(B+T)y|<(B+T)|y| < A(B+T)Y (B+T)" x< AAx dir.

n=0
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0<B.,T <B+T oldugundan J, B ve T altinda degismezdir. Ayni zamanda bu ideal her n
i¢in 7, -degismezdir. Onceki tartisma gerektirir ki bir x>0 vektorii icin norm kapanisi

J.#Eise J, Bveher T

n

altinda degismez kalan bir asikar olmayan kapali idealdir.
Sonugta bizim teoremimizin ispatini siirdiirmek icin her x>0 iken
J. = E kabul edebiliriz, 4.2.1)

yani, her x>0 i¢in Ax E’de bir yari-i¢ noktadir.

K, R pozitif K kompakt iken sifirdan farkl: lig tane R,K,C:E — E operatorlerini alalim.

Bu operatorler her xe E i¢in RB=BR , [Cx|<R([x]) ve |Cx| < K (|x]) ‘i saglasn.

C#0 oldugundan Cx, #0 olacak sekilde bir X, >0 vardir. O zaman Alel|_>_JCx,|
saglayan A,Cx[| yari-i¢ noktasidir. Teorem 2.21.(1)’den X, =M ,Cx, >0 olacak sekilde
birim operattrle domine edilen M,:E — E operatdrii vardir. [], =M ,C alalim ve il
operatorii R operatoriiyle K kompakt pozitif operatorii tarafindan domine edilen

operatordiir. Teorem (2.21.(1))’den Z:E dir. Sonug olarak C#0 oldugundan Cy #0

olacak sckilde Cy < Ax, vardir. Bijy]eceA,Cyl elemani yari-i¢ noktadir.

Cy[<A|Cy| oldugundan (teorem 2.21.(1))den x,=M,Cy>0 olacak sekilde birim
operatorle domine edilen M, : E — E operatorii vardir. | yl < Ax, ve Ax, bir yari-i¢ nokta
oldufundan Yardimci Teorem 2.21.(2)’den MAx, =y olacak sekilde birim operatorle

sinirlandirilan M : E — E ’ye operatorii vardir. Boylece x, = M,Cy = M,CMAx, dir.

[1, =M,CMA olsun ve [], RA operatorii ve KA kompakt pozitif operatériiyle domine

edilmistir.

X, vektoriiyle x, vektoriinti yerdegistirdikten sonra &nceki tartismalari tekrar edersek

[l x, >0 1 saglayan bir tane daha II,: E—S E operatriinii elde ederiz. RA ve KA
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kompakt pozitif operatériiyle domine edilen [I,I1,I1, operatériinii gbz oniine alalim,
ILILIL % =11, %, >0dan [1,T1,T1,"in sifirdan farkli bir operator oldugu goriiliir.
Daha fazla olarak yukarida gosterildigi gibi, her [] ;(1.:1,2,3) operatorii kompakt operatérle
domine edilir. Bu nedenle teorem 2.23 TI,TI,Tl, operatériiniin kompakt olmasinin

gerektigini garanti eder. O zaman dogrudan hesaplama ile her xe E igin,

ITT, IT, T, x| < RARAR|x| oldugu goriilii.

S=RARAR olsun. Se [B) oldugunu gergekleyelim. Bunu gormek icin Ae [B) oldugunu
hatirlayalim, ayni zamanda R operatorii B ile degismeli oldugundan [ B) "y aittir. [ B)
carpimsal yarigrup oldugundan S=RARAR operatériiniin [B)'ye ait olmasi gerekir.

C={B} koleksiyonunun Teorem 3.20'nin sartlarini sagladifina tek bir B operatoriinden

olustufuna dikkat etmek geriye kalir. Gergekten C X, >0’da yarnilpotenttir ve
[C)=[B) bir sifirdan farkli kompakt operatorii domine eden S operatdriinii kapsar. Bu
teoremden [B) altinda degismez kalan bir asikar olmayan kapali ideal vardir. Ispat
tamamlanmistir.

Eger bir kimse ( -hiperdegismez idealinin varligini kurmak isterse, bir kompakt arkadasca

operator iizerinde ilave hipotezden s6z etmesi gereklidir. Gergekten birim operator

kompakt arkadascadir ama asikar olmayan kapali ¢ -hiperdegismez ideali yoktur.

Sonug 4.3

S:E— E bir Banach latis iizerinde bir operatdr olsun ve (S]’nin bir pozitif vektdrde

yarinilpotent olan bir sifir olmayan kompakt arkadasca operatérii kapsasin. O zaman S’nin

bir agikar olmayan kapal degismez ideali vardir.

ispat:Be (S] bir pozitif vektorde yarmilpotent olan sifir olmayan kompakt arkadasca

operatér olsun. Bildigimiz gibi, Be (S] sarti Se [B) sartina denktir ve sonu¢ olarak

Teorem 4.2’den istenilen sonug elde edilir.
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Dedekind tam Banach latis icin, her zaman bir agikar olmayan kapal [B) -degismez ideali

oldugu ispatlanarak Teorem 4.2 gelistirilebilir. [spat Teorem 4.2 dekinin geligtirilmisidir.

Teorem 4.4

Bir Dedekind tam Banach latis iizerinde B:E — E bir sifir olmayan kompakt arkadagca

operator bir x,>0’da yarnilpotent ise, [B) altinda degismez olan bir asikar olmayan

kapali ideali vardir.

iIspat: Her x>0 igin [B)x yoriingesiyle iiretilen ideali J _ ile gosterelim, yani,
J_={ ye E: bir Ae[B) icin |y| < Ax} dir.

J'in bir sifir olmayan ideal oldugu agiktir. Sonra dikkat edilise J, ideali [B)—
degismezdir. Gergekten, bir ye J, i¢in A€ [B) ise |y| < Ax’dir ve boylece bir 4 & [B)

igin |A1 y‘ < A |y| < A Ax elde edilir.

[B) bir carpimsal yarigrup oldugundan A/A operatdrii [B) 'ye aittir. iddia ettigimiz gibi
Aye J, oldugu goriliir. Bu nedenle bir x>0 vektorii icin J, ideali E’de norm yogun

degilse norm kapanist J, bir asikar olmayan kapali [B) -degismez idealidir.
Sonug olarak teoremimizin ispatini ilerletmek igin her x>0 igin,

J=E kabul edelim 4.4.1)

Diger adimimiz (4.4.1) hipotezinin [B) "nin bir sifir olmayan kompakt operator domine

eden bir operatér icerdiginin gerektirdigini gostermektir. Her bir x€ E igin,
RB=BR. |Cx|<R(|a) ve |Cx| < K (|x]) i saglayan

K, R pozitif , K kompakt olan R,K,C: E — E sifirdan farkl li¢ operatdr alalim.
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C#0 oldugundan Cx, #0 olacak sekilde bir x, >0 vardir. By, (Cx,), veya (Cx ).

vektorlerinden en azindan birinin sifirdan farkli olmasi demektir ve bu nedenle E

Dedekind tam oldugundan X, =M,Cx, >0°1 saglayan birim operatorle domine edilen bir
M, operatérii vardir. IT, =M ,C alalim ve I1, operatsriiniin R operatoriiyle ve K kompakt

pozitif operatériiyle domine edildigine dikkat edelim.

Jx, E’de norm yogun ve C sifirdan farkli oldugundan 0<y<Ax, ve Cy=0 olacak
sekilde bir A,E[B) operatorii ve bir V€ .Jx, vardir. E Dedekind tam hipotezini
kullanarak birim operatorle domine edilen M ve M, operatérlerini bulabiliriz oyle ki
y=MAx, ve x,=M,Cy =M,CMA x, >0 ‘dur. [], =M,CMA, alalim ve [], operatériiniin

RA, ve KA kompakt operatorleriyle domine edildigine dikkat edelim.

Tartismamiz; X, vektoriiyle x, vektériinii yerdegistirerek tekrarlarsak RA, operatoriiyle
ve KA, kompakt operatériiyle domine edilen IT, x,>0"1 saglayan bir IL:ESE

operatdrii ve bir A, e [B) operatorii elde edilir.,

ILII,TI, operatériinii dustinelim. IT, TT, T1, x, =11, %, >0 olarak sifirdan farklidir. Daha
fazla olarak yukarida gosterildigi gibi her 1L G:1.2.3% operatorii bir kompakt operatérle
domine edilir ve bu nedenle ILIL IT, operatériiniin kompaktligi Teorem 2.23"den garanti

edilir,

Ayni zamanda  bir dogrudan  hesaplama gosterir ki her yeE igin
[T, I, 1T, x| < RA,RAR “dir. Son olarak S=RA,RAR operatdriinii diistinelim, SE[B)
oldugunu iddia ediyoruz. Bunu gormek i¢in, A, A, e [B) Ve ayni zamanda Re [B) "dir. R
B ile degismeli oldugundan ve [B) carpimsal yarigrup oldugundan §=RA,RAR
operatdriiniin | B) *ye ait olmast gerekir,

Bir tek B operatsriinden olusan C={B) koleksiyonu Teorem 3.20'nin sartlarini

sagladigina dikkat etmek geriye kalir. Gergekten, C x, >0°da bir yarinilpotenttir ve
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[C)=[B) bir sifir olmayan kompakt operatorii domine eden S operatériinii kapsar. Bu

Teoremle [B) altinda degismez kalan bir asikar olmayan kapali ideal vardir. Bu ispati

tamamlar.
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SONUCLAR

En ince ayrintisina kadar Banach latisler iizerinde pozitif operatdrlerin koleksiyonlarinin
cesitli degismez alt uzay sonuclarini operatorlerin koleksiyonlarina genisletmeye c¢alistik

Bizim ana sonuglarimiz sunlar olmustur:

Yarinilpotent kompakt pozitif operatorlerin her ¢arpim yarigrubunun bir ortak Agikar

olmayan kapali degismez ideali vardir.

C koleksiyonu bir sifirdan farkli kompakt operator iceriyorsa C nin ve onun kommutanti

C’ niin bir ortak asikar olmayan degismez ideali vardir.

C bir banach latisde pozitif operatorlerin koleksiyonuysa C bir ortak dsikar olmayan

degismez alt uzay1 vardir.

S en az iki boyutlu Banach latis iizerinde yarinilpotent kompakt pozitif operatorlerin
carpimsal yarigrubu ise S nin bir ortak asikar olmayan kapali degismez kapali ideali

vardir.
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