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OZET

Yiksek Lisans Tezi

HALKALAR UZERINDE TANIMLI
MACDONALD KODLAR

Rabia Dertli

Ondokuz Mayis Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Prof. Dr. Senol Eren

Bes boliimden olusan bu tezin, birinci bolimiinde; kodlama teorisi, Simplex kodlar ve
MacDonald kodlar hakkinda yapilan calismalardan bahsedilmistir. Ikinci béliimde; cebirsel
ifadeler, kodlama teorisi ile ilgili kavramlar ve teoremler verilmistir. Materyal boliimiinde;
u? = 0 olmak iizere F, + ulF,, u®> = 0 olmak iizere F, + uF, + u?F,, v*> = 1 olmak iizere
F; + vIF; sonlu degismeli halkalarinin cebirsel yapilari incelenmis ve bu halkalar iizerinde
Gray doniiglimii tanimlanarak agirlik kavramlar elde edilmistir. Boylelikle bu halkalarda
tanimlanan Simplex kodlarin iirete¢ matrisleri yardimiyla MacDonald kodlar olusturulmus ve
ozellikleri incelenmistir. Bulgular boliimiiniin birinci kisminda, wW=uv:i=vuwv=rvu=0
olmak ftizere F, + ulF, + vF, sonlu ve degismeli halkasi {lizerinde bir Gray doniisiimii
tanimlanarak Hamming, Lee ve Bachoc agirliklar1 elde edilmistir. Bu halka iizerinde
MacDonald kodlar inga edilerek agirlik dagilimlar1 ve parametreler belirlenmistir. Bulgular
béliimiiniin ikinci kisminda, u? = 0,v% = 0,uv = vu = 0 olmak iizere F, + uF, + vF,
sonlu ve degismeli halkasi tanitilarak bu halka {izerinde Gray doniisiimii tanimlanmistir. Bu
halka tizerindeki Simplex kodlarin iirete¢ matrisleri yardimiyla MacDonald kodlar insa
edilmis ve Lee agirlik dagilimlar: belirlenmistir.

Ocak 2020, 50 sayfa
Anahtar Kelimeler: Sonlu halkalar, MacDonald kodlar, Agirlik dagilimlar



ABSTRACT
Master’s Thesis
MACDONALD CODES OVER RINGS
Rabia Dertli

Ondokuz Mayis University
Graduate School of Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Senol Eren

In the first part of this thesis, which contains of five section; coding theory, Simplex codes
and MacDonald codes are introduced. In the second part; algebraic definitions, basic concepts
and theorems about the coding theory are given. In the material section; algebraic structures
are examined over the finite commutative rings F, + ulF,, where u? = 0, F, + ulF, + u?F,,
where u® = 0, F; + v[F5, where v? = 1 and Gray map is defined over these rings and weight
distributions were obtained. In this way, MacDonald codes are constructed by using generator
matrices of Simplex codes over these rings and their properties are examined. In the first part
of the last section, Hamming, Lee and Bachoc weights were obtained by defining a Gray map
over the finite and commutative rings F, + ulF, + vF, with u? = u,v? = v,uv = vu = 0.
MacDonald codes were constructed over this ring and weight distributions and parameters
were determined. In the second part of the last section, the finite and commutative ring
F, + ulF, + vF,, with u? = 0,v? = 0,uv = vu = 0 is introduced and Gray map is defined
over this ring. MacDonald codes were constructed by using generator matrices of Simplex
codes over this ring and Lee weight distributions were determined.

January 2020, 50 pages
Kew Words: Finite rings, MacDonald codes, Weight distributions
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A,(n, d)

C = (h(x))
Fq[x]

KISALTMALAR

A ve B izomorftur

q elemanli cisim

Bilesenleri [F; cisminin elemani olan n uzunlugundaki vektorlerin
kiimesi

T vektor uzayinin boyutu

p ile r vektorlerinin i¢ ¢arpimi

C kodunun eleman sayisi

C kodunun duali

N matrisinin transpozu

r’nin Hamming agirhig

r’nin Lee agirligt

C kodunun minimum Hamming agirlig1

C kodunun minimum Lee agirlig

r ile s arasindaki Hamming uzaklig1

C kodunun minimum Hamming uzaklig1

r ile s arasindaki Lee uzaklig

C kodunun minimum Lee uzaklig1

n uzunlugunda M elemanl: bir kod

d minimum uzakligina sahip M elemanli n uzunlugunda bir kod

k boyutlu n uzunlugunda lineer kod

Minimum uzaklig1 d olan k boyutlu n uzunlugunda bir lineer kod

Kodun en biiylik minimum uzaklig1

F, tizerinde tanimli lineer bir kodun eleman sayisinin alabilecegi en
biiyiik deger

A alfabesi iizerinde taniml1 bir kodun eleman sayisinin alabilecegi en
biiyiik deger

h(x) tarafindan tretilen C kodu

Katsayilar1 F, cismininde olan polinom halkas1
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1. GIRIS

1996 yilinda Pathfinger adinda NASA’ya ait olan ve Mars’1 arastirmak i¢in gonderilen bir
robottan diinyaya cok sayida bilimsel veri ve fotograf aktarilmistir. Los bir ampulii yakacak
kadar gii¢ ile aktif olan radyo vericisine sahip bir aragtan, milyonlarca kilometre uzakliktan
giivenli ve orijinal bilgiler almak nasil miimkiin olmustur? Elektronik miihendisligi, bilgisayar

miihendisligi ve matematigin disiplinler arasi birlesimi olan kodlama kurami ile olmustur.

Claude Shannon tarafindan yazilan ve 1948 yilinda yayimlanan “Iletisimin
Matematiksel Modellemesi” adli ¢alisma, daha Once bazi temel fikirleri anlasilmis olan
bilisim kuraminin saglam temeller iizerine kurulmasini1 ve popiiler hale gelmesini saglamistir
(Shannon, 1948). C. Shannon’un c¢alismasinda giirtiltiilii bir kanalda, 6zel kod ¢dzme
teknikleri kullanilirsa, kanal kapasitesi altindaki herhangi bir oranda giivenli iletisimin
saglanabilecegi agiklanmistir. Ama Shannon ve digerlerinin verdigi kanitlar yeterli olmamas,
Shannon’un bahsettigi bir kodlama olusturma yontemi bulunamamistir. Bagslangic kabul
edilen bu teoriden sonra kodlama teorisinde yani hata diizeltici kodlar teorisinde, giiriiltii
kanallar1 boyunca kodlanmig verilerin iletimi ve bozulan mesaj1 diizeltme gibi konularla
ilgilenilmis; dogru, iletim seviyesi yliksek, zaman ve enerji tasarrufu saglayan kodlama
yontemlerini gelistirme amag edinilmistir (Hill, 1986). Ilk olarak 1958 yilinda tek hata
diizeltici kodlar Hamming tarafindan bulunmustur. Alinan mesajin génderilen mesaja yakin
hatta ayn1 olacak sekilde belirleyebilmek ig¢in mesaja fazladan veri eklenerek ve bu
eklemelerin zaman ve maliyet acisindan diisiik tutmaya calisilarak mesajdaki giivenirliligi

arttirmak hedeflenmistir.

Kodlama teorisi, giiriiltiili bir kanalda veri gonderilmesi ve bu esnada bozulan
verilerin diizeltilmesi ile ilgilenmektedir. Bilginin daha basit okunabilir olmasiyla ilgilenen bu
alan, daha =zor okunmasini saglamayr amaclayan, sifreleme (cryptography) ile
karistirtlmamalidir. Burada verilen ileti ve kanal kelimeleri ile igerebilecekleri en
genis anlamlar kastedilmektedir. Iletiler konusma dili yahut yazi dili olabilecegi gibi resim,
miizik gibi yapilar da olabilir. Verilerin aktarilmast ile istenen bagka bir
yere gonderilmesi (yani haberlesme) olabilecegi gibi simdiden sonraya gonderilmesi de (yani
saklama da) olabilir. Buna gore s6z konusu kanal wuzay, telefon hatt1i vb. bir
ortam olabilecegi gibi veri depolamada zaman kavrami veya verilerin depolanmasinda

kullanilan ortamlar da (6rnegin kompakt disk yiizeyi) kanal olarak diigiiniilebilir. Diisiiniiliirse



yukarida Ornekleri verilen kanallarin higbiri veri aktarimi konusunda miikemmel degildir.
Uzayda ve  atmosferde olusabilecek  manyetik alanlar radyo  dalgalarina,
olumsuz hava kosullar1 telefon telleri iizerinden aktarilan sinyalleri, bir kompakt disk
lizerinde bulunan cizikler ve lekeler disk iizerindeki bilgileri bozabilmektedir. Ornekleri
cogaltilabilecek  bunun gibi  olumsuzluklara sahip kanallara giiriltilii  kanal
denir. Giiriiltiilere ragmen verilerin génderiminde olusabilecek hatalarin sezilmesi ve hatta

diizeltilmesi, kodlama kuraminin temel problemlerini olugturmaktadir.

[leti kaynagi @ alici

| {

kodlama p——> kanal —>{ kod ¢6zme

Sekil 1.1. Dijital haberlesme sistemi

Iletisimde hedef, kaynaktan iletilen mesaji dogrulugu yiiksek bir olasilikla aliciya
ulastirmaktir. Mesaji géndermek icin alfabe olarak sonlu kiimeler kullanilir. Iletilecek mesaj,
hatalardan korunmak i¢in kodlanir. Kodlanan mesaj, kod s6zciikleridir. Kod s6zciigii kanala
gonderilir. Kanal bir telefon hatt1 ya da yiliksek frekansli radyo baglantisi olabilir. Donanim
eksikligi, insan hatasi veya yildirim nedeniyle mesajin iletimi sirasinda bazi hatalar olmus
olabilir. Kod ¢6ziicii, hatanin var olup olmadigini inceler, hata varsa diizeltir ve orijinal halini

aliciya gonderir.

Bu alanda yapilan ilk ¢aligmalar sonlu cisimler iizerinde tanimli lineer kodlardir. Daha
sonra Hamming kodlar, BCH kodlar, Golay kodlar gibi baz1 énemli kodlar elde edilmistir.
1970 yilinin basindan itibaren halkalar iizerinde tanimhi kodlar ¢alisilmaya baslanmistir. 1994
yilinda Hammons vd. tarafindan lineer olmayan fakat iyi bir takim kod ailelerinin Z, iizerinde
taniml1 lineer kodlarin Gray doniisiimii altindaki goriintiisii olarak elde edilmesinden sonra
kodlama teorisindeki aragtirmalarin biiyiik bir ¢ogunlugu halkalar iizerinde tanimlanmaya
baslanmistir (Hammons vd,1994). Lineer bir kod, sonlu halkalar iizerinde tanimli ise alt
modiile, sonlu cisimler iizerinde taniml1 ise alt vektor uzayina karsilik gelmektedir. Ayrica bir
kod, minimum uzaklik (d), eleman sayis1 (M) ve uzunluk (n) olmak iizere {i¢ parametre ile

ifade edilir.



Ideal bir kodun sahip olmasi1 gereken o6zellikler; hizli transfer edilmesi, fazla
sayida mesaj gonderebilmesi yani fazla sayida kod kelimesi icermesi ve ayni anda fazla
sayida hata diizeltmesi yani kod kelimelerinin birbirinden olduk¢a farkli olmasi
gerekmektedir. Minimum uzaklig1 biiyiik kodlar daha fazla hata diizelteceginden minimum
uzakliklar1 biiylik kodlar elde edilmesi énemlidir. Bununla ilgili pek ¢cok yontem vardir. Bu

yontemlerden bir tanesi sonlu halkalar ve sonlu cisimler iizerinde tanimli MacDonald

kodlardir.

F, tlizerindeki MacDonald kodlar, ilk olarak J. MacDonald tarafindan 1960
yilinda ortaya atilmistir (MacDonald, 1960). g = 2 olmak iizere F, lizerindeki MacDonald
kodlar A. Patel tarafindan 1975 yilinda calisilmistir (Patel, 1975). C. J. Colbourn ve M.
Gupta, Z, tzerindeki o tipi ve B tipi Simplex kodlar yardimiyla Z, tlizerinde MacDonald
kodlar1 tanmlamistir (Colbourn ve Gupta, 2003). Mohammed Al Ashker u? = 0 olmak iizere
F,[u]/{u?) iizerindeki MacDonald kodlar1 elde etmistir. Calismasinda, bu kodlarm Gray
doniistimii altindaki goriintiisti, Torsion kodu ve agirlik dagilimlarina deginmistir. Benzer
sekilde u3 = 0 olmak iizere F,[u]/ < u® > halkas iizerinde MacDonald kodlar ¢alisiimistir
(Al Ashker, 2010). u? = 0 olmak iizere F, + ulF, halkasi iizerinde Simplex kodlar
Mohammed Al Ashker tarafindan olusturulmus ve bu kodlarin bazi 6zellikleri incelenmistir
(Al Ashker, 2005). v? = v olmak iizere F, + vF, halkasi iizerinde A. Dertli ve Y.
Cengellenmis tarafindan MacDonald kodlar calisilmistir (Dertli ve Cengellenmis, 2011).
v% = 1 olmak lizere F5 + vIF; halkasi iizerinde Simplex kodlar Y. Cengellenmis tarafindan
olusturulmus daha sonra bu calisma yardimiyla F; + vF; halkasi iizerinde, v? = 1 olmak
sartiyla MacDonald kodlar Y. Cengellenmis ve M. Al-Ashker tarafindan yapilmigtir
(Cengellenmis ve Al-Ashker, 2012).

Bu tezde, birinci boliimiinde; kodlama teorisi, Simplex kodlar ve MacDonald kodlar
hakkinda yapilan calismalardan bahsedilmistir. ikinci boliimde; cebirsel ifadeler, kodlama
teorisi ile ilgili kavramlar ve teoremler verilmistir. Materyal boliimiinde; u? = 0 olmak iizere
F, + ulF,, u® =0 olmak iizere F, + uF, + u?F,, v?> =1 olmak iizere F; + vF; sonlu
degismeli halkalarinin cebirsel yapilari incelenmis ve bu halkalar {izerinde Gray doniisiimii
tanimlanarak agirlik kavramlar elde edilmistir. Boylelikle bu halkalarda tanimlanan Simplex
kodlarin {irete¢ matrisleri yardimiyla MacDonald kodlar olusturulmus ve 0zellikleri
incelenmistir. Bulgular boliimiinlin birinci kisminda, u? =u,v? =v,uv = vu = 0 olmak
iizere F, + ulF, + vIF, sonlu ve degismeli halkasi {izerinde bir Gray doniistimii tanimlanarak

Hamming, Lee ve Bachoc agirliklart elde edilmistir. Bu halka {izerinde MacDonald kodlar
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insa edilerek agirlik dagilimlar1 ve parametreler belirlenmistir. Bulgular boliimiiniin ikinci
kisminda, u? = 0,v2 = 0,uv = vu = 0 olmak iizere F, + ulF, + vF, sonlu ve degismeli
halkas1 tanitilarak bu halka iizerinde Gray doniisiimii tanimlanmistir. Bu halka tizerindeki
Simplex kodlarm iirete¢ matrisleri yardimiyla MacDonald kodlar insa edilmis ve Lee agirlik

dagilimlari belirlenmistir.



2. GENEL BILGILER

Tanim 2.1. H # @ bir kiilme ve " o ", H {izerinde bir ikili islem olmak tizere
i) Herf,g h€Higinfo(goh)=(fog)oh,
i1) Enazbire € H vardir 0ylekiher f E Higcin f ee = e o f = f dir,
iii) Her f € Higin f o b~ = b~ o f = e olacak sekilde 3 b~! € H vardur.
kosullar1 saglantyorsa (H,¢) cebirsel yapisina grup denir (Callialp, 2013).
Tanim 2.2. (H,e) bir grup olsun. Her f;,f, € H i¢in f; ¢ f, = f, o f; oluyorsa H grubuna
degismeli grup veya Abel grubu denir (Callialp, 2013).
Tanim 2.3. K # @ bir kiime, " + " ve " - ", K tlizerinde ikili islemler olmak tizere
i) (K,+) bir degismeli grup,
i) Her py,p2,p3 € K iginpy - (p2*p3) = (p1°P2) " b3,

iii) Her py,p2,p3 €E K igin py - (p2 +p3) =p1 P2 +P1-P3ve (P1 +P2) D3 =p1°P3 +
pz .p3a

kosullar1 saglaniyorsa (K, +,") cebirsel yapisina bir halka denir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.4. (K, +,") bir halka olsun. K halkasinin " + " iglemine gore birimine halkanin sifirt

denir ve 0 ile gosterilir. K halkasi islemine gore birim elemana sahipse (K, +,") halkasina

birimli halka denir ve halkanin birimi 1 ile gosterilir (Hungerford, 1973).
Eleman sayis1 sonlu olan halkaya sonlu halka denir ve K sonlu bir halka olmak tizere K

halkasinin eleman sayisi |K| ile gosterilir.

Tanim 2.5. K birimli bir halka olsun. K halkasinda tersi mevcut elemanlara birimsel eleman

denir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.6. (K, +,") bir halka olsun. Her py,p, € K i¢in p; - p, = p, * p; oluyorsa (K, +,")
halkasina degismeli halka denir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.7. K bir halka, L € K olsun. L, K daki islemlere gore bir halka ise L ye K nin bir alt
halkas1 denir (Callialp, 1995).



Tanim 2.8. K nin sifirdan farkli m ve n elemanlari i¢in mn = 0 oluyorsa, m ve n ye K nin
sifir bolenleri denir. Eger her m,n € K i¢gin ve mn =0 iken m =0 veyan=0ise K ya

sifir bolensiz halka denir (Callialp, 1995).

Teorem 2.9. Z,, halkasinin sifir bolenleri n ile aralarinda asal olmayan elemanlardir (Calhalp,

1995).

Tamim 2.10. K bir halka ve @ # I < K olsun.

1) Her py,p, €l igcinp; —p, €1 ve
1) Herp; €l vehert € Kicintp; €1 (pit €1)

kosullar1 saglaniyorsa I ya K nin bir sol (sag) ideali denir (Hungerford, 1973).

Hem sol, hem de sag ideale iki tarafl1 ideal veya kisaca ideal denir. {0} ve K ideallerine
K halkasinin agikar idealleri denir. K halkasinin bu ideallerden farkli ideallerine de 6z

1dealleri denir.

Tanim 2.11. D, K halkasinin bir alt kiimesi olsun. K nin D kiimesini kapsayan biitiin
ideallerinin arakesitine D kiimesinin {irettigi ideal denir ve < D > ile gosterilir. D = {d} tek
elemanli bir kiime ise D nin iirettigi ideale temel ideal denir ve < d > ile gosterilir

(Hungerford, 1973).

Tanim 2.12. K bir halka olmak {izere her t € K i¢in nt = 0 esitligini saglayan en kiiciik
pozitif n tam sayisina K halkasinin karakteristigi denir. Boyle bir n tam sayis1 yoksa halkanin

karakteristigi sifirdir denir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.13. K degismeli, birimli bir halka ve M de K nin < 1 > den farkl bir ideali olmak
iizere K halkasininn M idealini kapsayan M ve K dan baska hi¢bir ideali yoksa, M idealine K
halkasinin bir maksimal ideali denir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.14. Tek bir maksimal ideali olan halkaya lokal (yerel) halka denir. Birden fazla

maksimal ideali olan halkaya ise yar1 lokal (semi local) halka denir (Jitman vd, 2012).

Tanim 2.15. K birimli, degismeli ve sonlu bir halka olsun. j € I = {0,1,2,...,e — 1} ve B;, K

halkasinin idealleri olmak tUzere



<0>=BOQ31;BZ;"';Be_1§<1>=K
oluyorsa K halkasina sonlu zincir halkasi denir (Jitman vd, 2012).

Tanim 2.16. T bir halka, x bir bilinmeyen ve by, by, ..., by, ler T nin elemanlar1 olmak {izere
{by + bix + -+ +b,x™} seklindeki bir ifadeye T den katsayili tiim polinomlarin kiimesi denir
ve T[x] ile gosterilir (Hungerford, 1973).

Onerme 2.17. T bir halka ise T[x] de bir halkadir (Hungerford, 1973).

Onerme 2.18. S bir cisim ve s(x) € S[x], der(s(x)) > 1 olsun. < s(x) >= s(x)S[x] temel
ideali i¢in S[x]/< s(x) > boliim halkasinin tam temsilciler sistemi der(t(x)) < der(s(x))

olan t(x) € S[x] polinomlar seklinde alinabilir (Callialp, 1995).

Tanim 2.19. T bir halka ve (M, +) degismeli grup olmak {izere her t; € T ve her my € M igin
h:TXM->M
h(ty, my) = tymy

seklinde gosterilen ve asagidaki Ozellikleri saglayan bir h fonksiyonu varsa M degismeli

grubuna bir sol T-modiil denir. Her ¢4,t, € T ve her my, m, € M i¢in
i) t;(m; + my) = tymy + tym,,
ii) (ty + t)my = tymy + tymy,
iii) (t1tm)my = t1(t,my).
Ayni sekilde sag T-modiil tanim1 da tanimlanabilir. T degismeli bir halka ise M ye T-

modiil denir (Tasc1, 2007).

Tanim 2.20. M bir T- modiil ve B € M olmak tizere B, M ve T deki islemlere gore bir T-
modiil ise B ye M nin bir sol alt modiilii denir (Tasc1, 2007).

Teorem 2.21. M bir T-modiil ve B € M olmak iizere B nin alt modiil olmasi i¢in gerek ve
yeter sart her by, b, € B i¢in b; — b, € B ve her t; € T, her b; € B igin t;b; € B olmasidir
(Tasc1, 2007).



Tanim 2.22. M bir sol T-modill ve i=1,2,...,n olmak flizere x; E M olsun. D =

{x1, %2, ..., x,,} kiimesi,

1) D kiimesi M yi gerer. Yani her x € M i¢in x = byx, + -+ + b, x,, olacak sekilde
by, by, ..., b, € T vardur.

i1) D kiimesi lineer bagimsizdir. Yani her by, by, ..., b, € T i¢in bx; + byx, + -+

b,x, = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul b; = b, = +-- = b,, = 0 olmasidir.
kosullarii sagliyorsa D kiimesine sol T- modiil M i¢in bir baz denir (Tasc1, 2007).

Tanim 2.23. (T, +,-) birimli ve degismeli bir halka olsun. T — {0} = T* olmak tizere (T*,") bir
grup ise T halkasina cisim denir (Callialp, 2013).

Tanim 2.24. Bir cismin elemanlari sonlu ise bu cisme sonlu cisim denir (Roman, 1992).

Teorem 2.25. 1 < q € Z olmak iizere q elemanl bir cismin var olmasi i¢in gerek ve yeter sart

q sayisinin bir asalin kuvvveti seklinde yazilmasidir (Roman, 1992).

Tanim 2.26. p bir asal say1, n € N olmak iizere ¢ = p" elemanli cisme Galois cismi denir ve
GF(q) (veya [, ) seklinde gosterilir (Roman, 1992).
Tanim 2.27: (V,D) degismeli bir grup, (S, +,.) bir cisim olmak iizere

O:SxV -V

(ay,v1) 2 a; Oy

dis islemi asagidaki ozellikleri sagliyorsa, V ye (S,+,.) cismi iizerinde vektor uzayi denir

(Callalp ve Kuruoglu, 1996).
i) Hera, € Sveherv,,v, € Vigina; © (v B vy) = (a; O vy) B (a; © vy) dir.
ii) Heraq,a, € Svehervy € Vigin (a; +a;) O vy = (a; © ) D (a; © vy) dir.
iii) Her a;,a; € S ve her v; € Vigin (ay.a;) O vy = a1 © (a, O v;) dir.
iv) 1€Sveherv; €Vicinl © vy = v, dir.

Tanim 2.28. V bir vektor uzay1 ve @ # V; € V alt kiimesi olsun. V;, V deki islemlere gore bir

vektor uzay1 ise V; e V vektor uzaymin bir alt uzay: denir (Callialp ve Kuruoglu, 1996).



Teorem 2.29. V, S cismi lizerinde bir vektdr uzay olsun. @ # V; € V kiimesinin V nin bir alt
uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart her vy, v, € V; ve her [,1, € S i¢in ([; O v) D ([, ©
v,) € V; olmasidir (Callialp ve Kuruoglu, 1996).

Tanim 2.30. V, S cismi iizerinde bir vektor uzayr ve vy, vy, ..., v,, V nin farkli vektorleri
olsun. Eger a vy + ayv, + -+ a,v, =0 iken ¢y =a, = =a, =0 ise v,V ..., 0,
vektorleri lineer bagimsizdir, aksi halde bu vektorler lineer bagimlidir denir (Ling ve Xing,

2004).

Tanim 2.31. V, § cisminde bir vektdr uzayr ve vy, v,,...,v, €V olsun. Her v €V i¢in
v =a,v; + apv, + - + ay v, olacak sekilde ay, ay ..., a, € S varsa vy, v, ..., v, vektorleri

V yi iiretiyor (geriyor) denir (Ling ve Xing, 2004).

Tanim 2.32. V, S cismi lizerinde bir vektér uzayi ve v;,v,,..,v, €V olmak flizere
V1,V ..., U, vektorleri lineer bagimsiz ve V vektor uzayini geriyorsa {vq, vy, ..., v, } kilmesine
V' nin bir taban1 (baz1) denir. V nin tabanindaki eleman sayisina V nin boyutu denir ve boy (V)
ile gosterilir (Ling ve Xing, 2004).

Tanim 2.33. F = {f3, f2, ..., fq}, q elemanl1 kiime olsun.

1) Her j€{1,2,..,n} i¢in v; €F olmak iizere v = v,V,V; ..V, elemanmna F
tizerinde tanimli n uzunlugunda bir g-ary (g-lu) sozciik denir. Ayni zamanda v,

v = (v, V5, V3, ..., V) seklinde bir vektor olarak diisiiniilebilir.
i1) @ # C € F™ kiimesine, F iizerinde tanimli n uzunlugunda bir g-lu blok kod denir.
1i1) C kodundaki her bir elemana kod s6zciigii denir.
iv) C kodunun eleman sayisi |C| ile gosterilir.

V) @ # C C F™ kimesinin M tane eleman1 varsa C koduna n uzunlugunda M

elemanli bir kod denir ve (n, M) parametreleri ile gosterilir.
Vi) F kiimesine kod alfabesi ve F nin elemanlarina da kod sembolleri denir (Ling ve
Xing, 2004).
Tanim 2.34. T sonlu bir halka ve n € Z* olmak iizere

T = {(vl,vz, ey Up) v, €T,j=12, ...,n}



T-modiiliiniin M elemanli bir C T-alt modiiliine, n uzunlugunda ve M elemanli bir lineer kod
denir. Kodun elemanlarina kod sdzciigii, T™ nin elemanlarina da sozciik denir (Huffman ve

Pless, 2003).

Tamim 2.35. Fg = {a = (1 . 5) s T EF,I=12, ...,n} kiimesi [F tizerinde n boyutlu
bir vektdr uzay1 olmak iizere, IFg nin her C alt uzaymna lineer kod denir. C nin boyutu k ise C
ye [F, da bir lineer [n, k]-kod ya da kisaca [n, k]-kod denir (Hill, 1986).
Tanim 2.36. Her a = (ay, a3, ..., a,),b = (by, by, ..., by,) € Fg icin
d :F?x F" - NU {0}
(a,0) » d(a,b) = [{i: a; # b}

seklinde tanimlanan doniisiime Hamming uzakligi denir (Huffman ve Pless, 2003).

Onerme 2.37. Hamming uzaklig1
i) Vst€Fyicind(s,t) 20, d(s,t) =0=s=t
ii) Vs t€TFy icind(s,t) =d(t,s)
iii) V5,1, u € Fy icin d(s,t) < d(s,u) +d(,1)
ozelliklerini saglayan bir metriktir (Hill, 1986).
Tanim 2.38. Bir € kodunun minimum uzaklig1

d =d(C) =min{d(s,1) : s+t st€C)

bi¢ciminde tanimlanir. n uzunlugunda, M elemanli ve minimum uzaklig1 d olan bir C koduna

(n, M, d)-kod denir (Hill, 1986).
C [n, k]-kodunun d minimum uzaklig1 da kullanilirsa [n, k, d]-kod seklinde gosterilir.

Bir C [n, k, d]-kodunun eleman sayis1 g* dir.
Not 2.39. C, bir [n, k, d]-kod ise C, bir g-ary (n, g*, d)-koddur.

C, bir g-ary (n, g%, d)-kod ise C, bir [n, k, d]-kod olmayabilir.
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Tamm 2.40. r, Fg vektér uzaymin herhangi bir elemani olsun. r nin sifirdan farkh

bilegenlerinin sayisina r elemaninin Hamming agirligi denir. w(r) ya da wy () ile gosterilir
(Hill, 1986).
Bir C kodunun sifirdan farkli tiim kod sozciiklerinin agirliklarinin en kiigiigline C

kodunun minimum Hamming agirligi denir ve w(C) ya da wy(C) ile gosterilir.

Lemma 2.41. 5,1 € Fj* vektor uzayinmn herhangi iki elemani olmak tizere
d(s,t) =w(s—1)
dir (Hill, 1990).
Ispat: a = (ay,0a,,...,0,),b = (by,by, ...,0,) ve d(a,b) =n —j olsun. Bu durumda a ve b
vektorlerinin j adet koordinat1 ortaktir. Dolayisiyla a — b vektoriinde ortak olan koordinatlar

sifir ve diger biitiin koordinatlar sifirdan farkli olacaktir. Bu da w(a —b) = n — j oldugunu

gosterir. Sonug olarak d(a,b) = w(a — b) esitligi elde edilir.

Teorem 2.42. Bir C lineer kodunun minimum agirligt ile minimum uzakhig esittir (Hill,

1990).

Ispat: Bir C lineer kodunun minimum agirhgit w(C) ve minimum uzakhg d(C) ile
gosterilsin. Buna gore 3 a,b € C i¢in d(C) = d(a,b) dir. Lemma 2.41 den d(C) = w(a —b)
ve ayni zamanda a —b € C oldugundan w(a —b) = w(C) elde edilir. Yani d(C) = w(C)
olur. Diger yandan 3 a € C i¢in w(C) = w(a) = d(a,0) = d(C) elde edilir. Dolayisiyla
d(C) = w(C) ve w(C) = d(C) oldugundan d(C) = w(C) dir.

Ornek 2.43. ¢ = {(0,1,2,1),(1,0,2,2),(1,2,0,1)}, F3 iizerinde lineer olmayan bir kod olmak

lizere
d((0,1,2,1),(1,0,2,2)) = 3
d((0,1,2,1),(1,2,0,1)) = 3
d((1,0,2,2),(1,2,0,1)) = 3

dir. d(C) = min{d(s,t) : s #1t, st € C} oldugundan d = 3 dir. O halde C kodu (4,3,3)-
koddur.

Tamm 2.44. C, F, ilizerinde bir [n,k]-kod olsun. Satirlari C lineer kodununun taban

elemanlarindan olusan k X n mertebeli matrise C kodunun iirete¢ matrisi denir ve G ile
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gosterilir. G, I, k X k mertebeli birim matris, A, k X (n — k) mertebeli bir matris olmak
tizere (I | A) seklinde diizenlenirse (I | A) matrisine G matrisinin standart formu denir (Hill,
1986).
Ornek 2.45. T, iizerinde

¢ = {(0,0,0,0,0),(0,0,1,1,1),(1,1,0,0,1),(1,1,1,1,0)}
lineer kodunun bir tabani

$=1{0,0,1,1,1),(1,1,1,1,0)}

11110

] matrisi, C kodunun iirete¢ matrisidir. C kodu [, iizerinde bir
001111545

oldugu i¢in G =

[5,2,3]-koddur.

Teorem 2.46. C, minimum uzaklig1 d olan bir kod olmak tizere
i) d =k + 1ise C kodu k tane hatayi belirler.
ii) d = 2t + 11ise C kodu t tane hatay1 diizeltir (Hill, 1986).

Sonug 2.47. Minimum uzaklig1 d olan bir C kodu herhangi bir kod sozciiglinde d — 1 tane

hatayi belirler ya da [%J tane hatayi diizeltir (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.48. C ve D, k X n lik matrisler olmak tizere C matrisine
i) Satirlarin yer degisimi
ii) Satirin bir sifirdan farkli bir skaler ile carpimi
iii) Satirin bir skalerle ¢arpiminin bir diger satir {izerine toplami1
iv) Siitunlarin yer degisimi
v) Siitunun sifirdan farkli bir skaler ile ¢carpimi
ifadelerinden en az biri uygulanarak D matrisi elde ediliyorsa, C ve D,F, da denk [n, k]-
kodlar tiretir (Hill, 1986).
Tanim 2.49. Her vy = (91,92, ..., 9n), 3 = (1,32, --,3x) € Fy elemanlari igin

. :IngIFg—ﬂFq

(1,3) P 9.3 =113; + -+ Dp3n
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sekildeki dontigiime bir i¢ carpim denir. Eger y.3 = 0 ise y ve 3 birbirine diktir denir (Hill,
1986).

Tamim 2.50. C, F, iizerinde bir [n, k]-kod olmak {izere
ct={peFl:93=0 V3€C}

kiimesine C kodunun duali denir. €+ = C ise C koduna self-dual kod, € € C* ise C koduna

self-ortogonal kod denir (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.51. C, FF, iizerinde bir [n, k]-kod olmak {izere
i) IC| = q*,
ii) C* de bir lineer koddur ve boy(C)+boy(C*)= n,
i)  (EHr=c

dir (Ling ve Xing, 2004).

Teorem 2.52. C, [, iizerinde bir [n, k]-kod,

811 812 - gln'l
|g21 822 - g2n|

G =| :
L;m k2 - gknJ

C kodunun iirete¢ matrisi ve 1y = (91,13, ...,9,) € Fy olsun. y € C1 olmasi igin gerek ve

kxn

yeter sart [D1 Dy ... D l1xnGixx = 0 olmasidir (Hill, 1986).

Onerme 2.53. C, FF, iizerinde bir [n, k]-kod ise C L de [F, iizerinde bir [n,n — k]-koddur (Hill,
1986).

Tanim 2.54. C bir [n, k]-kod olsun. C* nin iirete¢ matrisine € kodunun kontrol (parity-check)

matrisi denir ve H ile gosterilir (Hill, 1986).

Teorem 2.55. C, [, iizerinde bir [n, k]-kod olmak iizere G ve H, C kodunun sirastyla iireteg

ve kontrol matrisleri ise GHT = 0 dir (Hill, 1986).
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Not 2.56. H, C kodunun kontrol matrisi olmak tizere

C ={(1,92, -, 9n) € FG : [91 9, ..9,]H" = 0}
seklinde de ifade edilir (Hill, 1986).
Teorem 2.57. C bir lineer kod ve H, C kodunun kontrol matrisi olmak iizere

1) d(C) = d olmast i¢in gerek ve yeter sart H matrisinin herhangi d — 1 siitunu

lineer bagimsiz olmasidir.

1) d(C) < d olmasi igin gerek ve yeter sart H matrisinin herhangi d siitunu lineer
bagimli olmasidir.

1) d(C) = d olmasi i¢in gerek ve yeter sart H matrisinin herhangi d — 1 siitunu
lineer bagimsiz ve en az d tane siitunu lineer bagimli olmasidir (Ling ve Xing,

2004).

Teorem 2.58. C bir [n, k]-kod olmak lizere C nin iirete¢ matrisinin standart formu G =

(I | A) ise C kodunun kontrol matrisi H = (—AT | I,,_) dir (Hill, 1986).

Ornek 2.59. T, iizerinde bir € [7,4,3]-kodunun iirete¢ matrisi

O R R, R
R RO
o oOoR
oo oR
COoORR
O = OK
_ O R

olmak tizere C kodunun iirete¢ matrisinin standart formu

G' =

o oOR
SO RO

- oo
_ o oo
O R R
[ Y
_ O R

0 0

dir. Bu durumda C kodunun kontrol matrisi
111 01 0 O
H=|0 1 1 1 0 1 0
11 0 1 0 0 1
seklindedir.

Tanim 2.60. C bir [n, k]-kod ve G, C kodunun iirete¢ matrisi olsun. Bir u € IFS mesaji uG = v

olmak tizere v € C olarak kodlanir. Bu kodlamaya u mesaj vektoriiniin v kod sozciigii olarak

14



kodlanmasi denir. Buradaki u, u vektoriiniin bilesenlerinden olusan satir matrisidir (Hill,

1986).

Ornek 2.61. C, F, iizerinde bir [7,4]-kod ve C kodunun iirete¢ matrisi

oo OR
co RO
SO = OO
= O OO0
O R R
o Y
_ O R

olsun. Bir u = (1,1,1,0) € F3 mesaji uG = [1110100] oldugundan (1,1,1,0,1,0,0) olarak

kodlanir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde bazi sonlu ve degismeli halkalar {izerinde MacDonald kodlarla ilgili yapilan

caligmalar verilmistir. Torsion kod kavrami tanitilarak agirlik dagilimlari incelenmistir.

3.1. F, + uF, Halkasi Uzerindeki MacDonald Kodlar

F,[u]l/(u?)y = {ay+ua, +(u?)|ay, a; € F,} halkast icin u?=0 olmasi
durumunda ay +ua; +(0) = {ay+ua; +0.b|ay, a, € Fy, b € Fy[u] } = {ag +ua,}

olacagindan

Fplul/(u?) = {{ao + ua,} | Qp, a1 € ]Fz}

bulunur. R = F, + uFF, = {ay + ua, | ay, a; € F,} de bir halkadir (Al-Ashker, 2005).

Teorem 3.1.1. u? =0, R =F, + uF, ={0,1,u,1 + u} olmak iizere asagidaki toplama ve

carpma islemlerine gore 4 elemanli degismeli bir halkadir (Al-Ashker, 2005).

Cizelge 3.1. F, + ulF, halkasinin toplam ve carpim tablosu

+ 0 1 u 14+u

0 0 1 u 1+u

1 1 0 1+u u

u u 1+u 0

1+u 1+u u 1 0
0 1 u 1+u

0 0 0 0 0

1 0 1 u 1+u

u 0 u u

1+u 0 1+u u

Teorem 3.1.2.
h: ]Fz + u]FZ _— ]Fz [u]/<u2>
Ho + uby — h(bo +uby) = {ho + ub,}
doniisiimii bir izomorfizmadir (Al-Ashker, 2005).

16



Ispat: Tamimlanan h déniisiimii kapali ve iyi tanimlidur.
(1
V3 =by +ury, 3, =bh, +ur, ER icin
h(3:1) = h(32)
= {h; + ury} = {h, + ur,}
> {h;—hy+ulry —1)}=0
=>bh—br=1r;—-1,=0
= b =bhrr; =1,
=31 =32
elde edilir. O halde h bire birdir.

(2)
h bire bir ve |R| = |F,[u]/{u?)| = 22 = 4 oldugundan h &rtendir.

(3)

hG1+32) = h(by + bz +ulty +15))
={b1 + b2 +u +12)}
= {b1 +urs} + {by + ury}
= h@31) + h(G2)

h(132) = h(B1b2 + usr; +11h,))

= {B1b2 + u(hyrz +1192)}

h(31)h(32) = {b1 + ur; Hh, + ury}

= {B1b2 + u(hyrz +1192)}

= h(3132)

bu durumda h homomorfizmadir.

h, 1-1, 6rten ve homomorfizma oldugundan bir izomorfizmadir. Bu durumda
F, + ulF, = Fp[u]/(u?)

yazilir.
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Tanim 3.1.3. & kod sozciigiiniin Lee agirligi,

0o ¢
w (5) =41 S
S

0
l ya daé =1+u
2 u

olmak tizere
wiO=Y W&

seklinde tanimlanir (Al-Ashker, 2005).

Tanim 3.1.4. & kod sozciigiiniin Euclidean agirhigs,

0 & =0
wi (&) =41 &=1ya daé =1+u
4 & =u

olmak iizere

wo(6) = (&)

seklinde tanimlanir (Al-Ashker, 2005).

Teorem 3.1.5. & ve ¢ € R" olmak lizere £ ve ¢ arasindaki Lee uzaklig
4,(.6)=m(E-8) =D m (& )

dir (Betsumiya ve Harada, 2004).

Tanim 3.1.6. C kodunun minimum Lee uzaklig1 ve minimum Euclidean uzaklig: sirasiyla

d, =d,(C)=min{d, (u,v):u#vu,veC}
d,=d, (C)=min{d, (u,v):u #vu,veC}

seklinde tanimlanir (Al-Ashker, 2005).
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Teorem 3.1.7. Bir lineer kodun minimum uzaklig1 ve minimum agirlig esittir (Roman, 1992).

Tanim 3.1.8. x ve y [F, nin herhangi iki eleman1 olmak {izere

¢:F, + uF, ——— T2
x+uy— px+uy)= (y,x+y)

seklinde tanimlanan ¢ doniistimiine Gray doniistimii denir. Bu dontisim (F, + ulF,)" den

F2" e genellestirilebilir (Al-Ashker, 2005).

Teorem 3.1.9. ¢: ((F, + uF,)", d;) — (F5",dy) seklinde tamimlanan Gray doniisiimii
uzaklik koruyan bir doniisiimdiir (Al-Ashker, 2005).

Ispat: ¥ uy,u, € (F, + uF,)" olsun. Bu durumda
Py —uz) = puy) — p(uz)
dir.
dy (ug,15) = wy (ug — 1p)
= wy(p(u; —up))
= wy(p Q) — ()
= dy (¢ 1), $(uy))

esitligi elde edilir. O halde ¢ uzaklik koruyan bir doniisiimdiir.

Boylece, C = (n,4%12%2,d,), F, 4+ uF, iizerinde bir lineer kod olmak iizere ¢(C), F,
tizerinde bir [2n, 2k; + k,, dy]-koddur.

Teorem 3.1.10. C, F, + ulF, iizerindeki bir kod olsun. Ave B, F, + ulF, iizerinde, D F,

iizerinde alinan matrisler olmak tizere, C kodu

L, A B
0 wul, uD

matrisi ile tiretilen bir koda denktir (Dougherty vd, 1999).
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3.1.1. F, + ulF, halkasindaki MacDonald kodun 6zellikleri
a tipi Simplex S§ kodu, v =1+ u alindiginda G{ =[0 1 u v] ve k>2igin

0.0 1.1 wu..uv.v

Gﬂ‘ = [od [od o o
Gk—1 Gk—1 Gk—1 Gk—l

kx22k

olmak tizere Gy lirete¢ matrisiyle iiretilen bir lineer koddur.

Tanim 3.1.1.1. [L\M] matrisi, L matrisinden M matrisinin siitunlarmin silinmesiyle elde
edilen matristir (Al-Ashker, 2005).
Tanim 3.1.1.2. 1 <t < k — 1 olmak iizere Gy matrisinden G¢' matrisinin siitunlarmnin ve

(k —t) x 22" mertebeli 0 matrisinin silinmesiyle olusturulan matrise G, iirete¢ matrisi denir.

Bu matris Gy, = [Gﬂ‘ \ %] seklindedir (Al-Ashker, 2005).
t

Tanim 3.1.1.3. o tipi Sy Simplex kodun Gy iirete¢ matrisiyle olusturulan Gy . iireteg matrisine
sahip koda o tipi MacDonald kod denir. Bu kod My ile gosterilir. Mg,, n = 2%k — 2%
uzunluguna sahip bir koddur (Al-Ashker, 2005).

Tanim 3.1.1.4. 1 < j < n olmak iizere C kodunda Hamming ve Lee agirlig1 j olan kod

sozciiklerinin sayist sirastyla Ag(j), Ay, (j) ile gosterilsin.
{AH (0)7 AH (1)9 cees AH (n)}a

{AL0), AL (), ..., Ap(n)}

ifadelerine sirastyla € kodunun Hamming ve Lee agirlik dagilimi denir (Al-Ashker, 2005).

Tanim 3.1.1.5. C, R lizerinde bir kod olmak iizere,
C,={x€eF}: ux €C}

kiimesine C kodunun Torsion kodu,
C,={x€eF}: IyeF}: x+uy €C}

kiimesine € kodunun Rezidii kodu denir (Al-Ashker, 2005).

Lemma 3.1.1.6. My, kodunun Torsion kodu [F, + ufF, lizerinde tanimli bir lineer
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[2%.2% k, 2%'-2%!-koddur (Al-Ashker, 2005). Bu kodun agirlik dagilimlari asagidaki
gibidir:

Ay (0) =1
AH (22k—1 _ 22t—1) — 2k—t(2t _ 1)
AH (22k—1) — 2k—t -1

Ispat: Mg nin Torsion kodu u. G matrisinde u elemanlarmin yerine 1 yazilarak elde edilir.
k ve t ye bagl tiimevarim ile ispatlanir.

2k-1 2k-2
2 2

Mg nin ilk k-t satirmdaki birimsellerin adedi ve birimsel olmayanlar1 adedi

2k-1_A2t-1
2772

dir. Son t satirdaki birimsellerin adedi ve birimsel olmayanlarin adedi 222222 dir,

Lemma 3.1.1.7. c € Mﬁ‘lt ,¢ # 0 olsun. ¢ nin en az bir bileseni birimsel ise bu durumda 3 tip

kod s6zciigii vardir (Al-Ashker, 2005).

Lw;(c) + wy(c) = 2251 — 2201 ve wy(c) = wy,(c) = 22K-2 — 22t=2
IL.wy(€) + wy(c) = 2251 ve wy(c) = 22K-2 — 22ty (¢) = 22k-
HL.wi(c) + w,(c) = 2251 ve wy(c) = wy(c) = 22%k-2 — p2t-1

aksi taktirde

Lwy(c) = wy(c) = 22k-1 _ p2t-1

I.wy(c) =221 =22t ve w,(c) =221

dir.

Teorem 3.1.1.8. M, kodunun Hamming ve Lee agirlik dagilimlar asagidaki gibidir (Al-
Ashker, 2005):
Ay (0)=1

AH (221(—1 _ 22t—1) — zk—t(zt _ 1)
AH (221(—1) — (Zk—t _ 1)
AH (3 22k—2) — 2k—t(2k—t _ 1)
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Ay (3.(2262 = 222)) = 2262t - 1)

Ay (3.2%k72 —22t71) = pk=t(pt — 1)(2k"t— 1)
AL(0) =1

Ap (22K — 22Y) = 22k-2t(22t — 1)

AL (221() — (22(k—t) _ 1)
Ispat: Mi, kodunun sifirdan farkli kod sdzciiklerinin Hamming agirligr ya 22K~1 — 22¢71,

221 3,(22k"2 = 22t72) 3 22k"2 vy da 3.22K72 — 2201 ve Lee agirhigi ya 22K — 22t ya
da 22K dir.

Sonug 3.1.1.9. M, nin Gray déniisiimii altindaki goriintiisii 22X — 22¢ ve 22X agirliklarina

sahip F, iizerinde [22K+1 — 22t+1 22k 22k _ 22t] koddur (Al-Ashker, 2005).
3.2. F, + uF, + u?F, Halkasi Uzerinde Tanimh MacDonald Kodlar

F,ul/(u3) = {ag + ua; + ua, + (u3) : ay,a,,a, € F,}
halkas1 i¢in u®> = 0 olmasi durumunda
ap + ua, + u?a, + (0) = {ay + ua, + u?a, + 0b : ay,a,,a, € Fy, b € F,[ul}
= {ag + ua; + vay}
olacagindan
Fa[ul/(u®) = {{ao + ua; + u?ay} : ag, as,a, € Fy}
bulunur.
R, = F, + uF, + u?F, = {{ay + ua; + u?a,} : ag, a;,a, € F,}

kiimesi de bir halkadir (Al-Ashker, 2010).

Teorem 3.2.1. f: F, + uF, + u?F, — F,[u]/(u3)

ap +ua, + u?a, — f(ay+ua, + u?a,) = {a, + ua, + u?a,}
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doniistimii bir izomorfizmadir (Al-Ashker, 2010).

Ispat: Tammlanan f déniisiimii kapali ve iyi tanimlidir.

(1)

Vy, =agt +ua,t +ula,, v, = ag? + ua ? +uta,” € R, icin
f) =F(2)

= {ao! +uay! + ula, )} = {aoz + ua? + uzazz}

= {a§ — ao® +u(aj — a;?) +u?(az —a,*)} =0
Sai—a’l=al—a?=al—a,>=0

= ap = ap’,a1 = a,%,a3 = ay”,

=Y1=)2

elde edilir. O halde f bire birdir.

(2)
f bire bir ve |R,| = |F,[u]/(u3)| = 23 = 8 oldugundan f értendir.

(3)

fOnr+y2) = flag + ao® +ulai + a;®) + u*(az + a;?))
={aj + ap? + u(a} + a,?) + u?(a; + a,?)}
= {ap! + ua,! + uzazl} + {aoz + ua? + uzazz}
=fO0+f(2)

aplag? + a;tay? + ayra? +u(agtas? + atag? + aytay?) +)
u?(apta,? + ata® + aytay?)

f1y2) = f(

_ {a01a02 + a;tay? + ayta? + u(agtas® + atag? + atay?) +}
u?(aptay? + a,ta? + aytay?)

1 2
fFOf) = {apt + ua,* + u?a, }{aoz + ua,? + ua, }

_ {aolaoz + a;ta,? + ayta? + u(agtas® + atag? + atay?) +}
u?(apta,? + ata,? + a,tay?)

= f(y1y2)
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bu durumda f homomorfizmadir.

f, 1-1, 6rten ve homomorfizma oldugundan bir izomorfizmadir. Bu durumda
F, + uF, + u?F, := F,[u]/(u3)
yazilir (Al-Ashker, 2010).
R, = F, + uFF, + u?F, halkas karakteristigi 2 olan, sekiz elemanl sonlu degismeli bir

halkadir. R, halkasinin maksimal ideali uR, = {0,u,u?, uv} dir (Al-Ashker, 2010).

Tanim 3.2.2. ¢ € R, nin Lee agirhigy,

0, =0

1, ¢=1ya da¢c=v’
w,(6) =12, ¢=u ya da ¢ =uv

3, c=vyadac=V

4, c=u’

seklindedir (Sadek vd, 2002).

Tanim 3.2.3.  Herm + un + u®p € R, i¢in

Og.:R, ————— F}

m+un+ulp— O(m+un+u’p)= (pm+p,n+pm+n+p)

seklinde tanimlanan 8 doniisiimiine genellestirilmis Gray doniistimii denir (Al-Ashker, 2010).

Teorem 3.2.4. 65,: ((R,"), dg) — (F2™,dy) seklinde tammlanan Gray doniisiimii uzaklik
koruyan bir doniisiimdiir. Boylece C = (n,8%04%12k2 d,) R, lizerinde bir lineer kod olmak

tizere 0, (C), F, Uizerinde [4n, 3k, + 2k, + k,, d; ]-koddur (Al-Ashker, 2010).

Tanim 3.2.5. ¢ € R, kod sdzctigiiniin Genellestirilmis Lee agirligi,

0, t=0
W, (1) =12, t #u’
4, t=u’

seklindedir (Al-Ashker, 2010).
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Lemma 3.2.6. C, R, lizerindeki bir kod olsun. B;; binary matris i > 0 olmak iizere, C kodu

Iy, Bo1 By Bos
G=10 ul, uBy;  uBg;3
0 0 uly, u’By

matrisi ile iiretilen bir koda denktir (Al-Ashker, 2010).

3.2.1. F, + uF, + u?F, halkasindaki MacDonald kodun ozellikleri

a tipi simpleks Sy kodu, v = 1 + u alindiginda
=00 1u v=14+u u? v2=1+4+u? V3 =1+u+u? w=u+u?l

ve k>2icin

0.0 1.1 w.u .. v3. . v3

[0 A
Gk =lee, 6X, GX, .. G¥,

kx23k

olmak tizere Gy matrisiyle tiretilen bir lineer koddur. (Al-Ashker, 2010)

Tanim 3.2.1.1. (M\N) matrisi, M matrisinden N matrisinin siitunlarmin silinmesiyle elde

edilen matristir (Al-Ashker, 2010).
Tanim 3.2.1.2. 1 < t < k — 1 olmak tizere Gy matrisinden G matrisinin siitunlarinin ve

(k —t) x 23% mertebeli 0 matrisinin silinmesiyle olusturulan matrise Gy matrisi denir. Bu

matris

0
Glo((,t = (Gg \ G_g()
seklindedir (Al-Ashker, 2010).

Tamm 3.2.1.3. a tipi Si Simplex kodun Gy iirete¢ matrisinden olusturulan Gy, iireteg
matrisine sahip koda a tipi MacDonald kod denir. Bu kod My ile gosterilir. My, n = 23k —

23t uzunluguna sahip bir koddur (Al-Ashker, 2010).

Tanim 3.2.1.4. 1 < t < n olmak ilizere C kodunda Hamming ve Lee agirlig1 t olan kod

sozcliklerinin sayisi sirastyla Ay(t), Ar(t) ile gosterilsin.
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{An(0), Au(1), ..., Au(n)},

{AL(0), AL(D), ..., Ar(n)}

ifadelerine sirastyla € kodunun Hamming ve Lee agirlik dagilimi denir (Al-Ashker, 2010).
Tanim 3.2.1.5. C, R, lizerinde bir kod olmak {izere,

C’i={v|uivEC’}

kiimesine C nin Torsion kodu denir (Dougherty ve Park, 2007).

Lemma 3.2.1.6. Mg, kodunun Torsion kodu R, iizerinde bir lineer [2°*-2%, k, 2°'-2°""]-

koddur ve agirlik dagilimlar1 asagidaki gibidir:

Ay (0) =1
AH (231(—1 _ 23t—1) - 2k—t(2t _ 1)
Ay (235 ) =2k1t-1

My ¢ kodunun ilk k-t satirindaki birimsellerin adedi 23! ve birimsel olmayanlarin adedi

3.2°%3 dir. Son t satirdaki birimsellerin adedi 2*°*'-2*"! ve birimsel olmayanlarin adedi 3.(23k'

3.2%%3) dir (Al-Ashker, 2010).

Teorem 3.2.1.7. Mg kodunun Hamming ve Lee agirhk dagilimlan asagidaki gibidir (Al-
Ashker, 2010):

Ay (0) =1

Ay (23%71 —2301) = 2k-1 (2t — 1)

An (271) = (2t - 1)

Ay (3.2%%72) = 2k-t(2kt — 1)

Ay (3.(23¢2 - 25%2)) = 22k¢(2t - 1)

Ay (3.2%k72 —22t71) = pk=t(pt _ 1)(2kt— 1)

AH (7 231(—3) — 22k—t(2k—t _ 1)
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Ay (7_ (23k—3 _ 23t—3)) = 23k-t(t _ 1)

Ay (7.297° = 2271) = 22 - (2 - (2 - 1)

AL(0)=1
AL (23k+1) — 23(k—t) -1

AL (23k+1 _ 23t+1) — 23k—3t(23t _ 1)

AgL(0) =1
AGL (23k+1) — 23(k—t) -1

AGL (23k+1 _ 23t+1) — 23(k—t)(23k _ 1)

3.3 F; + vFF; Halkas1 Uzerinde Tamimh MacDonald Kodlar

Fi[v]/(v?—1)={a+vb+ (v>—1):a,b € F5}

halkas1 i¢in v? = 1 olmas1 durumunda

a+vb+(w?—1)={a+vb+0c: a,b€F;c€ F;[v]}
= {a + vb}

olacagindan

F3[v]/(v? — 1) = {{a + vb} : a, b € F;}

bulunur.

R; = F3; + vF; = {{a+vb} ta,b € IF3}

kiimesi de bir halkadir (Cengellenmis ve Al-Ashker, 2012).

Teorem 3.3.1. f: F3 + vF; — F3[v]/(v? — 1)

a+vb — f(a+ vb) ={a+ vb}
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dontistimii bir izomorfizmadir (Cengellenmis ve Al-Ashker, 2012).

v? =1 ve F; ={0,1,2} olmak iizere R; = F3 + vF; = {0,1,2,v,2v,a=1+v,b =
2+v,c=1+2v,d =2+ 2v} halkas1 9 elemanli sonlu, degismeli bir halkadir. Bu halkanin

{1,2, v, 2v} elemanlar birimseldir. R3 halkasinin 2 tane maksimal ideali vardir. Bu idealler
m =<b>=<v-1>=<v+2>={0,v+2,1+ 2v},
m, =<1+v>={01+v,2+ 2v}

dir (Chapman vd, 2002).

Tanim 3.3.2. &£ € R, iin Lee agirligy,

0, & =0
WL(‘;): 19 é :1,2,\/,2\/
2, E=1+v,24+v,142v,24 2v

seklindedir (Cengellenmis ve Al-Ashker, 2012).

Tanim 3.3.3. ¢, € R, iin Bachoc agirhigi,

0, ¢ =0
wy(s) =11, ¢, =1+v,24v,1+2v,2+2v
3, ¢, =12,v,2v

seklindedir (Chapman vd, 2002).

Tanim 3.3.4. V x + vy € R; i¢in
0:R; ——— T3
x+vy— 0(x+vy)= (x,y)
seklinde tanimlanan ¢ doniisiimiine Gray doniisiimii denir (Cengellenmis ve Al-Ashker,

2012).

Lemma 3.3.5. C, R3 lzerindeki bir kod olsun. A;, B; [F; iizerinde matrisler olmak {iizere, C

kodu

L, 1=v)A4; (1+v)By (14+v)B,+(1—v)4, (A +v)B3+(1-v)4;
G=|0 (1+v), 0 (1+ v)B, 0

0 0 (A =v)l, 0 (1-v)A,
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matrisi ile iiretilen bir koda denktir (Chapman vd, 2002).

3.3.1. R3; = [F3 + vF3 halkasindaki MacDonald kodun ozellikleri
o tipi Simplex S kodu, [3%K, 2k, 6.3%2K72,4.32k"1 2, 32k"1] kod
GY=[0 12 v 2v a b ¢ d

olmak tizere ve k> 2 icin

e [00 L1 22 . d.d

kK — [od [od o [od
Gk—l Gk—l Gk—l Gk—l kx23k

olmak iizere Gy matrisiyle tiretilen bir lineer koddur (Cengellenmis ve Al-Ashker, 2012).

MacDonald kod, Simplex kodun iirete¢ matrisi ile elde edilir.
0
Gl(i(,u = (Gl(z \ G_lolc)

olmak iizere Gy, iireteg matrisi ile olusturulan koda a tipi MacDonald kod denir. Bu kod My,
ile gosterilir. Mg ,, n = 3% — 32 uzunluklu, boyutu 2k, + k; olan bir koddur (Cengellenmis
ve Al-Ashker, 2012).

Tanim 3.3.1.1. C, R, lizerinde bir kod,
H=0+v)H & (1 —-v)H"

olmak iizere

Ht={s:3teK"|(1+v)s+ (1 —v)t € H}

H ={t:3seFR"|(1+v)s+ (1 —v)t € H}

kiimelerine C nin Torsion kodu denir (Cengellenmis ve Al-Ashker, 2012).

Lemma 3.3.1.2. My, kodunun Torsion kodu Rj iizerinde tanimli bir lineer [3%% — 32%, 2k, +

k,, Yk-u6.8.324=2+(2n=2)] koddur ve agirlik dagilhimlar
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Ay (0)=1
Ay (6.32K°2) =3k u_1q
AH (Zf}.;lil 6.8. 32u—2+(2n—2)) — 3k—u(3u _ 1)

seklindedir (Cengellenmis ve Al-Ashker, 2012).

Lemma 3.3.1.3. c € M{i‘,t ,¢ # 0 olmak iizere ¢ nin en az bir bileseni birimsel ise bu durumda

4 tip kod sozciigii vardir (Cengellenmis ve Al-Ashker, 2012).
Lwi(t) = wy(£) = wy (£) = wyy (1) = o () = wy (1) = we(t) = wy(t) = 37472,
wo(t) = 32k — 32U
HL.w; (t) = wy () = wy(£) = Wy (t) = wy (£) = we(2) = 32572,
wq (t) = wq(t) = wo(t) = 32K72 — 32071
HL.wy(t) = wy(t) = wy(t) = Wy () = wa(t) = wy(t) = 3772,
we(t) = wy(t) = w(t) = 322 — 3271

IV.wo () = wi(t) = wa () = wy, () = wyy(t) = wa(t) = wy(t) = we(t) = wy(t) =
321(— _ 32u—2

aksi taktirde
Lw,(t) = wy(t) = 3%2K71 wy(t) = 32k-1 - 32u
H.w.(t) = wp(t) = 32, wy(t) = 3%k~ —32u
1wy (t) = wy(t) = wy(t) = 32k-1 — 32u-1
IV.w (t) = wy(t) = wy(t) = 32k-1 — 32u-1
dir.
Teorem 3.3.1.4. My, kodunun Hamming ve Lee agirlik dagilimlar asagidaki gibidir

(Cengellenmis ve Al-Ashker, 2012):
Ay (0)=1

Ay (8.3%72) =4

Au (63772 +2(3242 — 321)) = 4(3742 - 3)
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Ay (8. (32k—2 _ 32u—2)) _ 3(32k—2 n 3)
AH (2 32k—1) =4

Ay (2_ (32k—1 — 32u- )) — 2(321(—2 . 3)

AL(0)=1

Ap (4372 4 4.2,3%k2) = 32(w) _ 1

AL (4 (321(—2 _ 32u—2) +4.2. (321(—2 _ 32u—2)) — 32k—2 (32u _ 1)
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliimde, u? = u, v? = v,uv = vu = 0 olmak iizere F, + uF, + v[F, sonlu ve degismeli
halkas1 {izerinde bir Gray donilisimii tanimlanarak Hamming, Lee ve Bachoc agirlik
dagilimlan1 elde edilmistir. Son olarak, u? = 0,v% = 0,uv = vu = 0 olmak iizere F, +
ulF, + vF, sonlu ve degismeli halkas1 tanitilarak bu halka iizerinde Gray doniisiimii
tanimlanmistir. Bu halka iizerindeki Simplex kodlarin {irete¢ matrisi yardimiyla MacDonald

kodlar insa edilmis ve Lee agirlik dagilimlar1 parametrelere bagl olarak elde edilmistir.

4.1 F, + uF, + vF, Halkas1 Uzerinde Tamimh MacDonald Kodlar
=u,v? = v,uv = vu = 0 olmak iizere
R, = F, + ulF, + vF,

= F,[u,v]/(u? —u,v?—v,uv) ={a+ub+cv:ab,c €F,}
halkasi karakteristigi 2 olan 8 elemanli sonlu bir halkadir (Dertli vd, 2015).

Teorem 4.1.1: f: F, + ulF, + vF, — F,[u, v]/(u® — u, v* — v, uv)
a, + ua; + va, — f(ay +ua; +va,) = {ay + ua; + va,}

doniistimii bir izomorfizmadir.

Ispat: Tammlanan f déniisiimii kapali ve iyi tanimlidir.
(D Vy, =at +uat +vay! |y, = ag? + uay? + vay? € R, igin
f) =f(y2)
= {ap! + ua,t + va,'} = {ag? + ua? + vay?}
= {aj —ap? +u(ai — a;?) +v(al —a,?)}=0
Sal—a’=al—a;?=al—a,2=0
= al = ag? al = ay?,al = a,?,
=V1=)Y2
elde edilir. O halde f bire birdir.
(2) f bire bir ve |R,| = |Fy[u, v]/{u? — u,v? — v,uv)| = 23 = 8 oldugundan f Srtendir.
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(3) fn +y2) = f(ag + ap® + u(a; + a;?) + v(aj + a,?))
={a} + ap? + u(al + a;?) + v(ai + a,?)}
= {ap! + ua,! + va,'} + {ay? + ua,? + vay,?}
=f(y) + ()

aplag? + u(agta® + a;tay? + a,ta?) +)
v(apgtay? + aytay? + aytay?)

fbmh)=f<

_ {aolaoz +u(apta,? + atag? + a;tay?) +}
v(agta,? + aytag? + a,ta,?)

fFOOf () = {ap* + uayt + vayay? + ua,? + va,?}

N {aolao2 +u(agta,® + a;tag? + a,ta?) +
v(aglay? + aytay? + aytay?)

}=f@wﬁ

bu durumda f homomorfizmadir. f, 1-1, orten ve homomorfizma oldugundan bir

izomorfizmadir. Bu durumda F, + ulF, + vF, := F,[u, v]/(u? — u,v? — v,uv) yazilr.

Halkanin elemanlart {0,1, u, v, a=14+u, b=14+v, a+b=u+v, ab=1+

u + v} olmak iizere R, halkasinin islem tablolar1 asagidaki gibidir.

Cizelge 4.1. R, halkasinin toplam ve ¢arpim tablosu

+ 0 1 u v 1+u 1+v u+v w
0 0 1 u v 1+u 1+v u+v w
1 1 0 1+u 1+v u v w u+v
u u 1+u 0 u+v 1 w v 1+v
v v 1+v u+v 0 w 1 u 1+u
1+u 1+u u 1 w 0 u+v 1+v v
1+v 1+v v w 1 u+v 0 1+u u
u+v u+v w v u 1+v 1+u 0 1
w w u+v 1+v 1+u v u 1 0
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1 1+u 1+v u+v
0 0 0 0 0
1 1 14+u 1+v u+v
u u 0 u u
v v v 0 v
1+u 1+u 1+u w v
1+v 1+v w 1+v u
u+v u+v v u u+v
w 0 w 0 0 w w 0 w

R, halkasinin 8 tane ideali vardir ve bu ideallerden 3 tanesi maximaldir (Dertli vd,
2015). R, esas ideal halkasidir ve yari-lokal oldugundan sonlu zincir halkas1 degildir. R,

halkasinin maksimal idealleri asagidaki gibidir.
my; =<a >={0,a,v,ab},

m, =< b >= {0, b, u, ab},

my; =<u+v>={0,u+vuv}

dir.

Tanim 4.1.2. ¢, € R, nin Lee agirhigi,

0, 6 =0

1, g, =u,v,(ab)
Wy (g;) =

2, g, =b,a,a+b

3, g =1
seklindedir.
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Tanim 4.1.3. £ € R, nin Bachoc agirligi,

0, S
wp(S) =11, 4
2, & =u,v,a,b,a+b,(ab)

Il
i —

seklindedir.
Tanim 4.1.4. Herm + un + vp € R, i¢in
c:R, —— > F3

m+un+vp—om+un+vp) = (mm+nm+p)

seklinde tanimlanan o doniisiimiine Gray doniisiimii denir.

Teorem 4.1.5. o : (R¥, d;) — (F3",dy) seklinde tamimlanan Gray doniisiimii uzaklik
koruyan bir déniisiimdiir. Boylece C = (n, 8%¥14%22%s d,), R, iizerinde bir lineer kod olmak

tizere 6(C), IF, tizerinde [3n,3k; + 2k, + k3, dy = d;]-koddur.

Teorem 4.1.6. o : ((Ry)", d.) — (F3",dy) seklinde tanimlanan Gray déniisiimii uzaklik

koruyan bir doniisiimdiir.

Ispat: ¥ p1,p, € (R)™ olsun. Bu durumda o(p; — p,) = a(p;) — o(p,) dir.
di(p1,p2) = wi(p1 — p2)

= WH(U(P1 - Pz))

= WH(U(P1) - 0(}92))

=dy (U(P1); U(pz))

esitligi elde edilir. O halde o uzaklik koruyan bir doniisiimdiir.

4.1.1. R, = F, + ulF, + v[F, halkasindaki MacDonald kodun 6zellikleri

a tipi Simplex Sy kodu,
=[0 1u va b a+b (ab)]

olmak iizere ve k >2 icin

35



0.0 1.1 wu.u .. (ab)..(ab)

Gg: o o o o
Gro1r Groq Ggoqgo - Gr_1

kx23k

olmak tizere Gy, tirete¢ matrisiyle olusturulan bir lineer koddur.

MacDonald kod, Simplex kodun iirete¢ matrisi ile elde edilir.
G = (GE\ =

Gy, lirete¢ matrisiyle olusturulan koda o tipi MacDonald kod denir ve My, ile gosterilir.

My, . n =23 — 23 yzunluklu, boyutu 3k olan bir koddur.

Tanim 4.1.1.1. C, R, tizerinde bir kod

H = (ab)H, © uH, @ vH;

olmak iizere

Hy ={x:3y,z€ F,"|(ab)x + uy + vz € H}
H, ={y:3x,z € F," |(ab)x + uy + vz € H}
Hy ={z:3x,y € F," |(ab)x + uy + vz € H}

kiimelerine C nin Torsion kodu denir.

Lemma 4.1.1.2. M{; kodunun Torsion kodu, R, iizerinde bir lineer [2° —2% &, 2% —2%"]-

koddur ve agirlik dagilimlar

4,(0)=1,

A (23k—1 _ 231‘—1) _ [21{—2 + 2k+t—3]
" =

AH (23k—1) — [Zk—t _ 1]

seklindedir.

24k7t74

Mﬁt kodunun ilk k —t satirindaki birimsellerinin adedi ve birimsel

olmayanlarm adedi 3.2**7 dir. Son t satirdaki birimsellerin adedi 2***~* —2*"* ve birimsel

olmayanlarin adedi 3.2 -2%7) dir.
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Lemma 4.1.1.3. ¢ € My, c # 0 olmak iizere ¢ elemanimn en az bir bileseni birimsel ise bu

durumda 8 tip kod sdzciigii vardur.

L wy(6) = w,(6) = w, (1) = w,() = w, (1) = w, () = w,., (1) = w,,, (1) =277 =27

I wy(t) = w, (1) = w,(1) = w, () = w, (1) = w,., (1) = w,, (1) =2, wo(f) =237 -2
I w (1) = w,(0) = w, (1) = w, (1) = w,,, (1) = w,, (1) = 2%, wy (6) = w,, (1) =277 =27
IV w0 =w,(1) = w, (1) = w, (1) = w,., (1) = w,, (1) = 2%, wy () = w, (1) =2~ =2
Vo w0 =w,(0) = w () = w, (1) = w, (1) = w,, () =27, wy (1) = w,,, () =27 =27
VI, wy(t)=w,(t) = w,()) = w,,, (1) = 2%, wy () = w, (1) = w,(£) = w,, () =2 =27
VIL. w, () = w, (1) = w, () = w,, (1) =27, wy (1) = w, (1) = w, (1) = w,,, (1) =2 =22
VIIL . w,(6) = w, (1) = w, () = w,, (1) = 2, wiy (1) = w, () = w, () = w,,, (1) = 2% =22
aksi takdirde;

I owy(0)=w,() = w,(t) = w, () =27 =2

I wy (1) = w, () = w, (1) = w, (1) = w, (1) = w,,, (1) = w,, (1) =247 =2

L. w,() = w,() = w,, (1) =27, wy (1) = 2% =2

V. w, (1) = w,() = w,., () =w, () =27, wy() =w, () =27 = 2"

Voo () =w,,(0)=2"7, wy()=w,(5)=2""-2""

VI, w, () =w,() = w,(t) = w, (1) =27, wy(t) = w,, (1) = 2% = 2*"

VIL. w, (1) =w,(6) =w, (1) = w, (1) = w,., (1) = w,, (1) = 2777, w, (1) =277 =2

VIIT. w,(t) =w, () =w, () =2""7, w,(t) =w, () =w,(t) =2">-2""

Ornek 4.1.1.4. k=2,t=1, p=a+b,q=(ab) olmak iizere M§, kodu asagidaki gibidir:
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aqaqqaqa0v0vv0v0v0v00vlvaqaqqaqaqaqaaqaqvOv00v0vqgaqaaqaq
a0aqO0vqv0alvaqvqrqv0qalaalaq0vqvqvqav0alvqv0qalaqvqav0al
aplavplv0buOgbuqvlpvalpaaplavplvqubqOubOvlpvalpaqubqOub0
ab1qqlbaOpuvvupOvup00puvablqqlbaqlbaablquup00puvqlbaablq
avaavvav0q00qq0qvavvaavaavaavvavq0qq00q0vavvaavaq0qq00q0
bbbbbbbbuuuuuuuu000000009q9qqqqqqbbbbbbbbuuuuuuuuqqqqqqqq
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bqqbbqqbu00uu00uluud0uuldqgbbqqbbqbqqbbqqbul00uu00uqgbbqqbbq
b1b11b1bupuppupulv0vv0vlgaqaaqagblbl1blbupuppupuqaqaaqaq
bpblpuluuluplbpb0aOvaqvqqvqav0a0bpblpuluuluplbpbqvqav0al
b0gbu0quuqOubq0b0bul0gbuqqubqOub0b0qbulquuqOubq0bqubqOub0
baq11qabuv0ppO0vulpuvvupOqglbaablqbaqllqabuvOppOvuqlbaablq
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pvvpprvpul0uulOuvppvvppvvppvvpprvul0uulOupvvpprvp0uulOuuld
pupuupupupuppupuv0v00v0vv0v00v0vupuppupupupuupupO0v0vvov0
pbpublululuplbpbvqv0qalavqv0qalauluplbpbpbpublulO0alvaqvq
pavplavliuqOubqObvlpvalpavlpvalpauqOubqObpavplav10buOgbuq
pOvuuv0puv0ppOvuvup 00puvvup 00puvuvOpp Ovup OvuuvOp Opuvvup0
{ plppliplubuubbubvavvaavavavvaavaubuubbubplpp11p10q00gq0q
499999qq0000000000000000999999999999999q0000000099999999
qprbavul001uvabpq0luvabpqqpbavul0gpbavul001uvabpqqpbavul0
qbbqqbbq0uu00uu00uul0uudqbbqqbbqqbbqqbbqOuu00uulOgbbqqbbq
qaqaaqaq0v0vv0v00v0vvOviqaqaaqaqqaqaaqaq0v0vvOv0qgaqaaqaq
qvqav0a00a0vaqvq0alvaqvqqrqav0al0qvqav0a00alvaqvqqrqav0al
qubqOub00bu0gbuq0bul0gbuqqubq0ub0qubqOub00bul0gbuqqubqOub0
qlbaab1qO0puvvup00puvvup0qlbaablqqlbaablqopuvvupOqglbaablq

\ q0qq00q00g00gqq0g0q00qq0qq0qq00q0gq0qq00q00q00gqq0qq0qq004q0

Teorem 4.1.1.5. My, kodunun Hamming, Bachoc ve Lee agirlik dagilimlar: asagidaki gibidir:
(1) 4,(0)=1

4,127 ) =" -D.2" -1).2"" -1

A4, (27" =27 =3.2"7 +1)

4,2* N =3.2" -1

4,327 =3.2"" -D.2"" -1)

AH (3'(23]{72 _ 23t72 )) — 3.(2k+t71 _ 2k72 + 1)
AH (7‘(231{—3 _ 231‘—3)) — 23.(k—t)‘(2t _ l)(zt _ l)(zt _1)
4, (1247 =2 =322 1) - 2" (277 3.2 4 4) 5217 ]

4,327 -2 =32"

A4,(7.2%7 =322 =32 -1).2"" - D.2"" = 1).2+2°7 +1]

(2) 4,0)=1
4,327y = (2 1.2 =1).2" = 1)

AL (23k—1 _ 23{—1) — 3.(2k+t—3 + 1)
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4,2 =3.2"" -1

4,2 -2y= 3.2 -2 41
A, (2% =2¥1)) =32
A4,(2%)=3.2"" -D.2"" -1

A,(3.(2% =27 =220 2 - 1).2" =12 - 1)
4,3.2%7 =2 =3[ =D.2" —1.2" ~1).2+2"7 +1]

AL (3‘23/(—1 _ 23t—1) — 3.[23k—2t‘(2t _ l) _ 2k (22k—2 _ 3.21{—1 + 4) _ 5.2k+t—3 _ 1]

(B)  4,0)=1

4,132 =2 - 1.2 -1.2" -1
4,2 =2 =3.25" 7 +1)
4,2%)=3.2" 1)

A4,3.2=3.2" -D.2"" -1

4,327 =27 =325 2" 1)
AB (13.(231{—3 _ 231—3)) — 23,(k—t).(2t _ 1)(2t _ l)(2[ —l)
A,(13.2°7 = 2%) = 3.[277(2' = 1) - 2" (277 3.2 4 4) 5.2 1]

4,327 -2y =3.2"

4,(13.277 =327 =3[ - 1.2 -2~ D242 41

4.2. F, + uF, + vF, Halkas1 Uzerinde Tamimh MacDonald Kodlar

u? = 0,v? = 0,uv = vu = 0 olmak iizere

RS = ]Fz +u]F2 + U]Fz
= F,[u,v]/(u? v3,uv) ={a+ub+cv:ab,c€F,}

halkas1 karakteristigi 2 olan 8 elemanli sonlu bir halkadir.
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Teorem 4.2.1. f: F, + ulF, + vF, — F,[u, v]/(u? v?, uv)
a, + ua; + va, — f(ay +ua; +va,) = {ay + ua; + va,}

doniistimii bir izomorfizmadir.

Ispat: Tamimlanan f déniisiimii kapali ve iyi tammlidir.
(1)
Vy =ayt +ua;t +va,t |y, = ag? +ua ? + vay? € R, igin
f) =f(y2)
= {ap! + uat + va,'} = {ag? + ua? + vay?}
= {aj —ap? +u(ai —a;?) +v(al —a,?)}=0
Sal—al=al—a =al—a,>2=0
= ad = ag? al = a %, al = a,?,
=V1=Y2
elde edilir. O halde f bire birdir.

(2)
f bire bir ve |R,| = |F,[u, v]/(u?, v?,uv)| = 23 = 8 oldugundan f 6rtendir.

(3)
fO1+y2) = fag + ao® +ulai + a;) + v(az + a,*))
= {aj + ap? + u(a} + a;?) + v(aj + a,?)}
= {ao* + ua,! + va,'} + {ay? + ua,? + va,?}
=)+ f(y2)

aplag? + u(agta,? + a;tay?) +>
v(aolazz + a21a02)

fny) =f (

_ {aolao2 +u(ayta? + a;tay?) +}
v(aptay® + aytay?)

FOOfO) = {apt + ua,t + vay,'}ay? + ua? + vay,?}
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B {aolaoz + u(apta,? + astay?) +}
v(aolazz + a21a02)

= f(y1y2)

bu durumda f homomorfizmadir.

f, 1-1, 6rten ve homomorfizma oldugundan bir izomorfizmadir. Bu durumda
F, + ulF, + vF, = F,[u, v]/{u? v? uv)
yazilir.
Halkanin elemanlant {0,1, u, v, a=14+u, b=14+v, a+b=u+v, ab=1+

u + v} olmak iizere R halkasinin islem tablolar1 asagidaki gibidir.

Cizelge 4.2. R, halkasinin toplam ve ¢arpim tablosu

+ 0 1 u v a b a+b ab
0 0 1 u % a b a+b ab
1 1 0 a b u v ab a+b
u u a 0 a+b 1 ab % b

v v b a+b 0 ab 1 u a

a a u 1 ab 0 a+b b v

b b v ab 1 a+b 0 a u
a+b a+b ab v u b a 0 1

ab ab a+b b a v u 1 0
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0 1 u v a b a+b ab

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 u v a b a+b ab
u 0 u 0 0 u u 0 u
v 0 v 0 0 v v 0 v
a 0 a u v 1 ab a+b b
b 0 b u v ab 1 a+b a
a+b 0 a+b 0 0 a+b a+b 0 a+b
ab 0 ab u v b a a+b 1

R, halkasinin 6 tane ideali vardir ve
s=<u,v>={0,u,v,a+ b}
maksimal idealidir. R halkasinin birimselleri
R, ={1,a,b,ab}

seklindedir.

Tanim 4.2.2. ¢, € R nin Lee agirhigy,

0, G, =0
©) 1, ¢, =Lu,(ab)
w (¢)=
L& 2, ¢, =a,b,a+b
3, G, =V
seklindedir.

Tanim 4.2.3. Her ¢+ ub + vi € R, igin

c: Ry — F3

ctud+vi—o o(c+ud+vh) = Fc+5d0+1)

seklinde tanimlanan o doniisiimiine Gray doniisiimii denir.
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Teorem 4.2.4. o:(Rs", d,) — (F3",dy) seklinde tamimlanan Gray déniisiimii uzaklik
koruyan bir déniisimdiir. Boylece C = (n,2k,d;), R, iizerinde bir lineer kod olmak

tizere a(C), [F, tizerinde [3n,k,dy = d;]-koddur.

Teorem 4.2.5. o: (R,", d;) — (F3",dy) seklinde tammlanan Gray déniisiimii uzaklik

koruyan bir doniigiimdyir.
Ispat. ¥ p1,p, € R olsun. Bu durumda o(p; — p,) = o(p;) — o(p,) dir.
d(p1,p2) = wi(p1 — P2)

= WH(U(Pl - Pz))

=wy(a(p) — o(p2))

=dy (U(Pl); 0(?92))

esitligi elde edilir. O halde o uzaklik koruyan bir doniisiimdiir.

4.2.1. R; = F, + ufF, + v[F, halkasindaki MacDonald kodun ozellikleri

a tipi Simplex Sy kodu,
GY=[0 1u va b a+b (ab)]

olmak iizere ve k> 2 i¢in

0.0 1.1 u..u .. (ab)..(ab)

Gg: o o o o
Gro1 Groq Ggogo - Gr_1

kx23k

olmak tizere Gy, iirete¢ matrisiyle olusturulan bir lineer koddur.

MacDonald kod, Simplex kodun iirete¢ matrisiyle elde edilir.
0
Gice = (Gloé \ G_g‘)

Gy, lireteg matrisiyle olusturulan koda o tipi MacDonald kod denir. Bu kod My, ile gosterilir.

Mg, , n = 23% — 23% uzunluklu, boyutu 3k olan bir koddur.

Ornek4.2.1.1. k=2, t =1, p=a+b,q = (ab) olmak iizere MY, kodu asagidaki gibidir:
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alaallaluOuu00uOvpvvppvplallaalagbqqbbqgbpvppvvpvbgbbqqbq
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aplquubOuqOpbav1vipOabuqlvabpOququbaOplvpavulq0bb0qluvap
abaabbabuvuuvvuvvuvvuuvulqllqqlqqlqqllqlpOpp00pObabbaaba
av1lqpO0buubOpqlvavap0lqublpabvuq0q0bauvlpplvuab0qbuqlOpav
bbbbbbbbuuuuuuuuvvvvvvvvqqqqqqqqll111111ppppppppaacaaaaaa
bvqlpOauuaOplqubvbpOqluaqpbavul010abuvqgppqruballaulqOpbv
bgbbqqbquOuu00ulOvpvvppvpqbqqbbgblallaalapvppvvpvalaallal
b1bb11blupuuppupvOvv00v0gaqqaaqalbl1bblbpuppuupuaqaaqqaq
bpqlvuaOulOpabvquqpObaulquvbap0luluabOpqupbvuql0aallquvbp
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( b0qluvapuqOpbavlvipOabuqqubaOplvivabpOqupavulqO0baplquub0
babbaabauvuuvvuvvuvvuuvuqlqqllqllqllqqlqpOpp00pOabaabbab
buq10pavubOpqlvavap01lqubqObauviplpabvuqOplvuabO0qavlqp0bu
pppppppp0000000000000000pPPPPPPPPPPPPPPP00000000pPPPPPPP
pqvuba0101uvabpq0luvabpqpqvuba0lpqvuba010luvabpqpquuball
prpprvpv0ul0uulululOuulupvppvvpvprpprvvpv0ulOuulupvppvvpv
puppuupulv00vv0v0v00vvlvpuppuupupuppuupulv00vvlvpuppuupu
pbvuq10a0auvlqgpbOauvlgpbpbvuqlO0apbvuql0alauvlqpbpbvugql0a
pavulq0bObuvqglpaObuvglpapavulqO0bpavulq0bObuvglpapquulqOb
pOpp00p00p00ppOp0Op00ppOPPOPP00POPOPP00P00P00PPOPPOPPO0PO
plvuab0qO0quvbap10quvbaplplvuabOqplvuab0qO0quvbaplplvuabOq
q99999q9quuuuuuuuvvvvvvvvbbbbbbbbaaaaaaaapppppppp11111111
qpbavulOuaOplqvbvbpO0qluabvqlpOauaulqOpbvpqvuba0110abuvgp
qbqqbbqbuluu00ulvpvvppvpbgbbqqbqalaallalpvppvvpvlallaala
qaqqaaqaupuuppupv0vv00v0blbbllblaqaaqqaqpuppuupulbl1bblb
quvbap01uulOpabvqvqpObaulbpglvualal0lquvbapbvuql0aluabOpqv
qubaOplvuqOpbav1vipOabuqb0qluvapaplquubOpavulq0blvabpOqu
qlqqllqluvuuvvuvvuvvuuvubabbaabaabaabbabpOpp00p01gllgqlq
\ q0bauvlpubOpqlvavap0lqubbuqlOpavavlqpObuplvuab0qlpabvuq0

A

Teorem 4.2.1.2. My, kodunun Lee agirlik dagilimi asagidaki gibidir:
(2) 4,(00=1

4,27 -2 =220 22 4

4,2"H=2""-D

4,2% -2") =202 -2 ) =22 41

4,(2%)=2""-1

A, (3.2 =23 ) = (2% =232 4 3k

A, (32 =2y = (2 g 3.0k 3 0% 5 0k )

A, (3.2 =ty = (¥ it 3 pk2 3 g2y 5 ok )

4,324 =62 1.2 -+ =)= -1

Sonu¢ 4.2.3.1. Benzer sekilde bu halka iizerinde Hamming ve Bachoc agirlik dagilimlar

bulunabilir.
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5. SONUC VE ONERILER

u? = u,v? = v,uv = vu = 0 olmak iizere F, + uF, + vF,, u? =0,v2 =0, uv =vu =0
olmak iizere [, + ulF, + vFF, sonlu ve degismeli halkalar1 iizerinde Gray doniigiimleri
tanimlanarak Hamming, Lee ve Bachoc agirliklar1 elde edilmistir. Bu halkalar iizerinde
Simplex kodlarin {irete¢ matrisleri yardimiyla MacDonald kodlar insa edilerek agirlik

dagilimlar1 ve parametreler belirlenmistir.

Calismamizda kullanilan halkalar genisletilerek MacDonald kodlar ve Simplex kodlar
incelenebilir. Ayrica son tammlanan, u? = 0,v? = 0,uv = vu = 0 olmak iizere F, + ufF, +
vF, sonlu ve degismeli halkasi iizerinde Hamming ve Bachoc agirlik dagilimlar
belirlenebilir. Bu halkalar {izerinde yapilan MacDonald kodlar yardimiyla gizlilik paylasim

semalar1 olusturulabilir.
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