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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

HALKALAR ÜZERİNDE TANIMLI  
MACDONALD KODLAR 

Rabia Dertli 

Ondokuz Mayıs Üniversitesi 
Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Prof. Dr. Şenol Eren 

Beş bölümden oluşan bu tezin, birinci bölümünde; kodlama teorisi, Simplex kodlar ve 
MacDonald kodlar hakkında yapılan çalışmalardan bahsedilmiştir. İkinci bölümde; cebirsel 
ifadeler, kodlama teorisi ile ilgili kavramlar ve teoremler verilmiştir. Materyal bölümünde; 
𝑢ଶ = 0 olmak üzere 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ, 𝑢ଷ = 0 olmak üzere 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑢ଶ𝔽ଶ, 𝑣ଶ = 1 olmak üzere 
𝔽ଷ + 𝑣𝔽ଷ sonlu değişmeli halkalarının cebirsel yapıları incelenmiş ve bu halkalar üzerinde 
Gray dönüşümü tanımlanarak ağırlık kavramları elde edilmiştir. Böylelikle bu halkalarda 
tanımlanan Simplex kodların üreteç matrisleri yardımıyla MacDonald kodlar oluşturulmuş ve 
özellikleri incelenmiştir. Bulgular bölümünün birinci kısmında, 𝑢ଶ = 𝑢, 𝑣ଶ = 𝑣, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0 
olmak üzere 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑣𝔽ଶ sonlu ve değişmeli halkası üzerinde bir Gray dönüşümü 
tanımlanarak Hamming, Lee ve Bachoc ağırlıkları elde edilmiştir. Bu halka üzerinde 
MacDonald kodlar inşa edilerek ağırlık dağılımları ve parametreler belirlenmiştir. Bulgular 
bölümünün ikinci kısmında, 𝑢ଶ = 0, 𝑣ଶ = 0, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0 olmak üzere 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑣𝔽ଶ 
sonlu ve değişmeli halkası tanıtılarak bu halka üzerinde Gray dönüşümü tanımlanmıştır. Bu 
halka üzerindeki Simplex kodların üreteç matrisleri yardımıyla MacDonald kodlar inşa 
edilmiş ve Lee ağırlık dağılımları belirlenmiştir. 

Ocak 2020, 50 sayfa 

Anahtar Kelimeler: Sonlu halkalar, MacDonald kodlar, Ağırlık dağılımları 
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MACDONALD CODES OVER RINGS 
 

Rabia Dertli 
 

Ondokuz Mayıs University 
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Department of Mathematics 
 

Supervisor: Prof. Dr. Şenol Eren 

In the first part of this thesis, which contains of five section; coding theory, Simplex codes 
and MacDonald codes are introduced. In the second part; algebraic definitions, basic concepts 
and theorems about the coding theory are given. In the material section; algebraic structures 
are examined over the finite commutative rings 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ, where 𝑢ଶ = 0, 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑢ଶ𝔽ଶ, 
where 𝑢ଷ = 0, 𝔽ଷ + 𝑣𝔽ଷ, where 𝑣ଶ = 1 and Gray map is defined over these rings and  weight 
distributions were obtained. In this way, MacDonald codes are constructed by using generator 
matrices of Simplex codes over these rings and their properties are examined. In the first part 
of the last section, Hamming, Lee and Bachoc weights were obtained by defining a Gray map 
over the finite and commutative rings 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑣𝔽ଶ with 𝑢ଶ = 𝑢, 𝑣ଶ = 𝑣, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0. 
MacDonald codes were constructed over this ring and weight distributions and parameters 
were determined. In the second part of the last section, the finite and commutative ring 
𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑣𝔽ଶ, with 𝑢ଶ = 0, 𝑣ଶ = 0, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0 is introduced and Gray map is defined 
over this ring. MacDonald codes were constructed by using generator matrices of Simplex 
codes over this ring and Lee weight distributions were determined. 

January 2020, 50 pages 
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KISALTMALAR 

𝐴 ≅ 𝐵  𝐴 ve 𝐵 izomorftur 
𝔽௤  𝑞 elemanlı cisim  
𝔽௤

௡  Bileşenleri 𝔽௤ cisminin elemanı olan 𝑛 uzunluğundaki vektörlerin        
                          kümesi 
boy(𝑇)  𝑇 vektör uzayının boyutu 
〈𝑝, 𝑟〉  𝑝 ile 𝑟 vektörlerinin iç çarpımı 
|𝒞|  𝒞 kodunun eleman sayısı 
𝒞ୄ  𝒞 kodunun duali 
𝑁்  𝑁 matrisinin transpozu 
𝑤ு(𝑟)  𝑟’nin Hamming ağırlığı  
𝑤௅(𝑟)  𝑟’nin Lee ağırlığı 
𝑤ு(𝒞)  𝒞 kodunun minimum Hamming ağırlığı  
𝑤௅(𝒞)  𝒞 kodunun minimum Lee ağırlığı 
𝑑(𝑟, 𝑠)  𝑟 ile 𝑠 arasındaki Hamming uzaklığı 
𝑑(𝒞)  𝒞 kodunun minimum Hamming uzaklığı 
𝑑௅(𝑟, 𝑠)  𝑟 ile 𝑠 arasındaki Lee uzaklığı 
𝑑௅(𝒞)  𝒞 kodunun minimum Lee uzaklığı 
(𝑛, 𝑀)  𝑛 uzunluğunda 𝑀 elemanlı bir kod  
(𝑛, 𝑀, 𝑑)  𝑑 minimum uzaklığına sahip 𝑀 elemanlı 𝑛 uzunluğunda bir kod  
[𝑛, 𝑘]  𝑘 boyutlu 𝑛 uzunluğunda lineer kod  
[𝑛, 𝑘, 𝑑]           Minimum uzaklığı 𝑑 olan 𝑘 boyutlu 𝑛 uzunluğunda bir lineer kod 
𝑑௤(𝑛, 𝑘)  Kodun en büyük minimum uzaklığı 
𝐵௤(𝑛, 𝑑)  𝐹௤ üzerinde tanımlı lineer bir kodun eleman sayısının alabileceği en 
    büyük değer 
𝐴௤(𝑛, 𝑑)  𝐴 alfabesi üzerinde tanımlı bir kodun eleman sayısının alabileceği en 
    büyük değer 
𝒞 = 〈ℎ(𝑥)〉  ℎ(𝑥) tarafından üretilen 𝒞 kodu 
𝔽௤[𝑥]  Katsayıları 𝔽௤ cismininde olan polinom halkası 
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1. GİRİŞ 

1996 yılında Pathfinger adında NASA’ya ait olan ve Mars’ı araştırmak için gönderilen bir 

robottan dünyaya çok sayıda bilimsel veri ve fotoğraf aktarılmıştır. Loş bir ampulü yakacak 

kadar güç ile aktif olan radyo vericisine  sahip  bir araçtan, milyonlarca kilometre uzaklıktan 

güvenli ve orijinal bilgiler almak nasıl mümkün olmuştur? Elektronik mühendisliği, bilgisayar 

mühendisliği ve matematiğin disiplinler arası birleşimi olan kodlama kuramı ile olmuştur. 

Claude Shannon tarafından yazılan ve 1948 yılında yayımlanan “İletişimin 

Matematiksel Modellemesi” adlı çalışma, daha önce bazı temel fikirleri anlaşılmış olan 

bilişim kuramının sağlam temeller üzerine kurulmasını ve popüler hale gelmesini sağlamıştır 

(Shannon, 1948). C. Shannon’un çalışmasında gürültülü bir kanalda, özel kod çözme 

teknikleri kullanılırsa, kanal kapasitesi altındaki herhangi bir oranda güvenli iletişimin 

sağlanabileceği açıklanmıştır. Ama Shannon ve diğerlerinin verdiği kanıtlar yeterli olmamış, 

Shannon’un bahsettiği bir kodlama oluşturma yöntemi bulunamamıştır. Başlangıç kabul 

edilen  bu teoriden sonra kodlama teorisinde yani hata düzeltici kodlar teorisinde, gürültü 

kanalları boyunca kodlanmış verilerin iletimi ve bozulan mesajı düzeltme gibi konularla 

ilgilenilmiş; doğru, iletim seviyesi yüksek, zaman ve enerji tasarrufu sağlayan kodlama 

yöntemlerini geliştirme amaç edinilmiştir (Hill, 1986).  İlk olarak 1958 yılında tek hata 

düzeltici kodlar Hamming tarafından bulunmuştur. Alınan mesajın gönderilen mesaja yakın 

hatta aynı olacak şekilde belirleyebilmek için mesaja fazladan veri eklenerek ve bu 

eklemelerin zaman ve maliyet açısından düşük tutmaya çalışılarak mesajdaki güvenirliliği 

arttırmak hedeflenmiştir. 

Kodlama teorisi, gürültülü bir kanalda veri gönderilmesi ve bu esnada bozulan 

verilerin düzeltilmesi ile ilgilenmektedir. Bilginin daha basit okunabilir olmasıyla ilgilenen bu 

alan, daha zor okunmasını sağlamayı amaçlayan, şifreleme (cryptography) ile 

karıştırılmamalıdır. Burada verilen ileti ve kanal kelimeleri ile içerebilecekleri en 

geniş anlamlar kastedilmektedir. İletiler konuşma dili yahut yazı dili olabileceği gibi resim,  

müzik gibi yapılar da olabilir. Verilerin aktarılması ile istenen başka bir 

yere gönderilmesi (yani haberleşme) olabilecegi gibi şimdiden sonraya gönderilmesi de (yani  

saklama da) olabilir. Buna göre söz konusu kanal uzay, telefon hattı vb. bir 

ortam olabilecegi gibi veri depolamada zaman kavramı veya verilerin depolanmasında 

kullanılan ortamlar da (örneğin kompakt disk yüzeyi) kanal olarak düşünülebilir. Düşünülürse 
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yukarıda örnekleri verilen kanalların hiçbiri veri aktarımı konusunda mükemmel değildir. 

Uzayda ve atmosferde oluşabilecek manyetik alanlar radyo dalgalarına,  

olumsuz hava koşulları telefon telleri üzerinden aktarılan sinyalleri, bir kompakt disk 

üzerinde bulunan çizikler ve lekeler disk üzerindeki bilgileri bozabilmektedir. Örnekleri 

çoğaltılabilecek bunun gibi olumsuzluklara sahip kanallara gürültülü kanal  

denir. Gürültülere rağmen verilerin gönderiminde oluşabilecek hataların sezilmesi ve hatta  

düzeltilmesi, kodlama kuramının temel problemlerini oluşturmaktadır. 

 

 
 

Şekil 1.1. Dijital haberleşme sistemi 

İletişimde hedef, kaynaktan iletilen mesajı doğruluğu yüksek bir olasılıkla alıcıya 

ulaştırmaktır. Mesajı göndermek için alfabe olarak sonlu kümeler kullanılır. İletilecek mesaj, 

hatalardan korunmak için kodlanır. Kodlanan mesaj, kod sözcükleridir. Kod sözcüğü kanala 

gönderilir. Kanal bir telefon hattı ya da yüksek frekanslı  radyo bağlantısı olabilir. Donanım 

eksikliği, insan hatası veya yıldırım nedeniyle mesajın iletimi sırasında bazı hatalar olmuş 

olabilir. Kod çözücü, hatanın var olup olmadığını inceler, hata varsa düzeltir ve orijinal halini 

alıcıya gönderir. 

Bu alanda yapılan ilk çalışmalar sonlu cisimler üzerinde tanımlı lineer kodlardır. Daha 

sonra Hamming kodlar, BCH kodlar, Golay kodlar gibi bazı önemli kodlar elde edilmiştir. 

1970 yılının başından itibaren halkalar üzerinde tanımlı kodlar çalışılmaya başlanmıştır. 1994 

yılında Hammons vd. tarafından lineer olmayan fakat iyi bir takım kod ailelerinin ℤସ üzerinde 

tanımlı lineer kodların Gray dönüşümü altındaki görüntüsü olarak elde edilmesinden sonra 

kodlama teorisindeki araştırmaların büyük bir çoğunluğu halkalar üzerinde tanımlanmaya 

başlanmıştır (Hammons vd,1994). Lineer bir kod, sonlu halkalar üzerinde tanımlı ise alt 

modüle, sonlu cisimler üzerinde tanımlı ise alt vektör uzayına karşılık gelmektedir. Ayrıca bir 

kod, minimum uzaklık (𝑑), eleman sayısı (𝑀) ve uzunluk (𝑛) olmak üzere üç parametre ile 

ifade edilir. 
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           İdeal bir kodun sahip olması gereken özellikler; hızlı transfer edilmesi, fazla 

sayıda mesaj gönderebilmesi yani fazla sayıda kod kelimesi içermesi ve aynı anda fazla 

sayıda hata düzeltmesi yani kod kelimelerinin birbirinden oldukça farklı olması 

gerekmektedir. Minimum uzaklığı büyük kodlar daha fazla hata düzelteceğinden minimum 

uzaklıkları büyük kodlar elde edilmesi önemlidir. Bununla ilgili pek çok yöntem vardır. Bu 

yöntemlerden bir tanesi sonlu halkalar ve sonlu cisimler üzerinde tanımlı MacDonald 

kodlardır. 

             𝔽ଶ üzerindeki MacDonald kodlar, ilk olarak J. MacDonald tarafından 1960 

yılında ortaya atılmıştır (MacDonald, 1960). 𝑞 ≥ 2 olmak üzere 𝔽௤ üzerindeki MacDonald 

kodlar A. Patel tarafından 1975 yılında çalışılmıştır (Patel, 1975). C. J. Colbourn ve M. 

Gupta, ℤସ üzerindeki α tipi ve β tipi Simplex kodlar yardımıyla ℤସ üzerinde MacDonald 

kodları tanmlamıştır (Colbourn ve Gupta, 2003). Mohammed Al Ashker 𝑢ଶ = 0 olmak üzere 

𝔽ଶ[𝑢]/〈𝑢ଶ〉  üzerindeki MacDonald kodları elde etmiştir. Çalışmasında, bu kodların Gray 

dönüşümü altındaki görüntüsü, Torsion kodu ve ağırlık dağılımlarına değinmiştir. Benzer 

şekilde 𝑢ଷ = 0 olmak üzere  𝔽ଶ[𝑢]/ < 𝑢ଷ > halkası üzerinde MacDonald kodlar çalışılmıştır 

(Al Ashker, 2010). 𝑢ଶ = 0 olmak üzere 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ halkası  üzerinde  Simplex  kodlar 

Mohammed Al Ashker tarafından oluşturulmuş ve bu kodların bazı özellikleri incelenmiştir 

(Al Ashker, 2005). 𝑣ଶ = 𝑣 olmak üzere 𝔽ଶ + 𝑣𝔽ଶ halkası üzerinde A. Dertli ve Y. 

Çengellenmiş tarafından MacDonald kodlar çalışılmıştır (Dertli ve Çengellenmiş, 2011). 

𝑣ଶ = 1 olmak üzere 𝔽ଷ + 𝑣𝔽ଷ halkası üzerinde Simplex kodlar Y. Çengellenmiş tarafından 

oluşturulmuş daha sonra bu çalışma yardımıyla 𝔽ଷ + 𝑣𝔽ଷ halkası üzerinde, 𝑣ଶ = 1 olmak 

şartıyla MacDonald kodlar Y. Çengellenmiş ve M. Al-Ashker tarafından yapılmıştır 

(Çengellenmiş ve  Al-Ashker, 2012).         

Bu tezde, birinci bölümünde; kodlama teorisi, Simplex kodlar ve MacDonald kodlar 

hakkında yapılan çalışmalardan bahsedilmiştir. İkinci bölümde; cebirsel ifadeler, kodlama 

teorisi ile ilgili kavramlar ve teoremler verilmiştir. Materyal bölümünde; 𝑢ଶ = 0 olmak üzere 

𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ, 𝑢ଷ = 0 olmak üzere 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑢ଶ𝔽ଶ, 𝑣ଶ = 1 olmak üzere 𝔽ଷ + 𝑣𝔽ଷ sonlu 

değişmeli halkalarının cebirsel yapıları incelenmiş ve bu halkalar üzerinde Gray dönüşümü 

tanımlanarak ağırlık kavramları elde edilmiştir. Böylelikle bu halkalarda tanımlanan Simplex 

kodların üreteç matrisleri yardımıyla MacDonald kodlar oluşturulmuş ve özellikleri 

incelenmiştir. Bulgular bölümünün birinci kısmında, 𝑢ଶ = 𝑢, 𝑣ଶ = 𝑣, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0 olmak 

üzere 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑣𝔽ଶ sonlu ve değişmeli halkası üzerinde bir Gray dönüşümü tanımlanarak 

Hamming, Lee ve Bachoc ağırlıkları elde edilmiştir. Bu halka üzerinde MacDonald kodlar 
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inşa edilerek ağırlık dağılımları ve parametreler belirlenmiştir. Bulgular bölümünün ikinci 

kısmında, 𝑢ଶ = 0, 𝑣ଶ = 0, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0 olmak üzere 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑣𝔽ଶ sonlu ve değişmeli 

halkası tanıtılarak bu halka üzerinde Gray dönüşümü tanımlanmıştır. Bu halka üzerindeki 

Simplex kodların üreteç matrisleri yardımıyla MacDonald kodlar inşa edilmiş ve Lee ağırlık 

dağılımları belirlenmiştir. 
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2. GENEL BİLGİLER 

Tanım 2.1. 𝐻 ≠ ∅ bir küme ve " ⋄ ", 𝐻 üzerinde bir ikili işlem olmak üzere 

i) Her 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝐻 için 𝑓 ⋄ (𝑔 ⋄ ℎ) = (𝑓 ⋄ 𝑔) ⋄ ℎ, 

ii) En az bir 𝑒 ∈ 𝐻 vardır öyle ki her 𝑓 ∈ 𝐻 için 𝑓 ⋄ 𝑒 = 𝑒 ⋄ 𝑓 = 𝑓 dir, 

iii) Her 𝑓 ∈ 𝐻 için 𝑓 ⋄ 𝑏ିଵ = 𝑏ିଵ ⋄ 𝑓 = 𝑒 olacak şekilde ∃ 𝑏ିଵ ∈ 𝐻 vardır. 

koşulları sağlanıyorsa (𝐻,⋄) cebirsel yapısına grup denir (Çallıalp, 2013).  

Tanım 2.2. (𝐻,⋄) bir grup olsun. Her 𝑓ଵ, 𝑓ଶ ∈ 𝐻 için 𝑓ଵ ⋄ 𝑓ଶ = 𝑓ଶ ⋄ 𝑓ଵ oluyorsa 𝐻 grubuna 

değişmeli grup veya Abel grubu denir (Çallıalp, 2013). 

Tanım 2.3. 𝐾 ≠ ∅ bir küme, " + " ve " ∙ ", 𝐾 üzerinde ikili işlemler olmak üzere 

i) (𝐾, +) bir değişmeli grup, 

ii) Her 𝑝ଵ, 𝑝ଶ, 𝑝ଷ ∈ 𝐾 için 𝑝ଵ ∙ (𝑝ଶ ∙ 𝑝ଷ) = (𝑝ଵ ∙ 𝑝ଶ) ∙ 𝑝ଷ, 

iii) Her 𝑝ଵ, 𝑝ଶ, 𝑝ଷ ∈ 𝐾 için 𝑝ଵ ∙ (𝑝ଶ + 𝑝ଷ) = 𝑝ଵ ∙ 𝑝ଶ + 𝑝ଵ ∙ 𝑝ଷ ve (𝑝ଵ + 𝑝ଶ) ∙ 𝑝ଷ = 𝑝ଵ ∙ 𝑝ଷ +

𝑝ଶ ∙ 𝑝ଷ,  

koşulları sağlanıyorsa (𝐾, +,∙) cebirsel yapısına bir halka denir (Hungerford, 1973). 

Tanım 2.4. (𝐾, +,∙) bir halka olsun. 𝐾 halkasının " + " işlemine göre birimine halkanın sıfırı 

denir ve 0 ile gösterilir.  𝐾 halkası " ∙ " işlemine göre birim elemana sahipse (𝐾, +,∙) halkasına 

birimli halka denir ve halkanın birimi 1 ile gösterilir (Hungerford, 1973). 

Eleman sayısı sonlu olan halkaya sonlu halka denir ve 𝐾 sonlu bir halka olmak üzere 𝐾 

halkasının eleman sayısı |𝐾| ile gösterilir. 

Tanım 2.5. 𝐾 birimli bir halka olsun. 𝐾 halkasında tersi mevcut elemanlara birimsel eleman 

denir (Hungerford, 1973). 

Tanım 2.6. (𝐾, +,∙) bir halka olsun. Her 𝑝ଵ, 𝑝ଶ ∈ 𝐾 için 𝑝ଵ ∙ 𝑝ଶ = 𝑝ଶ ∙ 𝑝ଵ oluyorsa  (𝐾, +,∙) 

halkasına değişmeli halka denir (Hungerford, 1973). 

Tanım 2.7. 𝐾 bir halka, 𝐿 ⊆ 𝐾 olsun. 𝐿, 𝐾 daki işlemlere göre bir halka ise 𝐿 ye 𝐾 nın bir alt 

halkası denir (Çallıalp, 1995). 
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Tanım 2.8. 𝐾 nın sıfırdan farklı 𝑚 ve 𝑛 elemanları için 𝑚𝑛 = 0  oluyorsa, 𝑚 ve 𝑛  ye 𝐾 nın 

sıfır bölenleri denir. Eğer her 𝑚, 𝑛 ∈ 𝐾 için ve 𝑚𝑛 = 0  iken  𝑚 = 0  veya 𝑛 = 0 ise  𝐾 ya 

sıfır bölensiz halka denir (Çallıalp, 1995). 

Teorem 2.9. ℤ௡ halkasının sıfır bölenleri 𝑛 ile aralarında asal olmayan elemanlardır (Çallıalp, 

1995). 

Tanım 2.10. 𝐾 bir halka ve ∅ ≠ 𝐼 ⊂ 𝐾 olsun. 

i) Her 𝑝ଵ, 𝑝ଶ ∈ 𝐼 için 𝑝ଵ − 𝑝ଶ ∈ 𝐼 ve  

ii) Her 𝑝ଵ ∈ 𝐼 ve her 𝑡 ∈ 𝐾 için 𝑡𝑝ଵ ∈ 𝐼  ( 𝑝ଵ𝑡 ∈ 𝐼) 

koşulları sağlanıyorsa 𝐼 ya 𝐾 nın bir sol (sağ) ideali denir (Hungerford, 1973). 

Hem sol, hem de sağ ideale iki taraflı ideal veya kısaca ideal denir. {0} ve 𝐾 ideallerine 

𝐾 halkasının aşikar idealleri denir. 𝐾 halkasının bu ideallerden farklı ideallerine de öz 

idealleri denir. 

Tanım 2.11. 𝐷, 𝐾 halkasının bir alt kümesi olsun. 𝐾 nın 𝐷 kümesini kapsayan bütün 

ideallerinin arakesitine 𝐷 kümesinin ürettiği ideal denir ve < 𝐷 > ile gösterilir. 𝐷 = {𝑑} tek 

elemanlı bir küme ise 𝐷 nin ürettiği ideale temel ideal denir ve < 𝑑 > ile gösterilir 

(Hungerford, 1973). 

Tanım 2.12. 𝐾 bir halka olmak üzere her 𝑡 ∈ 𝐾 için 𝑛𝑡 = 0 eşitliğini sağlayan en küçük 

pozitif 𝑛 tam sayısına 𝐾 halkasının karakteristiği denir. Böyle bir 𝑛 tam sayısı yoksa halkanın 

karakteristiği sıfırdır denir (Hungerford, 1973). 

Tanım 2.13. 𝐾 değişmeli, birimli bir halka ve 𝑀 de 𝐾 nın < 1 > den farklı bir ideali olmak 

üzere 𝐾 halkasınınn 𝑀 idealini kapsayan 𝑀 ve 𝐾 dan başka hiçbir ideali yoksa, 𝑀 idealine 𝐾 

halkasının bir maksimal ideali denir (Hungerford, 1973). 

Tanım 2.14. Tek bir maksimal ideali olan halkaya lokal (yerel) halka denir. Birden fazla 

maksimal ideali olan halkaya ise yarı lokal (semi local) halka denir (Jitman vd, 2012). 

Tanım 2.15. 𝐾 birimli, değişmeli ve sonlu bir halka olsun. 𝑗 ∈ 𝐼 = {0,1,2, … , 𝑒 − 1} ve 𝐵௝, 𝐾  

halkasının idealleri olmak üzere 

 



7 
 

< 0 >= 𝐵଴ ⊊ 𝐵ଵ ⊊ 𝐵ଶ ⊊ ⋯ ⊊ 𝐵௘ିଵ ⊊< 1 >= 𝐾 

oluyorsa 𝐾 halkasına sonlu zincir halkası denir (Jitman vd, 2012). 

Tanım 2.16. 𝑇 bir halka, 𝑥 bir bilinmeyen ve 𝑏଴, 𝑏ଵ, … , 𝑏௡ ler 𝑇 nin elemanları olmak üzere  

{𝑏଴ + 𝑏ଵ𝑥 + ⋯ +𝑏௡𝑥௡}  şeklindeki bir ifadeye 𝑇 den  katsayılı tüm polinomların kümesi denir 

ve 𝑇[𝑥] ile gösterilir (Hungerford, 1973). 

Önerme 2.17.  𝑇 bir halka ise 𝑇[𝑥] de bir halkadır (Hungerford, 1973). 

Önerme 2.18. 𝑆 bir cisim ve 𝑠(𝑥) ∈ 𝑆[𝑥], 𝑑𝑒𝑟൫𝑠(𝑥)൯ ≥ 1 olsun. < 𝑠(𝑥) >= 𝑠(𝑥)𝑆[𝑥] temel 

ideali için 𝑆[𝑥] < 𝑠(𝑥) >⁄  bölüm halkasının tam temsilciler sistemi 𝑑𝑒𝑟൫𝑡(𝑥)൯ < 𝑑𝑒𝑟൫𝑠(𝑥)൯ 

olan 𝑡(𝑥) ∈ 𝑆[𝑥] polinomları şeklinde alınabilir (Çallıalp, 1995). 

Tanım 2.19. 𝑇 bir halka ve (𝑀, +) değişmeli grup olmak üzere her 𝑡ଵ ∈ 𝑇 ve her 𝑚ଵ ∈ 𝑀 için  

 ℎ: 𝑇 × 𝑀 → 𝑀         

ℎ(𝑡ଵ, 𝑚ଵ) = 𝑡ଵ𝑚ଵ  

şeklinde gösterilen ve aşağıdaki özellikleri sağlayan bir ℎ fonksiyonu varsa 𝑀 değişmeli 

grubuna bir sol 𝑇-modül denir. Her 𝑡ଵ, 𝑡ଶ ∈ 𝑇 ve her 𝑚ଵ, 𝑚ଶ ∈ 𝑀 için 

i) 𝑡1(𝑚1 + 𝑚2) = 𝑡1𝑚1 + 𝑡1𝑚2, 

ii) (𝑡ଵ + 𝑡ଶ)𝑚ଵ = 𝑡ଵ𝑚ଵ + 𝑡ଶ𝑚ଵ, 

iii) (𝑡ଵ𝑡ଶ)𝑚ଵ = 𝑡ଵ(𝑡ଶ𝑚ଵ).  

Aynı şekilde sağ 𝑇-modül tanımı da tanımlanabilir. 𝑇 değişmeli bir halka ise 𝑀 ye 𝑇-

modül denir (Taşcı, 2007). 

Tanım 2.20. 𝑀 bir 𝑇- modül ve 𝐵 ⊆ 𝑀 olmak üzere 𝐵, 𝑀 ve 𝑇 deki işlemlere göre bir 𝑇-

modül ise 𝐵 ye 𝑀 nin bir sol alt modülü denir (Taşcı, 2007). 

Teorem 2.21. 𝑀 bir 𝑇-modül ve 𝐵 ⊆ 𝑀 olmak üzere 𝐵 nin alt modül olması için gerek ve 

yeter şart her 𝑏ଵ, 𝑏ଶ ∈ 𝐵 için 𝑏ଵ − 𝑏ଶ ∈ 𝐵 ve her 𝑡ଵ ∈ 𝑇, her 𝑏ଵ ∈ 𝐵 için 𝑡ଵ𝑏ଵ ∈ 𝐵 olmasıdır 

(Taşcı, 2007). 
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Tanım 2.22. 𝑀 bir sol 𝑇-modül ve 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 olmak üzere 𝑥௜ ∈ 𝑀 olsun. 𝐷 =

{𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡} kümesi, 

i) 𝐷 kümesi 𝑀 yi gerer. Yani her 𝑥 ∈ 𝑀 için 𝑥 = 𝑏ଶ𝑥ଶ + ⋯ + 𝑏௡𝑥௡ olacak şekilde 

𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … , 𝑏௡ ∈ 𝑇 vardır. 

ii) 𝐷 kümesi lineer bağımsızdır. Yani her 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … , 𝑏௡ ∈ 𝑇 için 𝑏𝑥ଵ + 𝑏ଶ𝑥ଶ + ⋯ +

𝑏௡𝑥௡ = 0 olması için gerek ve yeter koşul 𝑏ଵ = 𝑏ଶ = ⋯ = 𝑏௡ = 0 olmasıdır. 

koşullarını sağlıyorsa 𝐷 kümesine sol 𝑇- modül 𝑀 için bir baz denir (Taşcı, 2007). 

Tanım 2.23. (𝑇, +,∙) birimli ve değişmeli bir halka olsun. 𝑇 − {0} = 𝑇∗ olmak üzere (𝑇∗,∙) bir 

grup ise 𝑇 halkasına cisim denir (Çallıalp, 2013). 

Tanım 2.24. Bir cismin elemanları sonlu ise bu cisme sonlu cisim denir (Roman, 1992). 

Teorem 2.25. 1 < 𝑞 ∈ ℤ olmak üzere 𝑞 elemanlı bir cismin var olması için gerek ve yeter şart 

𝑞 sayısının bir asalın kuvvveti şeklinde yazılmasıdır (Roman, 1992). 

Tanım 2.26. 𝑝 bir asal sayı, 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere 𝑞 = 𝑝௡ elemanlı cisme Galois cismi denir ve 

𝐺𝐹(𝑞) ( veya 𝔽௤ ) şeklinde gösterilir (Roman, 1992). 

Tanım 2.27: (𝑉,⊕) değişmeli bir grup, (𝑆, +, . ) bir cisim olmak üzere 

 ⊙: 𝑆𝑥𝑉 → 𝑉 

 (𝑎ଵ, 𝑣ଵ) → 𝑎ଵ ⊙ 𝑣ଵ 

dış işlemi aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa, 𝑉 ye (𝑆, +, . ) cismi üzerinde vektör uzayı denir 

(Çallıalp ve Kuruoğlu, 1996). 

i) Her 𝑎1 ∈ 𝑆 ve her 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉 için 𝑎1 ⊙ (𝑣1 ⊕ 𝑣2) = (𝑎1 ⊙ 𝑣1) ⊕ (𝑎1 ⊙ 𝑣2) dir. 

ii) Her 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝑆 ve her 𝑣1 ∈ 𝑉 için (𝑎1 + 𝑎2) ⊙ 𝑣ଵ = (𝑎1 ⊙ 𝑣ଵ) ⊕ (𝑎2 ⊙ 𝑣ଵ) dir. 

iii) Her 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝑆 ve her 𝑣ଵ ∈ 𝑉 için (𝑎1. 𝑎2) ⊙ 𝑣ଵ = 𝑎ଵ ⊙ (𝑎ଶ ⊙ 𝑣ଵ) dir. 

iv) 1 ∈ 𝑆 ve her 𝑣ଵ ∈ 𝑉 için 1 ⊙ 𝑣ଵ = 𝑣ଵ dir. 

Tanım 2.28. 𝑉 bir vektör uzayı ve ∅ ≠ 𝑉ଵ ⊆ 𝑉 alt kümesi olsun. 𝑉ଵ, 𝑉 deki işlemlere göre bir 

vektör uzayı ise 𝑉ଵ e 𝑉 vektör uzayının bir alt uzayı denir (Çallıalp ve Kuruoğlu, 1996).   
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Teorem 2.29. 𝑉, 𝑆 cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. ∅ ≠ 𝑉ଵ ⊆ 𝑉 kümesinin 𝑉 nin bir alt 

uzayı olması için gerek ve yeter şart her 𝑣ଵ, 𝑣ଶ ∈ 𝑉ଵ ve her 𝑙ଵ, 𝑙ଶ ∈ 𝑆 için (𝑙ଵ ⊙ 𝑣ଵ) ⊕ (𝑙ଶ ⊙

𝑣ଶ) ∈ 𝑉ଵ olmasıdır (Çallıalp ve Kuruoğlu, 1996). 

Tanım 2.30. 𝑉, 𝑆 cismi üzerinde bir vektör uzayı ve 𝑣ଵ, 𝑣ଶ, … , 𝑣௡, 𝑉 nin farklı vektörleri 

olsun. Eğer 𝛼ଵ𝑣ଵ + 𝛼ଶ𝑣ଶ + ⋯ + 𝛼௡𝑣௡ = 0 iken 𝛼ଵ = 𝛼ଶ = ⋯ = 𝛼௡ = 0 ise 𝑣ଵ, 𝑣ଶ, … , 𝑣௡ 

vektörleri lineer bağımsızdır, aksi halde bu vektörler lineer bağımlıdır denir (Ling ve Xing, 

2004). 

Tanım 2.31. 𝑉, 𝑆 cisminde bir vektör uzayı ve 𝑣ଵ, 𝑣ଶ, … , 𝑣௡ ∈ 𝑉 olsun. Her 𝑣 ∈ 𝑉 için 

𝑣 = 𝛼ଵ𝑣ଵ + 𝛼ଶ𝑣ଶ + ⋯ + 𝛼௡𝑣௡ olacak şekilde 𝛼ଵ, 𝛼ଶ, … , 𝛼௡ ∈ 𝑆 varsa 𝑣ଵ, 𝑣ଶ, … , 𝑣௡ vektörleri 

𝑉 yi üretiyor (geriyor) denir  (Ling ve Xing, 2004). 

Tanım 2.32. 𝑉, 𝑆 cismi üzerinde bir vektör uzayı ve 𝑣ଵ, 𝑣ଶ, … , 𝑣௡ ∈ 𝑉 olmak üzere 

𝑣ଵ, 𝑣ଶ, … , 𝑣௡ vektörleri lineer bağımsız ve 𝑉 vektör uzayını geriyorsa {𝑣ଵ, 𝑣ଶ, … , 𝑣௡} kümesine 

𝑉 nin bir tabanı (bazı) denir. V nin tabanındaki eleman sayısına 𝑉 nin boyutu denir ve 𝑏𝑜𝑦(𝑉) 

ile gösterilir (Ling ve Xing, 2004).  

Tanım 2.33. 𝐹 = {𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௤}, 𝑞 elemanlı küme olsun. 

i) Her 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑛} için 𝑣௝ ∈ 𝐹 olmak üzere 𝑣 = 𝑣ଵ𝑣ଶ𝑣ଷ … 𝑣௡ elemanına 𝐹 

üzerinde tanımlı 𝑛 uzunluğunda bir 𝑞-ary (𝑞-lu) sözcük denir. Aynı zamanda 𝑣, 

𝑣 = (𝑣ଵ, 𝑣ଶ, 𝑣ଷ, … , 𝑣௡) şeklinde bir vektör olarak düşünülebilir. 

ii) ∅ ≠ 𝒞 ⊆ 𝐹௡ kümesine, 𝐹 üzerinde tanımlı 𝑛 uzunluğunda bir 𝑞-lu blok kod denir. 

iii) 𝒞 kodundaki her bir elemana kod sözcüğü denir. 

iv) 𝒞 kodunun eleman sayısı |𝒞| ile gösterilir. 

v) ∅ ≠ 𝒞 ⊆ 𝐹௡ kümesinin 𝑀 tane elemanı varsa 𝒞 koduna 𝑛 uzunluğunda 𝑀 

elemanlı bir kod denir ve (𝑛, 𝑀) parametreleri ile gösterilir. 

vi) 𝐹 kümesine kod alfabesi ve 𝐹 nin elemanlarına da kod sembolleri denir (Ling ve 

Xing, 2004). 

Tanım 2.34. 𝑇 sonlu bir halka ve 𝑛 ∈ ℤା olmak üzere 

 𝑇௡ = ൛(𝑣ଵ, 𝑣ଶ, … , 𝑣௡) ∶  𝑣௝ ∈ 𝑇, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛ൟ 
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𝑇-modülünün 𝑀 elemanlı bir 𝒞  𝑇-alt modülüne, 𝑛 uzunluğunda ve 𝑀 elemanlı bir  lineer kod 

denir. Kodun elemanlarına kod sözcüğü, 𝑇௡ nin elemanlarına da sözcük denir (Huffman ve 

Pless, 2003). 

Tanım 2.35. 𝔽௤
௡ = ൛𝒶 = (𝔨ଵ, 𝔨ଶ, … , 𝔨௡) ∶  𝔨௜ ∈ 𝔽௤ , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛ൟ kümesi 𝔽௤ üzerinde 𝑛 boyutlu 

bir vektör uzayı olmak üzere, 𝔽௤
௡ nin her 𝒞 alt uzayına  lineer kod denir. 𝒞 nin boyutu 𝑘 ise  𝒞 

ye 𝔽௤ da bir lineer [𝑛, 𝑘]-kod ya da kısaca [𝑛, 𝑘]-kod denir (Hill, 1986).  

Tanım 2.36. Her 𝔞 = (𝔞ଵ, 𝔞ଶ, … , 𝔞௡), 𝔟 = (𝔟ଵ, 𝔟ଶ, … , 𝔟௡) ∈ 𝔽௤
௡ için  

𝑑  ∶ 𝔽௤
௡ × 𝔽௤

௡ → ℕ ∪ {0}   

        (𝔞, 𝔟) ↦ 𝑑(𝔞, 𝔟) =   |{𝑖 ∶  𝔞௜ ≠ 𝔟௜}| 

şeklinde tanımlanan dönüşüme Hamming uzaklığı denir (Huffman ve Pless, 2003). 

Önerme 2.37.  Hamming uzaklığı  

i) ∀ 𝔰, 𝔱 ∈ 𝔽௤
௡ için 𝑑(𝔰, 𝔱) ≥ 0,   𝑑(𝔰, 𝔱) = 0 ⟺ 𝔰 = 𝔱 

ii) ∀ 𝔰, 𝔱 ∈ 𝔽௤
௡  için 𝑑(𝔰, 𝔱) = 𝑑(𝔱, 𝔰) 

iii) ∀ 𝔰, 𝔱, 𝔲 ∈ 𝔽௤
௡  için 𝑑(𝔰, 𝔱) ≤ 𝑑(𝔰, 𝔲) + 𝑑(𝔲, 𝔱) 

özelliklerini sağlayan bir metriktir (Hill, 1986). 

Tanım 2.38. Bir 𝒞 kodunun minimum uzaklığı 

 𝑑 = 𝑑(𝒞) = 𝑚𝑖𝑛{𝑑(𝔰, 𝔱)  ∶  𝔰 ≠ 𝔱,   𝔰, 𝔱 ∈ 𝒞} 

biçiminde tanımlanır. 𝑛 uzunluğunda, 𝑀 elemanlı ve minimum uzaklığı 𝑑 olan bir 𝒞 koduna 

(𝑛, 𝑀, 𝑑)-kod denir (Hill, 1986). 

 𝒞 [𝑛, 𝑘]-kodunun 𝑑 minimum uzaklığı da kullanılırsa  [𝑛, 𝑘, 𝑑]-kod şeklinde gösterilir. 

 Bir 𝒞 [𝑛, 𝑘, 𝑑]-kodunun eleman sayısı 𝑞௞ dır. 

Not 2.39.        𝒞, bir [𝑛, 𝑘, 𝑑]-kod ise 𝒞, bir 𝑞-ary (𝑛, 𝑞௞, 𝑑)-koddur. 

                       𝒞, bir 𝑞-ary (𝑛, 𝑞௞, 𝑑)-kod ise 𝒞, bir [𝑛, 𝑘, 𝑑]-kod olmayabilir. 
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Tanım 2.40. 𝑟, 𝔽௤
௡ vektör uzayının herhangi bir elemanı olsun. 𝑟 nin sıfırdan farklı 

bileşenlerinin sayısına 𝑟 elemanının Hamming ağırlığı denir. 𝑤(𝑟) ya da 𝑤ு(𝑟) ile gösterilir 

(Hill, 1986). 

 Bir 𝒞 kodunun sıfırdan farklı tüm kod sözcüklerinin ağırlıklarının en küçüğüne 𝒞 

kodunun minimum  Hamming ağırlığı denir ve 𝑤(𝒞) ya da 𝑤ு(𝒞) ile gösterilir. 

Lemma 2.41. 𝔰, 𝔱 ∈ 𝐹௤
௡ vektör uzayının herhangi iki elemanı olmak üzere 

 𝑑( 𝔰, 𝔱) = 𝑤( 𝔰 − 𝔱)  

dir (Hill, 1990). 

İspat: 𝔞 = (𝔞ଵ, 𝔞ଶ, … , 𝔞௡), 𝔟 = (𝔟ଵ, 𝔟ଶ, … , 𝔟௡) ve 𝑑(𝔞, 𝔟) = 𝑛 − 𝑗 olsun. Bu durumda 𝔞 ve 𝔟 

vektörlerinin 𝑗 adet koordinatı ortaktır. Dolayısıyla 𝔞 − 𝔟 vektöründe ortak olan koordinatlar 

sıfır ve diğer bütün koordinatlar sıfırdan farklı olacaktır. Bu da 𝑤(𝔞 − 𝔟) = 𝑛 − 𝑗 olduğunu 

gösterir. Sonuç olarak 𝑑(𝔞, 𝔟) = 𝑤(𝔞 − 𝔟) eşitliği elde edilir. 

Teorem 2.42. Bir 𝒞 lineer kodunun minimum ağırlığı ile minimum uzaklığı eşittir (Hill, 

1990). 

İspat: Bir 𝒞 lineer kodunun minimum ağırlığı 𝑤(𝒞) ve minimum uzaklığı 𝑑(𝒞) ile 

gösterilsin. Buna göre  ∃ 𝔞, 𝔟 ∈ 𝒞 için 𝑑(𝒞) = 𝑑(𝔞, 𝔟) dir. Lemma 2.41 den 𝑑(𝒞) = 𝑤(𝔞 − 𝔟) 

ve aynı zamanda 𝔞 − 𝔟 ∈ 𝒞 olduğundan 𝑤(𝔞 − 𝔟) ≥ 𝑤(𝒞) elde edilir. Yani  𝑑(𝒞) ≥ 𝑤(𝒞) 

olur. Diğer yandan ∃ 𝔞 ∈ 𝒞 için 𝑤(𝒞) = 𝑤(𝔞) = 𝑑(𝔞, 0) ≥ 𝑑(𝒞) elde edilir. Dolayısıyla 

𝑑(𝒞) ≥ 𝑤(𝒞) ve 𝑤(𝒞) ≥ 𝑑(𝒞) olduğundan 𝑑(𝒞) = 𝑤(𝒞) dir. 

Örnek 2.43. 𝒞 = {(0,1,2,1), (1,0,2,2), (1,2,0,1)},  𝔽ଷ üzerinde lineer olmayan bir kod olmak 

üzere 

 𝑑൫(0,1,2,1), (1,0,2,2)൯ = 3 

 𝑑൫(0,1,2,1), (1,2,0,1)൯ = 3 

 𝑑൫(1,0,2,2), (1,2,0,1)൯ = 3 

dir. 𝑑(𝒞) = 𝑚𝑖𝑛{𝑑(𝔰, 𝔱)  ∶  𝔰 ≠ 𝔱,   𝔰, 𝔱 ∈ 𝒞} olduğundan 𝑑 = 3 dir. O halde 𝒞 kodu (4,3,3)-

koddur. 

Tanım 2.44. 𝒞, 𝔽௤ üzerinde bir [𝑛, 𝑘]-kod olsun. Satırları 𝒞 lineer kodununun taban 

elemanlarından oluşan 𝑘 × 𝑛 mertebeli matrise 𝒞 kodunun üreteç matrisi denir ve 𝐺 ile 
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gösterilir. 𝐺, 𝐼௞ ,  𝑘 × 𝑘 mertebeli birim matris, 𝐴, 𝑘 × (𝑛 − 𝑘) mertebeli bir matris olmak 

üzere (𝐼௞ | 𝐴) şeklinde düzenlenirse (𝐼௞ | 𝐴) matrisine 𝐺 matrisinin standart formu denir (Hill, 

1986). 

Örnek 2.45.  𝔽ଶ üzerinde  

 𝒞 = {(0,0,0,0,0), (0,0,1,1,1), (1,1,0,0,1), (1,1,1,1,0)}  

lineer kodunun bir tabanı 

 𝑆 = {(0,0,1,1,1), (1,1,1,1,0)} 

olduğu için 𝐺 = ቂ
11110
00111

ቃ
ଶ×ହ

 matrisi, 𝒞 kodunun üreteç matrisidir. 𝒞 kodu 𝔽ଶ üzerinde bir  

[5,2,3]-koddur. 

Teorem 2.46. 𝒞, minimum uzaklığı 𝑑 olan bir kod olmak üzere 

i) 𝑑 ≥ 𝑘 + 1 ise 𝒞 kodu 𝑘 tane hatayı belirler. 

ii) 𝑑 ≥ 2𝑡 + 1 ise 𝒞 kodu  𝑡 tane hatayı düzeltir (Hill, 1986).  

Sonuç 2.47. Minimum uzaklığı 𝑑 olan bir 𝒞 kodu herhangi bir kod sözcüğünde 𝑑 − 1 tane 

hatayı belirler ya da ቔ
ௗିଵ

ଶ
ቕ tane hatayı düzeltir  (Ling ve Xing, 2004).   

Teorem 2.48. 𝐶 ve  𝐷,   𝑘 × 𝑛 lik matrisler olmak üzere 𝐶 matrisine  

i) Satırların yer değişimi 

ii) Satırın bir sıfırdan farklı bir skaler ile çarpımı 

iii) Satırın bir skalerle çarpımının bir diğer satır üzerine toplamı 

iv) Sütunların yer değişimi 

v) Sütunun sıfırdan farklı bir skaler ile çarpımı 

ifadelerinden en az biri uygulanarak 𝐷 matrisi elde ediliyorsa, 𝐶 ve 𝐷, 𝔽௤ da denk [𝑛, 𝑘]-

kodları üretir (Hill, 1986). 

Tanım 2.49. Her  𝔶 = (𝔶ଵ, 𝔶ଶ, … , 𝔶௡),  𝔷 = (𝔷ଵ, 𝔷ଶ, … , 𝔷௡) ∈ 𝔽௤
௡ elemanları için  

 ⋅   ∶  𝔽௤
௡  ×  𝔽௤

௡ ⟶ 𝔽௤ 

       (𝔶, 𝔷) ↦ 𝔶. 𝔷 = 𝔶ଵ𝔷ଵ + ⋯ + 𝔶௡𝔷௡ 
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şekildeki dönüşüme bir iç çarpım denir. Eğer 𝔶. 𝔷 = 0 ise 𝔶 ve 𝔷 birbirine diktir denir (Hill, 

1986). 

Tanım 2.50. 𝒞,  𝔽௤ üzerinde bir [𝑛, 𝑘]-kod olmak üzere 

𝒞ୄ = ൛𝔶 ∈ 𝔽௤
௡ ∶  𝔶. 𝔷 = 0,   ∀ 𝔷 ∈ 𝒞ൟ  

kümesine 𝒞 kodunun duali denir. 𝒞ୄ = 𝒞 ise 𝒞 koduna self-dual kod, 𝒞 ⊆ 𝒞ୄ  ise 𝒞 koduna 

self-ortogonal kod denir (Ling ve Xing, 2004).  

Teorem 2.51. 𝒞, 𝔽௤ üzerinde bir [𝑛, 𝑘]-kod olmak üzere 

i) |𝒞| = 𝑞௞, 

ii) 𝒞ୄ de bir lineer koddur ve boy(𝒞)+boy(𝒞ୄ)= 𝑛, 

iii) (𝒞ୄ)ୄ = 𝒞 

dir (Ling ve Xing, 2004).  

Teorem 2.52. 𝒞,  𝔽௤ üzerinde bir [𝑛, 𝑘]-kod, 

 𝐺 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
gଵଵ gଵଶ … gଵ୬

gଶଵ gଶଶ … gଶ୬

.          .          

.          
g୩ଵ g୩ଶ … g୩୬⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

௞×௡

  

𝒞 kodunun üreteç matrisi ve 𝔶 = (𝔶ଵ, 𝔶ଶ, … , 𝔶௡) ∈ 𝔽௤
௡ olsun. 𝔶 ∈ 𝒞ୄ olması için gerek ve 

yeter şart [𝔶ଵ 𝔶ଶ … 𝔶௡]ଵ×௡𝐺௡×௞
୘ = 0 olmasıdır (Hill, 1986). 

Önerme 2.53. 𝒞, 𝔽௤ üzerinde bir [𝑛, 𝑘]-kod ise 𝒞ୄ de 𝔽௤ üzerinde bir [𝑛, 𝑛 − 𝑘]-koddur (Hill, 

1986). 

Tanım 2.54. 𝒞 bir [𝑛, 𝑘]-kod olsun. 𝒞ୄ nin üreteç matrisine 𝒞 kodunun kontrol (parity-check) 

matrisi denir ve 𝐻 ile gösterilir (Hill, 1986). 

Teorem 2.55. 𝒞, 𝔽௤ üzerinde bir [𝑛, 𝑘]-kod olmak üzere 𝐺 ve 𝐻, 𝒞 kodunun sırasıyla üreteç 

ve kontrol matrisleri ise 𝐺𝐻் = 0 dır (Hill, 1986). 
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Not 2.56. 𝐻, 𝒞 kodunun kontrol matrisi olmak üzere  

𝒞 = ൛(𝔶ଵ, 𝔶ଶ, … , 𝔶௡) ∈ 𝔽௤
௡ ∶ [𝔶ଵ 𝔶ଶ … 𝔶௡]𝐻் = 0ൟ  

şeklinde de ifade edilir (Hill, 1986). 

Teorem 2.57. 𝒞 bir lineer kod ve 𝐻, 𝒞 kodunun kontrol matrisi olmak üzere 

i) 𝑑(𝒞) ≥ 𝑑 olması için gerek ve yeter şart 𝐻 matrisinin herhangi 𝑑 − 1 sütunu 

lineer bağımsız olmasıdır. 

ii) 𝑑(𝒞) ≤ 𝑑 olması için gerek ve yeter şart 𝐻 matrisinin herhangi 𝑑 sütunu lineer 

bağımlı olmasıdır. 

iii) 𝑑(𝒞) = 𝑑 olması için gerek ve yeter şart 𝐻 matrisinin herhangi 𝑑 − 1 sütunu 

lineer bağımsız ve en az 𝑑 tane sütunu lineer bağımlı olmasıdır (Ling ve Xing, 

2004). 

Teorem 2.58. 𝒞 bir [𝑛, 𝑘]-kod olmak üzere 𝒞 nin üreteç matrisinin standart formu 𝐺 =

(𝐼௞ | 𝐴) ise 𝒞 kodunun kontrol matrisi 𝐻 = (−𝐴் |  𝐼௡ି௞) dir (Hill, 1986). 

Örnek 2.59.  𝔽ଶ üzerinde bir 𝒞 [7,4,3]-kodunun üreteç matrisi  

 𝐺 = ቎

1
1
1
0

1
0
1
1

1
0
0
1

1
0
0
0

1
1
0
0

1
0
1
0

1
1
0
1

቏ 

olmak üzere 𝒞 kodunun üreteç matrisinin standart formu 

 𝐺ᇱ = ቎

1
0
0
0

0
1
0
0

0
0
1
0

0
0
0
1

1
1
1
0

0
1
1
1

1
1
0
1

቏ 

dir. Bu durumda 𝒞 kodunun kontrol matrisi  

 𝐻 = ൥
1
0
1

1
1
1

1
1
0

0
1
1

1
0
0

0
1
0

0
0
1

൩            

şeklindedir. 

Tanım 2.60. 𝒞 bir [𝑛, 𝑘]-kod ve 𝐺, 𝒞 kodunun üreteç matrisi olsun. Bir 𝑢 ∈ 𝔽௤
௞ mesajı 𝑢𝐺 = 𝑣 

olmak üzere 𝑣 ∈ 𝒞 olarak kodlanır. Bu kodlamaya 𝑢 mesaj vektörünün 𝑣 kod sözcüğü olarak 
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kodlanması denir. Buradaki 𝒖, 𝑢 vektörünün bileşenlerinden oluşan satır matrisidir (Hill, 

1986). 

Örnek 2.61.  𝒞, 𝔽ଶ üzerinde bir [7,4]-kod ve 𝒞 kodunun üreteç matrisi              

                     𝐺 = ቎

1
0
0
0

0
1
0
0

0
0
1
0

0
0
0
1

1
1
1
0

0
1
1
1

1
1
0
1

቏  

olsun. Bir 𝑢 = (1,1,1,0) ∈ 𝔽ଶ
ସ mesajı 𝒖𝐺 = [1110100] olduğundan (1,1,1,0,1,0,0) olarak 

kodlanır. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu bölümde bazı sonlu ve değişmeli halkalar üzerinde MacDonald kodlarla ilgili yapılan 

çalışmalar verilmiştir. Torsion kod kavramı tanıtılarak ağırlık dağılımları incelenmiştir. 

3.1.  𝔽𝟐 +  𝒖𝔽𝟐  Halkası Üzerindeki MacDonald Kodlar 

𝔽ଶ[𝑢] 〈𝑢ଶ〉⁄  = { 𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ + 〈𝑢ଶ〉 | 𝑎଴,  𝑎ଵ ∈ 𝔽ଶ} halkası için 𝑢ଶ = 0 olması 

durumunda 𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ + 〈 0 〉 =  { 𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ + 0. 𝑏 | 𝑎଴,  𝑎ଵ ∈ 𝔽ଶ, 𝑏 ∈ 𝔽ଶ[𝑢] } =  {𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ} 

olacağından 

𝔽ଶ[𝑢] 〈𝑢ଶ〉⁄  = ൛{𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ} ห 𝑎଴,  𝑎ଵ ∈ 𝔽ଶൟ   

 bulunur.  𝑅 = 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ = { 𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ | 𝑎଴,  𝑎ଵ ∈ 𝔽ଶ}  de bir halkadır (Al-Ashker, 2005). 

 

 Teorem 3.1.1.  𝑢ଶ = 0, 𝑅 = 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ ={0,1, 𝑢, 1 + 𝑢} olmak üzere aşağıdaki toplama ve 

çarpma işlemlerine göre  4  elemanlı değişmeli bir halkadır (Al-Ashker, 2005). 

Çizelge 3.1.  𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ halkasının toplam ve çarpım tablosu 

 

 

 

 

 

 

                          

 

 

 

                      

                      

Teorem 3.1.2. 

ℎ: 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ   
                              
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝔽ଶ[𝑢] 〈𝑢ଶ〉⁄  

        𝔥଴ + 𝑢𝔥ଵ  ⟼  ℎ(𝔥଴ + 𝑢𝔥ଵ) = {𝔥଴ + 𝑢𝔥ଵ} 

dönüşümü bir izomorfizmadır (Al-Ashker, 2005). 

+ 0 1 𝑢 1 + 𝑢 

0 0 1 𝑢 1 + 𝑢 

1 1 0 1 + 𝑢 𝑢 

𝑢 𝑢 1 + 𝑢 0 1 

1 + 𝑢 1 + 𝑢 𝑢 1 0 

. 0 1 𝑢 1 + 𝑢 

0 0 0 0 0 

1 0 1 𝑢 1 + 𝑢 

𝑢 0 𝑢 0 𝑢 

1 + 𝑢 0 1 + 𝑢 𝑢 1 
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İspat: Tanımlanan ℎ dönüşümü kapalı ve iyi tanımlıdır.  

(1)  

∀ 𝔷ଵ = 𝔥ଵ + 𝑢𝔯ଵ, 𝔷ଶ = 𝔥ଶ + 𝑢𝔯ଶ ∈ 𝑅  için 

ℎ(𝔷ଵ) = ℎ(𝔷ଶ)  

⇒ {𝔥ଵ + 𝑢𝔯ଵ} = {𝔥ଶ + 𝑢𝔯ଶ}  

⇒ {𝔥ଵ − 𝔥ଶ + 𝑢(𝔯ଵ − 𝔯ଶ)} = 0  

⇒  𝔥ଵ − 𝔥ଶ = 𝔯ଵ − 𝔯ଶ = 0  

            ⇒  𝔥ଵ = 𝔥ଶ, 𝔯ଵ = 𝔯ଶ 

⇒ 𝔷ଵ = 𝔷ଶ  

elde edilir. O halde ℎ bire birdir. 

(2)  

ℎ bire bir ve |𝑅| = |𝔽ଶ[𝑢] 〈𝑢ଶ〉⁄ | = 2ଶ = 4  olduğundan ℎ örtendir.  

(3)  

ℎ(𝔷ଵ + 𝔷ଶ) = ℎ൫𝔥ଵ + 𝔥ଶ + 𝑢(𝔯ଵ + 𝔯ଶ)൯  

        = {𝔥ଵ + 𝔥ଶ + 𝑢(𝔯ଵ + 𝔯ଶ)}  

           = {𝔥ଵ + 𝑢𝔯ଵ} + {𝔥ଶ + 𝑢𝔯ଶ}   

        = ℎ(𝔷ଵ) + ℎ(𝔷ଶ)  

 ℎ(𝔷ଵ𝔷ଶ) = ℎ൫𝔥ଵ𝔥ଶ + 𝑢(𝔥ଵ𝔯ଶ + 𝔯ଵ𝔥ଶ)൯ 

    = {𝔥ଵ𝔥ଶ + 𝑢(𝔥ଵ𝔯ଶ + 𝔯ଵ𝔥ଶ)}  

ℎ(𝔷ଵ)ℎ(𝔷ଶ) = {𝔥ଵ + 𝑢𝔯ଵ}{𝔥ଶ + 𝑢𝔯ଶ}  

          = {𝔥ଵ𝔥ଶ + 𝑢(𝔥ଵ𝔯ଶ + 𝔯ଵ𝔥ଶ)} 

        = ℎ(𝔷ଵ𝔷ଶ)  

bu durumda ℎ homomorfizmadır. 

ℎ, 1-1, örten ve homomorfizma olduğundan bir izomorfizmadır. Bu durumda 

𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ ≔ 𝔽ଶ[𝑢] 〈𝑢ଶ〉⁄   

yazılır. 



18 
 

Tanım 3.1.3.    kod sözcüğünün Lee ağırlığı, 

0 0

( ) 1 1 1

2

i

L i i i

i

w ya da u

u


  




   
 

  

olmak üzere 

1

( ) ( )
n

L L i
i

w w 


  

şeklinde tanımlanır (Al-Ashker, 2005). 

Tanım 3.1.4.    kod sözcüğünün Euclidean ağırlığı, 

 

0 0

( ) 1 1 1

4

i

E i i i

i

w ya da u

u


  




   
 

 

olmak üzere  

1

( ) ( )
n

E E i
i

w w 


  

şeklinde tanımlanır (Al-Ashker, 2005). 

Teorem 3.1.5.  nve R    olmak üzere   ve   arasındaki Lee uzaklığı 

1

( , ) ( ) ( )
n

L L L i i
i

d w w     


      

dir (Betsumiya ve  Harada, 2004). 

Tanım 3.1.6.  𝐶 kodunun minimum Lee uzaklığı ve minimum Euclidean uzaklığı sırasıyla 

( ) min{ ( , ) : , }L L Ld d C d u v u vu v C     

( ) min{ ( , ) : , }E E Ed d C d u v u vu v C   
 

şeklinde tanımlanır (Al-Ashker, 2005). 
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Teorem 3.1.7. Bir lineer kodun minimum uzaklığı ve minimum ağırlığı eşittir (Roman, 1992). 

Tanım 3.1.8.  𝑥 ve 𝑦 𝔽ଶ nin herhangi iki elemanı olmak üzere 

𝜙: 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ  
                              
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝔽ଶ

ଶ  

     𝑥 + 𝑢𝑦 ⟼ 𝜙(𝑥 + 𝑢𝑦) =  (𝑦, 𝑥 + 𝑦)  

şeklinde tanımlanan 𝜙 dönüşümüne Gray dönüşümü denir. Bu dönüşüm (𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ)௡ den 

𝔽ଶ
ଶ௡ e genelleştirilebilir (Al-Ashker, 2005). 

Teorem 3.1.9. 𝜙: ((𝔽2 + 𝑢𝔽2)௡, 𝑑௅) ⟶ (𝔽ଶ
ଶ௡, 𝑑ு) şeklinde tanımlanan Gray dönüşümü 

uzaklık koruyan bir dönüşümdür (Al-Ashker, 2005). 

İspat: ∀ 𝔲ଵ, 𝔲ଶ ∈ (𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ)௡ olsun. Bu durumda  

𝜙(𝔲ଵ − 𝔲ଶ) = 𝜙(𝔲ଵ) − 𝜙(𝔲ଶ)  

dir.  

𝑑௅(𝔲ଵ, 𝔲ଶ) = 𝑤௅(𝔲ଵ − 𝔲ଶ) 

                  = 𝑤ு൫𝜙(𝔲ଵ − 𝔲ଶ)൯ 

                  = 𝑤ு൫𝜙(𝔲ଵ) − 𝜙(𝔲ଶ)൯ 

      = 𝑑ு൫𝜙(𝔲ଵ), 𝜙(𝔲ଶ)൯ 

eşitliği elde edilir. O halde 𝜙 uzaklık koruyan bir dönüşümdür. 

Böylece,  𝒞 = (𝑛, 4௞భ2௞మ , 𝑑௅),  𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ  üzerinde bir lineer kod olmak üzere 𝜙(𝒞), 𝔽ଶ 

üzerinde bir [2𝑛, 2𝑘ଵ + 𝑘ଶ, 𝑑ு]-koddur. 

Teorem 3.1.10. 𝒞, 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ üzerindeki bir kod olsun. 𝐴 ve 𝐵, 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ üzerinde, 𝐷 𝔽ଶ  

üzerinde alınan matrisler olmak üzere, 𝒞 kodu 

𝐺 = ൤
𝐼௞భ

𝐴 𝐵

0 𝑢𝐼௞మ
𝑢𝐷

൨   

matrisi ile üretilen bir koda denktir (Dougherty vd, 1999). 
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3.1.1.  𝔽𝟐 + 𝒖𝔽𝟐  halkasındaki  MacDonald  kodun özellikleri 

α tipi Simplex  S୩
஑   kodu, 𝑣 = 1 + 𝑢  alındığında  Gଵ

஑ = [0 1   𝑢 𝑣]  ve   k ≥ 2 için 

G୩
஑ = ൤

0. .0 1. .1  𝑢. . 𝑢
G୩ିଵ

஑ G୩ିଵ
஑ G୩ିଵ

஑   
𝑣. . 𝑣
G୩ିଵ

஑ ൨
௞×ଶమೖ

   

olmak üzere G୩
஑ üreteç matrisiyle üretilen bir lineer koddur. 

Tanım 3.1.1.1. [𝐿\𝑀] matrisi, 𝐿 matrisinden 𝑀 matrisinin sütunlarının silinmesiyle elde 

edilen  matristir  (Al-Ashker, 2005). 

Tanım 3.1.1.2.   1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑘 − 1 olmak üzere G୩
஑ matrisinden G୲

஑ matrisinin  sütunlarının ve  

(𝑘 − 𝑡) × 2ଶ௧ mertebeli 0 matrisinin silinmesiyle oluşturulan matrise G୩,୲ 
஑ üreteç matrisi denir. 

Bu matris  G୩,୲
஑ = ቂG୩

஑ \ 
଴

ୋ౪
ಉቃ  şeklindedir (Al-Ashker, 2005). 

Tanım 3.1.1.3.  α tipi S୩
஑ Simplex kodun G୩

஑ üreteç matrisiyle oluşturulan G୩,୲
஑  üreteç matrisine 

sahip koda α tipi MacDonald kod denir. Bu kod M୩,୲
஑  ile gösterilir. M୩,୲

஑ , 𝑛 = 2ଶ௞ − 2ଶ௧   

uzunluğuna sahip bir koddur (Al-Ashker, 2005). 

Tanım 3.1.1.4.  1 ≤  𝑗 ≤  𝑛 olmak üzere 𝒞 kodunda Hamming ve  Lee ağırlığı 𝑗 olan kod 

sözcüklerinin sayısı sırasıyla Aୌ(𝑗), A୐ (𝑗)  ile gösterilsin.  

{Aୌ (0), Aୌ (1), …, Aୌ (𝑛)},   

{A୐(0), A୐(1), …, A୐(𝑛)}   

ifadelerine sırasıyla 𝒞 kodunun Hamming ve  Lee ağırlık dağılımı denir (Al-Ashker, 2005). 

Tanım 3.1.1.5.  𝒞, 𝑅 üzerinde bir kod olmak üzere, 

𝒞ଵ = {𝑥 ∈ 𝔽ଶ
௡ ∶  𝑢𝑥 ∈ 𝒞}  

kümesine 𝒞  kodunun Torsion kodu, 

𝒞ଶ = {𝑥 ∈ 𝔽ଶ
௡ ∶  ∃ 𝑦 ∈ 𝔽ଶ

௡ ∶  𝑥 + 𝑢𝑦 ∈ 𝒞}  

kümesine 𝐶  kodunun Rezidü kodu denir (Al-Ashker, 2005). 

Lemma 3.1.1.6.  M୩,୲
஑  kodunun Torsion kodu 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ üzerinde tanımlı bir lineer 
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 [22k-22t, k, 22k-1-22t-1]-koddur (Al-Ashker, 2005). Bu kodun ağırlık dağılımları aşağıdaki 

gibidir: 

Aୌ (0) = 1  

Aୌ ൫2ଶ୩ିଵ − 2ଶ୲ିଵ൯ = 2୩ି୲(2୲ − 1)  

Aୌ ൫2ଶ୩ିଵ൯ = 2୩ି୲ − 1  

İspat:  M୩,୲
஑  nin Torsion kodu  𝑢. G୩,୲

஑  matrisinde 𝑢 elemanlarının yerine 1 yazılarak elde edilir. 

𝑘 ve 𝑡  ye bağlı tümevarım ile ispatlanır. 

M୩,୲
஑  nin ilk k-t satırındaki birimsellerin adedi 22k-1 ve birimsel olmayanları adedi 22k-2 

dir. Son t satırdaki birimsellerin adedi 22k-1-22t-1  ve birimsel olmayanların adedi  22k-2-22t-2 dir. 

Lemma 3.1.1.7. 𝑐 ∈ M୩,୲
஑  , 𝑐 ≠ 0 olsun. c nin en az bir bileşeni birimsel ise bu durumda 3 tip 

kod sözcüğü vardır (Al-Ashker, 2005). 

 𝐼. 𝑤ଵ(𝑐) + 𝑤௩(𝑐) = 2ଶ୩ିଵ − 2ଶ୲ିଵ  ve   𝑤଴(𝑐) = 𝑤௨(𝑐) = 2ଶ୩ିଶ − 2ଶ୲ିଶ   

 𝐼𝐼. 𝑤ଵ(𝑐) + 𝑤௩(𝑐) = 2ଶ୩ିଵ   ve   𝑤଴(𝑐) = 2ଶ୩ିଶ − 2ଶ୲ , 𝑤௨(𝑐) = 2ଶ୩ି   

𝐼𝐼𝐼. 𝑤ଵ(𝑐) + 𝑤௩(𝑐) = 2ଶ୩ିଵ   ve    𝑤଴(𝑐) = 𝑤௨(𝑐) = 2ଶ୩ିଶ − 2ଶ୲ିଵ   

aksi taktirde 

 𝐼. 𝑤଴(𝑐) = 𝑤௨(𝑐) = 2ଶ୩ିଵ − 2ଶ୲ିଵ  

𝐼𝐼. 𝑤଴(𝑐) = 2ଶ୩ିଵ − 2ଶ୲  ve    𝑤௨(𝑐) = 2ଶ୩ିଵ  

dir. 

 Teorem 3.1.1.8. M୩,୲
஑  kodunun Hamming ve Lee ağırlık dağılımları aşağıdaki gibidir (Al-

Ashker,  2005): 

            Aୌ (0) = 1   

Aୌ ൫2ଶ୩ିଵ − 2ଶ୲ିଵ൯ = 2୩ି୲(2୲ − 1)  

Aୌ ൫2ଶ୩ିଵ൯ = ൫2୩ି୲ − 1൯  

Aୌ ൫3. 2ଶ୩ିଶ൯ = 2୩ି୲൫2୩ି୲ − 1൯  
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Aୌ  ቀ3. ൫2ଶ୩ିଶ − 2ଶ୲ିଶ൯ቁ = 2ଶ୩ି୲(2୲ − 1)  

Aୌ ൫3. 2ଶ୩ିଶ − 2ଶ୲ିଵ൯ = 2୩ି୲(2୲ − 1)൫2୩ି୲ − 1൯  

A୐ (0) = 1  

A୐ ൫2ଶ୩ − 2ଶ୲൯ = 2ଶ୩ିଶ୲(2ଶ୲ − 1)  

A୐ ൫2ଶ୩൯ = ൫2ଶ(୩ି୲) − 1൯  

İspat: M୩,୲
஑  kodunun sıfırdan farklı kod sözcüklerinin Hamming ağırlığı ya 2ଶ୩ିଵ − 2ଶ୲ିଵ, 

2ଶ୩ିଵ,  3. ൫2ଶ୩ିଶ − 2ଶ୲ିଶ൯, 3. 2ଶ୩ିଶ  ya da 3. 2ଶ୩ିଶ − 2ଶ୲ିଵ  ve Lee ağırlığı ya  2ଶ୩ − 2ଶ୲ ya 

da  2ଶ୩  dır. 

Sonuç 3.1.1.9. M୩,୲
஑  nin Gray dönüşümü altındaki görüntüsü 2ଶ୩ − 2ଶ୲ ve 2ଶ୩  ağırlıklarına 

sahip  𝔽ଶ üzerinde  ൣ2ଶ୩ାଵ − 2ଶ୲ାଵ, 2ଶ୩, 2ଶ୩ − 2ଶ୲൧-koddur (Al-Ashker, 2005). 

3.2.  𝔽𝟐 + 𝒖𝔽𝟐 + 𝒖𝟐𝔽𝟐 Halkası Üzerinde Tanımlı MacDonald Kodlar 

𝔽ଶ[𝑢] 〈𝑢ଷ〉⁄ = {𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ + 𝑢ଶ𝑎ଶ + 〈𝑢ଷ〉 ∶ 𝑎଴, 𝑎ଵ, 𝑎ଶ ∈ 𝔽ଶ}  

halkası için 𝑢ଷ = 0 olması durumunda  

𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ + 𝑢ଶ𝑎ଶ + 〈0〉 = {𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ + 𝑢ଶ𝑎ଶ + 0𝑏 ∶  𝑎଴, 𝑎ଵ, 𝑎ଶ ∈ 𝔽ଶ, 𝑏 ∈ 𝔽ଶ[𝑢]}  

                                 = {𝑎଴ + 𝑢𝑎1 + 𝑢2𝑎2} 

olacağından 

 𝔽ଶ[𝑢] 〈𝑢ଷ〉⁄ = ൛{𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ + 𝑢ଶ𝑎ଶ} ∶ 𝑎଴, 𝑎ଵ, 𝑎ଶ ∈ 𝔽ଶൟ 

bulunur. 

 𝑅ଶ = 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑢ଶ𝔽ଶ = ൛{𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ + 𝑢ଶ𝑎ଶ} ∶ 𝑎଴, 𝑎ଵ, 𝑎ଶ ∈ 𝔽ଶൟ 

kümesi de bir halkadır (Al-Ashker, 2010). 

Teorem 3.2.1. 𝑓: 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑢ଶ𝔽ଶ ⟶ 𝔽ଶ[𝑢] 〈𝑢ଷ〉⁄   

                 𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ + 𝑢ଶ𝑎ଶ  ⟼ 𝑓(𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ + 𝑢ଶ𝑎ଶ) = {𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ + 𝑢ଶ𝑎ଶ} 
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dönüşümü bir izomorfizmadır (Al-Ashker, 2010). 

İspat: Tanımlanan 𝑓 dönüşümü kapalı ve iyi tanımlıdır.  

(1)  

∀ 𝑦ଵ = 𝑎଴
ଵ + 𝑢𝑎ଵ

ଵ + 𝑢ଶ𝑎ଶ
ଵ
, 𝑦ଶ = 𝑎଴

ଶ + 𝑢𝑎ଵ
ଶ + 𝑢ଶ𝑎ଶ

ଶ
∈ 𝑅ଶ için 

𝑓(𝑦ଵ) = 𝑓(𝑦ଶ)  

⇒ {𝑎଴
ଵ + 𝑢𝑎ଵ

ଵ + 𝑢ଶ𝑎ଶ
ଵ

} = ቄ𝑎଴
ଶ + 𝑢𝑎ଵ

ଶ + 𝑢ଶ𝑎ଶ
ଶ

ቅ  

⇒ {𝑎଴
ଵ − 𝑎଴

ଶ + 𝑢(𝑎ଵ
ଵ − 𝑎ଵ

ଶ) + 𝑢ଶ(𝑎ଶ
ଵ − 𝑎ଶ

ଶ)} = 0  

⇒ 𝑎଴
ଵ − 𝑎଴

ଶ = 𝑎ଵ
ଵ − 𝑎ଵ

ଶ = 𝑎ଶ
ଵ − 𝑎ଶ

ଶ = 0  

⇒ 𝑎଴
ଵ = 𝑎଴

ଶ, 𝑎ଵ
ଵ = 𝑎ଵ

ଶ, 𝑎ଶ
ଵ = 𝑎ଶ

ଶ,   

⇒ 𝑦ଵ = 𝑦ଶ  

elde edilir. O halde 𝑓 bire birdir. 

(2)  

𝑓 bire bir ve |𝑅ଶ| = |𝔽ଶ[𝑢] 〈𝑢ଷ〉⁄ | = 2ଷ = 8 olduğundan 𝑓 örtendir.  

(3)  

𝑓(𝑦ଵ + 𝑦ଶ) = 𝑓(𝑎଴
ଵ + 𝑎଴

ଶ + 𝑢(𝑎ଵ
ଵ + 𝑎ଵ

ଶ) + 𝑢ଶ(𝑎ଶ
ଵ + 𝑎ଶ

ଶ))  

         = {𝑎଴
ଵ + 𝑎଴

ଶ + 𝑢(𝑎ଵ
ଵ + 𝑎ଵ

ଶ) + 𝑢ଶ(𝑎ଶ
ଵ + 𝑎ଶ

ଶ)}  

            = {𝑎଴
ଵ + 𝑢𝑎ଵ

ଵ + 𝑢ଶ𝑎ଶ
ଵ

} + ቄ𝑎଴
ଶ + 𝑢𝑎ଵ

ଶ + 𝑢ଶ𝑎ଶ
ଶ

ቅ   

         = 𝑓(𝑦ଵ) + 𝑓(𝑦ଶ)  

 𝑓(𝑦ଵ𝑦ଶ) = 𝑓 ൬
𝑎଴

ଵ𝑎଴
ଶ + 𝑎ଵ

ଵ𝑎ଶ
ଶ + 𝑎ଶ

ଵ𝑎ଵ
ଶ + 𝑢(𝑎଴

ଵ𝑎ଵ
ଶ + 𝑎ଵ

ଵ𝑎଴
ଶ + 𝑎ଶ

ଵ𝑎ଶ
ଶ) +

𝑢ଶ(𝑎଴
ଵ𝑎ଶ

ଶ + 𝑎ଵ
ଵ𝑎ଵ

ଶ + 𝑎ଶ
ଵ𝑎଴

ଶ)
൰ 

                = ൜
𝑎଴

ଵ𝑎଴
ଶ + 𝑎ଵ

ଵ𝑎ଶ
ଶ + 𝑎ଶ

ଵ𝑎ଵ
ଶ + 𝑢(𝑎଴

ଵ𝑎ଵ
ଶ + 𝑎ଵ

ଵ𝑎଴
ଶ + 𝑎ଶ

ଵ𝑎ଶ
ଶ) +

𝑢ଶ(𝑎଴
ଵ𝑎ଶ

ଶ + 𝑎ଵ
ଵ𝑎ଵ

ଶ + 𝑎ଶ
ଵ𝑎଴

ଶ)
ൠ   

𝑓(𝑦ଵ)𝑓(𝑦ଶ) = {𝑎଴
ଵ + 𝑢𝑎ଵ

ଵ + 𝑢ଶ𝑎ଶ
ଵ

} ቄ𝑎଴
ଶ + 𝑢𝑎ଵ

ଶ + 𝑢ଶ𝑎ଶ
ଶ

ቅ  

           = ൜
𝑎଴

ଵ𝑎଴
ଶ + 𝑎ଵ

ଵ𝑎ଶ
ଶ + 𝑎ଶ

ଵ𝑎ଵ
ଶ + 𝑢(𝑎଴

ଵ𝑎ଵ
ଶ + 𝑎ଵ

ଵ𝑎଴
ଶ + 𝑎ଶ

ଵ𝑎ଶ
ଶ) +

𝑢ଶ(𝑎଴
ଵ𝑎ଶ

ଶ + 𝑎ଵ
ଵ𝑎ଵ

ଶ + 𝑎ଶ
ଵ𝑎଴

ଶ)
ൠ 

         = 𝑓(𝑦ଵ𝑦ଶ)  
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bu durumda 𝑓 homomorfizmadır. 

𝑓, 1-1, örten ve homomorfizma olduğundan bir izomorfizmadır. Bu durumda      

   𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑢ଶ𝔽ଶ ≔ 𝔽ଶ[𝑢] 〈𝑢ଷ〉⁄   

yazılır (Al-Ashker, 2010). 

𝑅ଶ = 𝔽2 + 𝑢𝔽2 + 𝑢2𝔽2 halkası karakteristiği 2 olan, sekiz elemanlı sonlu değişmeli bir 

halkadır. 𝑅ଶ halkasının maksimal  ideali  𝑢𝑅ଶ = {0, 𝑢, 𝑢ଶ, 𝑢𝑣} dir (Al-Ashker, 2010). 

Tanım 3.2.2.  2R   nin Lee ağırlığı, 

2

3

2

0, 0

1, 1

( ) 2,

3,

4,

L

ya da v

w u ya da uv

v ya da v

u



 
  

 



 


 
  
  
 

  

şeklindedir (Sadek vd, 2002). 

Tanım 3.2.3.     Her 𝑚 + 𝑢𝑛 + 𝑢ଶ𝑝 ∈ 𝑅ଶ için 

𝜃ீ௅: 𝑅ଶ   
                              
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝐹ଶ

ସ  

    𝑚 + 𝑢𝑛 + 𝑢ଶ𝑝 ⟼ 𝜃(𝑚 + 𝑢𝑛 + 𝑢ଶ𝑝) =  (𝑝, 𝑚 + 𝑝, 𝑛 + 𝑝, 𝑚 + 𝑛 + 𝑝)  

şeklinde tanımlanan 𝜃 dönüşümüne genelleştirilmiş Gray dönüşümü denir (Al-Ashker, 2010). 

Teorem 3.2.4. 𝜃𝐺𝐿: ((𝑅
2

𝑛) , 𝑑ீ௅) ⟶ (𝐹ଶ
ସ௡, 𝑑ு) şeklinde tanımlanan Gray dönüşümü uzaklık 

koruyan bir dönüşümdür. Böylece  𝒞 = (𝑛, 8௞బ4௞భ2௞మ , 𝑑𝐻) 𝑅2 üzerinde bir lineer kod olmak 

üzere 𝜃𝐺𝐿(𝐶), 𝔽2 üzerinde  [4𝑛, 3𝑘0 + 2𝑘1 + 𝑘2, 𝑑௅]-koddur (Al-Ashker, 2010). 

Tanım 3.2.5.  2t R  kod sözcüğünün Genelleştirilmiş Lee ağırlığı, 

2

2

0, 0

( ) 2,

4,
GL

t

w t t u

t u


 
 

  

şeklindedir (Al-Ashker, 2010). 
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Lemma 3.2.6.  𝒞, 𝑅ଶ üzerindeki bir kod olsun. 𝐵௜௝ binary matris 𝑖 > 0  olmak üzere, 𝒞 kodu 

𝐺 = ቎
𝐼௞బ

 

0
0

    
𝐵଴ଵ  
𝑢𝐼௞భ

0

     

𝐵଴ଶ  
𝑢𝐵ଵଶ

𝑢ଶ𝐼௞మ

    

𝐵଴ଷ

𝑢𝐵ଵଷ

𝑢ଶ𝐵ଶଷ

቏  

matrisi ile üretilen bir koda denktir (Al-Ashker, 2010). 

3.2.1. 𝑭𝟐 + 𝒖𝑭𝟐 + 𝒖𝟐𝑭𝟐  halkasındaki  MacDonald  kodun özellikleri   

α tipi simpleks S୩
஑ kodu, 𝑣 = 1 + 𝑢 alındığında  

Gଵ
஑ = [0 1  𝑢 𝑣 = 1 + 𝑢   𝑢ଶ 𝑣ଶ = 1 + 𝑢ଶ 𝑣ଷ = 1 + 𝑢 + 𝑢ଶ    𝑢𝑣 = 𝑢 + 𝑢ଶ]   

ve   k ≥ 2 için 

G୩
஑ = ൤

0. .0 1. .1  𝑢. . 𝑢  …
G୩ିଵ

஑ G୩ିଵ
஑ G୩ିଵ     

஑ …
    

𝑣ଷ. . 𝑣ଷ

G୩ିଵ
஑ ൨

௞×ଶయೖ

   

olmak üzere G୩
஑ matrisiyle üretilen bir lineer koddur. (Al-Ashker, 2010) 

Tanım 3.2.1.1. (M\N) matrisi,  M  matrisinden  N  matrisinin  sütunlarının  silinmesiyle elde 

edilen matristir  (Al-Ashker, 2010). 

Tanım 3.2.1.2. 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑘 − 1 olmak üzere G୩
஑ matrisinden G୲

஑ matrisinin  sütunlarının ve  

(𝑘 − 𝑡) × 2ଷ௧ mertebeli 0 matrisinin silinmesiyle oluşturulan matrise G୩,୲
஑  matrisi denir. Bu 

matris 

 G୩,୲
஑ =  ቀG୩

஑ \ 
଴

ୋ౪
ಉ ቁ    

şeklindedir (Al-Ashker, 2010). 

Tanım 3.2.1.3.  α tipi S୩
஑ Simplex kodun G୩

஑ üreteç matrisinden oluşturulan G୩,୲
஑  üreteç 

matrisine sahip koda α tipi MacDonald kod denir. Bu kod M୩,୲
஑  ile gösterilir. M୩,୲

஑ , 𝑛 = 2ଷ௞ −

2ଷ௧  uzunluğuna sahip bir koddur (Al-Ashker, 2010). 

Tanım 3.2.1.4.   1 ≤  𝑡 ≤  𝑛 olmak üzere 𝒞 kodunda Hamming ve Lee ağırlığı 𝑡 olan kod 

sözcüklerinin sayısı sırasıyla AH(𝑡), AL(𝑡)  ile gösterilsin.  
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{AH(0), AH(1), …, AH(𝑛)}, 

{AL(0), AL(1), …, AL(𝑛)} 

ifadelerine sırasıyla 𝒞 kodunun Hamming ve Lee ağırlık dağılımı denir (Al-Ashker, 2010). 

Tanım 3.2.1.5.  𝒞, 𝑅ଶ üzerinde bir kod olmak üzere, 

𝒞௜ = ൛𝑣 ห 𝑢௜𝑣 ∈ 𝒞ൟ  

 kümesine 𝒞 nin  Torsion kodu denir (Dougherty ve Park, 2007). 

Lemma 3.2.1.6.  M୩,୲
஑  kodunun Torsion kodu 𝑅ଶ üzerinde bir lineer [23k-23t, k, 23k-1-23t-1]-

koddur ve ağırlık dağılımları aşağıdaki gibidir: 

Aୌ (0) = 1  

Aୌ ൫2ଷ୩ିଵ − 2ଷ୲ିଵ൯ = 2୩ି୲(2୲ − 1)  

Aୌ ൫2ଷ୩ି ൯ = 2୩ି୲ − 1  

M୩,୲
஑  kodunun ilk k-t satırındaki birimsellerin adedi 23k-1 ve birimsel olmayanların adedi 

3.23k-3 dir. Son t satırdaki birimsellerin adedi 23k-1-23t-1 ve birimsel olmayanların adedi  3.(23k-

3-23t-3 ) dir (Al-Ashker, 2010). 

Teorem 3.2.1.7.  M୩,୲
஑  kodunun Hamming ve Lee ağırlık dağılımları aşağıdaki gibidir (Al-

Ashker, 2010): 

Aୌ (0) = 1   

Aୌ ൫2ଷ୩ିଵ − 2ଷ୲ିଵ൯ = 2୩ିଵ(2୲ − 1)  

Aୌ ൫2ଷ୩ିଵ൯ = ൫2୩ି୲ − 1൯  

Aୌ ൫3. 2ଷ୩ିଶ൯ = 2୩ି୲൫2୩ି୲ − 1൯  

Aୌ  ቀ3. ൫2ଷ୩ିଶ − 2ଷ୲ିଶ൯ቁ = 2ଶ୩ି୲(2୲ − 1)  

Aୌ ൫3. 2ଶ୩ିଶ − 2ଶ୲ିଵ൯ = 2୩ି୲(2୲ − 1)൫2୩ି୲ − 1൯  

Aୌ ൫7. 2ଷ୩ିଷ൯ = 2ଶ୩ି୲൫2୩ି୲ − 1൯  
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Aୌ  ቀ7. ൫2ଷ୩ିଷ − 2ଷ୲ିଷ൯ቁ = 2ଷ୩ି୲(2୲ − 1)  

Aୌ ൫7. 2ଷ୩ିଷ − 2ଶ୲ିଵ൯ = 2ଶ୩ି୲ − (2୲ − 1)൫2୩ି୲ − 1൯  

A୐ (0) = 1  

A୐ ൫2ଷ୩ାଵ൯ = 2ଷ(୩ି୲) − 1  

A୐ ൫2ଷ୩ାଵ − 2ଷ୲ାଵ൯ = 2ଷ୩ିଷ୲(2ଷ୲ − 1)  

Aୋ୐ (0) = 1  

Aୋ୐ ൫2ଷ୩ାଵ൯ = 2ଷ(୩ି୲) − 1  

Aୋ୐ ൫2ଷ୩ାଵ − 2ଷ୲ାଵ൯ = 2ଷ(୩ି୲)൫2ଷ୩ − 1൯  

3.3  𝔽𝟑 + 𝒗𝔽𝟑 Halkası Üzerinde Tanımlı MacDonald Kodlar 

𝔽ଷ[𝑣] 〈𝑣ଶ − 1〉⁄ = {𝑎 + 𝑣𝑏 + 〈𝑣ଶ − 1〉 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽ଷ}  

halkası için 𝑣ଶ = 1 olması durumunda  

𝑎 + 𝑣𝑏 + 〈𝑣ଶ − 1〉 = {𝑎 + 𝑣𝑏 + 0𝑐 ∶  𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽ଷ, 𝑐 ∈ 𝔽ଷ[𝑣]} 

                   = {𝑎 + 𝑣𝑏} 

olacağından 

𝔽ଷ[𝑣] 〈𝑣ଶ − 1〉⁄ = ൛{𝑎 + 𝑣𝑏} ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽ଷൟ  

bulunur. 

𝑅ଷ = 𝔽ଷ + 𝑣𝔽ଷ = ൛{𝑎 + 𝑣𝑏} ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔽ଷൟ  

kümesi de bir halkadır (Çengellenmiş ve Al-Ashker, 2012). 

Teorem 3.3.1. 𝑓: 𝔽ଷ + 𝑣𝔽ଷ ⟶ 𝔽ଷ[𝑣] 〈𝑣ଶ − 1〉⁄   

                 𝑎 + 𝑣𝑏  ⟼ 𝑓(𝑎 + 𝑣𝑏) = {𝑎 + 𝑣𝑏} 
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dönüşümü bir izomorfizmadır (Çengellenmiş ve Al-Ashker, 2012). 

𝑣ଶ = 1 ve 𝔽ଷ = {0,1,2} olmak üzere 𝑅ଷ = 𝔽ଷ + 𝑣𝔽ଷ = {0,1,2, 𝑣, 2𝑣, 𝑎 = 1 + 𝑣, 𝑏 =

2 + 𝑣, 𝑐 = 1 + 2𝑣, 𝑑 = 2 + 2𝑣} halkası 9 elemanlı sonlu, değişmeli bir halkadır. Bu halkanın  

{1,2, 𝑣, 2𝑣} elemanları birimseldir. 𝑅ଷ halkasının 2 tane maksimal ideali vardır. Bu idealler  

𝑚ଵ =< 𝑏 >=< 𝑣 − 1 >=< 𝑣 + 2 > = {0, 𝑣 + 2, 1 + 2𝑣}, 

𝑚ଶ =< 1 + 𝑣 >= {0,1 + 𝑣, 2 + 2𝑣}  

dir (Chapman vd, 2002). 

Tanım 3.3.2.  3i R   ün Lee ağırlığı, 

0, 0

( ) 1, 1, 2, , 2

2, 1 , 2 ,1 2 , 2 2

i

L i i

i

w v v

v v v v


 




 
     

     

şeklindedir (Çengellenmiş ve Al-Ashker, 2012). 

Tanım 3.3.3.  3i R   ün Bachoc ağırlığı, 

0, 0

( ) 1, 1 , 2 ,1 2 ,2 2

3, 1,2, , 2

i

B i i

i

w v v v v

v v


 




     
   

 

şeklindedir (Chapman vd, 2002). 

Tanım 3.3.4.    ∀ 𝑥 + 𝑣𝑦 ∈ 𝑅ଷ için 

𝜎: 𝑅ଷ   
                              
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝔽ଷ

ଶ  

    𝑥 + 𝑣𝑦 ⟼ 𝜃(𝑥 + 𝑣𝑦) =  (𝑥, 𝑦)  

şeklinde tanımlanan 𝜎 dönüşümüne Gray dönüşümü denir (Çengellenmiş ve Al-Ashker, 

2012). 

Lemma 3.3.5. 𝐶, 𝑅ଷ üzerindeki bir kod olsun. 𝐴௜ , 𝐵௜ 𝔽ଷ üzerinde matrisler olmak üzere, 𝒞 

kodu 

𝐺 = ቎
𝐼௞భ

0
0

  (1 − 𝑣)𝐴ଵ    
(1 + 𝑣)𝐼௞మ

0

(1 + 𝑣)𝐵ଵ    
0

(1 − 𝑣)𝐼௞య

(1 + 𝑣)𝐵ଶ + (1 − 𝑣)𝐴ଶ     
(1 + 𝑣)𝐵ସ

0

(1 + 𝑣)𝐵ଷ + (1 − 𝑣)𝐴ଷ

0
(1 − 𝑣)𝐴ସ

቏            
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matrisi ile üretilen bir koda denktir (Chapman vd, 2002). 

3.3.1.  𝑹𝟑 = 𝔽𝟑 + 𝒗𝔽𝟑  halkasındaki  MacDonald  kodun özellikleri 

α tipi Simplex  S୩
஑   kodu, ൣ3ଶ୩, 2k, 6. 3ଶ୩ିଶ, 4.3ଶ୩ିଵ, 2. 3ଶ୩ିଵ൧-kod 

 Gଵ
஑ = [0 1  2 𝑣   2𝑣 𝑎 𝑏   𝑐 𝑑]   

olmak üzere ve  k ≥ 2 için 

G୩
஑ = ൤

0. .0 1. .1  2. .2  …
G୩ିଵ

஑ G୩ିଵ
஑ G୩ିଵ     

஑ …
    

𝑑. . 𝑑
G୩ିଵ

஑ ൨
௞×ଶయೖ

  

olmak üzere G୩
஑ matrisiyle üretilen  bir lineer  koddur (Çengellenmiş ve Al-Ashker, 2012). 

MacDonald kod, Simplex kodun üreteç matrisi ile elde edilir. 

G୩,୳
஑ =  ቀG୩

஑ \ 
଴

ୋ౫
ಉ ቁ  

olmak üzere G୩,୳
஑  üreteç matrisi ile oluşturulan koda α tipi MacDonald kod denir. Bu kod M୩,୳

஑  

ile gösterilir. M୩,୳
஑ , 𝑛 = 3ଶ௞ − 3ଶ௨ uzunluklu, boyutu 2𝑘ଵ + 𝑘ଶ olan bir koddur (Çengellenmiş 

ve Al-Ashker, 2012). 

Tanım 3.3.1.1.  𝒞, 𝑅ଶ üzerinde bir kod,  

𝐻 = (1 + 𝑣)𝐻ା ⊕ (1 − 𝑣)𝐻ି  

olmak üzere 

𝐻ା = {𝑠: ∃ 𝑡 ∈ 𝐹ଷ
௡ |(1 + 𝑣)𝑠 + (1 − 𝑣)𝑡 ∈ 𝐻}    

𝐻ି = {𝑡: ∃ 𝑠 ∈ 𝐹ଷ
௡ |(1 + 𝑣)𝑠 + (1 − 𝑣)𝑡 ∈ 𝐻}  

kümelerine 𝒞 nin Torsion kodu denir (Çengellenmiş ve Al-Ashker, 2012). 

Lemma 3.3.1.2.  M୩,୳
஑  kodunun Torsion kodu 𝑅ଷ üzerinde tanımlı bir lineer [3ଶ௞ − 3ଶ௨, 2𝑘ଵ +

𝑘ଶ, ∑ 6.8. 3ଶ௨ିଶା(ଶ௡ିଶ)]௞ି௨
௡ୀଵ -koddur ve ağırlık dağılımları  
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Aୌ (0) = 1  

Aୌ ൫6.3ଶ୩ିଶ൯ = 3୩ି୳ − 1  

Aୌ ൫∑ 6.8. 3ଶ௨ିଶା(ଶ௡ିଶ)௞ି௨
௡ୀଵ ൯ = 3୩ି୳(3୳ − 1)  

şeklindedir (Çengellenmiş ve Al-Ashker, 2012). 

Lemma 3.3.1.3. 𝑐 ∈ M୩,୲
஑  , 𝑐 ≠ 0 olmak üzere 𝑐 nin en az bir bileşeni birimsel ise bu durumda 

4 tip kod sözcüğü vardır (Çengellenmiş ve Al-Ashker, 2012). 

𝐼. 𝑤ଵ(𝑡) = 𝑤ଶ(𝑡) = 𝑤௩(𝑡) = 𝑤ଶ௩(𝑡) = 𝑤௔(𝑡) = 𝑤௕(𝑡) = 𝑤௖(𝑡) = 𝑤ௗ(𝑡) = 3ଶ୩ିଶ,     

𝑤଴(𝑡) = 3ଶ୩ିଶ − 3ଶ୳ 

 𝐼𝐼. 𝑤ଵ(𝑡) = 𝑤ଶ(𝑡) = 𝑤௩(𝑡) = 𝑤ଶ௩(𝑡) = 𝑤௕(𝑡) = 𝑤௖(𝑡) = 3ଶ୩ିଶ,  

          𝑤௔(𝑡) = 𝑤ௗ(𝑡) = 𝑤଴(𝑡) = 3ଶ୩ିଶ − 3ଶ୳ିଵ   

 𝐼𝐼𝐼. 𝑤ଵ(𝑡) = 𝑤ଶ(𝑡) = 𝑤௩(𝑡) = 𝑤ଶ௩(𝑡) = 𝑤௔(𝑡) = 𝑤ௗ(𝑡) = 3ଶ୩ିଶ,  

         𝑤௖(𝑡) = 𝑤௕(𝑡) = 𝑤଴(𝑡) = 3ଶ୩ିଶ − 3ଶ୳ିଵ  

 𝐼𝑉. 𝑤଴(𝑡) = 𝑤ଵ(𝑡) = 𝑤ଶ(𝑡) = 𝑤௩(𝑡) = 𝑤ଶ௩(𝑡) = 𝑤௔(𝑡) = 𝑤௕(𝑡) = 𝑤௖(𝑡) = 𝑤ௗ(𝑡) =

      3ଶ୩ି − 3ଶ୳ିଶ, 

aksi taktirde 

  𝐼. 𝑤௔(𝑡) = 𝑤ௗ(𝑡) = 3ଶ୩ିଵ, 𝑤଴(𝑡) = 3ଶ୩ିଵ − 3ଶ୳           

 𝐼𝐼. 𝑤௖(𝑡) = 𝑤௕(𝑡) = 3ଶ୩ି ,  𝑤଴(𝑡) = 3ଶ୩ି − 3ଶ୳                                        

𝐼𝐼𝐼. 𝑤௔(𝑡) = 𝑤ௗ(𝑡) = 𝑤଴(𝑡) = 3ଶ୩ିଵ − 3ଶ୳ିଵ  

𝐼𝑉. 𝑤௖(𝑡) = 𝑤௕(𝑡) = 𝑤଴(𝑡) = 3ଶ୩ିଵ − 3ଶ୳ିଵ    

dir. 

Teorem 3.3.1.4.  M୩,୲
஑  kodunun Hamming ve Lee ağırlık dağılımları aşağıdaki gibidir 

(Çengellenmiş ve Al-Ashker, 2012): 

 Aୌ (0) = 1  

Aୌ ൫8. 3ଶ୩ିଶ൯ = 4  

Aୌ  ቀ6.3ଶ୩ିଶ + 2൫3ଶ୩ିଶ − 3ଶ୩ିଵ൯ቁ = 4൫3ଶ୩ିଶ − 3൯  
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Aୌ  ቀ8. ൫3ଶ୩ିଶ − 3ଶ୳ିଶ൯ቁ = 3൫3ଶ୩ିଶ + 3൯  

Aୌ ൫2. 3ଶ୩ିଵ൯ = 4  

Aୌ  ቀ2. ൫3ଶ୩ିଵ − 3ଶ୳ି ൯ቁ = 2൫3ଶ୩ିଶ − 3൯  

A୐ (0) = 1  

A୐ ൫4.3ଶ୩ିଶ + 4.2. 3ଶ୩ିଶ൯ = 3ଶ(୩ି୳) − 1  

A୐  ቀ4. ൫3ଶ୩ିଶ − 3ଶ୳ିଶ൯ + 4.2. ൫3ଶ୩ିଶ − 3ଶ୳ିଶ൯ቁ = 3ଶ୩ିଶ (3ଶ୳ − 1)  
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA 

Bu bölümde, 𝑢ଶ = 𝑢, 𝑣ଶ = 𝑣, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0 olmak üzere 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑣𝔽ଶ sonlu ve değişmeli 

halkası üzerinde bir Gray dönüşümü tanımlanarak Hamming, Lee ve Bachoc ağırlık 

dağılımları elde edilmiştir. Son olarak, 𝑢ଶ = 0, 𝑣ଶ = 0, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0 olmak üzere 𝔽ଶ +

𝑢𝔽ଶ + 𝑣𝔽ଶ sonlu ve değişmeli halkası tanıtılarak bu halka üzerinde Gray dönüşümü 

tanımlanmıştır. Bu halka üzerindeki Simplex kodların üreteç matrisi yardımıyla MacDonald 

kodlar inşa edilmiş ve Lee ağırlık dağılımları parametrelere bağlı olarak elde edilmiştir. 

4.1   𝔽𝟐 + 𝒖𝔽𝟐 + 𝒗𝔽𝟐 Halkası Üzerinde Tanımlı MacDonald Kodlar 

𝑢ଶ = 𝑢, 𝑣ଶ = 𝑣, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0 olmak üzere  

 𝑅௔ = 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑣𝔽ଶ 

     ≔ 𝔽ଶ[𝑢, 𝑣] 〈𝑢ଶ − 𝑢, 𝑣ଶ − 𝑣, 𝑢𝑣〉⁄ = {𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑐𝑣 ∶ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝔽ଶ}  

halkası karakteristiği 2 olan 8 elemanlı sonlu bir halkadır (Dertli vd, 2015). 

Teorem 4.1.1: 𝑓: 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑣𝔽ଶ ⟶ 𝔽ଶ[𝑢, 𝑣] 〈𝑢ଶ − 𝑢, 𝑣ଶ − 𝑣, 𝑢𝑣〉⁄   

                 𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ + 𝑣𝑎ଶ  ⟼ 𝑓(𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ + 𝑣𝑎ଶ) = {𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ + 𝑣𝑎ଶ} 

dönüşümü bir izomorfizmadır.      

İspat: Tanımlanan 𝑓 dönüşümü kapalı ve iyi tanımlıdır.  

(1) ∀ 𝑦ଵ = 𝑎଴
ଵ + 𝑢𝑎ଵ

ଵ + 𝑣𝑎ଶ
ଵ  , 𝑦ଶ = 𝑎଴

ଶ + 𝑢𝑎ଵ
ଶ + 𝑣𝑎ଶ

ଶ ∈ 𝑅௔ için 

𝑓(𝑦ଵ) = 𝑓(𝑦ଶ)  

⇒ {𝑎଴
ଵ + 𝑢𝑎ଵ

ଵ + 𝑣𝑎ଶ
ଵ} = {𝑎଴

ଶ + 𝑢𝑎ଵ
ଶ + 𝑣𝑎ଶ

ଶ}  

⇒ {𝑎଴
ଵ − 𝑎଴

ଶ + 𝑢(𝑎ଵ
ଵ − 𝑎ଵ

ଶ) + 𝑣(𝑎ଶ
ଵ − 𝑎ଶ

ଶ)} = 0  

⇒ 𝑎଴
ଵ − 𝑎଴

ଶ = 𝑎ଵ
ଵ − 𝑎ଵ

ଶ = 𝑎ଶ
ଵ − 𝑎ଶ

ଶ = 0  

⇒ 𝑎଴
ଵ = 𝑎଴

ଶ, 𝑎ଵ
ଵ = 𝑎ଵ

ଶ, 𝑎ଶ
ଵ = 𝑎ଶ

ଶ,   

⇒ 𝑦ଵ = 𝑦ଶ  

elde edilir. O halde 𝑓 bire birdir. 

(2) 𝑓 bire bir ve |𝑅௔| = |𝔽ଶ[𝑢, 𝑣] 〈𝑢ଶ − 𝑢, 𝑣ଶ − 𝑣, 𝑢𝑣〉⁄ | = 2ଷ = 8 olduğundan 𝑓 örtendir.  



33 
 

(3) 𝑓(𝑦ଵ + 𝑦ଶ) = 𝑓(𝑎଴
ଵ + 𝑎଴

ଶ + 𝑢(𝑎ଵ
ଵ + 𝑎ଵ

ଶ) + 𝑣(𝑎ଶ
ଵ + 𝑎ଶ

ଶ))  

    = {𝑎଴
ଵ + 𝑎଴

ଶ + 𝑢(𝑎ଵ
ଵ + 𝑎ଵ

ଶ) + 𝑣(𝑎ଶ
ଵ + 𝑎ଶ

ଶ)}  

       = {𝑎଴
ଵ + 𝑢𝑎ଵ

ଵ + 𝑣𝑎ଶ
ଵ} + {𝑎଴

ଶ + 𝑢𝑎ଵ
ଶ + 𝑣𝑎ଶ

ଶ}   

    = 𝑓(𝑦ଵ) + 𝑓(𝑦ଶ)  

 𝑓(𝑦ଵ𝑦ଶ) = 𝑓 ൬
𝑎଴

ଵ𝑎଴
ଶ + 𝑢(𝑎଴

ଵ𝑎ଵ
ଶ + 𝑎ଵ

ଵ𝑎଴
ଶ + 𝑎ଵ

ଵ𝑎ଵ
ଶ) +

𝑣(𝑎଴
ଵ𝑎ଶ

ଶ + 𝑎ଶ
ଵ𝑎଴

ଶ + 𝑎ଶ
ଵ𝑎ଶ

ଶ)
൰ 

                           = ൜
𝑎଴

ଵ𝑎଴
ଶ + 𝑢(𝑎଴

ଵ𝑎ଵ
ଶ + 𝑎ଵ

ଵ𝑎଴
ଶ + 𝑎ଵ

ଵ𝑎ଵ
ଶ) +

𝑣(𝑎଴
ଵ𝑎ଶ

ଶ + 𝑎ଶ
ଵ𝑎଴

ଶ + 𝑎ଶ
ଵ𝑎ଶ

ଶ)
ൠ   

𝑓(𝑦ଵ)𝑓(𝑦ଶ) = {𝑎଴
ଵ + 𝑢𝑎ଵ

ଵ + 𝑣𝑎ଶ
ଵ}{𝑎଴

ଶ + 𝑢𝑎ଵ
ଶ + 𝑣𝑎ଶ

ଶ}  

           = ൜
𝑎଴

ଵ𝑎଴
ଶ + 𝑢(𝑎଴

ଵ𝑎ଵ
ଶ + 𝑎ଵ

ଵ𝑎଴
ଶ + 𝑎ଵ

ଵ𝑎ଵ
ଶ) +

𝑣(𝑎଴
ଵ𝑎ଶ

ଶ + 𝑎ଶ
ଵ𝑎଴

ଶ + 𝑎ଶ
ଵ𝑎ଶ

ଶ)
ൠ = 𝑓(𝑦ଵ𝑦ଶ)          

bu durumda 𝑓 homomorfizmadır. 𝑓, 1-1, örten ve homomorfizma olduğundan bir 

izomorfizmadır. Bu durumda  𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑣𝔽ଶ ≔ 𝔽ଶ[𝑢, 𝑣] 〈𝑢ଶ − 𝑢, 𝑣ଶ − 𝑣, 𝑢𝑣〉⁄   yazılır. 

Halkanın elemanları  {0, 1, 𝑢, 𝑣, 𝑎 = 1 + 𝑢, 𝑏 = 1 + 𝑣, 𝑎 + 𝑏 = 𝑢 + 𝑣, 𝑎𝑏 = 1 +

𝑢 + 𝑣}  olmak üzere 𝑅௔ halkasının işlem tabloları aşağıdaki gibidir. 

Çizelge 4.1. 𝑅௔ halkasının toplam ve çarpım tablosu 

 

 

 

 

 

 

 

 

+ 0 1 𝑢 𝑣 1 + 𝑢 1 + 𝑣 𝑢 + 𝑣 𝑤 

0 0 1 𝑢 𝑣 1 + 𝑢 1 + 𝑣 𝑢 + 𝑣 𝑤 

1 1 0 1 + 𝑢 1 + 𝑣 𝑢 𝑣 𝑤 𝑢 + 𝑣 

𝑢 𝑢 1 + 𝑢 0 𝑢 + 𝑣 1 𝑤 𝑣 1 + 𝑣 

𝑣 𝑣 1 + 𝑣 𝑢 + 𝑣 0 𝑤 1 𝑢 1 + 𝑢 

1 + 𝑢 1 + 𝑢 𝑢 1 𝑤 0 𝑢 + 𝑣 1 + 𝑣 𝑣 

1 + 𝑣 1 + 𝑣 𝑣 𝑤 1 𝑢 + 𝑣 0 1 + 𝑢 𝑢 

𝑢 + 𝑣 𝑢 + 𝑣 𝑤 𝑣 𝑢 1 + 𝑣 1 + 𝑢 0 1 

𝑤 𝑤 𝑢 + 𝑣 1 + 𝑣 1 + 𝑢 𝑣 𝑢 1 0 
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     𝑅௔ halkasının 8 tane ideali vardır ve bu ideallerden 3 tanesi maximaldir (Dertli vd, 

2015). 𝑅௔ esas ideal halkasıdır ve yarı-lokal olduğundan sonlu zincir halkası değildir. 𝑅௔ 

halkasının  maksimal idealleri aşağıdaki gibidir. 

𝑚ଵ =< 𝑎 > = {0, 𝑎, 𝑣, 𝑎𝑏}, 

𝑚ଶ =< 𝑏 >= {0, 𝑏, 𝑢, 𝑎𝑏}, 

 𝑚ଷ =< 𝑢 + 𝑣 > = {0, 𝑢 + 𝑣, 𝑢, 𝑣}  

dir. 

Tanım 4.1.2.  i aR   nın Lee ağırlığı, 

0, 0

1, , , ( )
( )

2, , ,

3, 1

i

i
L i

i

i

u v ab
w

b a a b









    
 

     

şeklindedir. 

 

 

 

 

. 0 1 𝑢 𝑣 1 + 𝑢 1 + 𝑣 𝑢 + 𝑣 𝑤 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 𝑢 𝑣 1 + 𝑢 1 + 𝑣 𝑢 + 𝑣 𝑤 

𝑢 0 𝑢 𝑢 0 0 𝑢 𝑢 0 

𝑣 0 𝑣 0 𝑣 𝑣 0 𝑣 0 

1 + 𝑢 0 1 + 𝑢 0 𝑣 1 + 𝑢 𝑤 𝑣 𝑤 

1 + 𝑣 0 1 + 𝑣 𝑢 0 𝑤 1 + 𝑣 𝑢 𝑤 

𝑢 + 𝑣 0 𝑢 + 𝑣 𝑢 𝑣 𝑣 𝑢 𝑢 + 𝑣 0 

𝑤 0 𝑤 0 0 𝑤 𝑤 0 𝑤 
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Tanım 4.1.3.  i aR   nın Bachoc ağırlığı, 

0, 0

( ) 1, 1

2, , , , , , ( )

i

B i i

i

w

u v a b a b ab


 




 
    

 

şeklindedir. 

Tanım 4.1.4.    Her 𝑚 + 𝑢𝑛 + 𝑣𝑝 ∈ 𝑅௔ için 

𝜎 ∶ 𝑅௔   
                              
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝔽ଶ

ଷ   

      𝑚 + 𝑢𝑛 + 𝑣𝑝 ⟼ 𝜎(𝑚 + 𝑢𝑛 + 𝑣𝑝) =  (𝑚, 𝑚 + 𝑛, 𝑚 + 𝑝)  

şeklinde tanımlanan 𝜎 dönüşümüne  Gray dönüşümü denir. 

Teorem 4.1.5. 𝜎 ∶ (𝑅௔
௡ , 𝑑௅) ⟶ (𝔽ଶ

ଷ௡, 𝑑ு) şeklinde tanımlanan Gray dönüşümü uzaklık 

koruyan bir dönüşümdür. Böylece  𝒞 = (𝑛, 8௞భ4௞మ2௞య , 𝑑௅), 𝑅௔ üzerinde bir lineer kod olmak 

üzere 𝜎(𝐶), 𝔽ଶ üzerinde  [3𝑛, 3𝑘ଵ + 2𝑘ଶ + 𝑘ଷ, 𝑑ு = 𝑑௅]-koddur. 

Teorem 4.1.6.  𝜎 ∶  ((𝑅௔)𝑛, 𝑑௅) ⟶ (𝔽ଶ
ଷ௡, 𝑑ு) şeklinde tanımlanan Gray dönüşümü uzaklık 

koruyan bir dönüşümdür. 

İspat: ∀ 𝑝ଵ, 𝑝ଶ ∈ (𝑅௔)௡ olsun. Bu durumda 𝜎(𝑝ଵ − 𝑝ଶ) = 𝜎(𝑝ଵ) − 𝜎(𝑝ଶ) dir.  

𝑑௅(𝑝ଵ, 𝑝ଶ) = 𝑤௅(𝑝ଵ − 𝑝ଶ) 

      = 𝑤ு൫𝜎(𝑝ଵ − 𝑝ଶ)൯ 

      = 𝑤ு൫𝜎(𝑝ଵ) − 𝜎(𝑝ଶ)൯  

      = 𝑑ு൫𝜎(𝑝ଵ), 𝜎(𝑝ଶ)൯ 

eşitliği elde edilir. O halde 𝜎 uzaklık koruyan bir dönüşümdür. 

4.1.1. 𝑹𝒂 = 𝔽𝟐 + 𝒖𝔽𝟐 + 𝒗𝔽𝟐 halkasındaki  MacDonald  kodun özellikleri 

α tipi Simplex  S୩
஑  kodu, 

  Gଵ
஑ = [0 1  𝑢 𝑣   𝑎 𝑏 𝑎 + 𝑏  (𝑎𝑏) ]   

olmak üzere ve  k ≥ 2 için 
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G୩
஑ = ൤

0. .0 1. .1 𝑢. . 𝑢  …
G୩ିଵ

஑ G୩ିଵ
஑ G୩ିଵ     

஑ …
    

(𝑎𝑏). . (𝑎𝑏)

G୩ିଵ
஑ ൨

௞×ଶయೖ

   

olmak üzere G୩
஑ üreteç matrisiyle oluşturulan bir lineer koddur. 

MacDonald kod, Simplex kodun üreteç matrisi ile elde edilir. 

G୩,୲
஑ =  ቀG୩

஑ \ 
଴

ୋ౪
ಉ ቁ  

G୩,୲
஑  üreteç matrisiyle oluşturulan  koda α tipi MacDonald kod denir ve M୩,୲

஑  ile gösterilir. 

M୩,୳
஑  , 𝑛 = 2ଷ௞ − 2ଷ௧   uzunluklu, boyutu 3𝑘 olan bir koddur. 

Tanım 4.1.1.1.  𝒞, 𝑅௔ üzerinde bir kod 

𝐻 = (𝑎𝑏)𝐻ଵ ⊕ 𝑢𝐻ଶ ⊕ 𝑣𝐻ଷ  

olmak üzere  

𝐻ଵ = {𝑥: ∃𝑦, 𝑧 ∈ 𝐹ଶ
௡ |(𝑎𝑏)𝑥 + 𝑢𝑦 + 𝑣𝑧 ∈ 𝐻}  

𝐻ଶ = {𝑦: ∃𝑥, 𝑧 ∈ 𝐹ଶ
௡ |(𝑎𝑏)𝑥 + 𝑢𝑦 + 𝑣𝑧 ∈ 𝐻}  

𝐻ଷ = {𝑧: ∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹ଶ
௡ |(𝑎𝑏)𝑥 + 𝑢𝑦 + 𝑣𝑧 ∈ 𝐻}  

kümelerine 𝒞 nin Torsion kodu denir. 

Lemma 4.1.1.2. M୩,୲
஑  kodunun Torsion kodu, 𝑅௔ üzerinde bir lineer 3 3 3 1 3 1[2 2 , , 2 2 ]k t k tk    -

koddur ve ağırlık dağılımları  

(0) 1,HA 
 

3 1 3 1 2 3(2 2 ) [2 2 ]k t k k t
HA         

3 1(2 ) [2 1]k k t
HA     

şeklindedir. 

   M୩,୲
஑  kodunun ilk 𝑘 − 𝑡 satırındaki birimsellerinin adedi 4 42 k t   ve birimsel 

olmayanların adedi 4 33.2 k t   dir. Son 𝑡 satırdaki birimsellerin adedi 3 4 4 42 2k t t    ve birimsel 

olmayanların adedi 3 3 4 33.(2 2 )k t t    dir. 
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Lemma 4.1.1.3. 𝑐 ∈ M୩,୲
஑  , 𝑐 ≠ 0 olmak üzere 𝑐 elemanının en az bir bileşeni birimsel ise bu 

durumda 8 tip kod sözcüğü vardır. 

3 3 3 3
0 1. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2k t

u v a b a b abI w t w t w t w t w t w t w t w t  
          

II .  3 3
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 k

u v a b a b abw t w t w t w t w t w t w t 
       , w0t  23k3  23t   

III .  3 3
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 k

v a b a b abw t w t w t w t w t w t 
      , 3 3 3 1

0 ( ) ( ) 2 2k t
uw t w t       

IV .  3 3
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 k

u a b a b abw t w t w t w t w t w t 
      , 3 3 3 1

0 ( ) ( ) 2 2k t
vw t w t       

V .  3 3
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 k

u v a b a bw t w t w t w t w t w t 
      , 3 3 3 1

0 ( ) ( ) 2 2k t
abw t w t       

VI .  3 3
1( ) ( ) ( ) ( ) 2 k

u b a bw t w t w t w t 
    , 3 3 3 2

0 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2k t
a v abw t w t w t w t         

VII .  3 3
1( ) ( ) ( ) ( ) 2 k

v a a bw t w t w t w t 
    , 3 3 3 2

0 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2k t
u b abw t w t w t w t         

VIII . 3 3
1( ) ( ) ( ) ( ) 2 k

a b abw t w t w t w t     , 3 3 3 2
0 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2k t

u v a bw t w t w t w t  
       

aksi takdirde; 

 I .  3 1 3 1
0 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2k t

u v abw t w t w t w t         

II .  3 2 3 2
0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2k t

u v a b a b abw t w t w t w t w t w t w t  
          

III .  3 1( ) ( ) ( ) 2 k
u v abw t w t w t    ,  3 1 3

0 ( ) 2 2k tw t     

IV .  3 2( ) ( ) ( ) ( ) 2 k
u a a b abw t w t w t w t 

    ,  3 2 3 1
0 ( ) ( ) 2 2k t

vw t w t       

V .  3 2( ) ( ) 2 k
v a bw t w t 

  ,  3 2 3 1
0 ( ) ( ) 2 2k t

uw t w t       

VI .  3 2( ) ( ) ( ) ( ) 2 k
u v a bw t w t w t w t     ,  3 2 3 1

0 ( ) ( ) 2 2k t
abw t w t       

VII .  3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 k
u v a b a b abw t w t w t w t w t w t 

      , 3 2 2 1
0 ( ) 2 2k tw t      

VIII . 3 2( ) ( ) ( ) 2 k
a b abw t w t w t    , 3 2 3 1

0 ( ) ( ) ( ) 2 2k t
u vw t w t w t        

Örnek 4.1.1.4.  2,  1,  ,k t p a b q ab      olmak üzere Mଶ,ଵ
஑  kodu aşağıdaki gibidir: 
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𝑝𝑣𝑣𝑝𝑝𝑣𝑣𝑝𝑢00𝑢𝑢00𝑢𝑣𝑝𝑝𝑣𝑣𝑝𝑝𝑣𝑣𝑝𝑝𝑣𝑣𝑝𝑝𝑣𝑢00𝑢𝑢00𝑢𝑝𝑣𝑣𝑝𝑝𝑣𝑣𝑝0𝑢𝑢00𝑢𝑢0
𝑝𝑢𝑝𝑢𝑢𝑝𝑢𝑝𝑢𝑝𝑢𝑝𝑝𝑢𝑝𝑢𝑣0𝑣00𝑣0𝑣𝑣0𝑣00𝑣0𝑣𝑢𝑝𝑢𝑝𝑝𝑢𝑝𝑢𝑝𝑢𝑝𝑢𝑢𝑝𝑢𝑝0𝑣0𝑣𝑣0𝑣0
𝑝𝑏𝑝𝑢𝑏1𝑢1𝑢1𝑢𝑝1𝑏𝑝𝑏𝑣𝑞𝑣0𝑞𝑎0𝑎𝑣𝑞𝑣0𝑞𝑎0𝑎𝑢1𝑢𝑝1𝑏𝑝𝑏𝑝𝑏𝑝𝑢𝑏1𝑢10𝑎0𝑣𝑎𝑞𝑣𝑞
𝑝𝑎𝑣𝑝1𝑎𝑣1𝑢𝑞0𝑢𝑏𝑞0𝑏𝑣1𝑝𝑣𝑎1𝑝𝑎𝑣1𝑝𝑣𝑎1𝑝𝑎𝑢𝑞0𝑢𝑏𝑞0𝑏𝑝𝑎𝑣𝑝1𝑎𝑣10𝑏𝑢0𝑞𝑏𝑢𝑞
𝑝0𝑣𝑢𝑢𝑣0𝑝𝑢𝑣0𝑝𝑝0𝑣𝑢𝑣𝑢𝑝00𝑝𝑢𝑣𝑣𝑢𝑝00𝑝𝑢𝑣𝑢𝑣0𝑝𝑝0𝑣𝑢𝑝0𝑣𝑢𝑢𝑣0𝑝0𝑝𝑢𝑣𝑣𝑢𝑝0
𝑝1𝑝𝑝11𝑝1𝑢𝑏𝑢𝑢𝑏𝑏𝑢𝑏𝑣𝑎𝑣𝑣𝑎𝑎𝑣𝑎𝑣𝑎𝑣𝑣𝑎𝑎𝑣𝑎𝑢𝑏𝑢𝑢𝑏𝑏𝑢𝑏𝑝1𝑝𝑝11𝑝10𝑞00𝑞𝑞0𝑞
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞0000000000000000𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞00000000𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑞𝑝𝑏𝑎𝑣𝑢1001𝑢𝑣𝑎𝑏𝑝𝑞01𝑢𝑣𝑎𝑏𝑝𝑞𝑞𝑝𝑏𝑎𝑣𝑢10𝑞𝑝𝑏𝑎𝑣𝑢1001𝑢𝑣𝑎𝑏𝑝𝑞𝑞𝑝𝑏𝑎𝑣𝑢10
𝑞𝑏𝑏𝑞𝑞𝑏𝑏𝑞0𝑢𝑢00𝑢𝑢00𝑢𝑢00𝑢𝑢0𝑞𝑏𝑏𝑞𝑞𝑏𝑏𝑞𝑞𝑏𝑏𝑞𝑞𝑏𝑏𝑞0𝑢𝑢00𝑢𝑢0𝑞𝑏𝑏𝑞𝑞𝑏𝑏𝑞
𝑞𝑎𝑞𝑎𝑎𝑞𝑎𝑞0𝑣0𝑣𝑣0𝑣00𝑣0𝑣𝑣0𝑣0𝑞𝑎𝑞𝑎𝑎𝑞𝑎𝑞𝑞𝑎𝑞𝑎𝑎𝑞𝑎𝑞0𝑣0𝑣𝑣0𝑣0𝑞𝑎𝑞𝑎𝑎𝑞𝑎𝑞
𝑞𝑣𝑞𝑎𝑣0𝑎00𝑎0𝑣𝑎𝑞𝑣𝑞0𝑎0𝑣𝑎𝑞𝑣𝑞𝑞𝑣𝑞𝑎𝑣0𝑎0𝑞𝑣𝑞𝑎𝑣0𝑎00𝑎0𝑣𝑎𝑞𝑣𝑞𝑞𝑣𝑞𝑎𝑣0𝑎0
𝑞𝑢𝑏𝑞0𝑢𝑏00𝑏𝑢0𝑞𝑏𝑢𝑞0𝑏𝑢0𝑞𝑏𝑢𝑞𝑞𝑢𝑏𝑞0𝑢𝑏0𝑞𝑢𝑏𝑞0𝑢𝑏00𝑏𝑢0𝑞𝑏𝑢𝑞𝑞𝑢𝑏𝑞0𝑢𝑏0
𝑞1𝑏𝑎𝑎𝑏1𝑞0𝑝𝑢𝑣𝑣𝑢𝑝00𝑝𝑢𝑣𝑣𝑢𝑝0𝑞1𝑏𝑎𝑎𝑏1𝑞𝑞1𝑏𝑎𝑎𝑏1𝑞𝑜𝑝𝑢𝑣𝑣𝑢𝑝0𝑞1𝑏𝑎𝑎𝑏1𝑞
𝑞0𝑞𝑞00𝑞00𝑞00𝑞𝑞0𝑞0𝑞00𝑞𝑞0𝑞𝑞0𝑞𝑞00𝑞0𝑞0𝑞𝑞00𝑞00𝑞00𝑞𝑞0𝑞𝑞0𝑞𝑞00𝑞0

 

Teorem 4.1.1.5.  M୩,୲
஑  kodunun Hamming, Bachoc ve Lee ağırlık dağılımları aşağıdaki gibidir: 

(1)   (0) 1HA   

3 3(7.2 ) (2 1).(2 1).(2 1)k k t k t k t
HA                       

3 1 3 1 3(2 2 ) 3.(2 1)k t k t
HA                      

3 1(2 ) 3.(2 1)k k t
HA            

3 2(3.2 ) 3.(2 1).(2 1)k k t k t
HA                   

3 2 3 2 1 2(3.(2 2 )) 3.(2 2 1)k t k t k
HA                           

3 3 3 3 3.( )(7.(2 2 )) 2 .(2 1).(2 1).(2 1)k t k t t t t
HA                    

3 3 3 1 3 2 2 2 1 3(7.2 2 ) 3.[2 .(2 1) 2 (2 3.2 4) 5.2 1]k t k t t k k k k t
HA                           

3 2 3 1(3.2 2 ) 3.2k t k
HA                 

3 3 3 2 1 1 1 2(7.2 3.2 ) 3.[(2 1).(2 1).(2 1).2 2 1]k t k k k k
HA              

 

(2)     (0) 1LA                

3 1(3.2 ) (2 1).(2 1).(2 1)k k t k t k t
LA                      

3 1 3 1 3(2 2 ) 3.(2 1)k t k t
LA                    
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3 1(2 ) 3.(2 1)k k t
LA                

3 3(2 2 )k t
LA    1 23.(2 2 1)k t k                

3 3 1(2 2 )) 3.2k t k
LA             

3(2 ) 3.(2 1).(2 1)k k t k t
LA                  

3 1 3 1 3.( )(3.(2 2 )) 2 .(2 1).(2 1).(2 1)k t k t t t t
LA                    

3 1 3 1 1 1 2(3.2 2 ) 3.[(2 1).(2 1).(2 1).2 2 1]k t k k k k
LA                   

3 1 3 1 3 2 2 2 1 3(3.2 2 ) 3.[2 .(2 1) 2 (2 3.2 4) 5.2 1]k t k t t k k k k t
LA                

 

3      (0) 1BA                

 3 3(13.2 ) (2 1).(2 1).(2 1)k k t k t k t
BA                     

 3 3 3(2 2 ) 3.(2 1)k t k t
BA                   

 3(2 ) 3.(2 1)k k t
BA                

 3 1(3.2 ) 3.(2 1).(2 1)k k t k t
BA                    

3 1 3 1 1 2(3.(2 2 )) 3.(2 2 1)k t k t k
BA                     

3 3 3 3 3.( )(13.(2 2 )) 2 .(2 1).(2 1).(2 1)k t k t t t t
BA               

3 3 3 3 2 2 2 1 3(13.2 2 ) 3.[2 .(2 1) 2 (2 3.2 4) 5.2 1]k t k t t k k k k t
BA                          

3 1 3(3.2 2 ) 3.2k t k
BA               

3 3 3 1 1 1 1 2(13.2 3.2 ) 3.[(2 1).(2 1).(2 1).2 2 1]k t k k k k
BA              

4.2.   𝔽𝟐 + 𝒖𝔽𝟐 + 𝒗𝔽𝟐 Halkası Üzerinde Tanımlı MacDonald Kodlar 

𝑢ଶ = 0, 𝑣ଶ = 0, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0 olmak üzere  

 𝑅௦ = 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑣𝔽ଶ 

     ≔ 𝔽ଶ[𝑢, 𝑣] 〈𝑢ଶ, 𝑣ଶ, 𝑢𝑣〉⁄ = {𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑐𝑣 ∶ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝔽ଶ}  

halkası karakteristiği 2 olan 8 elemanlı sonlu bir halkadır.  
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Teorem 4.2.1. 𝑓: 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑣𝔽ଶ ⟶ 𝔽ଶ[𝑢, 𝑣] 〈𝑢ଶ, 𝑣ଶ, 𝑢𝑣〉⁄   

                 𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ + 𝑣𝑎ଶ  ⟼ 𝑓(𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ + 𝑣𝑎ଶ) = {𝑎଴ + 𝑢𝑎ଵ + 𝑣𝑎ଶ} 

dönüşümü bir izomorfizmadır.      

İspat: Tanımlanan 𝑓 dönüşümü kapalı ve iyi tanımlıdır.  

(1)  

∀ 𝑦ଵ = 𝑎଴
ଵ + 𝑢𝑎ଵ

ଵ + 𝑣𝑎ଶ
ଵ  , 𝑦ଶ = 𝑎଴

ଶ + 𝑢𝑎ଵ
ଶ + 𝑣𝑎ଶ

ଶ ∈ 𝑅௔ için 

𝑓(𝑦ଵ) = 𝑓(𝑦ଶ)  

⇒ {𝑎଴
ଵ + 𝑢𝑎ଵ

ଵ + 𝑣𝑎ଶ
ଵ} = {𝑎଴

ଶ + 𝑢𝑎ଵ
ଶ + 𝑣𝑎ଶ

ଶ}  

⇒ {𝑎଴
ଵ − 𝑎଴

ଶ + 𝑢(𝑎ଵ
ଵ − 𝑎ଵ

ଶ) + 𝑣(𝑎ଶ
ଵ − 𝑎ଶ

ଶ)} = 0  

⇒ 𝑎଴
ଵ − 𝑎଴

ଶ = 𝑎ଵ
ଵ − 𝑎ଵ

ଶ = 𝑎ଶ
ଵ − 𝑎ଶ

ଶ = 0  

⇒ 𝑎଴
ଵ = 𝑎଴

ଶ, 𝑎ଵ
ଵ = 𝑎ଵ

ଶ, 𝑎ଶ
ଵ = 𝑎ଶ

ଶ,   

⇒ 𝑦ଵ = 𝑦ଶ  

elde edilir. O halde 𝑓 bire birdir. 

(2)  

𝑓 bire bir ve |𝑅௦| = |𝔽ଶ[𝑢, 𝑣] 〈𝑢ଶ, 𝑣ଶ, 𝑢𝑣〉⁄ | = 2ଷ = 8 olduğundan 𝑓 örtendir.  

(3)  

𝑓(𝑦ଵ + 𝑦ଶ) = 𝑓(𝑎଴
ଵ + 𝑎଴

ଶ + 𝑢(𝑎ଵ
ଵ + 𝑎ଵ

ଶ) + 𝑣(𝑎ଶ
ଵ + 𝑎ଶ

ଶ))  

                = {𝑎଴
ଵ + 𝑎଴

ଶ + 𝑢(𝑎ଵ
ଵ + 𝑎ଵ

ଶ) + 𝑣(𝑎ଶ
ଵ + 𝑎ଶ

ଶ)}  

                   = {𝑎଴
ଵ + 𝑢𝑎ଵ

ଵ + 𝑣𝑎ଶ
ଵ} + {𝑎଴

ଶ + 𝑢𝑎ଵ
ଶ + 𝑣𝑎ଶ

ଶ}   

                = 𝑓(𝑦ଵ) + 𝑓(𝑦ଶ)  

 𝑓(𝑦ଵ𝑦ଶ) = 𝑓 ൬
𝑎଴

ଵ𝑎଴
ଶ + 𝑢(𝑎଴

ଵ𝑎ଵ
ଶ + 𝑎ଵ

ଵ𝑎଴
ଶ) +

𝑣(𝑎଴
ଵ𝑎ଶ

ଶ + 𝑎ଶ
ଵ𝑎଴

ଶ)
൰ 

               = ൜
𝑎଴

ଵ𝑎଴
ଶ + 𝑢(𝑎଴

ଵ𝑎ଵ
ଶ + 𝑎ଵ

ଵ𝑎଴
ଶ) +

𝑣(𝑎଴
ଵ𝑎ଶ

ଶ + 𝑎ଶ
ଵ𝑎଴

ଶ)
ൠ   

𝑓(𝑦ଵ)𝑓(𝑦ଶ) = {𝑎଴
ଵ + 𝑢𝑎ଵ

ଵ + 𝑣𝑎ଶ
ଵ}{𝑎଴

ଶ + 𝑢𝑎ଵ
ଶ + 𝑣𝑎ଶ

ଶ}  
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           = ൜
𝑎଴

ଵ𝑎଴
ଶ + 𝑢(𝑎଴

ଵ𝑎ଵ
ଶ + 𝑎ଵ

ଵ𝑎଴
ଶ) +

𝑣(𝑎଴
ଵ𝑎ଶ

ଶ + 𝑎ଶ
ଵ𝑎଴

ଶ)
ൠ 

         = 𝑓(𝑦ଵ𝑦ଶ)  

bu durumda 𝑓 homomorfizmadır. 

𝑓, 1-1, örten ve homomorfizma olduğundan bir izomorfizmadır. Bu durumda      

   𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑣𝔽ଶ ≔ 𝔽ଶ[𝑢, 𝑣] 〈𝑢ଶ, 𝑣ଶ, 𝑢𝑣〉⁄   

yazılır. 

Halkanın elemanları {0, 1, 𝑢, 𝑣, 𝑎 = 1 + 𝑢, 𝑏 = 1 + 𝑣, 𝑎 + 𝑏 = 𝑢 + 𝑣, 𝑎𝑏 = 1 +

𝑢 + 𝑣}  olmak üzere 𝑅௦ halkasının işlem tabloları aşağıdaki gibidir. 

Çizelge 4.2. 𝑅௦ halkasının toplam ve çarpım tablosu 

+ 0 1 𝑢 𝑣 𝑎 𝑏 𝑎 + 𝑏 𝑎𝑏 

0 0 1 𝑢 𝑣 𝑎 𝑏 𝑎 + 𝑏 𝑎𝑏 

1 1 0 𝑎 𝑏 𝑢 𝑣 𝑎𝑏 𝑎 + 𝑏 

𝑢 𝑢 𝑎 0 𝑎 + 𝑏 1 𝑎𝑏 𝑣 𝑏 

𝑣 𝑣 𝑏 𝑎 + 𝑏 0 𝑎𝑏 1 𝑢 𝑎 

𝑎 𝑎 𝑢 1 𝑎𝑏 0 𝑎 + 𝑏 𝑏 𝑣 

𝑏 𝑏 𝑣 𝑎𝑏 1 𝑎 + 𝑏 0 𝑎 𝑢 

𝑎 + 𝑏 𝑎 + 𝑏 𝑎𝑏 𝑣 𝑢 𝑏 𝑎 0 1 

𝑎𝑏 𝑎𝑏 𝑎 + 𝑏 𝑏 𝑎 𝑣 𝑢 1 0 
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       𝑅௦ halkasının 6 tane ideali vardır ve 

𝑠 =< 𝑢, 𝑣 > = {0, 𝑢, 𝑣, 𝑎 + 𝑏}  

maksimal idealidir. 𝑅௦ halkasının birimselleri 

   𝑅௦
∗ = {1, 𝑎, 𝑏, 𝑎𝑏}  

şeklindedir. 

Tanım 4.2.2.  i sR   nin  Lee ağırlığı, 

0, 0

1, 1, , ( )
( )

2 , , ,

3,

i

i
L i

i

i

u ab
w

a b a b

v









    
 

     

şeklindedir. 

Tanım 4.2.3.    Her  𝔠 + 𝑢𝔡 + 𝑣𝔨 ∈ 𝑅௦ için  

𝜎 ∶  𝑅௦   
                              
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝔽ଶ

ଷ  

        𝔠 + 𝑢𝔡 + 𝑣𝔨 ⟼ 𝜎(𝔠 + 𝑢𝔡 + 𝑣𝔨) =  (𝔨, 𝔠 + 𝔨, 𝔡 + 𝔨)  

şeklinde tanımlanan 𝜎 dönüşümüne Gray dönüşümü denir. 

. 0 1 𝑢 𝑣 𝑎 𝑏 𝑎 + 𝑏 𝑎𝑏 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 𝑢 𝑣 𝑎 𝑏 𝑎 + 𝑏 𝑎𝑏 

𝑢 0 𝑢 0 0 𝑢 𝑢 0 𝑢 

𝑣 0 𝑣 0 0 𝑣 𝑣 0 𝑣 

𝑎 0 𝑎 𝑢 𝑣 1 𝑎𝑏 𝑎 + 𝑏 𝑏 

𝑏 0 𝑏 𝑢 𝑣 𝑎𝑏 1 𝑎 + 𝑏 𝑎 

𝑎 + 𝑏 0 𝑎 + 𝑏 0 0 𝑎 + 𝑏 𝑎 + 𝑏 0 𝑎 + 𝑏 

𝑎𝑏 0 𝑎𝑏 𝑢 𝑣 𝑏 𝑎 𝑎 + 𝑏 1 
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Teorem 4.2.4. 𝜎: (𝑅௦
௡ , 𝑑௅) ⟶ (𝔽ଶ

ଷ௡, 𝑑ு) şeklinde tanımlanan Gray dönüşümü uzaklık 

koruyan bir dönüşümdür. Böylece 𝒞 = (𝑛, 2௞, 𝑑௅), 𝑅௦ üzerinde bir lineer kod olmak 

üzere 𝜎(𝐶), 𝔽ଶ üzerinde  [3𝑛, 𝑘, 𝑑ு = 𝑑௅]-koddur. 

Teorem 4.2.5.  𝜎 ∶  (𝑅௦
௡ , 𝑑௅) ⟶ (𝔽ଶ

ଷ௡, 𝑑ு) şeklinde tanımlanan Gray dönüşümü uzaklık 

koruyan bir dönüşümdür. 

İspat. ∀ 𝑝ଵ, 𝑝ଶ ∈ 𝑅௦
௡  olsun. Bu durumda 𝜎(𝑝ଵ − 𝑝ଶ) = 𝜎(𝑝ଵ) − 𝜎(𝑝ଶ) dir.  

𝑑௅(𝑝ଵ, 𝑝ଶ) = 𝑤௅(𝑝ଵ − 𝑝ଶ)  

        = 𝑤ு൫𝜎(𝑝ଵ − 𝑝ଶ)൯ 

       = 𝑤ு൫𝜎(𝑝ଵ) − 𝜎(𝑝ଶ)൯ 

        = 𝑑ு൫𝜎(𝑝ଵ), 𝜎(𝑝ଶ)൯ 

eşitliği elde edilir. O halde 𝜎 uzaklık koruyan bir dönüşümdür. 

4.2.1.  𝑹𝒔 = 𝔽𝟐 + 𝒖𝔽𝟐 + 𝒗𝔽𝟐 halkasındaki  MacDonald  kodun özellikleri 

α tipi Simplex  S୩
஑   kodu,  

 Gଵ
஑ = [0 1  𝑢 𝑣   𝑎 𝑏 𝑎 + 𝑏  (𝑎𝑏)]   

olmak üzere ve   k ≥ 2 için 

G୩
஑ = ൤

0. .0 1. .1 𝑢. . 𝑢  …
G୩ିଵ

஑ G୩ିଵ
஑ G୩ିଵ     

஑ …
    

(𝑎𝑏). . (𝑎𝑏)

G୩ିଵ
஑ ൨

௞×ଶయೖ

  

olmak üzere G୩
஑ üreteç matrisiyle oluşturulan bir lineer koddur. 

MacDonald kod, Simplex kodun üreteç matrisiyle elde edilir. 

G୩,୲
஑ =  ቀG୩

஑ \ 
଴

ୋ౪
ಉ ቁ  

G୩,୲
஑  üreteç matrisiyle oluşturulan koda α tipi MacDonald kod denir. Bu kod M୩,୲

஑  ile gösterilir. 

M୩,୳
஑  , 𝑛 = 2ଷ௞ − 2ଷ௧  uzunluklu, boyutu 3𝑘 olan bir koddur. 

Örnek 4.2.1.1. 𝑘 = 2, 𝑡 = 1, 𝑝 = 𝑎 + 𝑏, 𝑞 = (𝑎𝑏)  olmak üzere Mଶ,ଵ
஑  kodu aşağıdaki gibidir: 
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𝑎𝑣1𝑞𝑝0𝑏𝑢𝑢𝑏0𝑝𝑞1𝑣𝑎𝑣𝑎𝑝01𝑞𝑢𝑏1𝑝𝑎𝑏𝑣𝑢𝑞0𝑞0𝑏𝑎𝑢𝑣1𝑝𝑝1𝑣𝑢𝑎𝑏0𝑞𝑏𝑢𝑞10𝑝𝑎𝑣
𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞11111111𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑏𝑣𝑞1𝑝0𝑎𝑢𝑢𝑎0𝑝1𝑞𝑣𝑏𝑣𝑏𝑝0𝑞1𝑢𝑎𝑞𝑝𝑏𝑎𝑣𝑢1010𝑎𝑏𝑢𝑣𝑞𝑝𝑝𝑞𝑣𝑢𝑏𝑎01𝑎𝑢1𝑞0𝑝𝑏𝑣
𝑏𝑞𝑏𝑏𝑞𝑞𝑏𝑞𝑢0𝑢𝑢00𝑢0𝑣𝑝𝑣𝑣𝑝𝑝𝑣𝑝𝑞𝑏𝑞𝑞𝑏𝑏𝑞𝑏1𝑎11𝑎𝑎1𝑎𝑝𝑣𝑝𝑝𝑣𝑣𝑝𝑣𝑎1𝑎𝑎11𝑎1
𝑏1𝑏𝑏11𝑏1𝑢𝑝𝑢𝑢𝑝𝑝𝑢𝑝𝑣0𝑣𝑣00𝑣0𝑞𝑎𝑞𝑞𝑎𝑎𝑞𝑎1𝑏11𝑏𝑏1𝑏𝑝𝑢𝑝𝑝𝑢𝑢𝑝𝑢𝑎𝑞𝑎𝑎𝑞𝑞𝑎𝑞
𝑏𝑝𝑞1𝑣𝑢𝑎0𝑢10𝑝𝑎𝑏𝑣𝑞𝑣𝑞𝑝0𝑏𝑎𝑢1𝑞𝑣𝑏𝑎𝑝01𝑢1𝑢𝑎𝑏0𝑝𝑞𝑣𝑝𝑏𝑣𝑢𝑞10𝑎𝑎01𝑞𝑢𝑣𝑏𝑝
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𝑏0𝑞1𝑢𝑣𝑎𝑝𝑢𝑞0𝑝𝑏𝑎𝑣1𝑣1𝑝0𝑎𝑏𝑢𝑞𝑞𝑢𝑏𝑎0𝑝1𝑣1𝑣𝑎𝑏𝑝0𝑞𝑢𝑝𝑎𝑣𝑢1𝑞0𝑏𝑎𝑝1𝑞𝑣𝑢𝑏0
𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑢𝑣𝑢𝑢𝑣𝑣𝑢𝑣𝑣𝑢𝑣𝑣𝑢𝑢𝑣𝑢𝑞1𝑞𝑞11𝑞11𝑞11𝑞𝑞1𝑞𝑝0𝑝𝑝00𝑝0𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏
𝑏𝑢𝑞10𝑝𝑎𝑣𝑢𝑏0𝑝𝑞1𝑣𝑎𝑣𝑎𝑝01𝑞𝑢𝑏𝑞0𝑏𝑎𝑢𝑣1𝑝1𝑝𝑎𝑏𝑣𝑢𝑞0𝑝1𝑣𝑢𝑎𝑏0𝑞𝑎𝑣1𝑞𝑝0𝑏𝑢
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝0000000000000000𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝00000000𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑝𝑞𝑣𝑢𝑏𝑎0101𝑢𝑣𝑎𝑏𝑝𝑞01𝑢𝑣𝑎𝑏𝑝𝑞𝑝𝑞𝑣𝑢𝑏𝑎01𝑝𝑞𝑣𝑢𝑏𝑎0101𝑢𝑣𝑎𝑏𝑝𝑞𝑝𝑞𝑣𝑢𝑏𝑎01
𝑝𝑣𝑝𝑝𝑣𝑣𝑝𝑣0𝑢00𝑢𝑢0𝑢0𝑢00𝑢𝑢0𝑢𝑝𝑣𝑝𝑝𝑣𝑣𝑝𝑣𝑝𝑣𝑝𝑝𝑣𝑣𝑝𝑣0𝑢00𝑢𝑢0𝑢𝑝𝑣𝑝𝑝𝑣𝑣𝑝𝑣
𝑝𝑢𝑝𝑝𝑢𝑢𝑝𝑢0𝑣00𝑣𝑣0𝑣0𝑣00𝑣𝑣0𝑣𝑝𝑢𝑝𝑝𝑢𝑢𝑝𝑢𝑝𝑢𝑝𝑝𝑢𝑢𝑝𝑢0𝑣00𝑣𝑣0𝑣𝑝𝑢𝑝𝑝𝑢𝑢𝑝𝑢
𝑝𝑏𝑣𝑢𝑞10𝑎0𝑎𝑢𝑣1𝑞𝑝𝑏0𝑎𝑢𝑣1𝑞𝑝𝑏𝑝𝑏𝑣𝑢𝑞10𝑎𝑝𝑏𝑣𝑢𝑞10𝑎0𝑎𝑢𝑣1𝑞𝑝𝑏𝑝𝑏𝑣𝑢𝑞10𝑎
𝑝𝑎𝑣𝑢1𝑞0𝑏0𝑏𝑢𝑣𝑞1𝑝𝑎0𝑏𝑢𝑣𝑞1𝑝𝑎𝑝𝑎𝑣𝑢1𝑞0𝑏𝑝𝑎𝑣𝑢1𝑞0𝑏0𝑏𝑢𝑣𝑞1𝑝𝑎𝑝𝑞𝑣𝑢1𝑞0𝑏
𝑝0𝑝𝑝00𝑝00𝑝00𝑝𝑝0𝑝0𝑝00𝑝𝑝0𝑝𝑝0𝑝𝑝00𝑝0𝑝0𝑝𝑝00𝑝00𝑝00𝑝𝑝0𝑝𝑝0𝑝𝑝00𝑝0
𝑝1𝑣𝑢𝑎𝑏0𝑞0𝑞𝑢𝑣𝑏𝑎𝑝10𝑞𝑢𝑣𝑏𝑎𝑝1𝑝1𝑣𝑢𝑎𝑏0𝑞𝑝1𝑣𝑢𝑎𝑏0𝑞0𝑞𝑢𝑣𝑏𝑎𝑝1𝑝1𝑣𝑢𝑎𝑏0𝑞
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝11111111
𝑞𝑝𝑏𝑎𝑣𝑢10𝑢𝑎0𝑝1𝑞𝑣𝑏𝑣𝑏𝑝0𝑞1𝑢𝑎𝑏𝑣𝑞1𝑝0𝑎𝑢𝑎𝑢1𝑞0𝑝𝑏𝑣𝑝𝑞𝑣𝑢𝑏𝑎0110𝑎𝑏𝑢𝑣𝑞𝑝
𝑞𝑏𝑞𝑞𝑏𝑏𝑞𝑏𝑢0𝑢𝑢00𝑢0𝑣𝑝𝑣𝑣𝑝𝑝𝑣𝑝𝑏𝑞𝑏𝑏𝑞𝑞𝑏𝑞𝑎1𝑎𝑎11𝑎1𝑝𝑣𝑝𝑝𝑣𝑣𝑝𝑣1𝑎11𝑎𝑎1𝑎
𝑞𝑎𝑞𝑞𝑎𝑎𝑞𝑎𝑢𝑝𝑢𝑢𝑝𝑝𝑢𝑝𝑣0𝑣𝑣00𝑣0𝑏1𝑏𝑏11𝑏1𝑎𝑞𝑎𝑎𝑞𝑞𝑎𝑞𝑝𝑢𝑝𝑝𝑢𝑢𝑝𝑢1𝑏11𝑏𝑏1𝑏
𝑞𝑣𝑏𝑎𝑝01𝑢𝑢10𝑝𝑎𝑏𝑣𝑞𝑣𝑞𝑝0𝑏𝑎𝑢1𝑏𝑝𝑞1𝑣𝑢𝑎0𝑎01𝑞𝑢𝑣𝑏𝑎𝑝𝑏𝑣𝑢𝑞10𝑎1𝑢𝑎𝑏0𝑝𝑞𝑣
𝑞𝑢𝑏𝑎0𝑝1𝑣𝑢𝑞0𝑝𝑏𝑎𝑣1𝑣1𝑝0𝑎𝑏𝑢𝑞𝑏0𝑞1𝑢𝑣𝑎𝑝𝑎𝑝1𝑞𝑣𝑢𝑏0𝑝𝑎𝑣𝑢1𝑞0𝑏1𝑣𝑎𝑏𝑝0𝑞𝑢
𝑞1𝑞𝑞11𝑞1𝑢𝑣𝑢𝑢𝑣𝑣𝑢𝑣𝑣𝑢𝑣𝑣𝑢𝑢𝑣𝑢𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑝0𝑝𝑝00𝑝01𝑞11𝑞𝑞1𝑞
𝑞0𝑏𝑎𝑢𝑣1𝑝𝑢𝑏0𝑝𝑞1𝑣𝑎𝑣𝑎𝑝01𝑞𝑢𝑏𝑏𝑢𝑞10𝑝𝑎𝑣𝑎𝑣1𝑞𝑝0𝑏𝑢𝑝1𝑣𝑢𝑎𝑏0𝑞1𝑝𝑎𝑏𝑣𝑢𝑞0

 

Teorem 4.2.1.2.  M୩,୲
஑  kodunun Lee ağırlık dağılımı aşağıdaki gibidir: 

(2)     (0) 1LA                

3 1 3 1 1 1 2(2 2 ) 2.(2 2 ) 2 1k t k k t k
LA                         

3 1(2 ) (2 1)k k t
LA                 

3 3 1 1 2(2 2 ) 2.(2 2 ) 2 1k t k k t k
LA                     

3(2 ) 2 1k k t
LA               

3 1 3 1 3 3 2 1 3( )(3.(2 2 )) (2 2 2 )k t k k t k t
LA                   

3 1 3 3 2 3 3 1 2 2 2(3.2 2 ) (2 2 3.2 3.2 5.2 1)k t k t k t k k t k t
LA                           

3 1 3 1 3 2 3 3 1 2 2 2(3.2 2 ) (2 2 3.2 3.2 5.2 1)k t k t k t k k t k t
LA                           

3 1 1(3.2 ) 6.[(2 1).(2 1) (2 1)] (2 1)k k t k t k t k t
LA              

Sonuç 4.2.3.1. Benzer şekilde bu halka üzerinde Hamming ve Bachoc ağırlık dağılımları 

bulunabilir. 
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5.  SONUÇ VE ÖNERİLER 

𝑢ଶ = 𝑢, 𝑣ଶ = 𝑣, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0 olmak üzere 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑣𝔽ଶ, 𝑢ଶ = 0, 𝑣ଶ = 0, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0 

olmak üzere 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ + 𝑣𝔽ଶ sonlu ve değişmeli halkaları üzerinde Gray dönüşümleri 

tanımlanarak Hamming, Lee ve Bachoc ağırlıkları elde edilmiştir. Bu halkalar üzerinde 

Simplex kodların üreteç matrisleri yardımıyla MacDonald kodlar inşa edilerek ağırlık 

dağılımları ve parametreler belirlenmiştir. 

Çalışmamızda kullanılan halkalar genişletilerek MacDonald kodlar ve Simplex kodlar 

incelenebilir. Ayrıca son tanımlanan, 𝑢ଶ = 0, 𝑣ଶ = 0, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0 olmak üzere 𝔽ଶ + 𝑢𝔽ଶ +

𝑣𝔽ଶ sonlu ve değişmeli halkası üzerinde Hamming ve Bachoc ağırlık dağılımları 

belirlenebilir. Bu halkalar üzerinde yapılan MacDonald kodlar yardımıyla gizlilik paylaşım 

şemaları oluşturulabilir.   
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