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OZET

YENIDEN DUZENLENMIiS-DEGISMEZ UZAYLARDA
KATI SINGULER GOMMELER

Elif DENiZ

Matematik Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi

Danigsman: Dog. Dr. Yusuf ZEREN

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim literatiir 6zeti, tezin amaci ve hipotez
kisimlarindan olusur. Ikinci béliimde bu ¢alisma ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer
verilmistir. Uciincii béliimde, yeniden diizenlenmis-degismez uzaylarin teorisini vermek
i¢cin dagilim fonksiyonlar1 ve azalan yeniden diizenleme fonksiyonlari ile girig yapilarak,
maksimal fonksiyon ve bu uzaylara giriste kuramsal agidan olduk¢a 6nem tagiyan Hardy-
Littlewood-Polya iliskisi verilmistir. Ayrica, temel fonksiyon ve yeniden diizenlenmis-
degismez uzaylarin en biiyiik ve en kii¢iik siniflar1 incelenmis olup bazi 6zellikleri ifade
edilmistir. Dordiincii boliimde, yeniden diizenlenmis-degismez uzaylarin temel siniflari
icin kanonik gommenin ayrik kati singiilerligi, kati1 singiilerligi ve bu kavramlar

arasindaki iligki incelenmistir. Besinci boliimde, sonug ve 6nerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler : Yeniden diizenlenmis-degismez uzaylar, ayrik kat1 singiilerlik, kat1

singiilerlik, zay1f kompaktlik
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STRICTLY SINGULAR EMBEDDINGS OF REARRANGEMENT-INVARIANT
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The second chapter includes main definitions and theorems. In chapter 3, distribution
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spaces are explained with their main properties. In chapter 4, is to examine canonical
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Fonksiyon uzaylar1 S. L. Sobolev, A. Zygmund, S. M. Nikolskii vb. gibi matematikgiler
tarafindan incelenmis, reel ve fonksiyonel analizin birgok konusuna basartyla
uygulanmistir. Her gecen giin yeni problemlerin ortaya ¢ikmasi ve fonksiyon
uzaylarindaki bazi bosluklarin giderilebilmesi adina yeni tip fonksiyon uzaylari
tanimlanmistir. Lebesgue uzaylarinin matematiksel analizin bir¢ok alaninda ¢ok énemli
bir rol oynadig: bilinmektedir. Fakat, Olgiilebilir fonksiyonlarin Banach uzaylarinin
Orlicz ve Lorentz uzaylar1 gibi ¢ok kullanigh daha genis smiflar1 vardir. Banach
fonksiyon uzaylart dlgiilebilir fonksiyonlarn Banach uzaylaridir.  Olgiilebilir
fonksiyonlarin Lorentz, Orlicz, Marcinkiewicz gibi bir¢ok somut uzay1 Banach fonksiyon
uzaylarinin bakis agisindan elde edilmistir. Ayrica, yeniden diizenlenmis degismez
uzaylar1, Lorentz uzaylarini ve bu uzaylarin ¢ok énemli bir sinifin1 da igermektedir [1].
Yeniden diizenlenmis degismez fonksiyon uzaylarinin teorisi klasik LP, 1 <p < o
uzaylarma dayanir. Teori, 0zellikle genel Banach kafesleri baglaminda, son yiizyilda
yogun bir sekilde gelistirilmistir. Bu teori, fonksiyon teorisi, fonksiyonel analiz gibi
cesitli alanlarda bir¢ok ilging ve derin sonuglar sunar. Ayrica, yeniden diizenlenmis
degismez uzaylarin teorisinin lineer operatorlerin interpolasyonu, ergodik teori, harmonik
analiz ve matematiksel fizik gibi ¢esitli alanlarda olduk¢a Onemli uygulamalar
mevcuttur. Yeniden diizenlenmis degismez uzaylarm  belirli ozellikleri yalnizca
normlarinin Slgiilebilir E kiimelerinin karakteristik fonksiyonlarina atadigi degerlere,
yani ¢(t) = ||xg|l temel fonksiyonuna dayamr. L' N L ve L* + L* uzaylar tiim yeniden
diizenlenmis degismez uzaylarin sirasiyla en kii¢iik ve en biyiikleridir [2]. Orlicz,
Lorentz ve Marckiewicz gibi yeniden diizenlenmis degismez uzaylarda ayrik kati
singiilerlik ve kati singiilerlik, Kalton [3], Garcia del Amo [4], Novikov [5], Astashkin
[6] ve [7] deki yazarlar tarafindan c¢aligilmistir.



Sinirli olmayan bir durumda kati singiilerligin analizi [0,1] deki durumdan daha
kapsamlidir. Bu durum, [0,00) lizerinde taniml1 yeniden diizenlenmis degismez uzaylarin
alt latisinin (sublattice) zenginliginden kaynaklanmaktadir. L? + L9, (1 < p < q < )
uzaylarmin biiyiik karmasik alt latisi diistiniilebilir). [0,00) {izerinde tanimli herhangi bir
yeniden diizenlenmis degismez E uzayi icin L' NL® & E & L' + L® gommesi iyi
bilinmektedir. L' N L® » E goémmesinin singiilerligi, ilgili karakteristik fonksiyon
¢ acisindan kati singtilerligin uygun bir karakterizasyonu bulunarak [8] de ¢alisilmustir.
Bu yiizden, L' N L* & E igin kat1 singiilerlik, ayrik kat1 singiilerlik ve zayif kompaktlik

cakisir ve

$g(t)
t

Lim ¢ (t) = lim =0 (1.1

kosuluna esdegerdir. Kat1 singiilerlik i¢in benzer kriter, interpolasyon kullanarak Cobos
et al. [9] tarafindan saglanmuistir. Her iki ispatta Kaminska ve Mastylo [10], Dunford-
Pettis 6zelligini kullanilmistir. E & L + L* gommesinin ayrik kat: singiiler olmast igin
gerekli kosullar sadece ¢y (t) davranigini igermez. Yani,

¢p(t) o
— =

(1.2)

= o0, (1.3)

E

1
t p
r | ()

Bu durumun sinirda siirekli zayif LP- uzayr LY'™ un L' + L* uzayina gdmiilmesinin ayrik
katt singiiler olmamasindan kaynaklandigi [8] te gosterilmisti. E & L' + L®

gdmmesinin tam bir karakterizasyonunu elde etmek i¢in W* (1 < p < o)

Ly, 1<p<o
wk={1L", p=1 (1.4)
LlﬂL°°L, p =

seklinde tanimlanan W* uzay1 dikkate deger bir rol oynar. Yukaridaki kosullarin yeterli
oldugunun kanitlanmasi ve bdylece ayrik kati singiilerligi kullanip kati singiilerligin
gosterilmesi F.L. Hernandez, V.M. Sanchez, E.M. Semenov [11] ve V. Astashkin, E.M.

Semenov un [12] makalelerinde agikga ifade edilmistir.



1.2 Tezin Amaci

Bu tezin amaci, ¢ok cesitli uygulama alanlaria sahip yeniden diizenlenmis degismez
uzaylarin teorisini verip, (0, ) araliginda keyfi bir E yeniden diizenlenmis degismez
uzay1 igin E & L' + L® kanonik gdmmesinin hangi kosullar altinda kati singiilerliginin

saglandigini gosterip bu kavramin ayrik kati singiilerlikle olan iliskisini incelemektir.

1.3 Hipotez

Yeniden diizenlenmis degismez uzaylara giriste dagilim fonksiyonlari, azalan yeniden
diizenleme fonksiyonlar1 ve temel fonksiyon vb. gibi fonksiyonlarmm bu uzaydaki
davraniglar1 incelenecektir. Daha sonra Orlicz, Lorentz ve Marckiewicz gibi yeniden
diizenlenmis degismez uzaylarin temel siniflarinda saglanan kanonik gémmenin ayrik

kat1 singiilerligi ve kat1 singiilerligi i¢in gerekli ve yeterli kosullar arastirilacaktir.



2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tamim 2.1 (Vektor Uzay). E # @ bir kiime ve P cisim(IP = R veya P = C) olsun.
+:EXE->E, (a,b) >a+b,

X: PXE->E, (v,a) » va,

toplama ve ¢arpma islemleri yukardaki gibi tanimlansin. Va, b,c € E ve y, 8 € P igin:
(i) a+b=b+a

(i) a+(b+c)=(@+b)+c

(i) a + 0 = a esitligini saglayan 0 € E vardr.

(iv) a + (—a) = 0 esitligini saglayan —a € E vardir.

V) l.a=a

(vi)y.(a+b)=ya+vyb

(vil) (y + B)a=ya + Ba

(viii) (yB)a = y(Ba)

kosullarini sagliyorsa E ye P iizerinde bir vektor uzayi denir.

Tanim 2.2. E bir vektor uzay1 olmak iizere f: E — [P olarak tanimlanan f fonksiyonuna

fonksiyonel denir.
fra+pb) =yf(a) +Bf(b), ab€eE, y,BEP (2.1)
seklinde tanimlanan f fonksiyoneli lineerdir.

Tammm 2.3. E vektor uzayindaki lineer siirekli fonksiyonellerin kiimesine E vektor

uzaymin duali denir ve E' ile gosterilir.



fi,f> EE’,a € E ve B € P bir skaler olmak {izere noktasal toplam ve skaler ¢arpim;
(f1 + (@) = f1(a) + f2(a) (2.2)
B (@) = Bf(a) (2.3)

olarak tanimlanir. Bu durumda E' uzaymin da duali tanimlanabilir. (E")" = E"' lineer

vektor uzayina E' uzayinin ikinci duali denir.
Tamim 2.4. Dualinin duali kendisine esit olan uzaya refleksiv (yansimali) uzay denir.
Tamim 2.5 (Normlu Uzay). E bir [P cismi {izerinde bir vektor uzay1 olsun.
I E->RY, x- |lx]
doniligimii Vx,y € E ve Va € P igin
(i) llxll = 0
(i) x| =0 x=26
(iii) llax|| = |a|llx|]
(V) llx + yIl < llxll + [yl

kosullarini sagliyorsa ||. || dontisiimiine E tizerinde bir norm denir. (E, ||. ||) ikilisi de

normlu uzay olarak tanimlanir.
Tamim 2.6. (E, ||. ||) normlu uzay, a € E sabit bir nokta ve » > 0 olsun.
B.(a) ={x €E:||lx —al|l <r} (2.4)

kiimesine a merkezli ve r yarigapl agik yuvar,

B.(a) ={x €E:|lx —al|l <7} (2.5)
kiimesine a merkezli ve r yarigapli kapah yuvar,

S.(a)={x€E:||lx—al|l =1} (2.6)
kiimesine a merkezli ve r yarigapli yuvar yiizeyi denir.

Tamim 2.7 (Denk Norm). E normlu bir uzay, P cisim (P = RveyaP = C) ve
Il -1l : E = Rolsun. Vx € E i¢in m||x]||, < ||x|l; < M||x]|, olacak sekilde sabit
m, M > 0 sayilar1 bulunabilirse ||. ||; ve ||. ||, denktir denir ve bu durum || [|;~]] |l

seklinde gosterilir.



Ornek. || |l;,] Il2: R? - R fonksiyonlar1 V(x,y) € R?igin ||(x, y)||l; = +/x2 + y2
ve ||(x, Y, = |x| + |y| seklinde tanimlanirsa, || ||;,]| ||, fonksiyonlarmin her biri

R? {izerinde bir norm olup || |[;~| ||, dir.

Tamim 2.8 (Yakinsak Dizi). (E, ||. ||) normlu uzay, {x,} bu uzay i¢inde bir dizi ve x €

E olsun. Eger

lim ||x, — x| =0 (2.7)
n—->oo
olursa x,, dizisi x noktasina yakinsiyor denir ve x,, = x veya lim x,, = x olarak gosterilir.
n—-oo

Tanmm 2.9 (Cauchy Dizisi). (E, ||.|]) normlu uzay, {x,} bu uzay i¢inde bir dizi olsun.
Ve > 0igin AN := N(g) € Ndyleki Vk,j > N icin ||x, — x;|| < € oluyorsa {x,,} dizisine

E normlu uzayinda bir Cauchy dizisidir denir.

Tanimm 2.10 (Banach Uzayi). (E, ||.|]) normlu uzayinda Cauchy dizisi olan her dizi

yakinsak ise (E, ||.||) normlu uzayina tam uzay veya Banach uzayi denir.

Tamim 2.11 ( Banach Latis). E gergel vektor uzay tizerinde " < " bir siralama bagintisi

olsun. Vx,y € E ve
(i) Herbirze Eicinx <yikenx+z<y+z
(if) Her bir 0 < @ € Ri¢in x < y iken ax < ay

sartlar1 saglaniyorsa, E uzayma sirali vektor uzayr denir. E sirali vektor uzayr her bir
x,y € E i¢in x Vy :=sup ve x Ay := inf kosullarini sagliyor ise vektor latis (vektor

lattice) veya Riesz uzayi denir.

E Riesz uzayr olmak iizere, |x| < |y| olacak sekilde Vx,y € E i¢in |[x| < ||yl
saglaniyorsa, E {izerinde tanimlanan ||. || normuna latis (lattice) normu denir ve (E, |.|])
ikilisine normlu Riesz uzayi denir. Eger, E normlu Riesz uzay1 bu latis normuna goére
tam ise, Banach latis (Banach Lattice) denir. Klasik dizi ve fonksiyon uzaylari (kendi

bilindik normlaria goére) Banach latislerinin tipik drnekleridir.

Tamim 2.12 (Alt Latis). A, bir E latisinin alt kiimesi olsun. Eger x,y € Aise x Vy,x A
y € A latis islemleri E de saglaniyorsa, A bir alt latis (sublattice) denir. Ornegin,

cove ¢, ¥, un alt latisleridir.



Tanmm 2.13. (E, ||.]|) normlu bir uzay ve K c E olsun. K nin her agik ortiisii sonlu bir

alt ortiiye sahipse K kiimesine E tizerinde kompakttir denir.

Tamim 2.14. E c R"™ herhangi bir kiime olsun.

1, x €EE
XE_{O, x&E

olarak tanimlanan X fonksiyonuna E kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir.

Tamm 2.15. Goriintii kiimesinin eleman sayisi sonlu olan herhangi bir f fonksiyonuna

basit fonksiyon olarak adlandirilir.

Tamm 2.16. E ve F ayn1 P cismi tiizerinde iki vektér uzayr ve T:Dy € E = F bir
fonksiyon olsun. Bu T fonksiyonuna operator denir. Burada, D , T nin tanim kiimesi ve

K = T(Dy) € F de T nin goriintii kiimesidir.

Tanim 2.17. E ve F ayn1 P cismi iizerinde iki vektor uzayive T: D C E = F ; Vxq,x, €
Dy ve Va,B € P igin T(ax; + Bx;) = aT(x;) + BT (x;) kosulunu sagliyorsa T ye

lineer operator denir.

Tamim 2.18. T: E — E operatorii verilsin. Vx € E i¢in T (x) = x ise T Operatoriine birim

operator denir.

Tanmm 2.19. T: E — F bir lineer operator olsun. Eger, E de sinirlt her {x,} dizisi i¢in
(T{x,}) doniisiim dizisi F de yakinsak bir alt diziye sahipse T ye kompakt operator

denir.

Ornek. T: C[0,1] - C[0,1] olsun.

TH@) = j k(t,$)f(s)ds 2.8)
0

k(t,s) € C([0,1])? dir. Dolayistyla, T kompakttir.
Tanmim 2.20. T: D € E — F bir lineer operator olsun. Vx € Dy i¢in ||T(x)||p < M||x||g

olacak sekilde sabit bir M > 0 sayisi varsa bu T lineer operatoriine sitmirh bir lineer

operatdor denir.



Tamm 2.21. T: Dy € E — F smirl lineer operator olsun.
|IT|| = inf{M: M > 0 ve Vx € D icin ||T(x)||r < M||x||g } (2.9)
ifadesine T operatoriiniin normu denir.

Tamim 2.22. T: Dy € E — F operatorii verilsin. Vx,y € Dy ve Ve > O i¢in ||x — y|| < &
iken ||Tx - Ty|| < ¢ olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa T Operatoriine siireklidir denir

[13].

Teorem 2.23. T: E — F lineer operator olsun. Eger T tek bir noktada siirekli ise her

noktada stireklidir.

Teorem 2.24. T: E - F operatorii D(T) iizerinde sinirli ise T: E — F lineer operatorii
D(T) tizerinde stireklidir [14].

Tamm 2.25 (Gomme). E, F normlu uzaylar ve E c F olsun. Dr(I) = K(I) = E, yani
Vx € E igin I(x) = x olacak sekilde F de en az bir eleman var ise I: E — F operatoriine
birim operator denir. Bu operator siirekliyse, yani Vx € E i¢gin ||x||z < C.||x||g olacak
sekilde bir C > 0 sabiti varsa E uzay1 F uzayina siirekli gomiiliir denir. I operatoriine E

uzayindan F uzayina bir gomme operatorii denir [1].

A
Bor = L ATl

(2.10)

ifadesine I nin operatér normu denir. E uzayindan F uzayina siirekli bir gomme mevcutsa

EoSF
olarak gosterilir. Eger,
EoFveFoE
ayn1 anda oluyorsa,
E2F

olarak gosterilir. Eger bu gdmme kompakt ise,
E oo F

seklinde ifade edilir.



Tamm 2.26. E kiimesi R veya C iizerinde bir vektor uzay1 ve E c X olmak lizere eger
Vx,y €E ic¢in {(1—t)x+ty:t€[0,1]} € E gercekleniyor ise E kiimesine bir

konveks kiime denir.
Tamm 2.27. E bir lineer vektor uzayi olsun. Vx,y € E ve 1 € [0,1] i¢in

fOx+ A =Dy) <Af () + A =Df(y) (2.11)
oluyorsa f ye konveks fonksiyon denir.

Tamm 2.28 (Kat1 Singiiler Operator). X,Y Banach uzaylar1 ve T:X — Y olsun. Eger
T operatorii, X in herhangi sonsuz-boyutlu (kapali) bir alt uzayinda tersinir degil ise T
operatoriine kat1 singiilerdir denir. Yani, her sonsuz boyutlu alt uzay M c X ve her a >

0 i¢in x € M vardir Oyle ki
ITx|l < allx]l. (2.12)
Ornegin, L*[0,1] © LP[0,1] gémmesi kat1 singiilerdir [15].

Tamim 2.29 (Ayrik Kati Singiiler Operator). E bir Banach latis (lattice) , Y bir Banach
uzayl ve T:E =Y olsun. Eger T operatorii ayrik bir dizi tarafindan iiretilen E nin
herhangi bir alt uzayinda tersinir degilse T operatoriine ayrik kati singiilerdir denir.

Acik olarak, her kat1 singiiler operatér ayn1 zamanda ayrik kati singiilerdir [15].
Ornegin, L9[0,1] © LP[0,1] gdmmesi ayrik kat: singiilerdir.

Tamim 2.30 (Olcii Uzay). Q # @ herhangi bir kiime ve ., Q in alt kiimelerinin bir ailesi

olsun.

o, aey

(iAeYy=A“=Q\4 €

(iii) Y i¢inde alnan her {4,,} C ¥ dizisi i¢in U%, Ay € .

kosullar1 saglaniyorsa Y, ya Q kiimesi tizerinde bir a-cebir , (£, Y)) ikilisine dl¢ii uzay:

ve A ya olgiilebilir kiime denir.



Tamm 2.31. (Q, ) bir élciilebilir uzay ve u : Y = R, bir fonksiyon olsun. Eger,
() u(@) =0

(i) VE € Y icin u(E) = 0

(iii) Her ayrik 6lgiilebilir {E, } < Y. dizisi igin u(Up=1 En) = Ypeq1 U(ER)

kosullar1 saglaniyorsa u fonksiyonuna bir 6lgtiim ve (£, Y, u) tgliisiine de bir 6l¢ii uzay1
denir. 4oo degerini almayan 6lgiimlere sonlu 6l¢iim denir. Eger, Q = UE, , {E,} € X
ve Vn = 1i¢in u(E,) < +oo kosullarini saglayan bir {E, } < Y dizisi bulunabiliyorsa, u

6l¢timiine a-sonludur denir.

Tanim 2.32 (Atom). (£, Y)) 6l¢ii uzay1 ve u bu uzay tizerinde bir sonlu 6l¢ii fonksiyonu
olsun. Eger, A nin 6lgiilebilir herhangi bir B alt kiimesi i¢in (A4) > u(B) olacak sekilde
bir u(B) = 0 var ise Y, dan alinan bu A kiimesine atom denir. Eger, u(A) > 0 olarak
verilen herhangi bir Olgiilebilir kiime igin pu(A) > u(B) > 0 olacak sekilde B c A

olgiilebilir kiimesi var ise bu dl¢ii uzaymna atomu olmayan uzay denir [1].

Tamm 2.33 (D1s Olgii). Q # @ herhangi bir kiime, u* : $(x) > R, U {oo} seklinde

tanimlanan genisletilmis reel degerli u* fonksiyonu i¢in

Hp (@ =0

(i) VK € o(x),u"(K) =0

(ili) Ac B c Qigin u*(A) < u*(B)

(iv)vn € N, K, € () i¢in p"(Upzq Kn) < X5y 1" (Kn)
kosullari saglanirsa u* fonksiyonuna ( iizerinde bir dis 6lgii denir.

Tamm 2.34. A c R, {Ij}jo=1 , R nin sinirlt ve agik alt araliklarinin bir dizisi ve £(1;) , I;

araliginin uzunlugu olsun. O halde,

(o8] [00]

m*(A) = inf Z ()L eAc Ulj (2.13)

j=1 j=1

olarak ifade edilen m* bir dis dlgiidiir. Bu dlgliye Lebesgue dis ol¢iisii ad1 verilir.
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Tamim 2.35. Bir (, Y], w) dl¢tim uzayinda bir 6nermenin Y, 6l¢iilebilir ve p-olgtimii sifir
olan bir kiimenin disinda her yerde dogru ise bu 6nerme (£, Y}, n) 6l¢iim uzayinda hemen
her yerde (h.h.h) dogrudur denir. (Q, Y}, p) 6l¢iim uzayi i¢in h.h.h ile ilgili baz1 6rnekler
verilmistir [16].

Tamm 2.36 (Caratheodary). A ¢ R" i¢in
m*(A) =m*(ANnE)+m*(AnE°) (2.14)
ise E kiimesine Lebesgue ol¢iilebilirdir denir.
Tamm 2.37. (£, Y, ) bir dl¢iilebilir uzay ve f: Q — R bir fonksiyon olsun. Vy € R igin
Uy +2) = {x€Q: f(x) >y} €Y (2.15)
ise f ye Q iizerinde ol¢iilebilir fonksiyon denir [17].

Lemma 2.38. (Q, Y, ) bir dlgiilebilir uzay olsun. f: Q — R bir fonksiyonu i¢in asagidaki

ifadeler birbirine denktir.

(i) Vy ERicin{x € Q: f(x) >y}
(i) Vy E Rigin{x € Q: f(x) <y}
(i) Vy € Rigin {x € Q : f(x) < y}
(iv) Vy € Rigin{x € Q : f(x) = y}

Onerme 2.39. c bir sabit, f ve g aym bolge iizerinde tanimli reel-degerli iki 6lciilebilir
fonksiyon olsun. O halde, f + ¢, cf,f + g,g — f ve fg fonksiyonlar da 6lgiilebilirdir
[17].

Tamim 2.40. f , u(E) < oo olmak iizere 6l¢iilebilir E kiimesinde tanimli sinirli 6l¢iilebilir
bir fonksiyon olsun. Tiim 1 > f basit fonksiyonlar i¢in E kiimesi iizerinde f nin

Lebesgue integrali

ffduzinf f¢dy (2.16)
E E

ve ayrica tiim ¢ < f basit fonksiyonlari igin E kiimesi tizerinde f nin Lebesgue integrali

11



ffd,u=sup f(pdu (2.17)

E E
olarak tanimlanir ve bu iki tanim birbirine denktir [18].

Teorem 2.41 (Lebesgue Simirh Yakinsaklik Teoremi). {f;, },cy , sonlu dlgiiye sahip E
kiimesi tlizerinde tanimli Olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Bir M > 0 sayisi
vardir Oyle ki her n € N ve tim x € E i¢in |f,(x)| < M dir. Eger her x € E i¢in
711_1)120 fn(x) = f(x) ise o halde,

n—oo

lim | f,du = sup ffd,u . (2.18)
E E

Lemma 2.42 (Fatou Lemma). {f,,},en negatif olmayan 6lgiilebilir fonksiyonlarin bir

dizisi ve E kiimesi tizerinde lim f,(x) = f(x) h.h.y. olsun. O zaman,
n—oo

jfd,u < lim infj fadu. (2.19)
n—->oo
E E

Teorem 2.43 (Monoton Yakinsakhik Teoremi). {f;,} ey fonksiyondizisio < f; < f, <

--- olacak sekilde negatif olmayan 6lgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. O halde,

im [ fudu= | rau. (220)

Teorem 2.44 (Lebesgue Baskin Yakinsakhk Teoremi). {f,},ey Olgiilebilir

fonksiyonlarn bir dizisi ve x € E i¢in lim f,(x) = f(x) olsun. Eger x € E igin
n—->oo

|f,(x)| < g(x) olacak sekilde integrallenebilir g fonksiyonu varsa, 0 zaman

gg!ﬁ@=lfw- (221)
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Tamim 2.45 (Lebesgue Uzay1). ((, Y, ) bir 6l¢ii uzay1 ve 1 < p < oo olmak iizere X C

Q = R" de taniml1 bir bolge olsun.

f |f(x)|Pdx < oo (2.22)

olan tiim Olgiilebilir f : X - R fonksiyonlar sinifina p. mertebeden Lebesgue uzay1

denir ve LP (X) olarak ifade edilir.

f fonksiyonunun LP normu

1/p

Iflle = NIfllp = f |f () |Pdx (2.23)
X

olarak tanimlanir.

Teorem 2.46 (Hélder Esitsizligi). % + ; =1, (1<pq<),fE€LPveg e L olsun.

Bu taktirde,

[ vreagenax < iftuslghs (2.24)

ifadesi saglanir.
Teorem 2.47 (Minkowski Esitsizligi). f,g € LP iken f + g € LP olur ve

If + gl < lIflle + llgllLr (2.25)
ifadesi saglanir.

Tanim 2.48 (Limit Supremum). {x,,} reel bir dizi olsun. {x,,} dizisinin genisletilmis reel

sayilardaki limit supremumu,

lim supx, = lim (sup xk) (2.26)
n—-oo n—-oo

k=n

olarak tanimlanir.

Tamm 2.49 (Limit infimum). {x,,} reel bir dizi olsun. {x, } dizisinin genisletilmis reel

sayilardaki limit infimumu,
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lim inf x,, = lim (inka) (2.27)

n—oo n—oo kzn
olarak tanimlanir.

Tanmm 2.50 (Esas Supremum). X bolgesinde hemen her x igin |f(x)| < C olacak
sekilde bir C sabiti varsa f fonksiyonuna hemen her yerde sinirlidir denir. Boyle €

sabitlerinin en biiyiik alt sinirina da |f| nin X bolgesindeki esas supremumu denir
ve

ess sup |f(x)| =inf{C : |f(x)| < C hemen her x € X} (2.28)

seklinde gosterilir.

Tamim 2.51. f 6lgiilebilir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu her U kompakt kiimesi

uzerinde

j Ifldu < o (2.29)
U

oluyorsa f fonksiyonuna lokal( yerel) integrallenebilir denir ve

1/p

@) = r | [1Pan)  <ou e R UKompaktt  (230)
U

seklinde gosterilir.

Tamim 2.52 (Banach Fonksiyon Normu). Eger f,g € M+, {fi}mpei € M+, a >0 ve
R nin biitiin 4 — dl¢iilebilir E alt kiimeleri i¢in,
) p(f)=0ef=0hhh—yu; p(af) = ap(f);
p(f+9) < p(f)+r(g)
i) 0<sg<fhhh—pu= plg) <p(f)
i) 0<fu Tfhhh—p =p(f) Tp(f)

iv) u(E) < 0 = p(xp) < o0

V) w(E) < = f, fdu < Cep(f)

14



ozellikleri, 0 < Cy < oo olan bir Cp sabiti ve tim f fonksiyonlar1 i¢in saglaniyorsa

p: Mt - [0, o] fonksiyoneline bir Banach fonksiyon normu denir [2].

Tanim 2.53 (Banach Fonksiyon Uzay1). p bir Banach fonksiyon normu olsun. p(|f]) <
oo gzelligine sahip tiim f € M fonksiyonlarinin X = X(p) kiimesine Banach fonksiyon

uzayi denir ve her f € X i¢in

Ifllx = pCfD (2.31)

olarak tanimlanir [2].

Teorem 2.54. p bir fonksiyon normu ve X = {f € M: p(|f]) < o} olsun. Her f € X
icin |Ifllx = p(If]) olsun. Oyleyse, (X,||.|lx) bir Banach fonksiyon uzayidir ve

f,g ve f, € M ve R nin tim 0lgiilebilir E alt kiimeleri icin asagidaki 6zellikler saglanir:

i) Eger, |gl < |f|h.h.h —uve f € X ise, 0 halde g € X ve ||gllx < |Iflx tir; 6zellikle
f € X olgiilebilir fonksiyondur < |f| € X ise. Bu durumda, f ve |f]|,X te ayni norma
sahiptir. (Latis 6zelligi)

ii) Kabul edelimki f,, € X, f,=0ve f, T f h.h.h —polsun. f € X ise ||, llx T IIfllx
ve f & Xise||full T oo dur. (Fatou 6zelligi)

i) f, €X, f, » f h.h.h ve lim inf||f,||[x < o olsun. O halde, f € X ve ||f]lx <
n—->oo

lim inf || f,,|| x dir. (Fatou lemma)
n—.oo

Iv) Her basit fonksiyon X uzayina aittir.

V) Sonlu 6l¢iiye sahip E kiimesine karsilik gelen 0 < Cz < oo olan bir Cg sabiti vardir
Oyle ki her f € X i¢in

[ 171 < el (232)
E

vi) X uzayinda f, — f ise, sonlu dl¢iiye sahip kiimeler iizerinde f,, — f dir. Ozellikle,

h.h.h f fonksiyonuna yakinsak olan bir {f;, };=4 alt dizisi vardir.
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Tamm 2.55 (ilisik Norm). p bir Banach fonksiyon normu olsun. M'* iizerinde,

p'(Ig]) = sup ffgdwaM*,p(lfl) <1l; (geM*) (233)

ile tanimlanan p’ fonksiyoneline p nun ilisik normu denir.

Tamm 2.56 (ilisik Uzay). p bir Banach fonksiyon normu, X = X(p) , p tarafindan
tiretilen Banach fonksiyon normu ve p’ de p nun ilisik normu olsun. p’ tarafindan iiretilen

X (p") Banach fonksiyon uzayma X in ilisik uzay1 denir ve X' ile gosterilir [2].

Tamm 2.57 (Holder esitsizligi). X, ilisik uzay1 X' olan bir Banach fonksiyon uzayi
olsun.Eger f € X ve g € X' ise, 0 halde fg integrallenebilirdir ve

[ 1rg1ai< Itdigle 2:34)
R

Teorem 2.58 (Lorentz-Luxemburg). Her Banach fonksiyon uzayi X, ikinci ilisik uzayi

X""ile ¢akisir. Diger bir ifadeyle, f € X © f € X" diir, ve bu durumda,

Ifllx = [Ifllx (2.35)

Tamim 2.59 (Lorentz Uzayl). 1 <p < o ve 1 < q < ooolsun. Klasik Lorentz uzayi
LPA(X), f € [0, o) olan tiim 6lgiilebilir fonksiyonlardan olusur dyle ki

1
q

— | <o (2.36)

° 1
Ifllpa =| [ (@)
0
eger q < o ise,

IFllr = sup{ePf*(©)] < oo (237)
t>0

olarak tanimlanir [11].

Tamim 2.60 (Marcinkiewicz Uzay1). Marcinkiewicz Uzay1 M(¢), f € [0, o) olan tiim

oOl¢iilebilir fonksiyonlardan olusur dyle ki

[y fr(s)ds
- <™

e (2.38)

||f||M(¢) = Ssup
t>0
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olarak tanimlanir [11].

Tammm 2.61 (Orlicz Uzayi). Orlicz Uzay1 L?, f € [0,0) olan tiim Oolgilebilir

fonksiyonlardan olusur dyle ki

Iflle = inf{s >0: f ® (If(t)l)dt < 1} < o (2.39)

olarak tanimlanir [11].

Tamim 2.62 (WP Uzay1). W* uzayi (1 < p < ) asagidaki gibi tanmimlanir [11]:

Ly, l1<p<ow
wk={1L" , 3 p=1 (2.40)
Fnl® , p=o

Tamim 2.63 (ikili Genislemeler). S:{0,1}N - [0,1] ve

S(0) = z ;—Z , o€ (0,1} (2.41)
k=1

olsun. Ornegin, o, = 0ve g, = 1,05 = 1, ..., igin

O-] — 1 ve 0-2 - 0,0‘3 — 0, ) 1(}111

1 0 1
S@) =5+ g+t =7, (2.43)

NN
[oo] )

o € {0,1}" olsun. n € N vardir éyle ki tiim k > n + 1 icin g,, = 0 ve g}, = 1, 0 halde

1, k=n (2.44)

Tk_{
0, k=n

tanimlanir ve

n—

1
5(0)_ Z = Za—k ——S(T) (2.45)
k=1

= k=n+1

elde ederiz. Bir dizinin sadece sifir olan terimleri disinda veya bir dizinin sadece 1 olan

terimleri i¢in S~1(S(0)), o nihayetinde 0 veya nihayetinde 1 oldugunda, iki eleman igerir,
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aksi taktirde S™1(S(0)) bir eleman icerir. Eger, S™1(t) tamamiyle bir eleman igeriyorsa,
S$~1(t) nin tek elemani olmak icin € : [0,1] — {0,1}" olarak tamimlamir. Her k € N icin

« :[0,1] = {0,1} ve

ex(t) =€), te01]. (2.46)
O halde, tim t € [0,1] i¢in
ex(t)
t =S(e)) = Z T (2.47)
k=1

ifadesine t nin ikili genislemesi denir.

Tammm 2.64 (Rademacher Fonksiyonu). k €N i¢in k. dereceden Rademacher

fonksiyonu r, : [0,1] = {—1, +1} olan
e (t) =1 —2¢,(t), te[0,1] (2.48)
olarak tamimlanir. t € [0,1] in ikili genislemesini,

ir"z(kt) i(——ze"(ﬂ> 1—22 ) _ o (2.49)

k=1 k=1

seklinde yazabiliriz.
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3

YENIDEN DUZENLENMIS-DEGISMEZ BANACH
FONKSIYON UZAYLARI

3.1 Dagilim Fonksiyonlari ve Azalan Yeniden Diizenlemeler

Tammm 3.1. (R,u) o-sonlu ol¢ii uzayr olsun. f € My = M,(R,u) i¢in dagilim

fonksiyonu pf, asagidaki gibi tanimlanr:

ur) =p{x €R:|f()| > 2}, (1= 0). 3.1)

Tamim 3.2. f € My(R,u) ve g € My(S,u) olsun. Eger bu fonksiyonlar ayni dagilim
fonksiyonuna sahip ise yani, tim A > 0 igin ¢ (1) = u,4(2) ise , bu fonksiyonlara denk
Olciilebilir fonksiyonlardir denir ve f~g seklinde gosterilir. Bu kavram, farkli 6l¢ii

uzaylar1 lizerinde tanimlanan fonksiyonlarin denk dl¢tilebilir olmasini saglar.

Ornek. f(x) = x,g(x) = x?, h(x) = V/x fonksiyonlarinin dagilim fonksiyonlar1 her
x € [0, ) igin pir (1) = pg (1) = pp (1) = +oo oldugundan denk dlgiilebilirdir [19].

Onerme 3.3. Kabul edelim ki £, g, {f}>_, € M, (R, 1) Ve a sifirdan farkli herhangi bir
skaler olsun. Dagilim fonksiyonu fif, [0, ) araliginda negatif olmayan, azalan ve sagdan

stireklidir. Ayrica,

gl < If] hhy p-dlgiilebilir = 1, < pf (3.2)

o (D) = pr(A/lal), (1=0) (3:3)
Prrg(A +22) < pp(A) +ur(A2), (4,4, 2 0) (3.4)
IFI'< Jim infI] hhh p-lgiilebilit = iy < lim infuy, ; (3.5)

ve Ozellikle,
|ful T f h.h.h u-dlgiilebilir = pe T ug dir.

Ispat. tg, negatif olmayan ve azalan oldugundan 0 <4, <A, = us(4) = ur(4;)
oldugu agiktir. Sagdan siirekliligi saglamak igin, E(A) = {x:[f(x)| > A},(1 = 0) ve

Ao = 0 olsun. A azaldikga E (1) kiimeleri artar ve,
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o)

E(A) = U EQ1) = UE(AO +%)

A>Ao n=1

Bu yiizden, monoton yakinsaklik teoreminden,

If (AO ‘rll) < (/10 )) T u(Eo)) = ur(Ao),

ve bu sagdan stirekliligi saglar.

(3.2) ve (3.3), tanim (3.1)’ in sonuglardir. Ozellik (3.4) icin, eger |f(x) + g(x)| > A, +
Ay ise, |f(x)| > A, veya |g(x)| > A, oldugu agikga goriiliir. (3.5) i géstermek igin, A >
0ve

E={x:|f(x)| > 2}, Ep = {x: ()] > 4}, n=(12..)

olsun. Agik olarak,

Bu yiizden, m = 1,2, ... igin

M(ﬂ E >< inf p(En) < sup inf u(En) = lim infu(Ey,)

n>m m n>m
n>m

Fakat, N,>m En,m ile artar. Bu ylizden, monoton yakinsaklik teoremine basvurulur ve,

u(E) < “(U ﬂ ) = lim u(ﬂ En> < lim infu(E,).

m=1n>m n>m

Bu, (3.5) deki iddialarm ilkidir. Ikincisi, birincisinin hemen bir sonucudur.

Ornek. Negatif olmayan basit f fonksiyonunun g dagilim fonksiyonunu hesaplayalim.

n

F0) = a s, (0) (3.6)

j=1
E; kiimeleri, sonlu u-6lgiilebilir olan R’nin ikili ayrik alt kiimeleridir ve a; > a; > --- >

a, > 0 dir. Eger A = a, ise, |f(x)| < A olacagindan ¢ (1) = 0 oldugu agiktir.

Aksi takdirde, eger a, < A < a; ise, yani f(x) tam olarak E; kiimesinde A degerlerini

astyorsa, us(4) = u(E,) olur.
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Benzer sekilde, eger a; < 1< a, ise, 0 zaman f(x) ,E; UE, kiimesi ilizerinde A

degerlerini asar ve pif (1) = u(E; U E;) = u(E;) + u(E,) olur. Genel olarak,

J
m; = Z,u(Ei), j=12,..,n) (3.7)
i=1
oldugu yerde
n
D = D M Ky ap @, (A2 0), (38)
j=1

elde ederiz ve a,,; = 0 olarak tanimlanir.

as —

Ey E, E, * as a a A
Sekil 3.1 f(x) ve g (1) mn grafikleri [2]

Tanmm 3.4. f € My(R,u) olsun. [0,0) aralaginda tanimhi f* fonksiyonuna, f

fonksiyonunun azalan yeniden diizenlemesi denir ve

ff@O=inflauA<t}, (=0) (3.9)
seklinde ifade edilir.

Burada, inf@ = o olarak alryoruz. Bu yiizden, her 4 = 0 igin u(4) > t ise, 0 zaman
f*(t) = oo dur. Ayn1 zamanda, (R, u) sonlu 6l¢ii uzayr oldugundan dagilim fonksiyonu

s, n(R) tarafindan sinirlandirilir ve bu yiizden her t = u(R) igin f*(t) = 0 olur.

Bu durumda, f* fonksiyonunu [0,u(R)) araliginda tanimli bir fonksiyon olarak
gorebiliriz. Ayrica, iy siirekli ve kesin azalan olursa, 0 zaman f*, uygun aralikta pf in

tersidir.
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Aslinda, genel f fonksiyonu igin, ilk 6nce py dagilim fonksiyonunu olusturursak,
sonra puy in my, p dagilim fonksiyonunu olustururuz (m, [0, ) araliginda Lebesgue 6l¢iisii

ile temsil edilir). Ve boylece, tam olarak f* azalan yeniden diizenleme fonksiyonunu elde

ederiz. Bu,
@) = sup{/’l: wr(A) > t} = m#f(t), (t=0), (3.10)

Bu ifade, (3.9) dan ve uy dagilim fonksiyonunun azalan olmasindan gelen bir sonugtur.
f = f7 eslemesi genel bir 6l¢ii uzayinda meydana gelen durumlarin, Lebesgue dl¢limiine

sahip belirli (0, o) araligindaki 6l¢ii uzayinda karsiligi olarak gortlebilir.
Ornek.

(@) Ik ornekte verilen basit f fonksiyonunun azalan yeniden diizenlenmesini
hesaplayacagiz. (3.9) dan ve sekil-3.1 den t = m ise f*(t) = 0 oldugunu gorebiliriz.
Ayni zamanda, m3 > t > m, ise, 0 zaman f*(t) = a3, vem, >t = m, ise, f*(t) = a,
olur ve bu sekilde devam eder. Bu yiizden, my = 0 aldigimizda,

n

F1© =) Xmyymp®, ¢=0, (311

j=1
olur.
Geometrik olarak, f* azalan yeniden diizenleme fonksiyonunu elde etmek i¢in, dikey

bloklar1 f grafigi halinde yeniden diizenliyoruz (Sekil-3.2); sigramalardaki f* degerleri

sagdan siireklilik ile belirlenir.

(b) Bazen fonksiyonlart dikey bloklar halinde bolmekten ziyade yatay olarak bolmek
daha yararli olabilir. Bu yiizden, (3.6) da verilen f basit fonksiyonun asagidaki gibi

gosterebiliriz:

FG) = bexn, 00, (3.12)
k=1

b, katsayilar1 pozitif ve Fj, kiimelerinin her biri sonlu 6lgiiye sahip ve F; € F, € -+ F,

artan dizi formundadir.
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k
bk =0ag — Q41 Fk = U E], (k = 1,2, ...,n).
j=1

n n n

FGO = ) bidn, () = ) (@ = @) Xy () = D (@ = ) | ) 15,00
k=1 1

k=1 k=1 =
=XE, () Xk=1(ar — agq1) + -+ XEy, (%) Xk=1(ax — axs+1)
=xp,(X)ag + -+ xg, (Da, = Xy aj)(Ej(x)-
oldugu goriiliir.

(3.6) ile karsilastirirsak,

f f*

a— ]

a - L
|
|
|

63 — — |
| |
| |
| I

E3 E| Ez X "y ms my !

Sekil 3.2 f ve f* 1n grafikleri [2]

f f*
a = 1
_J— }bl
a 1 r—
a F— p————
| |
* wF)  wulF) uF) !

Sekil 3.3 f ve f* m grafikleri [2]
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Bu durumda, azalan yeniden diizenleme, sol tarafi dikey eksene karsi konumlandirilmis
daha biiyiik bir blok olusturmak iizere, bloklarin her yatay katmanda kaydirilmasiyla
olusmustur (Sekil-3.3). Bu yiizden,

n
= Dot @ (3.13)
k=1

olur.

€ f(x) =1-e7%,(0 < x < ). Dagilim fonksiyonu ms, 0 < A < 1 igin sonlu ve tiim

A = 1 i¢in 0’a esittir. Bu yiizden, tim t > 0 igin f*(t) = 1 dir.

Sekil 3.4 f(x) = 1 —e~* ve f*(t) nin grafikleri [2]

Ornek. X = [0, ), f:[0,00) - [0, )
_f1—-(x—-1)% 0<x<2
feo = {0 , x>2

fonksiyonunun dagilim ve azalan yeniden diizenleme fonksiyonlarin1 bulup integralini

hesaplayalim [20].

p({x e R*:|f()| > 1) =pu{x €[0,2]:1 - (x — 1)* > 1}
=p{xe02:1-Vi-A<x<1+vV1-2}
=2V1-1, 1€[01]
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O halde,

WI=1 0<i<1
A ={ : <A<
wr ) =10 , 1> 1

f*(t)={1_Z' 0<t<?2
o, t>2

Son olarak,

Ofmf(x)dx=fl—(x—1)2dx=0f2\/1_—/1d/1=0f<1—§)dt=§.

Onerme 3.5. Kabul edelim ki f, g ve f,, € My (R, 1) Ve a, her hangi bir skaler olsun. f*

azalan yeniden diizenleme fonksiyonu, [0, o) iizerinde negatif olmayan, azalan ve sagdan

stirekli bir fonksiyondur. Ayrica,
lg|l < |f] h.h. h u — élglilebilir = g* < f*;
(af)" = lalf;

F+9)G+t)<f"t)+9 (@) (t,t2=0)

If] < Tlll_r)go inf|f,| h. h. h 6lciilebilir = f* < gi_l)lgof,{k;
ozellikle,

|ful T f h.h.h p— olgilebilir = f; T f*;
) <a (@) <o) w(FF®)<t, (1) <o);
f ve f* denk olciilebilirdir;

Af1P)* = (P, (0<p <o),

(3.14)
(3.15)
(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Ispat. Onerme (3.3) ve f* 1 kendisinin bir dagilim fonksiyonu oldugu gerceginden f*

fonksiyonu negatif olmayan, azalan ve sagdan siireklidir. (3.14), (3.15) ve (3.17)

ozelliklerinin 6nerme (3.3) ve azalan yeniden diizenleme taniminin sonuglar1 oldugu

agiktir. Ozellik (3.18) i¢in, A > 0 ve kabul edelim ki t = pu(2) sonludur.
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Oyleyse, (3.9) dan
£ () = ) = inf{A: () S t = DY < 2

verir. (3.18). dzelligin ilk kisminn ispat1 bdylelikle goriilmiis olur. ikinci kisim igin,

t = 0 ve kabul edelim ki 2 = f*(t) sonlu olsun. Tanim (3.9) dan p(4,) < tolan A, |
A dizisi vardir, bu ylizden (3.3) ten,

ue(f () =p,) = 7111-{?0 pr(dn) <t

Boylelikle, (3.18) gosterilmis olur.

(3.16) 6zelligine donersek, A = f*(t;) + g*(t,) nin sonlu oldugunu kabul edebiliriz.
Aksi taktirde, kamitlayacak bir sey yoktur. t = s, 4(4) olsun. O halde, liggen esitsizligi

ve (3.18) dzelliginin ikinci kismindan,
t = plx:[f() + g0 > f7(t) + g7 (E2)}
< ulx: [f I > (&)} + pufx: (g > g7 (¢2)}
= ur(F(t) + uy(g7(t)
<t +t,.

Burdan t nin sonlu oldugu goriiliir. Bu yiizden, (3.18) deki esitsizliklerin ilki ve (f + g)*

n azalanligini kullanarak,
fF+9)t+t) <(f+9)(O) = (f +9) gD
<A=f"(t)+g'(t)
elde ederiz ve boylece (3.16) gosterilmis olur.

f € M, fonksiyonu i¢in, {f;,}n=, negatif olmayan basit fonksiyonlar dizisi bulabiliriz
oyle ki f, T f dir. Her n i¢in f;, ve f,; fonksiyonlarinin denk oSl¢iilebilir oldugu agiktir,

yani,

pr, () =me: (1), (A=0) (3.21)
dir.
Ozellik (3.5) ten f,, T |f| ve f,; T f* dir bu yiizden, (3.21) deki dagilim fonksiyonlarmin

her birine uygulanir ve
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pr(d) = me (1), (1=0) (3.22)
oldugu goriiliir.
Bu yiizden, (3.19) 6zelliginden iddia edildigi gibi f ve f* denk oSlgiilebilirdir.
Son olarak, (3.22) den
uipp (D) = up(AP) = mp (A7) = mpyp (D), (12 0).
oldugu gortiliir.

Asagidaki 6nerme, Lp-normunun dagilim ve azalan yeniden diizenleme fonksiyonu

agisindan alternatif bir tanimini verir.

Onerme 3.6. f € M, olsun. Eger 0 < p < o ise, 0 halde

jlflpdu = pjo/lp"lyf(/l)d/l = jof*(t)pdt.
R 0 0

Ayrica, p = oo olmasi halinde,
ess suplf ()| = inf{A: up (1) = 0} = £7(0)
olur.

Teorem 3.7 (Hardy-Littlewood). f, g € M, (R, 1) olsun. Oyleyse,

[vgtaus [ rwg @a
R 0
Teorem 3.8. f, g € My (R, w) olsun. Oyleyse,

J|fg|d.uﬁff*(s)g*(s)ds.
R 0

Tamim 3.9. Eger f, g € My (R, 1) ise, (R, ) o —sonlu dl¢ii uzayma rezonanttir denir

VE,

[ r©g@dc=su [ irgiau
0 R

saglanir [2].
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Benzer sekilde, her f,g € My(R, 1) ve g € R denk olgiilebilir fonksiyonu varsa (R, i)

uzayina gii¢lii rezonanttir denir ve

fm f©g'©de = [ I gldu

saglanir [2].
3.2 Maksimal Fonksiyon

E , u(E) =t € (0,) kosulunu saglayan R nin u —dlgiilebilir bir fonksiyonu olsun. O
halde, g = g karakteristik fonksiyon olarak alinmasiyla ve Hardy-Littlewood esitsizligi

icine ilave edilmesiyle

ifud <1f*()d (f € M) 3.23
M(E)Ef#—tofss, i 0)- (3.23)

Buna gore, herhangi bir t dl¢iisii izerindeki | f| ortalamast, (0, t) aralig1 boyunca karsilik

gelen f* in ortalamasina gore belirlenir.

Tammm 3.10. f € My(R,u) olsun. Oyleyse, f** fonksiyonu, f* azalan yeniden

diizenleme fonksiyonunun maksimal fonksiyonu olarak tanimlanir ve

t
1
fro =1 f fi(s)ds,  (t>0). (3.24)
0

seklinde ifade edilir [2].

Onerme 3.11. f, g, f, €M, ve a herhangi bir skaler olsun. Oyleyse,
f** maksimal fonksiyonu, (0, ) iizerinde negatif olmayan, azalan ve siirekli bir

fonksiyondur ve asagidaki 6zellikler saglanir:

f*=0e f=0hhhu-—o.bilir; (3.25)
frsr (3.26)
lgl < |f| h.h.h p — 6.bilir; = g™ < f**; (3.27)
(af) = lalf™; (3.28)
Iful T1f| hohohp —6.bilir; = £, 1 . (3.29)
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Ispat. f* azalan oldugundan, (3.24) ten, tiim t > 0 lar icin f**(¢), t nin herhangi bir
degeri i¢in sonludur. Bagka bir ifadeyle, f** fonksiyonu her yerde sonludur veya her
yerde sonsuzdur. Her iki durumda da negatif degildir (eger + oo degerini eklersek) ve

sureklidir.

(3.25),(3.27),(3.28) ve (3.29) ozelliklerinin ispatlar1 agiktir. Ozellik (3.26) f*

fonksiyonun azalan oldugunu gosterir. Bu yiizden,
t t
Fro=; | fodsz =7 [ds=ro,
0 0
Son olarak, f* azalandir, veeger 0 < t < s ise f*(v) < f*(%v) dir. Bu yiizden,
N N t
fr =3[ rwds =< [ S =7 [ rredu = £,
0 0 0

olur ve dolayisiyla f** azalandir.

Onerme 3.12. (R, 1) o-sonlu 6l¢ii uzay, t 4 * niin araliginda herhangi bir pozitif say1 ve

f € My(R, p) olsun. Oyleyse,

(@) (R, ) rezonant ise,

1
F(0) = - sup j \fldu: w(E) = t (330)

(b) (R, ) gii¢lii rezonant ise,u(E) = t ile verilen R’ nin bir E alt kiimesi vardir dyle ki

1
ROEE f Ifldi (331)
E

olur [2].
Teorem 3.13. (R, 1) o-sonlu dl¢ii uzayy, f, g € My (R, 1) olsun. Oyleyse,

f+9" O <O +g7 @), (0<t<e) (3.32)

olur.
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Tamm 3.14 (Hardy-Littlewood-Polya). f;, f, € My(R, 1) olsun. Eger f;™" < f,™" ise,
fi < f, yazabiliriz, yani her t > 0 i¢in

f £ (s)ds < f £ (s)ds (333)

dir. " < " bagintis1t Hardy-L.ittlewood-Polya olarak adlandirilir [2].

Onerme 3.15 (Hardy Lemma). ¢, ve ¢,, (0, ) araliginda negatif olmayan dlciilebilir

fonksiyonlar olsunlar ve kabul edelim ki tiim t > 0 lar igin

t o)
f(pl (s)ds < f @,(s)ds (3.34)
0 0

G, (0, ) iizerinde negatif olmayan azalan bir fonksiyon olsun. Oyleyse,

[FASSCIE RZONCED (335)
0 0

olur.

Onerme 3.16. (R, 1) rezonant &lgii uzayt , (Ef)je] her biri sonlu pozitif 6l¢iiye sahip R

nin ikili ayrik alt kiimelerinin sayilabilir bir kiimesi ve E = R\ U; Ej olsun. Kabul edelim

ki f € My(R, 1) ve f, E; lizerinde integrallenebilir ve

Af=fXE+z -

> ) j Faue ) xe, (336)

olsun. Oyleyse, Af < f olur.

Ispat. Kabul edelim ki J sadece bir elemena sahip olsun. Oyleyse, 0 < u(E;) <
oo ve E = R\E; oldugu yerde Af asagidaki formdadir:

Af = . d
f=fxe+ mbffﬂ XE, »
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Af < f olacak sekilde tiim t > 0 lar igin,

f(Af)*(s)ds < ff*(s)ds, (3.37)
0 0

oldugunu gostermemiz gerekir.

Kabul edelim ki, 0 < t < oo olsun. F, u(F) =t olan R ’nin herhangi bir alt kiimesi ve
to = u(F n E;) olsun.

Oyleyse,

f Aftdu= [ 1fldu+to (Eo j fu|. (338)

FNE
Son ifadeyi tahmin etmek i¢in, E; Uzerinde f = fyj, yazabiliriz. Ayrica, (3.23) U

kullanirsak ( fxe 1)** azalan oldugundan

)" (u(ED) < [,°(fxs,)" (s)ds (3.39)

|M(E) Ey
elde ederiz.

Ancak, (R, u) rezonant ve bu yiizden u(E;) < o oldugundan (E;, u|E; ) 6l¢ii uzay: giiglii
rezonanttir. u(F NE;) =t, oldugundan t,, u|E; araligindadir. Bu yiizden,
E, in u(G) = ty olan bir G alt kiimesi vardir oyle ki,

jo(fXEl)*(S)ds = fleElldu :f|f|d#_
0 2 J

Bunu, (3.22) den,

f Afldn < [ Ifldu+ f £l du (3.40)

FNE

elde ederiz.
Fakat F N E ve G ayrik olduklarindan ve,

p(FNE)UG) =pu(FNE)+u(G) =(t—ty) +t=t,
olur.
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Bu yiizden, (3.33) iin sag tarafini (3.40) a uygularsak,

fIAfIdquf* (s)ds

elde ederiz.

t Olgiisiinliniin tim F kiimeleri {izerindeki supremumunu alarak ve onerme (3.25) i

uygulayarak en azindan u araligindaki tiim ¢ ler i¢in (3.37) yi elde ederiz.

Bu, J indeks kiimesinin sadece tek bir eleman i¢cermesi durumunda Onermeyi belirler.
Sonlu J kiimesi i¢in karsilik gelen sonug, basarili iterasyonlar tarafindan tiiretilir. | =

{1,2, ..., N} i¢in,

oldugunu soyleyebiliriz ve,

n
1
of = fXr, AWH) fdu | xr,
m=1 Em

ve,
Apf < Apaf < <A f <f
elde ederiz.

Son olarak, kabul edelim ki J sayilabilir sonsuz kiime olsun. Bu yiizden, |Af| < A(|f])

oldugundan, negatif olmayan f ler icin Af < f olusturmak yeterlidir. Bu durumda,

fa = fXE+ZfXEm, n=12..)

fonksiyonlar1 0 < f, T f h. h.y u — olgiilebilir ve Af, T Af h.h.y u — 6lciilebilir
sartlarim saglar. Oyleyse,

Afy =Anfn <fu </, n=(12..),

Denkleminin sol tarafina (3.29) u uygularsak Af < f elde ederiz.
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3.3 Yeniden Diizenlenmis-Degimez Banach Fonksiyon Uzaylari

£p-normu, girdilerin 6l¢tim uzay: tizerinde nasil dagildigina bakilmaksizin bir vektoriin
bliytlikliigliniin 6l¢iisiinii saglar. Banach fonksiyon uzaylarini, normlari bu tiir bir 6zellige
sahip olan daha genel 6l¢ii uzaylar iizerinde ayirmak isteyecegiz. Yeniden diizenlenmis-
degismez uzaylar olarak adlandirilan bu diizenlemeler, genel olarak Banach fonksiyon

uzaylarindan ¢ok daha zengin bir yapiya sahiptir.

Tanmmm 3.17. o —sonlu (R,u) oOlgii uzayr tizerinde p bir fonksiyon normu olsun.

My (R, 1) deki f ve g denk élgiilebilir fonksiyon ¢ifti igin p(f) = p(g) oluyorsa p

normuna yeniden diizenleme altinda degismez kalan denir. Bu durumda, X = X(p)

uzayina yeniden diizenlenmis-degismez Banach fonksiyon uzay: denir [2].

Ornek. Lebesgue uzay1 LP(R, i), yeniden diizenleme altinda degismez kalan Banach

fonksiyon uzayidir.
Ispat. f, g € M (R, u) denk 6lgiilebilir fonksiyonlar olsun. Bu yiizden, f* = g*

olur ve

(0]

j FCOP du(x) = j F P de = j g ()P dt = f 19OIP du(x)
R 0 0 R

Bu yiizden, [|f|l» = llgll.» dir.

Onerme 3.18. p, (R, u) rezonant 6l¢ii uzaymda yeniden diizenlenmis degismez Banach

fonksiyon normu olsun. Bu durumda, p’ ilisik normu da yeniden diizenlemis- degismez

normdur.
Ayrica,
p'(g) = sup {fmf (s)g™(s)ds:p(f) < 1}, (geM) (341
0
ve
p(f) = sup Uof (s)g*(s)ds:p'(g) < 1}. (feMy) (342)
0
elde edilir.
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Sonug 3.19 (Holder Esitsizligi). p, (R, u) rezonant 6l¢li uzayinda yeniden diizenlenme
altinda degismez kalan Banach fonksiyon normu olsun. Eger, f,g € My (R, ) ise, 0

Zaman

[ fodu<[ 1 ©g©is<ppp@.  @a3)

olur.

Sonug 3.20. X, rezonant 6l¢ii uzayi iizerinde bir Banach fonksiyon normu olsun. Oyleyse,
X yeniden diizenlenmis-degismez uzaydir & X' ilisik uzay1 da yeniden diizenlenmis-

degismez uzaydir.

Bu durumda, normlar1 asagidaki gibidir:

lgllxr = sup U fr()g (s)ds:Ifllx =1 } (geXx) (344
0

ve

o

Ifllx = sup U fr(s)g*(s)ds:liglly < 1 } (f €X). (345)

0

Asagidaki teorem, Hardy-Littlewood-Polya taniminin yeniden diizenleme altinda

degismez kalan uzaylarda olan 6nemini vurgulamaktadir.

Teorem 3.21. (R, u) rezonant dlgii uzayr ve f,g € My (R,u) ve p, (R, u) uzayinda

yeniden diizenleme altinda degismez kalan Banach fonksiyon normu olsun. Oyleyse, f; <
f2ise p(f1) < p(f2) dir.

Sonug 3.22. X yeniden diizenleme altinda degismez kalan bir rezonant dl¢ii uzay1 ve f; €

M, ve f, € X olsun. Eger f; < f, ise, f; € X ve ||fillx < |l f2llx olur.

Teorem (3.21) in 6nemli bir uygulamasi, her yeniden diizenleme altinda degismez kalan
X uzayinda Onerme (3.16) tarafindan tanimlanan tiirden A integral operatorlerinin

olmasidir.

Teorem 3.23. (R, i) rezonant 6l¢ii uzay ve (Ej)jE] , R’ nin ikili ayrik alt kiimelerinin

sayilabilir bir toplam1 olsun.
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f € My(R,u) igin E = R\ U, Ej ve

1
Af = fXE+Z rEj)bffdll XE;

JEJ
olsun.

O halde, 4, (R, ) tizerinde yeniden diizenleme altinda degismez kalan X uzayinda bir

daralmadir ve

lAfllx < lIfllx, (f €X).

Teorem 3.24. (R, 1) o —sonlu dlgii uzay1 ve A, (R*,m) lizerinde yeniden diizenleme
altinda degigsmez kalan bir fonksiyon normu olsun. O halde, A fonksiyoneli de (R, 1)
tizerinde yeniden diizenleme altinda degismez kalan bir fonksiyon normudur ve asagidaki

gibi tanimlanir:
AN =2 (FeMFR W) (3.46)
diir.

Teorem 3.25 (Luxemburg Temsil Teoremi). p, (R, u) rezonant dlgili uzayinda yeniden
diizenlenme altinda degismez kalan Banach fonksiyon normu olsun. O halde, (R*,m)

tizerinde yeniden diizenlenme altinda degigsmez kalan p vardir dyle ki:
p(H)=p(f"), (f € MF (R W) (3.47)
olur. Ayrica,

o, (R*, m) lizerinde p normunu temsil eden yeniden diizenlenme altinda degismez kalan

herhangi bir norm ise, yani

p(f)=a(f), (feMSR W) (3.48)

ise, 0 halde p nun p ilisik normu ¢ nin ¢’ ilisik normu tarafindan ayni sekilde temsil edilir

ve

p'@)=0'(g) (feEMFR W) (3.49)

seklinde gosterilir [2].

35



3.4. Temel Fonksiyon

Tanmim 3.26. X, (R, u) rezonant ol¢li uzayinda yeniden diizenlenme altinda degismez

kalan Banach fonksiyon uzay1 olsun. t € R(u) ve u(E) = t olsun. Oyleyse,

ox(t) = [ Xgllx (3.50)
seklinde tanimlanan ¢y fonksiyonuna temel fonksiyon denir [2].

Teorem 3.27. X, (R, i) rezonant 6l¢ii uzayinda yeniden diizenlenme altinda degismez
kalan Banach fonksiyon uzay1 ve X’ de X in ilisik uzay1 olsun. O halde. Her bir t €
R(u) icin

Px () px (t) = t. (3.51)
Sonug¢ 3.28. X, (R, u) rezonant 6l¢ii uzayinda yeniden diizenlenme altinda degismez

kalan uzay olsun. O halde, X in temel fonksiyonu ¢y asagidaki 6zellikleri saglar [2]:

@y artandir ; eger t = 0 ise @y (t) = 0; (3.52)
<pr(t) azalandir; (3.53)
@y , orjin disinda suireklidir. (3.54)

Teorem 3.29. (R, u), sayilabilen birgok esit 6l¢ii atomundan olusan atomik bir 6l¢ii uzayi

olsun. Eger X, (R, i) uzayinda degismez kalan Banach fonksiyon uzayu ise,
(i) Xo = Xp ;

(i) (Xp)* = X" ;

(iii) X, ayrilabilirdir.

Tamm 3.30. ¢, R* = [0, o) araliginda tanimli negatif olmayan bir fonksiyon olsun.

Eger,
@(t), (0,00) araliginda artandir; @(t) =0 & t = 0; (3.55)
@(t)/t, (0, o) araliginda azalandir (3.56)
ise, ¢ ye kuasi-konkav fonksiyon denir [2].

Tamm 3.31. ¢, R* lizerinde kuasi-konkav bir fonksiyon olsun. Lorentz uzayi M, =

M,(R*,m), f € My(R*,m) igeren tiim fonksiyonlardan olusur ve
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1fllm, = sup {f (Do)} (3.58)

0<t<oo

sonludur.

Onerme 3.32. Eger . ¢ kuasi-konkav ise, M, temel fonksiyon ¢ ile ¢akisan yeniden

diizenlenme altinda degismez kalan bir Banach fonksiyon uzayidir.

Tamm 3.33. X, (R*, m) iizerinde yeniden diizenleme altinda degismez kalan uzay olsun
ve X’ in temel fonksiyonu ¢y in konkav olmasi i¢in onerme (3.55) e gore yeniden

normlandigini varsayalim. Lorentz uzaylar A(X) ve M (X) asagidaki gibi tanimlanir:

Flluco = sup ™ @0x(©) (359)
Whm=ffWWWA@ (3.60)
0

Sonludur [2].

Teorem 3.34. X, (R*, m) lizerinde yeniden diizenleme altinda degismez kalan uzay olsun
ve X’ in konkav temel fonksiyon ¢y e sahip olmak i¢in yeniden normlandigini
varsayalim. O halde, A(X) ve M(X) Lorentz uzaylar1 yeniden diizenleme altinda
degismez kalan uzay Banach fonksiyon uzaylaridir ve ikisinin de temel fonksiyonu ¢y

tir. Ayrica,
AX) o X o M(X) (3.61)
dir ve her bir gdmmenin normu 1°dir.

Ispat. M(X) = M, oldugundan, M(X) i igeren iddialar énerme (3.52) ve (3.53) ten

Px

goriilebilir.

A(X) uzayinda tiggen esitsizligini gostermek i¢in, (f + g)* < f* + g* hatirlayalim ve
¢x konkav oldugundan, tiirevi negatif olmayan ve azalandir. Bu yiizden, Hardy

lemmasindan,
[+ 9y oxds < [ fronds+ [ g s,
0 0 0

Ve boylelikle, A(X) uzayindaki norm igin tiggen esitsizliginin saglandigi goriiliir.

E, m(E) = t > 0 olgiisiine sahip herhangi bir kiime olsun. O halde,
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o)

ellace = f Yoo (8)doxs = px (D). (3.62)
0

Ayrica,

Ifllx < Wfllacey,  (f € 400). (3.63)

Her iki norm da yeniden diizenleme altinda de§ismez kalan oldugundan ve Fatou
onermesini sagladigindan, f = f* azalan adim fonksiyonlar1 igin (3.63) i gostermek
yeterli olacaktir. Bu durumda, ¢;, > 0ve 0 < t; <t, < - < t, oldugu yerde agagidaki

ifadeyi yazabiliriz:

n
fr= Z C X(0,tx)s
k=1
0 halde,
n n
IFlx < ) cillxcoenlly = ). ci oot
k=1 k=1

_ f £ ()dex(s) = Ifllaco,
0

oldugu goriliir.
35 L'+ L” ve L1 n L UZAYLARI

Yeniden diizenlenmis-degismez uzaylarin bagka Ornekleri sadece toplamlari ve
arakesitleri alarak Lebesgue uzaylarindan olusturulabilir [19]. Bu boliimde, L! + L ve
L' NL* uzaylarinin insas1 gosterilmistir. Bu uzaylar, teoride, sirasiyla yeniden
diizenlenmis-degismez uzaylarin en biiyligli ve en kiigligli olmalar1 bakimindan 6zel bir

rol oynamaktadir.
Tamim 3.35. (R, u) o- sonlu 6l¢ii uzay olsun.

(@ L'+ L* = (L' + L*)(R, ) uzay1 ,g € L' ve ,h € L fonksiyonlarmmm f = g + h

toplami olarak temsil edilen f € M, (R, u) fonksiyonlarindan olusur.
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Her bir, f € L' + L® igin,
If Il z2 4100y = infillglla + lIR]lo3, (3.64)
(b) f € L' nL* igin,

If lrn ooy = max{llfll 2, [1£ 1]} (3.65)

(3.65) tanimimin sag tarafi SUP;<fcoo fotf*(s)ds VE SUPg<tet fotf**(t) niceliklerinin

maksimumudur. Oyleyse, L! N L* uzaymdaki norm, f** maksimal fonksiyonu agisindan

asagidaki gibi tanimlanir [2]:
[y £ (s)ds
o= SUp ———— = Ssu *(t).max(1,t)). 3.66
IFllznsm = sup “eorme = sup (£ (). max(1, 1) (3.66)

Teorem 3.36. (R, i) , o- sonlu dlgli uzay1 ve f € My (R, ) olsun. O halde, her t > 0

i¢in,
t
inf (gl + tlihll) = f F(s)ds = tf** (D). (3.67)
f=g+h
0

ispat. (3.67) denklemindeki ifadelerin ikincisi f** 1n taniminin sonucudur. Bu
ylzden, ilk ifadeyi gostermemiz yeterlidir. f € My(R,u), t >0 ve a;, (3.67)

denkleminin sag tarafinin infimumu olsun.

t
ff*(s)ds < ay, (3.68)
0

oldugunu gosterelim.

f € L' + L* oldugunu varsayabiliriz. Aksi taktirde, a; in infimumu sonludur ve
ispatlayacak birsey yoktur. Bu durumda, f fonksiyonu, g € L' ve f € L®icin f = g +
h toplami olarak ifade edilebilir. f** 1n alt toplamindan,

t t t

Jf*(s)ds Sjg*(s)ds+bfh*(s)ds

0 0

elde edilir.
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Bu ylizden,

t
fﬁ@ﬁwsumm+ummw
0

dur. f = g + h1n tiim olasi temsilleri izerinde infimum alirsak, (3.68) i elde ederiz.

t
a, < | fr(s)ds
|

ters esitsizligi, f = g + hve

t
umm+wwmsjf@Ms (3.69)
0

gibi g € L ve h € L* fonksiyonlarinin insas icin yeterli olacaktir.

Acik olarak, esitsizligin sag tarafi sonlu olarak kabul edilebilir.. Hardy-Littlewood
esitsizliginden, 6l¢lisii en fazla t olan R nin her alt kiimesi tizerinde f fonksiyonunun
integrallenebilirligi garanti edilebilir. Bu ylizden, E = {x: |f(x)| > f*(t)} ve t, = u(E)

alirsak, to < t olur. Bu yiizden, f fonksiyonu E iizerinde integrallenebilirdir. Ozellikle,

g(x) = max{|f(x)| = £*(t), 0}. sgnf (x)

fonksiyonu L' (R, u) de ise,

h(x) = min{|f ()], f*(®)}. sgnf (x)

fonksiyonu en fazla f*(t) L *-normu ile L*(R, 1) uzayindadir. Bu yiizden,

to
lalls = [ Vflde = ()@ < [ £6)ds = tof* (@),
E 0
olur. Oyleyse,
|mm+mww=fﬁ@w+a—mﬁ@
0

olur. Fakat, f* sabittir ve t, < s <t oldugu zaman f*(t) ye esittir. Dolayisiyla, son

tahmin (3.69) ile ¢akisir. Bundan dolay1, f = g + h olur ve ispat tamamlanir [2].
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Lemma 3.37. & ve 1, (0,00) iizerinde negatif olmayan azalan fonksiyonlar olsunlar. O
halde,

1

ffr]dss fnds .max{f &ds, sup &(s) } (3.70)
0 0

0<t<oo
0

Ispat. & negative olmayan ve azalan bir foksiyon oldugundan, maksimum degeri ifade

etmek i¢in ki bu degere A diyelim (3.66) daki ifadeyi kullanabiliriz.
i w [, &(s)ds
0<t£oo min(1,t)

O halde, her t > 0 i¢in,

t

t
ff(s)ds < A-min(l,¢t) < fAX(O,l)(S)dS'
0 0

n de negatif olmayan ve azalan bir fonksiyon oldugundan, Hardy lemmasini

uygulayarak,
0 o) 1
f §(s)n(s)ds < fAX(O’l)(S)U(S)dS = A.fn(s)ds
0 0 0

elde ederiz ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.38. L' + L ve L' N L* uzaylan rezonant 6lgii uzayinda yeniden diizenleme

altinda degismez kalan Banach fonksiyon uzay1 olsun ve normlar1 agagidaki gibi verilsin:

1
Ifll 140 = ff*(s)ds (3.71)
0
ve
t s
1l 1nre = Sl:p f:n;—g,)f)s- (3.72)
Ayrica, L1 + L% ve L' 1 N L* uzaylan karsilikli olarak ilisik uzaylardir, yani,
L*+L®)=L'nL”; L'NL®) =L'+L". (3.73)
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Ispat. Sirasiyla, (3.71) ve (3.72) ifadelerinden gelen (3.67) ve (3.66) ifadeleri ¢(t) =
min(1,t) oldugu yerde asagidaki gibi yazilabilir:

P = fllpripo = Sup U ®e®)},

<t<oo

ve, Y(t) = max(1,t) oldugu zaman,
I = lIfllp 140 = Oiltlfm{f**(t)l/)(t)}: (3.74)

sekilde yazilir. Bu yiizden, L * + L* ve L 1 N L* uzaylarinin L, ve Ly Lorentz uzayi ve

ozellikle yeniden diizenlenme altinda degigsmez kalan Banach fonksiyon uzay1 olduklari

aciktir.

(3.73) i gostermek igin p’ = v, oldugunu goéstermek yeterli olacaktir. Holder

esitsizliginden;
[ fodus [ £ Gds < pe(o)
0

elde edilir. Bdylelikle, ilisik normlarin tanimlanmasindan p’ < v olur. Daha sonra,

Holder esitsizligi p ve p’ ne uygulanirsa,

t
f g (8)ds < p(xon) p'(9) = min(1,t)p’(g)
0

elde edilir. Bu ifade ve (3.74) ten v < p’ olur ve ispat tamamlanir.
Sonu¢ 3.39. L1 + L® ve L ' n L” temel fonksiyonlar1 asagidaki gibidir [2]:
@ 140(t) = min(1,t); @ 1q0(t) = max(1,t). (3.75)

Teorem 3.40. X rezonant bir 6l¢ii uzay1 lizerinde keyfi bir yeniden diizenlenme altinda

degismez kalan bir Banach fonksiyon uzay1 olsun. O halde,
LNl s Xo L+ L%, (3.76)

Ayrica, X normu, (3.76) daki gomiilmelerden her birinin normu 1 olacak sekilde

kendisinin sabit bir kat1 ile degistirilebilir.

42



Ispat. Luxemburg temsil teoremi ve L * + L ve L * N L®normlarmin (3.71) ve (3.72)
teki ilgili temsillerinden, teoremi yalmizca (R*,m) 6l¢ii uzay: icin ispatlamak yeterli

olacaktir. Bu durumda, Holder esitsizligini kullanarak,

[ £ <lxanllp 171y = o@D @77

elde ederiz. (3.71) den, bu X & L1 + L gdbmmesini olusturur ve bu gbmme haritasmin
en fazla ¢y (1) deki norm oldugunu gosterir. Aslinda, y o) olmak iizere (3.77) deki f
fonksiyonunu alarak ve teorem (3.24) den, gomme normunun ¢@y/(1) e esit oldugunu
gorebiliriz. Benzer sekilde, X ve X' uzaylarinin rollerini degistirerek, X © L1 + L®
gdémme normunun @y (1) oldugunu bulabiliriz. Bu yiizden, teorem (3.37) ve L1 N L® &

X den,

Ifllx < @x (1) < lIfllL1nL (feL*nl™). (3.78)

(3.77) ve (3.78) esitsizlikleri (3.75) deki ifadeyi dogrular. Ayrica, teorem (3.26) dan
px(1) ve @y (1) karsilikli olarak iligiktir. Yani, eger ||.[lx, @y (D]l |lx tarafindan

degistirilirse, (3.76) daki her bir gdmmenin normu 1 olacaktir.

Eger (R,u) sonluysa, o zaman ||f|l,1 < u(R)|If |l ~olur. (3.72) den L' nL* ve L*
uzaylan gakisir, ve normlar esit olur. ( eger u(R) = 1 ise). Dolayisiyla, L1 + L® ve L 1

uzaylar da cakisir ve normlar esit olur.

Sonug¢ 3.41. X, sonlu dl¢ii uzay (R, ) tizerinde degismez kalan Banach fonksiyon uzay1

olsun. O halde,
o X oLl (3.79)

Ayrica, eger u(R) = 1ve ||1]|xy = 1 ise, 0 zaman (3.79) daki iki gdmmenin normu da 1

olur.

Sonu¢ 3.42. Varsayalim ki (R, u) , her biri pozitif a 6l¢iisiine sahip sayilabilir bir ¢ok

atomdan olusan atomik bir uzay olsun. O halde,
loxol® (3.80)

Ayrica, a = 1 ve bir atomun karakteristik fonksiyonunun X uzayindaki normu 1’ e esit

ise, (3.80) deki iki gommenin normu da 1’ e esit olur [2].
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A

L1 + L UZAYLARINA KATI SINGULER
GOMMELER

4.1E © L' + L” Gommesinin Ayrik Kat1 Singiilerligi

Bu béliimde, yeniden diizenlenmis-degismez keyfi E uzayr igin E & L' + L®

goémmesinin ayrik kati singiilerligini inceliyoruz.

Temel ifadeleri kanitlamak i¢in ilk 6nce bazi yardimci lemma ve dnermeleri verecegiz.

Onerme 4.1. E yeniden diizenlenmis-degismez uzay olsun. O halde, llm PEO 0 o
L, & E[11].
Ispat. Kabul edelim ki € = l im ¢Et(t) < oo olsun. ¢E(t) , (0, 00) araliginda azalandir. Bu

yiizden, her t € [0, o) i¢in ¢pg(t) < Ct olur. x adim fonksiyonu olsun. n € N ve x;, t;, >
0 i¢in
n

x*(t) = z Xie X (0,¢) (1)

k=1

Dolayisiyla,

n

n
Ielle = llxlle < ) e de(ti) < € ) ity = C.llx’lls = Cll
k=1 k=1
Adim fonksiyonlarindan her bir x € L! icin esitsizlik elde ederiz. L; © E gdmmesinin

lim 2£©
t

lim < oo sagladigini kontrol etmek standarttir. Simdi, W yeniden diizenleme

altinda degismez kalan uzaymi diisiinelim. Bu uzaym L® daki kapamsi L' n L dur

00

ayrica, W = L1 n I®" dir. Bu uzay, en kiiciiktiir ve ayrilabilir degildir. W* un x €
L® daki tiim fonksiyonlarla ¢akistigi kolayca goriiliir 6yle ki her s > 0 igin A,(s) < o

dur.

44



Onerme 4.2. E yeniden diizenlenmis-degismez uzay olsun. O zaman, E = L®veya W ®

denk normlara sahiptir & a,b > 0 sabitleri vardir 6yle ki herhangi bir t > 0 i¢in a <
¢ (t) < b [11].

Ispat. x € E ise E & L* dur, o halde
lxllz < limlx xosll, = limx ()¢e(s) = ax*(0) = allxll,.

x € L% verilsin, her n € N igin x,, = X X{o,n) oldugunu diisiinelim. O zaman,

lxnllz = |x*(0)X[0,n]|lE = [|x|| e pg(n) < bllx|| .

Bu yiizden, ||x||z» = lim ||x, ||z < b|[x]|;~ ve L” < E". Simdi, eger E en biiyiikse, E =
n—oo
L* elde ederiz. Eger E en kiigikse W™ < E. Dolayisiyla, x € L* ise bazis >

0 igin A,(so) = oo dir, o halde x & E olur, bu yiizden xxte[o,00):[x(t)|>s,} € E dir. Bu
yiizden, E = W*.

[0, 0) araliginda Lorentz ve Orlicz uzaylarinin siniflarinda gémmelerin kat1 ayrik

singiilerligi i¢im uygun kriterler [4,8] de verilmistir.

Lemma 4.3. [0, ) iizerinde tanimh L? < LY ayrilabilir Orlicz uzaylar1 olsunlar. O
halde, L? & L¥ gémmesi ayrik kati singiilerdir & her € > 0i¢in 1 < x; < -+ < x,, ve
i=1,..,nicin a; > 0 vardir dyle ki her t > 0 icin

n

> aex) < Capex).

i=1
En ug uzaylardan biri LP- uzay1 oldugunda asagidaki kriterler saglanir [11]:
(i) LP & L% gommesi ayrik kati singiilerdir &
a

! f ACONFVY

sbtp+1 -

lim sup
a~w g5 loga
1

(if) LY » LP gdommesi ayrik kati singiilerdir &

1

1 t
lim inf f P(st) dt = oo

a~cos>0loga ) sPtP+l
0
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Lemma 4.4. (xy)r; , L' + L uzaymda ayrik bir dizi olsun dyle ki baz1 Orlicz uzay
icin L*[0,1](# L'[0,1])

suplxixion e,y < (4.1)

olurve y(t) = Ilim X (t) h. h. h. vardir. Eger, (v )=, dizisi y’ yi igeren denk 6l¢iilebilir

ayrik fonksiyonlarin bir dizisi ise, o zaman her n € N ve keyfi skaler (a;)r-, igin,

n n
Z ax Yk 2 A Xk+m

= lim

m—oo

L14L™ LY4L®

olur [11].
Ispat. De la Vallée-Poussin [21, teorem V1.3.7] teoremini kullanarak, (x;)5., dizisi
kesinlikle siirekli integrallere sahiptir. Oyleyse, Vitali teoreminden [21, teorem V1.3.2],

1

1
I!im fx,’;(t)dt = fy(t)dt
0

0

elde ederiz. Bu yiizden,
,lij{,lo”xk”Ll"'Loo = lyllpaspo . (4.2)

Verilen pozitif sayilar a; ve m € N i¢in,

n

2(0) = ) ay(t =i+ Diag(®
i=1
ve
Zj(t) = aj—mxj*(t _j +m+ 1)X(j—m—1,j—m] (t) (] € N'j > m)

fonksiyonlarini diigiinelim. Her m € N i¢in,

n m+n
k=1 L+L% jEm+1l |10
ve
n
E kY = ||zl 14 -
k=1 L1+L®
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@4.2)yi (xmn 1Zj):=1 dizisine uygulayabiliriz. Boylece,

j=m+
m+n
T}li_r)rgo zj (t) = z(t) h.h.y,,
j=m+1
Oyleyse,
n m+n n
lim z Ak Xk+m = lim Z z; =1zl a4y = z Ak Yk
m—0oo m-—-0oo
k=1 L*+L® jEm+1l |1, 0 k=1 LY+L®

Onerme 4.5. E, L' uzayini igermeyen yeniden diizenlenmis-degismez uzay olsun. Eger,
E & L' + L gommesi ayrik kat1 singiiler degilse, o halde y € E" fonksiyonu vardir dyle
ki E"” uzaymin normlart ve L' + L®, y € E" deki ayrik fonksiyonlarin herhangi bir
dizisinin germesine esittir [11].

Ispat. ltin(} (DET(O = o0 oldugunu varsayalim. Bu durumda, L?[0,1] Orlicz uzay1 vardir yle

ki;
E[0,1] & L®[0,1]. (4.3)
Aslinda, ilisik Marcinkiewicz uzay1 ayni temel fonksiyona sahiptir [22, teorem 11.5.7]

ve (ﬁ(t)) fonksiyonu [0,1] araliginda integrallenebilirdir, bu yiizden L*[0,1] Orlicz
E

uzay1 vardir dyle ki ((p;(t)) € L*[0,1] dir. Boylece, E[0,1] © M (¢ t(
E E

tggLﬂaumW

C > 0 ve (xg)i=, € E olsun dyle ki her n € N ve a;, € R i¢in

n n
k=1 k=1

Dolayisiyla, E & E” L' + L® ve E & E"' gommesi izometriktir, yukaridaki esitsizlik

<cC , (1<k<n) (4.4)

E LY4L®

E" igin dogrudur. Simdi, t > 0 ve hern € N igin x;,(t) < d);(t) , diagonal islemi ve Helly
E

teoremini kullanarak (iy)y=; © N dizisini segebiliriz 6yle ki Ilim x;, (t) vardir [23,

teorem 3.2].

y(t) tarafindan bu limit fonksiyonunu belirleyelim. E"" Fatou 6zelligine sahiptir. y € E"'

ve |lyllg < 1dir.
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(4.4) ten

1

0

1
c
Bu yiizden, (4.3) i kullanarak ve De la Vallée-Poussin teoreminden;

1

1
. * 1
fy (Hdt = Ill_r)gfxik(t)dt > C > 0.
0

0

Sonug olarak, y # 0 dir. Lemma (4.1.1) den,

n n
z kY = lim Z A Xip+m
m—oo
k=1 LY+L® k=1 LY+L®
E'" nin Fatou 6zelliginden,
n n
lim inf z A Xiy+m = z arVi
m—oo
k=1 E' k=1 E'
Simdi, esitsizlikte limite gecerek
n n
Z akxik+m S C z akxik+m )
k=1 E' k=1 L1+Loo
her n € N ve keyfi skaler a; igin,
n n
Z (05 78%% <C z AV f (1 <k< Tl)
k=1 E” k=1 L1+Loo

olur.

®, 0 da siirekli olan ve ¢(0) = 0 konkav bir fonksiyon olsun. m € N i¢in Cg!

tarafindan belirlenen kapali konveks kiimeyi

{<p(st)

o) =0<SS1},

C[0, m] siirekli fonksiyonlarin alindig1 yerlerde ifade edebiliriz.
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1
Simdi, C,, kiimelerini [24] kullanarak 1 < p < oo igin t » fonksiyonlarmn E deki

yerelligini gosteren dnemli bir 6nermeyi ve ispatini verecegiz.

Onerme 4.6. ¢ , (0) = 0 olan ve,

.. _~p20)
ltl_rg 1nfm >1 (4.5)

kosulunu saglayan konkav bir artan fonksiyon olsun. O halde, 0 < a < 1 dir dyle ki her
m € N igin t* € Cg" dir [11].

Ispat. Lindenstrauss ve Tzafriri [25 teorem 4.a.9, 3] tarafindan verilen konveks Orlicz
fonksiyonlar1 igin verilenlere benzerdir. s € (0,1] i¢cin ¢@4(t) = % cok degiskenli
fonksiyonunu tanimlayalim. ¢g konkav ve ¢¢(1) = 1 oldugundan, her t € [0, m] i¢in

0 < @4(t) < m dir. (4.5) varsayim [22, syf.53, sonug 1] tarafindan saglanir, yani, her
t €[0,1],0 <A< 1veC, > 0 icin,

P(st) y)
Sup 5 S Cyt (4.6)

Eger,0 <t; <t, <mvet, <t; +6ise, 0 halde,

¢(5t2)_(P(5t1)<§0(55)<

< < C,th.
Ps p(s) — 1

0 < @s(t2) — @s(ty) =
Bu yiizden, {¢(t): 0 < s < 1} diizgiin sinirh ve es siireklidir. Dolayisiyla, €', C[0, m]
de kompakttir. Simdi, 0 < s < 1 igin,

y(st)
Y (s)

tarafindan tanimlanan Cg' doniisiimlerinin bir ailesini diisiinelim. Agik olarak, her s €

Tsy(t) =

(0,1] igin Ty siirekli bir doniisiimdiir ve Schauder sabit nokta teoreminden [26, teorem

V.10.5], T, bir sabit noktaya sahiptir ve bu y; tarafindan belirlenir.

Oyleyse,her0 <t <mve0 <s<1liciny, € Cy' dir. gs = % < 1 tanimlayalim.

O halde, hern € Nve 0 < s < 1icin y,(s™) = s™s olur. Bu yiizden,

ys(1) = 1dirve s™ < migin y,(s™™) = s ™s olur. Dolayisiyla, her s € (0,1) ven >
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Ys(s™) = s™4s. (4.7)

dogrudur. Eger, 0 < t <Zve > <s < 1ise, n € N alabiliriz dyle ki s™ < t < s"~1 dir.

(4.7) yi kullanarak,
[ys(©) — t%| < [ys(8) —ys (™I + st =t <y (1 —s) + (1 — 5)%

elde ederiz. Simdi, (4.6) dan her t € [0,1] igin y5(t) < C;t* dir. B = Oinf q; >0

<s<1
1 ). .
alirsak her t € [0, %] Ve s € (E’ 1) i¢in,
lys () = %] < €1 (1 = ) + (1 = 5)F
elde ederiz. Cg' nin kompaktligim kullanirsak, [0, %] lizerinde ¢akisan a € (0,1] igin t¢

fonksiyonu mevcuttur. Cg' niin herhangi bir fonksiyonunun [0, %] ye kisitlanmasindan

m

dolay1, ayn1 zamanda t% € C(p? dir. Sonug olarak, her m > 1 i¢in ve a € (0,1] igin t* €
Cy' diir. Ay, = {a € (0,1]:t* € Cgl} alalim. A¢ik olarak, her m € N ve 4,,, D A4+, i¢in
Ap, (0,1] in bostan farkli kapali bir alt kiimesidir. O halde, sonlu kesisim 6zelliginden,
Niyn=14m Dbostan farklidir. Bu yilizden, 0 < a < 1 vardir dyle ki a € N;,-1 A, Ve her
m € N igin t% € Cg" diir.

Simdi, ana teoremlerden birini ispatlayabiliriz. Bunun i¢in, WP ,1 < p < oo uzayini

asagidaki gibi tanimlayalim:

Lo, l1<p<ow
WP= Ll , p:l
Inl™ , p=w

Teorem 4.7. E, yeniden diizenlenmis-degismez uzay olsun. E & L' + L* ayrik kati

singiiler degildir ancak ve ancak 1 < p < oo vardir 6yle ki E, WP uzaymi igerir [11].

Ispat. ik once yeterlilik kismin1 gosterelim. Eger, k € N igin x, = k(k + 1)y (22 ve
k+1'k
Yk = X(k,k+1) iSE, o halde

()
k=1

o

= la]

Lr+r° k=1

o0
k=1

Ll
ve
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= sup|ay|
k

[ee] [ee]
z AxYk z ArYVk
k=1 k=1

Bu, L! 5 L' +L* ve W*® & L' + L* gémmelerinin ayrik kati singiiler olmadigini

L® LY4L®

gosterir. 1 < p < o i¢in L’;'°° gommesinin ayrik kati Singiiler olmadigini gosterelim [8].

(X)) € Ly ayrik dizisini diistinelim 6yle ki,

1
n , 0t —
nb
xi;(t)=11
[t ? 0<t<1
lo t>1

1
Bu yiizden, nip <s<1lven € Nigin [Ix,|l, < 1ve fos x;(t)dt = s 7 dir. O halde,

]
n=1

NN 1 1. .
elde ederiz. Eger Ym,, — < = ise, Oyleyse
g n=ny np 2 y y

= sip Y al f X (B)dt
Z%(J:lrnzln:l 0

L14L®

1
oo [e's} 1_1 l_l o 14
Z AnXn = sup z lay|t, P =2P Z lan|?
Yeny Tn=1
n=1 1141 0 n=nyg n=ngy

Ve, daha yiiksek bir p-tahmini saglayan LIS'°° kullanarak [27], bir C > 0 sabiti vardir 6yle
Ki

1 (00] (o] (o] (o]
C Z apeq|| < Z ApXy < Z Ap Xy <C. Z anen
n=1 Ip n=1 L1410 n=1 Lg'oo n=1 Ip
elde ederiz.

Simdi, gereklilik kismin1 kanitlayalim. Varsayalim ki E & L' + L ayrik kesin singiiler
olmasm. Oyleyse, y € E" ve bir C > 0 sabiti vardir dyle ki, y, Ve y nin denk dlgiilebilir
ve (Vi) r=1 nin ayrik olarak desteklenebildigi yerde her n € N ve keyfi (ay )}, skalerleri
i¢in,

<C. (4.7)

[ee] [ee]
Z Ak Yk Z ArVk

E" L14L®
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Konkav artan ¢ fonksiyonu tarafindan,

o

p(t) = f y*(s)ds.

0

(4.7) den,

y*(t)dt =Cn ¢ (%)

O 5n

1
t
oyl < Collonyllsse = €. | ¥ () de = ¢
0

-1
Eger, z,, = (ngo (%)) o,y alirsak, her n € N i¢in

zpllgr < C (4.8)

elde ederiz. Simdi, konkav artan fonksiyonlarin bir dizisini diislinelim;

1

YD) = j 22"(s) ds.

0

O halde,

@(t/n)
p(1/n)’

Yn ) =

Verilen 0 < 1 < 1 igin, n € N dir 6yle ki —— < A < dir. Oyleyse,

oo o) _ o()
AT A
Do) ek

Simdi iki farkli durum diistinelim:

(4.9)

(i) ilk olarak, lim inf% > 1 varsayalm. 0 < a < 1ve m € Nigin t* € Cg' dir.
t—-0

Simdi, (4.9) u kullanarak her m € N i¢in {¢(t/n)/@(1/n):n € N } konveks kabugunda

Wy, fonksiyonu vardir 6yle ki her t € (%, m] i¢in

t% < 3w, (b).
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Dolayisiyla, her t € (%, m] i¢in

t t
fs“‘lds < zf wy, (s)ds
0 0
ve hert > 0 igin
t t
fs“‘l)((%m)(s)ds < zf w),(s)ds . (4.10)
0 0

Bu yiizden, (4.8) den her m € Nigin ||wy, ||z < supllz, ||z < C elde ederiz. (4.10)
n

dan ve Hardy-Littlewood-Polya iliskisinden [25, dnerme 2.a.8] her m € N i¢in

< opll. <3
S — |[|W N s —
o "V omllE" a

a-—1

s X(%’m) E''

. v Ay 48 _ 3C _
elde ederiz. E” Fatou 6zelligini sagladigindan, |[s® || < = olan s%~! € E” elde

1
ederiz. 0 < a < 1 oldugunu diisiinelim. Eger her t > 0 icin x € Li-« ise,

t t

[ w@ds < el o =alixl o, [s<ds
Li—-a Li—-a
0 0

olur ve tekrar Hardy-Littlewood-Polya iliskisini kullanarak,

lxllgr < alls® Hignllxll 2,
L1-a

1 1 1
elde edilir. Sonug olarak, E"” o Li-@* ve E D Li-@® = W1-a dir. Eger, a = 1 ise, 0

zaman sup||)((1/m_m)||E,, S% olur. E" niin Fatou 6zelligini kullanarak, y(,.) € E" ve

m

L c E" saglanir. O halde, W™ c E" olur.

(i) lim inf% = 1 oldugunu diisiinelim. [22, Lemma 11.1.3]) i kullanarak, her s > 1

igin lim 252 = 1 elde ederiz.
t-0 @(0)
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Budahert > 0 i¢in

t

supfzn (s)ds=1
n
0

saglar. (4.8) i dikkate alarak, her ¢ > 0 i¢in

t

1= sup [ 20 (9)ds <zl 00l < Coer (©
n
0

elde ederiz. Bu yiizden genel olarak ¢ (t) = ﬁ dir, her t > 0 i¢in ¢ (t) < Ct
E

ve son olarak E o L dir.
Teorem 4.7. asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir:

Teorem 4.8. E, yeniden diizenlenmis-degismez uzay olsun. E & L' + L* ayrik kati

singiilerdir ancak ve ancak
N Pp @) _ . A
(i) lim == = lim ¢ (t) = oo

= oo [11].

1
(i) Her 1 < p < oo igin sup |t_5)((ln)
n n

Ispat. Kabul edelim ki E & L' + L™ gémmesi ayrik kati singiiler degildir. Oyleyse,
teorem 4.7 den 1 < p < oo i¢in WP c E elde ederiz. Eger p=1 ise, o halde ltirrold)E (1)<
oo olur. Eger, p = oo ise, 0 zaman tlimqu (t) < oo olur. Son olarak, 1 < p < o ise, her
x € Ly igin C > 0 sabiti vardir 8yle ki ||lx||z < C.|Ix||, dur. Bu yiizden, her n € N

<C
E

_1
e

n

1 1
i¢in t_g)(( n) € Lz())'OO ve ||t_5)((%'n)

1
EI

<1 olur ve burdan sup
E n

celiskisi elde edilir.

Uyar. Cok degiskenli temel fonksiyonlara sahip E yeniden diizenlenmis-degismez
uzaymin 6zel bir sinifi i¢in teorem (4.7) nin gii¢lii bir formiilasyonu verilebilir : Eger
Eo L'+ L° gommesi ayrik kati singiiler degilse, o zaman 1<p < i¢inE =

WP veyal < p < ooigin E = LP"® dur [8, teorem 4.5]
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Sonu¢ 4.9. E,L* veya W*dan farkli yeniden diizenlenmis-degismez uzay olsun. O
halde, E & L' + L* aynk kati singilerdir & E, © L' +L®° goémmesi ayrik kati
singiilerdir [11].

Sonug¢ 4.10. E & L' + L® ayrik kat1 singiiler degilse o zaman ¢, ve baz1 1 < p < o i¢in

¢, nin dogal bazinin E ve L' + L% da esdeger oldugu E de ayrik bir {y }5-, dizisi vardur.
Simdi, p > 1 ve E nin en biiyiik (maksimal) olmasi i¢in gii¢lendirilecektir. Bu durumda,
1

bazit » X(0,¢) fonksiyonuna sahip denk dl¢iilebilir ayrik bir {y; };-, dizisi vardir ve

Herhangi bir {a; };-, dizisi i¢in

[0/0) [o.0]
z Ak Yk Z arYk

Bu ifade, teorem (4.7) nin ispatindan gelir [11].

~ ~

oo
2, o
k=1

1 0
E L*+L o

1 1
Yukaridaki ifadede baz1 € > 0 igin her y, ve t_g)((o,e) denk &lciilebilir oldugu t »

fonksiyonunun karakteristik 6zelligidir.
4.2 E & L' + L® Gommesinin Kat1 Singiilerligi

Sinirli olmayan bir durumda kati singiilerligin analizi [0,1] deki durumdan (veya ayrik
durum) daha kapsamlidir. Bu durum, [0, o) {izerinde taniml1 yeniden diizenleme altinda
degismez kalan uzaylarin alt latislerinin (sublattice) zenginliginden kaynaklanmaktadir.

(LP 4+ L7,1 < p < q < 00) uzaylarinin biiyiik karmagik alt latisi diistiniilebilir.

Bu béliimde, [0, ) iizerinde yeniden diizenlenmis-degismez E uzayi i¢in E & L' + L®

gommesinin kat1 singiilerligini karakterize ediyoruz.

[k olarak, ayrilabilir Orlicz uzaylar1 igin Nielsen [28] tarafindan verilen tanimi

kullanacagiz.

Tamim 4.11. E, [0, o) iizerinde bir Kothe fonksiyon uzayi olsun. Eger her € > 0 ve her
m € Ni¢in f € X varsa E nin kapal1 bir alt kiimesi olan X asagidaki kosulu saglar dyle
ki

|/ xomll < €llfIl.
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Bu tanim ve sinir siirekliligi [0, o) iizerinde Kadec-Pelczynski ayristirma metodu olarak

da bilinen 6nerme (4.12) yi vermemize olanak saglar.

Onerme 4.12. E, [0, ) iizerinde bir Kthe fonksiyon uzay1 olsun. Eger E nin kapali bir
alt kiimesi olan X sinirda siirekli normuyla birlikte tanim (4.10.) u saglarsa o zaman, X te
normalize edilmis {g,, }y=4 dizisi, E nin ayrik yari-normalize {h, },-, dizisiyle esdegerdir
[11].

Simdi, e* * — 1 istel fonksiyonu tarafindan iiretilen Orlicz uzayinin sinirda siirekli olan

exp x?

alt uzay1 L, [0,1] ile belirtecegiz [28, onerme 1.3] ve [29] da verilen sonucu

kullanacagiz:

Onerme 4.13. E[0,1] yeniden diizenlenmis-degismez uzay. E © L' + L* gdmmesi kat1
singiiler degildir ancak ve ancak L{'" x [0,1] € E[0,1] ise.

Asagida verecegimiz ana teorem ayrik kati singiilerlik acisindan kati singiilerligi

karakterize eder [11].

Teorem 4.14. E yeniden diizenlenmis-degismez uzay olsun. E & L' + L®  kat

singiilerdir & E & L' 4+ L*® gdmmesi ayrik kati singiilerdir ve E[0,1] , L7 x2[0,1]

icermez [11].

Ispat. E & L' + L° gommesi kati singiilerse o zaman ayni zamanda ayrik kati
singiilerdir. E[0,1] © L'[0,1] , E & L' + L* boyunca faktorize edilmistir, dolayisiyla

E[0,1] & L'[0,1] gémmesinin aym zamanda kati singiiler oldugunu elde ederiz. Bu

yiizden, nerme 4.6 dan E[0,1], Lg™? **10,1] igermez [30,5].

Simdi, E & L' + L® gommesinin ayrik kati singiiler oldugunu varsayalim. O zaman,
teorem 4.8 ve [8, sonug 3.6] dan refleksiv yeniden diizenlenmis-degismez F uzay1 vardir
oyleki E © F & L' 4+ L® dur. Bu yiizden, F sinirda siirekli ve E & (L' + L®), gdmmesi
ayn1 zamanda kati ayrik singiilerdir. Kabul edelim ki E & (L! + L*), gémmesi kati
singiiler degildir, ve || ||z ve ||. |[ 14, normlarmnin denk oldugu yerde E nin bir alt uzayi
Y vardir. Eger Y tanimui saglarsa o zaman ||. ||z, Y de sinirda siireklidir ve 6nerme 4.12.
den E nin ayrik yari-normalize {h,},-; dizisiyle esdeger olan Y de normalize edilmis
{gnn=q dizisi vardir, {A,}n=, ayrik dizisi i¢in h, = g,xA, vardir Oyle ki

lim || g, — hypllg = 0 dir.
n—->oco
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Bu yiizden, {g,}ir-, ve {h,}ow, dizileri aym zamanda (L' + L®), es degerdir ve
I. [l ve || || ,14 0 normlar1 Y de {g,}n=; tarafindan iiretilen alt uzayda es degerdir,

oyleyse E & L' + L® ayrik kat1 singiiler olmadi81 bir ¢eliskidir.
Varsayalim ki Y alt uzay1 tanim 4.11. i saglamasin. O zaman € > 0 ve m € N vardir 6yle
ki

1

Al = Mf Nl = 820 Nle

Bu yiizden || ||g ve ||.||,14,0 normlar1 Y[0,m] de esdegerdir ve E[0,m] < L*[0,m]
dogal gdmmesi kat: singiiler degildir. Onerme 4.12. den Lg'" **10,1] < E[0,1] dir ve bu
bir ¢eligkidir.

Son olarak, [25, 6nerme 1.c.8] ve Y de||. ||z normunun siirekli oldugu gercegi
kullanilarak, eger Y[0,m], baz1 Ags-kiimelerine dahil degilse, Y[0,m] de normalize
edilmis {gn}n=1 Ve E[0, m] de ayrik yari-normalize {h,,},-; dizileri insa edebiliriz dyle
Ki lim ||g, — hpllg = 0 olur. Bu yiizden, {g,}r=1 Ve {h}omq (L' 4+ L®)[0,m] de es

n—-oo
degerdir ve ayn1 zamanda ||. ||z ve ||.|[,14. da Y[0,m] de esdegerdir. Dolayisiyla,

E[0,m] & L*[0,m] gdmmesi ayrik singiiler degildir, ve bu bir ¢eliskidir.

Onerme 4.15. E yeniden diizenlenmis-degismez uzay olsun. E & L' + L% kati

singiilerdir ancak ve ancak

a1 PE(®) . _
(i =~ =l ée() = o0

= 00
E

1
(i) 1 < p < wicin sup |t_5)((ln)
n n

(iii) E[0,1] , L&P*"[0,1] igermez [11].

Onerme 4.16. E yeniden diizenlenmis-degismez uzay olsun. E © L' + L* gdmmesi

zayif kompakttir ancak ve ancak

. P
Hm e () = lim 0

Pe(t)
t
refleksiv F uzay1 mevcuttur [8] éyle ki F & E & L' + L*dir. Bu yiizden, E & L! +

¢Et(t) < ooise,0zaman L' © E & L' + L* olur.

ispat. Eger tlim ¢p(t) = ltirrg = oo ise, 0 zaman yeniden diizenlenmis-degismez

L™ zayif kompakttir. Tersine, eger ltirré
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Bu yiizden, L' & L' + L zayif kompakt degildir ve bunu E & L' + L* elde ederiz.
Dolayisiyla, W & L! + L* gémmesinin zayif kompakt oldugunu géstermek yeterlidir.

Ashinda, (X(k 1)), € W dizisini diisiinelim [31] ve L' + L* [32] a izometrik olsun.
W birim topundaki (x,)y=1 = (Z’,’(‘:l)((k,kﬂ))::l dizisinin L'+ L*® da zayif
yakinsak bir alt dizisi yoktur, ve bu ylizden, (3}, ex)me1dizisi ¢y da zayif yakinsak alt
diziye sahip degildir [33,34].

Son olarak, asagida verdigimiz sonucun E & L' + L® gdmmesinin kat1 yar1 singiilerlige
oldugu kadar yaklasim uzaylaria da bazi uygulamalar1 vardir.

Sonug¢ 4.17. E, [0, oo] iizerinde yeniden diizenlenmis-degismez uzay olsun. Eger
gim op(t) = ltirr&@ = o ise, 0 zaman E & L' + L® gémmesi kat1 yari-singiilerdir
[11].
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5

SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, yeniden diizenlenmis-degismez uzaylarin teorisi verilmis olup, dogal
gommenin kat1 singiilerligi i¢in gerekli ve yeterli kosullar Orlicz , Lorentz ve
Marckiewicz uzaylar1 i¢in ifade edilmistir. Ayrica, bu kavramm ayrik kati
singiilerlikle olan iligkisi incelenmistir. Bu uzaylarda elde edilmis sonuglarin ve
pozitif operatdrlerin bir sinift olan ayrik kat1 singtiler ve kati singiiler operatorlerin,
matematiksel biyolojideki model analizi veya tasinim denklemi gibi bir¢cok alanda
¢esitli uygulamalar1 vardir. Bu kavramlarin yaklagim teorisinde ve matematiksel
disiplinler i¢inde kismi diferansiyel denklemler ve matematiksel fizik gibi farkli

alanlardaki uygulamalari arastirilip yeni ve orijinal ¢calismalar yapilabilir.
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