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OZET

Paralel Yonelimli Elektrik ve Manyetik alanlar i¢in iki Bilesenli Dirac Denkleminin Tam
Coziimleri

Bu tez calismasinda paralel yonelimli elektrik ve manyetik alanlarin bir arada oldugu bir
durum icin Minkowski uzayinda iki bilesenli Dirac denklemi ¢oziilmiistiir. Elde edilen denklem
¢ozllerek parcacigin hareketini temsil eden dalga fonksiyonu belirlenmistir. Ayrica yari-klasik
bir yaklasimla parcacigin pozitif ve negatif frekansli ¢oziimleri igcin Bogoliubov katsayilari
belirlenerek pargacik yaratma say1 yogunlugu hesaplanmistir.

Anahtar kelimeler: Dis Alanlar, Dirac Denklemi, Tam Coziimler, Parcacik Yaratma, Bogolyubov
Dontsim Yontemi.
Danmisman: Prof. Dr. Kenan SOGUT, Mersin Universitesi, Fizik Ana Bilim Dali, Mersin



ABSTRACT

Exact Solutions of the Two-Component Dirac Equation for Parallel Electric and Magnetic

Fields

In this thesis, the two-component Dirac equation in Minkowski space is solved for a case
where parallel oriented electric and magnetic fields are together. The wave equation
representing the motion of the particle is determined by solving the obtained equation. In
addition, Bogoliubov coefficients were calculated for the positive and negative frequency
solutions of the particle with a semi-classical approach and the particle creation number density
is calculated.

Keywords: External Fields, Dirac Equation, Exact Solutions, Particle Creation, Bogoliubov
Transformation Technique.

Advisor: Prof. Dr. Kenan SOGUT, Department of Physics, University of Mersin, Mersin.
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1.GIiRIS

Kuantum mekanigi ve Einstein'in 6zel goreliligi yirminci ylizyilin ilk yaris1 boyunca
gelistirilen modern fizigin ana yapisi i¢in temel olusturur. Goreli dalga denklemleri ile

betimlenen fiziksel sistemler temel tanecikleri kapsar. Genellikle bu temel tanecikler, spin-0 olan
parcaciklar i¢in Klein-Gordon denklemi ile spin—% olan parcaciklar i¢in de Dirac denklemi ile ele

alinir. Elektron icin yazilan Dirac kuraminin bir¢ok basarisi vardir: Bu denklem Lorentz
kovaryant bir denklemdir ve kuramin 6ngérdiigii karsit-parcacik olan pozitron deneysel olarak
kesfedilmistir. Dirac denkleminin miion ve notrinolar gibi diger leptonlara ve hatta kuarklara
hatali modellerle uygulanmasi bu kuramin nicel basarilarina yol agmistir. Goreli etkilerin kiiciik
tedirginmeler olarak goriindiigii atom ya da molekiil fiziginden farkli olarak temel parcacik fizigi
ve alan kuramlarina uygun bir giris yapmak icin goreli dalga denklemleri ile baslamak

zorunludur [1].

Ancak Dirac denklemi ile ¢alismanin zorluklari da vardir. Bunlardan birisi, tek bir
elektron i¢in yazilan kurami bircok elektron sistemine genisletmektir. Bir digerinin ise cok daha
temel bir yapisi vardir, soyle ki, tek bir elektronu temsil etmek icin baslayan kuram,
elektronlarin sonsuz denizde negatif enerji durumlarin da olmasindan dolayi, tipki bir “cok-
parcacik sistemi” gibi ayrilmaz bicimde bagh olan bir sistem olarak sonuglanir. Siddetli bir
elektrik alanin varliginda, bir elektron yalniz bir elektron gibi degil, sonsuz sayida cok elektron
ve pozitron barindiran bir sistem gibi davranir. Boylece tek-elektron kurami, sadece bir serbest
elektronun siirli bir durumunda gecerlidir ve bir “cok-elektronlu” kuram ile degis-tokus

edilmelidir.

Icinde bulundugumuz durumda sonsuz genislikli ve degisken “parcacik” sayili bir sistem
icin uygun olan bir temsil “alan” dir (tipki elektromanyetik alandaki foton gibi...). Bu ylizden
diyebiliriz ki parcacik bakis agisiyla baslarsak, ilk olarak gorelilik kuramini saglayan bir parcacik
kurami arastirilir ve uygun kuramin bir “gcok-pargacik kurami” oldugunu buluruz. Bu nedenle bir

“cok-parcacik” sisteminin uygun temsili “alan “dir.

Salt bir elektronun kuantum kuramini olusturmak i¢in herhangi bir zorluk yoktur, ancak
elektromanyetik alanlarla ¢iftlenen bir sistem icin kuantum elektrodinamik (KED) olarak bilinen
bir goreli kuantum kuraminda cok ciddi derin koklii zorluklar vardir, soyle ki fiziksel niceliklerin

hesaplamalarinin sonuglarinda karsilasilan sonsuzluklar bulunur:

Kuantumlu elektromanyetik alanlarin kurami 1927’de Dirac’in ¢alismasiyla baslar ve
1930’larda Jordan, Wigner ve Fermi’'nin calismalariyla devam eder ilk bulus ancak 1940’larda

Tomonaga-Schwinger-Feynman ve Dyson ile gelir. Hesaplamalarda integrallerde sonsuzluklarin
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devam etmesine ragmen, bu kuram sonlu sonuglari elde edebilmek icin sonsuzluklar1 taniml,
kovaryant bir yolla gidermeyi basarmistir. Lamb kaymasi ve “g-anomali” goézlemleriyle
miikemmel uyum icinde olan sonuclar elde edilmistir. 1940 ve 1950 yillar1 arast KED
calismalarinin ¢ok hararetli oldugu yillardir. Bu yillarda, bu “renormalizasyon” kurami tizerinde
daha ileri diizeyde ¢alismalar yapmak ve sonsuzlardan kurtulmak icin ¢ok emek harcanmistir.
Simdiye kadar, bu problem icin tatmin edici bir ¢6ziim heniiz bulunabilmis degildir ve ayni
zamanda fizikciler ilgi odaklarini diger alanlara ¢evirmis durumlar: simdilerde esas amag temel

parcaciklar, bunlarin etkilesmeleri ve bu etkilesmelerin birlestirilmesidir.

Son yilarda pargacik fiziginin gelisimi birka¢c bulustan olusur ve bu buluslar giigli,
elektromanyetik ve zayif etkilesmelerin SU(3)renk X SU(2)zqp¢ X U(1) ayar alanlarini iceren
“standart model”’ini dogurmustur. Glashow-Salam-Weinberg [GSW] SU(2).qs x U(1) ayar
kurami elektromanyetik ve zayif etkilesmeler icin birlesik bir betimleme saglar. Bu kuram
yiiksiiz zayif etkilesmelerin varligini, tilsimli kuarkin varligini ve W* ve Z° zayif bozonlarinin
varligin1 6ngoriir ve bunlarin tiimi deneysel olarak kanitlanmistir. Ayn1 zamanda kuantumlu
SU(3)renkayar kurami, ya da diger adiyla Kuantum Renkdinamigi (KRD); kuarklarin ve gluonlarin
arasindaki gii¢lii etkilesmelerin aday kurami olarak insa edilmistir. Bu pargaciklar tiim gézlenen
giiclii etkilesen parcaciklarin ya da hadronlarin yapi taslaridir. KRD bir protonu: (i) ytlksek
enerjilerde neredeyse hig etkilesmeyen kuarklar, karsit kuarklar ve gluonlarin toplami olan bir
sistem olarak (KRD'nin asimptotik serbest dogasindan o6tiirii) ya da (ii) hapsedilmis, degerlik
kuarklariyla sekillenmis bir sistem olarak (¢iinkii KRD renk hapsi ile uyumludur ) iki farklh

bicimde resmeder.

Yiiksek enerjilerde olgular1 betimlemek icin goreli dalga denklemleri incelenir. Bu
durumda incelenen denklemlerin Lorentz doniisiimleri altinda degismez kalmasi gerekir.
Goresiz dalga denklemi betimlemesinden goreli dalga denklemi betimlemesine gecis yaparken

goresiz kuramin bazi kavramlarinin yeniden incelenmesi gerekir [2].

Uzaysal ve zamansal koordinatlar kuramin iginde esdeger olarak alinmalj,

. R h 9 TR h .
i. Ax~—~— oldugundan, goreli bir parcactk ~—— degerinden daha hassas
Ap mgc mgcC

2

yerellestirilemez; aksi halde E > 2myc“ icin parcacik yaratma olusur. Boylece, bir

parcacik harici sinirlamalar sebebiyle, yaklasik olarak A4, = % Compton dalga
0
boyundan daha kii¢ilik bir hacme hapsedilemezse, serbest parcacik fikrinin bir anlami

olmaz. Yoksa parcacik kendiliginden pargacik-karsit pargacik yaratma sebebiyle kendine

eslik eden pargaciklara sahip olur.
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ii.

iii.

o o R . h . L. .
Eger parcacigin konumu belirsiz ise, yani Ax~m ise, zaman da belirsiz olur ve su ifade
0

h
mgc?

. . A
ile verilir: At~ Tx >

Goresiz bir kuramda At istedigi kadar kiiciik olabilir, ¢linkii ¢ — oo. Béylece, bir parcacigi
sabit t zamaninda bir r belirli konumunda bulma olasiligini betimleyen o(x,y,z,t)
olasilik yogunlugu kavramini yeniden diistinmenin gerekliligini fark ederiz[2].

Yiiksek (goreli) enerjilerde genellikle pargacik-karsit parcacik ciftleri yaratma biciminde
goriilen cift yaratma ve ¢ift yok-olma siirecleri meydana gelir. Boylece, goreli enerjilerde
parcacik sayisinin korunumu artik gecerli bir varsayim degildir. Goreli bir kuram ¢ift
yaratma, bosluk kutuplanmasi, parcacik sayisinin korunumu vb. siiregleri betimleme

kabiliyetine sahip olmalidir.

Artik 6zel gorelilik kuraminin ilkeleri genel olarak kabul edildiginden gecerli bir kuantum

kuraminin olusturulmasi1 mutlaka 6zel gorelilik kuraminin gerekliliklerini yerine getirmelidir:

bir eylemsizlik sisteminde gecerli olan hareket yasalar1 tiim eylemsizlik sistemlerinde gecerli

olmak zorundadir. Matematiksel olarak ifade edildiginde, goreli bir kuantum kurami Lorentz

degismezligi biciminde formiile edilmelidir. Bunlar kisaca 6zetlersek [3]:

a.

Verilen fiziksel bir sistem i¢in, sistem hakkinda her seyi bilmemizi saglayan ve sistemi
ozetleyen bir ® durum fonksiyonu vardir. Goreli tek-par¢acik kuramini baslangicta
gelistirdigimizde, genellikle durum fonksiyonunun bir koordinat kavrayisiyla ilgileniriz,
Yv(qi, .., Si, -, £). (g, s, t) tim klasik serbestlik derecelerinin karmal bir fonksiyonudur.
Burada spin s, dogas1 geregi kuantum mekaniksel bir niceliktir. Dalga fonksiyonunun
dogrudan bir fiziksel yorumu yoktur; ancak |(q;, ... n, Si, --- Sp, £)|? = 0 ifadesi sistemin
t aninda (qy, -.., Sy ) degerlerine sahip olma olasilig1 olarak yorumlanabilir. A¢ik olarak bu
olasiik yorumu t aninda tiim q, ..., s, degerleri icin pozitif |i|? katkilarimn, fiziksel
olarak kabul edilebilen tiim 1 dalga fonksiyonlari icin sonlu olmalarini gerektirir.

Her fiziksel gozlenebilir, cizgisel bir hermityen islemci ile temsil edilir. Ozel olarak, p;

kanonik momentumu icin koordinat bakisiminda buna karsilik gelen islemci soyle

h 0
yazilir[3]: p; — o

QD = 0w, P, ise, fiziksel sistem () islemcisinin bir 6z-durumudur. ®,,, w, 6z-degerine
karsilik gelen n. 6z-durumdur. Hermityen bir islemci i¢in w, gercel bir sayidir.
Koordinat bakisiminda bu ifadenin genel hali 02(q,s, Y,(q,s,t) =
wa Wy (q, s, t)bicimindedir.

Acilim postiilasi, keyfi bir dalga fonksiyonunun ya da durum fonksiyonunun; sira
degistiren (1, islemcilerinin tam kiimesinin ortanormal 6z-fonksiyonlar1 olan ,,'lerin

tam kiimesine acilabilecegini ifade eder. ¥ =}, a, ¥, ise, ortanormallik durumu soyle

3
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yazihr: Yo [(dqq ) Un"(q1 ) S o, )W (@ o) S ey £) = S - lap|?  sistemin n. 6z-

durumda olma olasiligini ifade eder.

e. Fiziksel bir gdzlenebilirin 6l¢iim sonucu 6z-degerlerinden herhangi biridir. Ozel olarak,
Y =Y,a,¥, dalga fonksiyonuyla temsil edilen bir sistem igin bir Q fiziksel
gozlemlenebilirinin dl¢limi la,|? olasiigiyla w, o6z-degeri olarak 6lgiiliir. Q
gozlenebilirinin 6zdes olarak hazirlanan sistemler iizerinde ¢ok sayida yapilan

gozleminin ortalamasi soyle verilir:

@y =Y [0 s s OB 5 s O@ar ) = D Nl

n

f.  Fiziksel bir sistemin evrimi Schrodinger denklemi il verilir: ihg—f = Hiy . Bu denklemde H
hamiltonyeni cizgisel bir islemcidir, kapali fiziksel sistemler icin acikca zamana bagh
degildir, Z—IZ = 0, bu durumda 06z-degerleri sistemin olas1 kararli durumlaridir. H’nin

cizgiselliginden tst-liste binme ilkesi ortaya cikar ve H’nin hermityenlik 6zelliginden

olasiligin korunumu ifadesi soyle yazilir:

) )
Sy W e ) =5 [day LY = ) = 0

Bu alt1 tane ilke goreli bir kuantum kuramin olusturmak icin siirdtriilmelidir.

En basit fiziksel sistem yalitilmis bir serbest pargaciktir ve hamiltonyeni soyle verilir:

H=P (1.1)

2m

Kuantum mekanigine gecildiginde H — ih% ve P —>%l7 alinir bu denklem Schrodinger

denklemine yol agar:

., 0P(qt) _ —h2V?
ih 22D = =T y(q, t) (12)

Denklem (1.1) ve (1.2) kovaryant degildirler ve tatmin edici degildir. Sol ve sag yanlar Lorentz

déniigiimleri altinda farkh déniigiirler. Ozel gorelilik kuramina gore toplam enerji E ve
momentum (py, py, p,); p* = @°,pt,p% p3) = (g,px,py, p,) biciminde verilen bir kontrovaryant

dort-vektoriin bilesenleri olarak dontistirler. Bu dort-vektoriin degismez uzunlugu

EZ
Ta=oPup" = pup* = = —p.p =m?c? (1.3)

Burada m parcgacigin kiitlesi, c vakumda 15181n hizidir.

Buradan goreli bir serbest parcacigin hamiltonyeni soyle yazilir:
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H = \/p?c? + m?c* (1.4)

Denklem (1.2)'nin goreli bir kuantum benzerini s6yle yazariz[3].

ih S = V=h2cZVZ + m2cTyp (1.5)

Burada hemen sag yandaki islemcinin kare-kokiinii yorumlama problemi karsimiza ¢ikar. Bunu
acarsak, tlirev islemcisinin tiim kuvvetlerini iceren bir denklem elde ederiz. Bunun sonucunda
yerel-olmayan bir kuram karsimiza c¢ikar. Bu kuramlar ele almak ¢ok zordur ve Schrodinger
denkleminin ¢ekici olmayan bir baska cesidi ile karsilasilir, uzay ve zaman koordinatlar: simetrik

olmayan bir bigimde gortniir.
Matematiksel kolaylik agisindan denklem (1.5) deki kare-koklii islemci kaldirilir ve soyle yazilir:
H? = p?c? + m?c* (1.6)

Esdeger olarak, (1.5)'in iterasyonuyla ve [A,B] =0, Ay =By ise A% = B?) sonucunu
kullanarak asagidaki bagintiy1 elde ederiz:

aZ

Y
hazt

Y = (—h?V2%c? + m%ch)y (1.7)

Bu denklem klasik dalga denklemi olarak taninir

2

[D +(=9) ]w =0 (1.8)

burada, [ | = %a%‘ Denklem (1.8) de detaya gitmeden 6nce, ilk olarak enerji bagintisinin
u

karesinin alinmasi ile konumuz disinda kalan bir negatif-enerji kokii el ettigimizi belirtmeliyiz:

H = —/p?c? + m?c* . Basit bir denklem elde etmek igin, pozitif taniml enerjiyi feda ettik ve
“fazladan” negatif-enerjili ¢6zlimlerin zorluguyla karsilastik. Bu zorlugun eninde sonunda
listesinden gelinir ve negatif-enerjili ¢oziimler fiziksel yorumlama yetenegini ortaya koyar.
Ozellikle, bu ¢éziimler karsit-parcaciklar ile iliskilidir ve dogada karsit-parcaciklarin varligi bu
strec icin giiclii deneysel destek verir. Bu nedenle, denklem (1.6) ve ondan elde edilen (1.8)'i goz
oniine alahm. Ilk isimiz korunumlu bir akim olusturmaktir, denklem (1.8) ikinci mertebe bir
dalga denklemidir ve denklem (1.2)'deki Schrodinger biciminden farklilagsmistir, bunun lizerine
goresiz kuramdaki olasilik yorumu temel alinmistir. Bunu Schrodinger denklemine benzer

yapariz, denklem (1.8)’i ¥* ile ¢arparsak, eslenik denklemi de 1 ile carparsak ve farkini alirsak:

v |0+ (%)Z]w ~y|0+ (%)Z]w* =0
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Ve Vb — Y7) = 0

ya da

0 ih x 0 ayY* . h % "

2 (2 22— 2] + div s [" (7) — (7] = 0 (1.9)
elde ederiz. Burada 2::22 (vj)*%— 66—15) ifadesini p olasilik yogunlugu olarak yorumlamak

isterdik. Ancak, bu imkansizdir, ¢iinkii bu pozitif taniml bir ifade degildir. Bu nedenle geleneksel
yontemi izleriz ve gecici olarak denklem (1.8)’i, Schrédinger durumundaki gibi kolay bir olasilik
yorumu elde etmek icin, zamanla birinci mertebeden degisen bir denklem bulma umuduyla bir
kenara atariz. Denklem (1.8) Klein-Gordon denklemi olarak bilinir ve goreli kuantum mekanigi

icin giiclii bir aday olarak yerini alir.

Bu tez calismasinda goreli, spin-% parcaciklar1 betimleyen Dirac denkleminin Feynman

ve Gell-Mann tarafindan onerilen iki bilesenli bi¢imi, bir dis elektromanyetik alanin varliginda
¢Ozllmiistiir. Bu ¢oziimler kullanilarak, siddetli dis alanlarin etkisiyle olusan fermiyonik

parcacik say1 yogunlugu hesaplanmistir.

Tezin icerigi 6zetle soyle diizenlenmistir: Tezin ikinci b6limiinde goreli ve goresiz
kuantum mekaniginin temel dalga ve parcacik denklemlerini tanitmak amaciyla bu denklemlerin
dis alanlarin varliginda ¢oziimleri incelenmistir. Bu amagla Schrédinger, Klein-Gordon ve Dirac
denklemlerinin Coulomb ve manyetik alanlarin varhiginda analitik ¢6ziimleri derlenmistir.
Calismanin tiglincii boliimiinde, ele aldigimiz problem i¢in analitik ¢éziimlerin elde edilmesinde
kullanilacak yontemi tanitmak amaciyla, tez calismasinda kullanilan bicimden daha farkh bir
elektromanyetik potansiyel se¢ilerek Dirac denklemi ¢oziilmiistiir. Son béliim olan Bulgular ve
Tartisma boliimiinde ise konuma bagl bir manyetik alan ve zamana {iistel olarak bagh olan bir
elektrik alan icin Klein-Gordon ve iki bilesenli Dirac denklemlerinin tam c¢o6ziimleri elde
edilmistir. Ayrica fiziksel bir uygulama olmasi i¢in Dirac parcaciklarinin yaratilma sayi
yogunlugu hesaplanmistir. Sonu¢ ve Oneriler bolimiinde ise elde edilen sonuclarin

degerlendirmesi yapilarak daha sonra yapilacak ¢calismalar i¢in 6neriler sunulmustur.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Bu boliimiin amaci goresiz ve goreli kuantum mekaniginin temel parcacik denklemlerini
tanitmaktir. Bu denklemlerin matematiksel bicimleri ve 6zellikleri verilerek bu alanda kaynak
niteligindeki kitaplarda da bulunabilecek bazi ¢oziimler derlenmistir. Bu amagla Schrodinger,
Klein-Gordon (KG) ve Dirac denklemlerinin elektrik ve manyetik alanlarin varhiginda tam

¢ozlimleri elde edilmistir.

2.1 Schrodinger Denklemi

Schroédinger denklemini elde etmenin bir yolu, asagidaki klasik enerji- momentum bagintisi ile

baslamaktir [4]:
pZ
T V=E (2.1)
Buna kuantum recetesi uygulandiginda;
B o —ihF, E - —ihe
- — - —ih—
p Y ST

Elde edilen islemciler ¥' dalga fonksiyonu tzerine etki ederse Schrodinger denklemi asagidaki

gibi elde edilir:

h? oY
—— VY VY = ih—
2m at

Bu denklemin uygulamasi olmasi icin, asagida Coulomb ve Manyetik alan durumlari icin bu

denklemin ¢6ziimii verilmistir.

2.1.1.Coulomb Potansiyeli i¢in ¢éziimler
Coulomb potansiyelinin degeri asagidaki gibi verilir:

v=_% (2.2)

T

Bu durumda ¢éziimleri bolgelere bagli olarak elde edebiliriz.

Birinci bolgede herhangi bir potansiyel olmadig: icin bu bolgedeki ¢oziimler serbest parcacik

gibi davranirlar. Bu bélgede denklemin ¢6ziimi,

'*Pl(Z, t) — Aei(Plz—iEt) + Be—i(P12+iEt) (23)
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1
Burada P; = (E? — my?)z kisaltmasi yapilmistir. Benzer bicimde iiciincii bolge icin ¢éziimler de

yine potansiyel olmadig i¢in serbest parcacik ¢oziimleridir:

[{/3(2’ t) — Dei(P1Z—iEt) + Fe—i(Plz+iEt) (24_)

Il. Bolge

lll. BGlge

V(r) I. Bolge

Sekil 2.1. Coulomb potansiyelinin grafiksel gésterimi [5].

ikinci bélgede Coulomb potansiyeli etkilidir. Bu bélgede A = 0 ancak ¢ # 0 farkhidir. Bu nedenle

P2 islemcisi kiiresel koordinatlarda yazilir ve yukaridaki Schrédinger denklemine uygulanirsa;

w 20 1 %y, Ze?
T om [rz or ( ) r2 sm(G) a0 ( m(@) 69) r2sin2(0) a_q;z] T

Y =FEY¥ (2.5)
bulunur. ¥ ifadesi W = R(r)Y(¢,08) biciminde degiskenlere ayrilir ve denklemde yerine
yazilirsa,

R 'Y 8 , 50R Y Y a%y
{ 2m [r2 ar (T or r2sin(0) 96 (SLn(H) 69) 12 sin2(0) dp?

—ZTezRY]} = ERY (2.6)

elde edilen denklemin her iki yani R(r)Y (¢, 8) ile boliiniirse,

_____ 20 g1 1of, zer
2m [rz ROT (r ) r2 sm(e) Y 36 (SLn(e) 69) r2s5in2(6)Y 6(,02] r 2.7)
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biciminde olacaktir. Bu ifadenin her iki yani 72 ile carpilirsa,

h? 10 QR 1 130 (9) 1 10%
[R ar" ar sin(6)Y a6 (sin sinz(H)Ya(pZ]

— Ze’r = Er? (2.8)

denklemin agisal kismini —I(! + 1) durumuna esitlenir. Bu durumda yukaridaki denklem;

" la(zaR) l(l+1)] Ze’r = Er?

" 2mlRor r or er=ar

1 6( 6 ) l(l+1)] ZmZe ro 2mE 2p
Roar\" or TRz T
0%R +26R 2m E+Ze2 R 1(z+1)R_
or? ror  h? T r2 B

8m|E 2mZe?  zZe? [ m .. o
L A= = — tanimlar1 ve p = ar degisken degisimi

2 _ Zed
olur. Bu denklemde «a 2 - A 2IE]

yapilip denklem yeniden diizenlenirse;

0?R\ 20°R 1 11+ 1)
— |+ R-
op?) par? 4 p?

;R =0 (2.9)

olur. Bu denklemin genel ¢6ziimii i¢in,

R(p) = G(p)e™?

biciminde bir ¢6ziim 6nerilir. Bu durumda elde edilen son denklem asagidaki bicime donitisiir:

¢ +[2-1]¢+[=-L2]6 =0 (2.10)

Bu diferansiyelin denklemin ¢éziimii i¢in

G =p™L(p)

biciminde bir ¢6ziim 6nerilir. Bu ¢6ziim 6nerisi denklemde yerine yazilirsa;

pl" + 2+ D'+ (A—n—-1)L=0 (2.11)

Bu denklemin yapisi standart Laguerre fonksiyonlarinin sagladigi diferansiyel denklemin
yapisina uyar. Bu nedenle radyal ¢oéziimler Laguerre fonksiyonlar1 tiirlinden soyle ifade

edilecektir:

_p m-n
R(p)=e zp z L (p)
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Enerji bagintisi ise soyle elde edilir:

(o))

Boylece Coulomb potansiyeli icin elde edilen tam ¢éziimler su bicimde olur:

E =

m—1)

( ,
W(p,,2) = e2p 7 LJ(p)el(madhar) (2.12)

2.1.2.Manyetik Alan i¢in Coéziimler

Elektromanyetik alan igerisinde hareket eden parcacik icin Schrédinger denklemini bu defa bir

dis manyetik alanin varligi icin irdeleyecegiz [4].

[T g = (9 — Ag)¥

2m

Elektrik ve manyetik alanlar, elektromanyetik 4-vektor potansiyel cinsinden asagidaki gibi

tliretildigi icin

parcacik sadece manyetik alan icerisinde hareket edecektir. Vektor potansiyel

N xB yB
A=—-"j+=1
R

olarak secilirse, manyetik alan z-y6ntinde olur. Bu durumda I. Bolge i¢in ve III. Bolge icin (2.13)

ve (2.14) denklem ¢oziimleri elde edilir.
¥, (z,t) = Ae!(P17~ED) 4 Be~i(P1z+ED) (2.13)

WYi(z,t) = De!(P17=E) 4 Fo=i(P1Z+ED) (2.14)

Ara bolgede vektor potansiyelin se¢ilen bicimi i¢in ¢éziimleri silindirik koordinatlarda aramak
matematiksel kolaylik saglar. Bu nedenle Schrédinger denkleminin silindirik koordinatlardaki
ifadesi ile islemler yapilir. Vektor potansiyel sadece konuma bagl oldugu i¢in ikinci bolgedeki
dalga fonksiyonu ¥,(z,t) = e~Ftd(z) olarak segilirse, denklemin yeni bigimi asagidaki gibi

yazilir:

10



Nurdan Yildiz, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2019

- -

N - - S8 2
(P> —eP - A—eA - P+e?A?) @(p,¢,2) = E®(p, $,2) (2.15)
Vektor potansiyelin silindirik koordinatlardaki ifadesi,

BZ
ZTP

jz

icin, denklem

preifBh0 L EF Vo = 2mE®
et a P (p, @, 2) = 2mEP(p, ¢, )
02 N 02 +1 0 N 1 0?2 eBih 0 e?p?B? £ 3 ZmEqb
Gz to T pap T pragr h ag  ame VPP D=3 E(6.2)

olacaktir. Dalga fonksiyonu i¢in yeniden
¢(p’ d)' Z) — Ueim¢¢+ikzz

biciminde bir ¢6ziim 6nerelim. Bu tanimdan sonra,

UL 14U me (ePB

3 2mE | eBm 2 r
o T o ) v+ (B + k,)U=0 (2.16)

72 n

2 2
olacaktir. Bu denklemi ¢dzmek icin A = ;Tmh E — h;; ] —2mg ve \/%p = x doniisiimleri

yapilirsa, denklem asagidaki gibi daha sade bir hale doniisiir:

d?U  1dU  my? 5
w‘l‘;g—?[]—x U+AU=0 (217)

Bu denklemin ¢6ziimlerini elde edebilmek icin ilk olarak yeni degisken x i¢in sonsuzdaki

davranisa bakilir, bu durumda denklemin bicimi

¢V 2y =g (2.18)

dx?

olur ve ¢coziimler

2

X
Ulx)=e 2
biciminde davranacaktir. x = 0 civarinda denklemin saglayacagi bigim,

d*U 1dU mgy?
— T U=0

dx?  xdx  x?

11
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olur ve bu denklemin ¢6ziimii olarak;

xZ
U(x) = x|m¢|e_76(x)
biciminde bir fonksiyon énerilir. Bu ifade yukaridaki denklemde yerine yazilir ve diizenlenirse

d?G  [(2|my|+1 dG
Tt -2 E+(A—2|m¢|—2)6=0 (2.19)

biciminde bir denklem elde edilir. Bu denklem icin y=x? déniisiimii yapilirsa asagidaki denklem

elde edilir:

d*G  (Img| +1 dG
a2t " —2x E+(A—2|m¢|—2)6=0 (2.20)

Bu denklemin ¢6ziimii i¢in serisel ¢6ziim yontemini kullaniriz: G=Y,_,a,y™ yazilirsa;

Z (n+1) [an + <¢>] Apiq + (% —%(|m¢| + 1)) any"‘ll =0 (2.21)

n=0

Bu denklemde katsayilar arasindaki iliski i¢cin su bagintiya ulasilir:

a2 (-3 (mg| + 1)

= (2.22)
an (n+1)(n+1+|m¢|
Limit n— co durumunda katsayilar arasindaki iliski,
n+1 _ l
a, n
Bu nedenle serinin yakinsak olabilmesi i¢in asagidaki kosul saglanmalidir:
A =4n+ 2(|m¢| +1)
Bu durumda A degeri yerine yazildiginda enerji icin
4m [(EN?  ,m\2 h2k,”
-6
eBh|\h h 2m
2
E=2h(n+fﬁ+ﬂ+w) (2.23)
2eB 2 2

ifadesi elde edilir. Buradaki n ve mg kuantum sayilarini tanimlamaktadir. Bu durumda enerji

diizeyleri kuantumludur. Diferansiyel denklemimizin ¢6ziimii ise Laguerre polinomlari olacaktir:

12
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m
6o) = L)
Boylece, ¢coziim

1 1mel

eB\2 _eB eB
Ulp,¢,2z) = (ﬁ) p e ahp? (ﬁlﬂ)LI:ld)I (2.24)

olur ve normalize olmamis dalga fonksiyonu icin su ifade elde edilir:

1
B\2 _¢B B . .
P, 4,2) = Anm, [(Z—n)z”] A T (2.25)

2.2.Klein-Gordon Denklemi

Atom alt1 taneciklerin goreli olmayan davranisi Schrédinger denklemi ile betimlenmisti.
Goreli ve spinsiz parcaciklarin davranisi ise Klein-Gordon (KG) denklemi ile ele alinir. Bu
denklem goreli dinamikte toplam enerji ifadesi icin verilen, goreli enerji-momentum E? —

p%c? = m?c* bagintisina uyar. Dort-vektor gosteriminde bu ifade soyle yazilir[6]:
Ptp, —m?c? =0 (2.26)

Buradan baglanarak ve serbest parcacitk durumlari g6z Ontne alinarak p, — ihd,

ve J, = % icin yukaridaki denklem su bicime doniisiir:
In

2
- AT = (%) " (2.27)

Bu denklem Klein-Gordon denklemi olarak adlandirilir. Bu denklemi Schrédinger, goreli
olmayan ve kendi adini tasiyan denklemden 6nce bulmustur ancak bu denklemi kullanmaktan
vazgecmistir. Bunun nedeni denklemin (Coulomb potansiyeli de dahil olmak iizere), hidrojen
icin Bohr enerji diizeylerini vermekte basarisiz olmasi idi. Sorun elektronun spin-% olmasi ve
Klein-Gordon denkleminin spin-0 olan parcaciklara uygulanabilmesiydi. Ayrica Klein-Gordon
denklemi, |{(r)|? nin r noktasinda par¢acigin bulunma olasiigim verdigini séyleyen Born’'un
istatiksel yorumu ile uyusmamaktadir. Bu zorlugun kaynagi Klein- Gordon denkleminin zamana
gore ikinci mertebeden olmasi ile ilgilidir. Béylece Dirac, goreli enerji-momentum formiiliiyle

uyumlu zamana gore birinci mertebeden bir denklem bulmaya ¢alismistir.

13
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1934 yilinda Pauli ve Weisskopf, goreli kuantum kuraminda istatiksel yorumun yeniden formiile
edilmesi gerektigini gosterdiler ve spini-% olan pargaciklar i¢in Dirac denklemi yerini korurken,

Klein-Gordon denkleminin de goreli spinsiz pargaciklar icin dogru betimleme oldugunu

kanitladilar.
2.2.1 Coulomb Alani i¢in KG Denkleminin C6ziimii

Yine Denklem (2.2) ile verilen Coulomb potansiyeli icin Klein-Gordon denklemini {ig
bolgede inceleyecegiz. Birinci ve T{g¢lincli bolgede herhangi bir potansiyel s6z konusu
olmadigindan bu bolgelerdeki coziimler serbest parcacigin ¢oziimleridir ve sirasiyla soyle

verilirler [6]:
W, (z,t) = Ae!(Poz=ED) | Bo=i(Poz+ED) Py = (E2 —my?) 2 (2.28)
v, (z,t) = Del(Poz—Et) | fe—i(P°z+Et) (2.29)

ikinci bélgede A=0 fakat ¢ # 0 farkhidir. Bu ifadeler elektromanyetik alan icin diizenlenen Klein-

Gordon denkleminde yazilirsa;

[P2 — (E — e)?|¥, = —my?¥, (2.30)

olur. Buradaki ¥, (7,t) = U(r)T(t) dalga fonksiyonun zamana bagl olan kisminin ¢6ziimii,

0%T
TOWP? +me? + ed] = -5
T(t) = MeVE*+ed
biciminde verilir ve p? + m3 = E? dir.

Konuma bagl olan kismin ¢6ziimleri ise kiiresel koordinatlarda yapilir. Bu sartlar altinda Klein-

Gordon denklemindeki P islemcisi tek basina birakilirsa,
P2, = [(E - e¢)” — mo’|¥, (231)

olur. Buradaki Laplace islemcisi ve ¥,(r,t) = U(r)T(t) ifadesi denklem (2.31) de yerine

yazilirsa;
~T(O7?U() = ((E — ed)* = me>U(NT(0)
biciminde olur. Elde edilen denklemde zamana bagh olan kisim sadelesir. Bu durumda

yukaridaki denklem;

14
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~V2U(r) = ((E — e)? —my®)U(r) (2.32)

bicimini alir. V2 ifadesi kiiresel koordinatlarda;

52 16(20U)+ 1 6(_(6)6)+ 1 0?2
rZor\ r25in(0) 96\ 96) T 12 sin2(0) a2

seklinde tanimlanir. 72 islemcisi (2.32) denkleminde yerine yazilirsa;

19 ou 1 0 . ou 1 02U
3 (750 + 06 (5O 55) + ey ge = (Mo = (B = e)?)U (2:33)

olur. Denklemin her tarafi r? ile genisletilirse;

9 (20U 1 0 (. ou 1 9% _ 2 (F — ok )2V ]2
ar (7‘ 6r) + sin(@) 06 (Sln(g) 66) + sin2(0) oy? - (mo (E e¢) )UT (2'34)

olur. Denklemdeki U ifadesi yerine U=R(r)Y(6, ¢) yazilir ve her iki yam1 U = R(r)Y (0, ¢) ile

bolinirse;

190 (200 10 (sin) 2 LY _ n2 — (E — ed)?)r?
R Or (T 67') + Ysin(6) 06 (Sln(e) 66) 4 Ysin2(0) 0y? o (mo (E e¢) )T‘

elde edilir. Elde edilen denklemin radyal kismi —I/(I + 1) esit olacaktir. Bu sartlar altinda

yukaridaki denklem;
a"—r(rz Z—f) —I(I + DR = (my? — (E — e)?)r?R (2.35)

olacaktir. Olusan denklemin sag tarafi gerekli diizenlemeler yapilirsa;
[(mo® — E2)r? + 2epEr? — e2$2r?]R (2.36)
olur. Coulomb potansiyeli icin ¢ekici bir 6zellige sahip ve asagidaki gibi tanimlanir.

_ Ze?
ep = 4mtr
Bu durumda, asagidaki gibi degisken degisimi yapilirsa denklem (2.36)ifadesi;

2
a=05pe=-—2 1=ZEa, €= (my?—E?)A, p=

r
41 r A A

ep? —2p —Z%a? (2.37)
olur. (2.35) denkleminin sol tarafi degisken degisimi yapilirsa;

15
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d (. 0U 2 d?R dR
or or dp? dp

olur. (2.37)ve (2.38) sonuglari birlestirilir ve denklem (2.35) yerine yazilirsa;

2 d?R

dRr

olur. Elde edilen denklemin her tarafini p? ile boliiniip diizenlenirse;

d?R = 2dR 2 I1(I+1)-Z%a?
—+—+ (—£+———)R =0
dp? = pdp p p?

olur. (2.39)denkleminin ¢6ziimii olarak asagidaki ¢dziim onerilir.
L -
R(p) = ¢ PV (p)

R(p) ifadesinin birinci ve ikinci dereceden tiirevleri alinirsa;

dp p? P P

dR e~Very  o=Ver [ey " e~Very!

d?R  2e7VePy  2e7Very  emVEpey  peVEpy! e Vep gy emVery”
z = 3 2 il - 2 9
dp p P p p p p

bulunur. Bulunan ifadeler denklem (2.39)de yazilir ve diizenlenirse;

asv _ av 2 1U+1)-z*a? .
= Zﬁdp+(+p e )V_o

elde edilir. Bu denklemi Frobenius yontemi ile ¢6zebiliriz:

o)

V) = ) apf*e

s=0

(2.38)

(2.39)

(2.40)

bigiminde bir ¢6ziim onerilir. V(p) ifadesinin birinci ve ikinci tiirevleri alinarak denklemde

yerine yazilirsa;

V'(p) = ) ag (B +5)phret
s=0

V@) = ) a (B +)(B +5— Dpfts
s=0

16
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Yi—0as(B+s)(L+s— 1)pﬁ+5-2 — 2\/5220;0 as (B + S)pﬁ+s—1 +

L J
|

1

2¥L0aspPHT — (I + 1) — Z2a?) T gaspPrs?

L J
T

3

bulunur. Serilerdeki p terimlerinin ist kismindaki indisleri esitlemek icin indis degisimi

yapilirsa;

Birinci ve dordiinct seri i¢in:
s—2=k s=0->k==-2

Ikinci ve tigiincii seriler icin:

s—1=k s=0-k=-1

Y22 (BHk+2)(B+k+ DpPtE —2Ve ¥R a1 (B +k+ 1D)pPtE+

1

2 e PP = QU+ 1) — Z2a?) B gy pPHE =

0 (2.41)

olur. Serilerin tabanlarini -1'de esitlemek icin 1 ve 4 no’lu seriler -2 tabaninda acilirsa;

aBB—1)—[IU+1)—Z%a?*lag=0
B?—p—(UI+1)—Z%a*) =0
bulunur, (2.42) denkleminin kokleri;
Id+1)—-2Z%a?) =0
f?—B—a=0 A=1+4a

,8 _ 1+/(21+1)2-472q?

2

seklinde elde edilir. Denklem (2.41)’ de bulunan verilerin tekrarlama bagintisi,

\_Y_I

2

(2.42)

(2.43)
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[oe]

D a2 (B+k+2(B +k + 1) = 220%) + a1 2+ (~2VE (B + e+ D)pF* = 0

s=-1

2 _ (_z\/E(B +k+ 1))
dxt+2 = dg+1 (B +k+ 2)(8 +k+ 1) — 7202

olarak elde edilir. Denklem (2.43) ifadesi tekrarlama bagintisinda yerine yazilirsa;

”_ [—2\/E<1 +4/ (2l +21)2 —472q2 E+ 1>]

Ak+2 = Ag+1
( 2 2

2 _ 47242 24722
1+ QI+ D) 4Za+k+2)<1+\/(21+1) 4Z“+k+1>_22a,2

bulunur. k=k-2 k— s degisimi ile tekrarlama bagintis1 diizenlenirse,

2 - [—2\/E<1 +4/Cl v Ay 4 1)]

ClS—l . 04
2 4 22 1 21 + 1 2 422 2

2 2

olacaktir. Sonug olarak denklemimizin ¢6ziimii asagidaki bigcimde olur:

[oe]

R(r) = x_lr e Vexr Z as (xr)B*s (2.44)

s=0

Sistemin acisal kisminin ¢oziimleri ise;

Y(¢,0) = (Ae™™N% + Be'®N®)P, (cos(6)) (2.45)

olacagindan U ¢6ziimii igin,
U(r,$,60) = (Ae™™® + Be™ )P, (cos(6)) ;- e VT B2 a5 (ar)P

elde edilir. Parcacigin ikinci bolgedeki dalga fonksiyonu i¢in elde edilen son ifade

W(r,¢,0) = MeVE*+ePt(4e~IN¢ + BeN®)P, (cos(8)) x—lre“/gxr Y2 oas (xr)Pts (2.46)

biciminde olacaktir.
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2.2.2 Manyetik Alan icin KG Denkleminin Céziimii

Elektromanyetik alan icerisinde hareket eden goreli ve spinsiz parcaciklar i¢in Klein-

Gordon denklemi soyle verilir [1, 4]:
(P—ed)’ - (B2 - e¢)? = =my?

Parcacik sadece manyetik alan igerisinde oldugu icin skaler potansiyel ¢ = 0 dir. Manyetik

alanin z-yoniinde olmasi i¢in vektor potansiyel se¢cimi asagidaki gibi yapilir:

A=-Zj+20 (2.47)
z-ekseni
Parcacik s
@ |. Bolge 4t ét;dg 1. Bolge
——— 111 =

B=0 HH B=0

1111
0

Sekil 2.2. Parcacik z-yoniinde uygulanan manyetik alana maruz kalmaktadir.

Serbest parcgacik i¢in birinci ve liciincii bolgelerdeki ¢oziimler sirasiyla yazilirsa;
W, (z,t) = Aei(PoZFt) 4 Bo=iPoz+Et)

W,(z,t) = Del®Po7=F) 4 Fg-i(Poz+Et)

olur. ikinci bélge icin Klein-Gordon denklemi yazilir ve diizenlenirse;

(P — ed)'¥, = (E? — me?)?¥,

(P — ed)(P — eAd)¥, = (E? — myD)¥,

(P2 — ePA — eAP + e2A2)¥, = (E? — my2)¥,
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(P2 — eA.P + e2A%)¥, = (E? — myD)¥, (2.48)

(2.48) denklemi elde edilir. Denklem (2.48)’ deki A. P ifadesi acik olarak yazilirsa;

e _Ei yB 0

AP=-i(-% =+ 2 =) (2.49)

bulunur. Elde edilen sonuc silindirik koordinatlarda yazilirsa;

J d sin(p) 0

& = COS((I))% - 0 %

a ; d cos(d) 0

— =sin(p) — + —

ay =5 T 3

x=pcos(p)  y=psin(p)
B (—p) cos(e) [ sin )6 cos(¢) 0 p @) ( ) sin(¢) 0 B 0
12 p) cos(¢ sm(pap ad’ p sin(¢p)(cos(¢p p ad’ 1264)

elde edilir. Bu durumda (2.49) denklemindeki Laplace islemcisi silindirik koordinatlarda yazilir

ve diizenlenirse;

+

h2 [1 a( a_yv) 1 0%y azw]_ eB 0¥

== 2 — 2 _ 2
pap\Pap + 2 %% ¥ = (E? —my*)¥ (2.50)

T 2m ? 0% = 9z2

olur. Elde edilen denklemde ¢ ve z yoniinde parcacik serbest oldugu icin ¥ dalga fonksiyonu

Y = R(p)e'™s$*kzZ olur ve tayin edilen dalga fonksiyonu yukaridaki denklemde yerine

yazilirsa;
A% (10 ; OR m¢ E eBm¢ e?RB?

I i R R 2R = (E? —my®)R
2m <p dp (p 0p> p? ) 2 + 4 p ( mo*)

seklinde bulunur. Elde edilen denklem dtizenli bir sekilde yazilirsa;

d2R+1dR mg (epB)R+ [E]Z [m]2+eBm v 2lp—o -
dp?2 pdp p? 2h h h h o (251)

olur. Burada yeni degiskenler kullanilirsa,

2P =x ve 1= (5)2 - (m)z - hzkzz] —2my
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2
d?R 1dR my

W Y dx sz—X2R+)[R:0

denklemi bulunur. Bu denklemi ¢c6zmeden 6nce x’in sonsuzdaki davranisina bakilirsa, R ¢6ziimii

d’R

W—x R=0
—x2

R(x)=e 2

biciminde olacaktir. x = 0 dolayindaki ¢6zlim ise,

2
d?R 1dR my

dx?  xdx  x2

olur. Elde edilen denklem icin asagidaki ¢6ziim 6nerisini yaparsak,

R(x) = x|m¢|e_xZ_ZG(x)

denklem su bicimi alacaktir:

26 1
oy (% 2x>% + (2 —2[my| —2)G =0 (2.52)

Burada y = x? déniisiimii yapilirsa;

2 +1
dG+<|m¢| o )dG

1
iy ; o —(,1 2|my| —2)G =0 (2.53)

Bu denklemin ¢oziimii i¢in G = Yoo a,y" ¢6ziimii onerilir ve gerekli islemler yapilirsa

>

n=0

(n+ Da, + — T —(|m¢| +1) |apy™ | =0 (2.54)
olur. Katsayilar arasindaki iliski icin n— oo durumuna bakilirsa;

A1
Ay M=z 3(Imel +1)

= 2.55

an (n+1)(n+1+|m¢|) ( )
An+1 _ l
a, n

iliskisi gortlur. Dolayisiyla serinin yakinsak olabilmesi igin,

A=4n+ 2(|m¢| + 1)
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kosulu saglanmalidir. Bu durum da A degerini yerini yazdigimizda enerji icin

=250 0 -] - o @3

m

E= ih<(4n+4m¢+2)%+(z)2 _

h2k,? gC
2 ) (2.57)

ifadesini elde ederiz. Buradaki n ve mg kuantum sayilarini tanimlamaktadir. Bu durumda enerji

diizeyleri kuantumludur. Diferansiyel denklemimizin ¢6ziimii ise Laguerre polinomlari olacaktir.

Bu durumda dalga fonksiyonun ¢6ziimii,

G(y) = Ll,:n"’l(y)

m
(eB)l/Z Imol _eBh 2(eB 2)
2n) Pl ¢ am P 2n?

m
(eB 2 ]l 4! _eBh 2(eB
P

R(p) =

4 2 iM¢¢)+iZkz
T e v p p )e (2.58)

V(0. ,2) = A | 2h

biciminde olacaktir.
2.3. Dirac Denklemi ve Dis Alanlar i¢in Tam Céziimleri

Goreli kuantum mekaniginde spin—% olan temel parcaciklar Dirac denklemiyle betimlenir.

Dirac’ in yazmis oldugu bu denklem goreli enerji momentum formiiliiyle uyumlu ve zamana gore
birinci mertebeden bir denklemdir [2,6]. Bu denklemi yazarken Dirac'in izledigi strateji goreli
enerji momentum bagintisini ¢arpanlarina ayirmak idi. Yazilan denklemde parcacigi temsil eden
dalga fonksiyonu dort bilesene sahip olan ve Dirac spinérii olarak adlandirilan, buna ragmen bir

dort-vektor tanimina uymayan bir yapiya sahiptir.

Bu kesimde Dirac denklemi tanitilarak bu denklem i¢in daha 6nceki kesimlerde yapildig: gibi dis

alanlarin varhiginda bu denklemin ¢éziimlerini tartisacaktir.

Dis elektromanyetik alanlar i¢in Dirac denklemi soyle verilir [2,6]:

[iyY0, + edyy —m]p =0
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Burada yV Dirac matrisleridir, m ve e elektronun Kitlesi ve yiki, 4, dort-vektor

elektromanyetik potansiyel ve 1 ise dort bilesenli spinordiir.

2.3.1. Merkezi Potansiyel i¢cin Dirac Denkleminin Degiskenlerinin Ayrilmasi

Merkezcil potansiyelleri icin Dirac- Hamiltonyeni soyle verilir [2]:
Hy=ca@ p+fmyc?+V(r) (2.59)

Burada V(r) = eAy(r) dir. Alanin kiiresel simetrik olmasindan dolay1 j ve P agisal momentum ve
parite islemcileri hamiltonyenle sira degistirebilir. Bu nedenle belirli enerji, acisal momentum ve
parite degerlerine sahip durumlar meydana gelir. Buna karsilik gelen dalga fonksiyonlar1 soyle

verilir:

Pj m(xr t)
l/ij = <ijlll,m(x’ t)) (260)

Burada, ¢, ve Xj;/,,, hesaplanacak iki bilesenli spinorlerdir.
Vim (') = Pjm (X', t) yada Pjm(X") = Wpjm (X") (2.60a)

Parite islemcisi uygulandiginda;

50— w(l 0Yp Yim(x, t) _ i Polpjlm(x;f)
Pm = (0 —H)P()(le’m(x:f) ¢ —Pole’m(x:f)

_ l/}jm(xJ t)
= A<le’m(xj t)) (2.60b)

A~

o

0) tanimiyla su denklem elde edilir:

kararh Dirac denklemiyle baslandiginda, & = (2

c(6-P)X + moc?Y + Vi = EyY

c(6-P)Y —moc?X + VX = EX (2.61)
ya da,

(E —moc? =V)y = c(6- )X

(E+mgc? —V)X =c(6-p)y (2.62)

Acisal momentum ve parite islemcilerinin 6z-fonksiyonlari kiiresel spindrlerdir. Tam dalga

fonksiyonu ¢ ile karistirmamak i¢in kiiresel spinorleri ;;,,, ile gosterilirse:
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Qi = Sty (15 | Mg ) ¥, (2.63)

2™Ms

Burada spin islemcisinin 6z-fonksiyonlari soyle verilir:

(). r=()

22 2

Burada asagidaki acik ifadeler kullanilacaktir:
. r
Pjiim =19 (r)ﬂjlm (;)

Xjim = —F )Y (2) (2.64)
ve

2(l+%)—l=l+1 icin j=1+=

2 (2.65)

2(1—%)—1:1—1 igin j =1-23

A oA A AT r PO , A A
0.0 Pjim = 6.Plig(")]1Qm (—) = [6.9ig(M]Qjim +ig (6. pQjim

r

d ~ (T . ~ A
=h %(0. (;)) Qiym + ig(r)6.PQjim (2.66)
Jmy, 1]
_ [Nz im
Utim = | (2.66.2)
2j Yl,m+%

(2.66.b)

[ ji—m+1
- 2y
2j+2 " Lm—3
Q1
b j+m+1
- Y 1 J
|\ 2j+2 Lm+;

(2.66) denkleminde, karekok icindeki ifadeler Clebsch-Gordon katsayilarinin acik ifadesidir.

Simdi kiiresel spinoérler icin verilen asagidaki bagintiy1 kullanarak,
(6.2) Qi = =911 (2.67)
su bagintiy1 elde ederiz:

~ A (AT
~(@.P)%Ym = @) (6.7) Yrrm (2.68)
Burada ¢ok bilinen bir ifadeyi kullanacagiz:
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(6.4)(6.B) = A.B +i6.(AxB) (2.69)
Bu bagint1 yardimiyla (2.68) denklemi asagidaki gibi yazilabilir:

—(6.D)Qm = [ﬁ; +i6. (ﬁx ;)] Qjyrm (2.70)
p= ih? ve L= 7xp tanimlari kullanilarak denklem (2.70) asagidaki ifadeye dontstr:

1 1
[p.r +i6. (Pxr)] ;Qﬂrm = [—ih(V.r) — ihr.V — i6. (rxp)] ;Qﬂrm
3 1 6.1
= —lh; — ihr <_T_2) - lT ‘le'm
(2R 14 A
=—i(2+30.6) (2.71)
Asagidaki bagint1 yardimiyla,
j? = (L +50) =12+ (Ea) + hé.L (2.72)

su ifadeyi elde ederiz:

~ A A h A\2 . ren 3
hL. 6 m = []2 -12-(35) ]Qﬂ,m =G+ -1+ 0=, (2.73)
Yeni bir kuantum sayis1 tanimlayalim:

—(l+1)i(;inj=l+%

1
K==4(j+= (2.73a)
( 2) Liginj=1-+
.1 1
k| = +5 yada x| -5 (2.73b)
Cesitli j degerleri icin su ifadeler tiiretilir:
. 1.
e j=I1+- igin,
2
(z+1)(z+1+1) [2(z+1) z”z(z+1) L+ 1] >
2 2 2 2 4
—lz+1l+lll+1+1 (I+1D+2) 3
B 27 2 402 4
=12+21-1?-2l-1-2=—-(+2)=k—-1 (2.74a)
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o j=1-3 igin,
(1=3)(t+3)-[(=3) [ (1-3)~1+1] -3
=12—§—(l—1)l—§=z—1=x—1 (2.74b)

Denklem (2.71) bu degerlendirmelerden sonra asagidaki bicimde yazilabilir:
(2R +L.6)Qyrm = (1 + )Ry, (2.75)

Literatiirde, genellikle bu denklem i¢in asagidaki gosterim kullanilir:

Xiem = Qims X—m = Qiim (2.76a)
kR=h+L.6 (2.77b)
RXiem = —NRXxm » KX—km = —RKX_\cm (2.77¢)
burada,

AN 1
—(l+1)=—(]+5),u;m]=l+5 7
K= ) ve|1c|=]+5

L=+(j+3) iginj=1-3

Denklem (2.64) deki kiiresel spinorler Yy m = Qjun Ve  X—ixm = /4y, biciminde gosterilebilir,

boylece merkezsel bir alanda dort spinér icin su yazilabilir:

Yim = ((pjlm(x. t)) ig(r)Q; ‘ [ ig(M)Xkm ] o [ I Xem ]

XjU'm(xt) (T‘)Q ' f(r))(—rc,m B lf(T))( K,m

Baz1 durumlarda bu alternatif gésterim kullanilabilir. Boylece denklem (2.64) asagidaki bicimi

alir:
~ A 1
6.Pjim = ~Qym(h 2L+ L pg(r) (2.78)

(6.D)Xj1'm igin benzer olarak agagidaki ifade tiiretilebilir:

G- Prm = —um (RL2 + 21 () 279)
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Artik (2.78) ve(2.79) ifadeleri denklem (2.62) te yerinde yazilir. Denklemin her iki yanindan
acgisal fonksiyonlar elenebilir. Boylece, f(r) ve g(r) radyal fonksiyonlar1 igin asagidaki

diferansiyel denklemler elde edilir:

ne 0 4 (14 10ne 2 5 4 myc? ~ V() = 0
e LO 4+ (1 - )he LD + [E —moe? —V()]g(r) =0 (2.80)

burada, su doniistimleri yaparak, sonucta asagidaki denklemleri elde ederiz:

G(r)=rg(r), F(r)=rf(r) (2.81)
olmak uzere,
G _ dg(r) _ dF af(r)
E—g+r—dr ve dr+F+r—dr
dG(r) K
hc = + hc;G(r) —[E+myc? —V(@)]F(r) =0
dF(r) K 2
th — hc;F(r) +[E—myc*—=V(@)]G(r)=0 (2.82)

Bunlar genellikle kiiresel simetrik bir potansiyel icin Dirac denkleminin radyal fonksiyonlar

saglayan ciftlenimli diferansiyel denklemleri olarak kullanilir.

2.3.2 Coulomb Potansiyeli icerisindeki Bir Dirac Parcacigi icin Radyal Denklemlerin

Coziumii

Bir onceki alt baslhikta merkezi bir potansiyel icin Dirac denkleminin radyal
kisimlariin diferansiyel bigcimlerini elde etmistik. Burada Coulomb potansiyeli icinde hareket
eden bir Dirac pargacigl i¢in c¢iftlenimli radyal denklemleri ¢6zerek bagh durumlar icin enerji 6z-

degerlerini belirleyecegiz [2]. Noktasal bir cekirdek ile -e yiikli bir parcacigin Coulomb

etkilesme enerjisi VV = —Zez/r icin Dirac pargaciginin radyal denklemleri soyle olur [2]:

dG K E+myc?® Za
Sl i 7% W
hc r
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E—-mgc?
hc

s=fr| +2|6e) =0 (2.83)

€2

Burada ince yapi sabiti, @ = P 1/137 degerine sahiptir. i1k olarak denklem (2.83) in kiigiik r

degerleri icin (0 dolayinda) ¢oziimiinii inceleyecegiz. Bu durum i¢in E + myc? terimleri ihmal

edilebilir ve sonucta asagidaki denklemler elde edilir.

déc «k Za
—+-G——F({@)=0
dr r T

dF kK Za

Denklem (2.84) nin ¢éziimii icin, kuvvet serisi agilimini kullanirsak serinin birinci terimi orijin

yakinindaki bolgede baskin hale gelir ve bu durumda G = ar? ve F = br? yazilabilir. Boylece;

ayr’ '+ kar¥™t — Zabr?"1 =0

byr?Y™1 + kbr? 1 + Zaar?"1 =0 (2.85)
yada,
a(y +k) —bZa=0,aZa+b(y —x) =0 (2.86)

ifadelerini elde ederiz. Katsayilar determinantinin 0 olma sartindan,

y:=x%—-(Za)?

2
y=t =@y =1 (j+) + 2202 (287)
ifadelerini elde ederiz.

Dalga fonksiyonun normalize edilebilir olma sartindan dolay1 y icin pozitif isaretli degeri

almaliyiz. Negatif ¢oziim i¢in y = —|y|, F2 + G2~r~2! (r=0 dolayinda), bu ise |y| < 1/2 olmasi

durumunda norm icin raksak bir integrale yol acar. Ancak k% = 1 ve za \/5/2 yadaZ = 118i¢in

negatif gama degerli diizenli ¢6ziimlerin olasilifi mevcuttur. Coulomb enerjisinin beklenen

degeri var olmalidir, yani
Ze? Ze?
fl/)t <—T>l/)d3x = J-(FZ + Gz) <—T> dr
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Hacim elemanindan gelen 2 standart ¢arpani burada (F? + G?) iginde yer almaktadir. Denklem

(2.84) ¢6zmek icin asagidaki tanimlar: yaparsak:

2.4_p2\ /2
o =2irile 4= e )7 (2.88)

Radyal ¢oziimlerin sagladig diferansiyel denklemler asagidaki bigimde olacaktir:

dG kG E+myc? Za
(@) _ _xG(o) ¢ 2% o) =0
dQ 0 2Ahc 0
dF(e) _  [E-mgc® | Za K _
T [—MLC +Z ] G(@) +5F(@) =0 (2.89)

0 — oo icin 1/9 ile orantili terimler ihmal edileceginden yukardaki denklemler su bicimi alir:

dG(e) E +myc?
do  2AhcA

F(o)

dF(@) = E—mgc?
do 2hc

G(o)

Denklem (2.88) ile birlestirildiginde bu ifadelerden sunu elde ederiz.

d’G(e) _ (E* +myc®c*)
do  (2hch)?

1
G(o) ZZG(Q)

G(g)~eig/2 biciminde davranan iki olasi ¢6zlim vardir, ancak sadece azalan tistel ¢6zim
normalize edilebildiginden bu ¢6ziim alinir. Benzer bir sonug F(p) icinde gecerlidir. Buna gore

asagidaki ifadeler yazilabilir:
1. _@
G(0) = (moc? + E) 2¢™2[¢1(0) + ()],
_ 2 _ ;Y- _
F(@) = (moc” — E) /2e™ /2[¢1(0) — ¢2(0)] (2.90)
Bu ifadeler denklem (2.88) de yerine yazilirsa, su ifadelere ulasilir:

1. _@ 1 d¢,  d¢
(m0C2+E) /26 /2[_E(¢1+¢2)+d_gl+d_92]'
E + mgyc?

—K
= moc® + B) 2™ a(gy + 9) + [ T

+ Z?a] (moc? + E)1/2€_Q/2(¢1 —¢2)
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1 d d
(moc? + E)'/2e~/2 [—E(¢1 —¢2) +%—di;2

_ [E—mo c?
2hcA

+ 2] (moc? + B) V2e = 2(¢1 + §2) + 5 (moc? — ) 12e™ (9 — ) (291)

Bu ifadelerin diizenlemesiyle,

——(¢1+¢2)+ ¢ ddtz

=g Gt o0+ [E;—Tf“ —EZZ; " Ei -t
)+ %—‘%

R %wn b2+ 51— $2) (2.92)
Ote yandan,

(moc? — E)'72 _mgc® —E

(moc? + E) /2 ~ hal

(moc? + E)'/2 _ mgc® +E
(myc? — E)l/z hcA

bagintilar1 nedeniyle asagidaki denklemi elde ederiz:

d —
——(¢1+¢2)+ﬂ+ i =FK(¢1+¢2)+[

E+myc? Za]|(mgc?—E)7/2
de

1 d¢, d¢
(1~ ¢p) + S 20

de

_ [E—moc Za] moc 2+E
- 2hcA 0

(p1+ P2) += (ff’l $2) (2.93)

Denklem (2.91) nin her iki denklemi sirasiyla toplanir ve ¢ikartilirsa,

Za moc?+E Za (mgc?+E)

—p1 + 252 = =2, 4y + T (¢ — ) = S (G + 6y) (2.94)
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Zamoc —E Za (moc +E)

—py + 252 = — 2, 4y + LT (g, - ¢) + S (g, 4 6))

de

Yukarda yapilan islemler toparlanirsa asagidaki denklemler elde edilir.
do, _ _ ZaE Zamoc
d_g - (1 hc)lp) d)l (Q hcAp ) ¢2'

dg, _ K |, Zamgyc? ZaE
ol G $1+ s b
do 0 hclp hcip

¢4 ve ¢, icin ¢oziimleri bulabilmek icin kuvvet serisi acilimini kullaniriz:

¢1 — QYZ‘?;)l:OaQO’d)z e Qyz;.;jl:()ﬁmgm

Bu denklem (2.96) te yerine yazilirsa,

+y-1 _ +y _ ZaE +y-1 _ Zamc? _
N0 +¥) @n@™ ! = o™ — 225 a0 — (i + ) S B0V m 4y — 1

5 B (m +7) @ (= + 220 ) 3 g oVm +y — 1+ 2L 5 g g

Burada katsayilar karsilastirilarak asagidaki esitlikler bulunur:

ZaE Zamyc?
amMm+y)=amq———anp—|kt+——|bm

hcA hcl
Zamgyc ZaE
.Bm(m+y)=( K+ > ) m+mﬂm
Burada,
Zamyc? Zamc?

L 7> R T
a ZaE n —m

"MtV TR

) ZaE _

hcA

m = 0 i¢in,
& 3 K—Za:;;icz K- (n +y)m0c
a n' n'

(2.100)’deki sonucu, (2.99)'deki ilk denklemde yerine yazarsak,

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)
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n'-m

ZaE Zamgyc? K—Zamocz
0 hcd —
A [m+y+—hd+(ic+ — )( >] = A1

yada,

ZaE

ZaE\ oo Z_M]_ -
@m [(m+)/+hcl)(n m)+(K h2c2)2 ) = a1 (0" —m)

Denklem (2.103) lin sol yanindaki her iki parantez i¢ini hesaplariz:

ZaE

(m+y+m)(m—y—m)=—2my—m2—y2+(

¥? = k? — (Za)? dir. Buradan su sonug bulunur:

A [—m(Zy +m) + (Za)? + (%)2 — (Zafzzcz)z] =ty (n' —m)

Bu ifade ise, séyle yazilabilir:

(n' —m)
Fm = " mQy +m) Fm-—1
=DM - 1)..(n" —m) y
T omlQy+1)..Qy+m) °
1-nR2-n")..(m—-n')
Y Qy+1)..2y+m)

Denklem (2.100)’den asagidaki baginti bulunur:

2

=200 1y (n’~1)..(n'—m)

,B — hecd a
m n'-m m!(2y+1)...2y+m) 0

Burada (2.100) kullanilirsa,

n(n'-1)..(n'-m+1)
m!(2y+1)..2y+m)

B = (=D™ Bo

Bu kuvvet serisi konfluent hipergeometrik fonksiyona dontisiir

a(a+1) x?

a
F(a,c;x) =1 +ox+ ccrn 2

Boylece tam ¢oziimler i¢in su sonuclara ulasilir:

¢$1 = a0’ F(1 —n',2y + 1;0)

(2.103)

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.107)
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Z(xmocz

¢z = Poo"F(—n',2y + 1;0) = <Kn—“> F(—n',2y + 1;0) (2.108)

Dalga fonksiyonun normalize edilebilmesi icin ¢; ve ¢, i¢in serilerin yakinsak olmasi gerekir;
yani hipergeometrik fonksiyonlar basit¢e polinom olmalidirlar. Bunun saglanmasi i¢in n' pozitif

tamsayilar olmahdir,n’ = 0,1,2 ...
Temel bir kuantum sayisi tanimlayalim;
n=n"+|k|=n’' +j+%,n =1,23,..

Bu bagintidan (2.101) kullanarak enerji 6z-degerini hesaplayabiliriz;

ZaE
(mo2c2—E2)?2

=n'+y=n—j—>+y (2.109)
ve sonug olarak,

[(Zoc)z + (n —j —%+ y)z] E? = my2ct (n —j —%+ y)z (2.110)

k=t(j+3)1,£2,43,.. (2.111)

Denklem (2.112) deki negatif isaret alinmamalidir, ¢iinki pozitif yiiklii cekirdek i¢in (Za>0)
negatif yiikli enerjiler gercek denklem (2.110)" u saglamazlar (¢liinkii bu denklemin sag yani
pozitiftir.). Bu yiizden (2.112)" deki isareti parantez icinde yazariz. Boylece atom icindeki

elektronlarin enerji 6z- degerleri icin, Sommerfeld ince yapi formiiliinii elde ederiz.

Dalga fonksiyonu normalizasyon kosulunu saglamasi gerektigi icin;
fooo(fz +g¥)ridr=1

radyal dalga fonksiyonu i¢in normalize edilmis tam ¢6zlimler asagidaki gibi olacaktir:
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T r2y+1) E

f@r)

oy (Tmoc (W47 moc” K)n

E

1;2Ar) £ n'F(1 —n',2y + 1;24Ar)

2.3.3. Sabit Bir Manyetik Alan i¢in Dirac Denkleminin Céziimii

g(r)} _+en’- \/ (Moc2+E)T(2y+n'+1) x(2Ar)r 1= iAr {((n'+y)mocz
4

- K) F(—n',2y +

(2.112)

Burada vektor potansiyel i¢in A= (0,xB,0) secimi yapilacaktir. Bu durumda Dirac denklemi

suna indirgenir [7]:

(E? —m?)¢p =[0.(p - e/f)]z(p = [(ﬁ — eff)z - e5§] )

= [ﬁz +e?B?%x?% — eB(aZ + pry)]qo

(2.113)

Bu harmonik salimicinin hamiltoniyenidir. Burada p,,p, ve o, sira degistirebildikleri igin

¢Ozlmler:
() = e/ f ()
biciminde yazilabilir.

Bu durumda f(x)’ e bagh denklem

@ z — (E2 2 2
[ &+ (eBx — 1))’ — eBoy] () = (B? = m* = p,)f ()
olarak elde edilir. Yeni bir degisken tanimlar

- (s-2)

eB

ve

E? — m2 _pzz

a= eB

secersek, elimizdeki denklem su bicime indirgenir.

dz

(—m+u2—az)f=af

Bu denklemin tam ¢6ziimii literatiirden kolayca asagidaki bicimde yazilir:

(2.114)

(2.115)

(2.116)

(2.117)
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() =C e‘%("‘z—g)ani [VeB (x - 2)] (2.118)

eB

Burada Hj, Hermite polinomlaridir. Dalga fonksiyonun sonsuzda sonlu olmasi gerekliliginden,

yani Hermite polinomlarinin indisinin pozitif tam say1 olmasi kosulu karsimiza ¢ikar: a + a =
2n+1, a ; o,nin 6z-degerleri olan +1 degerine sahiptir. Bu nedenle enerji diizeylerini veren

baginti:
E’=m?+p,2+eB2n+1-—a) (2.119)

Bu enerji diizeylerine karsilik gelen dalga fonksiyonlar1 kolayca yazilabilir. Diizeyler kesikli
(n,a =—-1;n+1,a—1) ve sirekli (p,)'de katmerliligin her ikisine birden sahiptir. Siirekli
diizeylerin katmerliligi sonlu bir kutudaki pargacigi goz ilinline alarak kesikli katmerlilige

indirgenebilir.
Spinin manyetik alanla olan yonelimine bagli olarak asagidaki tartismay1 yapabiliriz:
1.Durum: Spin manyetik alan yoniindedir. Bu ¢_ bileseninin sifir olmas1 demektir.

a)Bu durumda dalga denkleminin ¢éziimii

b
X+ = l(és +t) E Pk (x,y,2)Hy, 41 [VeB(x )] (2.120)
=- ((;”21) K(x,y,2)VeB(2(n + 1)Hy, [VeB (x - 2)| (2.121)
olur.
K(x,y,z) = ei(PyJ/+PzZ)e_ef(x Zg) (2.122)

a = 1licgin (ny + 1) olmak iizere,
E,>=m?+p,2+2eB(n; +1) (2.123)

bagintisi elde edilir.

(sbt) D
+ = s DK (6,9, 2)Hy, [VeB (x - 2) (2.124)
(sbt)
X_ = i(;+m) K(x,y,z)VeB2nH, _; [\/eB (x - z—;)] (2.125)
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olur. ¢ = —1i¢in (n,) enerji diizeyleri
E,? =m?+p,? + 2eBn, (2.126)
biciminde olur.

2.Durum: Spin manyetik alan yoniindedir. Bu ¢, bilesenin sifir olmasi demektir. Ayn1 sekilde

islem yapildiginda diger bileseneler elde edilir.

Biitlin bu 6z durumlar1 matris gosterimine yazarsak

1.a = 1igin (ny)
Bu duruma karsilik gelen enerji

E,2=m?+p,?+2eBn, +1

oo Vs -2
W, (x,y,z) = AK(x,y,2) (E+m) Grm) i+ [@ (x - Ie’_g)]
I-\/Ez(n+1)H [@ (x r Ie’_y)]

\ (2.127)

i(E+m) J

2.a = —1igin (n,)

Bu duruma karsilik gelen enerji
E.,>=m?+p,?+ 2eBn,

i, [V (-2

Gt [VeB (x = 22)] (2.128)

[ fn-: [VeB (x = )]}

i(E+m) M+~1

Y, (x,y,z) = AK(x,y,z)

olur.
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3. Materyal ve Yontem

Bu boéliimde tezde calisilan problem icin kullanilacak yontem tamitilacaktir [8].
Problemin ¢6ziimiinde kullanilan degisken degistirme yéntemi ile ilgili diferansiyel denklemlerin
analitik ¢oziimlerinin elde edilmesini saglayacaktir. 11k olarak iki bilesenli Dirac denkleminin bir
dis elektrik ve manyetik alan bilesimi icin ¢6ziimleri elde edilerek parcacik yaratma sayi

yogunlugu belirlenecektir.

Sauter, Heisenberg ve Euler in giiclii elektromanyetik alanlar aracilifiyla parcacik
yaratma islemi iizerine yaptiklar1 éncii ¢alismalardan sonra Schwinger, sabit ve homojen klasik
elektrik alan igin 1-ilmek etkin eylemini elde ederek birim zaman ve birim hacim i¢in asagida

verilen parcacik yaratma olasiligini formiile etmislerdir:

2 2
w= (€E)" oo 1 exp (— nmm ) (3.1

4m3 An=1n2 eE

Burada, m ve e parcacigin kiitlesi ve yiiki, E elektrik alandir. Bu ¢alismadan sonra bu
fiziksel slire¢ Schwinger mekanizmasi olarak adlandirildi ve bu silire¢ Kuantum alan teorisinin
onemli bir problemi haline geldi. Bu bagintida yer alan klasik elektrik alanlarin E ~ 101 V/cm
mertebesinde oldugu varsayilir, bu degerde bir elektrik alanin ise giiniimiiz teknolojisi ile

tiretilmesi oldukca zordur.

Goreli yliksek enerjili pargaciklar ile agir iyonlar arasindaki ¢arpismalardan meydana
gelen giiclii alanlar renk elektrik alanlari olarak adlandirilir ve bu alanlarin vakumdan parcacik
yaratma Kkabiliyetleri vardir. Bu tip carpismalar CERN ‘deki modern carpistiricilar ile
olusturulabilir. Schwinger mekanizmas1 hadronik parcacik yaratilmasina atif edilir, bu fazdaki

olusum Glasma olarak adlandirilir.

Literatiir incelendiginde Schwinger mekanizmasinin cesitli kararli ve kararsiz dis
alanlar i¢gin ¢alisildigr gortiliir. Elektrik ve manyetik alan bilesenlerinin her ikisini de iceren ayar
alanlari icin Schwinger mekanizmasinin tartisildigir bu calismalar parcacik yaratma olgusunda
elektrik alanin daha baskin bir etkisinin oldugunu ortaya koymustur. Bu nedenle pargacik
yaratma mekanizmasi biitiiniiyle saf elektrik alanlara atif edilir. Genellikle klasik
elektromanyetik alanlar icin yapilan bu gibi kuantum etkilerinin incelendigi calismalara egri
uzay zamanlarda da tasinmistir. Egri uzay zamanlar i¢in yapilan bu incelemeler bu tez

calismasinin kapsami disindadir ve bu nedenle incelenmeyecektir.

Fermiyonik parcacik yaratma orani icin yapilan hesaplama pozitif ve negatif frekansh

enerji durumlarinin belirlenmesini gerektirir; bu durumlar ” i¢ ve dis “ kip vakum ¢oéziimleri

37



Nurdan Yildiz, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2019

olarak adlandirilir. Bir dis alan icerisinde hareket eden goreli ytikli parcaciklarin hareketi i¢in
kip fonksiyonlarinin analizinin pozitif ve negatif frekansli ¢dziimler olarak belirlenmesi kolay bir
islem degildir, ¢linkii bdyle bir sisteme karsilik gelen Lagrangian biitliniiyle uzay zaman
koordinatlarina dayanir. Yani dis alanlarla olan etkilesme nedeniyle parcacik kavrami belirsiz
hale gelir. Bu nedenle pargacik kavramini tanimlamak icin bir kosula ihtiya¢ duyariz. Bu
calismada yar klasik bir yonteme basvuracagiz. Hamilton - Jacobi denkleminin tam ¢dziimlerini
elde ederek bu coziimlerin sonsuz ge¢cmis ve sonsuz gelecek icin asimptotik davranislarini
tartisacagiz. Daha sonra zaman tekillikleri dolayinda Dirac denkleminin ¢éziimlerinin asimptotik
davranisi belirlenecektir. Bu analiz yardimiyla ve Hamilton- Jacobi ve Dirac denklemlerinin
sonsuz gecmis ve sonsuz gelecekteki asimptotik ¢coziimlerinin karsilastirilmasiyla pargacik

nitelemesi bir kimlik kazanacaktir.

Burada pozitif ve negatif frekansh kip fonksiyonlarim1 asimptotik bolgelerde; pozitif
frekansh kip fonksiyonu e®® ve negatif frekansh kip fonksiyonu e (9 ye yaklasacak bigcimde
tanimlariz. Burada S(t) Hamilton-Jacobi denkleminin ¢6ziimii olan eylem fonksiyonudur. Bu

asamada asagida verilen 4-vektor elektromanyetik potansiyel i¢in inceleme yapilmistir:

A, = Byt[1 + tanh(¥/7)6% — Eo (T + At)63] (3.2)

Burada 7 ,I', A sabitlerdir. Vektor Potansiyelin bu bicimi birbirine paralel kararl
elektrik alan ve Sauter-Type manyetik alan yaratir. Bu bicimde secilen 4- vektor

elektromanyetik potansiyelden asagida verilen manyetik akim elde edilir:

1 [2]B]

Jv =4 Ttanh(x/_[’ )] 52 (3.3)
3.1.Hamilton-Jacobi Denkleminin Céziimii
Calismanin bundan sonraki asamalarinda dogal birimler kullanilacaktir, A = ¢ = 1.
S eylemi i¢in goreli Hamilton- Jacobi denklemi sdyle verilir [9]:

as as
0= - eAE] - eAe] +m2=0 (3.4)
Burada {¢° = (1,—1, —1, —1) Minkowski metrigi, m parcacigin kiitlesidir.

Elektromanyetik potansiyel Lorentz ayarina uyar ve Lorentz degismezleri elektromanyetik alan

tensoriinden asagidaki gibi hesap edilebilir.
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F™@E,, = 2(B? — E2) = 2B2%°' /9 _ 2,2 (3.5)
ve
F™F*, = 4E.B = 4AE By ec2(x),) (3.6)

G6z oOniine alinan manyetik alanin uzay zaman bagimhligi nedeniyle Hamilton-Jacobi

denkleminin ¢6ziimii asagidaki gibi ayristirilabilir:
S, %) =P(x) + Q) + (vky + zk;) (3.7)

Burada k, ve k, elektromanyetik alan i¢in yapilan se¢cimden ortaya ¢ikan korunumlu
momentumlar olarak adlandirilir. (3.7) no’lu denklemin (3.4) no’lu denklemde kullanilmasiyla
asagidaki denklem elde edilir. Burada Us olarak kullanilan nokta ve kesme isaretleri zamana ve

konuma gore olan tiirevleri ifade eder.
02 — P2 — [k, + eEq(T + AD)]? — [ky — eBo(1 + tan h(¥/))]” +m? = 0 (3.8)

Buradan iki tane birinci mertebe diferansiyel denklem elde edilir:

0? — [eEy(T + At)]? — 2k,eEq(T + At) + m? — k2 = v? (3.9)
ve
P? + {eBy1[1 + tanh(*/7)1}? — 2k, eByt[1 + tanh(¥/7) = v?] (3.10)

Burada v? ayirma sabitidir.

Zamana bagh dis alanlar vakumda kararsizliga yol agar ve bunun sonucunda da vakumdan
parcacik yaratilir. Bu nedenle uzaysal koordinatlari iceren dinamik c¢oziimlere yalnizca bir
katsay1 olarak katki saglar ve denklem 2 de verilen elektromanyetik ayar icin Hamilton-]Jacobi

denkleminin ¢6ziimiinii asagida verilen bicimde buluruz. Burada ¢ = I" + dt dir.

S(0,%) = S,(0 *)+eE°fQ 2+2kz + kg v —m? d
@X) = 200X T ) 9 T eE, @ e?EZ €

oeE, + kz) , . 2k, kZ 4+ v2 —m? vZ —m?
= (== + ([ )do+———
( 27 ¢ TR, e2E? ® T\ 2er2
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2k, L kZ+v2-m2 >
xln{29+a+2\/g +e—EOQ+(—)}+SO(O,x) (3.11)

22
e2E2

Coziimiin zamana baghligi 1 — e ® den tiiretilir ve goreli dalga denkleminin asimptotik
davranisi icin asagidaki ifade elde edilir:

, +i(Eea tzi'<"z‘m2)1 24|t
W(t - +o0) = eSO S ¢ i(S7)e i 2o ) M2AIED (3.12)
Buradaki iist ve alt isaretler negatif ve pozitif frekansli durumlar temsil eder.
3.2.Dirac Denkleminin Céziimii
Dis elektromanyetik alanlar i¢in Dirac denklemi soyle verilir:
[iyvd, + e,y —m]Yp =0 (3.13)

Burada yV Dirac matrisleridir, m ve e elektronun kiitlesi ve ytikii 1 ise dort bilesenli spinorlerdir.
Bu spinorii icin Dirac denklemi dort tane ciftlenimli diferansiyel denkleme indirgenir.
Matematiksel olarak karmasik olan dis alanlar icin analitik ¢6zlimleri elde etmek genellikle
zordur. Denklemin bu zorlugunun iistesinden Feynman ve Gell-Mann dis alanlar icin Dirac

denklemini iki bilesenli bir bicimini tanimlayarak gelmislerdir [8]:
- >\ 2 N - =
[(P —ed) +m?—ec.(B+ iE)] ¢ = (py — eAy)?p (3.14)

¢

Burada ¢ alisila gelmis Pauli matrisleri ve ¢ = ( ¢1) iki bilesenli denklemin ¢éziimleridir. Dort
2

bilesenli spindr ile iki bilesenli spindrii arasinda asagidaki iliski vardir:

~ <[E’. (P—ed+ (Py—edg) + m)]¢> (3.15)

- [7. (P - ed) + (Py — eAg) — m|¢

Boylece analitik ¢ozlimleri elde etmek amaciyla iki bilesenli formalizmi takip ederiz. Verilen ayar

alan1 x ve t ye bagh olduklari i¢in k,, ve k, hareket sabitleridirler. Ve ¢6ziimler asagidaki bicimde

yazilabilir:

¢ = eilvky+aks) [X1(X)T1(t)

X, (0T, (1) (3.16)

Boylece denklem (3.2) ve (3.16) denklem (3.14) de kullanilirsa asagidaki denklemi elde ederiz:
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dZ
{_W — eBy(eByt? + s) sech?(¥/7) + 2eBy(eB, — Tk, ) tanh(*/7) + 2eByt(eByt — k) + m?

d2
+ k3 +kZ+ pre) (eEgAt)? + 2eEqA(eEoT + k)t + eE T'(eEoT + 2k,)

— iseEoA} Xs(OTs(t) =0 (3.17)

Burada spin indisi s ve +1 6z-degerlerine sahiptir ve bunlarin her biri ¢; ve ¢, spinodrlerine

karsilik gelir. Bu denklem daha basit bir bicimde soyle yazilabilir:
[F(x) + Q®)]xs ()Ts(t) = 0 (3.18)

Burada asagidaki islemciler tanimlanmistir:

2

F(x) = —d—z — eBy[eByt? + s] sech?(¥/7) + 2eBy|eB, — Tk, | tanh(*/;) + 2eByt[eBot — k)| +

dx
m? + k% + kZ (3.19)
Q) = L5+ (eEoAt)? + 2eEgA(eEoT + k,)t x eEoT(eEoT + k,) — iseEoh (3.20)

Denklem (3.18) de asagidaki gibi iki denklem elde edilir:

[F() - w]xs(@) = 0 (3.21)
[Q(®) +w?]Ts(t) = 0 (3.22)
Burada w? ayrilma sabitidir.

x = 7r tanimi yapilirsa, denklem (3.21) su bicime doniisiir.
dz
[m + Y sech?r —ytanhr — s] xs(x) =0 (3.23)
Burada su tanimlar yapilmistir:
Y =eBy(eByt? +5), y = 2eB,t*(eB, — tky),
e = 2eByt3(eBot — ky) + 2(m? + k2 + kZ — w?) (3.24)

Bu denklemi ¢6zmek amaciyla Rosen ve Morse u izleyebiliriz. Dalga fonksiyonu i¢in y,(r) =

e cos h~? r f,(r)tanimlanirsa,

{ ;" +2(a—btanhn)f," + }—0

[(Z—b(b+1))sech?r — (2ab + y) tanhr + (a® + b% — &)|f; (3.25)
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elde edilir. X/f nin —o < r < 400 da sonlu olabilmesi icin (a? + b? + &) =0 ve (2ab+Y) =0

kosullar1 gereklidir. Bu kosulardan a ve b icin asagidaki ifadeleri tiiretiriz:

a=-3[E+i- -] (3:26)

1 1 1
b=3|E+nz--] (3.27)
Buradan = % (1 + tanh r) tanimi yapilirsa, asagidaki denklem elde edilir:
d? d
n(1 —n)d—nz+ [a+b+1-2(b+ 1)n]%+ [E—-b(b+1D];f=0 (3.28)

Bu denklem ise hipergeometrik fonksiyonlarin sagladig: diferansiyel denklemdir. n = 0 da sonlu

kalan hipergeometrik fonksiyon bu denklemi saglar ve ¢6ziim soyle verilecektir.
1 1
fsap = 2F1 [(b +1,)-E+1/)50+1)+ B+ Y)5a+b+ 1:77] (3.29)
Boylece tam ¢6ziim:
1 1
Xs = e % cosh™r,F [(b + 1/2) -(z+ 1/4)2; (b + 1/2) +(Z+ 1/4)2; a+b+ 1;77] (3.30)

Bu ¢6zlimiin sonsuzluga yakinsak olmasi icin asagidaki kosul saglanmalidir:

[(b +1,) -+ 1/4)%] -n (3.31)
Boylece,

a=—y [(42 +1)7— (2n+ 1)]_1 (3.32)
ve

b= % [(42 +1)7— (2n+ 1)] (3.33)

Ayrilma sabiti w su kosuldan (a? + b? — €) = 0 kolaylikla tiiretilebilir.
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Yeni bir degisken tamimlayarak, ¢ = \/% (eEgA + eEyT'+ k,) denklem (3.22)den asagidaki
0A

denklemi elde ederiz.

—_— &2
dfz 4 2eEyA

d> 1 iesEgA + k2 — w?
{ _lesfolt i }Ts(g) ~0 (3:34)

Bu diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri parabolik silindirik fonksiyonlardir[10]:

Ta

——=

e 4 i % i
Ts(§) = (ZeE—A)% [D—id—l/z (e /45) + D—ia—l/z (e /45)] (3.35)
0
Burada, d = (%) dir.

Boylece, tam coziimler elde edilir ve Dirac spindriniin tiim bilesenleri, (3.30) ve (3.35)

denklemlerinin denklem (3.16)’da yerine yazilmasiyla elde edilebilir.

3.3. Bogoliubov Déniisiim Yontemi le Par¢acik Yaratma Siirecinin incelenmesi

Cift yaratmanin sabit bir alanda dogrudan gézlenmesinin yarattigi zorluktan kaynakl
olarak pargacik yaratma siireci (3.28) denkleminde verilen dalga fonksiyonun zamana bagh

bilesenleriyle incelenebilir, bu bilesenler parabolik silindirik fonksiyonlardir.

Denklem (3.34) Un iki ¢6ziimi asagidaki bicimde verilir:

e_T[Ta im/
Tsl(f) = —1D_l'a_1/2 (e 4’5) (336)
(2eEyN)%
ve
_ e_nTa * in/
Ts, (§) —(ZeEOA)%D‘iﬁ‘l/z (e 45) (3.37)

Elimizdeki tek ¢oztimler bunlar degildir ve geri kalan herhangi bir ¢6ziim Bogoliubov kat sayilari

araciligiyla olusturulabilir.

T, (&) = aTy, (§) — BT, (&) (3.38)
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ve

T, (§) = a'Ts, () + BT, () (3-39)

Bogoliubov doniisiim yontemi bir izomorfizm aracilifiyla olusan kanonik bir sira degistirme
bagintis1 cebrinin baska bir cebirle iliskilendiren bir ydntemdir. Diiz uzayda kuantum alan
teorisinde alan denkleminin 6z fonksiyonlar: olan 3 kip ¢6zlimler cinsinden asagidaki bicimde

yazilabilir:
= (@nn+ GoR) = ) (B0 + bEOL) (3.40)
n k

Burada, su bagintilar gecerlidir (¢;, 9;)=6; ,(¢;- ;)= ;). (¢i, ;)=0 ve (8;,0,)=6;,(6;,6;)=6; ;
(6:,6/)=0

Yaratma ve yok etme islemcileri a}: ,b,t ve a,,b; asagidaki bagintilarla verilir:

an = Zk(an(pn + B;nb’-(r) (3-41)

bie = ) (@intn = Bin@}) (3.42)
k

Ain Ve Prn Bogoliubov katsayilaridir ve a;; = (G)L-,(pj) ve B = —(G)L-,(p]’-‘) ile hesaplanir. Bu

katsayilar asagidaki bagintilarla iliskilendirilir:

> (@it = Bibia) = (3.43)

Z(Ofniﬁki — Bnittki) =0 (3.44)
i

|0,> ve |0, > Fock uzayinda iki vakuum durumu olsunlar, bunlar tim n ve k drumlari icin

asagidaki gibi temsil edilirler:

|0, >:a,]0, >=0 (3.45)

Eger 0, vakuum olarak alinirsa, 0, durumu birgok par¢acik durumu olarak adlandirilir. Béylece,

0, 0,_ kipli parcaciklarin sayisi :
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(0albbil0g) = > 1Bl (3.47)

Eger ¢, (x) pozitif frekansh kipler olarak tanimlanirsa ve @,,_ kipleri bunlarin cizgisel bilesimi
ise, Bji = 0 olur ve b;|0, >=0 ve ax|0, >=0 olur. Boylece ¢; ve 0, Kkipleri ortak bir vakum

durumuna sahip olurlar. Sj, # 0, 0 pozitif ¢, ve -¢;, frekansta kiplerin bilesimine sahip olur.

Boylece Bogoliubov katsayilarini bulmak ic¢in pozitif ve negatif frekansh c¢oziimleri

tanimlayabiliriz.

Parabolik silindirik fonksiyonlarin asimptotik acilimi soyle verilir,
2
Dy(Dsjten ~ 2% /2, |argz| <2 (3.48)

Bu ifadenin t— +oo limitinde denklem (3.36) ve (3.37) i¢in goz ilinline alinmasiyla ve bunlarin
denklem (3.12) ile karsilastirilmasiyla asagida verilen pozitif ve negatif frekansh kip ¢oziimleri

elde edilecektir;

T, () ~ (VZeBohlel) A ) (349

ve

T, ~ (\/mltl)_1/26<ieE0At2+idln< m|t|>)

(3.50)
Sonug olarak ¢éziimler T, =~ e*5(® piciminde davranacaktir.
t » —oo(§ - —) i¢cin ¢ozlimler asagidaki bicimde olacaktir;
_ma
e 4 " i
T, () = ——— D"y 1, (—e5¢) (3.51)
(2eEyN)4
ve
_ma
e 4 i
T;,(§) = — 1Dy, (_e”%f) (3.52)
(2eEygN)4

+is(t)

Bunlarin asimptotik davranisi ise, T, = e* olacaktir.

45



Nurdan Yildiz, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2019

Coziimlerin asimptotik bolgelerde farkli olacagi aciktir, bunun kaynagi pargacik yaratma
olgusunun kendisidir. Bu yiizden t — 400 i¢in ¢6ztimler “dis” vakum Kkipleri, t = —oo ¢dziimleri

ise” i¢” vakum kipleri olacaktir.

Pozitif ve negatif frekansli dis ve i¢c vakum Kkipleri Bogoliubov katsayilar1 araciligiyla

iliskilendirilebilir. Denklem (39) kullanilarak asagidaki ifade yazilabilir,
D sy (-e758) = 0y (e50) 0, (o) a5
Bu bagintinin sol tarafindaki ifadeyi asagidaki formiile gére acarsak,

—imv \/ﬁ —in(v+1)
Dv(z) = [e Dv(_z) + T(—v) e /ZD—V—l(iz)] (354')

ve [D,(-=2z)]" = D_,_1(_iz) ifadesini géz 6niine alirsak , @ vef Bogoliubov katsayilarin acik

olarak asagidaki bicimde elde ederiz:

ZTnie_nﬁ/Z
S (3.55)

a= T(-id)
ve
p=e T (3.56)
2_. 2
Burada, d = (kzzeEvj\ ) dirve |a|? + |B|?> = 1 kosulu saglanmaktadir.
0

Yukarda elde edilen Bogoliubov katsayilarindan yararlanarak,

la|?2m . 1 357
BEE° TP 57
ifadesini elde ederiz.

Gamma fonksiyonlari i¢in asagidaki formiilii goz 6niine alirsak

ITGi)|? = (3.58)

q sinh(mq)

Pargacik yaratma say1 yogunlugunun asagidaki gibi elde ederiz:

N 1N I
N’JI,BI = W-l_l =e (359)
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-

Burada & parametresi dort vektor potansiyelin fiziksel sabitleri cinsinden yazilan bir

parametredir ve acik hali agsagidaki bicimde verilir:

1 4et?B} (eBo—‘rky)z 1

2 2
2eEoM | (—1-2n+/T+4eBy(s+eBor?))  *7

a= (—1 —2n++/1+ 4eBy(s + eBOTZ))2 —(m?+k3) -

2eByt(eByT — k) (3.60)

47



Nurdan Yildiz, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2019

4.BULGULAR

Bu béliimde Dirac denkleminin secilen bir dis elektromanyetik alan i¢in tam ¢6ziimleri
elde edilerek fermiyonik parcaciklarin yaratilma say1 yogunlugu hesaplanacaktir. Bu probleme
baslarken ilk olarak Klein-Gordon denklemi ele alinacaktir. Ardindan Dirac denkleminin ¢6zimii
elde edilecektir. Fiziksel bir uygulama olarak pargacik yaratma siireci tartisilacaktir. Parcacik
yaratma uygulamasi sadece Dirac denkleminin ¢6ziimleri i¢in tartisilacaktir. Bunun nedeni ise
Dirac denkleminin secilen iki-bilesenli biciminin s = 0 durumu icin Klein-Gordon denklemine
indirgenebilmesidir. Yani denklemin bu yapis1 spinsiz par¢aciklar1 ve onlarin yaratilma sayi
yogunluklarimi da barindirdigindan ayrica hesap yapilmayacaktir. Dirac denklemi icin elde

edilen sonuclarda s = 0 alinirsa, bu sonuclar Klein-Gordon denklemi i¢in de gegerli olacaktir.

4.1 Klein-Gordon Denkleminin Céziimii
4-vektor elektromanyetik potansiyel asagidaki gibi secilecektir:

B 2 E, — 3
Ay =—28, —?0(1 —e~%t)s, (4.1)

Burada u,¢ ve { sabitlerdir.

= = 84 d [E — ~ E _E\T
E=-To-F=-2[2(1-e “)]k=?°(§e )k

E = Eoe_ftié
Ayni zamanda potansiyelin rotasyonelini aldigimizda manyetik alani elde ederiz:
i j k
0y 0 d,
_Bo _Eoq _ bt
0 . : (1—-e%YH

>4 7 B
B = Zk(x_g

Secilen vektor potansiyele gore E || B olmaktadur.

Elektromanyetik alan igerisinde hareket eden goreli ve spinsiz parcaciklari temsil eden Klein-

Gordon denklemi soyle verilir [1, 4 ]:
[(P — eA)? + m?|W = (P, — edg)?¥W (4.2)

Bu denklem (4.1) de verilen 4-vektor elektromanyetik potansiyel icin su bicimi alir:
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[P% + e24% — e(P.A + A. P) + m2|¥ = Py*W¥
(P.A+ A.P)Yy = (PeAy + PyA, + PA, + AP + AyP, + AP,
\_'_l \_'_l

(P)Ay + AP, + PA, + A,P) ¥y = Ay (Py) + Ay (Byy) + A,(By) + AL (Payy)

[Ay (Pyy) + A, (Py)]

Boky | Ej _
= —2[ xy+?(1—€ )k, 1Yy
= =2 =2 =2 2
P2=B"+B +B =—--5+k +k,°
N 2 2 2 2
iz = %+%(1 — e 8t)’ = %+%(1 +e 2t —2¢7%)
Ayrica,

W = =iy tzk2) G () H (1)

biciminde bir ¢6ziim 6nerilir ve yukaridaki bagintilar denklem (4.2)’de yerine yazilirsa,

2p 2 2p 2 2 k
e Ny 2 + R S o2t g o T 2 (1 — )k, +
mz} =GX)H(@) =0 (4.3)
veya
2 2 2 2 2
{——++exB° e R +%e‘zft+%(—kz—%)e‘&+%+
ZeBOkZ}G(x)H(t) =0 (4.4)

olur. Bu denklemi iki islemci tanimlayarak kisaca soyle yazabiliriz:
[UKG (%) + Vg (t)]G(x)H(t) =0

denklemini elde ederiz. Burada tanimlanan islemcilerin agik bigcimleri asagida verilmistir:

2€B0

ﬁKG(x)———++eB°+ ZO0 b kP kA m? (4.5)
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. d?>  e?E,*
Vke(® =77+ e Xt

§? $

2p 2
2eE, (_ ] eEO) _§t+e E, +2eBOkZ

o &2 £

Bu iki denklem ise ayristirilabilir, b? sabit olmak iizere iki ifade elde edilir:

[Uke(x) —b?]G(x) =0 Q)
[Vke(@®) + b?|H(t) =0 (ii)

(i). Denklemi:
[Uke(x) = b*1G(x) = 0

(i) denkleminin acik bi¢cimi yeniden yazilarak denklem diizenlenirse,

d? ezBO2 ZeBOky 2 2 2 2 _
|- oo+ + S+ 4k + K, + m? — b?[G(x) = 0
veya

d? e2B,>2 2eByk 2 2
|-+ R b2 — (g + kg +m?)|6(x) = 0

YZ

p = 2iyx degiskeni ile yeni bir doniisiim uygulanirsa,

a dp d ., d
Z=228 g2
dx dx dp dp
az 2 d?
dx? 14 dp?

Bunlar denklemde (4.7)’de yerine konulursa,

d? 2By? 2i
[—4v? 2 — 2 (—4y®) — 2eBoky 22+ v?| 6(p) = 0

d>  e?By? 1 1 _
i [ OB

elde edilir. Bu ise Whittaker denklemidir ve bu denklem soyle verilir:

Tanim: Whittaker fonksiyonlarinin sagladigi diferansiyel denklem [11]:

(4.6)

(4.7)

(4.8)
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1 5
> z—H +k 1 W — o
dt? 72 z 4 kn(2) =

Buna gore denklem (4.5)’in ¢6zlimii Whittaker fonksiyonlaridir:

G(p) =AMy, (p) + B W ,(p)

Burada 4, Bnormalizasyon sabitleridir.

(4.5) denklemi bu denklem ile karsilastirilirsa Whittaker fonksiyonlarinin indisleri belirlenebilir:

1
Z _ IJ-Z — _eZBOZ

u= + %'{' eZBOZ

ieBoky ieBoky
Y /bZ—(ky2+kzz+m2

(ii). Denklemi:

A=

[Vke(®) + b2|H(t) =0

(ii) denklemini agik bir bicimde yazalim.

d* | e’Eo® o 2eEg eEo) g , €*Eo” | 2eBok, 5 _
e+ e = (ke + S5 €75 4 S 4 2B 4 p2JH(D) = (4.9)
Bir 6nceki kesimde yaptigimiz doniisiimii yeniden hatirlayalim: e % = a degisken doniisiimii

yapilir ve ilgili bagintilar denklem (4.8) de yerine konulursa,

{dz 1d e2E,? 2eE0< eEO)l eEO(eEO
1 - Z

b2
st aat el et [R5 ) g fro o o

3

1
elde edilir. Burada 1.tlirevi yok etmek i¢in; H(a) = a 2zh(a) bagintisi yazilirsa,

[ (e 2 2] 2422 B = @

Yeni bir degisken doniisiimii yapilip ¢6ziimler denklem (4.10)’ da yerine konulursa,

2 2
8 = 2ifa, B2 = %igin

d doe d .~ d
T awae - 2iBg
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(0 ) (0 2) 2] 222 o 52) 2 ) =0

dez ' de2 £

veya

e ) 1] 0+ ) 0 -

elde edilir. Bu denklem de yine Whittaker denklemidir ve

1 eE, /eE 21
~2 0 0

S =9(2e Zk) >4

i * z3(z )T a
i |eE E

l~1=ig —30<—0+2kz)+b2

Xzé(k +e§°)

olmak tlizere ¢6ziim,

biciminde olacaktir.

Boylece Klein-Gordon denklemi i¢in tam ¢6ziim,

Pge = elVkytzke) [AM,,,(p) + BWy . (p)]x ezt/z [A My (8) + EWXH(G)]
seklinde olacaktir.

4.2.Dirac Denkleminin Coziimii

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Bir dis elektromanyetik alanda spin-% parcacik olan elektronlar i¢in Dirac denklemi onceki

boéliimlerde yazilmisti [7]:
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[iy#(B, —eA,) + m]¥p =0 (h=c=1) (4.16)

Burada y" Dirac matrisleridir, m ve e elektronun Kkiitlesi ve yiikli, W ise dort bilesenli
spinorlerdir. Dirac denkleminin iki bilesenli bi¢imi ilk defa Feynman ve Gell-Mann tarafindan

tanimlanmistir [12].
[(13 — e/T)z +m?—eo. (B + iE)] @ = (Py_edy)?e (4.17)

Burada ¢ Pauli spin matrisleridir ve ¢ = (Ez;) iki bilesenli denklemin ¢ozlimleridir. Dort

bilesenli spindr ile iki bilesenli spinor arasindaki iliski soyle verilir [10].

_[{@ (P — eA) + (P — eAp) + m}w] (4.18)

b {Ef(ﬁ— eff) + (Py — eAp) —m}(p

Verilen ayar alani x ve t ye bagli oldugu i¢in k, ve k; hareket sabitleridir ve ¢oztimler asagidaki

bicimde yazilabilir:
;= e!Uky+7ka) X ()T} (¢) j=12 (4.19)
Boylece denklem (4.1) ve (4.17) denklem (4.18) de kullanilirsa asagidaki denklem elde edilir:
Denklem (4.26) diizenlenirse,
[p? + e?A? — 2e(P.A + /fﬁ) +m? —ed.(B+iE)|p = (po — eA\ﬁ)zqo (4.20)
—ihd, O
Denklemin sol yaninda yer alan tli¢lincii terimin acik ifadesi,
2(P.A+ A.P) = 2(A,P, + A3P3)
By

E -
= 2[k, —?0(1 — e tOk,

Boylece denklem daha acik olarak yazildiginda,

B,? E,? 2Bokye 2eE,
X

~ B .
P2+k, +k,” +e? Lz + e? %(1 —e7¥H2 4 + k, + m? — es(—g + iEge %Y%)
x ¢ '3 x

dZ
+ -1 =0 (4.21)
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denklem tekrar diizenlenirse,

By® 2Bgk,e B d? Ey? 2Eyk e
A 2 2 0 0™y 0 0 - otz
- iesEoe-ft}XjTj =0 (4.22)

Burada spin indisi s ve +1 06z degerlerine sahiptir ve bunlarin her biri ¢, ve ¢, spinoérlerine

karsilik gelir. Bu denklem daha basit bir bicimde soyle yazilabilir:
[F(x) + QW)]X;()T; (1) = 0 (4.23)

Burada asagidaki islemciler tanimlanmistir.

F(x) ;—; + eB"(if"_s) + Zei’ky +m2 + k2 + k> (4.24)
0(t) = ;—:2 + ez’%ze‘sz — eE, (ng‘) + is) et 4+ % Y (% 4 2kz) (4.25)
Denklem (4.25)’ten asagidaki gibi iki denklem elde edilir.
— )+ Q@)IXT = 0
XT
SFEOX(@) +2QOT®) =0
. . . L )
c2 2
[F—c?]x(x) =0 (iii)
[0 +c?|T(®) =0 (iv)
Burada c¢? ayirma sabitidir.
(iii) Denklemi:
dfz + eB"(e;" =5, Zeioky +¢% — (ky? + ke, +m?) | X;(x) = 0 (4.26)

Burada su tanimlar yapilmistir.

p =2yx y=Jm2+ky2+kzz—c2
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p ve y tanimlarini denklem (4.22) te yerine koyarsak;

d? eBy(eBy, —s) 2eBok
4y2 — — 4y%) - ——= 2y) —¥?|X;(p) = 0
[ydpz oz (4v*) p @y) —r*|X;(p)

[dz eBy(eBy—s) eBoky 1

1 —
dp? p? Y P ﬂ&@)_o

bu denklem de Whittaker denklemidir ve ¢6ziim;
Xj(p) = AMy,, (p) + BWy,, (p)

olur. Burada,

1 2
Z—H = (s —eBy)eBy

, 1
W=7 + eBy(eBy — s)

1
U= i\/z+ eBy(eBy — 3)

eByK, —eByk,,
Y

K=

\/mz + ky2 +k,? —c?
Whittaker fonksiyonun sonlu olma kosuly;
%+u—k=n

oldugundan yukaridaki g ve k tanimlari yerine konuldugunda,

eBok,y,

fm2+ky2+kzz—c2

%+\/%+e30(eBo—s)+ =-n

—eBoky 2

[\/%+ eBy(eBy —s) + (n +%)]2 = (—=2—
m2+ky2+kzz—c2

n +% = N tanimini yapip (4.28) denkleminin karesini alalim:

ezBozkyz

N? +%+ eBy(eBy — s) + +2NJ%+ eBy(eBy — s) =

2, 2
m2+ky,“+k;"~c?

(4.27)

(4.28)

(4.29)
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e2By’k,*

2 2
m? 4k, 4k, —c? =

N2 + % + eBy(eBy — s) + ZNJ% + eBy(eBy — s)
ZB Zk 2
c2=m?+k,? +k,’ — e (4.30)
Y N +7+eBoy(eBy—s)+2N E+6Bo(eBo—s)
(iv) Denklemi:
Eo® _ 2 - E, E
0@t) = [ﬁ+ e2 O e %t — ¢F, ( ; 0 4 ls) &t 4 %e (%" + 2kz) + CZ]Tj(t) =0 (4.31)
e~$t = @ doniisiimiinii yapalim:
d _dad _ d
dt  dtda ' da
d*> 2( d ) d
a =5\ ") @
.2 (4 daz
= £a() @i
= 22 L 4 g2, 2
da? da
d? Eo? E E
{§2a2ﬁ+ 52 +e2 °€2 - eEO( 7 ®+is )a+%e %+2kz) + 2Ty = 0 (4.32)
denklem (4.31) tekrar diizenlenirse,
Ege (eEg 2
@ 1d Bt el (2emy ) 1 TE (R
Tttt -2 ( Tt is) + = = Tiey = 0 (4.33)
\—'—l l—'—l
d, dy
Tj(a) = a V2 fj(a) tanimi yapilirsa,
a2 1d d, dq ~
2l T 0
[daz ada «a 2 54] i@
birinci tiirev yok olur ve,
az 11 d, ,E?
W+?(Z+ dl)—;+e F f}-(a)=0 (4.34)
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2
A = 26a tanimi yapilip ve e? % = 02 doniisiimii yapilirsa,

d _ - d
da  ~dA

d? d?
_ - 2_-
da? 49 dA?

2

x4 11 2y _% 21 f.(q) =
[462 5 + = (5 + d)(46%) =2 (20) + 67] fi(@) = 0

2 11 dy1 1
[W + F(Z + dl) ————— ]fj(a) -0 (4.35)

(—+2k,) +c
N Rl
&2
- d,
k=——
26
eEy 1 (2eE,
- &2 a( &2 + S) §2 (2eE, s&?
k= = ——( lS) —(1 )
5 , Eq? 2e0\ &2 2¢eE,
e F
- is&?
k=-(1
( +2eE0)
Boylece ¢6ziim asagidaki gibi olur:
fim=AMz 3, (A) + BWi;(A) (4.36)

Dirac denkleminin géz 6ntine alinan elektromanyetik potansiyel icin tam ¢6ziimii ise soyle

olacaktir:
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;= !k 2] aMy L (p) + BW, (0| [AMy . (4) + BW 5 (4) (4.37)

4.4.Hamilton-Jacobi Denklemi

S eylemi i¢in goreceli H] denklemi soyle verilir:

goH (% - eAa) (;{—Sﬁ - eAa) +m?2=0 (h=c=1) (4.38)

Burada g** = (1,—1,—1,—1) Minkowski metrigi, m parcacigin kitlesidir ve A, dort-vektor
elektromanyetik potansiyel denklem (4.1) ile verilmistir. Ayrica a ve u indisleri 0-3 arasinda

deger alan indislerdir.

Boylece H] denklemi su bigimde olur:

(B - () - (B4 ) (84 ey _gmet)) 4m2 =0 439
dt dx dy x dz g € B (4-39)

GOz Oniline alinan manyetik alanin uzay ve elektrik alanin zamana bagimliligi nedeniyle HJ

denkleminin ¢6zlimi asagidaki gibi ayristirilabilir:
S(t,X) = B(x) + G(t) + yky + zk,) (4.40)

Burada k, ve k, elektromanyetik alan i¢in yapilan segcimden ortaya ¢ikan Korunumlu
momentumlar olarak adlandirilir. (4.38) no’lu denklemin (4.39) no’lu denklemde kullanilmasiyla

asagidaki denklem elde edilir

N O L R o

Boylece iki tane birinci mertebe diferansiyel denklem elde edilir.

()~ (kv 2200-e79) = () (42| 0 42

Burada b? ayirma sabitidir.
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() (ke + 21— w10

() = (ko + (o) 2

e%Ey?  e2E,? 2e2Ey?
=k, —m? + b2 + 2 4 28t 20 it
X z 52’ 52 52
Y

u2

(4.43)

(4.44)

u? tanimi ve @ = e ¢ degisken doniisiimii yapilip denklem (4.41)’de yerine konuldugunda,

d dad d

- arde” %

2 2 2 2 2
dG e2E 2€2E,
(—Sa—) =ut4+—2q%- o
dt &2 &2

<d6)2 _u? 1 N e2E,2  2e%E,%1
dt) = §2 2 &4 &2 ¢

u2 1 e2E,? ZeZEO
G(a)=f f—zﬁ-l' §4 52 —da

veya

u 1  2e2E,%1  e2E,”
G(a)=gf ?"‘ u2E? a u2§?2 da

olur ve tekrar diizenlenirse,

2€2E02 €2E02 2
1- a— a
_u u2$2 quZ
G(a) = Ef\/ - da

elde edilir.

Coziimiin zamana baghilig y — e~

davranisi icin integral icinde kalan kismin asimptotik davranisina bakalim:

e T- +oo,a - 0icin ¢ozlimler asagidaki gibi olacaktir:

(4.45)

den tiretilir ve goreli dalga denkleminin asimptotik
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limGla)=tlna
a—0

lim G(a) = + In(e%Y)
a—0

limG(a) = £&t

a-0
e T—- —o0,a - +o0icin ¢ozlimler,

limG(a) = ia31/2a' + af/ In(a)
a—-0 as /2

limG(a) =+ (%) e St + (— 2e2502) uie In(e%?)

a-0 o u?§? e2Ey”
, eE o 2eE —
‘lxl_r)ré G(a) =+ (u—;) e St + (u—;) In(e%t)

limG(a) =+ (%) e St + (%) t

a-0 —\ ué
olur.

Coziimlerin asimptotik bolgelerde farkli olacagi goriiliir, bunun sebebi pargacik yaratmanin

”

kendisidir. Bu ylizden t = 40 i¢in ¢oziimler “dis” vakum Kkipleri, t - —oo ¢odziimleri ise” i¢

vakum Kipleri olacaktir.

Pozitif ve negatif frekansh dis ve i¢ vakum kipleri Bogoliubov katsayilar1 aracilifiyla

iliskilendirilebilir.
SO =[Ccy(X) £ ét] 3= C)(®) L ut (4.46)
=) X 3 =) X '
- E)\ _ 2¢E,
5 = [ ()~ £ (25)
- E)\ _ 2¢eE,
S®) = [cy@ + (eg—;’) e~5t + (%) t]g (4.47)
Boylece ¢6zlimili zamana bagh bicimiyle negatif ve pozitif frekanslh durumlar i¢in s6yle yazariz:

PO S (£)eST 5 Wy (x)etiut (4.48)

.(eEg +i

; ¢E0) -5t /(2¢Eo
w) ‘{’O(f)els(ﬂ R 'f’o(f)eil( 2 )e )et ( 50)1:

W 5wy @exp {+i (%) e~St 4+ L(%) t} (4.49)
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e2E,

2
Denklem (4.44) de tanimlanan u = szz—mz +b? + §2° icin,

_ (B §2(k,”~m2+b?)
u_(g)JH S RIRE

elde edilir ve denklem (4.45) ve denklem (4.46)’de yerine konuldugunda,
+i¢o 1+—€2(klz_m22+b2)t
. - e2
pO 5w (e A Eo (4.50)

£i(2ER)et¢

P S (F)ett (%) e\ ® (4.51)

elde edilir. Buradaki iist ve alt isaretler negatif ve pozitif frekansli durumlari temsil eder.
4.4.1. Parcacik Yaratma

Cift yaratmanin sabit bir alanda dogrudan goézlenmesinin yarattig1 zorluktan kaynakl
olarak parcacik yaratma stireci icin denklem (4.35) de elde edilen tam c¢6ziimiin, dalga
fonksiyonun zamana bagh bilesenleriyle inceleme yapilacaktir. Bu inceleme icin kullanilacak
Hamilton-Jacobi yontemi ve Bogoliubov dontlisiim yontemi Bolim 3 de ele alinmistir. Asagidaki

denklem (4.35) sinir sartlari icin degerlendirilecektir:

e t—>+4o0 icin a—>0, 8 >0 olacaktir ve bu durumda (4.35) dalga fonksiyonunun

asimptotik davranisi asagidaki gibi olur:

8 1
Mpz(8) — e 267+ /2 (4.52)

Bu durumda pozitif ve negatif frekansh vakum “i¢” ¢6ziimleri sirasiyla soyle olacaktir:
f0+(9) = A0+M1}ﬁ(9)

foo(0) = [Ag* Miu(®)] = Ao* (=) F*+2Mz;(0) (4.53)

FO)0 = 40" [Mez® + (=D 2 _y ) (4:54)
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e t—o —o00, a— 4+, - oo olacaktir ve bu durumda (4.37) dalga fonksiyonunun

asimptotik davranisi asagidaki gibi olur:
_8
Win(6) - e 26" (4.55)
Bu durumda pozitif ve negatif frekansli vakum “dis "¢6zlimleri sirasiyla soyle olacaktir:
foo+(9) = Boo+WI~<iZ(9)

foo (0) = Bt Wip(0)]" = Boo ™ W _g i (—6) (4.56)

f(0)e = B [Wip(6) + W_g 5 (=0)] (4.57)

Elde edilen ¢6ziimler fiziksel olarak tek degildir diger ¢6ziimler birbirlerine Bogoliubov
donlisiim yontemiyle baglanabilir. Buna gore sifirdaki vakum ¢6zlimleri ile sonsuzdaki vakum

cozlimleri Bogoliubov katsayilar1 aracilifi ile birbiriyle asagidaki gibi iliskilendirilebilir:

fo' (0) = afe” + Bfoo” (4.58)
+ _ Boo+ ~ B°°+ ~

Ag*Mzz(8) = a (525 ) Wig(6) + B (5% ) W () (459)

Yukaridaki denklemde Whittaker fonksiyonlari icin su baginti kullanilirsa [10].

ru+1)
F(,u+k+1/2)

ru+1)
F(,u—k+1/2)

e—irr(k—ll—l/z)Wk’ﬂ (2)

My, (z) = e_i”kW_k,ﬂ(—z) +

Bogoliubov katsayilari icin sirasiyla asagidaki bagintilar elde edilir:

B,"\ r@i+1 . .
“ <A0+> TR )¢ (460)
ve
B, reig+1) -
= im 61
ﬁ<A0+> r(ﬁ—12+1/2)e (6

Bu katsayilar birbirine oranlandiginda,

a rei+1) e @&+ rip+1)
B or(a+k+1/) e ™ r(a-k+1/,)
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B r(g—k+ 1/2)e‘i”(l7+1/2)

a / o~in(i+ ;)
B r(a+k+1/,)

|g|2 _Ir@-rp)[
Bl rees /)

elde edilir. Burada bazi1 tanimlamalar yapilmistir:

(4.62)

Bu tanimlamalar kullanilarak Gamma fonksiyonlarinin argiimanlari icin su ifadeler elde edilir:

- 1 |eE, (eE, is&?
i-k=z (R 2k, )+ 41
i f\/ 3 3 + 26, ) +cc + +2eE0

& \ ¢ &2 2eE, 2

L )
Y

q

T 2
a-k+1/,= '[\/e—%(@+2kz)+f+i—f S+ZeE°] o

-kt 1y =g+ 1/

= 717 _ ;| |eBo (eEa ¢z . §%s+2eE, 1
g+k+ /2_1[\/f (B +2k,) + G- i ]+ /5
\ ;

Y

q

ap+k+1/,=ig+1/,
Tanim: Gama fonksiyonlari icin su 6zellik vardir [12].

i

1. . %
|F(E+LZ)| " coshmz

Bu tanim yardimiyla Bogoliubov katsayilari arasinda soyle bir iliski elde edilir:

2 T coshmnq  coshnq

~ cos hmq" m  coshmgq

p

(4.63)
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Ele alinan problemde fermiyonik parg¢aciklarin dinamigini tartisildigindan bu parcaciklar Fermi-
Dirac istatistigine uyarlar ve bu durumda dalga fonksiyonlar1 arasindaki katsayilar su sarti
saglamaldirlar: |a|? + |8|?> = 1. Ayrica pargacik yaratma saylr yogunlugu n ~ |B|? ifadesine
esdegerdir. Buna gore;
|ar|? 1

et l=m— IBI*=

Boylece pargacik yaratma say1 yogunlugu icin

1

cos hmj]

n~|pl* =
[1 + cos hnq

(4.64)

bagintisi elde edilir.

Burada su kisaltmalar yapilmistir:

= eEO(eE°+2k)+CZ+§ZS+1
e T ) T T ek

eE, (eE, - AN
= |—2(=2 Zk) - _° A
1 j5(5+ ?) Y §2 " 2e,

5.SONUC ve ONERILER
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Bu tezde iki bilesenli Dirac denklemi E= E,e~%'k biciminde verilen zamana bagh bir
elektrik alan ve B = IE(i—‘z’) bi¢ciminde verilen konuma bagli bir manyetik alan i¢in analitik olarak

¢Ozllmiistiir ve ¢ozlimler Whittaker fonksiyonlari cinsinden elde edilmistir.

Calismada, Feynman ve Gell-Mann tarafindan Dirac denklemi icin 6nerilen iki bilesenli
formalizm Kkullanilmistir. Bu yaklasimda tam c¢oziimler elde edilirken dort bilesenli Dirac
denkleminde karsilasilan analitik zorluklar ortadan kalkar. Dirac denkleminin bu bigiminin
calismaya sagladig1 yararlardan biri de elde edilen ¢oziimlerde s = 0 alindiginda ¢6ziimlerin,
Klein-Gordon pargaciklarinin ¢éziimleri icin de gecerli olmasidir. Boylece, elde edilen sonuclar

hem skaler hem de fermiyonik pargaciklar i¢in kullanilabilir.

Giiclii elektrik alanlarin varliginda kararsiz vakumdan pargaciklar yaratilir. Bu ¢alismada

«: n

vakum kararsizligindan parcaciklarin olustugunu tartismak icin vakumun “i¢” ve “dis” kipleri
belirlenmistir. Bunun i¢in yari-klasik HJ denklemi ele alinmistir. Vakumun “i¢” ve “dis” ¢o6ztimleri
goreli H] denkleminin asimptotik ¢6zlimleri yardimiyla belirlenmistir. Dirac denkleminin secilen
4-vektor elektromanyetik potansiyel icin elde edilen ¢oziimleri tek degildir. Bu ¢oziimler
digerleri ile asimptotik davramis goz Oniine alinarak Bogoliubov katsayilari araciligi ile
iliskilendirilir. Denklem (4.64)’lin elde edilmesinde kullanilan Bogoliubov katsayilar1 analitik
¢ozimlerin asimptotik davranislariyla belirlenmistir. Parcacik yaratma say1r yogunlugunun

matematiksel bicimi Fermi-Dirac 1s1l dagilimina uymamaktadir. (4.64)’de elde edilen baginti

niimerik olarak degerlendirildiginde asagidaki grafikler elde edilir [5].

n

0.000:412 :
0999444
0999440
0999440

0.999409 [

0990408 F

Sekil 5.1. Parcacik yaratma say1 yogunlugunun manyetik alana gore degisimi.

65



Nurdan Yildiz, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2019

0290940 F
0999905 |
0.9es400 |

0990305

0.oaoza0 F

1.0 1.2 1.4

Sekil 5.2. Parcacik yaratma say1 yogunlugunun elektrik alana gore degisimi.

0.99940
0.99935
0.99930
0.99925
0.99920

Sekil 5.3. Parcacik yaratma say1 yogunlugunun elektrik ve manyetik alana gore degisimi.

Sekil 5.1 ve 5.2 incelendiginde siddetlenen manyetik alanlarin pargacik yaratma say1
yogunlugunu azalttigy, elektrik alanlarin ise arttirdig goriilmektedir. Bu durum literatiirde elde
dilen sonuglarla da uyum icerisindedir. Tipik olarak |eE| < m? oldugundan, pargacik yaratma
strecinin sabit bir alanda dogrudan gozlenmesi zordur. Bu siiregte etkili olan zamana bagh
alanlardir ve dalga fonksiyonunun zamana bagh ¢éziimleri pargacik yaratmayi tetikleyecektir,

bu ¢ozlimlerin kaynag ise zamana bagh secilen elektrik alandir.

Genel olarak kuantum elektrodinamiginde hesaplanan parcacik yaratma siireci son
yillarda egri uzay icin yapilan ¢alismalarin da ilgi odagi olmustur. Bu tezde elde edilen sonuglar
icin bir sonraki asama, gii¢li elektrik alanlarin etkisiyle olusturulan kiitlecekimsel dalgalar i¢in

skaler ve spindr alanlar tartismaktir.
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