ANKARA UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTIiTUSU

YUKSEK LiSANS TEZi

DUZGUN UZAYLARDA iDEAL YAKINSAKLIK

Yelda ARAT

MATEMATIK ANABILIM DALI

ANKARA
2020

Her hakk: sakhdir



TEZ ONAYI

Yelda ARAT tarafindan hazirlanan " Diizgiin Uzaylarda ideal Yakinsaklik "

adl tez caligmas: 07/01/2020 tarihinde agagidaki jiiri tarafindan oy birligi ile
Ankara Un1vers1tes1 Fen Bilimleri Enstitiisi Matematik Anabilim Dali’'nda

YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmigtir.

Danigman: Dog. Dr. Mehmet UNVER W

Jiiri Uyeleri:

DR
Bagkan: Prof. Dr., Cihan ORHAN C G%QAW\/
Ankara Universitesi, Matematik Anabilim Dal

Uye : Doc. Dr. Mehmet UNVER
Ankara Umvcr31tes1 Mdfematlk Anablhm Dal1

Uye : Dr. Ogr. Uyesi Nilay SAHIN BAYRAM m&ﬂ 1 é_\

Bagkent Universitesi, Elektrik-Elektronik Miihendisligi Anabilim Dah

Yukaridaki sonucu onaylarim

Prof. Dr. Ozlem YILDIRIM
Enstitii Miidiirii



ETIK

Ankara Universitesi Fen Bilimleri Enstittisti tez yazim kurallarina uygun olarak
bhazirladigim bu tez icindeki butiin bilgilerin dogru ve tam oldugunu, bilgilerin
iretilmesi asamasinda bilimsel etige uygun davrandiguni, yararlandigim biitiin kay-
naklar atif yaparak belirttigimi beyan ederim.

07/01/2020

Yelda ARAT



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

DUZGUN UZAYLARDA IDEAL YAKINSAKLIK

Yelda ARAT

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Doc. Dr. Mehmet UNVER

Bu tez 5 boliimden olugsmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, metrik uzaylarda siizgec, ideal ve ideal yakinsakhk (I —yakinsaklik) kavram-
lar1 tanitihp bu kavramlarin baz 6zellikleri incelenmigtir. Ayrica [*-yakinsaklik kavrami
tamtilip, [-yakinsaklik ve [*-yakinsakhigm hangi durumlarda denk oldugu gosterilmistir.
Devaminda dordiincii bsliimde aglarin tanimlanmasi i¢in gerekli olan yonlendirilmis kiime
kavrami tanitilmigtir.

Uciingii boliimde, siizgecler ve pseudometrik fonksiyon aileleri yardimiyla iiretilen diizgiin
uzaylar tamitilmigtir. Bir diizgiinliik yapisinin baz 6zellikleri yine bu béliimde verilmigtir.

Dérdiincii boliimde,diizgiin uzaylarda [ —yakinsak aglar ve [ —Cauchy ag kavramlar: tanitilip
bu kavramlar arasindaki iligki /—degme noktalar1 yardimiyla incelenmigtir. Devaminda
ise alt ag kavrami tanitihp bir diizgiin uzaymn tamhg bir [ ideali yardimiyla incelenmistir.

Besinci boliimde, diizgiin uzaylarda tamlik ve [ —Cauchy kavramlarimin hangi durumlarda
I —yakinsaklik kavramim gerektirdigi incelenmistir.

Ocak 2020, 32 sayfa

Anahtar Kelimeler: Diizgiin Uzay, Ideal Yakinsaklik, I—Cauchy Dizisi, Istatistiksel
Yakinsaklik
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ABSTRACT

Master Thesis

IDEAL CONVERGENCE IN UNIFORM SPACES

Yelda ARAT
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet UNVER

This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In chapter two, the concepts of filter, ideal and ideal convergence (I—convergence) are
studied in metric spaces and some properties of these concepts are given. Also, the concept
of I*— convergence is reminded and the situations in which the concept of I and [*—
convergence are equivalent are investigated. Later on, the concept of directed set that is
necessary in chapter four to define the concept of net is reminded.

In chapter three, uniform spaces are studied with the help of filters and family of pseudo-
metric functions. Some features required a uniform structure are given in this chapter.

In chapter four, the concepts of [—convergence net and [—Cauchy net are studied and
the relationship between them is given via [ —cluster points. Subsequent subnets are given
and completeness of a uniform space is studied with the help of the I ideal.

In chapter five,situations in which the concepts of completeness and [ —Cauchy net yield
the concept of [—convergence are investigated.
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Key Words: Uniform Spaces, Ideal Convergence, I—Cauchy Sequence, Statistical
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1. GIRIis

“Toplanabilme teorisinin amaci 1raksak bir diziye (veya bir seriye) bir limit karsilik
getirmektir. Bir dizi yakinsak olmadig1 durumda, uygun toplanabilme ytntemleri
kullanilarak diziye bir limit karsilik getirilebilir” (Boos 2000). Idealler yardimiyla
toplanabilme teorisinin 6nemli kavramlarindan biri olan ideal yakinsaklik
(I—yakinsaklik) kavrami tammlamr. Ideal yakimsaklik toplanabilme teorisinin ilgi
¢eken metotlarindan biri olup tamimlandigl uzayda lineer bir yapiya gerek duy-
madigindan metrik uzaylardan keyfi Hausdorff topolojik uzaylara kadar genig bir
kategoride calisilabilmektedir.

Bir X kiimesi iizerinde bir diizgiinliik yapis1 X x X kartezyen carpimi iizerinde be-
lirli sartlar1 saglayan bir siizgectir ve bir kiime tizerindeki diizgiinliik yapisit kiime
iizerinde topolojik bir yap1 belirler. Farkli diizgiinliik yapilar1 ayni topolojik yapiy1
belirleyebilmektedir. Diger yandan her metrik uzay bir diizgiinliik yapisi olmakla
birlikte metriklesebilir bir topoloji ayni zamanda bu metrigin iirettigi diizgiinliik
yapisinin belirledigi topolojidir. Bir diizgiinliik yapisi verildigi kiime iizerinde tanimli
ve belirli gartlar1 saglayan pseudometrik fonksiyonlarinin ailesi ile de belirlenebilir.
X kiimesi, iizerindeki bir diizgiinliik yapisi ile gtz 6niine alindiginda (X, ) ikili-
sine bir diizgiin uzay denir. Burada ®, diizgiinliik yapisin1 belirleyen siizgec veya

pseudometrik fonksiyonlarimin bir ailesidir.

Diizgiin uzaylarin metrik uzaylarin bir genellemesi oldugu aciktir ve metrik uzay-
larda oldugu gibi diizgiin uzaylarda da Cauchy dizisi ve tamlik kavramlar1 tanim-
lanabilmektedir (Bourbaki 1998). Metrik uzaylarin tamligini karakterize etmek icin
diziler yeterli iken diizgiin uzaylarda tamlik karakterizasyonu stizgec ve aglarin yakin-
sakliklar1 ile karakterize edilmektedir. Bir bagka deyisle metrik uzaylarda dizisel
tamlik ve tamlik birbirine denk iken diizgiin uzaylarda dizisel tamlik tamlig1 karak-

terize etmek icin yeterli degildir.

Yakinsak her ag bir Cauchy agidir ancak bunun kargiti her zaman dogru olmak
zorunda degildir. Bu durum asagida verilen tamhk tanimi igin bir motivasyon

olugturmaktadir.



“(X,®) diizgiin uzaymda her Cauchy ag yakinsak ise bu diizgiin uzaya tamdir
denir” (Bourbaki 1998). Tam diizgiin uzaylara érnek olarak yansimali Banach
uzaylarimin zayif topolojileri verilebilir ”(Bachman ve Narici 1966). Bu uzaylarda
zayif yakinsaklik ve zayif Cauchy agi kavramlar: aslinda sirasiyla diizgiinliik yapisina
karsilik gelen yakinsaklik ve Cauchy agi kavramlaridir.

Bu yiiksek lisans tezinde yukarida bahsedilen kavramlar ve aralarindaki iligkiler
incelenecektir. Esas olarak tamlik ve /—Cauchy kavramlarinin hangi durumlarda
I —yakinsaklig1 gerektirdigi problemi incelenecektir. Bunun i¢in literatiirdeki mev-
cut caligmalar kullanilacagindan tez, yukarida bahsedilen kavramlarin incelendigi

calismalarin bir derlemesi olacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ilk olarak dogal sayilar kiimesinin, N, alt kiimelerinin aileleri yardimiyla
tanimlanan bir toplanabilme metodunu (7—yakimsaklik) tanitip bu metodun baz

ozelliklerine deginecegiz. Daha sonra yonlendirilmig kiime kavramini verecegiz.

2.1 Temel Bilgiler

Tanim 2.1 (Asimptotik Yogunluk) “A C N olmak iizere ve her n € N i¢in
1 n
50 (4) 1= =3 xa )
k=1

seklinde tamimlansin. § (A) =: lim inf 6, (A) ve 0 (A) =: lim supd, (A) sayilarina
sirasiyla A kiimesinin alt ve iist asimptotik yogunlugu denir. Eger 6 (A) = § (A)
ise yani (d,, (A)) dizisinin limiti mevcut ise lim 6, (A) = 0 (A4) ile tanimlanir ve

d (A) sayisima A kiimesinin asimptotik yogunlugu denir” (Salat ve Tijdeman 1983).

Burada {x4 (k¥)} ile A kiimesinin karakteristik dizisi gosterilmektedir.

Tanim 2.2 (Istatistiksel Yakinsaklik) “z = (z,) reel terimli bir dizi olsun. Her
e > 0 icin
d({neN:|z,—L| >¢€})=0

oluyorsa {x,} dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir” (Fast 1951).

Bu kavram klasik Cauchy yakinsaklik kavraminin bir geniglemesidir ve benzer tanim
metrik uzaylarda hatta topolojinin temel aciklar1 yardimiyla topolojik uzaylarda da

verilebilmektedir.

Tanim 2.3 (Ideal) “Y # @ bir kiime olmak tizere I C 2¥ siufi igin
yoel
i) A,Bcliken AUBEI

iii) Ac I ve BC Aiken Be [



gercekleniyorsa I sinifina Y iizerinde bir ideal denir.

Burada 2¥, Y kiimesinin kuvvet kiimesini gostermektedir. Eger I # @ ve Y ¢ [ ise

I smifina agikar olmayan ideal denir” (Kostyrko vd. 2000).

Ornek 2.1 {A;} ailesi N kiimesinin bir sonsuz ayrigimi olsun. Bu durumda,
I={A:ANA; #ooyleki j=1,2,3,...,k}

smifi, bir agikar olmayan idealdir.(Kostyrko vd. 2000).

Tanim 2.4 (Uygun-ideal) “Y iizerinde I asikar olmayan ideali, her m € Y icin
{m} € I sartim saghyorsa bir uygun ideal adim alir” (Kostyrko vd. 2000).

Tanim 2.5 (Maksimal Ideal) “I ¢ 2V bir uygun ideal ve her A C Nicin A € T

ya da N\ A € I saglaniyorsa [’ya maksimal uygun ideal denir” (Kostyrko vd. 2000).

Tanim 2.6 (Siizgeg) “Y # @ olsun. F C 2¥ smfi igin,
i)o¢7F,

ii) Her A, B € Figin ANB € F,

iii) Her Ac¢ F, AC Bigin Be F

gergekleniyorsa F smifina Y iizerinde bir siizge¢ denir” (Kostyrko vd. 2000).

I idealinin Y {izerinde agikar olmayan bir ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
F=F(I)={Y\A:Aecl}

sinifinin Y {izerinde bir siizge¢ olmasidir.
2.2 |- Yakinsaklik ve I*— Yakinsaklik

Bu kisimda bir metrik uzay iizerinde [ —yakinsaklik ve I* —yakinsaklik kavramlarini
tanitip bunlara iligkin bazi temel bilgileri verecegiz. Kisim boyunca (X, p) bir metrik
uzay olarak ele alinacaktir.

Bu boliim boyunca N tizerindeki idealler ile caligilacaktir.

4



Tanim 2.7 (Ideal Yakinsaklik) ¢, asikar olmayan bir ideal olsun. {z,}, X

uzayinda bir dizi ve x € X olsun. Her € > 0 igin
K()={neN:p(zy,z)>c}tel

oluyorsa {x,} dizisi = noktasmma ideal yakimsaktir (I—yakinsak) denir ve

I — lim z,, = z ile gosterilir” (Kostyrko vd. 2000).

n—oo

Uyar1 2.1 Eger I smifi bir uygun ideal ise Cauchy yakimsaklik, I—yakinsaklig:

gerektirir.

Tanim 2.8 (I*—Yakmsaklik) “{z,}, X uzaymmda bir dizi ve I, asikar olmayan
bir ideal olsun. Bir M = {m; < my < ms < ... < my < ...} € F(I) kiimesi
i¢in klim p (T, ,x) = 0 saglaniyorsa {z,} dizisi x noktasina [*-yakinsaktir denir ve

I* — lim z,, = z ile gosterilir” (Kostyrko vd. 2000).

n—oo

Onerme 2.1 I bir uygun ideal ve {z,}, X uzaymnda bir dizi olsun. Eger

I — lim z, = v ise I — lim x,, = x gergeklenir (Kostyrko vd. 2000).

n—oo n—oo

Ispat. I* — lim 2, = = olsun. O halde klim P (Tm,,x) =0 ve

n—oo

M:=N\A={m <my<mz<..<mp< ..}

olacak gekilde bir A € [ vardir Dolayisiyla her ¢ > 0 igin £ > k¢ oldugunda
p (T, ,x) < € olacak bigimde bir kg € N vardir. O halde

EC{m1<m2<m3<...<mk0}

kiimesi tizerinde p (2, , ) > € ise k < ko olmahdir. (I, bir uygun ideal oldugundan

sonlu sayida elemana sahip tiim alt kiimeleri igerir, yani £ € I olur.) Boylece,

KlEe)c AUFE €I

olur ve K (e) € I saglanir. O halde [ — lim z, =  bulunur. =

n—o0

Bu boliimiin devaminda [-yakinsaklik ile I*-yakinsaklik kavramlarinin hangi durum-

larda denk oldugunu inceleyecegiz.



Teorem 2.1 [ bir uygun ideal olsun. Eger X, bir yigilma noktasina sahip degil ise
X uzaymda [-yakinsaklk ile I*-yakinsaklik denktir (Kostyrko vd. 2000).
Ispat. Onerme 2.1’den gereklilik aciktir.

Simdi; {z,}, X wuzaymnda bir dizi olmak itizere I — lim z, = =z iken
I* — lim z, = =z oldugunu gosterecegiz. [ — lim z, = =z oldugundan

K(e) € I olur. X, bir yigilma noktasina sahip olmadigi i¢in
B(z.e)={y € X :p(y,x) <e}={a}
olacak bicimde bir € > 0 vardir. Dolayisiyla
{neN:p(x,,z)<e}={neN:zx,=a}eF ()

elde edilir. Yani M = {n € N: 2, =z} € F (I) olmak iizere li%p (2, x) = 0 olur
ne

ki bu da I* — lim x,, = x olmasini gerektirir. m

n—o0

Tanmim 2.9 “I bir uygun ideal olsun. [ idealine ait sayilabilir ve ikiger ikiser ayrik

her {A;, Ay, ...} kiimeler ailesi i¢in (A,\B,) U (B,\A,) (n € N) sonlu kiime ise ve

B = U B, | € I sartim1 saglayan sayilabilir bir { By, Bs, ...} kiimeler ailesi varsa,
n=1

I ideali (AP) sarti saglar denir” (Kostyrko vd. 2000).

Uyar1 2.2 B = |J B, ve B € I oldugundan her n € N i¢in B,, C B ve I bir ideal
n=1
olup B,, € I gerceklenir.

Teorem 2.2 [ bir uygun ideal olsun.

i)I, (AP) sartimi saglasin. X uzaymda [— lim z,, = zise I*— lim x,, = x gerceklenir.

n—oo n—oo

ii) (X, p) en az bir yigilma noktasina sahip olsun. X uzayinda keyfi bir {z,} dizisi
icin [ — lim x,, = x iken [* — lim z,, = x gergekleniyorsa [ ideali “(AP)” sartin

saglar (Kostyrko vd. 2000).

2.3 Yonlendirilmis Kiimeler

Tanim 2.10 “T" # @ bir kiime ve “>”, T iizerinde yansima ve gecigsme ozelligine

sahip bir bagint1 olmak iizere her m,n € T igin p > m ve p > n olacak sekilde
6



bir p € T' mevcut olsun. Bu durumda (7', >) ikilisi bir yonlendirilmig kiime olarak

adlandirilir” (Kelley 1975).

Uyar1 2.3 T yonlendirilmis kiimesinin agikar olmayan bir ideali [ ile gosterilsin ve

n €T i¢in M, ={k €T :k>n} olsun. O halde,
Fo={ACT|3IneNign M, C A}
T iizerinde bir siizgectir ve
Li={ACT|T\A€ F)}

T iizerinde bir agikar olmayan idealdir.
Ilerleyen boliimlerde I yerine I ve F yerine F, alindiginda I —yakinsaklik ve I —Cauchy

kavramlarinin hangi kavramlara denk geldigi tizerinde durulacaktir.



3. DUZGUN UZAYLAR

Bu boliimde diizgiin uzaylar tanitilip diizgiin uzaylara ait bazi temel bilgiler

verilecektir.

3.1 Temel Bilgiler

Tanim 3.1 “a) X # & bir kiime olmak iizere X x X kiimesinin A = {(z,z) : z € X}

ile gosterilen alt kiimesine X x X kiimesinin ksegeni denir.

b) A C X x X olmak iizere A = {(z,y):(y,z) € A} ile tammlanir.
Eger A = A7! ise A kiimesine simetrik kiime denir. Burada A~! kiimesine, A

kiimesinin tersi denir.

c) Ave B, X x X'in alt kiimeleri olmak iizere
AoB :={(z,y): 2 € X 5 (x,2) € Bve (z,y) € A}
ile tanimlanir.

d) A? := Ao A olmak iizere A" := A" o A (n = 1,2...) ile tamimlanir” (Bourbaki
1998).

Uyar1 3.1 X # & bir kiime ve A, B,C' C X x X verilsin. O halde,
a) ACBise A'CcB'veAo(CCBoC

b) (AoB) '=B1oA™!

c) (AoB)oC =Ao(Bo()

gergeklenir (Bourbaki 1998).

Ispat. A, B,C C X x X alalm.

a) A C B olsun. Buradan A™' = {(z,y) : (y,x) € A} olup A C B oldugundan
her (y,z) € A igin (y,z) € B ve her (z,y) € A" igin (z,y) € B~! olur. O halde

A™! € B! olmahdir. Diger yandan,



AoC ={(a,z): 3z € X 5(a,z) € C ve (z1,x) € A}
oldugunu biliyoruz. Simdi (a,z) € AoC alalim. O halde bir z € X ve her (y,z) € A

icin (a,2) € C ve (z,z) € A saglanir. A C B oldugundan (z,z) € A C B olup
(a,x) € Bo(C elde edilir. Buise Ao C C B o C oldugunu gosterir.

b) (y,z) € (Ao B)™" olsun. O halde (z,y) € (Ao B) olup (z,2) € B ve (z,y) € A
olacak bi¢cimde z € X mevcuttur. Buradan da (z,7) € B™! ve (y,2) € A™! olur.

Bu durumda (y,x) € B~' o A™! saglanir.

¢) Tanim 3.1 (c)’den agiktir. m
3.2 Siizgecler Yardimiyla Tanimlanan Diizgiin Uzaylar

Tanim 3.2 “X # @ bir kiime olmak iizere X x X kiimesinin alt kiimelerinin
agagidaki ozellikleri saglayan bir © # @ ailesine X iizerinde bir diizgiinliik yapist

denir:

a) her De ®icin AC D

b) her Dy, Dy € ® igin DyN Dy € D

c) her D € © igin F o E C D olacak sekilde bir £ € © vardir

d) her D € ® igin E~! C D olacak sekilde bir E € ® vardr.

e) De®DveD C FEise F €D saglanir.

D, X iizerinde bir diizgiinliik yapis1 ise (X, D) ikilisine bir diizgiin uzay denir”

(Bourbaki 1998).

Yukarida tanimlanan diizgiinliik yapisina siizgecler tarafindan iiretilen diizgiinliik

yapis1 denir.

Tanim 3.3 “(X, D) bir diizgiin uzay olsun. Eger,

A{D:De®}=A
9



oluyorsa © diizgiinliikk yapisina bir Hausdorff diizgiinliik yapisi ve (X,9) diizgiin

uzayma da bir Hausdorff diizgiin uzay denir” (Bourbaki 1998).

Tanim 3.4 “(X,®) bir diizgiin uzay ve B C D olsun. Eger her D € © i¢in B C D
olacak gekilde B € ‘B varsa bu 8 alt ailesine ® diizgiinliik yapisi i¢in bir taban
denir” (Bourbaki 1998).

Yukaridaki tanima gore eger bir 28 C © alt ailesi ® diizgiinliik yapisi i¢in bir taban

ise D ailesi, B’ye B'nin elemanlarin kapsayan tiim kiimeler eklenerek elde edilebilir.

Teorem 3.1 X # & bir kiime olmak iizere B ailesi X x X kiimesinin alt kiimelerinin

a) her AcBigin AC A

b) her A;, As € B icin A3 C A; N A, olacak bigimde bir A3 € 9B vardir.
c) her A € B igin C' o C' C A olacak sekilde bir C' € 8 vardur.

d) her A € B igin C~! C A olacak sekilde bir C' € B vardr.

kosullarim1 saglayan bir aile ise bu ‘B ailesi X {izerinde bir diizgiinliik yapisinin

tabanidir (Bourbaki 1998).

Tamim 3.5 “(X,9) bir diizgiin uzay ve & C © olsun. Eger &'nin elemanlarinin
biitiin sonlu arakesitleri ® diizgiinliik yapisi i¢in bir taban olusturuyorsa, bu &

ailesine © i¢in bir alt taban denir” (Bourbaki 1998).

Simdi baz1 6zel diizgiinliik yapilarindan bahsedelim.

Ornek 3.1 Her £ > 0 icin D, =: {(=,y) : |x — y| < €} C R x R olmak iizere
B :={D.:e>0}
ailesi R iizerinde bir diizgiinliik yapisinin tabamdir. Bu diizgiinliik yapisina R'nin

aligilmig diizgiinliik yapisi denir (Bourbaki 1998). Burada R, tiim reel sayilarin

kiimesidir.
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Ornek 3.2 (X, p) bir metrik uzay ve € > 0 olmak iizere
D, :={(z,y) e X x X :p(z,y) <e}
kiimelerinin
B :={D.:e>0}

ailesi X tizerinde bir diizgiinliik yapisi i¢in bir tabandir. Bu diizgiinliik yapisina p

metrigi ile iiretilen metrik diizgiinliik yapisi denir (Bourbaki 1998).
(X,®) diizgiin uzaymn diizgiinliik yapist bir metrik yardimiyla iiretilebiliyorsa bu

(X,®) uzayma metriklegebilir diizgiin uzay denir.

Ornek 3.3 “X # @ bir kiime olmak iizere X x X kiimesinin A’y1 iceren biitiin

alt kiimelerinin

D={UcCcXxX:AcCU}

ailesi X tizerinde bir diizgiinliik yapisidir. Bu diizgiin yapiya ayrik diizgiinliik yapisi
denir. Bu diizgiinliik yapisinin tabani 8 = {A} ailesidir” (Bourbaki 1998).

Ornek 3.4 “X # @ bir kiime olmak tizere ® = {X x X} ailesi X iizerinde bir
diizgiinliik yapisidir. Bu diizgiinliik yapisina ilkel diizgiinliik yapisi denir” (Bourbaki
1998).

Onerme 3.1 ®, X iizerinde bir diizgiinliik yapis: olmak tizere agsagidaki 6nermeler

gerceklenir.
a) Keyfi D e D i¢in D! € ®.

b) ®’nin simetrik elemanlari, © igin bir taban olugturur (Bourbaki 1998).

Ispat. a) Her D € ® icin E~' C D olacak sekilde bir £ € ® vardir. Buradan
E=(E)"" ¢ D! olup Tamm 3.2’den D! € D elde edilir.

b) Eger £ € ® ise (a)’'dan £~ € © saglanir. Buradan D = EN E~! € © simetrik

olup D C F saglanir. O halde taban tanimindan D € 8 olur. m
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Uyar1 3.2 Tamim 3.2 (c) ve (d) birlikte “her D € D i¢in F o E~* C D olacak

bigimde bir £/ € ® vardir” 6nermesine denktir.

Tamim 3.6 “(X,®) bir diizgiin uzay olmak iizere her z € X ve U € D i¢in

x noktasinin komsuluklar ailesi
Ux) ={yeX:(v,y) €U}

seklinde tanimlanir” (Bourbaki 1998).

Simdi topolojik uzayda bir noktanin komsuluklar ailesinin bazi 6zelliklerini

hatirlatalim.

Teorem 3.2 (X, 1) bir topolojik uzay ve z € X olmak iizere U, (z), x noktasinin

komsuluk ailesi, agagidaki ozellikleri saglar:
a)UelU,(x)isex e U

b) U el (x) ve U CViseV €U, (x)

) U Vel (x)iseUNV el, ()

d) U € U, (x) ise her y € V i¢in V' € U, (x) olacak bicimde bir U € U, (y) vardir
(Bilbiil 2014).

Her metrik uzayimn bir diizgiin uzay oldugunu belirtmistik. Her diizgiin uzayin da

bir topolojik uzay oldugunu veren asagidaki teoremi hatirlatalim:

Teorem 3.3 (X,®) bir diizgiin uzay olmak {izere,

a) Her x € X igin 4,={U (z) : U € D} ailesi verilen diizgiinliik yapis: izerindeki
bir topolojinin z noktasindaki komguluklar ailesini olugturur. (Bu topolojiyi 74 ile
gosterelim. 79 topolojisine D ile tiretilen diizgiin uzay topolojisi veya kisaca diizgiin

topoloji denir.)

b) (X,®) diizgiin uzaymin Hausdorff olmasi i¢in gerek ve yeter sart (X, 7p)

topolojik uzaymin Hausdorff olmasidir (Bourbaki 1998).
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Ispat. a) Y, ailesinin bir komguluklar ailesi olugturdugunu Teorem 3.2’den yarala-
narak gosterelim.
i) U(z) € U, ise U € © ve A € D oldugundan (z,z) € U ve dolayisiyla z € U (z)

olur.

ii) U (z) € U, ve U (z) C V olsun. O halde V' € i, saglanir. Ciinkii, U € D ve
W:=UU{(z,y) :y eV}
olarak tammmlanirsa U C W oldugundan W € © ve V = W (x) oldugu goriiliir.

iii) Uy (x),Us(x) € U, ise U, Uy € © ve Uy NUy € D olur. Buradan
Up () NUs (z) = (U NUy)(x) elde edilir. Gergekten; y € U (z) N Uy (x) ise
(x,y) € Uy ve (z,y) € Uy saglanir. Buradan da (x,y) € U; N Uy olur. O halde
y € (U NUs) () olup Uy (z) NUy (x) € YU, elde edilir.

iv) U(x) € U, olsun. O halde U € © olup Tamim 3.2’den V o V' C U olacak
bigimde bir V' € © vardir. Buna gore V (z) € 4, istenen o6zelligi saglar. Ciinkii,
y € V (z) ise (z,y) € V olur. Buradan her z € V (y) i¢in (y,z) € V ve dolayisiyla
(x,2) € VoV C U olur. O halde z € U (x) saglamir. Sonug olarak V (y) C U (x)
olup U (x) € 4, elde edilir.

Boylece verilen bir X diizgiin uzay1 tizerinde, diizgiinliik yapisi yardimiyla bir topoloji

tanimlanir.

b) Once gerekliligi ispatlayalim. X diizgiin uzay1 Hausdorff olsun. O halde
N{U:Ue®D} = Aolur. z,y € X vex # yise (z,y) ¢ A olup hipoteze gore
(x,y) ¢ U olacak gekilde bir U € © vardir. D'nin simetrik elemanlar: bir taban
olusturdugundan V oV C U ve V = V!olacak bicimde bir V' € © vardir. Buradan

V (z) NV (y) = @ oldugu goriiliir. Gergekten,
kabul edelim ki z € V (z) NV (y) olsun. O halde (z,z) € V ve (z,y) € V = V!
olur. Buise (z,y) € VoV C U olup (x,y) ¢ U olmast ile ¢eligir. O halde gereklilik

ispatlanir.

Yeterlilik icin (X, 7p) topolojik uzayr Hausdorff olsun. z,y € X ve x # y igin

U(z) NV (y) = @ olacak bi¢imde bir U (z) € Y, ve V (y) € 4, vardir. Buradan
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UV € ® ve dolayisiyla U NV € © olur. Fakat (z,y) ¢ U NV oldugundan
(x,y) ¢ {U : U € ©} olur. O halde {U : U € ®} = A olup ispat tamamlanir. m

Metriklegebilir bir diizgiin uzay metriklesebilir bir topoloji tamimlar.  Diger
yandan, R tizerindeki ahgilmig diizgiinliik yapisi R iizerindeki aligilmis topolojiyi
iiretir. Ayrica, ayrik diizgiinliik yapist bir kiime tizerindeki en ince topolojiyi ve ilkel

diizgiinliik yapisi da en kaba topolojiyi iiretir.
Tanim 3.7 “(X,®) bir diizgiin uzay ve A C X olsun. Her U € ® igin

UA)=UU@)={yeX |FxecA: (z,y) €U}

€A

seklinde tanimlanan kiimeye A kiimesinin bir diizgiin komgulugu denir” (Bourbaki

1998).

Teorem 3.4 (X,®) bir diizgiin uzay ve A C X olsun. A’min diizgiin topolojiye

gore kapanig1 A, A'nin diizgiin komsuluklarinin arakesitine esittir. Yani

A= N U(A)

saglanir (Bourbaki 1998).

Ispat. Eger v € U (y) ise y € U~" (z) olur. z € A alalim. O halde her U € D icin
U(x) N A # @ saglanir. Buradan bir y € A igin y € U () olur. O halde y € U (x)
oldugundan = € U~!(y) olup her U € D i¢in saglandigindan x € U~!(A) olur.
Ayrica her U € D igin U™! € D oldugu goz oniine almirsa € U (A) olup ispat

tamamlanir. m

Tanim 3.8 “(X,®) ve (Y,€) iki diizgiin uzay ve f : X — Y bir fonksiyon ol-
sun. Her C' € € igin (x,y) € D oldugunda (f (z), f(y)) € C olacak bicimde
bir D € ® varsa bu f fonksiyonuna (diizgiin) siireklidir denir” (Biilbiil 2014).

Ayrica f iki diizgiin uzay arasinda tanimli birebir ve 6rten bir fonksiyon olmak iizere
eger f ile f~! fonksiyonlar siirekli ise bu f fonksiyonuna bir diizgiinliik izomorfizmi

ve bu iki diizgiin uzaya da (diizgiin) izomorf denir.
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Ornek 3.5 a) (X,d) ve (Y, p) iki metrik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonunun ®, ve ®, metrik diizgiin yapilarina gore siirekli olmasi icin gerek ve

yeter sart metrik uzay anlaminda diizgiin siirekli olmasidir. Gercekten, her D? € D,
ve her D¢ € D igin (x,y) € D? olacak bigimde (f (z), f (y)) € D? vardir. O halde
her ¢ > 0 i¢in d (z,y) < d iken p (f (x), f (y)) < € olacak bigimde bir § > 0 vardir.

b) Bir ayrik diizgiin uzaydan herhangi bir diizgiin uzaya tanimlanmig her fonksiyon

stireklidir.

Teorem 3.5 Diizgiin uzaylar arasinda taniml siirekli her fonksiyon diizgiin topolo-

jilere gore siireklidir (Biilbiil 2014).

Ispat. (X, D) ve (Y,¢) iki diizgiin uzay olmak iizere f : X — Y diizgiin stirekli
bir fonksiyon ve & € X olsun. V (f (£)), f(§)'nin Y’deki diizgiin topolojiye gore
herhangi bir komgulugu ise V' € € ve f diizgiin siirekli oldugundan her (£,7) € U i¢in
(f (&), f(n)) € V olacak bigimde bir U € ® vardir. Buradan f (U (§)) C V (f (&)
elde edilir. O halde f, £ noktasinda siireklidir. m

3.3 Pseudometrik Aileleri Yardimiyla Tanimlanan Diizgiin Uzaylar

Tanim 3.9 “X # & bir kiime ve d : X x X — R* U {0} bir fonksiyon olsun. O
halde,

P;) her z € X igin d (z,z) = 0,

P,) her z,y € X igin d (x,y) = d (y,x),

P;3) her z,y,2 € X i¢in d (z,2) < d(x,y) + d(y, 2)

sartlarn saglaniyorsa d fonksiyonuna bir pseudometrik denir” (Bachman ve Narici

1966).

P bir pseudometrik ailesi olmak tizere d € P ve r > 0 i¢in

Ua(r) = {(z,y) : d(2,y) <1}

olsun. O halde
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{Ug(r):de P, r>0}
ailesi bir diizgiinliik yapisinin alt tabanini olusturur.Dolayisiyla bu ailenin eleman-

larinin sonlu arakesiti ise X tizerinde bir &, diizgiinliik yapisinin tabamdir. Ayrica

her diizgiinliik yapisi bir alt tabana hatta tabana sahiptir (Hart 2004).

Teorem 3.6 X bir diizgiin uzay olsun. Ayrica {V,,} X kiimesinde V5 = X x X ve
V3

w1 © Vi, ozelliklerini saglayan bir dizi olsun. Bu durumda her n € N i¢in

Us(27") CV, C{(z,y) : d(y,z) <277}
olacak sekilde X iizerinde bir d pseudometrigi vardir (Hart 2004).

Bu yiizden her diizgiinliik yapis1 bir pseudometrik ailesi yardimiyla tanimlanabilir.
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4. I-CAUCHY AGLAR VE TAMLIK

Aglar; siireklilik, kapanig gibi bazi topolojik kavramlar: karakterize eder ve dolayisiyla

dizilere gore daha kullanmigh yapilardir.

Bu boliimde, bir diizgiin uzaydaki I —yakinsak aglar ve I —Cauchy aglar1 tanimlayip
aralarindaki iligkiyi /—degme noktalar1 yardimiyla inceleyecegiz. Devaminda alt
aglar1 tanimlayip, bir diizgiin uzaym tamligin1 yonlendirilmis 7' kiimesinin bir [

ideali yardimiyla inceleyecegiz.
4.1 Temel Bilgiler

Tanim 4.1 “(7,>) yonlendirilmis bir kiime ve X # & bir kiime olsun. Bir
s: T — X
a — s(a)=s,
dontigtimiine X iizerinde bir ag denir ve {s,}, ., ile gosterilir.

Tez boyunca T" 6nceden belirlenmis ise aglar: kisaca {s, } ile gosterecegiz” (Bourbaki

1998).

Bu boliim boyunca (X,D) bir diizgiin uzay ve I, bir T yonlendirilmig kiimesi

iizerinde bir ideal olarak gtz oniine alinacaktir.

Tamim 4.2 “I agikar olmayan bir ideal olsun. Her o € T igin M, € F (I) ise bu [
ideali T'—uygun olarak adlandirihr” (Lahiri ve Das 2007)

4.2 [—Yakinsaklik ve /—Degme Noktasi

Tamim 4.3 “{s,}, X iizerinde bir ag ve I bir ideal olmak iizere eger xy € X

noktasini iceren her U acik alt kiimesi i¢in
{aeT|s, ¢ U} el

saglaniyorsa {s,} agi, xy noktasina [—yakinsaktir denir ve I — lims, = zq ile

gosterilir” (Lahiri ve Das 2007).
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Tanim 4.4 “I bir ideal ve {s,}, X iizerinde bir ag olsun. Eger y € X olmak iizere

y noktasini iceren her U acig icin
{aeT |s,€U}t ¢l

ise y, {sq} aginn bir /—degme noktas: olarak adlandirilir” (Lahiri ve Das 2007).

Tanim 4.5 “] bir ideal ve {s,}, X diizgiin uzayinda bir ag olsun. Her U € ©
icin

{aeT | (saysp) g UL eI
olacak sekilde bir § € T varsa {s,} agima X diizgiin uzay1 iizerinde bir /—Cauchy

ag1 denir” (Das ve Ghosal 2010).
Burada Uyan 2.3 dikkate alinirsa, I yerine I alirsak I—Cauchy ag1 kavrami Cauchy

ag1 kavrami ile cakigir .

Asagidaki teorem [—Cauchy agi kavramina denk iki énerme verir. Bu onermeler
ilerleyen kisimlarda verilen bir agin /—Cauchy agi oldugunu gostermek igin bize

kolaylik saglayacaktir.

Teorem 4.1 {s,}, X diizgiin uzaym iizerinde bir ag olsun. O halde agagidaki

kosullar denktir.
(1) {sa} bir I—Cauchy agidir.
(2) Her U € ® icin (s, s4) € U ve v, ¢ A olacak sekilde bir A € I mevcuttur.

(8) Her U € Digin Ez(U) = {ae€T:(sa,s3) ¢ U} olmak iizere
{BeT|EsU) ¢ I} e I saglanr (Das ve Ghosal 2010).

Ispat. (1)=(2): {54} bir I—Cauchy agi ve U € D olsun. X diizgiin uzay
oldugundan W oW C U olacak sekilde simetrik bir W € ® vardir. {s,}, [—Cauchy
ag1 oldugundan {« € T : (s,,s3) ¢ W} € I olacak bigimde bir § € T mevcuttur.
Buradan ise {a € T": (sq4,53) € W} € F (I) gergeklenir. Jimdi

A={aeT: (54 s3) ¢ W}
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tanimlayalim. O halde A € [ saglanir. v, ¢ A ise (s,,53) € W ve (sq4,53) € W
olup W simetrik oldugundan (sg, s,) € W saglanir. (s,,sg) € W ve (sg,s,) € W
olup (.,5,) € Wo W C U saglanir.

(2)=(3): U € D olsun. (2)’den v, ¢ Aiken (s,,s,) € U olacak bicimde bir A € I
vardir. Simdi

{BeT|[Es(U)¢ I} CA

oldugunu gostermeliyiz. Eg (U) ¢ I olacak sekilde § € T olsun. Kabul edelim ki
B ¢ A olsun. Hipotezden A € I oldugundan ve Ez(U) ¢ I oldugundan Ej (U),
A’ nin bir alt kiimesi degildir. O halde a € Ej3(U)\A olacak sekilde o bulabili-
riz. Ej(U) kiimesinin tammindan (s,,sg) ¢ U gergeklenir. Fakat v, ¢ A iken
(Sy,8q) € U olmaliydi. O halde kabuliimiiz yanls olup 5 € A olmaldir. Yani

{BeT|Ez(U)¢ I} CcAel

elde edilir.

(3)=(1) U € ® olsun. @ ¢ F (I) oldugundan {5 € T'| E5 (U) € I} # @ olup
Boe{peT|Es(U)el}
segebiliriz. O halde (3)’ ten
Eg,(U)={a€T: (sa,58,) ¢U} €I
elde edilir. m

Teorem 4.2 X diizgiin uzayinda [—yakinsak olan her ag, I—Cauchy agidir (Das
ve Ghosal 2010).

Ispat. I —lims, = o ve U € ® alahm. VoV C U olacak bicimde simetrik V € ©

mevcuttur. Ayrica I — lim s, = xy oldugundan
B:={a€T :5,¢V (rg)} el

elde edilir. I, agikar olmayan bir ideal oldugundan 7' ¢ I olup T' # B saglanmir. Bu
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durumda sz € V (z9) olacak bigimde § € T mevcuttur. O halde (sg,x¢) € V olur.
B ={aeT:s,€V ()} €F )

olup (sa,z0) € V elde edilir. (sg,z9) € V ve (Sa,z0) € V oldugundan

(Sa,s3) € VoV C U saglanir. Bu durumda
B¢ Cc{aeT: (sq,s3) €U}
olup {a € T : (s4,53) € U} € F(I) elde edilir. Buradan da
{a €T : (sa,88) ¢ U} el

olur. O halde {s,}, bir /—Cauchy agdir. m

Teorem 4.3 X diizgiin uzayinda {s,} bir I—Cauchy ag1 olsun. Eger {s,} bir
zo € X [—degme noktasina sahip ise {s,} ag1 xy noktasina I —yakisaktir (Das ve

Ghosal 2010).

Ispat. U € ® olsun. (X,®) bir diizgiin uzay oldugundan V oV C U olacak sekilde

simetrik bir V' € ® mevcuttur. Simdi
B={aeT:s,€V (x)}

olsun. z noktasi /—degme noktasi oldugundan B ¢ [ olmaldir. Aymi zamanda
{sa} bir I—Cauchy ag oldugundan Teorem 4.1 geregi v,a ¢ A iken
(8y,54) € U olacak bicimde bir A € I mevcuttur. A € I ve B ¢ I oldugundan
BN A° # @ olmahdir. O halde bir § € BN A° mevcuttur. Buradan da sg € V ()
yani (sg,z9) € V olur. o ¢ A ve f ¢ A oldugundan (s,,sg) € V elde edilir.
(Sas8g) € V ve (sg,x0) € V oldugundan (s,,z9) € VoV C U olup s, € U (xg)
saglanir. Bu ise
A°C{aeT s, €U (x)}

oldugunu gosterir. O halde A € [ olup A° € F (I) olur ki siizge¢ tanimindan
{a €T :s, €U (x9)} € F(I)elde edilir. O halde I —lim s, = z olup ispat tamam-
lanir. m
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Tanim 4.6 “ E yonlendirilmis bir kiime ve {s,} ., bir ag olsun. i : £ — T ve
t=s0i:FE — X olmak iizere € T ve F kiimesindeki a > «q 6zellikli her « igin
i(a) > B sartm gergekleyen bir ag € E meveut ise {tg}z.p agma {sq},cr agmmn

bir alt agidir denir” (Lahiri ve Das 2007).

Uyar1 4.1 [ bir ideal, F yonlendirilmis bir kiime ve ¢ : £ — T olmak iizere
Ig(i):={ACFE|i(A)el}c?2”

bir idealdir (Das ve Ghosal 2010).

Lemma 4.1 {s,}, X diizgiin uzaymnda bir ag ve I bir T—uygun ideal ve olsun.

i(E) ¢ Ir ve bir {tg}, p agl xo noktasma Ip (i) —yakinsak olacak sekilde {sq}

agmin bir alt ag1 oluyorsa g noktasi {s,} agmin bir I—degme noktasidir (Das ve

Ghosal 2010).
(Burada i ve E, Uyar1 4.1’deki gibi alinmgtar.)

Ispat. x( noktas: {s,} agmin bir /—degme noktas: degilse {a € T : s, € U} € I
olacak bigimde xo noktasini igeren en az bir U aqig1 vardwr. Hipotezden {ts} ;.5 o

noktasina I (i) —yakinsak oldugundan {5 € E | ts ¢ U} € I (i) olur. Yani
{BeE|tgecU} e F(Igp(i))

olup buradan da {8 € E : s;3) € U} € F (Ig (i)) saglamr. O halde

i{fel|tgelU})ClacT spoelUtel
olup
i({BeFE|tgelU})el
saglanir. Buradan {# € E | tg € U} € Ig (i) olur. O halde E € Ig (i) olur ki bu ise
celigkidir. m
Teorem 4.4 X diizgiin uzayinda {s,} bir /—Cauchy ag olsun. O halde {tg} xo

noktasima I (i) —yakinsak ve i (E) ¢ Ip iken {s,} zo noktasina /—yakinsak olacak

bicimde bir {5}, alt ag1 vardir (Das ve Ghosal 2010).
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Ispat. X diizgiin uzayinda {s,} bir I—Cauchy ag ve {t3z} {s,} agmnm
I (i) —limts = x( olacak bigimde bir alt ag1 olsun. O halde [ —lim s, = z, saglanir.
Gergekten, Lemma 4.1 geregi i (E) ¢ I ve {s,} agiminda I (i) — limtg = zo olacak
bigimde bir alt ag1 oldugundan z, noktasi {s,} aginmn bir /—degme noktasidir. {s,}
bir /—Cauchy ag1 ve bir xy /—degme noktasina sahip oldugundan I — lim s, = xg

gerceklenir. m

Teorem 4.5 X diizgiin uzaymda her keyfi T' yonlendirilmis kiimesi igin her {s,}
I—Cauchy ag1, [ —yakinsak olacak sekilde bir I uygun ideali mevcut ise X tamdir
(Das ve Ghosal 2010).

Ispat. T keyfi bir yonlendirilmis kiime, {s,} bir Cauchy ag1 ve I, bir uygun ideal

olsun. I, uygun ideal oldugundan her Cauchy ag1 I—Cauchy agidir ve hipotezden

X uzayinda yakinsak bir agdir. Yani zy € X olmak iizere [ —lims, = xg saglanir.

Simdi E := {(U (z0),8) : U € ®,5 € T} olsun. (£, >) yonlendirilmis kiime olacak
sekilde E iizerinde “>" bagmtisim gu sekilde tammmlayalim: “Keyfi (U (zo),3) ve
(V (z0) , @) igin

(U (x9),8) > (V(z0),a) < U () CV(x9) ve 5>«

olsun.” (U (zo),8) € E alahm. I —lims, = z¢ oldugundan her U € ® i¢in
{a €T |s,¢U(xo)} €l olup

{a €T |s,€U(xg)} e F(I)
saglanir. I, uygun ideal olup her 5 € T i¢in My € F (I) oldugundan
{a €T |sq€U(xg)}NMzge F(I)

olur. @ ¢ F (I) oldugundan bir v € T mevcuttur. v € {a € T'| s, € U (x0)} N M3

olur. v = v ((s),) ©larak yazalim. Simdi,

(D — T

(U(z0),8) — i((U(u)ﬁ)):V(U(xo),@)
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ve
t: E — X
W) = t{(0)8) = Svwis
tammlayalim. (¢,),., agmmn, {s,} agmn bir alt ag1 oldugu agiktir. (t,), .5 alt agi
ro noktasia yakinsak oldugundan {s,} ag1 xy noktasina yakinsaktir. Bu da ispati

tamamlar. =

Teorem 4.6 X sayilabilir tabana sahip bir tam diizgiin uzay olsun. O halde [

uygun ideali i¢in her maksimal /—Cauchy ag1 I —yakinsaktir.
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5. TAMDUZGUN UZAYLARDA /- CAUCHY AGLAR VE
- YAKINSAKLIK

Bu boliimde tamlik kogulu altinda /— Cauchy aglarinin hangi durumlarda I—yakinsak

oldugu incelenecektir. ~ Bunun ic¢in aglarin I*—yakinsaklik kavramina ihtiyac

duyulacaktir.

Bu béliim boyunca (X, D) bir diizgiin uzay ve (T, <) bir yonlendirilmis kiime olarak

goz oniine alinacaktir.

5.1 Temel Bilgiler

Bolim 2’de dizilerde I*—yakinsaklik kavrami tanitilmigti.  Simdi aglar igin I*—

yakinsaklik kavramini tantalim.

Tanim 5.1 “I bir ideal ve {s,}, X iizerinde bir ag olsun. Eger M’nin kendisi
yonlendirilmis kiime ve {s,},c,, » %o noktasina yakinsak olan bir ag olmak tizere
M € F(I) var ise {s.}
2007).

wep 381 To noktasima I*—yakinsaktir denir” (Lahiri ve Das

5.2 [*—Cauchy Ag

Simdi [—yakinsaklik kavramindan yola cikilarak /—Cauchy agi kavramini tanit-
tigimiz gibi [*—yakimsaklik kavramindan da yola ¢ikarak [*—Cauchy ag1 kavramini

tamtalim.

Tanim 5.2 “I bir ideal ve {s,}, X iizerinde bir ag olsun. {s.},.,, Cauchy ag
olacak gekilde yonlendirilmis bir M € F (I) varsa {s,} agma [*—Cauchy ag1 denir”
(Das ve Ghosal 2011).

Onerme 5.1 X diizgiin uzaymda her I*—yakimsak ag I*—Cauchy agidir (Das ve
Ghosal 2011).
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Ispat. I bir ideal ve U € D olsun. Ayrica {s,} bir ag ve I* — lims, = g
olsun. O halde {s4},.,, ag! zo noktasina yakinsak olacak gekilde bir yonlendirilmis
M € F(I) vardir. {sa},cp; a8l x, noktasma yakinsak oldugundan bir Cauchy

agidir. Buradan ve [*—Cauchy ag1 tanimidan {s,} [*—Cauchy ag1 olmalidir. m

Teorem 5.1 [ bir T—uygun ideal ve {s,}, X iizerinde bir I*—Cauchy ag olsun.
O halde {s,} ag1 I—Cauchy agidir (Das ve Ghosal 2011).

Ispat. U € © olsun. {s,} ag1 I*—Cauchy ag1 oldugundan {8a}aen Cauchy agi
olacak sekilde bir yonlendirimis M € F (I) vardir. Buradan Teorem 4.1 geregince
7,0 € M olup (sy,s5) € U ve 7,6 > [ olacak sekilde bir § € M vardir.
A =T\ (M n Mjg) secelim. M, Mz € F (I) olup M N Mgz € F (I) olur. Buradan da
A € I elde edilir. 0,7 € M NMp alahm. O halde §,7 ¢ A olup 6,y € M ve §,v > 3
olmak tizere (s,,ss) € U olur. Buradan da Teorem 4.1 geregi {s,} bir /—Cauchy

agidir. m

Teorem 5.2 A € D olsun. O halde keyfi T—uygun [ ideali i¢in /—Cauchy ve
I*—Cauchy kavramlar1 birbirine denktir (Das ve Ghosal 2011).

Ispat. Teorem 5.1’de {sa}, X iizerinde bir I*—Cauchy ag1 oldugunda I—Cauchy

ag1 oldugu gosterildi. Simdi diger tarafi gosterelim:

{Sa} bir I—Cauchy ag: olsun. A € ® oldugundan v,d ¢ A iken (s, ss) € A olacak
sekilde bir A € I mevcuttur. M = T\ A alalm. O halde M € F (I) saglanwr. F (1)
siizgec olup bog kiimeyi icermediginden M # & olmalidir. O halde bir § € M vardir.
sg = o alalm. Her o € M igin s,— s3 = xo oldugundan {s.},.,, sabit ag olup
bir Cauchy agidir. Simdi M C T olacak sekildeki kiimenin “>” bagintisina gore bir

yonlendirilmis kiime oldugunu gosterelim.

“>” bagintis1 M iizerinde yansima ve gegisme 6zelliklerini saglar. aq, an € M alalim.
O halde a > a1, as olacak geklide bir & € D mevcuttur. [ ideali T—uygun ideal
oldugundan

Mo ={B€T:B2a}eF()
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saglanir. M N M, € F(I) ve F(I) siizgeg olup bos kiimeyi icermediginden
M N M, # @ saglanir. Buradan v > « > «y, as olacak seklide bir v € M vardir.
O halde M yonlendirilmig kiime olup {s,},.,, Cauchy agi oldugundan {s.} bir

I*—Cauchy ag1 olur. Bu da ispat1 tamamlar. m

Teorem 5.3 X, farkl noktalardan olusan {x;},. Cauchy dizisine sahip olan

() U = A kiimesini igersin. O halde X kiimesinde {y,, }
Ued
fakat I*—Cauchy olmayacak sekilde N iizerinde bir agikar olmayan [ ideali vardir

(Das ve Ghosal 2011).

nen dizisi I—Cauchy olacak

ispat. {A;},cn ktimeleri ikiger ikiger ayrik ve sonsuz goklukta elemana sahip olan

kiimelerin ailesi olmak tizere N = [ J A, olsun. O halde
j=1

I={ACN:ANA;#@>5 j=1,23,..,k}
simifi agikar olmayan bir uygun idealdir. Ayrica her j i¢in A; € I saglanir. Simdi

{yn} dizisi n € A; i¢in y, = x; seklinde tammh olsun. U € © alahm. {z},
hipotez geregi Cauchy dizisi oldugundan her k,l > ky icin (zg,x;) € U olacak
bi¢cimde ko € N vardir. O halde

A1UA2UA3UUAkO:C€I
m,n ¢ C iken (Ym,yn) = (xp,x,) olacak bicimde en az bir p,q > ko vardir.

(xp, ) € U oldugundan (ym,y,) € U olup {y,} [—Cauchy dizisi olur. Kabul
edelimki {y, } I*—Cauchy olsun. O haldeM = N\H iken {y,} Cauchy dizisi olacak

bicimde bir H € [ mevcuttur. [ idealinin tanimindan
HCA1UA2UA3U...UA1

olacak gekilde bir [ € N vardir ve buradan i« > [ + 1 i¢cin 4; C M = N\H

saglamr  Ozel olarak Aj,; C M ve Ajo C M almrsa {y,} dizisi sirasiyla ;44
ve X149 sayllarina esit terimleri igeren, sonsuz ¢oklukta eleman igerir. Diger yandan

N U = A ve x141 # 2142 olup (x;11,x142) ¢ V saglanacak bicimde bir V € ©
Ued
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vardir. O halde m,n > myg iken (ym,y,) € V olacak bigimde my € M mevcut
degildir. Bu ise {y,} dizisinin Cauchy dizisi olmast ile geligir. O halde kabuliimiiz

yanlig olup {y, : n € M} I*—Cauchy dizisi degildir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Bir ¢nceki teoremde tamimlanan [ ideali igin (AP) sart1 yeterli degildir. Simdi
I—Cauchy ve I*—Cauchy kavramlar1 arasindaki denkligi (DP) sart1 ile verecegiz.

Bu sart Boliim 1’de verilen (AP) sartina benzerdir.

Tamim 5.3 “I bir uygun ideal olsun. I idealine ait ikiger ikiger ayrik ve sayila-
bilir {A;, A,, ...} kiimeler ailesi i¢cin en az bir o; € T've B = |J B; € [ i¢in
j=1

(A;\B;)U(B;\A;) C T'\ M, olacak sekilde T"ye ait { By, B, ...} sayilabilir kiimeler
ailesi varsa, [ ideali (DP) sartin saglar denir” (Lahiri ve Das 2007).

Uyar1 5.1 B = |JBj ve B € [ olup her j € N igin B; C B ve I bir ideal
j=1
oldugundan her j € N icin B; € I elde edilir.

Teorem 5.4 [ ideali (DP) sartin1 saglasin. X sayilabilir tabana sahip bir diizgiin
uzay ise X iizerinde her I—Cauchy {s,} ag1 bir I*—Cauchy ag1 olur (Das ve Ghosal
2011).

Ispat. X iizerinde B = {U; :i=1,2,3,...} sayilabilir bir taban olsun. Genelligi
bozmaksizin B monoton azalan alinabilir. {s,} ag1 I—Cauchy ag1 ise Teorem 4.1’den

her U; € B icin 8, ¢ K; iken (sg, s,) € U; olacak bigimde K; € I vardir. Jimdi,

Al = Kl

AQ = KQ\Kl

A3 = Kg \ (Kl U KQ)

A4 = K4\(K1UK2UK3)

Ai = KZ\(KlLJKQUUKl_l)

tamimlayalim. O halde {4; :i=1,2,3,...} ailesi ikiger ikiger ayrik sayilabilir bir

ailedir. I ideali, (DP) sartim sagladigindan (A;\B;) U (B;\A;) C T\ M,, ve
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B = Ej B; € I olcak sekilde bir o; € T ve I’da sayilabilir bir { By, By, ...} kiimeler
ailesij:xrdlr. M = D\ B olsun. O halde M € F (I) olup* >” bagmtisina karsilik
gelen yonlendirilmis kiime olur. Simdi {s,} agmin *—Cauchy oldugunu gostermek
i¢in {54} ,cp agmin Cauchy agi oldugunu gosterecegiz. U € © alalim. B, © igin bir
taban oldugundan U; C U olacak sekilde [ € N vardir. O halde

l

Kl\BCU(Ai\B)CU(Ai\Bi>CU(T\Mai)

=1 =1 =1

olur. Simdi o > a1, g, ...,y olacak sekilde o € D secelim. O halde

!
K\ BC|J(T\ M,)C(T\M,)
i=1
saglanir. M, M, € F (I) ise M N M, # & olup € M N M, olur. M yonlendirilmisg

kiime oldugundan 8 € M igin 8 > « saglanir. Buradan da 6,7 € M ve §,v > f3
olup 4,7 € M N M, elde edilir. O halde ~,0 ¢ K; iken (s.,ss) € U, C U saglanir.
Bu ise {54} ,c) agmim Cauchy oldugunu soyler ve buradan da {s,} ag1 I*—Cauchy

ag1 olur.

]

Simdi agagidak iki teoremi ispatsiz verecegiz

Teorem 5.5 X sayilabilir tabana sahip ve (| U = A olsun. Ayrica X uzayi en
Ued

az bir limit noktasma sahip olsun. Eger {s,}, I—Cauchy ag1 iken [*—Cauchy ag:
oluyorsa I ideali (DP) sartini saglar (Das ve Ghosal 2011).

Teorem 5.6 [ ideali T—uygun olsun. Ayrica {s,}, X uzayinda bir ag olsun. Eger
{sa} ag1 I*—yakinsak ise [ —yakimsaktir (Lahiri ve Das 2007).

Agagidaki teorem [—Cauchy aglarin ne zaman [—yakinsak olabilecegini vermekte-

dir:

Teorem 5.7 [ ideali (DP) sartin saglasin. Ayrica X sayilabilir tabana sahip bir
tam diizgiin uzay olsun. O halde X uzayindaki her I—Cauchy agi X uzayinda
I—yakinsaktir (Das ve Ghosal 2011).
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Ispat. I ideali (DP) sarti sagladigindan Teorem 5.4 geregince X uzaymdan alman
keyfi her I—Cauchy ag1 I*—Cauchy ag1 olur. X tam oldugundan her I*—Cauchy
ag1 I* —yakinsak olur. Buradan Teorem 5.6 geregince I*—yakinsaklik / —yakinsaklig

gerektirdiginden istenen elde edilir. m
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6. SONUC

Diizgiin uzaylarda I—yakinsaklik ve tamlik kavrami arasindaki iligki, bu tez calig-
masinda kaynaklar boliimiinde verilen bir ¢cok makale ve kitap yardimiyla incelen-
mistir. Ik olarak diizgiin uzaylar tamtilip bu diizgiin uzay tizerindeki diizgiin-
likk yapisinda [/—yakinsaklik ve /—Cauchy ag1 arasindaki iligki /—degme nokta-
lar1 yardimiyla incelenmistir. Daha sonra [*—yakinsaklik kavrami tanimlanip bu
tanmimdan yaralanarak I*—Cauchy ag1 kavrami tanitilmig ve bir diizgiin uzay tam
iken [—Cauchy kavraminin /—yakinsakligi gerektirdigi durumlar iizerinde yogun-

lagilmigtar.
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