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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
KONTAKT MANIFOLDLARIN TEMELLERI
Serdar KARATAS

Karamanoglu Mehmetbey Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dal

Damsmani: Dr. Ogr. Uyesi Giilhan AYAR
Kasim, 2019, 52 sayfa

Yapilan bu tez ¢alismasi, Andrew Mclnerney ’in First Steps in Differential Geometry adl
kitab1 temel alinarak hazirlanmistir.

Bu aragtirmanin odak noktasi, kontakt geometrinin fizik ve matematik disiplinleri ile
iliskisi olup, bu c¢alismada kontakt geometrinin fiziksel ve matematiksel yorumlari ele
alimustir.

Bu tez calismasi bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde kontakt geometrinin
tarihcesi ve gelisimi hakkinda bilgi verilip, kontakt geometrinin ¢aligma alanlaria
deginilmistir.

Ikinci boliimde tez calismasi boyunca kullanilan temel tanim ve teoremlere yer
verilmistir.

Materyal ve metot kismi bu ¢alismanin {igiincii boliimii olup, kontakt geometrinin fiziksel
ve matematiksel yorumlar1 burada vurgulanmistir. Fizik alanindaki yorum, kontakt
elemanlar ile Huygens prensibi arasindaki baglanti olarak ele alinmistir. Matematiksel
yorum ise kontakt yapinin diferansiyel denklemler, kontakt vektor alanlar1 ve kontakt
diffeormorfizmler arasindaki iliskiden sz edilerek yapilmigtir.

Bu konulara ek olarak Darboux teoreminin kontakt geometri i¢in nasil kullanildig ifade
edilmistir ve bu teoremin bir sonucu olarak kontak yapilar yorumlanmaistir.

Bu tez caligsmasinin doérdiincii béliimii sonug boliimii olup, kontakt geometrinin nemine
ve bu tez caligmasinin literatiire sagladigi katkilara deginilmistir.

Son olarak bu arastirma boyunca yardimci olan kaynaklar bu caligmanin besinci
boliimiinii olusturmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Kontakt vektorleri, Kontakt doniisiimler, Kontakt yapi, Darboux’s
teoremi



ABSTRACT

Ms Thesis
FUNDAMENTALS OF CONTACT GEOMETRY
Serdar Karatas

Karamanoglu Mehmetbey University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Matematik

Damsmani: Dr. Ogr. Uyesi Giilhan AYAR
Nowember, 2019, 52 pages

This thesis was based on the book Andrew Mclnerney's first Steps in Differential
Geometry.

The focus of this research is on the relationship between contact geometry with physics
and mathematics disciplines and the physical and in this study mathematical
interpretations of contact geometry have been discussed.

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the history and development of
contact geometry is given and the research areas of contact geometry are discussed.

In the second chapter, the basic definitions and theorems used throughout this thesis are
given.

The material and method part is the third chapter of this study and the physical and
mathematical interpretations of contact geometry are emphasized here. The interpretation
in the field of physics is considered as the connection between contact elements and
Huygens principle. The mathematical interpretation is made by talking about the
relationship between contact structures with differential equations, contact vector fields
and contact diffeormorphisms.

In addition to these topics, how Darboux's theorem is used for contact geometry is
expressed and contact structures are interpreted as a result of this theorem.

The fourth chapter of this thesis is the conclusion part. In this part the importance of
contact geometry and the contributions of this thesis to the literature are discussed.

Finally, the references that assisted throughout this research are included in the fifth
chapter of this study.

Keywords: Contact vectors, Contact transforms, contact structure, Darboux’s theorem
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1.GIRIS

Riemann Geometrisi 'nin temel unsurlari: Uzunluk, agilar, egriler vb. konulardir. Gergekten
de Riemann Geometrisi 'nde yer alan uzaysal "noktalarin" altinda yatan yol, Euclid ’in bin

yil Once tarif ettigi yoldan ¢ok da farkli degildir.

19 yy. da projektif geometrinin gelisimi uzaysal noktalara bakis agisina meydan okumustur.
“Sonsuzluktaki noktalar" ve "noktasal ¢izgiler" gibi fikirler Euclid ’in besinci postulatini
diger aksiyomlardan ¢ikarmak i¢in asirlarca siiren ¢abalara son vermistir. Objeleri noktalara
cevirme Ozglirliigli uzaysal nesnelerden daha genel olarak, modern geometrilere 6zellikle

de kontakt geometrinin gelisimine biiylik bir kap agt1.

Yeni bir bagka gelisme de 1872 Erlangen programinda Felix Klein tarafindan baslatilan
Oklid olmayan kontakt geometri calismasidir. Klein 'e gore dogru nesneler ve geometri
iliskileri, belirli déniisiimler altinda degismez olarak kalanlardir. Oklid Geometrisi de bu
nesnelerin belirli doniistimler, rotasyonlar ve yansimalar altinda korunmasi ¢alismasiydi.
Klein 'in bu bakis agis1, Sophus Lie 'nin 1890 la kismi diferansiyel denklemler ¢aligmasinda
kullandig1 kontakt doniistimler ile birleserek modern kontakt geometri teorisine hiz

kazandirdi.

Kontakt geometri, 1950 yillarindan baglayarak yavas yavas kendine 6zgili caligma alanini
ortaya ¢ikardi. Matematiksel arastirmanin diger alanlarindaki gelismeler sayesinde kontakt
geometri 1990 1 yillarda biiyiik ilgi uyandirmistir. Kontakt geometri {izerine yiiksek lisans
seviyesindeki ilk ders kitabi 2008 yilinda Hansjorg Geiges (Geiges) tarafindan
yaymlanmasina ragmen, Kontakt geometrinin temel fikirleri; Huygens 'in geometrik
optikler formiilasyonuna bakilarak, 1690 yillarina dayanmaktadir. Geometrici V1. Arnold

'un iddiasma gore kontakt geometri tiim geometridir.

Bu bolime kontakt geometrinin ilk olarak fizikte ve ikinci olarak matematikte nasil

kullanildig1 konulariyla basliyoruz.



Kontakt geometri konusu Riemann Geometrisi konusuna paralel bir sekilde ilerler. Kontakt
geometrinin yapisi olan kontakt form, non-dejenere olan diferansiyel 1-formdur. Bu formu
tanittiktan sonra kontakt formun tanimindan ortaya c¢ikan nesneleri tanimlayacagiz.
Bununla birlikte en basindan beri kontakt geometrideki calismalarin kontakt formunun
kendisi degil de ilgili kontakt hiper diizlemi oldugunu biliyoruz. Bunlar1 6zellikle yapiy1
koruyan doniisiimlerin taniminda yani kontakt diffeomorfizmlerde tekrar ele alacagiz.

Kontakt geometri ve Riemann geometrisi arasindaki 6nemli farklardan biri tiim kontakt
yapilarmin "yerel olarak ayn1" olmasidir. Bu darboux teoreminden gelir. Bir biitiin olarak
bu, kalkiiliis bazli tekniklerden ziyade topolojiye ¢ok daha biiyiik bir agirlik vermenin
sonucudur. Dogal olarak hangi topolojik uzaylarin (veya manifoldlarin) bir kontakt yap1

olusturacag sorularini ortaya ¢ikarir.

2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tez ¢alismasi boyunca kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremlere yer

verilmistir.

Tanim 2.1. A ve B bostan farkl: iki kiime olmak tlizere bir f € A x B altkiimesi olsun.

i. VYa€ Aveb €Bigin(a,b) €f
ii. (al, bl)’ (az, bz) € fve a; = ap ise bl = b2

sartlar1 saglaniyor ise f ’ye fonksiyon denir (Mclnerney, 2013).

Tamim 2.2. V # @ olan bir kiime ve K bir cisim olsun. Asagidaki dnermeler dogru ise
V kiimesi K cismi iizerinde bir vektor uzayidir denir (Mclnerney, 2013).

o Vu,veViginu+vtanimhdirveu+v €V dir.

e YVuv,weVigh(u+v)+w=u+ (v+w)dir.

e J0€VveVueViginu+0=u ve 0+ u = udur.



e Vu€eV icin V kiimesinde -uile gosterilen u+ (—u) =0ve (—u)+u=20
esitligini saglayan bir —u elemani vardir ve bu elemana toplama islemine gore
tersidir denir.

e VuveVigcinu+v=v+udur

o VaeK,Vu,veVigina(u+v)=au+av

e VabeK,Vu€eVigin(a+b)u=au+ bu

e Va,b€K,Vu€Vigin (ab)u = a(bu)

e K nin carpma islemine gore birim eleman1 1 olduguna goére Vu € V igin 1. u = u

dur.

Tanim 2.3. V, K cismi iizerinde bir vektor uzayr ve W, V ’nin bos olmayan bir alt kiimesi
olsun. Asagidaki iki 6nerme dogru ise W, V ’nin bir alt uzayidir denir. (Sabuncuoglu,
2014).

i YuveWicinu+veW dr.

ii. YueWVkeKicinkueW di.

Tanim 2.4. V, F cismi lizerinde tanimlanmis bir vektor uzayi ve G = {V,,V,, ..., V;,} V 'nin
alt kiimesi olsun. Eger a,v; + a,v, + -+, a,, v, = 0 olacak sekilde hepsi birden sifir
olmayan a4, a,, ... a,, € F varsa, o takdirde G kiimesine F cismi iizerinde lineer bagimli
denir. Eger a; a,v; + a,v, + anv,;, = 0 olmast i¢in Vi (i =1,2,...,m) i¢in a; =0
olmasini gerektiriyorsa, o zaman G kiimesine F cismi ilizerinde lineer bagimsizdir denir

(Mclnerney, 2013).

Tanim 2.5. V bir vektor uzay1 ve S = {a,, a,, ...a,} € V olsun. Eger S lineer bagimsiz ve
Span(S) = Vise S ye V ’nin bir baz1 denir.

V vektor uzayiin sonlu bir tabani varsa V' ye sonlu boyutlu vektér uzayidir denir. V sonlu
boyutlu bir vektor uzayi olsun. V' ’nin tabanindaki vektor sayisina, V' ’nin boyutu denir ve

dimV veya boyutV ile gosterilir (MclInerney, 2013).

Tanim 2.6. V ve W iki reel vektor uzay1 ve L: V — W bir fonksiyon olsun. Eger

3



i. Vu,veViginL(u+v)=Lw+Lw)
ii. Vc€RveVu€ViginL(cu) = cL(u) ise

L doniisiimiine V ’den W ’ya bir lineer donlistim denir.
L:V - W lineer doniisiimii birebir ve orten ise L ’ye lineer izomorfizm denir. V den W
uzayina giden en az bir lineer izomorfizm varsa V uzayr W uzayina izomorftur.
L:V — W bir lineer doniisiim olsun. R; 'nin yada R(L) ile gosterilen goriintii ciimlesi

R, =R(L)={weW:Vvv eVicinL (v) =w}
seklinde W ’daki goriintii noktalarinin ciimlesidir. L *nin D(L) ile gosterilen tanim bdlgesi
V climlesidir. L 'nin Kernel F ya da kisaca KerF ile gosterilen ¢ekirdegi (kernel) ya da
sifir uzay1 (null space),

KernellL = KerL = {veV:L(v) =0}

seklinde 0 € U elemanina doniisen V ’deki elemanlar climlesidir. KerF, daima V ’nin sifir

vektorlinii kapsar (McInerney, 2013).

Teorem 2.1. L:V — W doniisltimii sonlu boyutlu bir V vektor uzayindan bir W
vektor uzayina bir lineer doniisiim ise

rankA + sifirlikA = boyV
seklindedir (Hacisalihoglu, 1985).

Tanim 2.7. V, n — boyutlu reel vektor uzayi olsun. V* = {f|f:V — R, f lineer} kiimesi

de bir reel vektor uzayidir. Buuzaya V vektor uzayinin dual uzayr denir (Mclnerney, 2013).

Tanim 2.8. L:V — W doniisiimii V ve W vektdrleri arasinda bir lineer doniistim ve
B:W XW - R
dontisiimii W {izerinde bir bi-lineer form olsun. Bu durumda L tarafindan B ’nin pullback
doniisimii T*B : V X V — R bir bi-lincer formdur ve V X, Y € V icin
B(vy,v;) = B(T(v1), T(v2))
seklinde tanimlidir (Mclnerney, 2013).



Tamim 2.9. R" uzaymnda a = (ay,4ay, ...,a,) ve = (B, B, ., B,) vektorleri verilsin.
Buna gore aff= a,f, + -+ a, B, deerine a ve S nin skaler ¢arpimi (ya da i¢ ¢arpimi)
denir (Mclnerney, 2013).

Tanim 2.10. V bir reel vektor uzayi olsun. V' {izerinde simetrik bilineer doniisiim L olmak
lizere Va € V igin
L(a,a)=0=a=0

oluyorsa L ’ye non-dejeneredir denir (Hacisalihoglu, 1985).

Tamim 2.11. g € R™ ve v € R™ olmak lizere q noktasinda q + v noktasina giden yonlii
dogru pargasini, q noktasinda, v teget vektorii diye adlandiracagiz ve v, bi¢iminde
gosterecegiz. q noktasindaki biitiin teget vektorlerin kiimesine T,(R™) ile gosterilir

(Mclnerney, 2013).

Tamm 2.12. T, (R™) yukaridaki tanimlanan islemlere gore R cismi {izerinde bir vektor
uzayidir. Boylece elde edilen Tq(R™) vektér uzayma, R™ uzaymin g noktasindaki tanjant

uzay1 denir (Mclnerney, 2013).

Tamim 2.13. f: R™ — R diizgiin bir fonskiyon f fonksiyonun goriintiisinde a € R olsun.

a noktasinda f ’in seviye kiimesi olmasi igin

Sra= (1 %) € R | f(xy,.. %) = a}

seklinde tanimlamr. Vp € S, igin f’in diizgiin degerli oldugunu soyleyebiliriz

(Mclnerney, 2013).

Tamm 2.14. f:R"™ - R™ f = (f1, f2, ..., fm) olsun. v; € T4(R™) igin
f*q(vq) = (vq[fl]lvq[ 2]) e vq [fm])f(q)

esitligiyle taniml
f:Tqg(R™) = Trqy(R™)

fonksiyonuna, f fonksiyonun g noktasindaki tanjant doniisiimii denir (McInerney, 2013).



Tanim 2.15. U ve V, R™ uzaymin agik alt kiimeleri olmak iizere f: U — V fonksiyonu
homeormorfizm ve f ile f~! fonksiyonlarinin ikisi de diizgiin ise f fonksiyonu bir
difeomorfizmdir. U kiimesinden V kiimesine bir diffeomorfizm varsa U kiimesi V kiimesine

diffeomorftur denir (McInerney, 2013).

Tamim 2.16. R™ uzayinda bir tanjant demeti TR™ ile gosterilir ve p € R™ ve v, € T,,(R™)

icin tiim siralt (p, vp) ikililerinin kiimesidir (McInerney, 2013).

Tamim 2.17. U, R™ uzaymin ag¢ik bir alt kiimesi olsun. U ’nun her bir ¢ noktasina
q noktasinda bir teget vektor karsilik getiren bir fonksiyona, U {izerinde bir vektor alani

denir (Mclnerney, 2013).

Tamim 2.18. Bir fonksiyonun her mertebeden kismi tiirevleri var ve siirekli ise bu
fonksiyona diferansiyellenebilirdir denir. C® simifindan olan fonksiyonlara sonsuz
diferansiyellenebilir fonksiyon denir (Mclnerney, 2013). I C R agik bir aralik olmak iizere
a:1 - E3, a(t) = (a,(t),a,(t),as(t)) fonksiyonu verilsin. a:1 - E3,a;(t),1<i <3
fonksiyonlarina ~ 6klid  koordinat  fonksiyonlar1  denir.  Eger a; fonksiyonlar
diferansiyellenebilirise a fonksiyonuna diferansiyellenebilir fonksiyon denir (Mclnerney,

2013).

Tamim 2.19. Vp € R"icin V(p) € T,,(R™) olmak iizere R™ uzaymnda diizgiin bir vektor
alan1 V olsun. I kiimesinin 0 icerdigi aralikta V ’den p ’ye bir integral egrisi diizgiin
parametreli c¢:1 — R™ egrisidir ve

c(0) = pve Vt €l igin ¢'(t) = V (c(t))
seklinde tanimlanir (Mclnerney, 2013).

Tanim 2.20. R" lizerinde bir diizgiin V vektor alan1 Vp € R™ igin p boyunca integral
egrisi lizerindeki tiim [ araliklar1 I = R olacak sekilde alinabiliyorsa, V ’ye tam uzay

denir (Mclnerney, 2013).



Tanim 2.21. M", n —boyutlu bir C* manifold olsun. M" iizerinde vektor alanlarmin
uzay1 y (M) ve reel degerli C* fonksiyonlarinin halkast C*(M™, R) olmak iizere,

g X(M™) X x(M™) = C=(M™, R)
simetrik 2-lineer ve pozitif tanimli bir g doniisimiine M™ iizerinde bir Riemann metrik
tensori ve (M™,g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir. M™
manifoldunun herhangi iki p ve q noktasi i¢in M™ {izerinde bu noktalar birlestiren bir egri

bulunabiliyorsa, M™ ye baglantili manifold ad1 verilir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.22. M™ bir C* manifold ve M™ fiizerindeki bir vektor alan1 X ile gerilmis lokal

doniisiimlii bir 1-parametreli grup ¢, olsun. O zaman, K bir tensor alan1 ve p € M™ i¢in

o1
(LxK)p = 1im —[Ky = (6:K), ]
seklinde tanimlanan LxK doniisiimiine X yoniinde K nin Lie tiirevi denir ve LyK ile

gosterilir (Yano ve Kon, 1984).

Tamm 2.23. M bir Riemann manifoldu ve M iizerindeki vektor alanlarinin uzayr y(M)
olsun. M tizerindeki koneksiyon olmak tizere R: y(M)xy(M)xy(M) — x(M) ve
VX,Y,Z € y(M) olmak iizere
R(X,Y,Z) = R(X,Y)Z
= WxWZ — VyWZ —VixyZ
=[x, Wy]Z - V[X,Y]Z

bi¢iminde taniml1 tensor alanina Riemann egrilik tensor denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.24. M bir Riemann manifoldu ve M {izerinde afin konneksiyon olmak iizere
vX,Y,Z € (M) igin

1) VY —VyxYX =[X,Y]

i) Xg(Y,2) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)

ozellikleri saglaniyorsa V ’ya Riemann koneksiyonu (Levi Civita konneksiyonu) denir

(O°Neill, 1983).



Tamm 2.25. n —boyutlu bir Riemann manifoldu (M, g), lizerinde egrilik tensorii R ve

x (M) ’nin bir ortonormal bazi {E;, E,, ... E,} olsun Q: y(M) — y(M)

n
X - QX = —ZR(Ei,X) E;
i=1

seklinde taniml1 Q operatdriine M ’nin Ricci operatorii,
S:x(M) X x(M) —» R

olmak tzere
n
S(X,Y) = Z g(R(E, XY, E)
i=1

seklinde tanimli S tensor alanina, M iizerinde Ricci egrilik tensoérii adi verilir (Yano ve

Kon, 1984).

Tanim 2.26. n —boyutlu bir Riemann manifold M ve {E;, E,, ... E,} ortonormal vektor

alanlar1 olmak iizere M nin skaler egriligi

n
T = Z S(Ei,Ei)
i=1

seklinde tanimlanir (Yano ve Kon, 1984).

Tamm 2.27. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. T,M tanjant uzaymnm iki boyutlu alt
uzay o ve V,W € o vektorleri iizerine kurulan paralel kenarin1 alan
gV, Vgw,w) — g(V,W)? # 0 olmak iizere

gRWV, WHW,V)

KW.W) = S0y g W, w) — g, W2

esitligine o 'nin kesit egriligi denir ve K (o) ile gosterilir (O’neill, 1983).



3. MATERYAL ve METOT

Bu tez caligmasinin bundan sonraki boliimlerinde Andrew Mclnerney ’in First Steps in

Differential Geometry adli kitab1 kaynak olarak alinmistir.
3.1. Huygens Prensibi ve Kontakt Elemanlar

Klasik fizigin temel amaglarindan biri, fiziksel 151k teorisini tanimlamaktir. Is1§in parcacik
kuramlar1 ve dalga teorileri konulari, Maxwell 'in elektromanyetizma kuramu ile ortiisiir ve
(ve daha sonra kuantum elektrodinamigi teorileri ile daha da ileri derecede gelistirilmis)
elektrik ve manyetizma derslerinde ilk anlatilan konulardan biridir. Isik teorisini ve yansima
ile kirilmanin fiziksel fenomenlerini formiile etmek icin yapilan ilk girisimlerden biri
Christiaan Huygens tarafindan 1690 da "1s1k iizerine incelemede" gergeklestirildi. Modern
terminolojide olmasina ragmen bu modelin burada kisa bir 6zetini verelim. Bu genellikle

geometrik optiklere bir drnektir.

Huygens prensibinin matematiksel bir modelini olustururken, kontakt geometrinin temel
kavramlarimin buradaki roliiniin nasil oldugunu gosterebiliriz. Huygens ’in 15181n yayilmasi
ile ilgili aciklamasi, hava boyunca sonlu hizda (fakat ¢ok yliksek) yayilan 1s1k 1smlarinin
bir nokta kaynagi modeli ile baslar.

Sekil 3.1. 1912 baskisinda Huygens 'in Isik Uzerine incelemesi (Chicago Universitesi)



Bir temel dalga belirli bir zamanda, tek bir nokta kaynagindan yayilan tiim 1sinlar tarafindan
erisilebilecek tiim noktalardan olusur. Geometrik olarak, ortamin 1s1k 1s1nlari i¢in sabit hiza
uygun oldugunu varsayarsak, bir temel 151n, merkezi nokta kaynagi olan bir kiire ile temsil

edilebilir.

Huygens ’in yansima ve kirilma hakkindaki daha 6nemli agiklamalari, dalgadaki her
noktanin sirayla daha ¢ok temel dalgalar icin yeni bir nokta kaynag haline geldigi
yoniindeki varsayimlardir. Bu varsayimin 6zgiin mantigi, komsu toplara bilardo topu iletme
momentumunun benzetilmesine dayanir. Dahasi ikincil kaynak dalgasindan gelen 1s1k
isinlarmin hizi orijinal ilk dalganinkiyle ayni oldugundan, ikincil dalga Huygens
terminolojisine gore orijinal ilk dalgaya "dokunmalidir" (yani teget olmalidir). Asagida
daha kesin olarak belirtecegimiz geometrik dilde, bir 151k dalgasi, to + At zamanda olugan
dalganin, t, anindaki dalgalar iizerindeki noktalardan, temel dalgalarin zarf1 olarak elde
edilir. HUYGENS PRENSIBI: Bir dalganin her noktasi temel bir dalga kaynagidir. Dalga

cephesi daha sonraki bir zamanda bu temel dalgalarin zarfidir.

Bu calismanin geri kalanindaki amacimiz Huygens prensibi i¢in matematiksel bir ¢ergeve
saglamaktir. ik olarak vektor hesabini kullanmaya baslayacagiz. Daha sonra "noktalar1”
farkl1 sekilde tanimlayarak, kontakt geometrinin baz1 6nemli elamanlarina karsilik gelecek
sekilde yeniden ele alacagiz. Simdi R? ’de egriler olarak gosterdigimiz diizlem dalgalarini
tanimlayarak kavramlari acgiklayacagiz. Temel dalgalar, daha sonra kiire yerine daire haline

gelecektir.

Sekil 3.2. Dalga cephesi ¢, doniistimii
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[lk dalga cephesini p:1 > R?, p(t) = (p1(t),p2(t)) bilesenleriyle  diizgiin
parametrelenmis oldugunu varsayarak, Co € R? olacak sekilde bir egri olarak tanimlayalim.
Dahasi, Vp(t) € Co i¢in Sp(y) - yarigap: 7 olan p(t) merkezli bir daire temel dalga olsun ve
7 belirli bir zamanda bir 151k 15101 ile kat edilen mesafeyi temsil etsin. W, kiimesi t € [ i¢in

tim Sp(y), dairelerinin bulundugu koleksiyonu temsil etsin.

Tamim 3.1.1. Onceki paragrafta tarif edilen W, kiimesinin C, zarfi asagidaki ozellikleri
saglayan R? ’deki bir egridir:
e Vg € C, noktasi tam olarak bir S, dairesi iizerinde bir noktadir. Yani V q € C,.
igin q € Sy olacak bigimde bir tek p(t) € Co vardir.

e (.’ yetegetdogrusu q € S,(p), igin Sp(p), dairesinde q ’ya denk gelir. (¢akisir.)

Bu konunun geri kalan1 igin bu tiir zarflarin varligin1 kabul edecegiz. Amacimiz Huygens
prensibini r > 0 uzaklik olan bir diffeomorfizm
¢,:R* > R?

ile ifade etmektir. Bu diffeomorfizm olan dalga cephesini asagidaki gibi tamimlar: Bir
C, dalga cephesi bir r mesafesi boyunca, C, " degisimi C, = ¢, (Cy) olarak verilir ve
p(t) € Co noktalart g = ¢, (p(t)) € C, noktalarina karsilik gelir. Bunu yaparken Co ’1
parametrelestirmek i¢in kullanilan t parametresinin C, ’1 parametrelestirmek icin de
kullanilabilecegini ve q(t) € Sy, olacak sekilde q(t) = (q1(t),q2(t)) 'nin C,

izerinde bir tek nokta olarak yazilabilecegini sdyleyebiliriz. (Sekil 3.2.)

q(t) parametresinin diizglin oldugu ile ilgili asikar olmayan (genel zarf yapilanlarinda
kolaylikla yanlis olabilecek bir varsayim ) bir varsayim yapalim:
Bu yapida Tanim 3.1.1. in iki kosulu
(g@® —p®) - (¢ —p()) =12 (3.1)
q'(®)-(q(®) —p(t)) =0 (3.2)
olarak vektdr hesab1 notasyonu kullanilarak formiile edilebilir. Denklem (3.1), g(t) 'nin

merkezi p(t) ve yarigapit r olan daire lizerinde oldugunu ifade eder. Denklem (3.2),
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C, ’ye teget vektor q'(t) ’nin bitiin t ler i¢in radyal vektor q(t) — p(t) ’ye dik oldugunu
ve dolayisiyla  Sp(4)» ¢emberine teget oldugunu ifade eder. (3.1) denklemini yeniden
diizenlersek;

(@'(®) —p'()-(q®) —p®) =0
elde edilir ve (3.2) denklemiyle

p'(t)(q(t) —p(t)) =0
seklini alir. Bu bilesenlerle

P1'(q1—p1) +p2'(qz—p2) =0
yazilir. Kolaylik saglamak i¢in p;" # 0 olan biitiin t ler igin

q1 —p1 = —m(q; — p2) (3.3)

seklinde ifade edebiliriz.

Burada m(t) = ((p2'(t))/(p.'(t))) ifadesi C, dalga cephesine p(t) noktasindaki teget
dogrusunun egimidir. (3.1) esitliginde (3.3) denklemini yerine koyarak ve

(92— p2)* = ”_ denklemi icin (g, — p2)? ifadesini ¢dzerek veya ozel olarak

T 1+m2

pozitif bir  karekok

42 =p2t N
secerek, bu denklem ile birlikte (3.3) ifadesi
B mr
BT e

olarak elde edilir.

Bu sonu¢ Huygens prensibinin kosullariin

mr r
¢r(p1,p2) = (p - =P +—)
doniisiimiiniin p = (p1,p2) € Co ile q = @, (p) € C, arasindaki noktalar isaret ettigi

gercegini gdstermektedir.
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@, dontisiimii sadece p = (p1,p2) ’ye bagh degildir. Burada m sadece p(t) noktasina
degil ayni zamanda p:I — R* parametrelerine de baglidir. Bu sorunu ¢oziip dalga

cephelerini ifade etmek i¢in yeni bir tanim sunuyoruz: "kontakt elemanlar1”

Tamm 3.1.2. R °de P = (x,y) € R%, ¢ c R* ve dikey olmayan dogrusu P € ¢ gibi ile
birlikte (P,#) noktasini igeren ikiliye kontakt eleman denir. R® ’deki biitiin kontakt
elemanlarin kiimesi CR? ile gosterilir. P = (x, y) *den gegen £ dogrusunun egimi m olmak
iizere (P, ) kontakt elemanina karsilik gelen (x, y, m) siral Gigliisti

CR? = {(x,y,m) | (x,y) € R> m € R}
olarak adlandirilir ve CR? ’nin standart bir koordinat sistemi vardir. Bu nedenle CR?, R ile
aynidir. Dolayisiyla Vp = (x, y,m) i¢in T,,(CR*) = T,(R®) diisiinebiliriz. CR? *de uzaysal

noktalar olarak " noktalar" R® *te de genel olarak gorebiliriz. (Sekil 3.)

Sekil 3. 3. CR? de kontakt elemanlar ve egrileri

y'(®)
x'(t)

Tamm 3.1.3. g:1 > R? diizgiin bir egri, c(t) = (x(t),y(t)) olmak tizere m(t) =

egimi g(I) i¢in teget dogrusunun egimi c(t) = (x(t),y(t)) noktasindadir. Dolayisiyla
&1-R% &) = (x(1), y(®), m())

egrisine CR? igin c egrisinin lifti denir.

Iki egri cq:1; = R? ve c3:1; > R? ’nin goriintiilerinin P € R? noktasinda kesistigini

varsayalim. ¢, ve ¢, goriintiileri P ’de ortak bir teget dogrusu € ’ye sahip oldugunda ¢, ¢,
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liftlerinin goriintiileri sadece CR? ’de kesisir. Bu durumda c¢; ve c; kontakt elemanlari

adiyla P ’de kontakt halinde (ilk sira i¢in) olarak sdylenir.

CR? *deki her egri R? *deki bir egrinin lifti olarak kabul edilemez. Aslinda bir c:1 — R?
egrisinin lifti y (t) = (x(t), y(t), m(t)) seklinde belirlenen bir y: I — CR? egrisi i¢in gerek

!
ve yeter sart Vt i¢in x'(t) # 0 ve m(t) = z,—gg olmasidir.

CR? °de (x,y, m) standart koordinatlarla 6zel diferansiyel 1-form olan a = dy — mdx ’i
diisiinelim. Vp = (x,y,m) € CR? noktasinda a(p) bir E, c T,(CR?) alt vektdr uzayini
E, = kera(p) = {V; € T,(CR?) | a(p)(¥}) = 0}

seklinde tanimlar. (Sekil 3.4.)

Bu terminolojide ¥ nin kosulunu, R? deki bir egrinin lifti olarak su sekilde yeniden ifade

edebiliriz.

| i
7'\ =X :
| ‘\\i e
1,," : |
=4 ’-Lm*‘ o ) 2

Sekil 3.4. E;, = kera(p) Alt uzaylari i¢in bazlar

Onerme 3.1.1. y:I > CR?, CR?* de bir egri ve x'(t) # 0 olmak iizere Vt € I icin
y(®) = (x(t),y(t), m(t)) olsun. Cekirdegi E, = kera(p) olarak gosterdigimiz CR* de
a = dy —mdx 1-formunu diisinelim. Vt € I i¢in y'(t) € E ) oluyorsa y egrisi R
iizerindeki bir ¢ egrisinin liftidir. Buna denk olarak y, bir ¢ egrisinin liftidir ancak ve ancak
y*a =0 ’dir deriz. Bu nedenle, simdi CR? de bir c¢:I - R? egrisinin lifti olan bir

y:I - CR? egrisini degerlendirelim. Huygens prensibini bir diffeomorfizm agisindan ifade
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etme durumumuza donersek, yukarida dalga cephesi doniisimii ¢, i¢in uygun bir
@,: CR* > CR? doniisiimii oldugunu goriiriiz.

Onerme 3.1.2. ¢,: CR?* —» CR? doniisiimii
m

r
x,y,m)=|x— Y+ ,m)
) = (x = Py ¥ ey

seklinde verilen bir diffeomorfizmdir. Buna ek olarak, ¢, ’nin en 6nemli 6zelligini

asagidaki onerme ile verebiliriz.

Onerme 3.1.3. ¢,: CR* - CR? difeomorfizmi Onerme 3.2.1 ozel 1- form olan
a = dy — mdx ve Onerme 3.1.2 yi alalim. O halde asagidaki gibi yazilir.

oo = a.
ispat.

r rm
*a=d< +—)—md(x——)
or 4 1+ m? V1 + m?

(o= o) (oo )
=(dy-————dm|-[dx————dm
(1 +m2): (1 +m2):

= dy —mdx

= a.

Sonu¢ 3.1.1. y:I - CR? nin bir dalga cephesi oldugunu varsayalim. Bu takdirde
Yr =9¥r°Yo
da bir dalga cephesidir. Diger bir deyisle ¢, dalga cephelerini dalga cephelerine

dontistiiriir.

Ispat. ¥, 'in R? *de bir egrinin lifti oldugunu kabul edelim. Bu takdirde Onerme 3.1.1 e
gore 1-form olan a = dy — mdx i¢in y,"a@ = 0 vardir. Buradan
(provo)'a =y 0, a
=y, a (6nerme 3.1.3 'den)

= 0.
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Dolayistyla yine Onerme 3.1.1 ile ¥, R? ’de bir egrinin liftidir.

Bu boliimii Huygens prensibinde, kontakt elemanlarinin belirlenmesinde 6zel diferensiyel
form olan a *nin roliinii vurgulayarak tamamladik. Ilk olarak 1-form a, CR? *deki hangi
egrilerin dalga cepheleri oldugunu ayirt etmemizi saglar. Huygens prensibinin sartlarina
gore insa edilen diffeomorfizm ¢, 'nin a ’y1 koruma 6zelligi vardir. Dolayisiyla ¢, dalga
cephelerini dalga cephelerine doniistiiriir ve boylece 15181n yayilmasi i¢in bir model tarif

eder.
3.2. Diferansiyel Denklemler ve Kontakt Elemanlar

Onceki béliimde kontakt elemanlarinin 1s13inmn yayilmasi igin Huygens prensibinin
geometrik tanimini nasil sagladigini gérdiik. Huygens kontakt elemanlarinin matematiksel
yapisint kullanmamistir. Kontakt elemanlarinin kiimesinin ("lineal-¢izgisel elemanlar")
acikca kullanildign ilk yer 19. yiizyilin sonlarinda Sophus Lie ’nin g¢aligmasidir.
Lie ’'nin ¢aligmalarinin ¢ogu diferansiyel denklemlerdeki problemleri analiz etmek i¢in

geometrik ve cebirsel teknikleri kullanma girigsimi olarak goriilebilir.

Yaklasimimiz birinci mertebeden kismi diferansiyel denklemler icin tasarlanan
yontemlerden tiiretilmesine ragmen, bu bdliimde birinci mertebeden adi diferansiyel

denklemleri ¢6zme baglaminda, bu fikirlerin bazilarini sunacagiz.

Ornek verecek olursak, u:R — R, t bagimsiz degisken icin adi diferansiyel denklem
Qu—-t).u' =u-—t, u(0) =1 3.1)

baslangi¢ problemini diigiinelim. Bu denklemi ¢6zmek i¢in siradan diferansiyel

denklemlerde, temel bir derste karsilasilan problemde hangi yontemlerin uygulanacagini

incelememiz gerekir. Fakat amacimiz bu adi diferansiyel denklemi kontakt elemanlarinin

yardimiyla yeniden tanimlayarak farkli bir yaklagim olusturmaktir.

Tanmm 3.2.1. Lifti &1 — CR?,¢(t) = (x(t),y(t),m(t)) seklinde taniml1
c:1 - R?, c(t) = (x(t),y(t)
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vet €1 i¢in x'(t) # 0 olmak tizere m(t) = z,—ég olan egriyi hatirlayalim.

Ayni sekilde diizgiin bir reel degerli fonksiyon u:R — R asagidaki gibi 0:1 - CR?
egrisinin olugsmasina yol agar.

a(e) = (6, u(®), ' (6))
seklinde parametrelendirilen G egrisi, u fonksiyonunun 1-jeti olarak adlandirilir. 1-jeti

kontakt elemanlarinin kiimesindeki grafik olarak diisiiniilebiliriz. (Sekil 3.5)

T

(37/2,0.1)

(0.1.,0)

! >y

- _ —

(2w,1,0) (m/2,0,—1)

Sekil 3.5. Fonksiyonun 1-jet goriintiisiu : R = R, u(t) = cost.

Onerme 3.2.1. c:I - R? CR? *de diizgiin bir egri

c(s) = (x(s), (), m(s))
a = dy — mdx formu c*a = 0 kosulunu saglar. Bu takdirde x'(sy) # 0 olan birsy € [
oldugunu varsayarsak, x(so) 1 igeren bir I; araligi vardir ve I ’nin bir I, alt araliginda
c:ly > CR? nin goriintiisii ile 1-jet §:1; » CR* 'nin goriintiisii gakisacak sekilde bir

g:11 = R fonksiyonu vardir.

Ispat. I, < I her bir s € I, igin x'(s) # 0 olacak sekilde s, iceren bir aralik olsun. Ters
fonksiyon teoreminin tek boyutlu versiyonuna gore x, I, ’da tersinirdir, yani x(so) "1 igeren
bir I, aralii ve s € Iy larigin 1-1, 6rten y: 11 = I, fonksiyonu (y o x)(s) = sve Vt € I4
icin (xox)(t) =t seklinde yazilir. g:1 = R,g(t) = (y o x)(t) olarak tanimlayalim.

vVt € I igin x(s) = t olmak iizere y(t) = s € I, oldugunu goz o6niinde bulundurursak,
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9 ®)=Wex)'®)
=y'(x®).x'®
=Y )75
= m(s) (c*a = 0 oldugundan)
elde edilir. Tim bunlar g(t) = (t, g, g’(t)) fonksiyonu ile verilen 1-jet §:I; - CR?
nin goriintiisiiniin ¢(s) = (x(s), y(s), m(s)) ile verilen c: I, = CR? ’nin goriintiisiine

denk geldigini gosterir. Aslinda c o y = § dir.

Simdi;
F(t,u,u) =0 (3.2)
formunda birinci mertebeden adi diferansiyel denklemini F: CR? > R ’nin diizgiin bir reel
degerli fonksiyon olarak diisiinelim. Bu boliimiin baslangicindaki denklem (3.1)
Fx,ym)=2y—-xm+x—-y

ile siradan, bir diferansiyel denklemin 6rnegidir. Eger F o G = 0 ise

Se ={(x,y,m) € CR* | F(x,y,m) = 0}
seviye kiimesinde veya esdegerinde olan u ’nun tek diizeyli 0 grafigi ise u:l = R
fonksiyonun adi diferansiyel denklem olan denklem (3.2) ’ye bir ¢oziim oldugunu
sOyleyebiliriz. Diger bir deyisle eger i, S geometrik kiimesinde parametre edilmis bir egri
ise o zaman u, denklem (3.2) nin bir ¢oziimiidiir. u(to) = uo baslangi¢ kosulu tek diizeyli
0 grafigin {(x,y,m) | x = to,y = uo} ile verilen CR* deki dogru ile kesistigi ifadesine

karsilik gelir.

Model 6rnegimizde baslangi¢ kosulu u(0) =1, F(x,y,m) =0 olmasi kosuluyla,
(0,1,%) € Image () oldugunu gerektirir. (Sekil 3.6.)
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Sekil 3. 6. CR? = R3 'de Sp yiizeyi F(x,y,m) = 2y — xX)m + x — y.

Bir birinci mertebeden adi diferansiyel denklemi, CR* kontakt elemanlarinin ii¢ boyutlu
uzayinda iki boyutlu bir seviye olarak tanimladiktan sonra, siradan diferansiyel denklemi
cdzmek icin geometrik bir teknigi dzetleyecegiz. Yukarida gordiigiimiiz ¢6ziim CR? *de,
karakteristik vektor alani olarak adlandirilan belirli bir vektdr alaninin integrasyonu altinda
adi diferansiyel denklem sistemleri i¢in var olan teorem vasitasiyla elde edilen bir egridir.
Karakteristiklerin metodu olarak bilinen yontemi belirledikten sonra, yontemi Lie

tarafindan gelistirilen bir teknige uyarlayacagiz.

Yukarida agiklandigi tanimlamada bu yontemi kullanmak i¢in @ = dy — mdx ve dF
formlarinin, seviye kiimesi Sr ’nin tiim noktalarinda lineer bagimsiz oldugunu varsaymak
zorundayiz. Burada (x,y, m) € Sg i¢in F, F,, ve E,, 'nin belirtilen degiskenlere gore kismi
tirevler oldugu F, # 0 veya F, # —mkF,, oldugunda bu kosulun karsiligin1 dogrular. Bu
durum Vp = (x,y,m) € Sp noktas1 i¢in T, R? nin bir tek boyutlu alt uzayinda
T,Se € T, € R* teget diizleminin E, = kera(p) ={Y, € T, € R* | a(p)(¥,) = 0}

olarak tanimlanan E,, c T}, R? ile kesismesini saglar.
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Tamm 3.2.2. F: CR? - R diizgiin bir fonksiyon ve {F=0} S seviye kiimesi olmak iizere
Vp € Sg icin & ve dF nin lineer bagimsiz olsun. Buna gore X = (X}, X2, X3) vektor alant

asagidaki sekilde tek tiirlii tanimlidir.

e a(Xs)=0

e dF(X) =0

. Xl=-F,
koordinatlari

Xp = (—Fy, —mF,, F, + mF,)
olacak sekilde X alanma, F fonksiyonuna bagli olan karakteristik vektor alani olarak

adlandirilir.

a ve dF ’nin Vp € Si de lineer bagimsiz oldugu varsayimi, X vektor alaninin hicbir yerde

sifir olmadigini ve dolayisiyla alt vektor uzayr T,SpNE, ’yi germedigini gosterir. Bu

tanmimdaki iigiincii kosul Xz *nin tekligini saglayan bir normallesme kosuludur.

Sekil 3.7. Karakteristik vektor alan1 X F

Teorem 3.2.1. Tamm (3.2) ’deki gibi F, Xr ve Sg ile bir c¢(0) = (xq, ¥y, my) € Sp
noktasindaki c(s) = (xs, ys5, m;) olarak tammlanan Xy integral egrisi c:1 — CR? egrisini

alalim. u(t) = (yo x)(t) seklinde tammli u:I; » R fonksiyonu F(t,u,u’) =0 ve
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u(xo) = yo tarafindan belirlenen baslangic deger probleminin bir ¢ézlimii olacak sekilde

bir I, aralig vardir.

ispat.
F () =Gt e s

= dF(Xy) (c, bir integral egrisi oldugundan)

=0 (Xr tanimindan)
Boylelikle ¢(0) € Sg oldugundan

F(c(s)) = F(C(O)) = F(xq,yo, M) = 0.

Ayrica aXr = 0 kosulu c*a = 0 ya esdegerdir. Dolayistyla 6nerme (3.2.1) ¢ ’nin tekrar
parametrelendirilerek bir u = y o y fonksiyonunun lifti ile ¢akismasi anlamina gelir. Bu
yiizden u, u(xo) = yo baslangic kosulunu saglayan adi diferensiyel denklem (3.2) ’nin bir

¢OzUmiinii temsil eder.

Bu teoremin 6zeti sudur: Bir diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii bulmak i¢in karsilik gelen
karakteristik vektor alaninin integral egrisini bulmaliyiz. Lie, Sr nin sadece herhangi bir

seviye kiimesi degil sifir seviye kiimesi oldugu gergegini bu yonteme uyarlamistir.

Onerme 3.2.3. Yukarida oldugu gibi diizgiin fonksiyon F ’ye bagl olan Xy karakteristik
vektor alanim ele alalim. Buna gore yeni bir Xp vektor alamnin Xz = Xz + Fdy veya
koordinatlart ~ Xp =< —F,,F — mF,, F, + mF, > olacak  sekilde tanimlayalim.
Dolayisiyla, X *nin bir p € S noktasi boyunca integral egrisi, p boyunca Xy *nin integral

egrisi ile Ortiisiir.

Ispat. Teorem (3.1) ’in ispatina gére X ’nin ¢ integral egrisi boyunca F = 0 *dir. Ancak
Vp €Sp icin Xp(p) = Xp(p) yazilabilir. Dolayisiyla, akilarin tekliginden, bir p € S
noktas1 boyunca Xy nin ¢ integral egrisi ve Xy nin ¢ integral egrisi birbiri ile cakismalidir.
Onerme (3.2.3.) te tanimlanan Xy vektdr alani, F nin Lie karakteristik vektdr alam olarak

adlandirilir.
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Bu boliimiin amaglarindan biri, bu bliimiin sonuclarmi, X r karakteristik vektor alani ile
Lie karakteristik alan X arasindaki geometrik ayrim da dahil olmak iizere kontakt
geometrinin dili haline getirmek olacaktir. Burada sadece adi diferansiyel denklemlerin
¢oziilmesi amaciyla Xy ’in aki ¢izgilerini elde etme integrasyonunun X ’ninkinden daha

kolay oldugunu vurgulayabiliriz.

Ornek 3.2.1. Baslangig deger problemi (3.1) i ¢dzmek icin karakteristik ydntemini
kullanalim.
F:CR? > R, F(x,yym)=QRy—x)m+x—y

diizgiin fonksiyonunu tekrar hatirlayalim. Bu nedenle Lie karakteristik vektor alani

Xp=<x-2y,x—y,2m*-2m+1>
ile verilirken, karakteristik vektor alani

Xe = (x =2y, (x — 2y)m,2m?* — 2m + 1)

olarak verilir. Xg 'in integral egrilerini bulmaya iliskin adi diferansiyel denklemler sistemi,
x ve y ’ye gore 1. mertebeden lineer denklemler dizisi ile ayristirarak, sadece m bagimli
degiskeni iceren ayrilabilir adi diferansiyel denklem ile belirlenir.

=

=x—-2
ds x Y
dy_
ds_x y
dm
—=m?-2m+1
ds

Adi diferansiyel denklemlerin birinci mertebeden lineer sistemlerini ¢ozmek i¢in standart
teknikleri kullanarak (x(0),y(0)) = (0,1) baslangi¢ kosulu ile birlikte (x(s),y(s)) =
(—=2sin s,cos s —sins) denklemi ilk iki kosulu saglar. Simdi m i¢in 3. denklemi
¢oOzebiliriz. Dahasi diferansiyel denklem (3.2) ’i ¢cozmek i¢in yeteri kadar bilgiye sahibiz.
Burada

t =x(s) = —2sins
ifadesini yazarak, I, = (—2,2) arahgindaki s(t) = sin"*(—t/2) ' yi yukandaki y(t)

olarak adlandirdigimiz s(t) elde ederiz. Bu nedenle 6nerme (3.2.1) ile
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Vi — 2
2

u(t) = y(s(0)) = >+ =
diferansiyel denklem
Qu—-t)u' =u-—t, u(0) =1
ifadesinin bir ¢ozlimiidiir. Burada ti¢iincii denklem, diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiinde

Onemsizdir.

Bahsettigimiz gibi, karakteristik yOntemlerin Onemi, adi diferansiyel denklemlerin
belirlenmesinde tam olarak anlasilamamaktadir. Ileride birinci mertebeden kismi
diferensiyel denklemlerdeki biiylik 6nemini gdsterecegiz. Bu baglamda yontemi sadece Lie
'nin kontakt geometrideki ilk resmi adimlar1 olan, kontakt elemanlarinin birinci mertebeden
diferansiyel denklemler icin nasil dogal bir ortam sagladigini gostermek icin kullandik.
Burada &zel bir 1-form o tarafindan oynanan rol biiyiiktiir. Ozel 1-form, karakteristik
yonteminde hali hazirda rol oynayan temel kontakt geometri elemanlarindan sadece bir

tanesidir.
3.3. Temel Konseptler

Onceki iki boliimii kontakt uzaymn ilk ornegi olarak adlandirilabilecegimiz kontakt
elemanlarinin kiimesini gostererek genelleyebiliriz. Bu boliimde R? ’ii, CR* kontakt
elemanlar1 kiimesi bigiminde farkli olarak diislinmemize ragmen giriste belirttigimiz gibi
sadece R? te calisacagiz. Tiim tanimlar ve teoremler son boliimiin konusu olacak bigimde

daha yiiksek boyutlara genellenebilir.

Kontakt geometrisindeki calismanin birincil amaci, asagida detaylandirdigimiz belirli
ozelliklere sahip olan bir E € TR*® diizlem alamidir. Burada E = kera 'nin Huygens
prensibini formiile etme ve siniflandirma yonteminde, dalga cephelerinin tanimlamada

oynadig1 rolii unutmamak gerekir.
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Kesitsel egrilikle ilgili incelemelerimizde karsilastiimiz bir diizlem alani, diizgiin vektor
alanlar1 X,Y ve Vp € R® i¢in {X(p),Y(p)}, E, 'nin bazi olacak sekilde, iki boyutlu

E, c T,R? alt uzaylar ailesi olarak tanimlanur.

R? de bir diizlem alani ise sifirdan farkli bir 1-formun gekirdegi olarak da tarif edilebilir.
Biz bu béliimde sadece bu tiirdeki diizlem alanlarini ele alacagiz. Yani bir E c TR? diizlem
alam verildiginde Vp € R? i¢in

E, = {X, € T,R® | a(p)X,) = 0}
olan sifirdan farkli 1-form a oldugunu kabul edecegiz. Aslinda @ burada sadece E
diizlem alanmmi tanimlamaz. Herhangi bir sifir olmayan f fonksiyonu igin

f:R® > R, kera = ker(fa) dir.

Tanmm 3.3.1. R® te bir kontakt form, Vp € R®i¢in a, Ada, # 0 sarti saglayan yani
herhangi bir {X,,,Y,,, Z,} < T,R* bazi igin (ap A dap)(Xp, Yp,Zp) # 0 olan R3 te bir non-
dejenere a, 1-formudur. « ile iligkilendirilmis kontakt dagilim E,, E, = kera seklinde
tanimli bir diizlem alanidir. (U, @) ikilisi; U tanim kiimesi ve bir a kontakt formu ile birlikte

kontakt uzayi belirtir. Bu boliimde U tanim kiimesini genellikle R3olarak ele alacagiz.

Ornek 3.3.1. R3 te standart koordinatla (x, y, z) ’yi ele alalim.

a, = xdy + dz
olsun. ay’t R?® iizerinde standart kontakt form olarak adlandirinz. day = dx A dy
oldugundan ve bdylelikle ay A day, = dx A dy Adz oldugundan a,, R3> ’de standart

hacimli 3-formdur.

Kontakt dagilimin {(1, 0,0 ), (0, 1, —x)} 6rnegindeki gibi bazlara sahip bir
Ey = {(X,X%X3) | X3 = —xX?)
oldugu gortilebilir. (Sekil 3.8 *e bakiniz.)
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Sekil.3.8. a, tarafindan iiretilen standart kontakt yapisina yonelik kontakt dagilimi.

Ornek 3.3.2. CR? kontakt elemanlar kiimesi, (x,y, m) koordinatlarina sahip R olarak
diisiiniilebilir. i1k iki boliimde belirttigimiz dzel bir 1-form,
a, = dy —mdx,
bir kontakt formdur, ¢iinkii a; Ada; = —dx Ady Adm dir. Ilgili kontakt dagilim
{(1,m,0),(0,0.1)} bazina sahip olan
E; = {(X1,X%,X3)|X? = mxY}

olarak verilebilir.

Onerme 2.1 ’i bir parametrik c:1 — CR? egrisinin ¢(t) ’nin Vt € [ i¢in sadece kontakt
dagilim halinde olmas1 durumunda R? de bir egrinin lifti oldugunu sdyleyerek yeniden
ifade edebiliriz. Aym zamanda bir F:R3 — R diizgiin fonksiyonunun, X karakteristik
vektor alamni Vp € R? icin Xz(p) € (E;), p ye karsilik geldigini sdyleyebiliriz. (Tanim
3.2 ’ye bakiniz)

Ornek 3.3.3. a, = dz + xdy - ydx ’yi tammlayalim.
a, ANda, = 2dx Ady Adz oldugundan a, kontakt formu, V; =(1,0,y) ve V, =
(0,1,—x)  vektor alanlari tarafindan tiretilen E, kontakt dagilimina sahip olan bir kontakt

formdur.

Ornek 3.3.4. a3 = (cos z)dx + (sin z)dy olsun.
da; = (sinz)dx Adz — (cosz)dy A dz
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oldugundan ve boylece
az Ndas = —dx ANdy ANdz,
elde edildiginden a3 bir kontakt formdur. E5 kontakt dagilimi
{(0,0,1) ,(— sinz,cosz,0)}

vektor alanlari tarafindan tretilmektedir.

Ornek 3.3.5. Silindirik koordinatlar halinde

a, = cosrdz + r sinrdf
olarak gosterilen ve genellikle 72 = x2 + y? ve tan § = y/x olarak iafde edilen R3 ’te
bir 1-form ele alalim. Kismen silindirik koordinatlarda gizlenen a, ’iin, 6zellikle z ekseni
boyunca (r = 0 oldugunda) , diizgiinliigii ile ilgili konular vardir. A¢ik bir sekilde,

_ —ydx +dy

do =

oldugundan, dikdortgen koordinatlar halinde yazilan,

sinr
a, =cosrdz + (T) (—ydx + dy)

—xsinr ysinr sinr
da4=( " )dx/\dz—( " )dy/\dz+(cosr+7>dx/\dy

elde ederiz. r = 0 durumundaki diferansiyellenebilirlik kosullar1 i¢in g ’yi

sinr
£ {_r r>0
1 r=20

fonksiyonu yerine yazabiliriz.

2

. sinr . . .
a, i —— cinsinden yazmaya devam edecek olursak, aslinda f ve dolayisiyla a, ’lin

diferansiyellenebilir oldugunu ifade etmis oluruz. Yukaridaki hesaplamalar,
sinr
as Nday = (1 + cosr.T>dx/\dy/\dz

ifadesinin sifirdan farkli oldugunu yani a4 ’iin bir kontakt form oldugunu gosterir. E,

kontakt dagilimu,
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sinr

{(cos r)d, +y ( ) 0,,(cosr)d, — x (T) 62}

vektor alanlar1 ya da silindirik koordinatlar halinde,

{0, ,(cosr)d g — (r sinr)d,}

sinr

r

tarafindan uretilmektedir.

Bu kismin geri kalaninda, bir kontakt form i¢in non-dejenere kosulunun anlamini ve bazi

olas1 sonuglarin arastiracagiz.

R3 ’te bir 3-form olarak a A da diferansiye 1-formu, fdV formundadir ve burada dV,
3-formu 6rnegin dx A dy A dz 6rneginde oldugu gibi, A(R3) tek boyutlu vektdr uzayi igin
bir bazdir. Bu nedenle @ A da # 0 non-dejenerelik kosulu a A da nin dV den sifirdan
farkli f fonksiyonu ile ayrildigini géstermektedir. Bundan dolay1, @ A da, @ non-dejenere

oldugunda R3 ’de bir "hacim formu" olarak kabul edilebilir.

Bir sabit hacimli dV formuna bakildiginda, @ *y1 uygun f ’nin her yerde pozitif ya da her
yerde negatif olmasi durumuna gore "pozitif" veya "negatif' olarak siniflandirmak
miimkiindiir. Ornegin, R® ’deki standart hacimli dx A dy A dz formuna kiyasla, Ornek
3.3.2 ve Ornek 3.3.4 'teki kontakt formlar negatiftir, buna karsilik Ornek 3.3.3 ve Ornek
3.3.5 dekiler pozitiftir. Aslinda R® ’te pozitif veya negatif olmak sadece E kontakt
dagilimina baglidir: Herhangi bir sifirdan farkli g fonksiyonu i¢in @ ve ga formlarmin

ikisinin de pozitif ya da negatif oldugu durumlar da olabilir.

Non-dejenerelik kosulu hakkindaki bu 6n yorumlar cebirsel bir karaktere sahiptir. Fakat biz
bu kosulun daha geometrik olan tarafin1 inceleyecegiz. Ozellikle @ ’nin non-dejenerelik
kosulunun ne anlama geldigini E, kontakt dagilimi1 perspektifinden irdeleyecegiz. Bunu

yaparken bir diizlem alanin1 “integrallenebilirlik” konusunu ele aliyoruz.

Ornegin bir F: R3 — R diizgiin fonksiyonunu diisiinelim. Vp € R3 icin dF (p) # 0 oldugu
varsayarsak F fonksiyonu, R® ’de bir E diizlem alanini tanimlar: Herhangi bir p € R3

icin Sp, F’nin, p boyunca diiz ylizeyi ve EF(p)szSchpR3 olsun. Yani;
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Er = ker dF
dir. Bu 6rnek su soruyu aklimiza getirir: Keyfi bir diizgiin diizlem alam E < TR3 ile
aldigimizda Vp € R3noktasinda E = ker dF olan diizgiin bir F: R® - R fonksiyonu var
midir? Eger varsa, E 'nin F diizgiin kiimelerine teget oldugu kabul edilebilir ve E ’ye
integrallenebilirdir (tamamen integrallenebilir olarak da adlandirilabilir) denir. Bu
terminoloji, F fonksiyonunu elde etmek i¢in 1-form dF ’nin "integrallenebilirligi"
karsilastirmasindan gelir. Aslinda soru dogrudan, integral egrilerini elde etmek i¢in bir

vektor alaninin (bir “gizgi alan1”) “integralenebilirligi” ile ilgilidir.

Bu sorunun cevabr Frobenius teoremi ile verilmektedir. Teoremin ifade ederen, bir k-
boyutlu E ¢ TR"™ (k < n) dagilimini, bir k- boyutlu diizgiin degisen tanjant uzayn bir
alt uzay1 olarak tanimlariz. k- boyutlu dagilimi, her noktada lineer bagimsiz olan, diizgiin
degisen k tane X;,X,,..,X, vektor alanlar1 tarafindan iretilen alt uzay olarak

diistinebiliriz.

Teorem 3.3.1. (Frobenius) E, R™ ’de k boyutlu bir dagilim olsun. Bu dagilim Vp € R™
ve X,, Y, € Ep igin [Xp, Yp] € E, olan dzelligine sahiptir. Bu durumda E, asagidaki sekilde
lokal olarak integrallenebilirdir: Vp € R™ i¢in bir U, C R¥ alani ve p € S = go(Up) ve
Vq € Sicin E; = T,S i¢in diizgiin, regiiler bir ¢: U, - R™ fonksiyonu vardir. Dahasi,
SNVp=F~1(0) olan p ve diizgiin fonksiyon F: V, - R™ ¥ yi iceren V, € R™ alam
vardir. Bunun aksine, eger E integrallenebilir ise bu durumda, Vp € R3ve Vp € R" i¢in

Xp, Yy € E, olan VX, Y vektor alanlar i¢in [Xp, Yp] € E, dir.

VX,Y €E igin [X,Y] € E 0zelligine sahip olan bir E diizlem alani, involiitif olarak
adlandirilir. Frobenius teoreminin bir sonucu olarak, E 'nin, k = n- 1 boyutlu bir involiitif
dagilim olmasi halinde, her bir q € V i¢in E; = ker dF(q) olacak sekilde p yi ve bir
F:V — R diizgilin fonksiyonu iceren bir V alani vardir. Burada, k = 2 ve n = 3 olmasi,

yani E ’nin R? de bir diizlem alam olmasi durumunu ele alacagiz.

28



Teorem 3.3.2. E, R3 "de bir 1-form a ’nin ¢ekirdegi olarak tanimli, yani E = ker a seklinde
taniml1 bir diizlem alani olsun. a A da = 0 olast durumunda E integrallenebilirdir denir.

Tersi de dogrudur.

Ispat. Ik 6nce E "nin integrallenebilir oldugunu varsayalim. Bu durumda ker a = ker dF
olan F:R® — R fonksiyonu vardir. Bu ise a = adF olan diizgiin, higbir yerde sifir
olmayan a: R®> - R fonksiyonu mevcut oldugu anlamina gelir. Boylece

da =da ANdF
ve

aNda = (adF)A(daNndF) =0.

Ote yandan, a Ada = 0 oldugunu varsayalm.p € R® icin p nin civarindaki her g
noktasinda {U(q),V (q)}, E, nun bir baz1 olacak sekilde U,V vektor alanlarini alalim. W
"de, p nin civarinda tamml &6zellikle W(q) € E; olan bir vektdr alam olan ve TR3 bir
{U,V, W} baz1 olan bir vektor alani olsun. Bu durumda

0=(anda)(U,V, W)

= aU)da(V,W) —aV)da(U,W) +a(W)da(U,V)

U,V € ker a oldugundan

0= a(W)da(U,V) dir.

W €& ker a oldugundan bu da(U, V) = 0 anlamina gelir. Ancak,
0=da(U,V)
=Ula (V)] =V[a U)] - a([U,V]D
= (a[U,V])
dir. Bu nedenle [U,V] € ker a = E dir. {U,V} (lokal olarak) E ’nin bir bazi oldugundan,
her hangi iki X, Y € E vektor alan1 i¢in [X, Y] € E vardir. Boylece, Teorem 3.3.1. ’ye gére,
E integrallenbilidir.
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Diizlem alanlarin integrallenebiliginin incelenmesi, kontakt formlar i¢in non-dejenerelik
kosulunun yeniden formiile edilmesini amaglamaktadir. Dahasi, bir kontakt forma iligkin
non-dejenerelik kosulunun, kontakt dagilimin “maksimum derecede integrallenemez”
anlamina geldigi soylenebilir. Ciinkii sadece a A da sifira esit olmamakla kalmaz ayni

zamanda hi¢bir yerde sifir degildir.

E kontakt dagilimi1 = kera. integrallebilir degildir.

Bu bolimii tamamlamadan Once, kontakt geometride bir baska temel konuyu daha
tanitalim. Kontakt formun non-dejenerelik kosulu, kontakt dagilimina transvers olan ayr1

bir vektor alani1 oldugu anlamina gelir.

Onerme 3.3.1. Q, her p € R3icin Q, # 0, olan ve sifirdan farkli R? ’de bir 3-form olsun
p € R3? igin (A2)ps R3 ’deki p noktasinda 2-formlarm vektdr uzayi olsun. Bu durumda,
vp € R3igin Q, 0,(X,) = i(X,)Q, seklinde tanimli bir Q,,: T,R® - (Az), vektdr uzay:
izomorfizmi tretir. Dahasi, p = Q, bagintis1 diizgiindiir, yani X, R3 *de diizgiin bir vektor

alani ise, 0 zaman ﬁp (X), R3 de bir diizgiin 2-formdur.

Teorem 3.3.3. a, R? iizerinde bir kontakt form olsun. Asagidaki dzelliklere sahip & vektdr
alani, a reeb vektor alami olarak adlandirilir.

c al@) =1

e i(®)da=0.

Ispat. a kontakt formunun non-dejenere olmasi tam olarak, 3-form £ = a A da higbir

yerde sifir olmadig1 ve dolayisiyla Onerme 3.3.1. in hipotezlerini sagladig1 anlamina gelir.
&= ﬁp_l(da) ’1 tanimlayalim. Ayrica, herhangi bir X vektor alani igin
(i (§) da) (X) = (1 (5) () 2D) (X)

= !2 (é’E)X)
=0

saglanir ve boylece i(§)da = 0 dir.
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Eger E = kera, a nin kontakt dagilimi ise, bu durumda, ¢ € E olur. Aksi halde, bazi
p € R3 icin ¢p € E) olsayd, {¢), Bﬁ}, iki boyutlu &, TpR3 alt uzayimini bir bazi olacak
sekilde T,R®1iin bir {&,,BZ,B5} bazim bulabilirdik. Ancak i(¢)da =0, a 'nin non-
dejenere olmast ile gelisir:
0= (aA da)(fp, B;,B)
= a(ép)da(BZ, B3) — a(Bz)da(ép, BY) + a(B3)da(ép, BR).
Boylece, her p i¢in , & € E dir.

¢ un ikinci Ozelligini gostermek igin, Vp € R3 olmak iizere, Ey’de herhangi iki lineer
bagimsiz X, Y, vektorlerini alalim. {Ep,Xp, ) } kiimesi TpR3 ‘nin bir bazi oldugundan,
onceki paragraftakine benzer bir hesaplama ile
da(X,,Y,) #0
dir.
da(X, Y,) =1
oldugunu varsayarsak, gereckmesi halinde & = da(X,,Y,) esitligini kullanarak ve X,
yerine 1/aX,, alarak,
(@) G Xy Yp) = (1(6) 25) (K, V)
= da,(Xp,Yy)
=1,
elde edilir ve boylece
1= (anda)(éy, X, Y,)
= aépda(Xy, V) — a(Xy)da(éy,, Yy,) + a(Yy)da(éy, Xp)
= a(§,) cinki X,,Y, € E, ve da(Xp,Yp) = 1.
oldugu agiktir. Son olarak, bu sekilde tanimlanan & ’un bir tek oldugunu gostermek igin

&' ’nin a(é') =1 ve i(§)da = 0 ozellilerini saglayan bir vektor alan1 oldugunu kabul

edelim. Bu durumda

()W) = i(§H(anda)
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=a()da—ani()da
=da.

ve boylece 2,(§') = (2, elde edilir. Fakat 02, birebir oldugu igin, §’ = & dir.

Yukarida gecen inceleme ve ispatlarda bir kac¢ kez, bir a kontakt formun ¢ reeb vektor
alaninin, E, kontakt dagilimina transvers oldugunu ve & ’'nin E, 'nin bir bazi ile birlikte,

TR3 icin bir baz olusturdugunu gdstermis olduk.

Ornegin, R® ’deki @y = xdy + dz standart kontakt formuna iliskin reeb vektdr alan,
¢ o = 0/0z dir. Reeb vektor alaninin kontakt dagilimina transvers olmasinin dogrudan bir

sonucu, her vektor alaninin bir “dikey” ve “yatay” kisma ayristirilabilir olmasi gergegidir.

Onerme 3.3.2. o, R3 de, € reeb vektor alanina ve E kontakt dagilimina karsilik gelen bir
kontakt form olsun. Bu durumda, R3 iizerindeki her diizgiin X vektor alani,

X = f&+HX),
seklinde tek tiirlii olarak yazilir. Burada, f: R® - R diizgiin bir fonksiyondur ve H(X)
Vp € R?igin H,(X) € E, olacak sekilde diizgiin bir vektor alanidir.

Ispat. Herhangi bir p € R? igin, (p) = fa(p)(Xp) olsun. f fonksiyonununn tanimindan,
ave X diizgiin oldugundan olay1r f de diizgiin olur. H(X) = X — f& olarak
tanimlayalim. Bu durumda H (X) € E °dir. F ’nin tamimindan tek tiirli oldugunu
gosterelim: H(X), X 'in ““yatay bileseni’’ olarak adlandirilir. Bir X vektor alam H (X) =0
esitligini sagladigindan ve reeb vektor alanina paralel oldugundan, dikey olarak adlandirilir.

Benzer sekilde, bir vektor alani igin X = H(X) tir ve yatay olarak adlandirilir.

Reeb vektdr alanimin esasinda a kontakt formu agisindan tanimlandigina ve kontakt
dagilimi agisindan tanimlanmadigina dikkat etmek gerekir. Bilhassa, higbir yerde sifir
olmayan bir f: R® - R fonksiyonu i¢in @ ve fa kontakt formlar1 aym kontakt dagilimina
fakat farkli reeb vektor alanlarina sahiptir. Bu anlamda, reeb vektor alan1 aslinda, kontakt

geometrinin bagl bagina bir amaci degil, “kontakt dinamigin” bir amacidir.
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3.4. Kontakt Difeomorfizm

Bu bdliim, tanjant demeti iizerindeki bir tensor alani tarafindan tanimlanan bir yapinin
geometrini incelemek {izerinedir. Onceki béliimde, tiim difeomorfizmler dizisinden
ozellilkle izometrileri- yani Riemann metrik yapisini koruyanlari sectik. [zometriler, metrik
tensor g ¢inisinden ¢ bir difeomorfizmi ile ¢*g = g biciminde tanimlanmistir. Kontakt
geometriye iligkin durum biraz kansiktir. Ciinkii kontakt geometrinin esasi olarak
belirledigimiz eleman a kontakt formu degil, kontakt form ile baglantili olan kontakt
dagilimdir. Bu nedenle, iki 6zel tip difeomorfizm arasina dagilimi koruyanlar ve kontakt
formun kendisini koruyanlar olarak ayrim yapacagiz. Bu boliimiin amaglarindan biri, bunlar

arasindaki farkliliklar1 vurgulamaktir.

Tamm 3.4.1. U;,U, € R® tamim kiimeleri olmak iizere, (U;,a;) ve (U,,a,) kontakt
uzaylarmi  ve ¢@:U;— U, diffeomorfizmini ele alalim. Eger; ¢*a, =fa;
olacak sekilde hicbir yerde sifir olmayan bir f: U; = R fonksiyonu varsa ¢ ’ye bir kontakt
difeomorfizm denir ve @: (U4, a1) = (Uz, az) seklinde yazilir. Bu tanimi agiklamadan 6nce

@*a, = fa,; durumunun 6ziinii ispatlayan bir 6nerme verecegiz.

Onerme 3.4.1. U;, U, c R® tamim kiimeleri igin E; ve E, kontakt dagilimlari ile baglantili

(U4, aq) ve (U, az) kontakt uzaylarimi ele alalim. ¢: U; — U, bir diffeomorfizmi

¢. (E1) = E;

oluyorsa o zaman ¢: (Uy, a;) = (U,, a,) bir kontakt difeomorfizmdir.

Ispat. ik once ¢:(Uy,a,) = (Us az) bir kontakt difeomorfizm oldugunu varsayalim.
Boylece ¢*a, = fa, olacak sekilde hig bir yerde sifir olmayan bir f: U; = R fonksiyonu
vardir. p € Uy igin Y, ) € (E2)g(p) Ve ((p*)p(Xp) = Yyp) olacak bigimde X, € (E;),
alalm. (¢, )p: ToU; — T, U, bir izomorfik vektor uzayidir. Bu durumda
0 = a(0 ) Vyir)
= az(0®)((9.)p (Xp))
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= (¢ a) () (Xp)

= f@)a (@) (%)
seklindedir. Diger bir deyisle f hi¢ bir yerde sifir olmadigindan, X, € (E;), olur ve
boylece Y,y € (@.)p(E1)p €lde edilir. Bu durum bize E, < ¢,(E;) oldugunu gosterir.
Benzer sekilde X, € (E;), alalim. O halde

& (0®) ((0.),(%5)) = (@ a) @) (X,)
= f@)a®)(X,)
=0

boylelikle (¢.),(X,) € (E2)p(p) Olur.

¢(E;) € E, oldugundan dolayi, bir dnceki gosterimle birlikte ¢, (E1) = E, ’dir.
Tersine ¢, (E;) = E, olacak sekilde ¢ ’nin bir difeomorfizm oldugunu varsayalim. &, a;

ile baglantili olan reeb vektor alani olsun. f: U; — R fonksiyonu

f®) = ax(e®)((9.)p((§1)p) = (9"az) () ((§1)p)

olarak tamimlayalim. Ilk olarak f ’nin higbir yerde sifir olmadigin1 bildigimize gore, eger

f@) =0 ise (0.)p(¢1)p € (E2)g) dir ve boylelikle (&1), € E; olur. Ciinkii

varsayimimizdan dolay1 E, € @,(E;)ve ¢, bir izeomorfizmdir. Bu ise a;(¢;) = 1 olmasi

ile celisir.

Simdi f in @*a, = fa,; yapisint yani ¢ ’nin bir kontakt difeomorfizmdir oldugunu

gosterelim. Vp € U; i¢in X, € T,U;  alahm. Onerme 3.3.2. de verileni yazarsak
% = (a2(0)(X,)) () ve Hy = X, — Vy € (Er), olmak iizere
X, =V, + H,
dir. Burada ¢* ve o 'nin lineerliginden
(9 a2) () (Xp) = a2(9(P)) ((9.)p(Xp))
= a2 ((p(P)) ((0)p (V) + (0:)p (Hp))
= (9N (9)p(B)) + az((9()) ((9.)p (Hp))
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0 ((0®) (0., () siinkis . (Ey) < E,

= (@ @)(X,)) - 22(0 @) (9)p(E1)p)
= F®). (@) (X,))-

elde edilir. Dolayisiyla ¢*a, = f a@; ve 6nermesi ispatlanmis olur.

Asagidaki tanim bu metinde gordiigiimiiz diger yapi-koruyucu diffeomorfizmlere daha

yakin olan daha da kisitlayici “6zel” bir tiir difeomorfizmdir.

Tamm 3.4.2. U;, U, € R3 tanim kiimeleri olmak iizere, ¢: U; — U, bir difeomorfizm ve
(Uy,a41), (U,, a,) kontakt uzaylar olsun. Bu durumda eger ¢*a, = a, ise ¢ bir

kesinlikle (strictly) kontakt diffeomorfizmidir.

f =1 kosulu ile birlikte Tanim 3.4.1. e gore, her kesinlikle (strictly) kontakt
diffeomorfizm, bir kontakt diffeomorfizmdir ve dolayisiyla kontakt dagilimi korur. Ayrica,
asagidaki onerme, kesinlikle (strictly) kontakt diffeomorfizmlerin, reeb vektor alanini

korudugunu gostermektedir.

Onerme 3.4.2. (Uy, a;) ve (U, ay), ikilileri reeb vektor alanlar1 &; ve &, karsilik gelen iki
kontakt uzay1 olsun. Eger ¢.&; = &, ise, ¢: U;,a;) — (U,, a,) kontakt diffeomorfizmi
kesinlikle (strictly) kontakttir.

Ispat. ¢ ’min kesinlikle (strictly) kontakt oldugunu varsayalim. Bu durumda ¢*a, = a,
olur. Buradaki amacimiz a, (¢.&;) = 1 ve i(¢.&;)da, = 0 oldugunu gostermek olacaktir.
Teorem 3.3.3. ve &, = @.&; esitligi ile reeb vektdr alaninin tek tiirli oldugunu gostermistik.
Bu nedenle, ilk 6zellik yeterince aciktir:
az(:$1) = (¢.a2)(§1)
= a4(&;) Tanim 3.4.1 den
=1 Teorem 3.3.3.den.

sekilnde yazilir.
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Ikinci kosulu dogrulamak amaciyla, p € U; icin, herhangi bir Wowm) € Tp@pUz “yi alalim.
@ bir difeomorfizm oldugundan, ((p*)p(Vp) = Wy (p) Ozelliginde V}, € T, U; tanjant vektorii

vardir. Boylece
(i(C@pE0p)dar(e ) Wei) = daz(9 @)((@pEDp Wer)

= day (0 (PN (9)pEDp (@) (1)

= (¢'day) (p) C)p: W)

= d(@"a)(P)(E)p V)

= da1(P)((S(1)p,Vp)
=0 (teorem 3.3.3 den)
elde edilir. Sondan bir dnceki esitlige gore, ¢ ’nin kesinlikle (strictly) kontakt oldugu
varsayimina dogrulariz. Ayn1 zamanda bu &,, a, i¢in bir reeb vektor alani olacak sekilde
@« &1 = &, oldugununu gosterir. Simdi ¢ ’nin bir kontakt diffeomorfizmi oldugunu yani
hicbir yerde sifir olmayan f: U; = R fonksiyonu i¢in ¢*a, = fa; oldugunu varsayalim.
Ek olarak, ¢.&; = &,varsayimi altinda Vp € U, i¢in f(p) = 1 oldugunu gdstermemiz
gerekir. Bu durumda Vp € U; igin
f) = i(€)p)(f (). a(p))

= i((E1)p) (9" az)(p)

= @ (i(¢.(§1)p) a2)(P)

= @ (i (&) ay)(p)  varsayim ile

= o' (M)

= 1.
oldugunu ele alalim. Daha 6nce de belirttigimiz gibi, kontakt geometride ¢alismanin ana
amaci1 kontakt form degil kontakt dagilimidir. Bu nedenle, kendisini koruyan kesinlikle
(strictly) kontakt difeomorfizmler, en 6nemli yapi-koruyan difeomorfizmler degildir. Buna
ragmen, kontakt formun sunumumuzdaki 6nemli rolii ve 6zellikle de reeb vektor alaninin
onemi nedeniyle, bolim boyunca daha kisitlayic1 kesinlikle (strictly) kontakt

difeomorfizmler yer alacaktir. Simdi kontakt difeomorfizm 6rnekleri verelim.
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Ornek 3.4.1. a, = xdy + dz ve a; = dy — mdx, daha énce tamimladigimiz  kontakt
formlar olsun. Bu durumda,

¢ (x,y,2) = (v,2,—x)
seklinde verilen  @q: (R3,a0) » (R3,a;) doniisimii ¢@ja; = a, esitligini saglar.
Dolayisiyla ¢, bir kesinlikle (strictly) kontakt difeomorfizmdir. Burada ¢, ’in lineer
olduguna dikkat etmeliyiz.

Ornek 3.4.2. ay = xdy + dz ve a, = dz + xdy — ydx, daha 6nce tammlanan kontakt

formlar olsun. @,: (R3,a,) = (R3,a,)

y Xy
) ) = )_’ +_
¥z (%,¥,2) (sz 2)
seklinde verilmis olsun. Onceki 6rnekte oldugu gibi, ¢5a, = ay oldugundan, ¢, bir

kesinlikle (strictly) kontakt difeomorfizmdir.

Ornek 3.4.3. a, = xdy + dz, R® *de standart kontakt form olmak iizere, (R3,ag)’1 goz
oniine alalim. a = (a,, ay,as), bir swrali {iclii sabitler olacak sekilde T,: (R3, ay) —
(R3, ay) difeomorfizmini
T.(x,y,z) = (x + a;,y +a,z+az — a,y)

biciminde tanimlayalim. Bu durumda T, bir (strictly) kesinlikle kontakt difeomorfizmdir.
Bu tiir difeomorfizmleri, “kontakt dtelemeler” olarak adlandiriniz. (strictly) Kesinlikle
kontakt difeomorfizmler, kontakt kiimesinden Riemann kiimesindeki izometrilere formal
benzesimdir: Yani yapi tensoriinii koruyan difeomorfizmlerdir. Iki kontakt uzay: arasinda
bir (strictly) kesinlikle kontakt doniisiim oldugunda, sadece karsilikli kontakt dagilimlara
sahip olmalar1 anlaminda, kontakt yapilar1 “ayn1” olmakla kalmaz, ayn1 zamanda karsilikl
reeb vektdr alanlarina da sahip olurlar. Yukaridaki ornekler Ornek 3.3.1 ila 3.3.3 teki
kontakt formlarmn aslinda, karsilik gelen reeb vektor alanlara sahip olan izomorfik kontakt

yapilari tarif ettigini gostermektedir.

Izometrilerde oldugu gibi, (strictly) kesinlikle kontaktlik kosulu, diffeomorfizmin bilesen

fonksiyonlarinin, bir lineer olmayan kismi diferansiyel denklemleri sistemini sagladigini
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anlamina gelir. Ornegin, (R3, a,) standart kontakt uzayim yani aq = xdy + dz ’1 alahm.
@ = (91, 9% ¢*) bilesen fonksiyonu ile birlikte bir @: (R3 aq) = (R3, ag)(strictly)

kesinlikle kontakt difeomorfizm olsun. Bu durumda ¢;: R® - R fonksiyonu

(. 0p* 0¢3
1i+i:0,
Ox 0x
dp? 0d¢3
1_T —_—
1 3y + 3y X,
dp? 0d¢3
1T _—
¥ 0z 0z 1

denklem sistemini saglar. Kontakt geometrinin inceliginin bir kismi, reeb vektdr alaninin,
kontakt form ile ilgili ancak kontakt dagilimla rastlantisal olan ‘“‘ekstra” bir yap1 olarak
degerlendirildigi gerceginden kaynaklanmaktadir. Kontakt dagilimi koruyan ancak reeb
vektor alanin1 koruma zorunlulugu olmayan kontakt difeomorfizmler, bu nedenle kontakt

geometride uygun yapi-koruyucu difeomorfizmler olarak goriiliir.

Ornek 3.4.3. ay, R® de standart kontakt form ve A sifirdan farkli bir reel say1 olsun.
DA: (R3,ay) = (R3,ay, Dy(x,y,z) = (Ax, Ay, A%2)

seklinde tanimlansin. Bu durumda Dja, = A%a, oldugundan D, bir kontakt

difeomorfizmdir. A # 1 oldugunda, D; ’nin (strictly) kesinlikle kontakt olmadigina dikkat

edilmelidir.

Tiim kontakt difeomorfizmler kiimesi lizerinde asagidaki teorem ile verilen cebirsel bir yap1

vardir.

Teorem 3.4.1. Bir U c R3 icin (U, a) ikilisi E, = kera kontakt dagilimma sahip olan bir
kontakt uzay1 olsun ve Diff(U, E,), (U, @) ’dan kendisine, tiim kontakt diffeomorfizmlerin
kiimesi olsun. Bu durumda:

1. @, @, € Diff (R3,E,) ise, bu durumda ¢, o ¢, € Diff(R3,E,),

2. Birim déniisiim Id € Diff (R3,E,),

3. ¢ € Diff(R3,E,) ise, bu durumda, @~! € Diff(R3,E,).

Baska bir deyisle, Diff(R3, E,) bir gruptur.
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Ispat. ifade (1) ve (3); bir : U — U diffeomorfizmi igin, bir f: U — R fonksiyonu igin ve
U tizerindeki bir tek-form a igin,

" (fa) = (f o ¢)(p )
oldugundan kaynaklanir. Ozellikle, (¢ o ¢~1)* a = a oldugundan,

o= (i)
P )a= —|a
feo™
elde ederiz. ifade (2), tam olarak (Id)*a = a oldugu gergegini ifade etmektedir.

Asagidaki soru kontakt diffeomorfizmleri baglaminda dogal olarak ortaya ¢ikmaktadir: ki
kontakt uzay olmasi halinde, bunlarin aralarinda bir kontakt diffeomorfizmi olur mu? Bagka
bir deyisle, iki kontakt uzaym ne zaman ayni oldugunu nasil belirleyebiliriz? Ornegin,
Ornek 3.4.2. 'min kontakt formu tarafindan tanimlanan kontakt yapi, a0 = xdy + dz
tarafindan tanimlanan standart kontakt yap: ile ayni degildir. 1983 yilinda Bennequin
tarafindan belirtilen bu gercek, kontakt geometride bir doniim noktas1 haline geldi ve “sik1”

ve “asir1 biikiilmiis kontakt yapilar arasindaki ayrim da dahil olmak {izere alana zengin bir

doku kazandirdi.
3.5. Kontakt Vektor Alanlari

Simdi, “sonsuz kii¢lik diffeomorfizmleri” Killing vektor alanlarinin Riemann kiimesinde
“sonsuz kii¢lik izometriler” olarak ele alinmasina seklinde inceleyecegiz. Bunu yaparken,
kontakt formda non-dejenerelik kosulunun 6nemini tekrar gorecegiz. Ayrica, verilen bir
(U, @) kontakt uzayi igin, pratikte her zaman etkili olmasa da prensipte ilging kontakt

diffeomorfizm Ornekleri iireten bir alanda gelistirecegiz.

Tamim 3.5.1. (U, @) bir kontakt uzay olsun ve X, U c R ’de diizgiin bir vektor alan1 olsun.
Eger bir diizgiin g: U — R fonksiyonu i¢in Lya = ga ise bu durumda X, bir kontakt
vektor alanidir. Eger Lya = 0 ise X ’in (strictly) kesinlikle kontakt vektor alani oldugunu

sOyleriz.
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Kontakt vektor alanlarini, ornek olusturma kolay olacak sekilde nasil karakterize

edilecegini biraz sonra gosterecegiz. Ancak, bir 6rnegi hemen verelim.

Ornek 3.5.1. (U,a) ikilisi € reeb vektdr alanma sahip olan bir kontakt uzay olsun. Bu
durumda ¢, (strictly) kesinlikle bir kontakt vektor alanidir:
Lea =i(§)da +d(i(§)a)
= 0+d (1)
= 0.

Teorem 3.5.1. X, (U,a) kontakt uzay1 lizerinde diizglin g: U — R fonksiyonu igin
Lya = ga sartin saglayan bir kontakt vektor alan1 olsun. ¢, , X tarafindan iiretilen bir akis
olsun. Bu durumda, ¢, yi tanimlayan biitiin ¢ ler i¢in ¢, nin bir kontakt difeomorfizmdir.
Eger X bir (strictly) kesinlikle kontakt vektor alani ise, bu durumda, ¢, de bir tam (strictly)

kontakt diffeomorfizmdir.

Ispat. ilk ifade, aym argiimanin biraz degistirilmesinden kaynaklanur.
d
— (#1a) = 9i(Lya)
= ¢:(ga)
= (g °¢0) (pra).
elde ederiz. Bunu koordinatlar halinde ifade etmek, ayrilabilir birinci dereceden adi

diferansiyel denklemlerden olusan bir sistemi gosterir ve buradan

f(t,p) =exp <f (g-o <ps)(p)ds)
0

olacak sekilde ¢;a = fa sonucuna ulasilir. Bu teorem ayrica kontakt vektor alanlarinin

“sonsuz kiigiik diffeomorfizmleri” oldugunu da kanitlar.

Kontakt vektor alanlari ile ilgili temel bir gergek, a ’ya iliskin non-dejenerelik kosulunun

asagida ifade edilen sonucudur. Burada, kontakt vektor alanlarmin y(R®, @) uzaymin, nokta
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tabanli tanjant vektorlerde toplama islemi ve diizgiin reel degerli fonksiyonlar ile skaler

carpim islemi ile birlikte bir vektdr uzayr oldugunu géz éniinde bulundurmaliyiz.

Teorem 3.5.2. (U,a); U c R3 tanim kiimeli bir kontakt uzay olsun. y(U,a); (U, a)
tizerinde kontakt vektor alanlarinin vektor uzayr ve C(U), U lizerinde diizgiin reel
degerli fonksiyonlarin vektor uzayi olsun. Bu durumda,

?(X) = a(X)

seklinde verilen @: X (U, a) — C*(U) doniisiimii, bir vektor uzayr izomorfizmidir.

Ispat. @ doniisiimiiniin lineer bir doniisiim olmasi, @ 'nin lineer olmasinin bir sonucudur.
@ ’nin bire bir oldugunu gostermek icin, X kontakt vektor alanini alalim ve @(X) =0
olsun. Bu durumda, Lya = ga olacak sekilde g:U — R diizgiin bir fonksiyonu vardir.
[lk énce g =0 oldugunu gosterecediz. &, a ile baglantili reeb vektdér alani olsun.
Varsayima gore,
Lya = i(X)da+ d (i (X)a)

= i (X)da + d(0)

= i(X)da,
dir ve bdylece
g-i@®agimki a (@) = 1

= i(§)(ga)

= i(§)(Lxa)

= () (IX)da)

= —i(X)(i(§)da)

=0
elde edilir. Onceden yapilan iki hesaplama aslinda @(X) = 0 ise, i(X)da = 0 oldugunu

Q
I

gostermektedir. Buradan
iX)(anda) = (a(X))da—ani(X)da
=0
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elde edildi. Boylece a 'nin non-dejenerelik 6zelligi nedeniyle, X = 0 dir. Bundan dolay1, @

bire birdir. @ ’nin 6rten oldugunu gostermek i¢in, asagidaki lemmay1 verecegiz.

Lemma 3.5.1. (U, ) ikilisi, & reeb vektoér alanina ve E = kera kontakt dagilimi ile
baglantili bir kontakt uzay olsun. B; f(§) = 0 6zelligine sahip olan ; 1-formlar kiimesi
(bu tiir 1-formlar yari-bazli olarak adlandirilir) olsun. Bu durumda,

A(H) = i(H)da
bigiminde verilen A:E - B donisimi, Vp €U i¢in bir E, - B, vektér uzayr

1zomorfizmini Uretir.

Ispat. Bp p noktasindaki yari-bazli (semi basic) 1-formlar kiimesinin, her p € U igin
Aq (T,U) uzaymm bir alt vektor uzayidir. A doniigiimii i¢ ¢arpim ozelliginden dolay:
lineerdir. Ayrica, her X vektor alani igin,
(X)) da)(§) = —i(X)((§)da)
=0 (reeb alani tanimina gore)

vardir ve ozellikle, H € E ise, A (H) € B dir.

A ’nm bire bir oldugunu gdstermek i¢in her H € E igin A(H) = 0 oldugunu varsayalim.
@ ’nin bire bir olduguna dair yukaridaki ispatta, a(H) = 0 ve i(H)da = 0 kosullarinin,
a ’nin non-dejenere olmasi ile birlikte, H = 0 oldugunu ifade ettiklerini gdsterdik. Fakat
H yataydir, bu yilizden tanim geregi a (H) = 0 ve varsayima gore A (H) = 0 olur.
Boylece i (H) da = 0 elde edilir. Dolayisiyla H = 0 dir ve A bire birdir. A 'nin Grten
oldugunu gostermek i¢in, £(§) = 0 olacak sekilde S € B alalim. Bu, a nin non- dejenere
olmasinin, Vp € U i¢in n Tp (U) ’nun bir {B,(p), B,(p), B3(p)} bazi ve da(B,,B3) =1
olacak sekilde B; = & ve B,, B3 € E olan {B;,B,, B3} vektor alanlarinin var olmasini

garantiledigi bir 6rnektir.

Bu durumda, da(B,, B3) = 1 olacak sekilde B, = ¢ ve B,, B3 € E olan bir {B;, B,, B3}
bazi i¢in, b, = f(B3) ve Bz =—pB(B,) Ozelligine sahip Hg = b,B, + b3B3 1

tanimlayalim. Bu yapida Hf € E dir. Ayrica, herhangi bir V = v;B; + v,B, + v3B5 igin
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(i(HB)da)(V) = da(HB,V)
= (bav3 — bsv,;)da(B,, Bs)
= v (B) + v3B(B3)
= B (V) clinkii varsayim geregi

B(By) =0
elde ederiz. Bu yiizden A(HB) = B ve dolayisiyla A, ortendir.

Simdi Teorem 3.4.2. iin ispatma geri donecek olursak, Sy = ¢ [fla-df
1-formunu géz oniinde bulundurarak, f € C*(U) alalm. S tanimindan f¢($) = 0 dir.
Dolayistyla Lemma 3.4.1. notasyonunda oldugu gibi yani daH; = A~(Bf), i(Hp)da =
By olacak sekilde

X = f¢ + Xy
tanimlayabiliriz. Bu durumda

tXf)a = a(fS) + a(Hf)
= fa (§),cunki Hf € E

=f
elde ederiz. Ayrica, X 'nin bir kontakt vektor alani olugundan
LXfa = i(Xf)da + d(i(Xf)a)
= i(f§)da + i(Hy)da + d(f)
= ¢lfla—df +df

= ¢ fla
dir ve boylece, g = & [f] igin Ly,a=ga elde edilir.

Xf = @~1(f) kontakt vektor alani, f 'nin kontakt gradyanti olarak adlandirilir. Asagidaki

sonug, Teorem 3.4.3. iin ispatindan hemen sonra ortaya ¢ikar.

43



Sonug 3.5.1. (U, @) ikilisi, & reeb alanina sahip olan bir kontakt uzay olsun. X¢ ’nin, bir
f:U — R diizgiin fonksiyonunun kontakt gradyanti oldugunu varsayalim. Bu durumda,

Xp, bir kontakt vektor alanidir ve

SIf1=0

seklindedir. Bu boliimiin ana fikirlerini gostermek i¢in birkac drnek verecegiz.

Ornek 3.5.1. (R3, a); & reeb vektor alanina sahip olan bir kontakt uzay olsun ve
f:R®*> R, Vp€R3igin f(p) = c olan bir sabit fonksiyon olsun. Bu durumda, X,
kontakt gradyanti, X, = ¢¢ bigiminde verilir. Sonug 3.6.1. "ye gore ozellikle, f = 1, Xy =
X, = ¢ oldugunda, X, tam kontaktir. Ayrica, f = 0, Xy= X, = 0 oldugunda; X, 'm akinin,

0zdeslik diffeomorfizmidir.

Ornek 3.5.2. (R3,ay); ayp = xdy + dz’ye sahip olan standart kontakt uzay olsun, & reeb
vektor alani, % ye esit olsun ve X = (X!, X2, X3) seklinde yazmakla,
A(X) = i(X)day
= i(X)(dx Ady)
= —X%dx + X'dy.
Dolayisiyla bir § = b;dx + b,dy yar1 bazli 1-form i¢in sunu elde ederiz.
A7H(B) = (by, —by, xby) .

Bilhassa, bir f: R* — R diizgiin fonksiyonu igin, B yar1 bazli form,
By = ¢lfla —df
= f,(xdy + dz) — (f,dx + f,dy + f,dz)
= —fedx + (xf, — f,) dy
seklinde verilir,
Hp = A7 @[fla — df) = {~fy + xfz fo, —xf2)
Bu hesaplamalar, a, standart kontakt formu i¢in, kontakt gradyantin

Xp=f&+ Hp ={xf; — fy, fo. [ — xf2) (6.8)
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tarafindan verildigini gostermektedir.

Ornegin, f (x,y,z) = yz fonksiyonunu diisiiniin. kontakt gradyant bu durumda, Denklem
(6.8) e gore,
Xe(xy —2,0,yz)

tarafindan verilir.

Integral egrisini bir (xo, Vo, Zo) baslangic noktasi ile bulmak amaciyla X ¢ ’nin integralini

almak miimkiindiir, ¢linkii ilgili

X =xy-—z
y =0,
z =yz

bu sistem kismen ayristirilmistir ve ¢: I > R? integral egrisi
c(t) = (x(6),y(t), (1)
= Yot (xo + Zzot), Vo, Zge¥"
Bu integral egrilerin tim ¢t (I = R) igin tammlandigini ve ozellikle de, X tarafindan
uretilen, bir zaman akisini ¢: R*-> R
¢r (x,y,2) = (¥ (x + 2),y,ze”)
seklinde tanmimlanir. Bunun ¢ ’nin @ra, = e”a, ile kontakt diffeormorfizmi oldugunu

sOyleyebiliriz.
3.6. Kontakt Geometri ’de Darboux Teoremi

Simdi kontakt geometride temel bir sonuca variyoruz. Diger bazi temel teoremleri ve
diferansiyel geometri tekniklerini gostermek i¢in bu baglamdan yararlanacagiz. Darboux
teoremi, aslinda lokal bir bakis agisiyla, tiim kontakt yapilarin “ayn1” oldugunu sdyler. Daha
dogrusu, herhangi bir noktanm yakininda, R3 iizerindeki bir o formu, standart kontakt form
ao = xdy + dz = olacak sekilde koordinat degisimi yoluyla yani yerel bir diffeomorfizm
olarak ifade edilir. Bu anlamda, Darboux teoremi bir tiir lineer cebir alaninda yaygin olan

“normal form” teoremidir. Geometrik bir bakis agisindan daha Onemli olan darboux
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teoremi, bir kontakt yapiy1 digerinden ayiran higbir lokal 6zellik olmadigini belirtir. Bu ise
Riemanian geometride, egrilik gibi tensor degerlerinin belirgin bir lokal karaktere sahip

oldugu durumu ile celisir.

Kontakt yapilar arasindaki farklar, ortaya ¢ikarlarsa, topolojik invaryantlar veya integral
egrilerinin kiiresel davranisi gibi kiiresel diizeyde bulunmalidir. Aslinda, bu konunun daha
ileri diizeyde sekillenmesine sebep olur. Bunun sdyle bir dezavantaji vardir: Kontakt

geometrideki en ilging sorularin ¢ogu bu tanimin siirlarinin digina diisecektir.

Teorem 3.6.1. (Darboux teoremi) (R3,a) bir kontakt uzay ve R® ’te aq = xdy + dz
standart kontakt form olsun. Vp € R® igin p ’yi iceren bir tamm kiimesi ve bir
@ : U - @(U) c R3 vardir. Bu yiizden ¢(p) =p ve U ’da ¢*a = q, dir.

Daha sonra, kontakt 1-formdan standart form elde etmek i¢in lineer bir doniisiim

kullanacagiz.

Belirli bir formdan standart kontakt formuna 1-formlarin “yolunu” olusturacagiz. Bu da
sonucta uygun koordinat degisikligi veren bir parametreli diffeomorfizm ailesi
olusturmamizi saglar. Son olarak, problemi tekrar temel nokta p ’ye gevirecegiz. R3 te bir

p = (P1, P2, p3) noktasi igin t,: R 3 > R3 diffeormorfizmi
tp(x,,2) = (X + P,y + P2, Z + P3)
seklinde tammlayalm. By = tza ve Bo(0) = a(p) 1-form B, non-dejenere ve t,

diffeormorfizmi olsun. a, baslangic “nokta” ve a; = f; bitis “nokta” l1 1-formllarin

“satir segmenti” olarak kabul edilebilir.

a:(0) = ag(0) = Bo(0) olantiim t ler i¢in 6zellikle de a;(0) tiim t ler i¢in non-dejeneredir.
Dahasi sirastyla ay = xdy + dz ve B, i¢in reeb vektor alanlart &, = % ve &; olmak tizere

E, = kerp, i¢in {{;, {5} bir bazdir. A, : TyR3® — TyR> lineer izomorfizmi asagidaki gibi

tanimlidir.
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A, (aa—x) ={, A, (;_y) = {0y, A (%) =¢;.

A, ’y1 lineer doniisiim A : R® - R3 ya genisletirsek A bir diffeomorfizmdir. Ayrica,

(A" )(0) = ag(0) insastyla A(0) =0 ve temel vektorler a| 'aa_y P
0 0

— uzerinde
ax

0

doniisiimler saglanir. Dolayisyla
Bi=A"By ve a, = (1 —t)a, + tp;
olarak tanimlanir. @; A da; ’1n siirekliligini ve [0, 1] 'in kompaktligin1 igeren topolojik bir
arglimanla, V; deki Tiim ¢t ler i¢in @, 'nin non-dejenere oldugu yani a, nin bir kontakt form
oldugu 0 € R3 iceren bir alan V; tanim kiimesi vardir. a, reeb vektdr alan1 olacak sekilde
&, ’yi alalm. Ispatin ana temas1, @ja, = a, Vt € [0, 1] dzelligine sahip 0 € R® iceren
V c V; tamim kiimesi icin  @;: V — @ (V) diizglin diffeomorfizma ailesini olugturmaktir.
Onerme 3.3.2 yi takip eden tamimda oldugu gibi, ilk énce X, ’nin dikey bilesenini insa
edecegiz. Bu, a.X; = f; olacak sekilde, diizgiin degisen fonksiyonlar ailesinin
belirlenmesinde etkilidir. Bunu yaparken d; = %at olacak sekilde
ge = —d: (&)

bir fonksiyonu tanimlayalim. Sonug 3.6.2 ’ye gore V, € V; € R3, 0 igeren bir tanim
kiimesi vardir ve f;:V, - R fonksiyon ailesi igin & [f;] = g; seklindedir. Aslinda, f;
fonksiyonlar1 i¢in birka¢ ek varsayim yapabiliriz. Bunlardan birincisi t € [0,1] igin
£,(0) = 0 oldugunu varsayahm. Eger degilse f, fonksiyonunu f; = f; — £;(0) ile yer
degistirirsek &, [f;] = g, elde edilir. Ikinci olarak, df;(0) = 0 oldugunu varsayalim. Bunu

gormek icin, oncelikle t € [0, 1] i¢in d f;(0), &; reeb vektdr alanina gore yar1 bazlidir.

df:(0)(£:(0)) = £(0)[f;(0)]

= g:(0)

= —d¢(£)(0)

= (a(0) — B1(0))(¢,)(0)
= 0.
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Daha sonra Teorem 3.6.1 'e gore, 0 igeren ve koordinatlari (sq,s,,s3) olan bir V3 C V,

vektor alani vardir. Buna gore &, |V; = % ve ky, k, sabitleri i¢in df;(0) = a,ds; + a,ds,
3

durumundadir. Bu vyiizden df,(0) # 0 dir. f; ile f; = f, — a;5; + a,s, degistirilirse
& 7] = & [f: 1. F.(0) = £:(0) ve df; = 0 elde edilir.

Simdi X; ’nin yatay bilesenini insa edelim. 1- form —a; — df; ’nin &; ’ya gore yar1 bazlidir.
(—ar — df)(§) = —deée — dfié,
= —a,& — g, (g¢ ’nin tanimindan)
=0
seklindedir. Buna gore bir yatay vektor alanlari ailesi Y; vardir ve
i(Yp)da, — df;
df;(0) = 0 varsayimina gore d,(0) = p,(0) —a,(0) = 0 dir.
Biitiin t ler i¢in Y;(0) = O dir.
Xe=firée — Vi
vt € [0,1] i¢cin ¢.(V) €V, ozelligine sahip olan ve V < V, alaninda tanimlanan X,
akisinin biitlin t ler icin ¢@*a; = a, yerine getirdigini gosterecegiz. Her zamanki gibi
akilarin 6zellikleri, @, = Id. Ayrica, tim t i¢cin ¢.(0) = 0 seklindedir ¢iinkii tiim t i¢in
X:(0) = 0 dur.

% (piar) = @;f (dt + that)
= ¢; (dt +i(Xp)da, + d(at(Xt)))
= ¢i(a; +i(Ydae + dft)
= 9 (G — dc — dfy +df)
=0
seklindedir. Dolayisiyla @;a;, t ’ye gore sabittir. Bu yiizden biitiin t ler i¢in

Prar = @rao = do.
Ozellikle; @ra; = @;f; = a, esitligi ve t, kontakt déniisiimii (py, p,,p3) icin ag ‘mn

kesinlikle kontakt bir diffeomorfizmasi oldugunu gosterir. Yani fp*ao = aq seklinde elde
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ederiz. ¢ = tpvogblofp_l doniisiimii p = £,(0) ve 0 € V ’yi igeren U = £,(V) tamm

kiimesinde bir p vardir.

o) =t <A (¢>1 (fp_l(p)))>

= t, (4(¢:(0))
= t,(A(0))
=t,(0)
=0
ve
pra= (tpvocplofp_l)*a
= (£,7") ¢ Atha
= (fp_l)*¢1*14*ﬁo
= (5 ) 0B
= (fp_l)*ao
= a,.

seklinde yazilir.
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4. SONUC

Kontakt geometri, 1950 yillarindan baglayarak yavas yavas kendine 6zgii ¢alisma alanini
ortaya ¢ikarmistir. Matematiksel arastirmanin diger alanlarindaki gelismeler sayesinde
kontakt geometri 1990 11 yillarda biiytlik ilgi uyandirmistir. Kontakt geometrinin bir¢ok
alanda uygulamalar1 vardir. Bu caligmanin temel amaci kontakt geometrinin ana
kaynaklarinin aragtirilmasi ve kontak geometrinin uygulama alanlarmin gelistirilmesine
katki saglamaktir. Bu nedenle bu ¢alismada kontakt geometrinin ilk olarak fizikte ve ikinci

olarak matematikte nasil kullanildig1 konular1 {izerine yogunlagilmistir.

Fizikte, Huygens ’in dalga cepheleri {izerine ¢aligmasinda kontakt geometrinin yerinden
bahsedilmistir. Fizikteki ilk uygulamalarindan birisi olan Huygens prensibi ile
matematiksel modellemede kontakt geometrinin biiylik etkisinin oldugu ve kontakt
elemanlarin bu yontemde nasil bir rol tistlendigi gosterilmistir. Daha sonra matematigin alt
bilimlerinden olan diferansiyel geometri ile ilgili baglantisindan ve yine Sophus Lie
tarafindan, bir diferansiyel denklem sisteminin integralleri ile tanimlanan yerel bir doniisiim
grubunun 6zel bir 6rnegi olarak kontakt doniisiimlerin tanitilmasi gibi ¢aligmalardan sz
edilmistir. Bunlarin yan1 sira son kontak geometri i¢in 6nemli bir yer teskil eden Darboux
teoremi incelenmis ve bu teoremin bir sonucu olarak lokal bir bakis agisiyla, tiim kontakt

yapilarin “ayn1” oldugu yorumundan bahsedilmistir.

Yapilan bu ¢alismalar dogrultusunda kontakt geometrisinin, pek ¢ok fiziksel fenomenin
altinda oldugu ve diger bir¢ok matematiksel yapi ile iliskili oldugu goriilmiistiir. Bu ¢alisma
boyunca Andrew Mclnerney ’in First Steps in Differential Geometry kitabindan
yararlanilmistir. Bu tez ¢alismasi igerik bakimindan kontak geometrinin tarihgesi iizerine

temel bir kaynak niteligindedir.

Boylelikle bu ¢aligma ile literatiire bu kaynak eksikligini tamamlamak bakimindan énemli

bir katki saglayacaktir.
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