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OZET

Doktora Tezi

FARK DENKLEMLERI UZERINE BIiR CALISMA

Murat ARI
Karamanoglu Mehmetbey Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dah

Damsman: Doc. Dr. Ali GELISKEN
Haziran, 2023, 100 sayfa

Bu tez ¢aligmasi iki ana boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde

2
max {z;, A
anrl:M’ n=0,1,...
Tnln—1
maksimumlu fark denklemi incelenmistir. Burada A > 1 ve r_q, ry pozitif rasyonel

sayilar ve baglangic sartlari z_; = A"-! ve p = A" bicimindedir.
Ikinci boliimde

ATpYn—k by —kYn
Tnt1 = — +67 Yn+1 =

kI Lo, n=0,1,...
Yn—k+1 — & Tn—k4+1 — B

rasyonel fark denklem sistemi incelenmistir. Burada a, b, o, 8 parametrelerivex_;, y_;,j =

0,1,2,..., k baslangic sartlar1 sifirdan farkl reel sayilardir.

Anahtar Kelimeler: Fark denklemi, max operatorii, rasyonel fark denklemi, periyo-
diklik.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

A STUDY UPON DIFFERENCE EQUATIONS

Murat ARI
Karamanoglu Mehmetbey University

Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Doc. Dr. Ali GELISKEN
June, 2023, 100 pages

This thesis consists of two main parts. In the first part we consider following difference
equation with maximum operator
2
max {z;, A
pppy = DAY oy
Tnln—1
Where A > 1 and the initial conditions z_; = A™! ve g = A" such that »_; and ry

positive rational numbers.

In the second part following system of rational difference equations investigated

ATnYn—k bxnfkyn
Tpp1 = —————+ 0, Yop1 =

—4+a, n=0,1,....
Yn—k+1 — & Tp—pt1 — B3

Where the parameters a, b, o, § and initial values x_;, y_;, j = 0,1,2, ..., k are non-

zero real numbers.

Keywords: Difference equations, max operator, rational difference equations, periodi-
city.
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1. GIRIS

Fark denklemleri miihendislik, kimya, fizik, biyoloji ve ekonomi gibi bir¢ok bilim ala-
ninda kullanilmaktadir. Fark denklemleri ile diferansiyel denklemlerin iligkisi ayrik
matematik ile siirekli matematigin iliskisine benzer. Fark denklemlerinin incelenmesi,
diferansiyel denklemlere kiyasla daha yeni bir kavramdir. 20. yiiz yilda, bilimin cesitli
dallarindaki gelismeler, tiim doga olaylarinin, siirekli ifadeler disinda ifadelere ihti-
ya¢ duyuldugunu gostermistir. Diferansiyel denklemlerde karsilagilan siireksizlik du-
rumlari, fark denklemleri ile kaldirilmak istenmektedir. Bu tiir denklemlerin analizini
yapmak giiniimiiz toplumunda bircok uygulamada cok 6nemlidir. Ozellikle dogadaki
bir¢cok denklem ayriktir ve fark denklemleri teorisinin saglam bir sekilde anlagilmasini
gerektirir. 1202’de Fibonacci, iinlii tavsan problemini formiile ederek 11235813, ...
seklinde devam eden diziyi olusturmustur. Ancak bu diziye karsilik gelen fark denk-
lemi F,, = F,,_o + F,_; ilk defa Albert Girard tarafindan 1634 civarinda yazilmis ve
1730°da de Moivre tarafindan ¢oziilmiistiir. Iki indisli fark denkleminin bilinen en eski
ornegi olan b,y , = by, + b,,_1 denklemi Chia Hsien (1050) ve Omar Khayyam
(1100)’e kadar dayanir. Yineleme yonteminde, on altinci yiizyilda Francesco Mauro-
lico tarafindan matematiksel indiiksiyonun icadr ve on yedinci ylizyilda Fermat ve
Pascal katkilariyla kayda deger ilerleme saglandi. Thomas Harriet (1560-1621) sonlu
farklar hesabini icat etti ve Henry Briggs (1556-1630) bunu logaritma hesaplamasina
uyguladi. 1672’de Leibniz tarafindan yeniden kesfedildi. Newton, Euler, Lagrange,
Gauss ve digerleri interpolasyon teorisini incelemek i¢in bu hesabi1 kullandilar. Sonlu
farklar teorisi, on sekizinci yiizyilin baslarinda Stirling tarafindan biiyiik ol¢iide ge-
listirilmistir. 1669’ da Newton metodu olarak bilinen onemli bir lineer olmayan fark
denklem smifi 3 — 2y — 5 = 0 denkleminin ¢oziimleri ve daha sonra Kepler denk-
leminin hesaplamalar1 icin Newton tarafindan kullanildi. 1690°da Raphson, yontemi
daha sistematik hale getirdi. Temel lineer fark denklemleri teorisi on sekizinci ylizyilda
de Moivre, Euler, Lagrange, Laplace ve digerleri tarafindan gelistirilmistir. Ik dnce
Fibonacci denklemini ¢6zmek icin de Moivre tarafindan kullanilan iirete¢ fonksiyon-
lar, olasilik teorisindeki ¢aligmalarinin bir parcasi olarak Laplace tarafindan kullanildi.
Ayrica ¢oziimlerin integral gosterimlerini ve asimptotik davraniglarimi (Laplace yon-
temi) tanitt1. Lineer fark denklemlerinin ¢6zlimlerinin asimptotik 6zelliklerinin detayl
bir incelemesi 1880’lerde asimptotik seri kavramimi sekillendiren Poincare tarafin-
dan atilmistir ve ayrica uygun kosullar altinda, ¢6ziimiin ardisik degerlerinin oraninin

bir karakteristik koke yaklagmasi gerektigini gostermistir. 1909°da Perron bu sonu-
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cun 6nemli bir uzantisini yapti ve asimptotik teori Birkhoff ve 6grencileri tarafindan
1930°da belli bir biitiinliige getirildi. Diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerinde
fark denklemlerini kullanma fikri, 1769°da Euler poligonal yontemiyle ortaya ¢ikti,
yontemin yakinsakligi Cauchy tarafindan 1840°da ispatlandi. Konu, Lipschitz, Runge
ve Kutta’nin on dokuzuncu yiizyilin sonlarinda gelistirdikleri yontemlere kadar ihmal
edildi. Birinci Diinya Savasi sirasinda sayisal yaklasimlara duyulan acil ihtiyag, bu
alandaki arastirmalar1 biiyiik oOl¢iide tesvik etti ve yayin sayis1 daha sonra bilgisayarin
gelisimi ile birlikte patladi. Dahlquist, cok adimli yontemlerin yakinsamasinin modern
teorisini baglatti. Lineer fark denklemlerinin etkili bir uygulamasi olan 6zel fonksiyon-
larin hesaplanmasi, Miller’in Bessel fonksiyonlar1 i¢in 1952°de verdigi algoritmayla
baglar. Bu tiir hesaplamalar Gautschi’nin 6rneginde gosterildigi gibi birikimli yuvar-
lama hatasi olasilig1 nedeniyle dikkatli yapilmalidir. Lineer fark denklemleri teorisinin
daha da gelistirilmesi, konuyu lineer diferansiyel denklemlerle karsilastirilabilir bir du-
ruma getirmistir. 1950’lerde baz1 ekolojistler, yinelemenin kararlilig: lizerinde durarak
bir yilda (veya mevsimde) popiilasyonlardaki degisimi incelemek i¢in lojistik denklemi
ve bazi basit lineer olmayan fark denklemlerini kullandilar. Bununla birlikte 1970’ lerin
baglarinda lojistik denklemin sergiledigi karmagik davranis ¢esitliligi ve bu davranigin
gercek popililasyonlardaki dalgalanma ile olasi iliskisi arastirildi. Lojistik denklem ve
ilgili denklemler hakkinda ek kesifler ve bu denklemlerin dikkat cekici derecede kar-
masik ozellikleri kaotik dinamik sistemlerin odagi olmalarina neden oldu. Bu kesifler
aragtirmacilarin dikkatini ¢ekti ve sonuclar1 ekonomiden eczacilifa kadar cesitli alanda
uygulanmaya calisild1 (Lakshmikantham ve Trigiante, 2002).

Bilindigi gibi en 6nemli matematiksel analiz kavrami bir fonksiyondur. Belirli bir z
degeri bir y degerine karsilik gelirse, y'nin bagimsiz degisken x’in bir fonksiyonu
oldugunu ve sembolik olarak y(z) yazildigint sdyleriz, matematiksel analizin fiziksel
problemlere uygulanmasinda iki tiir fonksiyon ortaya ¢ikar; ilk olarak, x degiskeni-
nin belirli bir aralikta miimkiin olan her degeri alabilecegi fonksiyonlar vardir, yani
x degiskeni siireklidir. Bu tiir fonksiyonlar siradan diferansiyel ve integral analizinde
incelenmistir. x degiskeninin yalnizca verilen x4, o, ..., x,, degerlerini aldig ikinci tiir
bir fonksiyon vardir. Bu durumda = degiskeni siireksizdir. Siirekli analizin metotlar
genelde bu fonksiyonlar icin uygun degildir. Sonlu fark analizi, 6zellikle ikinci tip fonk-
siyonlar1 ele alir ancak ilk tipin fonksiyonlarina da uygulanabilir. Kismi diferansiyel
denklemlere de uygulanabilen sonlu fark yaklagimina bir 6rnek verelim. Dirichlet sinir

sartlari ile birlikte Poisson denklemi:



seklindedir. {v; };L;ré yaklagimi ile birlikte denklem

_ Vi1 = 205 Ui

h2

:f<l’]), j:071727"‘7n7 UOZUTH-l:O

olarak yazilir. Bu sistem ise

2 -1 0 0
-1 2 -1
A=10 0
-1 2 -1
0 0 -1 2]

n x n matris, b = (by, by, ...,b,)" vektoriiniin bilesenleri j = 1,2, ...,n igin b; =
h2f(x;) ve v = (v, vy, ..., v,)" olmak iizere kisaca Av = b seklinde yazilir. Burada A

matrisi nonsingular matris olup sistemin bir tek ¢oziimii vardir.

1.1 Maksimumlu Fark Denklemleri ile ilgili Yapilmis Cahsmalar

Maksimumlu fark denklemleri kontrol teori problemlerinde ortaya ¢ikmistir. Kontrol
teorisi son otuz yilda miihendisler, matematik¢iler, bilim adamlar1 ve diger arastirma-
cilar icin bir disiplin olarak 6nem kazanmistir. Kontrol problemlerine verilebilecek
ornekler; aya bir ara¢ indirme, lilke ekonomisini kontrol etme ve salginin yayilmasi-
nin kontrol altina alinmasidir. Ayrik kontrol teori fark denklemlerine 6rnektir. Kontrol

etmek istedigimiz yani kontrolsiiz sistem
x(n+1)=Ax(n) (1.1)

olsun. Burada A matrisi £ x k tipindedir. Bu sistemi kontol etmek veya énceden belir-

lenmig bi¢imde etkilemek icin sisteme kontrol ya da zorlama terimi u(n) ’i ekleyerek
z(n+1) = Az (n) + u(n) (1.2)

kontrollii sistemi elde edilir. Ekonomistler ve bazi siyasetciler i¢in; vergiler, para miktari,
bankalarin faiz oranlar1 gibi degiskenler degistirilerek enflasyon oraninin nasil kont-
rol edilecegini bilmek ¢ok onemlidir. Enflasyon oranimi (1.2) denklemi kadar dogru

tanimlayan bagka bir denklem yoktur (Elaydi, 2005).

Maksimum operator iceren fark denklemleri ile ilgili literatiirde oldukga fazla caligma
bulundugu gibi maksimumlu fark denklemleri ile ilgili bir¢ok agik problem de bulun-

maktadir. Bunlarin bir kismi ¢oziilebilmig bazilar1 ise hala ¢oziilememistir. Grove ve
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Ladas tarafindan agagidaki agik problemler ve hipotezler verilmistir (2004).

Acik Problem 1. A € (0,00) ve ry, ry pozitif rasyonel sayilar olsun. z_; = A" ve

xo = A" baslangi¢ sartlari igin

TL?A
Tl = me{ml} n=01,... (1.3)

denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligini arastiriniz.

Acik Problem 2. A € (0,00) ve ry, ry pozitif rasyonel sayilar olsun. z_; = A™ ve

xo = A"™ baslangig sartlari i¢in

A
by = mxdme Ay (1.4)

TnTn—1
denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligini arastiriniz.

Acik Problem 3. A € (0,00) ve 1y, 75 pozitif rasyonel sayilar olsun. z_; = A" ve

xo = A" baslangig sartlar1 i¢in

2 A
oy = AT Ay (1.5)

TnTn—1
denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligini arastiriniz.

Acik Problem 4. A € (0,00) ve 1y, 75 pozitif rasyonel sayilar olsun. z_; = A™ ve

xo = A" baslangig sartlar1 i¢in

max {x,, A}

2

Tpal = n=20,1,... (1.6)

denkleminin ¢6ziimlerinin periyodikligini arastiriniz.

Acik Problem 5. A € (0,00) ve 1y, 7y pozitif rasyonel sayilar olsun. z_; = A™ ve
xo = A" baslangi¢ sartlar1 ve k, [ dogal sayilari i¢in

max {zF, A
{h. 4}

l . on=01,... (1.7)

Tn41 =

denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligini arastiriniz.

Acik Problem 6. r ve s pozitif reel sayilar olsun.

L 5.5 TS0 S (1.8)

Tp-1
denkleminin tiim pozitif ¢oziimlerinin periyodik olmasi i¢in gerek ve yeter kosullari

4



elde ediniz.

Hipotez 1. A € (0, 00) ve k bir rasyonel say1 olsun. Gosteriniz ki

k
Tni1 = —max{x”’A} =0,1 (1.9)
n+1l — T 1 ) n==ul,... .

denkleminin tiim pozitif ¢oziimlerinin periyodik olmasi icin gerek ve yeter sart
0 <k <1 olmasidir.

Hipotez 2. A € (0, 00) ve k bir rasyonel say1 olsun. Gosteriniz ki

max {xﬁ,A}
xn+1:T17 n:O,l,... (110)

denkleminin tiim pozitif ¢oziimlerinin periyodik olmasi icin gerek ve yeter sart
0 < k < 3 olmasidir.

Acik Problem 1, Gelisken vd. tarafindan ¢oziilmiis ve asagidaki sonuglar elde edilmistir
(2008a).

A > 1 durumu
(1.3) denkleminde n > —1 igin x,, = A™ alalim. Denklem r_; ve 7 baslangi¢ sartlari

pozitif rasyonel sayilar olmak iizere
Tpe1 = max {r,, 1} —r,_1, n=0,1,... (1.11)

seklinde yazilir.

Teorem 1.1. r_; ve ry baslangi¢ sartlar1 pozitif rasyonel sayilar olmak iizere 7,
(1.11)’in bir ¢6ziimii olsun. Kabul edelim ki max {r_q,7r9,1} = k/m ve (k,m) = 1

olsun. O zaman 7,,, bk — m asal periyotludur.

A < 1 durumu
(1.3) denkleminde n > —1 i¢in x,, = A™ alalim. Denklem baglangi¢ sartlar1 pozitif

rasyonel sayilar olmak iizere
Tpe1 =min{r,, 1} —r,_1, n=0,1,... (1.12)

seklinde yazilir.

Teorem 1.2. r,,, (1.12)’nin bir ¢6ziimii olsun. Kabul edelim ki max {r_1,79, 1} = k/m

ve (k,m) = 1 olsun. O zaman r,,, 5k + m asal periyotludur.

Teorem 1.3. r,,, (1.12)’nin bir ¢oziimiiver_; > 1very > lolsun.r_| +rg=r, r =

5



k/m ve (k,m) = 1 alalim. O zaman r,, 5k — 4m asal periyotludur.

Denklem (1.3) ile ilgili bagka calismalar da mevcuttur (Bas ve Roldan (2022), Bas
ve Roldan (2023), Feuer (2003), Grove ve Ladas (2005), Janowski vd. (1995), Ladas
(1995)).

Acik Problem 2 Geligken vd. tarafindan ¢oziilmiis ve asagidaki sonuglar elde edilmistir
(2008b).

A < 1 durumu
(1.4) denkleminde n > —1 i¢in x,, = A™ alalim. Denklem r_; ve r( baslangi¢ sartlar

pozitif rasyonel sayilar olmak iizere
Tne1 =min{0,1 —r,} —r,_q, n=0,1,... (1.13)

seklinde yazilir.

Teorem 1.4. 0 < A < 1, r_; ve ry pozitif rasyonel sayilar ve z_; = A"! ve xy = A™
baglangig sartlari ile (1.13) denkleminin ¢6ziimii {x,,} -, olsun. r_; ve ro’dan en az
birinin bire esit veya daha kii¢iik oldugunu kabul edelim. Eger max {r_1,79,1} = k/m

ve (k,m) = lise {x,} - | periyodiktir ve

Tk +m
2 Y
7k +m, k -+ m tek tam say1 ise

k 4+ m ¢ift tam say1 ise

asal periyotludur.

Teorem 1.5. 0 < A < 1, r_; ve r( pozitif rasyonel sayilar ve x_; = A" ve g = A"
baglangig sartlart ile (1.13) denkleminin ¢6ziimii {z,} ~ , olsun.

1 <r_y,roolsun. Eger r_y + o = k/m ve (k,m) = lise {x,} -, periyodiktir ve

Tk — 6m
2 )
Tk —6m, k+ m tek tam say1 ise

k + m c¢ift tam say1 ise

asal periyotludur.
A > 1 durumu
(1.4) denkleminde n > 1 i¢in z,, = A™ alalim. Denklem baglangi¢ sartlar1 pozitif

rasyonel sayilar olmak iizere

rpe1 = max{0,1 —r,} —rpq, n=0,1,... (1.14)

6



seklinde yazilir.

Teorem 1.6. 1 < A, r_; ve ry pozitif rasyonel sayilar ve v_; = A"! ve g = A™

baslangi¢ sartlar ile (1.4) denkleminin ¢oziimii {z,} - , olsun. 1 < r_y, 7 olsun.

00
n=-—1

Eger max {r_y,ro, 1} = k/mve (k,m) = lise {z,} periyodiktir ve
Tk —m

2 )
7k —m, k+ m tek tam say1 ise

k + m cift tam say1 ise

asal periyotludur.

Denklem (1.4) ile ilgili bagka arastirmalar da literatiirde mevcuttur (Bas ve Rolddn
(2022), Bas ve Roldan (2023), Feuer vd. (2000), Grove ve Ladas (2005), Ladas (1995)).

Denklem (1.5)’de A = 1 durumu Crampin tarafindan incelenmis ve fark denkleminin
tim ¢oziimlerinin 9 periyotlu oldugu gosterilmistir (1992). A < 1 durumu ise De-
vaney tarafindan incelenmis ve denklemin diizlemin bazi bolgelerinde kaotik yapida
oldugu ve diger bolgelerde ise stabil oldugu gosterilmistir (1984). Ayrica denklemin
biitiin ¢oziimlerinin sinirl oldugu da gosterilmistir. Literatiirde Denklem (1.5) ile ilgili
cesitli calismalar mevcuttur (Abu-Saris ve Allan (1997), Grove ve Ladas (2005), Ladas
(1995)).

Acik Problem 4 Yalginkaya vd. tarafindan ¢oziilmiis ve asagidaki sonuglar elde edil-
mistir (2010).

A > 1 durumu
(1.6) denkleminde n > 1 i¢in z,, = A™ alalim. Denklem baslangi¢ sartlart r_; ve 7

pozitif rasyonel sayilar olmak iizere
Tne1 = max {r,, 1} —2r, —r,_1, n=0,1,... (1.15)

seklinde yazilir.

Teorem 1.7. (1.15) denklemini diistinelim. Eger r_1+1ro = k/m < 1/2ve (k,m) =1

ise asagidaki ifadeler dogrudur:
i) (Tm — 8k) # 0(mod3) ise {r,}, -, (Tm — 8k) asal periyotludur.
it) (Tm — 8k) = 0(mod3) ise {r,,},._,, (Tm — 8k)/3 asal periyotludur.

Teorem 1.8. (1.15) denklemini diisiinelim. Egerr_y +79 = k/m > 1/2ve (k,m) =1

ise asagidaki ifadeler dogrudur:
i) (8k —m) # 0(mod3) ise {r,}.— |, (8k — m) asal periyotludur.
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it) (8k —m) = 0(mod3)ise {r,} — ., (8k —m)/3 asal periyotludur.

A <1 durumu
(1.6) denkleminde n > —1 i¢in x,, = A™ alalim. Denklem baglangi¢ sartlar1 r_; ve rg

pozitif rasyonel sayilar olmak iizere
Tne1 = min{r,, 1} —2r, —r,_1, n=0,1,... (1.16)

seklinde yazilir.

Teorem 1.9. (1.16) denklemini diisiinelim. Eger r_1,79 > 1, r(ro + r_1) = k/m ve
(k,m) = 1 ise agagidaki ifadeler dogrudur:

i) (8k —Tm) # 0(mod3) ise {r,} -, (8k — 7m) asal periyotludur.
i) (8k — Tm) = 0(mod3) ise {r,}.— ;. (8k — 7m)/3 asal periyotludur.

Teorem 1.10. (1.16)’deki baslangi¢c sartlarindan en az biri birden kiigiik veya esit
max {r_y, 7o, 1} = k/m ve (k,m) = 1 olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur:

i) (8k +m) # 0(mod3) ise {r,} — |, (8k 4+ m) asal periyotludur.

it) (8k +m) = 0(mod3) ise {r,},. _, (8k + m)/3 asal periyotludur.

n=-—1°

Denklem (1.6) ile ilgili bagka caligsmalar da mevcuttur (Bas ve Roldan (2022), Bas ve
Roldan (2023), Grove ve Ladas (2005), Janowski vd. (1997), Ladas (1995)).

1.2 Rasyonel Fark Denklemleri ile ilgili Yapilmis Calismalar

Lineer olmayan fark denklemleri ¢oziimleri olduk¢a zor denklemler olmasina ragmen
son yillarda olduk¢a yogun ilgi gormiiglerdir. Bu ilginin asil sebebi rasyonel fark
denklemlerinin biyoloji, finans, fizik ve ekonomi gibi bir¢ok alanda kullanilmasidir. Bu
kistmda bu denklemler ile ilgili yapilmis bazi ¢caligsmalar tanitacagiz.

o A
A pozitif reel say1 olmak iizere z,,.; = — +
n Tp—2

denklemi DeVault vd. tarafindan

calisilmistir (1998).

Bir agik problemin genellemesi olan x,.; = r_1,z9 > 0, n = 0,1,2,...

denklemini Stevic ¢cozmiistiir (2002).

ATp—1

1+ bx,xn_1
Burada a, b parametreleri ve z_1, x baslangi¢ sartlar1 pozitif reel sayilardir.

Cinar z,,.1 = ,n € Ny fark denkleminin ¢oziimlerini vermistir (2004).

Elabassy vd.
TpLp—-1

T, — 1

Tpi1 = +1, neN (1.17)
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denkleminin ¢6ziimlerini elde ettiler (2007).
Elsayed bagslangi¢ sartlar1 pozitif reel say1 olan

Tpn—2Tn—1a

il = , =0,1,.. 1.18
Tntl wn_l(iﬂ,i:$n_2$n_4) " ( )
denkleminin ¢oziimlerini arastirdi (2013).
Yalginkaya vd. a € (0, co) olmak iizere
Zntn71'+'a thnAJ +a
il = —————, lpy1 = —, e N 1.19
el Zn + tnfl +1 tn + Zn—1 " ° ( )
denklem sisteminin ¢oziimlerini verdiler (2008).
AT Yn— bZp—1Yn
Tagt = P4 B g =~ o, nEN, (1.20)
Yn — @ Tn —f

sisteminin ¢oziimlerini ve asimptotik davraniglarini Haddad vd. incelemislerdir (2018).
Denklemde a, b, o, 8 parametreleri ve x_;, y_;, © = 0, 1, baglangi¢ sartlar1 pozitif reel

sayilardir.

Sistem (1.20)’den hareketle Yazlik ve Kara

AnTn—k+1Yn—k bnyn—k 1Tn—k
Tppg = =S 4 B, ynﬂzﬁwm, nelNy (1.21)

n an

denklem sisteminin ¢oziimlerini ay = b; ve a; = by durumu icin arastirdilar (2019).
Burada (a,,)neng» (bn)nengs (n)nengs (Bn)nen, dizileri iki periyotlu ve z_;, y_;, i €

{0,1, ..., k} baslangi¢ sartlar1 pozitif reel sayilardir.

1.3 Fark Denklemleri ile flgili Temel Tanimlar ve Teoremler

n bagimsiz degisken ve buna bagl degisken de x(n) olmak iizere, bagimli ve bagimsiz
degisken ile bagimh deiskenin Az(n), A%x(n), Adx(n), ..., A"x(n) gibi farklarin

icine alan bagintilara Fark Denklemleri denir (Kulenovi¢ ve Ladas, 2002).

Tanim 1.1. (k + 1) mertebeli bir fark denklemi, f siirekli fonksiyonu J**1 — J bir

doniisiim olmak iizere
Tpr1 = f(Tn, Tpn_1, s Tpnog),n=0,1,... (1.22)

seklindedir. J kiimesi genellikle reel sayilar kiimesinin bir alt aralig1 olmakla birlikte
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bu araliklarin bir birlesimi ve hatta tam sayilar kiimesinin ayrik bir alt kiimesi de olabilir
(Kulenovié¢ ve Ladas, 2002).

Teorem 1.11. J reel sayilarda bir alt aralik, f : J**1 — J siirekli ve diferensiyellebilir
bir fonksiyon olmak iizere her x_j,x_(;_1),...,7o € J igin denklem (1.22) bir tek

{xn}.2, ¢Oziimiine sahiptir (Kulenovi¢ ve Ladas, 2002).

Tamm 1.2. (1.22) denkleminin bir ¢oziimii biitiin n > —F sayilar1 i¢in sabit ise bu
coziime denklem (1.22)’in bir denge ¢6ziimii denir. Eger her n > —k sayisiicinz,, = &
denklem (1.22)’in bir denge ¢oziimii ise  ’e bir denge noktast denir (Kulenovié ve
Ladas, 2002).

Tanim 1.3. (i) (1.22) denkleminin bir {x,} - , ¢6ziimii ve Z denge noktasi olmak
tizere herhangi € > 0 sayist i¢in

|ZL’_k — i’| + |ZE1_k —Zf| + ...+ |I’0 — i’| <0
olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 var ve her n > —k i¢in |z, — z| < € oluyorsa (1.22)
denkleminin = denge noktasi lokal kararlidir denir (Kulenovi¢ ve Ladas, 2002).

(ii) (1.22) denkleminin z denge noktasi lokal kararli ve denklemin {x,,} - , ¢Oziimii
i¢cin
ek — 2|+ |21k — Z| + .. F 2o — Z| <6

olacak sekilde 6 > 0 say1is1 mevcut ve

limz, =2
n—oo

ise = denge noktasi lokal asimptotik kararlidir denir (Kulenovi¢ ve Ladas, 2002).

(4i7) (1.22) denkleminin her {x,,} -, ¢oziimii i¢in

limz, =2
n—oo

ise denklemin x denge noktasi global cekicidir denir (Kulenovié ve Ladas, 2002).

(1v) (1.22) denkleminin z denge noktasi lokal kararli ve ayn1 zamanda global cekici

ise = denge noktasina global asimptotik kararlidir denir (Kulenovi¢ ve Ladas, 2002).

(v) (1.22) denkleminin Z denge noktasi lokal kararl degil ise kararsizdir denir (Kule-
novi¢ ve Ladas, 2002).

(vi) (1.22) denkleminin her {z,} - , ¢Oziimii i¢in
0< |.I_k—i’|+|$1_k—i”+...+|xo—i’| <r
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ve |zy — x| > r olacak sekilde N > 1 sayist mevcut ise  denge noktasina repeller
denir (Kulenovié¢ ve Ladas, 2002).

Tamm 1.4. (1.22) denkleminin biitiin {z,,}, ., ¢6ziimleri Z denge noktasindan biiyiik
veya kiiclik degil ise bu ¢oziimlere = denge noktasi civarinda salimmmhidir denir. Aksi

halde ise salinimli degildir denir (Kulenovi¢ ve Ladas, 2002).

Tanmm 1.5. Kabul edelim ki (1.22) denkleminin denge noktast z ve denklemin bir

¢Oziimii {x,,} -, olsun.

{xn}.2, ¢Oziimiiniin bir pozitif yar1 dongiisii {x;, x/41, ...z, } siralt kiimesinden olu-
sur Oyle ki kiimenin biitiin elemanlar1 z’den biiyiik veya esittir. [ > —k ve m < oo
say1lar i¢in

[=—k veya [ >0vex; 1 <X

ya da

m=00 veya m < 00 Ve Tp41 < T

dir.

Denklem (1.22)’in bir 7, ¢ozlimiiniin bir negatif yar1 dongiisii {x;, €11, ...2, } siralt
kiimesinden olusur Oyle ki kiimenin biitiin elemanlar1 z ’dan kiigiiktiir. [ > —Fk ve
m < oo sayilari i¢in

[=0 veya [ >0vex; 1>

ya da

m=00 veya m < 00 Ve Tyt1 > T
dir (Kulenovi¢ ve Ladas, 2002).

Tanmm 1.6. Bir z,, dizisinde z,,, = x, ise x,, dizisinin periyodu p ’dir denir. Bu sart1
saglayan en kiiclik pozitif tam say1 ise dizinin esas periyodudur (Kulenovi¢ ve Ladas,
2002).
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2. MAKSIMUMLU BiR FARK DENKLEMININ COZUMU VE DAVRANIS-
LARI

Bu boliimde A > 1 ve r_1, 1 pozitif rasyonel sayilar olmak iizere

max {22, A}

TnTn-1

Tptl = n=0,1,... 2.1)

fark denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligi z_; = A"-! ve 2y = A" baglangig sartlar1

ile incelenmistir.

Denklem (2.1)’de A = 1 durumu Crampin tarafindan incelenmis ve fark denkleminin
tiim ¢oziimlerinin 9 periyotlu oldugu gosterilmistir (1992). A < 1 durumu ise Devaney
tarafindan incelenmis ve denklemin diizlemin baz1 bolgelerinde kaotik yapida oldugu
ve diger bolgelerde ise stabil oldugu gosterilmistir (1984). Ayrica denklemin biitiin
coziimlerinin sinirli oldugu da gosterilmistir. Abu-Saris ve Allan, A # 1 durumunda her

baglangic sart1 icin denklemin ¢oztimlerinin periyodik olmadigini gosterdiler (1997).

Denklem (2.1)’de n > —1 i¢in z,, = A™ donisiimii yapilip gerekli diizenlemeler
yapilirsa:

Tne1 = max {r,, 1 —r,} —rn_q (2.2)
denklemi elde edilir. r_y, 7y pozitif rasyonel sayilardir.

Teorem 2.1. r_q,ry baslangi¢ sartlar1 pozitif rasyonel sayilar ve r_q,ry < 1/2, rg +

r_1 > 1/2 ise denklem (2.2)’nin her ¢oziimii 3 periyotludur.

Ispat. Kabul edelimki r_; = z, 790 = yolsun. < 1/2, y < 1/2, x +y > 1/2
oldugundan denklem (2.2)’den {z,y,1 — =z —y,z,y,1 — z — y, ...} ¢Oziimii elde edi-
lir. O

Lemma 2.1. r_;, ry € N olmak iizere denklem (2.2)’nin bir ¢ziimii {r,,},_ , olsun.
Oyleyse bir N dogal sayisi ve r = max {|r_; — ro|,min{r_;,70}} icin asagidaki

ifadeler dogrudur:
(i) Egerry =risery = ryi3, 'v = Iyiq VEYA TN = TNy dir.
(17) Egerry =rver <ry_1 <2riseryio=1—2ry+ry_1 <0very =ry,3dir
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(7i1) Eger ry = riken ry_; = O veyary_1 = 2rise ryp3 = 1+ ry_1 — 7y ve

'N =TN+4 dir.

(tv) Egerry =rvery_1 <0iseryys =14 2ry +ry_1 very = ryyq dir.

Ispat. (i) Kabul edelim ki r_;,ry € N, bir N dogal sayis1 ve r = max {|r_; — 7|,
min {r_y,ro}} i¢in ry = r olsun. ry_; ile ry arasinda 3 durum s6z konusudur.
TN_1 = TN, TN—1 < Tn Veya ry_1 > 7y dir. Oncelikle ry_; = 7y kabul edelim.

ry = r oldugundan

’I"N+1:maX{TN,l—T’N}—TN_l:T‘N—’I"N_l:0,
TN+2:maX{T‘N—TN_l,l—TN+TN_1}—TN:1—27’]\[—{—7']\[_1:1—7”,

rnvig =max{l —2ry +7ry_1,2ry —ry_1} — TN +TNL=TN =T

olup 7y = ry.3 elde edilir.
Eger ry_1 < ry ise ry_; icin 3 durum s6z konusudur. Bunlar 0 < ry_; < ry,
ry_1 < 0<ryvery_; =0 <rydr

0 <ry_1 <rydurumunda ry_1,7y > 0 oldugundan
r=max {|ry — ry_1|,min{ry,rn_1}} = max {|r —ry_1|,rn_1}

yazilabilir ancak denklemin sag tarafi r’den kiiciik olur. Boylece 0 < ry_; < 7y olacak
sekilde ry_; yoktur.

ry—1 < 0 < ry olmasi durumunda

TN+1 :maX{TNal_TN}_TN—l:TN_TN—la
rnye =max{ry —ry_1,1 —rn+ry_1} — TN = —TN_1,
rnys =max{—ry_1, 1 +ry_1} —rn + 1y = —TN,

N4 =max{—ry, 1 +ry}+ryoy =147y + 7y

bulunur. Eger 1 + 7y +7ry_1 < 0ise ry41 = ry — ry_1 oldugundan ry 1 > 2ry + 1

bulunur. 7y, 741 > 0 olup

r=max {|ry — ryp1|,min{ry,ryy1}} = max {|r — ryu|,r}

yazilabilir ancak denklemin sag tarafi r’den biiyiik olur. Buradan 1 + ry +7ry_1 > 1

olmalidir, dyleyse

rnes =max{l+ry+ry_1,—"ny —T"n_1} + 7N =14 2ry + N1,

N+ = max{l + 2’/“N + 'nN=1, —27’]\[ — ’I"N_l} —1- 'N—TN=-1=TN
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olup ry = ryy¢ elde edilir.

ry—_1 = 0 < rn olmasi durumunda ise

rye1 = max{ry,l —ry} —ry_1 =ry,

TNz =max{ry —ry_1, 1 —ry+ry_1} —rn = —ry_1 =0,
TNz =max{—ry_1,1 +ry_1} —rny =14+ 7ry_1 — TN,
rnvia =max{l —ry,rn}—0=1ryn

olup ry = ryy4 elde edilir.

Son olarak r_; > 7y kabul edelim. ry = r oldugundan
r=max{|r —ry_1|,min{r,ry_1}} = max {|r —ryq|,r}

yazilabilir. Oyleyse ry_; < 2r dir. ry_; icin iki durum s6z konusudur.

Birinci durum r_; = 2r olsun. Buradan

'nN4+1 = INax {TN, 1 - TN} —TN—1=TN —TN—1= T,

rnie =max{ry —ry_1, l+ry+rnv_af—ry=1—2ry +ry_1 =1,

rnveg =max{l —2ry +ry_1,2ry —ry_1} —rn+rya =141y —rn =147,

rvga=max{l+ry 1 —ry,—ry1+ry}—1+2ry—ry1=rN=T

olup ry = ry4 dir.

Ikinci durum ry_; < 2r olsun, dyleyse

ry41 =max {ry,l —ry} —ry_1 =7TN — N1,

rnvie =max{ry —ry_1, 1l —ry+ry_1}—ry=1—2ry +ry_1,

'Ntys = max{l —27"N+TN_1,27“N _TN—I} —TN+TN_1 =TN
olup ry = ry43 dir.

(77) Kabul edelim ki r_1, 79 € N, bir N dogal say1s1 ve r = max {|r_, — 19|,

min {r_y,7o}}i¢in ry =7 ver < ry_; < 2r olsun. Oyleyse

TN+1:maX{TNal_TN}_TN:TN—l_TN—la
TN+2:maX{TN—TN_l,l—TN+TN_1}—TN:1—27’N+TN_1,
T’N+3:maX{l—27“N+7'N,1,27’N—TNfl}—TN—i—TN,l:TN

dir.

(7i7) Kabul edelim ki 7_1, 79 € N, bir IV dogal sayis1 ve r = max {|r_; — o],
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min {r_;,7o}} i¢in ry = r ve ry_; = 0 olsun. Oyleyse

ryvi1 =max{ry,1 —ry} —ry_1 =ry,
rnie =max{ry —rn_1, 1 —ry+7rn_1} —ry = —Tn_1 =0,
ryys =max{—ry_1, 1 +ry1}t—ry=1+7rn_1 —7n,

rnviga =max{l —ry,rn} —0=1ryn
dir. Simdi ry = 7 ve ry_1 = 27 olsun. C)yleyse

rne1 =max{ry, 1 —ry} —ry_1 =ry —ry_1 = —T,

rnie =max{ry —ry_1, 1l +ry+rnvaf—ry=1—-2ry +ry_1 =1,

rnveg =max{l —2ry +ry_1,2ry —ry_1} —rn+rya=14+ry g —rn =147,
rnveg =max{l+ry_ 1 —ry,—rN1+ry}—1+2ry —ry1=rN=T

dir.

(1v) Kabul edelim ki r_1, 7y € N, bir N dogal sayist ve r = max {|r_; — o,

min {r_y,7o}}icin 7y = r ve ry_; < 0 olsun. Oyleyse

rnyr =max{ry, 1 —ry} —rn_1 =7N — y_1,
Ny =max {ry —ry_1,1 — 7Ny +7y_1} — N = —TN_1,
TN+3 = maX{—TN—l, 1+ TN_1} —rNy +try_1 = —TnN,

TNt4 = max{—ry, 1+ 7y} +ry_y =1 +7ry +7ry1

bulunur. Eger 1 +ry +7ry_1 < 0ise ryyy =7y — ry—1 oldugundan ry 1 > 2ry + 1

bulunur. rn, 7551 > 0 olup

r=max {|ry — x|, min{ry,ryy1}} = max {|r — ry1|,r}

yazilabilir ancak denklemin sag tarafi r’den biiyiik olur. Buradan 1 + ry +7ry_1 > 1

olmalidir, dyleyse

ryss =max{l+ry+ry_1,—ry —ry_1}+ry=1+2ry + 7N 1,

rvie =max{l+2ry +ry_1,—2ry —ry_ 1} —1l—ry—ry_1=7Tn

olup 7y = rn4¢ elde edilir. O

Sonug 2.1. Lemma 2.1’in sonuglar1 asagidaki sekilde elde edilir. Oncelikle, Lemma
2.1 (ii)’den,
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TN =TN43 =T, TN+2=1+rNn_1—TN.

bulunur. Ardindan Lemma 2.1 (iii)’den,

IN+7T =TN43 =7, TNy6=2+TN_1—2rN,

olur ve son olarak Lemma 2.1 (iv)’den,

TN+13 = TN47 =TN4+3 =T, TNy12 =3 +TN-1

elde edilir. Simdi, Lemma 2.1 (i1)’den sonra Lemma 2.1 (iv)’yi uygulayalim buradan

TN+9 =TN43 =T, TNts=2+TN_1+TN,

bulunur. Son olarak Lemma 2.1 (iii) uygulanirsa

TN+13 =TN49 = TN4+3 =T, TN4i2 =3 +TN_1.

elde edilir. Benzer sekilde Lemma 2.1 (ii), (iii) ve (iv) herhangi sirada uygulandiginda
son iki terimin ayn1 oldugu goriiliir. Boylece son iki terimin elde edilmesi i¢in Lemma

2.1 (i1), (iii) ve (iv) herhangi sirada uygulanabilir.

Lemma 2.2. r_;,7y € N olmak iizere denklem (2.2)’nin bir ¢oziimii {r,} — | ve
r =max {|r_; — ro|, min {r_1,79}} olsun. Oyleyse r ¢ift sayis1 ve bir N dogal say1st
icin asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) Lemma 2.1 (74)’yi saglayan N < 9r — 1 dogal sayilarimin sayis1 r — 1’dir.

(77) Lemma 2.1 (4i7)’yi saglayan N < 9r — 1 dogal sayilarinin sayis1 2°dir.

(74i) Lemma 2.1 (iv)’yi saglayan N < 9r — 1 dogal sayilarinin sayisi  — 1’dir.

Ispat. (i) Kabul edelim ki r_;,7y € N olmak iizere {r,,} - | denklem (2.2)’nin bir
¢Oziimii ve r = max {|r_; — ro| , min {r_y, o} } saysi¢ift olsun. » = 2 i¢cin Lemmanin
saglandig1 agiktir. Lemma 2.1 (i7)’yi saglayan r > 2 c¢ift dogal sayilarin sayisi r — 2
olsun. Lemma 2.1 ve Sonug 2.1°den Lemma 2.1 (ii) ve Lemma 2.1 (iv)’ii art arda g -1
kez uygulayabiliriz. Lemma 2.1 (i7)’yi saglayan ilk N dogal sayis1 V; ise Ny < 6 dur.
Oyleyse

TNy = TN1+3 = TN149 = TNy+12 = TNj+18 = -+ = TN149(2-1)—6 = 'Ny+9(5-1) = T
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C r .
ver <y, —149i < 21, TNy 4ov9 < 0i¢ine = 0,1,2, .., 3~ 2 dir. Buradan

TN 49(3-1)-1 = 21 — 1

elde edilir. Lemma 2.1 (i¢)’den

TN149(3-1) = T'N1+9(5-1)4+3 = T
ve
TN 49(5-1)+2 = 0

bulunur. Lemma 2.1 (4i7)’den

TNi+9(5-1)+3 = T'Ni+9(5-1)+7 = T
ve
TN14+9(2-1)+6 = I—r

olur. Lemma 2.1 (iv)’den

TN 49(5—1)+7 = TNy +9(5—1)413 = T (2.3)
ve
TN 49(Z—1)412 = T + 2 (2.4)

buluruz. Simdi Lemma 2.1 (4i) ve Lemma 2.1 (iv)’i art arda g — 2 kez uygulayarak

TN149(5-1)+13 = T'Ni49(5-1)+16 = T'N1+9(5-1)+22 = -+ = TN;49(5—1)+1349(5-2) = T
ve
TNy +9r—15 = 21 — 2

buluruz. Béylece Lemma 2.1 (ii) tekrar uygulanabilir. Oyleyse, Lemma 2.1 (i7)’yi
saglayan NV dogal sayilarinin sayisi » — 2’den biiytiktiir.

Simdi kabul edelim ki Lemma 2.1 (i7)’yi saglayan dogal sayilarin sayist r olsun.
Denklem (2.3) ve (2.4)’den 6nceki hesaplamalarda Lemma 2.1 (4i) ve Lemma 2.1 (iv)

g kez, Lemma 2.1 (7iz) ise bir kez uygulandi. Denklem (2.3) ve (2.4)’den sonra Lemma

2.1 (¢i) ve Lemma 2.1 (iv)’yi art arda g — 1 kez uygulayalim. Buradan

'Ni49r—5 =T
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veE

TNy +9r—6 = 2T

bulunur. Lemma 2.1 (7i7)’den

Ni+9r—5 = 'Ny+9r—1 = T
ve
TNy49r—2 =T+ 1

elde edilir. Lemma 2.1 (77)’den

Ni+9r—1 = 'Ny49r42 = T

bulunur, ancak N; + 97 — 1 < 9r — 1 dogru olmadigindan Lemma 2.1 (i7)’yi saglayan

N dogal sayilarinin sayis1 r — 1 dir.

(77) Lemma 2.1 (i77)’yi saglayan en kii¢iik N dogal sayist Ny ise Ny < 6 dir. ry, 1 =
2r, rn, = r ve Lemma 2.1 (i24)’yi saglayan N dogal sayilar1 sayisinin 1 oldugunu
varsayalim. Oyleyse

TNy =TN1+4 =T

veE

TNy+3 = 1+7
. 3 . r
dir. Buradan Lemma 2.1 (i7) ve Lemma 2.1 (iv)’yi art arda 5 1 kez uygulanarak
TNi+4 = TNi4+7 = TNi+13 = TNi416 = TN 422 = oo = T2 5 =7

Y~

TN+ 26 = 2r—1
elde edilir. Lemma 2.1 (77)’den
TN+ 5 = TN g = T (2.5

vE
Prgsor g =0 2.6)

bulunur. Béylece Lemma 2.1 (i77) tekrar uygulanabilir. Oyleyse, Lemma 2.1 (iii)’yi
saglayan dogal sayilarin sayisi 1’den biiyiiktiir.

Simdi kabul edelim ki Lemma 2.1 (i7i)’yi saglayan dogal sayilarin sayist 3 olsun.
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Denklem (2.4) ve (2.5)’den Lemma 2.1 (i) ikinci kez uygulanarak

TNi+Z 2 = TN 4242 =T
ve
TN+ =1

elde edilir. Lemma 2.1 (iv)’den

TN+%+2 = TN+ 48 =T

ve

TN 47 = 2+ T

bulunur. Buradan Lemma 2.1 (i7) ve Lemma 2.1 (7v) art arda g — 1 kez uygulanarak

TNi+%Z+8 = TN+ 2411 = TN+ L 417 = T+ %420 = - = TN+ 248495 -1) = 7
ve
TNy +9r—2 = 2T

bulunur, boylece

TNi4+9r—1 = T'Ni4+9r43 = T

Ve

TNi4or42 = 1L+ 71

olur, ancak N7 + 9r — 1 < 9r — 1 dogru olmadigindan Lemma 2.1 (4i7)’yi saglayan N
dogal sayilarinin sayis1 2 dir.

(7ii) Kabul edelim ki Lemma 2.1 (iv)’yi saglayan dogal sayilarin sayist » — 2 olsun.

Lemma 2.1 ve Sonug 2.1°den Lemma 2.1 (iv) ve Lemma 2.1 (4¢) art arda g —1kez

uygulanabilir. Lemma 2.1 (iv)’yi saglayan ilk N dogal say1s1 Ny ise N; < 6 dir. Oyleyse
TNy = TN1+6 = T'Ni4+9 = TN1+15 = T'Ny4+18 = oo = TN 149(5-1)-3 = TN1+9(5-1) = T
r
ve T —149i < 0,7 < ryjis40; < 2rigcine = 0,1,2, ..., 3~ 2 dir. Buradan

TNi+9(5-1)—-1 = -1

elde edilir. Lemma 2.1 (iv)’den

TN1+9(5-1) = TNi49(5-1)+6 = T
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veE

TN 49(5—1)+5 = 2

bulunur. Lemma 2.1 (7i7)’den

TNi49(5—1)+6 = 'Ny+9(5—1)410 =T (2.7)
ve
TN+9(z-1)+9 =7 + 1 (2.8)

dir. Simdi Lemma 2.1 (4¢) ve Lemma 2.1 (4v)’yi art arda % — 2 uygulayarak

TN149(5-1)+10 = T'N1+9(5-1)+13 = T'N1+9(5-1)4+19 = ---- = TN14+9(5-1)+1049(5-2) = T
ve
TNy +9r—18 = 21 — 3

elde ederiz. Lemma 2.1 (i7)’den

TN1+9r—17 = TN1+9r—14 = T
ve
TNy +9r—15 = —2
bulunur. Béylece Lemma 2.1 (iv) tekrar uygulanabilir. Oyleyse, Lemma 2.1 (iv)’yi

saglayan NV dogal sayilarinin sayis1 » — 2’den biiytiktiir.

Simdi kabul edelim ki Lemma 2.1 (iv)’yi saglayan dogal sayilarin sayist r olsun.
Denklem (2.7) ve (2.8)’den 6nceki hesaplamalarda Lemma 2.1 (iv) ve Lemma 2.1 (i4)
g — 1 kez, Lemma 2.1 (v) bir kez, Lemma 2.1 (i) bir kez uygulandi. Denklem (2.7)

ve (2.8)’den sonra Lemma 2.1 (i¢) ve Lemma 2.1 (iv)’yi art arda % — 1 kez uygulayarak

TN149(2-1)+10 = T'N14+9(2-1)+13 = T'N1+9(2-1)419 = -+ = TN14+9(5—1)+1049(£-1) = T

veE

TNi4+9r—9 = 2r — 1
elde ederiz. Lemma 2.1 (7i)’den
INi49r—8 = I'Ny49r—5 = T

A%~

I'Ni+9r—6 = 0
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bulunur. Lemma 2.1 (7i7)’den

Ni4+9r—5 = I'Ni4+9r—1 =T

ve
TNitor—2=1—7

olur, ancak N1 + 9r — 1 < 9r — 1 dogru olmadigindan Lemma 2.1 (iv)’yi saglayan N

dogal sayilarinin sayis1  — 1 dir. O

Lemma 2.3. r_;,ry € N olmak iizere denklem (2.2)’nin bir ¢oziimii {r,} ~ | ve
r = max {|r_, — ro|, min {r_y,79}} olsun. Oyleyse  tek sayisi ve bir N dogal say1s1
icin asagidaki ifadeler dogrudur:

9r —1

(¢) Lemma 2.1 (i7)’yi saglayan N < dogal sayilarinin sayis1 (r — 1)/2’dir.

9r —1
(74) Lemma 2.1 (i74)’yi saglayan N < r

dogal sayilarinin sayis1 1’dir.

9r —1

(7i1) Lemma 2.1 (iv)’yi saglayan N < dogal sayilarinin sayist (r — 1)/2’dir.

Ispat. (i) Kabul edelim ki r_;, 79 € N olmak iizere {r,,} - _, denklem (2.2)’nin bir
¢oziimii ve r = max {|r_; — ro|,min {r_y,7}} sayst tek olsun. r = 1 ve r = 3
icin lemmanin saglandig1 agiktir. Lemma 2.1 (77)’yi saglayan N dogal sayilarin sayisi
(r — 3)/2 olsun. Lemma 2.1 ve Sonug 2.1°den Lemma 2.1 (i) ve Lemma 2.1 (iv) i
art arda “5% kez uygulayabiliriz. Lemma 2.1 (ii)’yi saglayan ilk N dogal sayis1 NV ise

N, < 6 dir. Oyleyse

TNy = TN = TNi+9 = TN 412 = TN 18 = e = Ty 9028) g = Ty 9029 =T
ver < T —149i < 27, TN por0i < 0i¢ine = 0,1,2, ..., % — 1 dir. Buradan

TN1+9(r2—3)_1 =2r—2

bulunur. Béylece Lemma 2.1 (ii) tekrar uygulanabilir. Oyleyse, Lemma 2.1 (i7)’yi
saglayan N dogal sayilarinin sayist (r — 3)/2’den biiyiiktiir.

Simdi kabul edelim ki Lemma 2.1 (i7)’yi saglayan N dogal sayilarin sayis1 (r + 1)/2
olsun. Lemma 2.1 (i) ve Lemma 2.1 (iv) art arda "5+ kez uygulanarak

TNy = TN43 = TN = TN 412 = TN 418 = e = Ty 9021 g = Ty g o) =T
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veE

TN1+9(7‘2—1)_1 =2r

elde edilir. Lemma 2.1 (7i7)’den
r 9(r—1) =T

N+ 22 = Ty 00l g =

r

veE

TN1+9(7‘2—1)+3 =T + 1

bulunur. Lemma 2.1 (i7)’den

r r

N2 g = Ty 9021 7 =

9r —1 9r —1
olur, ancak N; + r < 7”2 dogru olmadigindan Lemma 2.1 (77)’yi saglayan

N dogal sayilarinin sayisi (r — 1) /2 dir.
(77) Kabul edelim ki Lemma 2.1 (7i7)’yi saglayan N dogal sayilarin sayisi 2 olsun. Bu

dogal sayilardan en kiigiigii N, ise Ny < 6dir. 7y, -1 = 0, 7y, = 7 icin

TN1:TN1+4:T

ve
'Ni+3 = 1—r

-1
dir. Buradan Lemma 2.1 (iv) ve Lemma 2.1 (74)’yi art arda T

kez uygulanarak

PNi+4 = TNiA10 = TNi+13 = TNi+19 = TN 422 = oo = Ty 9020 4y =T

Ve

T 0

N+ 2 g3 T

elde edilir. Lemma 2.1 (7i7)’den

TN g = Py 2 7 =7

9 -1 9r—1
olur, ancak NV; + ! 5 < 7"2 dogru olmadigindan Lemma 2.1 (ii)’yi saglayan

N dogal sayilarinin sayis1 2’den kiiciiktiir.
TN,—1 = 2T, TN, = T i¢in

T Ny = T Ni+4 = T
ve

TNy43 =147
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r—1

dir. Buradan Lemma 2.1 (i7) ve Lemma 2.1 (iv)’yi art arda kez uygulanarak

TNi+d = TNi+7 = TN1+13 = TNi16 = TNi422 = o = Ty 9021 1y =T

TN1+9(r;1)+3 =2r

elde edilir. Lemma 2.1 (4i7)’den

r r

N2 g = Ty 20 47 =

9 -1  9r—
olur, ancak V; + T 5 < r2 dogru olmadigindan Lemma 2.1 (iii)’yi saglayan

N dogal sayilarinin sayis1 1 dir.

)
n=-—1

(771) Kabul edelim ki r_,, 7y € N olmak tizere {r, } denklem (2.2)’nin bir ¢6ztiimii
ver = max {|r_y — 1o/, min {r_y, ro}} saysi tek olsun. » = 1 ve r = 3 i¢in lemmanin
saglandig1 agiktir. Lemma 2.1 (iv)’yi saglayan N dogal sayilarin sayisi (r — 3) /2 olsun.
Lemma 2.1 ve Sonug 2.1°den Lemma 2.1 (iv) ve Lemma 2.1 (i) ’ii art arda “5* kez

uygulayabiliriz. Lemma 2.1 (iv)’yi saglayan ilk N dogal sayis1 NV ise N; < 6 dir.

Oyleyse
Ny = TNi4+6 = T'N14+9 = TNy +15 = TNy 18 = -0 = TN1+9(T;3)_3 = TN1+9(T;3) =T
very, —149i < 0,7 < ryysr0 < 2ricine = 0,1,2, .., % — 1 dir. Buradan
’I“Nl+9(r273)71 = -2

bulunur, bdylece Lemma 2.1 (iv) tekrar uygulanabilir. Oyleyse, Lemma 2.1 (iv)’yi
saglayan N dogal sayilarinin sayisi (r — 3)/2’den biiyiiktiir.
Simdi kabul edelim ki Lemma 2.1 (iv)’yi saglayan N dogal sayilarin sayis1 (r + 1)/2

olsun. Lemma 2.1 (¢v) ve Lemma 2.1 (i7) art arda “5* kez uygulanarak

TN, = T"Ny4+6 = "Ny49 = T"Nj+15 = I'N{ 418 — ... — 7°N1+9<T271>73 = TN1+9(T24> =r

Ve

T 0

N2 g

elde edilir. Lemma 2.1 (4i7)’den

TN 2 = Ty 00y =

Ve

r 1—r

N2 43 T
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bulunur. Lemma 2.1 (iv)’den

TN+ g = Ty 202 g9 = 7

9 -1 9Ir—-1 .
olur, ancak N + T2 < T2 dogru olmadigindan Lemma 2.1 (iv)’yi saglayan

N dogal sayilariin sayisi (r — 1)/2 dir. |

Teorem 2.2. Denklem (2.2)’nin baslangi¢ sartlari r_1, 7y € N ve
r=max {|r_y — 1|, min{r_q,70}}
olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.
(¢) Egerr bir¢ift say1ise denklem (2.2)’nin ¢oziimleri periyodiktir ve periyodu 9r—1dir.
(17) Eger r bir tek say1 ise denklem (2.2)’nin ¢Oziimleri periyodiktir ve periyodu

-7
or S dir

Ispat. (i) Kabul edelimkir = max {|r_; — ro|, min {r_y,79}} ver ¢ift olsun. Lemma
2.1, Lemma 2.2 ve Sonug 2.1 g6z oniine alinir ve Lemma 2.1 (i) ve Lemma 2.1 (iv)

art arda g — 1 kez uygulanirsa

'N =TN+3 =TN+9 = TN+12 = --- = TN49(£-1) =T

veE

TN49(5—1)-1 = TN-1 + 7 — 2
elde edilir. Lemma 2.1 (77)’den
IN+9(2—1) = I'N49(3-1)+3 = T

veE

IN+9(5—1)+2 =TN-1 — 2ry + 7 — 1
bulunur. Lemma 2.1 (447)’den
IN4+9(Z-1)+3 = 'N+9(3-1)+7 = T

A%~

TN+9(5—1)46 = T'N-1 — 3N + T
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bulunur. Lemma 2.1 (iv)’den

IN+9(5-1)+7 = 'N+9(53-1)+13 =T
ve
INto(z-1)412 = L+ TN — 7N+

bulunur. Simdi Lemma 2.1 (ii) ve Lemma 2.1 (iv) art arda g — 1 kez uygulanarak

TN4+9(5-1)+13 = I'N4+9(5-1)+16 = "'N+9(5-1)+22 = -+ = I'N49(5—-1)+1349(5-1) = T

ve

TN49r—6 = TN—1 — TN +2r —1

elde edilir. Lemma 2.1 (i47)’den

'N+9r—5 = I'N49r—1 =T

ve

TN+49r—2 = TN—1 — 2N + 21

bulunur. 7 = 7 oldugundan ry9,_o = 7n_1 olup (¢)’nin ispati tamamlanur.
(71) Kabul edelim ki 7 = max {|r_; — ro|, min {r_1,7¢}} ve r tek olsun. Lemma 2.1,
Lemma 2.3 ve Sonug 2.1 g6z 6niine alinir ve Lemma 2.1 (i) ve Lemma 2.1 (iv) art

-1
arda !

kez uygulanirsa

TN:TN+3:TN+9:TN_HQ:...:T’NJFQ(%):7“
ve
TNto(zzty-1 = TN-1 =1

elde edilir. Lemma 2.1 (i47)’den

"N+o(z5t) = "Nvo(zgty+4 = 7
ve
TN+o(z5hy43 =T T IN-1 = TN

bulunur. 7y = r oldugundan ry_ or_s = 7y olup (47)’nin ispat1 tamamlanur. o

Lemma 2.4. 21, 2, € 2N ve ¢, 5 € (0,1/4] veya ¢, § € [~1/4,0) olmak iizere r_; =

2144, 19 = 2o+ baslangig sartlari igin denklem (2.2) "nin ¢6ziimii {7}~ _, olsun.7 =

maX{|Zl_22|7min{Z1722}},M:{T+%77’—%,T’+§,T—§,T+

j

a_c|l . _la_c
b 40T T v T d
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ve N dogal sayis1 i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:
(1) Egerry € Mise ry = ryi3, Tnia € M veyary = ry.g dir.

(17) Egerry € Mvery —1/2 <ry_1 <2ry —1/2iseryjo =1 —2ry +7ry_1 Ve

N =TN4+3 diir.

(1ii) Egerry € M very_1 < —1/2 <ryiseryis =14+ 2ry +7y_1 Ve ry = 'nig
dir.

(iv) Eger ry € M ve —1/2 < ry_1 < 1/2 < ryiserysz =1+ 2ry_1 —ry ve

rNi4 = TN — Ty_q dif.

(v) Eger ry € M ve 2ry — 1/2 < ry_jise ryyg = 1 — 3ry + 2ry_1 Ve ryyyq =

'N—1 — TN dir.

Ispat. (i) Lemma’da verilen tiim kosullarin saglandigini ve r = z; oldugunu varsaya-

lim. Oyleyse z; < 2o < 2z dir.

7’1:maX{To,l—TO}—Tfl:TO—r71:Z2_Zl+§_%7
ngma.X{'f'l,l—Tl}—T‘O:_Zl_%,
2a ¢
Tg:maX{?"Q,l—TQ}—’[”l:1+221_Z2+?_E’
3a ¢
T4:max{r3,1—7“3}—r2:1+3zl—zz+?+g,
7“5:Irlau><{r4,1—7“4}—7‘3:zl—i—%eM7
a c
7“6:max{7“5,1—7“5}—r4:—2z1—|—z2—1—?+g7
a c
7‘7:max{7“6,1—7‘6}—r5221_224_2_5_&,
rgzmax{r7,1—r7}—r6:zl+%,
7’9:max{rg,l—rg}—r7:,22_2+§
olur. Eger 2o = 2, +2ise rg = 21 + § € M olup
c a
= 1— e — - 2
T10 = max {7y, To} — T i
a 2c
7“11:max{rm,l—rm}—rg:1_21_1_5_37
c
7‘12ZmaX{T11,1—T11}—T10=Z1+g:7“9

dir. Eger 2o # 21 + 2 ise

27



c a
rio =max{rg,1 —rg} —rg =20 — 21 — 24 = —

d b
r11 = max {ry, 1 —rio} —r9g = —21 — %,
712 :max{rn,l—ru}—rm:Qzl—22+3+2ba—2,
ri3 = max {ry2, 1 —rip} —ry :321—22—#3—1—3;—2,
T4 = max {713, 1 — 113} — 119 :Z1+%:7’87
r15 = max {ryy, | —rig} —rig = 22 — 22 —3—2;—1—2,
7’16:max{r15,1—r15}—r14:zl—zg—i-ll—l—%—g,

a
Tl?:maX{r1671_r16}_r15221+6:T147

Cc
TlgzmaX{T17,1—7"17}—7“16:,22—44—&.

Burada iki durum s6z konusudur 2z, = 21 +4 ve 2o # 21 + 4. Eer 20 = 2z + 4 ise

r18:21+§€Mve

¢ a
r9 = max {rig,1 —rg} —rir =- — -,
d b
a 2c
Too = max{rg,l —ry} —rg=1—21+ - — —,
b d
21 :maX{TQOal_T%}_TlQ:Zl"‘g = T8

dir. Hesaplamalar zo = 2z + 2 ve 29 # 2; + 2 ’deki gibi devam eder. r = 2z, ve
r = |21 — 25| durumlar1 da benzer sekilde yapilabilir.Boylece Lemma 2.4 (¢)’in dogru
oldugu goriiliir.

1
(7) Lemma’da verilen tiim kosullarin saglandigini, ry € M ve ry — 5 <ry-1 <

1 .
2rn — 3 esitsizliginin saglandigini varsayalim. Oyleyse

N+1 = maX{TM 1-— TN} —TN—1=TN —TN-1,
rnie =max{ry —ry_1, 1l —ry+ry_1} —ry =1—2ry +ry_1,

7“N+3:maX{l—QTN—i-T’N,l,%"N—TNfl}—T'N—l—TNfl:T'N

dir. Boylece ry = r 43 bulunur.

(7i7) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, ry € M ve ry_; <
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—1/2 < ry olsun. Oyleyse

TN+1:maX{TN,]_—T’N}—TN_l:T'N—TN_l,

rnye =max{ry —ry_1,1 —rny+7ry_1} — TN = —TN_1,

rN43 = max {—ry_1, 1 +ry_1} — TN +TN_1 = —Ty,

TN4+4 = Max {—T‘N, 1+ TN} +ry1=14+ry+ry_1,

rnves =max{l+ry+ry_1,—"n —Tn_1}+ 71N =1+2ry +7N_1,

rnvig =max{l+2ry+ry_1,—2ry —ry_1}—1l—ry—ry_1=7Tn

dir. Boylece ry = ry.¢ bulunur.
(7v) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, ry € M ve —1/2 <

ry_1 < 1/2 < ry olsun. Oyleyse

ryve1 =max{ry, 1 —ry} —ry_1 =ry —rn_1,
rny2 =max {ry —ry_1, 1l =7y +ry_1} —rv = =Ty,
rneg =max {—ry_1, 1 +rn_1}t—ry+ry1 =1 —ry 4+ 2ry_1,
rnvea =max{l —ry +2ry 1,7y — 2ry_1} + N1 =TN — TN_1
dir.
(v) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, 7y € M ve 2ry—1/2 <

rn_1 olsun. Oyleyse

N+l = maX{TN, 11— TN} —TN—-1=TN —TN-1,
rnyo =max{ry —ry_1,1 —ry+ry_1} —ry=1—=2ry +ry_1,
T'N4ys = max{l — 27"]\] +7’N_1,27’N — ’I“N_l} — TN +TN_1 =1- 3’/“]\7 + 27“]\7_1,

'N4+gq4 = INAX {1 — 37“N + 27‘]\771, 37“]\[ — 27"]\[,1} -1 + 37’]\7 — 27‘]\[,1 =TrN—-1 — TN

dir. m|

Sonug 2.2. Lemma 2.4’den asagidaki sonuglar elde edilir.

(i) Lemma 2.4 (ii)’de verilen ry — 1/2 < ry_y < 2ry — 1/2 sarti diizenlenirse
—ry+1/2 <1—2ry +ry_1 < 1/2 ve buradan —ry + 1/2 < ryyo < 1/2 olur.
Oyleyse Lemma 2.4 (ii) uygulandiktan sonra Lemma 2.4 (iii) veya Lemma 2.4 (iv)

uygulanabilir.

(77) Lemma 2.4 (ii)’de ry_1 < —1/2 < ry sartt ve ry_; < —ry olamayacagi goz
Oniine alinirsa Lemma 2.4 (44i) uygulandiktan sonra Lemma 2.4 (i) veya Lemma 2.4

(v) uygulanabilir.

29



(7i1) Lemma 2.4 (w)de —1/2 < ry_1 < 1/2 < ry sarti ve 1/4 < ry_y < 1/2
olamayacagi g6z oniine alinirsa Lemma 2.4 (iv) uygulandiktan sonra Lemma 2.4 (i)

uygulanabilir.

(7v) Lemma 2.4 (v)’de 2ry — 1/2 < ry_; sart1 diizenlenirse 7y < 1 — 3ry + 2ry_4

elde edilir. Oyleyse Lemma 2.4 (v) uygulandiktan sonra Lemma 2.4 (ii) uygulanabilir.

Lemma 2.5. 21, z, € 2N ve §, 5 € (0,1/4] veya ¢, § € [~1/4,0) olmak iizere r_; =

z1+7%,T0 = 22+ 3 baglangig sartlart igin denklem (2.2) nin ¢6ziimii {rn}._ olsun.r =

a _ ¢ _|a _ ¢
b —dlT T T4

}

max {|z; — 2|, min{z1, 29} }, M = {r—i—%,r—%m—i—gw— r+

ve N dogal sayis1 i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

(1) Lemma 2.4 (ii)’yi saglayan N < 54r — 6 dogal sayilarinin sayist 6r — 6°dur.

(77) Lemma 2.4 (i77)’yi saglayan N < 54r — 6 dogal sayilarinin sayist 61 — 6’dur.
(7i1) Lemma 2.4 (1v)’yi saglayan N < 54r — 6 dogal sayilarinin sayis1 6°dur.
(

iv) Lemma 2.4 (v)’yi saglayan N < 54r — 6 dogal sayilarinin sayist 6’dur.

Ispat. (i) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, Lemma 2.4 (ii)’yi

saglayan /N dogal sayilarinin sayis1 6r —7very € M = {r +or—5r+5r—3,

a Cc a C
L ] EL A

} olsun. Oyleyse Lemma 2.4 (ii) ve Lemma 2.4 (iii)’yi art
arda (g - 1) kez sonra Lemma 2.4 (ii), Lemma 2.4 (iv) ve Lemma 2.4 (i) bir kez,

Lemma 2.4 (ii) ve Lemma 2.4 (iii) art arda <; — 1) kez ve Lemma 2.4 (v) bir kez
uygulayalim. Bu islemler 5 kez tekrar edilerek Lemma 2.4 (i7)’yi saglayan ilk N dogal
sayis1 V; < 6 igin

TN +45r—6 = 3 + TN, — 2rn,—1 — 4,

TNi445r—5 = L +3ry, — 1 —r €M

elde edilir. Simdi Lemma 2.4 (ii) ve Lemma 2.4 (iii) art arda <g — 1) kez, sonra
Lemma 2.4 (i), Lemma 2.4 (iv) ve Lemma 2.4 (iiz) bir kez, Lemma 2.4 (ii) ve

Lemma 2.4 (4i7) art arda (; — 2) kez uygulanirsa

TNy +54r—20 = 3TNy — TNp—1 — 1,
TNy +54r-19 = L+ 21y, — 7N -1 €M
1 1 . .
bulunur. 7y, 4 54019 — 5 < Ny asar—20 < 27N 154019 — 5 oldugundan Lemma 2.4 (i)
uygulanabilir. Oyleyse Lemma 2.4 (ii)’yi saglayan N dogal sayilarinin say1s1 67 — 7’den

biiyiiktiir.
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Tersine, kabul edelim ki Lemma 2.4 (7i)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayist 6r — 5
olsun. Onceki hesaplamalar goz 6niine alinarak yukarida tarif edilen islemleri 6 kez
uygulayarak

1

TNy +54r—6 — 3 < rn 454r—7 < 27Ny 454r—6 — 3

elde ederiz. Buve Lemma2.4 (7i)’denrx, 1 54r—6 = 7N, +54r—3 Olur, ancak Ny +54r—6 <
54r — 6 dogru olmadigindan Lemma 2.4 (ii)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayist
6r — 6°dr.

(77) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, Lemma 2.4 (7ii)’yi
saglayan /V dogal sayilariin sayis1 6r —7very € M = {r + 4 r—5rt+or
r+ly— 3

b
arda < - 1) kez sonra Lemma 2.4 (4i7) ve Lemma 2.4 (v)’i birer kez, Lemma 2.4

—
} olsun. Oyleyse Lemma 2.4 (iii) ve Lemma 2.4 (ii)’yi art

~slr-fs -3
-

2
(7i) ve Lemma 2.4 (i7)’yi art arda <; — 1) kez ardindan Lemma 2.4 (i7) ve Lemma
2.4 (iv) birer kez uygulayalim. Bu islemler 5 kez tekrar edilereck Lemma 2.4 (iii)’yi

saglayan ilk /V dogal sayis1 N; < 6 i¢in

TNy +45r—6 = 3TN, +2rn,—1 — 2r — 1,

TNy+45r—5 =T — TN, —TnNy—1 + 1 € M

elde edilir. Simdi Lemma 2.4 (iii) ve Lemma 2.4 (ii) art arda (r — 1) kez, sonra
Lemma 2.4 (iii), Lemma 2.4 (v) birer kez, Lemma 2.4 (ii) ve Lemma 2.4 (i4i) art arda

(g — 2) kez uygulanirsa

TNi+54r—23 = OTN, + 3rn,—1 — 0,

TNy +54r—22 = 2Tn, + 7N —1 — 1 €M

bulunur. 7y, 5423 < —1/2 oldugundan Lemma 2.4 (4ii) uygulanabilir. Oyleyse

Lemma 2.4 (4i7)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayisi 6r — 7°den biiyiiktiir.

Tersine, kabul edelim ki Lemma 2.4 (iiz)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayisi 6 — 5
olsun. Onceki hesaplamalar gdz oniine alinarak yukarida tarif edilen islemleri 6 kez

uygulayarak

TNy +5ar—7 < —1/2 < TN 45406

elde ederiz. Bu ve Lemma 2.4 (iii)’den 7y, y54-—6 = 7N, 454 Olur, ancak Ny +54r—6 <

54r — 6 dogru olmadigindan Lemma 2.4 (ii7)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayist
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6r — 6’drr.

(7i7) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, Lemma 2.4 (iv)’yi
saglayan N dogal sayilarinin sayist 5 ve ry € M = {r + 4 r—5r+gr

T+

<

FE
c
d

T — } olsun. Oyleyse Lemma 2.4 (iv)’yi bir kez, Lemma 2.4 (i)

s—slr-s
ve Lemma 2.4 (i7)’yi art arda g — 1), Lemma 2.4 (ii7) ve Lemma 2.4 (v)’i birer

kez, Lemma 2.4 (ii) ve Lemma 2.4 (iii)’yi art arda (g - 1) kez ardindan Lemma
2.4 (i1)’yi bir kez uygulayalim. Bu iglemler 5 kez tekrar edilerek Lemma 2.4 (iii)’yi
saglayan ilk /V dogal sayis1 N; < 6 i¢in

T"Ny+45r—6 = TN, — T,

TNy 4+45r—5 = TNy — Tny—1 € M

elde edilir. —1/2 < ry,4a50-6 < 1/2 < rpy,445-—5 oldugundan Lemma 2.4 (iv)
uygulanabilir. Oyleyse Lemma 2.4 (iv)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayisi 5’den
biiytiktiir.

Tersine, kabul edelim ki Lemma 2.4 (iv)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayist 7
olsun. Onceki hesaplamalar goz 6niine alinarak yukarida tarif edilen islemleri 6 kez

uygulayarak

—1/2 < ryyasar—7 < 1/2 < Ty ysar—6

elde ederiz. Bu ve Lemma 2.4 (iv)’den 7n, 154r—¢ = 7N, +54r—2 Olur, ancak Ny + 54r —
6 < 54r —6 dogru olmadigindan Lemma 2.4 (iv)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayisi
6°dir.

(1v) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, Lemma 2.4 (v)’yi

[

saglayan N dogal sayilarinin sayist 5 ve ry € M = {T +or—5r+gr—3,

r -+ £

a
T =0y T4

g—9 } olsun. Oyleyse Lemma 2.4 (v)’yi bir kez, Lemma 2.4 (i)
ve Lemma 2.4 (7i7)’yi art arda g — 1> kez, Lemma 2.4 (i7) ve Lemma 2.4 (iv)’i birer
kez bir kez, Lemma 2.4 (i7i) ve Lemma 2.4 (i7)’yi art arda (; - 1) kez, ardindan
Lemma 2.4 (i4i)’yi bir kez uygulayalim. Bu iglemler 5 kez tekrar edilerek Lemma 2.4
(v)’i saglayan ilk N dogal sayis1 N; < 6 i¢in

TNi+450—6 = TNy + 7,

TNy 445r—5 = TN, — TNj—1 +2r € M

elde edilir. 2ry, 1455 — 1/2 < 7n, 1456 Oldugundan Lemma 2.4 (v) uygulanabilir.
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Oyleyse Lemma 2.4 (v)’i saglayan N dogal sayilarinin sayis1 5’den biiyiiktiir.

Tersine, kabul edelim ki Lemma 2.4 (v)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayist 7
olsun. Onceki hesaplamalar gdz oniine alinarak yukarida tarif edilen islemleri 6 kez

uygulayarak

2rn, 454r—6 — 1/2 < TNy 15ar—7

elde ederiz. Buve Lemma 2.4 (v)’denry, 154r—6 = 7N, +54r—2 Olur, ancak N1 +54r—6 <
54r — 6 dogru olmadigindan Lemma 2.4 (v)’yi saglayan N dogal sayilariin sayist
6°dur. O

Teorem 2.3. z;, 2, € 2N ve ¢, € (0,1/4] veya §,5 € [—1/4,0) olmak iizere

r_1 = 2z + §, 79 = 2 + § baslangi¢ sartlari i¢in denklem (2.2) nin ¢oziimii {r, },-

n=-—1

olsun. » = max {|z; — 22|, min {21, 22} } olmak iizere denklem (2.2)’nin ¢6ziimleri

periyodiktir ve periyodu 547 — 6 dir.

Ispat. Kabul edelimkir_; = 2 + §.70 = 2z + Sigin 21, 2 € 2N ve §, 5 € (0,1/4]

a C

veya ¢, 5 € [=1/4,0) olsun. r = max {|z; — 23|, min {21, 2} } ve N bir dogal say1
olmak iizere ry € M = {r+ &, r— 4 r+Sr—<r4|s—¢ a_ ¢

Lemma 2.4, Lemma 2.5 ve Sonug 2.2 g6z Oniine alinarak Lemma 2.4 (ii) ve Lemma

r —

, } olsun.
2.4 (7it) art arda g — 1 kez uygulanarak
'N =TN+3 = TN+9 = T'N+12 = -« = T'N49(Z-1)

ve

IN49(5—1)-1 = I'N-1 T 7 — 2,

IN+9(53-1) = TN
. 1 . y
elde edilir. 2ry — 3 > ry_1+ r — 2 oldugundan Lemma 2.4 (ii)’den

TN+9(%71)71 =7ry_1+71— 27“N — 1,

IN+9(3-1)+3 = TN
1 1 . .
bulunur. ) <ry_i1+r—2ry—1< 3 oldugundan Lemma 2.4 (iv)’den

IN+9(5-1)+6 = 2ry_1 +2r —Sry — 1,

IN+9(z—1)+7 = 3N —rn—1 —r+1€eM
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1
olur. 2ry_1 +2r —bry — 1< ~3 oldugundan Lemma 2.4 (7i7)’den

TNt9(z-1)+12 = TN + 2,

TN+9(%71)+13 =3ry—ry_1—7T+1€ M
bulunur. Simdi Lemma 2.4 (ii) ve Lemma 2.4 (i) art arda (; - 1) kez uygulanarak

IN+9(5-1)+13 = 'N+9(5-1)+16 = TN+9(5-1)422 = -+ = TN+9(5—1)+13+9(5 1)

elde edilir. Buradan

rNy9r—6 =TN + T,

T"N+49r—5 =3ryn—ry1—r+1eM
1 o
bulunur. 6ry — 2ry_1 — 2r +2 — 5 < r 4 ry_1 oldugundan Lemma 2.4 (v)’den

'Niyor—2 = 37"]\[_1 — 7?"N + 5r — 2,

rNigr_1 =2r —2ry+ry1—1€M
olur. Lemma 2.4 (i) ve Lemma 2.4 (7i7) art arda (; - 1> kez uygulanarak

IN+9r—1 = 'N+9r42 = I'N49r48 = - = I'N49r—149(Z—1)

elde edilir. Buradan

TN4+9r+9(5—1)—2 = 3In—1 — (TN + 61 — 4,

TN+97”+9(%—1)—1 =2r — 2TN +ry_1— leM

1
bulunur. 4r — 4ry + 2ry_1 — 2 — 3 > 3ry_1 — 7ry + 6r — 4 oldugundan Lemma 2.4
(7i)’den

TN4+9r+9(5—1)41 = T'N—1 — 3ry + 2r — 1,

TN4+9r49(L—1)+2 = 2r—=2ry+rya—1eM
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1 1
olur. —3 <ry-1—3ry +2r — 1 < — oldugundan Lemma 2.4 (iv)’den

[\

TN49r+9(5—1)45 = 'N—1 — 47N + 2r,

TN+9r+9(5-1)+6 = TN € M
. 1 y
elde edilir. ry_; — 4ry + 2r < ~5 oldugundan Lemma 2.4 (4i7)’den

IN+9r+9(5—1)411 = 'N—1 — 2ry +2r + 1,

TN+9r+9(5-1)+12 = I'N € M
bulunur. Simdi Lemma 2.4 (ii) ve Lemma 2.4 (7ii) art arda (2 - 1) kez uygulanarak

FN+9r+9(5—1)+12 = T"N+9r+9(5-1)+15 = I'N4+9r+9(5-1)421 = --- = T"N+9r+9(5—1)+12+9(5-1)
elde edilir. Buradan

TN+418r—7 = 37 +ry_1 — 2Ty — 1,

TNt18r—6 = TN € M
1 o
olur. 2ry — 3 < 3r+ry_1 — 2ry — 1 oldugundan Lemma 2.4 (v)’den

TN+18r—3 = 60 +2ry_1 — Try — 1,

'N+18r—2 = 3r + rN_1— 37“]\7 —1e M
bulunur. Lemma 2.4 (i7) ve Lemma 2.4 (i) art arda (; - 1) kez uygulanarak

IN+18r—2 = TN+18r+1 = TN+18r47 = -+ = TN418r—2+9(5-1)
elde edilir. Buradan

IN+18r+9(5—1)—3 = (T +2ry_1 — Try — 3,

IN18r+9(5—1)—2 =3 +ry-1 —3ry —1 € M

1
bulunur. 67 + 2ry_1 — 6ry — 2 — 5 > Tr+2ry_1 — 7ry — 3 oldugundan Lemma 2.4
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(71)’den

IN+18r+9(3-1) =T — TN,

TN418r49(5—1)+1 =37 +ry-1 —3ry —1e M
1 1 y .o
olur. —5 <r—ry< 5 oldugundan Lemma 2.4 (iv)’den

TN418r49(5—1)+4 = 2 =T+ TN — N1,

TN418r49(5—1)+5 = 2r +ry_1 —2ry —1 e M
. 1 y
eldeedilit. 2 —r +7ry —ry_1 < —5 oldugundan Lemma 2.4 (7i7)’den

IN+18r+9(5—1)+10 = 1 — 3ry +ry—1 + 3r,

TN418r49(5—1)+11 = 2r +7ny—1 —2ry —1 € M
bulunur. Simdi Lemma 2.4 (ii) ve Lemma 2.4 (i) art arda (g - 1) kez uygulanarak

IN+18r+9(5—1)+11 = TN+18r+9(5—1)+14 = I'N4+18r+9(5—1)+20 = -+ = TN+18r+18(5—1)+11
elde edilir. Buradan

TINyorr—s = 4r +ry_1 — 3ry — 1,

rNiomr—7 =2r+ry_1—2ry—1€e M

1
olur. 4r 4+ 2ry_1 — 4ry — 2 — 3 < 4r +ry_1 — 3ry — 1 oldugundan Lemma 2.4
(v)’den

TNt2mr—4 = 2 — TN_1 + 27,

TNy2rr—3 =2r —ry € M
bulunur. Lemma 2.4 (ii) ve Lemma 2.4 (i4i) art arda (g - 1) kez uygulanarak

I'N+27r—3 = 'N+427r = I'N427r+6 = --- = I'N427r—349(%-1)

elde edilir. Buradan

TN+27r4+9(5—1)—4 = 31" — I'n—1,

IN+27r4+9(5—1)—3 = 2r —ry € M
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1
olur. 4r — 2ry — 5 > 3r — ry_1 oldugundan Lemma 2.4 (i7)’den

INt27r49(5—1)-1 = 1 =7 +2ry —ry_q,

TN+27r49(5-1) = 2r — TNy € M
1 1 . .
bulunur. ~5 <1l—r+2ry —ry_1 < 3 oldugundan Lemma 2.4 (iv)’den

TN427r4+9(5—1)+3 = 3 — 47 + 5rn — 2ry_1,

TN427r49(5—1)+4 = 31 —3ry +ry-1 —1 e M
e 1 .
elde edilir. 3 — 4r + 5ry — 2ry_1 < —3 oldugundan Lemma 2.4 (4i7)’den

TN+27r49(5-1)+9 = 2+ 2r — 1y,

TN+27r4+9(5—1)+10 = 3" = 3ry +rn-1 — 1€ M
bulunur. Simdi Lemma 2.4 (7i) ve Lemma 2.4 (¢ii) art arda (2 - 1) kez uygulanarak

IN4+27r+9(5—1)+10 = TN+27r+9(5 —1)+13 = I'N427r4+9(5—-1)+19 = -+ = I'N4+27r+18(5—1)+10

elde edilir. Buradan

T'N436r—9 = 37 — TI'n,

T N+4+36r—8 =3r—3ry+ry_1—1€e M
olur. 6r — 6ry + 2ry_1 — 2 — 5 < 3r — ry oldugundan Lemma 2.4 (v)’den

TN436r—5 = 4 — 3r + Try — 3rn_1,

TNy36r—4 = 2N —TN-1+1 €M
bulunur. Lemma 2.4 (i7) ve Lemma 2.4 (i) art arda (; - 1) kez uygulanarak

FN+36r—4 = TN+36r—1 = TN+36r4+5 = -+ = T'N4+36r—4+9(5—1)
elde edilir. Buradan
TN+36r+9(5—1)—5 = 2 — 2r + Try — 3rn—1,

TN+36r+9(5—1)—4 = 2ry —rn—1+1 € M
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1
olur. 4ry — 2ry_1 + 2 — 3 > 2 —2r 4+ Try — 3ry_1 oldugundan Lemma 2.4 (7i)’den

TN+36r+9(5-1)—2 = 1 +3ry —ry_1 — 27,

TN+36r+9(5—1)-1 = 2ry —rn—1 + 1€ M
1 1 y .
bulunur. ~5 <14+3ry —ry_1 —2r < 5 oldugundan Lemma 2.4 (iv)’den

TN436r+9(5—1)+2 = 2 +4ry —ry_1 — 47,

TN+36r+9(5—1)+3 = 2r—ryeM
- 1 N
elde edilir. 2 +4ry —ry_1 — 4r < ~5 oldugundan Lemma 2.4 (4i7)’den

TN+36r+9(5-1)+8 = 3 + 2y — I'n-1,

TN+36r+9(5—1)+9 = 2r—ryeM
bulunur. Simdi Lemma 2.4 (ii) ve Lemma 2.4 (iii) art arda (; - 1) kez uygulanarak

IN+36r+9(5-1)49 = T'N+36r+9(5—1)+12 = I'N+36r+9(5—1)+418 = --- = TN+36r+18(%—1)+9

elde edilir. Buradan

TN4asr—10 = 1L +2ry —ry_q1 + 7,

TN4asr—9 = 21 — 1N € M
1 y
olur. 4r — 2ry — 3 < 1+ 2ry —ry_1 + r oldugundan Lemma 2.4 (v)’den

TN+4asr—6 = 3+ Try — 2ry_y — 4r,

TNtdsr—5 = 1 +3ry —ry_1 —r €M
bulunur. Lemma 2.4 (4i) ve Lemma 2.4 (7ii) art arda <; - 1) kez uygulanarak

T'N+45r—5 = T'N+45r—2 = TN+45r+4 = --- = TN4+45r—5+9(1—1)

elde edilir. Buradan

TN4+45r+9(2—1)—6 = 1 + 7y — 2ry_q — 31,

TN+a5r+9(5—1)—5 = 1 +3ry — 7y — 1 € M.
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> 1+ 7ry — 2ry_1 — 3r oldugundan Lemma 2.4

N | —

olur. 2 + 6ry — 2ry_1 — 2r —
(7i)’den

FN+45r49(3-1)-3 = TN — T,

IN+asr+9(5-1)—2 = 1 +3ry =1y —reM
1 1 y .\
olur. —5 <ry—r< 5 oldugundan Lemma 2.4 (iv)’den

IN+45r49(3-1)+1 = TN-1 — TN — T,

TN+asr19(5—1)+2 = 1 +2ry =1y € M
. 1 y s
eldeedilir. ry_; —ry — 17 < —5 oldugundan Lemma 2.4 (ii7)’den

TN+a5r4+9(5—1)47 =3+ 3y —TN-1 — T,

TN+a5r1+9(5—1)+8 = 1 +2ry —ry_1 € M
bulunur. Simdi Lemma 2.4 (4i) ve Lemma 2.4 (¢ii) art arda <; - 1) kez uygulanarak

IN+45r+9(5—1)48 = TN+45r4+9(5—1)+11 = I'N+45r+9(5—1)417 = -+ = TN+45r4+18(5—1)+8

elde edilir. Buradan

TN4s4r—11 = 1 + 3y — rv_1,

TN4sar—10 =1+ 2ry —ry_1 €M
1 y
olur. 2 +4ry — 2ry_1 — 3 < 14 3ry — ry_1 oldugundan Lemma 2.4 (v)’den

"N454r—7 = T'N—-1,

"'N+54r—6 = TN

bulunur ve ispat tamamlanir. O

Lemma 2.6. z; € 2N+ 1, 2, € 2N, 2z, < 2z ve § € (0,1/4],< € (0,1/2] veya

8 € [-1/4,0),5 € [-1/2,0) olmak iizere r_y = 2z + §, 79 = 2 + § baslangic
sartlar1 i¢in denklem (2.2)’nin ¢ozimii {r,} - | olsun. r = max{|z; — 22|, 2},
Mz{r%—%,?‘—%,?“—k c T+ 2a }VeNdogal

a7
sayisi icin asagidaki ifadeler dogrudur:

a _ _ ¢ _ 2a
b T T d b

N d

39



(1) Egerry € M ise ry = ryis, 'vea € M veyary = rye dir.

(1) Egerry € Mvery —1/2 <ry_1 <2ry —1/2iseryyo=1—2ry +7ry_1 Ve
N =TN+3 diir.

(1ii) Bgerry € Mvery_ 1 < —1/2 <ryiseryss =14+ 2ry +7ry_1 Ve ry = ryae
dir.

(Z’U) Eger ry € M ve 2ry — 1/2 < ry_i ise Ny3 = 1 —3ry + 2ry_1 ve 'Ny4 =

ry_1 — ry dir.

Ispat. (i) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin ve r = z; olsun.
Oyleyse 21 < 2, < 2z dir.

rlzmax{ro,l—ro}—r,l:ro—r,lz,ZQ—zl—l—g—%,
ro =max {r;,1 —r}—ro= —zl—%,
ngmax{m,l—rg}—rl:1—1—221—2’2—1-2;—;,
T4:max{7“3,1—7“3}—r2:1+321—Z2+3;1—Z,,
7"5:max{7“4,1—7"4}—r3221+% e M,
rﬁzmax{r5,1—r5}—r4:—221+z2—1—2;4—;,
ryzmax{rﬁ,l—rﬁ}—7“5:21—22—1-2—!—%—%
dir. Eger 2o = 21 + 1 ise
rg:max{r7,1—r7}—r6:zl+1+3;—Zc,
rgzmax{rg,l—rg}—r7:z1+2ba—;EM,
rlozmax{rg,l—rg}—rgz—1—%+§,
rn:maX{rlo,l—rm}—m:Q—zl—%
dir. Kabul edelim ki r1; > 1 olsun, buradan
rig =max{ry;, 1l —ru}t—rip=3—2 — cci’
rlgzmax{rn,l—rn}—ﬁo:1+%—§EM
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olur. Eger ry; < § ise

20 ¢
rig =max{ry,l —rpnt—ro=z+-—— = =ry

b d

dir. Eger 2o # 21 + 1 ise

a
rgzmax{r7,1—'r’7}—r6:z1+g:r5,

c
rog =max {rg,1 —rg} —ry =20 — 2+ —,

d
7’10:max{rg,l—rg}—7"8:,22—21—2—%—1—2,
711 = max {ry, 1l —rip} —r9g = —2z1 — %,
7’12:max{ﬁl,l—rll}—rlo:2z1—22+3—|-2ba—;,
rlgzmax{rlg,l—rlg}—rn:3z1—22+3+3ba—Ccl,
7“14ZmaX{T1371—T13}—T12=2‘1+%:7“8,
7“15:max{r14,1—r14}—r13:zg—2z1—3—Qba%—;,
7‘16:max{r15,1—r15}—r14:zl—22+4+%—§

olur. Burada iki durum sz konusudur 2o = 21 + 3 ve 29 # 21 + 3. Eger 2o = 21 + 3 ise

3a 2c

7"17:maX{7"16,1—7”16}—7“15:Zl+1+?—gj
20 ¢

rlgzmax{rn,l—rn}—rl@:zl—i—?—aEM

olur. Bu hesaplamalar z, = 23 + 1 ve 25 # z; + 1 durumundaki gibi devam eder.
r = |21 — 29| durumu i¢in de benzer islemler yapilabilir. Boylece Lemma 2.6 (¢) nin

dogru oldugu kolayca goriiliir.

1
(77) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, ry € M ve ry — 3 <

1 ..
o < 2ry — 5 olsun. Oyleyse

ryy1 =max{ry, 1 —ry} —ry_1 =7rN —ry_1,
rnie =max{ry —ry_1,l —ry+ry_1} —ry =1—2ry +ry_1,

TN+3ZmaX{1—QTN+TN,1,27’N—TNfl}—TN—FTN,l:TN

olup ry = rn.3 bulunur.

(7i1) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, ry € M ve ry_; <
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—1/2 < ry olsun. Oyleyse

N4l = Inax {TN, 1— T’N} —TN—-1=TN —TN-1,

rnye =max{ry —ry_1, 1 —rn+ry_1} — TN = —TN_1,

rN4s = max{—ry_1, 1 +ry_1} —rn +ryo1 = =T,

TNt4 = maX{—rN, 1+ TN} +ry1=14+ry+ry_1,

rnves =max{l+ry+ry_1,—"ny —Tn_1} + TN =1+ 2ry +ry_1,

rnvie =max{l+2ry +ry_1,—2ry —ry_ 1} —1l—ry—ry_1 =7Tn

olup 7y = rn.g bulunur.
(1v) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, 7y € M ve2ry—1/2 <

rn—1 olsun. Oyleyse

TN+1 :maX{rNal_TN}_erl =TN —TN-1,
rnie =max{ry —ry_1,1l —ry+ry_1} —ry =1—2ry +ry_1,
rnveg =max{l —2ry +7ry_1,2ry —ry_1} — TN +TN_1 =1 —3ry +2ry_q,

rnveg =max {1l —3ry +2ry_1,3ry —2ry_1} — 14+ 3ry —2ry_ 1 =ry_1 — TN

dir. O

Sonuc¢ 2.3. Lemma 2.6’den asagidaki sonuglar elde edilir.

(1) Lemma 2.6 (ii)’de verilen ry — 1/2 < ry_; < 2ry — 1/2 sart1 diizenlenirse
—ry+1/2 <1—2ry +ry_1 < 1/2ve buradan —ry + 1/2 < ryy9 < 1/2 olur.
Oyleyse Lemma 2.6 (ii) uygulandiktan sonra Lemma 2.6 (4ii) uygulanabilir.

(74) Lemma 2.6 (¢ii)’de ry_1 < —1/2 < ry sart1 ve ry_; < —ry olamayacagi g6z
oniine alinirsa Lemma 2.6 (i¢7) uygulandiktan sonra Lemma 2.6 (4i) veya Lemma 2.6

(7v) uygulanabilir.

(7i1) Lemma 2.4 (iv)’de 2ry — 1/2 < ry_; sarti diizenlenirse ry < 1 — 3ry + 2ry_;

elde edilir. Oyleyse Lemma 2.6 (iv) uygulandiktan sonra Lemma 2.6 (74) uygulanabilir.

Lemma 2.7. z; € 2N+ 1, 2, € 2N, 2y < 2z, ve § € (0,1/4],< € (0,1/2] veya
§ € [-1/4,0),5 € [~1/2,0) olmak iizere 7_y = 21 + §, 1o = 2 + § baslangic
sartlart i¢in denklem (2.2)’nin ¢oziimii {r,} - | olsun. r = max{|z; — 22|, 2},
M={r+er—¢r+ls-2 P |e— 2 } ve N dogal

c c 2a
d b
say1si icin asagidaki ifadeler dogrudur:

d b

c a c

Ty T4

'

(1) Lemma 2.6 (7)’yi saglayan N < 27r — 3 dogal sayilarinin sayist 3r — 3’diir.

(71) Lemma 2.6 (i71)’yi saglayan N < 27r — 3 dogal sayilarimin sayis1 3r — 3’diir.
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(731) Lemma 2.6 (7v)’yi saglayan N < 27r — 3 dogal sayilarinin sayis1 6°dur.

Ispat. (i) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, Lemma 2.6 (44)’yi
saglayan /N dogal sayilarinin sayis1 3r —4very € M = {7‘ + 5=+ ik
Tt

a
b
2a

c _ 2a 2a
d b

a ¢ c
"le T a A P

} olsun. Oyleyse Lemma 2.6 (ii) ve Lemma

2.6 (ii1) art arda en fazla (702> kez uygulanir, ardindan Lemma 2.6 (iv) bir kez
uygulanir, bu iglemler 5 kez tekrar edilip sonrasinda Lemma 2.6 (i7) ve Lemma 2.6
(731) art arda (70;3> kez uygulanirsa Lemma 2.6 (7i)’yi saglayan ilk N dogal say1si
N; < 6i¢in

TNy27(r—1)+10 = — L + 31N, — TNy 1,

TN +27(r—1)+11 = 1L+ 2rn, — 7N -1 € M

o 1 y
elde edilir. 7y, 4 27(—1)411 — 5 < TN 427(r—1)410 S 2T N 427(r—1)+11 — 5 oldugundan
Lemma 2.6 (ii) uygulanabilir. Oyleyse Lemma 2.6 (i)’yi saglayan sayilarm sayisi
3r — 4’den biiyiiktiir.

Tersine, kabul edelim ki Lemma 2.6 (i) yi saglayan say1larin say1s1 37 — 2 olsun. Onceki
hesaplamalar goz oniine alinarak yukarida tarif edilen islemleri 6 kez uygulayarak
1
TN2Tr-3 T S TNy 27r—4 S 20N 42703 — 3
elde ederiz. Bu ve Lemma 2.6 (7i)’den ry, 4 27,3 = 7N, 127, olur, ancak Ny +27r —3 <

27r — 3 dogru olmadigindan Lemma 2.6 (i¢)’yi saglayan sayilarin sayist 3r — 3 olur.

(7) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, Lemma 2.6 (#i)’yi
saglayan N dogal sayilarinin sayis1 3r —4very € M = {7’ + 5=+ ik

a _
b

a__ ¢ 2a c _ 2a

vl r i Ty d b
2.6 (1v) bir kez uygulanirsa Lemma 2.6 (44)’yi saglayan ilk NV dogal sayis1 N; < 6 i¢in

r— T =

} olsun. Oyleyse Lemma 2.6 (iii) ve Lemma

TNy+9 = TN, +2rn,—1 + 3,

TNy+10 = TN, — TN —1 T leM

—1
elde edilir. Lemma 2.6 (i7) ve Lemma 2.6 (zii) art arda <7ﬁ2> kez, Lemma 2.6
(7v)’yi bir kez uygulayalim. Bu iglem 5 kez tekrar edilirse

TN1+45(2_1)+29 = 27’]\71 + 'Ny—1—T + 2,

TN1+45(7;1)+30 =TN, € M

43



)
bulunur. Simdi Lemma 2.6 (i¢) ve Lemma 2.6 (i) art arda (712) kez, Lemma 2.6

(17) bir kez uygulanirsa

TNi4+27r—13 = TNy —1 — 2,

TN +21r—12 = TN, € M

elde edilir. 7y, 1o7,—13 < —1/2 < ry, 127,12 oldugundan Lemma 2.6 (7iz) uygulana-

bilir. Oyleyse Lemma 2.6 (74i)’yi saglayan sayilarin sayis1 3r — 4’den biiyiiktiir.

Tersine, kabul edelim ki Lemma 2.6 (ii7)’yi saglayan sayilarin sayis1 3 — 2 olsun. On-
ceki hesaplamalar goz Oniine alinarak yukaridaki ry, 127,12 teriminden sonra Lemma

2.6 (7i1) ve Lemma 2.6 (i) birer kez uygulanirsa

TNy +27r—4 < —1/2 < TN 42703

bulunur. Bu ve Lemma 2.6 (4i¢)’den 1y, +27,—3 = 7'n,+270+3 olur, ancak Ny +27r —3 <

27r — 3 dogru olmadigindan Lemma 2.6 (7i7)’yi saglayan sayilarin sayisi 3r — 3 olur.

(77) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, Lemma 2.6 (iv)’yi

c

d
} olsun. Oyleyse Lemma 2.6 (iv)’yi bir kez,

saglayan N dogal sayilarinin sayist 5 ve ry € M = {r +5r—5r+

a_ ¢ c_ 2a c_ 2a
by a0 Tla % d b

a
b ’

r —

y ' =
Lemma 2.6 (i7) ve Lemma 2.6 (i7i) art arda (7,;> kez uygulayalim. Bu islemler 5

kez tekrar edilerek Lemma 2.6 (iv)’yi saglayan ilk N dogal sayis1 N; < 6 icin

r =r+3rN, — TN -1,

N+ 20l g

TN1+45(2_1)+20 =r+ 27”]\/1 —TN—1 € M

elde edilir. 2r s —1/2 <y s oldugundan Lemma 2.6 (iv) uygu-

LU+20 LI)J’,]_Q
.. 2 2
lanabilir. Oyleyse Lemma 2.6 (iv)’yi saglayan sayilarin sayis1 5°den biiyiiktiir.

Tersine, kabul edelim ki Lemma 2.6 (iv)’yi saglayan sayilarin sayis1 7 olsun. Onceki

hesaplamalar goz Oniine alinarak yukarida tarif edilen iglemleri 6 kez uygulayarak

2rN, +orr—3 — 1/2 < TNy +27r—4

elde ederiz. Bu ve Lemma 2.6 (iv)’den 7n, 1273 = I'n, +o7+1 Olur, ancak Ny + 27r —
3 < 27r —3 dogru olmadigindan Lemma 2.6 (iv)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayisi
6°dur. O
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Teorem 2.4. z; € 2N+ 1, 25 € 2N, 21 < 2 ve § € (0,1/4],4 € (0,1/2] veya
g€ [-1/4,0),5 € [~1/2,0) olmak iizere r_; = 21 + §, 7o = 22 + § baslangig sartlari
i¢in denklem (2.2)’nin ¢oziimii {r,, } - | olsun. r = max {|z; — 22|, 21} olmak iizere

denklem (2.2)’nin ¢oziimleri periyodiktir ve periyodu 27r — 3 diir.

ispat. Kabul edelim ki r_y = 21 + §, 70 = 22 + 5 igin 21 € 2N + 1, 29 € 2N, 21 <
zve § € (0,1/4],5 € (0,1/2] veya ¢ € [-1/4,0),5 € [-1/2,0) olsun. r =
max {|z; — 22|,21} ve N bir dogal say1 olmak tizerery € M = {r + 3T =%

a c 2a c 2a
T+ S P A

b

T = T — } olsun. Lemma 2.6, Lemma 2.7

a__ ¢ c
b d d

—1
ve Sonug 2.3 g6z Oniine alinarak Lemma 2.6 (i7) ve Lemma 2.6 (7i7) "t art arda (702)

kez uygulayabiliriz. Boylece

'N =TN13 =TN4i9g = TNyt12 = ... = TN+9(T71)
2

vE

rNie=1—2ry +rn_1,
TnN4s = 2+ TN-_1,

N+11 = 13 — 2T’N + 'N-1,

TN+9<T2_1)_1 =r—1+ry_1,

TN+9(r;1) =TN

1
bulunur. 27y — 3 < r —1+ ry_; oldugundan Lemma 2.6 (iv)’den

TN+erm+3:2T—1—3TN+2TN,1,

T’N+9(r2—1)+4 =r—14ry_y—rneEM

olur. Lemma 2.6 (ii) ve Lemma 2.6 (7i¢) art arda (7’2) kez uygulanarak

TN g = Ty 90D 1 = Py 90D gy = o = Ty 902D 4y S0

elde edilir. Buradan

TN19(r—1)43 = 3 — 2 — 3ry + 2ry_1,

INto(r-1)4a =T —1+ry1—7yN
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1
bulunur. 2r — 2+ 2ry_1 — 2ry — 3 < 3r —2—3ry + 2ry_; oldugundan Lemma 2.6
(1v)’den

TN49(r—1)+7 = 37 — 3ry +Tn_1,

TN+9(7’—1)+8 =2r—1+ 'nN—1 — 27“]\[ eM

olur. Lemma 2.6 (ii) ve Lemma 2.6 (7i7) art arda (r > kez uygulanarak

N4+9(r—1)+8 = 'N49(r—1)+11 = TN49(r—1)+17 = --+ N+9(r 1)+8+9“ 1.

elde edilir. Buradan
7“]\[_"_27(2—1)_’_7 =4r—-1- 37“]\[ + nN-1,

r =2r—14ry_1—2ry

v+ 200l 4 g
1 9
bulunur. 4r — 2 + 2ry_1 — 4ry — 3 < 4r —1—3ry + ry_1 oldugundan Lemma 2.6
(1v)’den
N+27(r D = =2+4+2r —ry_1,

r =2r—ry €M

N+Z=D 499

-1
olur. Lemma 2.6 (i7) ve Lemma 2.6 (7i7) art arda (7“2) kez uygulanarak

TN+27(2_1)+12 = TN+27(T2—1)+15 = TN+27(2_1)+21 = ... = T’N+27(r2—1)+12+9(r2—1)
elde edilir. Buradan

TN418(r—1)+11 = 3" + 1 —ry_1,

IN418(r—1)412 = 2" — I'n
1 . )
bulunur. 47 — 2ry — 5 < 3r+ 1 — ry_; oldugundan Lemma 2.6 (iv)’den

TN418(r—1)+15 = 3+ 3ry — 2rn_1,

TN418(r—1)+16 =T +1+ry —ry1 €M

olur. Lemma 2.6 (i¢) ve Lemma 2.6 (7i7) art arda (T > kez uygulanarak

IN+18(r=1)+16 = TN+18(r—1)+19 = IN+18(r—1)+25 = -+ = Ty 1g(,— 1)+164 21
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elde edilir. Buradan

T’N+45(r2—1)+15 =r+2+4+3ry —2ry_1,

PNpsse= g6 =7 14y —rNa

1
bulunur. 2r 4+ 2 + 2ry — 2ry_1 — 5 <r—+2+43ry — 2ry_1 oldugundan Lemma 2.6
(1v)’den

TN+45<2_1>+19 =2—r+4+3ry —ry_1,

T =14+2ryn—ry1EM

N+ 199

olur. Lemma 2.6 (i¢) ve Lemma 2.6 (7i7) art arda (7A2> kez uygulanarak

i r r =g

N+45(’;1) 120 T N+45(271)+23 = N+45<’;1>+29 = ... N+45(’;1) +20+9('r;1)

elde edilir. Buradan

TNt27(r—1)+19 = 1 +3ry — rnv_1,

TN27(r—1)420 = L +2ry — N1

1
bulunur. 2 + 4ry — 2ry_q — 5 < 1+ 3ry — ry_1 oldugundan Lemma 2.6 (iv)’den
T'N+27(r—1)4+23 = I'N-1,
Ny27(r—1)424 = TN

bulunur. Boylece

I'N4+27r—4 = T'N-1,

'Ny27r—3 = TN

olup ispat tamamlanir. O

Lemma 28. 2,20 € 2N + 1, 2 > 22z ve § € (0,1/10],5 € (0,1/6] veya

g € [-1/10,0),5 € [-1/6,0) olmak iizere r_; = 2 + §, 19 = 2 + 5 baslan-

gi¢ sartlant i¢in denklem (2.2)’nin ¢oziimii {r,} - | olsun. r = |z — 2|, M =
a_ ¢ —la _¢ € _ 2a — | _ 2a 2¢ _ 3a —|2¢c _ 3a
{T+b ] A i1 Rl b Rl ol R Al Bt ol P e ol b el ol d b}

ve NN dogal sayisi icin asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) Egerry € Mise ry = rni3, 'via € M veyary = ryig dir.
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(1) Egerry € Mvery —1/2 <ry_1 <2ry —1/2iseryyo=1—2ry +7y_1 Ve

N =TN+3 diir.

(i4i) Bgerry € M very_1 < —1/2 <ryiseryys =1+ 2ry +ry-1 VETN = TNt
dir.

(ZU) Eger rny € M ve —1/2 < ry-q1 < 1/2 <ryise ryyg = 1+ 2ry_1 — 7N Ve
TN44 = TN — Tn—1 dirI.

(U) Eger ry € M ve 2ry — 1/2 < rN_1 1S€ 'Nt3 = 1 —3ry 4+ 2ry_1 ve TNya =

'N—1 —TN dir.

Ispat. (i) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin ve r = |z; — 2,

olsun. Oyleyse

C a

7’1:max{ro,l—ro}—r_l:ro—r_lzzg—zlnLg—gEM,
7“2:max{rl,l—rl}—roz—zl—%,
rgzmax{rz,l—m}—rl:1—1-221—22—1—2;—Cci,
r4:max{r3,1—r3}—'r’2:zg—zl—%—i—%:7“1,
7“5:max{r4,1—r4}—r3:2z2—321—1—3;—1-2;,
r6:max{rg,,l—rg,}—m:—221—|—z2—1—QbaﬂL;
elde edilir. Eger r¢ < 5 ise
r7:max{r6,1—7’6}—r5:—21+5ba—?;lc,
ngmax{r7,1—r7}—r6222—214—%‘ZC—SbaEM
olur. Eger rg > %ise
T7:max{7“6,1—7“6}—7’5221—22+%—§,
7“8:max{r7,1—7“7}—r6:Z1+2—|—%,
7‘9:max{rg,l—rg}—r7222+2—|—§,
7’10:maX{T’g,l—Tg}—TBIZQ—Zl—%+§:7”4,
r11 = max {ry, 1l —rip} —r9 = —21—2—%,
7"12—max{rn,l—rn}—rlo—221—22+3+2ba—Ccl
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olur. Burada yine iki durum s6z konusudur 715 < $ ve 715 > 3. Eger r15 < 1 ise

a C
7’13:maX{7’12,1—7’12}—r11:,21—1—3—5-1—&’

3a 2c
r14:max{r13,1—7"13}—7“12:,22—21—?—1—3GM

bulunur. Bu hesaplamalar 7 < 3 ve ¢ > 4 durumlarindaki gibi devam eder. Boylece

Lemma 2.8 (7)’nin dogru oldugu kolayca goriiliir.

1
(7i) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, ry € M ve ry — 5 <

1 .
ryoq < 2ry — 5 olsun. Oyleyse

ryvi1 =max{ry, 1 —ry} —ry_1 =ry —TN_1,
ryio =max{ry —ry_1, 1 —ry+ry_1}—ry=1—2ry +ryn_1,

rnys =max{l —2ry +rN_1,2ry —ry_1} — N +TN_1 =TN

olup ry = rn43 bulunur.
(7i1) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, ry € M ve ry_; <

—1/2 < ry olsun, dyleyse

ryy1r =max{ry, 1 —ry} —rn_1 =7y — ry_1,

rny2 =max{ry —ry_1,1 —rny +7ry_1} — TN = —TN_1,

rnys =max{—ry_1, 1 +ry_1} —rn + 1y = —TN,

rnvia =max{—ry,1+ry}+rnv1=1+ry+7rN_1,

ryes =max{l+ry+ry_1,—ry —TN_1} +7N =1+4+2ry +7n_1,

rvig =max{l+2ry +ry_1,—2ry —ry_1}—1l—ry—ry_1=7Tn

olup 7y = rxy¢ bulunur.
(1v) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, ry € M ve —1/2 <

ry_1 < 1/2 < ry olsun. Oyleyse

N+1 = max {TN, 1- TN} —TrN-1=TN —TN-1,

ryyo =max{ry —ry_1,1 —rn +7ry_1} — TN = —TN_1,

ryys =max {—ry_1, 1 +ry1} —rn+ryor =1 —1ry 4+ 2ry_q,

ryia =max{l —ry+2ry 1,7y —2rN_1} +TN_1 =TN — IN_1
dir.

(v) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, 7y € M ve 2ry—1/2 <
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rn—1 olsun. Oyleyse

TN+1 ZmaX{TNal—TN}—TNA =TN —TN-1,
rnvie =max{ry —ry_1, 1l —ry+ry_1} —ry =1—2ry +ry_1,
rnveg =max{l —2ry +7ry_1,2ry —ry_1} —rn+7rN_1 =1 —3ry +2ry_q,

rnvig =max {1l —3ry +2ry_1,3ry —2ry_1} — 14+ 3ry —2ry_ 1 =ry_1 — N

dir. O

Sonuc¢ 2.4. Lemma 2.8’den asagidaki sonuglar elde edilir.

(1) Lemma 2.8 (i7)’de verilen vy — 1/2 < ry_; < 2ry — 1/2 sart1 diizenlenirse
—ry+1/2 <1—2ry +ry_q1 < 1/2veburadan —ry 4+ 1/2 < ryyo < 1/2 olur.
Oyleyse Lemma 2.8 (ii) uygulandiktan sonra Lemma 2.8 (iii) veya Lemma 2.8 (iv)

uygulanabilir.

(77) Lemma 2.8 (4ii)’de ry_1 < —1/2 < ry sart1 ve ry_; < —ry olamayacagi g6z
oniine alinirsa Lemma 2.8 (i77) uygulandiktan sonra Lemma 2.8 (i) veya Lemma 2.8
(v) uygulanabilir.

(7i1) Lemma 2.8 (w)’de —1/2 < ry_1 < 1/2 < rysartive 1/4 < ry_q < 1/2
olamayacagi g6z oniine alinirsa Lemma 2.8 (iv) uygulandiktan sonra Lemma 2.8 (i)

uygulanabilir.

(iv) Lemma 2.8 (v)’de 2ry — 1/2 < ry_; sarti diizenlenirse 7y < 1 — 3ry + 2ry_4

elde edilir. Oyleyse Lemma 2.8 (v) uygulandiktan sonra Lemma 2.8 (ii) uygulanabilir.

Lemma 2.9. 2,20 € 2N + 1, 2, > 2z ve § € (0,1/10],5 € (0,1/6] veya

g € [-1/10,0),5 € [-1/6,0) olmak iizere r_; = 2 + §, 7o = 2 + 5 baslan-

gi¢ sartlan i¢in denklem (2.2)’nin ¢oziimii {r,} - | olsun. r = |z — 2|, M =
a c a c c 2a c 2a 2c 3a 2c 3a
frls—slr—ls—slr+ls—%lr—ls =% r+eE =% r— 5%}

ve N dogal sayisi icin asagidaki ifadeler dogrudur:

i) Lemma 2.8 (7)’yi saglayan N < 54r — 6 dogal sayilarinin sayisi 6r — 6°dur.

(
(77) Lemma 2.8 (i27)’yi saglayan N < 54r — 6 dogal sayilarinin sayis1 61 — 6’dur.
(7i7) Lemma 2.8 (iv)’yi saglayan N < 54r — 6 dogal sayilarinin sayist 6’dur.

(

iv) Lemma 2.8 (v)’yi saglayan N < 54r — 6 dogal sayilarinin sayis1 6’dur.

Ispat. (i) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, Lemma 2.8 (i7)’yi

a C

b b d
} olsun. Oyleyse Lemma 2.8

y ' = 3

saglayan /N dogal sayilarinin sayis1 6r — 7 ve ry € M = {7‘ +

r+ 2a ,T+ 2c 3a 2c 3a

< _ € _ 2a € _ 2a
d b d b d b

¢ _ 2a
d b

)

I
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(77) ve Lemma 2.8 (iii) art arda en fazla (; — 1) kez uygulanir, ardindan Lemma
2.8 (i1), (iv) ve (iii) art arda birer kez, Lemma 2.8 (i7) ve Lemma 2.8 (ii7) art arda
% — 1) kez, son olarak Lemma 2.8 (v) bir kez uygulanip bu iglemler 5 kez tekrar

edilirse Lemma 2.8 (i4)’yi saglayan ilk N dogal sayis1 N; < 6 igin

TNy 4+45(r—2)484 = 3 — 4r + Try, — 2ry, 1,

TN 445(r—2)485 = L — 7 +3ry, —ryy—1 €M

elde edilir. Sonra Lemma 2.8 (i7) ve Lemma 2.8 (iii) art arda <£ - 1) kez, Lemma
2.8 (i), (iv) ve (7it) art arda bir kez son olarak Lemma 2.8 (i) ve Lemma 2.8 (i77) art

arda 702) kez uygulanirsa

TNy +54(r—2)4+88 = —1 + 3TN, — TNy 1,
TN 4+54(r—2)480 = L+ 2rn, — TNy -1 € M
1 1 .
bulunur. 7x, y54(r—2)489 — 5 S TN +54(r—2)4+88 < 27N, 454(r—2)489 — 2 oldugundan
Lemma 2.8 (74) uygulanabilir. Oyleyse Lemma 2.8 (i7)’yi saglayan N dogal sayilarinin
sayis1 6r — 7’den biiyiiktiir.

Tersine, kabul edelim ki Lemma 2.8 (74)’yi saglayan sayilarin say1s1 67 — 5 olsun. Onceki

hesaplamalar goz Oniine alinarak yukarida tarif edilen islemleri 6 kez uygulayarak

1 1

TNy +54r—6 — 5 < rN454r—7 < 27Ny 454r—6 — 3

elde ederiz. Buve Lemma 2.8 (7i)’denn, 154r—6 = 7N, +54r—3 Olur, ancak Ny +54r—6 <

54r — 6 dogru olmadigindan Lemma 2.8 (7i)’yi saglayan sayilarin sayis1 6 — 6 olur.

(77) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, Lemma 2.8 (7i7)’yi

a [

b d b d
} olsun. Oyleyse Lemma 2.8

' = ’

saglayan NV dogal sayilarinin sayis1 6r — 7 ve ry € M = {r +

r+ 2a 2a] 4 3a 2 _ 3a

c _ 2a 2c 2c _
d b d b

P ' =

c _
d b d b

(7i1) ve Lemma 2.8 (77)’yi art arda g — 1) kez sonra Lemma 2.8 (7i7) ve Lemma 2.8

(v)’i birer kez, Lemma 2.8 (7i) ve Lemma 2.8 (7i7)’yi art arda (g — 1> kez ardindan
Lemma 2.8 (i) ve Lemma 2.8 (iv) birer kez uygulayalim. Bu iglemler 5 kez tekrar

edilerek Lemma 2.8 (#ii)’yi saglayan ilk NV dogal sayis1 N; < 6 igin

TNy +45r—6 = 3TN, + 2rn,—1 — 2r — 1,

TNy+450—5 =T — TN, —TnN—1 + 1 € M

51



elde edilir. Simdi Lemma 2.8 (ii7) ve Lemma 2.8 (ii) art arda (g - 1) kez, sonra
Lemma 2.8 (i7i), Lemma 2.8 (v) birer kez, Lemma 2.8 (4i) ve Lemma 2.8 (4i7) art arda
(; — 2) kez uygulanirsa

TN, +54r—23 = OTN, + 3TN, —1 — 6,

TN 454r—22 = 2N, +Tn—1 — 1 € M

bulunur. 7y, 5423 < —1/2 oldugundan Lemma 2.8 (4ii) uygulanabilir. Oyleyse

Lemma 2.8 (7i7)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayisi 6r — 7°den biiyiiktiir.

Tersine, kabul edelim ki Lemma 2.8 (7i7)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayisi 6r — 5
olsun. Onceki hesaplamalar gdz oniine alinarak yukarida tarif edilen islemleri 6 kez
uygulayarak

TNy+5ar—7 < —1/2 < TN, +54r—6

elde ederiz. Bu ve Lemma 2.8 (7i7)’den 7, 1 54-—6 = 7' N, +54, Olur, ancak Ny +54r —6 <
54r — 6 dogru olmadigindan Lemma 2.8 (ii7)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayist
6r — 6°dur.

)

(77) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tim kosullar saglansin, Lemma 2.8 (iv)’yi

ilor-ls-
} olsun. Oyleyse Lemma 2.8

y ' = ’

saglayan N dogal sayilarinin sayist 5 ve ry € M = {r+

c_ 2 2 _ 3a
T4y b , T+ 4 b

a _
b

c 2a

2 _ 3a
d b d

b

y ' = )

(1v)’yi bir kez, Lemma 2.8 (i77) ve Lemma 2.8 (i7)’yi art arda g - 1), Lemma 2.8
(77i) ve Lemma 2.8 (v)’i birer kez, Lemma 2.8 (i) ve Lemma 2.8 (¢4i)’yi art arda
<; — 1) kez ardindan Lemma 2.8 (i7)’yi bir kez uygulayalim. Bu iglemler 5 kez tekrar
edilerek Lemma 2.8 (44)’yi saglayan ilk N dogal sayis1 V; < 6 igin

TNi+45r—6 = TN, — T,

TNy 4457—5 = TN, —T'Nj—1 € M

elde edilir. —1/2 < ry,4a5r—6 < 1/2 < rpy,145-—5 oldugundan Lemma 2.8 (iv)
uygulanabilir. Oyleyse Lemma 2.8 (iv)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayis1 5’den
biiytiktiir.

Tersine, kabul edelim ki Lemma 2.8 (iv)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayist 7

olsun. Onceki hesaplamalar goz oniine alinarak yukarida tarif edilen iglemleri 6 kez
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uygulayarak
—1/2 <rnysar—7 < 1/2 < TN 454r—6

elde ederiz. Bu ve Lemma 2.8 (iv)’den 7y, 4 54r—6 = "N, +54r—2 Olur, ancak Ny + 54r —
6 < 54r —6 dogru olmadigindan Lemma 2.8 (iv)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayisi
6°dir.

a__ ¢
b

(7v) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, Lemma 2.8 (v)’yi
5

saglayan N dogal sayilarmin sayist 5 ve ry € M = {7’+

¢ _ 2a ¢ _ 2a
T+ b d b |7+

' = )

<
d d

2 _ da } olsun. Oyleyse Lemma 2.8

d b

2 _ 3a
d b

N A , I —
(v)’yi bir kez, Lemma 2.8 (i7) ve Lemma 2.8 (ii7)’yi art arda g — 1) kez, Lemma
2.8 (ii) ve Lemma 2.8 (iv)’i birer kez bir kez, Lemma 2.8 (iii) ve Lemma 2.8 (i4)’yi
art arda (g — 1) kez, ardindan Lemma 2.8 (#i¢)’yi bir kez uygulayalim. Bu islemler 5

kez tekrar edilerek Lemma 2.8 (v)’i saglayan ilk N dogal sayis1 N; < 6 i¢in

TNi4+45r—6 = TNy + T,

TNy+45r—5 = TNy — TN -1 +2re M

elde edilir. 2ry, 145.—5 — 1/2 < 7N, 145-—6 Oldugundan Lemma 2.8 (v) uygulanabilir.

Oyleyse Lemma 2.8 (v)’i saglayan N dogal sayilarinin sayisi 5’den biiyiiktiir.

Tersine, kabul edelim ki Lemma 2.8 (v)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayist 7
olsun. Onceki hesaplamalar gdz oniine alinarak yukarida tarif edilen islemleri 6 kez

uygulayarak

2r Ny +54r—6 — 1/2 < TN 45ar—7

elde ederiz. Buve Lemma 2.8 (v)’denry, 154r—6 = 7N, +54r—2 Olur, ancak N1+54r—6 <
54r — 6 dogru olmadigindan Lemma 2.8 (v)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayist
6°dur. O

Teorem 2.5. 21,20 € 2N + 1, 25 > 22 ve § € (0,1/10],5 € (0,1/6] veya ¢ €
[—1/10,0) , 5 € [-1/6,0) olmak iizere r_; = 2 + ¢, 7o = 22 + § baslangi¢ sartlari
icin denklem (2.2)’nin ¢oziimii {r,} - , olsun. r = |z; — 25| olmak iizere denklem

(2.2)’nin ¢oziimleri periyodiktir ve periyodu 54r — 6 dir.

ispat. Kabul edelim ki 7y = 21 + §, 70 = 22 + ¢ i¢in 21, 20 € 2N + 1, 25 > 227 ve
g€ (0,1/10], 5 € (0,1/6] veya § € [~1/10,0), 5 € [=1/6,0) olsun. r = |z; — 2|

a c c 2a
b d R PRy

C

a
JT_E_E )

ve N bir dogal say1 olmak iizere ry € M = {r +
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¢ _ 2 2 _ 3a 2 _ 3

AN EL b d b
2.4 gbz oniine alinarak Lemma 2.8 (4i) ve Lemma 2.8 (7i7) ’ii art arda (5 — 1) kez

r— } olsun. Lemma 2.8, Lemma 2.9 ve Sonug

Y

uygulayabiliriz. Boylece
'N =TN13 =TN49 =TNy12 = ... = T’N+9(r2—2)
ve

rng2 =1 —=2ry +ry_q,

rNts = 1+ 2rnys + Tngo
=1+2ry+1—-2ry+ry
=2+7rN_1,

N1 =1 —2rN19 + rvys
=1-2rn+2+ry_

=3—-2ry +7ryn_1,

Tyl g =T 241rN_1,

TN+9(r 2) = TN

1
bulunur. 27y — 5 > r — 2+ ry_; oldugundan Lemma 2.8 (¢i)’den

9(7 2) 7“—1—27"N—|—7’N_1,

TN =2 9 =

TN+9(7‘2—2)+3 =TN
1 1 . o
bulunur. —5 <r—1-2ry+ry_; < 5 oldugundan Lemma 2.8 (7v)’den
TN g = 2r —1—"5rn + 2ry_1,
TN+9(7»;2)+7 =1—r+3ry —ryn-1

1
bulunur. 2r — 1 — 5ry + 2ry_; < —3 oldugundan Lemma 2.8 (ii7)’den

2—|—’I"N,

9(7 2)

N+ +12

TN+@+13:1_7’+3TN_TN*1
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olur. Lemma 2.8 (i¢) ve Lemma 2.8 (7i7) art arda (2 - 1) kez uygulanarak

TN g3 T TN 802 46 = Ty 2022 g9 = Ty 8022 g5 = o = Ty 9022) 445, 9022

elde edilir. Buradan

TN+9(r—2)+12 =T + TN,

TNyo(r—2)413 = 1 —7r+3ry — TN
1 9
bulunur. 2 — 2r + 6ry — 2ry_1 — 3 < r 4 ry oldugundan Lemma 2.8 (v)’den

TN49(r—2)+16 = O — 2 — Try + 3rn_1,

TN4o(r—2)417 = 21 — 1 —=2ry + 1
olur. Lemma 2.8 (i¢) ve Lemma 2.8 (7i7) art arda (; - 1> kez uygulanarak

TN+9(r—2)+17 = TN+9(r=2)+20 = T'N+9(r-2)+26 = -+ = Ty g 2)4174 202
elde edilir. Buradan

r =6r—4—"Try +3ry_1,

N+Z2) 46
rN+27(;_2)+17 =2r—1—2ry +7ry_1

1
bulunur. 4r — 2 —4ry 4+ 2ry_1 — 3 > 6r —4 —Try + 3ry_1 oldugundan Lemma 2.8
(7i)’den
T’N+27(r2—2)+19 =2r—1-— ?)TN + nN-1,
TN+27(T 2) 190 = 2r—1—=2ry +ry_1

1 1
bulunur. —5 <2r—1—-3ry+ry_1 < 3 oldugundan Lemma 2.8 (iv)’den

T‘N+w+23 =2r — 4’/“]\[ —|—’T‘N_1,

TN+27(;72)+24 =TN
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1
bulunur. 2r — 4ry +1ry_; < ~5 oldugundan Lemma 2.8 (7i7)’den

TN+27(2_2)+29 =2r+1— 27“]\[ + N—-1,

TN+27(272) 130 =TN

olur. Lemma 2.8 (i7) ve Lemma 2.8 (7i7) art arda (g - 1> kez uygulanarak

TN+27(2—2) 130 = TN+27(T2—2) 133 = TN+27(2_2> 139 = ... = T’N+27(r2—2) +30+9(7‘2—2)

elde edilir. Buradan

TN418(r—2)420 = O — 1 — 2ry +ry_1,

TN+18(r—2)+30 = I'N
1 o
bulunur. 2ry — 5 < 3r — 1 —2ry + ry_; oldugundan Lemma 2.8 (v)’den

TN418(r—2)+33 = 61 — 1 — Try + 2ry_1,

TN4+18(r—2)434 = 3" — 1 = 3ry +rv1
olur. Lemma 2.8 (i¢) ve Lemma 2.8 (7i¢) art arda (; - 1) kez uygulanarak

TN+18(r—2)+34 = 'NN+18(r—2)+37 — T'N+18(r—2)+43 = --+ = TN+18(T—2)+34+9“‘2)

2

elde edilir. Buradan

T‘N+45(»;—2)+33 =Tr—3— 7’/"N + 27"]\]_1,

r 3r—1—3ry +7rn_1

N4+28022) 134 =

1
bulunur. 67 — 2 — 6ry + 2ry_1 — 5 > Tr —3—"Try + 2ry_1 oldugundan Lemma 2.8
(7i)’den
r 45(r—2)

N+T+36 =

r—7Tn,

TN+45(2_2)+37 =3r—1—3ry +7rny_1
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1 1
bulunur. ~3 <r—ry< 5 oldugundan Lemma 2.8 (iv)’den

TN-&-%—MO:Q_T—'—TN_TN_l’

T 2r —1—=2ry +rn_1

N420=2) gy —
1 )
bulunur. 2r —4ry +ry_1 < —3 oldugundan Lemma 2.8 (7i7)’den

r =3r+1—3ry+ry_1,

N+350=2) 4 46
TN+45(2_2)+47 =2r—1—-2ry +ry_1

olur. Lemma 2.8 (ii) ve Lemma 2.8 (7i7) art arda (; - 1) kez uygulanarak

r = TN+45(7;2) +47+9(7-;2)

N4 802 g7 = Ty 85022) 450 = Ty 85022) 56 = -

elde edilir. Buradan

T'N427(r—2)4+46 = dr — 1 —=3ry +rn-1,

TNt27(r—2)+d7 = 2r — 1 —2ry + 1y 1

1
bulunur. 47 — 2 — 4ry + 2ry_1 — 3 < 4r — 1 —3ry + ry—1 oldugundan Lemma 2.8
(v)’den

IN427(r—2)450 = 27 +2 —ry_1,

TN127(r—2)451 = 2T — TNy
olur. Lemma 2.8 (ii) ve Lemma 2.8 (7i7) art arda (; — 1) kez uygulanarak

IN+27(r—2)+451 = T'N427(r—2)+54 = I'N427(r—2)+60 — -+ = TN+27(T72)+51+9<T;2>

elde edilir. Buradan

TN 83022 150 = 3 —TN-1,

TN+63(2—2)+51 =2r — N
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1
bulunur. 4r — 2ry — 3 > 3r — ry_1 oldugundan Lemma 2.8 (i7)’den

T’N+63(r2—2)+53 =1-—r + 27“]\[ —TN-1,

TN+63(7;2)+54 =2r — N

oldugundan Lemma 2.8 (iv)’den

N | —

1
bulunur. —3 <1l—r+4+2ry—ry_1 <

T, 63(r—2) =3 —4r+5ry — 2ry_1,

N+20=2 457

TN+63(r2—2)+58 =3r—1- 3’/’N +ry_1

1
bulunur. 3 — 4r + 5ry — 2ry_; < ~5 oldugundan Lemma 2.8 (7i7)’den

TN+63(7"2—2)+63 =2 2r = N,

T 63(r 3r—1—3ry +7ry_1

N80 g —

olur. Lemma 2.8 (i) ve Lemma 2.8 (7i7) art arda (; - 1> kez uygulanarak

TN+63(’;—2) 164 = TN+63(’;—2) 167 = TN+63(2—2) 173 = ...= TN+63(;—2) +64+9(7‘2—2)

elde edilir. Buradan

TN436(r—2)4+63 = O — TN,

TN+36(r—2)+64 = O — 1 = 3ry + 1y
1 y
bulunur. 6 — 2 — 6ry + 3ry_1 — 5 < r — ry oldugundan Lemma 2.8 (v)’den

TN436(r—2)+67 = 4 — 3r + Try — 3rn_1,

TN+36(r—2)+68 = 2ry — 'y—1 + 1
olur. Lemma 2.8 (ii) ve Lemma 2.8 (7iz) art arda (; - 1) kez uygulanarak

TN+36(r—2)+68 — I'N+36(r—2)+71 — T'N+36(r—2)+77 — -+ = TN+36(7~—2)+68+9<’"‘2>

2
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elde edilir. Buradan
TN+W+67:2_2T+7TN_3TN_1’

r ZQTN—TN_1+1

N+81=2) 468
1
bulunur. 47y —2ry_1 +2— 5 > 2—2r+Try—3ry_; oldugundan Lemma 2.8 (i7)’den

r 1—2r+3ry —ry_1,

N+80=2) 70 =
PN 17 = 2ry —ry1t 1
1 1 . N
bulunur. —5 <1—-2r4+3ry —ry_1 < 5 oldugundan Lemma 2.8 (iv)’den
TN+81(7~2—2)+74 =2—4r+ 47“]\[ — TrN-1,

r 2r —ry

N4+82) 75 =
1 y
bulunur. 2 —4r +4ry —ry_1 < ~3 oldugundan Lemma 2.8 (7i7)’den

T :3+2TN—TN_1,

N+8=2) 480

T‘N+s1(r2—2)+81 =2r — N

olur. Lemma 2.8 (ii) ve Lemma 2.8 (7i7) art arda (g - 1) kez uygulanarak

TN+81(';—2)+81 = T’N+81(r2—2) 184 = TN+81(2—2)+90 = ... = TN+81(2—2)+81+9(7‘2—2)

elde edilir. Buradan

IN4as(r—2)480 =T+ 1+ 2ry —ry_1,

TN445(r—2)481 = 21" — TN

1
bulunur. 4r — 2ry — 5 < 2r — ry oldugundan Lemma 2.8 (v)’den

TN45(r—2)484 = 3 —4r +Try — 2ry_q,

TN445(r—2)485 = L — 1+ 3ry —rn_1
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olur. Lemma 2.8 (ii) ve Lemma 2.8 (7i¢) art arda (g - 1) kez uygulanarak

TN+45(r—2)+85 = T'N+45(r—2)+88 = TN445(r—2)+94 = - = TN+45(7~—2)+85+9<T2*2>

elde edilir. Buradan

TN gy = 1—3r+Try —2rn_1,

T’N+99(r2—2)+85 =1—-r+ 37”]\/ —TrN=-1

1
bulunur. 2 — 2r +6ry —2ry_1 — = > 1 —3r + 7ry — 2ry_1 oldugundan Lemma 2.8

2
(71)’den

T = —r+ry,

N+ 2022 187

TN 4922 gy = 1—r+3rny —rnaa

1 1
bulunur. ~5 < —r4ry < 4 oldugundan Lemma 2.8 (iv)’den

TN+99(7;—2)+91 =—-r—rny+7rn_1,

T 99(r 14+ 2ry —ry_1

N4+ 2022 199 =
. 1 y
Since —r —ry +ry-1 < —3 oldugundan Lemma 2.8 (4i7)’den

r 3—’1"—|—37”N—7“N,1,

N4+ 202 197 =

TN 202 g = 14+2ry —rna

olur. Lemma 2.8 (ii) ve Lemma 2.8 (7i¢) art arda (g - 1) kez uygulanarak

TN+99(7;2) 108 =T =T

N+99('r272)+101 = TN+99(T272)+107 = ...

N+ 99(272) +98+9(T;2)

elde edilir. Buradan

TNts4(r—2)+97 = L +3ry —rn_1,

TN4+54(r—2)498 = 1 +2ry —ry_q
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1
bulunur. 2 4+ 4ry — 2ry_q — 5 < 1 4 3ry — ry—1 oldugundan Lemma 2.8 (v)’den
T'N+54(r—2)+101 = 'N-1,
T'N4+54(r—2)4+102 = T'N

elde edilir. Boylece

"N454r—7 = T'N—1,

"N454r—6 = TN

olup ispat tamamlanir. m|

Lemma 2.10. 2, € 2N, 2 = z + 1, 2y > 2 ve ¢ € (0,1/10],5 € (0,1/4

veya ¢ € [-1/10,0),5 € [~1/4,0) olmak iizere r_; = 2 + ¢, 19 = 22 + 5

[

baglangi¢ sartlart i¢in denklem (2.2)’nin ¢oziimi {r,} . | olsun. r = z, M =

a a @ 2a c 2a c 3a v
{r+g,r—g,r+ T3 7 a6V — 7 }VeNdogalsa-

yis1 i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

' — N

_ 3a
b

c
d

(1) Egerry € Mise ry = ryi3, Tnia € M veyary = ry.g dir.

(17) Egerry € Mvery —1/2 <ry_y1 <2ry —1/2iseryjo =1 —2ry +7y_1 Ve

N =TN+3 diir.

(1ii) Egerry € M very_1 < —1/2 <ryiseryis =14+ 2ry +7y_1 Ve ry = 'nig
dir.

() Egerry € M ve —1/2 < ry_1 < 1/2 <ryiseryys = 1+ 2ry_1 —ry ve

'N4+4a =TN —TN-1 dir.

(’U) EgCI'TN € M ve 27“]\7—1/2 < ry_i 1se TN43 = 1 —3ry + 2ry_1 ve 'Nya =

rnN—1 — TN dir.

Ispat. (i) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin ve r = z; olsun.

Oyleyse
7’1:max{ro,l—ro}—r_l:ro—q~_1:1+§_%7
a
T2 :maX{Tl,l—Tl}—’r‘O: —Zl_g’
2
r3:max{r2,1—r2}—r1:Zl+?a_§7
3
T4:maX{T’g,l—?"g}—Tz:2214_?@_5,
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a
rs =max {ry, 1 —ry} —ryg =21+ =7r_1,

b
2
r6:max{r5,1—r5}—r4:_zl_£+§’
a ¢
r7:max{r6,1—r6}—r5:1_|_g_g7
3 2
rg = maX{Tﬁl_r?}_TG—Zl_"l‘i‘?a—gc
2
rgzmax{rg,l—rg}—r7zzl+ba 2 e M,
r10 = max {rg, 1 —rg} —rg = —1_5_9_;7
r11 = max{ry,l —ryo} —1r9 =2 — 21 — Z,
2a ¢
rlzzmax{rll,l—rll}—rlo:Z1+?_8:Tg’
3a ¢
7“13—maX{7“12,1—7“12}—7“11—221—2+? 7
7’14=maX{7”13,1—7"13}—7“12221—2+g
elde edilir. Eger 14 < % ise
4a ¢
ri5 = max {ry, 1 —ryut—rg=—-1-— 5 + =
3a ¢
7”16—maX{T15,1—T15}—7’14—2+?—aEM
olur. Egerr14> ise
2a ¢
715 = max {riy, 1 —riu} — 1 = —2 — n + 7
c
7”16=maX{7“15,1—7“15}—7“14=3+g—g
3a 2c
7”17=IT13X{7”16,1—7’16}—7“15—3+z1—|—? 7
2a ¢
7"18:1’[184}{{7'17,]_—7”17}—7‘16:Zl_|_?_g7
a c
r19 = max {rig, 1 —rig} —rip = —3 — st
a
T9p0 = IMax {7’19, 1-— 7”19} — T8 = 4 — 21 — 57
2a ¢
r21:max{r2071_r20}_T19—Zl‘i‘?—g,
3a ¢
7622:max{ﬁlal—7“21}—7"20—221—41-1-?—?
r23:max{7"22,1—r22}—r21:Z1—4+g
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olur. Burada iki durum sz konusudur ro3 < 1 ve ro3 > 1. Eger o3 < 1 ise

4a ¢
ros = max {ry3, 1 —roz} —rep = —3 — b T

da ¢
7’25:max{r24,1—7"24}—7"23:4+F—8EM

dir. Bu hesaplamalar r, < % ve ryy > % durumlarindaki gibi devam eder. Boylece

Lemma 2.10 () nin dogru oldugu kolayca goriiliir.
1

(7i) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, ry € M ve ry — 5 <

1 N
ry_q < 2ry — 5 olsun. Oyleyse

TN+1 :maX{TNyl—TN}—T’NA =TN —TN-1,
rnvie =max{ry —ry_1, 1l —ry+ry_1}—ry =1—2ry +ry_1,

T’N+3:maX{l—QTN+TN_1,2TN—TN_1}—’I“N+T’N_1 =TN

olup 7y = ry3 bulunur.
(7i1) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, ry € M ve ry_; <

—1/2 < ry olsun. Oyleyse

'N+1 = maX{TN,l —’I“N}—TN_l =TN —TN-1,

TNy2 =max{ry —ry_1,1 =7y +ry_1} — TN = —TN_1,

TNz =max{—ry_1,1 +ry_1} — TN+ TN = TN,

rnvia =max{—ry,l+ry}+rya=1+7ry+7N_1,

ryes =max{l+ry+ry_1,—ry —TN_1} +7N =1+4+2ry +ry_1,

ryvig =max{l+2ry+ry_1,—2ry —ry_1}—1l—ry—ry_1=7Tn

olup 7y = rn¢ bulunur.
(1v) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, ry € M ve —1/2 <

ry_1 < 1/2 < ry olsun. Oyleyse

N+1 = max {TN, 11— TN} —TN-1=TN —TN-1,

ryyo =max {ry —ry_1,1 —rn+ry_1} — TN = —TN_1,

ryys =max {—ry_1, 1 +rya} —rn+ryor =1—1ry 4+ 2rn_q,

rysa =max{l —ry+2ry 1,7y —2ry_1} +TN_1 =TN — I'N_1
dir.

(v) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, 7y € M ve 2ry—1/2 <
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rn—1 olsun. Oyleyse

TN+1 :m&X{TN,l—TN}—TNA =TN —TN-1,
rnvie =max{ry —ry_1, 1l —ry+ry_1} —ry =1—2ry +ry_1,
rnveg =max{l —2ry +7ry_1,2ry —ry_1} —rn+7rN_1 =1 —3ry +2ry_q,

rnvig =max {1l —3ry +2ry_1,3ry —2ry_1} — 14+ 3ry —2ry_ 1 =ry_1 — N

dir. O

Sonuc 2.5. Lemma 2.10’den agagidaki sonuglar elde edilir.

(1) Lemma 2.10 (éi)’de verilen ry — 1/2 < ry_; < 2ry — 1/2 sarti diizenlenirse
—ry+1/2 <1—2ry +ry_1 < 1/2veburadan —ry 4+ 1/2 < ryyo < 1/2 olur.
Oyleyse Lemma 2.10 (i7) uygulandiktan sonra Lemma 2.10 (i74) veya Lemma 2.10 (iv)
uygulanabilir.

(77) Lemma 2.10 (i7i)’de ry_1 < —1/2 < ry sarti ve ry_; < —ry olamayacagi goz
oniine alinirsa Lemma 2.10 (¢4i) uygulandiktan sonra Lemma 2.10 (i7) veya Lemma
2.10 (v) uygulanabilir.

(7i1) Lemma 2.10 (iv)’de —1/2 < ry_; < 1/2 < ry sarti ve 1/4 < ry_y < 1/2
olamayacagi g6z Oniine alinirsa Lemma 2.10 (4v) uygulandiktan sonra Lemma 2.10

(i) uygulanabilir.

(7v) Lemma2.10 (v)’de 2ry—1/2 < ry_; sartidiizenlenirse ry < 1—3ry+2ry_; elde

edilir. Oyleyse Lemma 2.10 (v) uygulandiktan sonra Lemma 2.10 (i) uygulanabilir.

Lemma 2.11. z; € 2N, 29 = 2z; + ]_, zZ1 > 2 ve% € (0,1/10],5 € (0,1/4]

veya § € [-1/10,0),5 € [~1/4,0) olmak iizere r_; = 2 + ¢, 70 = 22 + §
baslangi¢ sartlart i¢in denklem (2.2)’nin ¢oziimii {r,} - | olsun. r = z;, M =
{r+%,r—%,r+ Za € — 24 g }veNdogalsa—

c 3a

7= d b

C
4" d~ b 7=

yis1 i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

_ 3a
b

a
(1) Lemma 2.10 (4i)’yi saglayan N < 54r — 6 dogal sayilarinin sayist 6 — 6°dur.
(74) Lemma 2.10 (4i)’yi saglayan N < 54r — 6 dogal sayilarinin sayist 6r — 6°dr.
(731) Lemma 2.10 (7v)’yi saglayan N < 54r — 6 dogal sayilarinin sayis1 6’dr.

(

iv) Lemma 2.10 (v)’yi saglayan N < 54r — 6 dogal sayilarinin sayis1 6°dur.

Ispat. (i) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansimn, Lemma 2.10
c 2a
d b
} olsun. Oyleyse Lemma 2.10 (ii) ve Lemma

?

(7i)’yisaglayan N dogal sayilarinin sayisi 6r—7very € M = {r + 5, r— 5,7+

c _ 3a 3a
THla =% b

¢ _ 2a
d b

C
r d

Y
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2.10 (4i7) art arda en fazla (; - 1) kez uygulanir, ardindan Lemma 2.10 (i4), (iv) ve

(#i1) art arda bir kez, Lemma 2.10 (ii) ve Lemma 2.10 (7i7) art arda (g - 1) kez, son

olarak Lemma 2.10 (v) bir kez uygulanip bu iglemler 5 kez tekrar edilirse

TN +45(r—2)484 = 3 — 4r + Try, — 2rn, 1,

TN 4+45(r—2)485 = L — 7 +3ry, — v -1 € M.

elde edilir. Sonra Lemma 2.10 (7i) ve Lemma 2.10 (4i7) art arda (g - 1) kez, Lemma

2.10 (#2), (iv) ve (zi7) art arda bir kez son olarak Lemma 2.10 (¢7) ve Lemma 2.10 (i47)

art arda (702> kez uygulanirsa

TNy 4+54(r—2)4+88 = —1 + 3TN, — TNy 1,
TN 4+54(r—2)480 = L +2rn, — TNy -1 € M

1 1 .
bulunur. 7x, y54(r—2)489 — B < TN +54(r—2)488 < 27N 4+54(r—2)489 — BY oldugundan
Lemma 2.10 (i7) uygulanabilir. Oyleyse Lemma 2.10 (i7)’yi saglayan N dogal sayila-

rinin sayisi 6r — 7’den biiyiiktiir.

Tersine, kabul edelim ki Lemma 2.10 (i7)’yi saglayan sayilarin say1s1 677 — 5 olsun. On-
ceki hesaplamalar gz Oniine alinarak yukarida tarif edilen islemleri 6 kez uygulayarak

1

TNi+54r—6 ~ 5 < TN +5ar—7 < 27N 4540 —6 — 3

elde ederiz. Bu ve Lemma 2.10 (i7)’den 7y, 4 546 = "N, 4543 Olur, ancak Ny + 54r —
6 < 54r — 6 dogru olmadigindan Lemma 2.10 (7)’yi saglayan sayilarin sayisi 6r — 6

olur.

(77) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, Lemma 2.10 (7i7)’yi
c 2a
d b
} olsun. Oyleyse Lemma 2.10 (7ii) ve Lemma

)

saglayan N dogal sayilarinin sayis1 67 —7very € M = {r + 4=+

c _ 3a
Tl — %

c 2a

d b

_ _ e _ 3a
T T B >

2.10 (47)’yi art arda g — 1) kez sonra Lemma 2.10 (iii) ve Lemma 2.10 (v)’i birer

kez, Lemma 2.10 (i) ve Lemma 2.10 (i4¢)’yi art arda (; - 1> kez ardindan Lemma
2.10 (i7) ve Lemma 2.10 (iv) birer kez uygulayalim. Bu iglemler 5 kez tekrar edilerek
Lemma 2.10 (427)’yi saglayan ilk N dogal sayis1t N; < 6 i¢in

TNy +45r—6 = 3TN, + 2rn,—1 — 2r — 1,

TNy+450—5 =T — TN, —TnNy—1 + 1 € M

65



elde edilir. Simdi Lemma 2.10 (#ii) ve Lemma 2.10 (i3) art arda (g - 1) kez, sonra
Lemma 2.10 (4i7), Lemma 2.10 (v) birer kez, Lemma 2.10 (4i) ve Lemma 2.10 (i)
art arda (g — 2) kez uygulanirsa

TN, +54r—23 = OTN, + 3TN, —1 — 6,

TN 4+54r—22 = 2TN, +Tn—1 — 1 € M

bulunur. 7y, 54r—23 < —1/2 oldugundan Lemma 2.10 (4ii) uygulanabilir. Oyleyse

Lemma 2.10 (447)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayisi 6r — 7’den biiyiiktiir.

Tersine, kabul edelim ki Lemma 2.10 (4i7)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayist 6r — 5
olsun. Onceki hesaplamalar géz 6niine alinarak yukarida tarif edilen islemleri 6 kez

uygulayarak

TNy +5ar—7 < —1/2 < TN 45406

elde ederiz. Buve Lemma 2.10 (4i7)’den rn, 1 54r—6 = TN, 454, Olur, ancak Ny +54r—6 <
54r — 6 dogru olmadigindan Lemma 2.10 (¢47)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayist
6r — 6°dir.

(7i1) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, Lemma 2.10 (iv)’yi
c 2a
d b
} olsun. Oyleyse Lemma 2.10 (iv)’yi bir kez,

saglayan NV dogal sayilarinin sayis1 5 ve ry € M = {7’ +5r—5r+

¢ _ 2a
y] s

)

c _ 3a
d b

r —

3a
b

(&
A

Lemma 2.10 (i7i) ve Lemma 2.10 (i7)’yi art arda (g - 1) ,Lemma 2.10 (i7i) ve Lemma
2.10 (v)’i birer kez, Lemma 2.10 (i) ve Lemma 2.10 (47)’yi art arda (; - 1) kez
ardindan Lemma 2.10 (i7)’yi bir kez uygulayalim. Bu iglemler 5 kez tekrar edilerek
Lemma 2.10 (47)’yi saglayan ilk NV dogal sayis1 NV; < 6 i¢in

T'Ny+45r—6 = TNy — T,

TNy4457—5 = TN, — T'Nj—1 € M

elde edilir. —1/2 < 7, 44506 < 1/2 < 7y 1455 oldugundan Lemma 2.10 (iv)
uygulanabilir. Oyleyse Lemma 2.10 (iv)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayis1 5’den
biiyiiktiir.

Tersine, kabul edelim ki Lemma 2.10 (iv)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayisi 7
olsun. Onceki hesaplamalar géz 6niine alinarak yukarida tarif edilen islemleri 6 kez

uygulayarak
—1/2 < rnytsar—7 < 1/2 < TN 45406
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elde ederiz. Bu ve Lemma 2.10 (iv)’den 7y, 1546 = "N, +54r—2 Olur, ancak Ny + 54r —
6 < 54r — 6 dogru olmadigindan Lemma 2.10 (iv)’yi saglayan N dogal sayilarinin

say1s1 6°dur.

(17v) Kabul edelim ki Lemma’da verilen tiim kosullar saglansin, Lemma 2.10 (v)’yi
c 2a
d b
} olsun. Oyleyse Lemma 2.10 (v)’yi bir kez,

)

saglayan /N dogal sayilarinin sayis1 5 ve ry € M = {r + 4 r— 3+

77,,_|_ 3a

c
d b

c 3a

d b

c 2a

=14~ %

N

Lemma 2.10 (i7) ve Lemma 2.10 (4i7)’yi art arda <; — 1) kez, Lemma 2.10 (i7) ve
Lemma 2.10 (iv)’i birer kez bir kez, Lemma 2.10 (#ii) ve Lemma 2.10 (4i)’yi art arda
<; — 1) kez, ardindan Lemma 2.10 (4i7)’yi bir kez uygulayalim. Bu islemler 5 kez
tekrar edilerek Lemma 2.10 (v)’i saglayan ilk N dogal sayis1 N; < 6 i¢in

TNi+45r—6 = TNy + 7,

TNyi+45r—5 = TNy — TNy—1 +2re M

elde edilir. 27y, 1 45-—5 — 1/2 < 1y, +45-—6 oldugundan Lemma 2.10 (v) uygulanabilir.

Oyleyse Lemma 2.10 (v)’i saglayan N dogal sayilarmin say1s1 5’den biiyiiktiir.

Tersine, kabul edelim ki Lemma 2.10 (v)’yi saglayan N dogal sayilarinin sayist 7
olsun. Onceki hesaplamalar gdz oniine alinarak yukarida tarif edilen islemleri 6 kez

uygulayarak

2r Ny 454r—6 — 1/2 < TN 45407

elde ederiz. Bu ve Lemma 2.10 (v)’den 7y, 4 546 = "N, 4542 Olur, ancak Ny + 54r —
6 < 54r — 6 dogru olmadigindan Lemma 2.10 (v)’yi saglayan N dogal sayilarinin
say1s1 6°dir. O
Teorem 2.6. 21 € 2N, 2, = 2z, + 1, 2y > 2 ve § € (0,1/10],5 € (0,1/4] veya
g € [-1/10,0),5 € [~1/4,0) olmak iizere r_; = 2 + ¢, 79 = 22 + § baslangic
sartlart i¢in denklem (2.2)’nin ¢Oziimii {r,} - | olsun. r = z; olmak iizere denklem

(2.2)’nin ¢oztimleri periyodiktir ve periyodu 547 — 6 dir.

ispat. Kabuledelimkir_y = 21+%,79 = 29+ i¢inz; € 2N, 20 = 21+1,21 > 2ve § €

(0,1/10}, 5 € (0,1/4] veya § € [-1/10,0), 5 € [-1/4,0) olsun. r = z; ve N bir do-
c 2a c 2a c 3a
A" % A A
} olsun. Lemma 2.10, Lemma 2.11 ve Sonu¢ 2.5 goz Oniine alinarak

gal say1olmak iizerery € M = {r + ¢ r—4r+

c 3a

d b

N

r —

Lemma 2.10 (i¢) ve Lemma 2.10 (7i7) *ii art arda en fazla (g — 1) kez uygulayabiliriz.

Boylece

'N =TN+3 =TN+9 = TN+12 = ... = TN+9(7>2—2>
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ve

rnNg2 =1 —=2ry +ry_q,

rNts = 1+ 2rnys + T2
=1+2ry+1—-2ry +ry1
=2+7rN-1,

411 =1 —2rN19 +rvys
=1-2ry+2+ry

=3 —=2ry +ry-i,

Tygf2 =T = 241rN_1,

TN+9(r 2) = TN

1
bulunur. 27y — E, > r — 2+ ry_; oldugundan Lemma 2.10 (¢i)’den

T o(r—2) r—1—2ry +7ry_1,

N42=2D 19 =

T’N+9(r2—2)+3 =TN
1 1 o N
bulunur. —5 <r—1-2ry+ry_; < 5 oldugundan Lemma 2.10 (iv)’den
TN g = 2r —1—"5ry + 2ry_1,
TN+9(7»;2)+7 =1—r+3ry —7rn_1

1
bulunur. 2r — 1 — 5ry + 2ry_1 < 5 oldugundan Lemma 2.10 (4¢i)’den

T 9(r 2) 2+7"N,

N+=-5+ +12

TN+@+13:1_T+3TN_TN—1

olur. Lemma 2.10 (i¢) ve Lemma 2.10 (4i7) art arda (; — 1) kez uygulanarak

TN+9(r2—2)+13 = TN+9(r2—2)+16 = TN+9(r2—2)+22 = ... N+9(r 2)+13+9(r 2)
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elde edilir. Buradan

TN4+9(r—-2)+12 =T + TN,

TN49(r—2)+13 = L =7+ 3ry —ry_1
1 y
bulunur. 2 — 2r + 6ry — 2ry_; — 5 < r 4+ ry oldugundan Lemma 2.10 (v)’den

TN49(r—2)416 = o7 — 2 — Try + 3rn_1,

TNto(r—2)+17 = 2r — 1 =2ry + 1y
olur. Lemma 2.10 (iz) ve Lemma 2.10 (4i7) art arda (; - 1) kez uygulanarak

N49(r—2)+17 = I'N4+9(r—2)4+20 = T'N+9(r—2)+26 = --- = TN+9(T_2)+17+9<1~—2)

2

elde edilir. Buradan
’I“N+27(g—2)+16 = 6T — 4 — 77“]\] —+ 3TN_1,

r 2r—1—2ry +7rn_1

N2 7 =

1
bulunur. 4r — 2 —4ry +2ry_1 — 5 > 6r —4 —7ry + 3ry_1 oldugundan Lemma 2.10
(7i)’den

r 27(r—2) 2r—1— 37"]\[ +ry_1,

N+Z0=2) 119 =

T’N+27(r2—2)+20 =2r—1-— 27“]\[ +ry_1

1 1
bulunur. ~3 <2r—1—-3ry+7ry_1 < 3 oldugundan Lemma 2.10 (iv)’den

TN 2I=2) gy = 2r —4ry +ry-a,

TN+27(T272)+24 =TN

1
bulunur. 2r — 4ry + ry_1 < 3 oldugundan Lemma 2.10 (i7i)’den

T =2r+1—2ry+ry_1,

N+27=2) 429

TN+27(2_2) +30 =TN
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olur. Lemma 2.10 (i7) ve Lemma 2.10 (4i7) art arda (g - 1) kez uygulanarak

r TN+27(’;2)+33 = TN+27(’;2) 139 = ..=7T

N+ 27(272) 130 N+ 27(272) 1304 9(7";2)

elde edilir. Buradan

TN418(r—2)+20 = 3 — 1 — 2ry +ry_1,

T'N4+18(r—2)4+30 = I'N
1 o
bulunur. 2ry — 3 < 3r —1—2ry + ry_1 oldugundan Lemma 2.10 (v)’den

T'N418(r—2)+33 = 6r —1—"Trn +2ry_q,

TN418(r—2)434 = 31 — 1 = 3ry +ry 1
olur. Lemma 2.10 (4¢) ve Lemma 2.10 (4i7) art arda (; - 1) kez uygulanarak

TN+18(r—2)434 = 'NN+18(r—2)+37 — T'N4+18(r—2)+43 — --- = TN+18(r72)+34+9(T;2)

elde edilir. Buradan

r Tr—3—"Try +2ry_q,

N420=2) 433 =

TN+45(2_2)+34 =3r—1-— 3’/"]\7 +ry_1

1
olur. 67‘—2—67“N+27"N_1—§ > Tr—3—"Try+2ry_; oldugundan Lemma2.10 (7¢)’den

TN+45(2_2)+36 =7r—rnN,

TN+45(T272)+37 =3r—-1-— 37’]\7 +ry_1

1 1
bulunur. —3 <r—ry< 3 oldugundan Lemma 2.10 (iv)’den

r 45(r 2—T+TN—7“N,1,

N+20=2) g0 =

TN+45(;_2)+41 =2r—1—-—2ry +ry_1

1
bulunur. 2r — 4ry +1ry_; < —5 oldugundan Lemma 2.10 (4i7)’den
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TN ) g = 3r+1—3ry +ryn_1,

TN+45(272)+47 =2r—1—2ry+ry_1

olur. Lemma 2.10 (47) ve Lemma 2.10 (4i7) art arda (g - 1> kez uygulanarak

r r r =r

N+45(';72) +47+9(r;2)

N+45(272) a7 N+45(272) 150 N+45(;—2) 156 —

elde edilir. Buradan

TNy27(r—2)+46 = 4r — 1 —3ry +ry_1,

TN427(r—2)447 = 27 — 1 = 2ry + vy

1
bulunur. 4r — 2 — 4ry + 2ry_1 — 5 < 4r —1—3ry + ry_1 oldugundan Lemma 2.10
(v)’den

TNt27(r—2)450 = 2 + 2 — TN _1,

T'N427(r—2)4+51 = 2r—ry
olur. Lemma 2.10 (77) ve Lemma 2.10 (7i7) art arda (; - 1> kez uygulanarak

TN+27(r—2)+51 = T'N+27(r—2)+54 = T'N427(r—2)+60 = --- = TN+27(T—2)+51+9(T2_2)
elde edilir. Buradan
TN ) = 3r —ry_1,

r 2r —ry

N4+ 8022 451 =

1
bulunur. 4r — 2ry — 3 > 3r — ry_1 oldugundan Lemma 2.10 (i7)’den

T 63(r—2) 1—7r+42ry —ry_1,

N+80=2) 153 =

TN+63(272)+54 =2r — N

1 1
bulunur. —5 <1l—r+2ry —ry_; < 5 oldugundan Lemma 2.10 (iv)’den
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TN+63(2—2)+57 =3 —4r+bry — 2ry_1,

r 3r—1—-3ry +7rn_1

N4+ 802 458 =
1 y
bulunur. 3 — 4r + bry — 2ry_1 < —5 oldugundan Lemma 2.10 (4¢i)’den

T 63(r =2+2r —ry,

N+30=2) 163

T‘N+63(r2—2)+64 =3r—1—3ry +7ry_1

olur. Lemma 2.10 (i¢) ve Lemma 2.10 (4i7) art arda (; - 1) kez uygulanarak

TN+63(2—2) 164 = T’N+63(r2—2) 167 = TN+63(1;—2) 173 = ...= TN+63(2—2) +64+9(r2—2)

elde edilir. Buradan

TN436(r—2)4+63 = O — TN,

TN436(r—2)+64 = O — 1 — 3ry +ry_1
1 y
bulunur. 6 — 2 — 6ry + 3ry_; — 5 < r — ry oldugundan Lemma 2.10 (v)’den

TN436(r—2)+67 = 4 — 3r +Try — 3rn_y,

TN436(r—2)+68 = 2ry — ry—1+ 1

olur. Lemma 2.10 (i¢) ve Lemma 2.10 (4i7) art arda (g — 1) kez uygulanarak

TN436(r—2)4+68 = T'N4+36(r—2)+71 = TN+436(r—2)+77 = -+- = TN+36(T,2)+68+9<72>

elde edilir. Buradan

T 81(r—2) 2—2r+"Try — 3ry_1,

N+802 67 =

TN8U2) 6y = 2ry —ry-1+1

1
bulunur. 4ry — 2ry_1 + 2 — 3 > 2 —2r + 7ry — 3ry_1 oldugundan Lemma 2.10
(71)’den
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TN+81(’;—2)+70 =1-2r+ STN — TrN-1,

’I“N_i_sl(r{z)_i_?l =2ry —ry_1+1

1 1
bulunur. ) <1-=-2r+3ry—ry_1 < 5 oldugundan Lemma 2.10 (iv)’den

r :2—47“—|—47”N—7“N_1,

N+ 822 17y
TN+81(r2—2)+75 =2r —ry

1
bulunur. 2 — 4r +4ry —ry_1 < —5 oldugundan Lemma 2.10 (i77)’den

TN+81(T2—2)+80 = -+ 27’N —rN-1,

r 2r—ry

N2 gy T
olur. Lemma 2.10 (47) ve Lemma 2.10 (4i7) art arda (g - 1> kez uygulanarak

TN18G=2) g = Ty 81022 gy =

T =T r—2)

N8 g0 T o -

N+8E=2) gy 4 &

elde edilir. Buradan

TN445(r—2)480 = T+ 1+ 2ry — ry_1,

T'N4+45(r—2)+81 = 2r—ry
1 y
bulunur. 47 — 2ry — 5 < 2r — r oldugundan Lemma 2.10 (v)’den

TN445(r—2)484 = 3 — 4r +Try — 2ry_1,

TN445(r—2)485 = L — T + 3ry — ry_1
olur. Lemma 2.10 (i7) ve Lemma 2.10 (4i7) art arda (; - 1) kez uygulanarak

TN+45(r—2)+85 = T'N+45(r—2)+88 = TN4+45(r—2)+94 = --- = TN+45(T—2)+85+9(T_2>

2

elde edilir. Buradan
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TN+99(T2_2)+84 =1—-3r+Try — 2ry_1,

T, 99(r—2) 1—r+4+3ry —ry_1

N+f+85 =

1
bulunur. 2 — 2r +6ry — 2ry_1 — 3 > 1—3r+7ry —2ry_; oldugundan Lemma 2.10
(71)’den

TN+99(2_2)+87 = —r+ N,

r 1—r+3ry —ry_1

N4+ 2022 g8 —

1
bulunur. —= < —r +1ry < 3 oldugundan Lemma 2.10 (iv)’den

N | —

TN+99(T272)+91 =-—r—ry+7rn-1,

TN+99(2_2)+92 =1 -+ 27“]\[ — TN=-1
) 1 4
Since —r —ry +ry_1 < "5 oldugundan Lemma 2.10 (4¢i)’den

T’N+99(r2—2)+97 =3—-r + 37“N —TrN-1,

T 99(r—2) =1+ 27‘1\7 —TN—-1

N+>25-2 198

olur. Lemma 2.10 (4¢) ve Lemma 2.10 (4i7) art arda (; - 1) kez uygulanarak

T’N+99(2—2) 108 = TN+99(2_2)+101 = TN+99(2_2)+107 =..= TN+99(2—2) +98+9(7‘2—2)

elde edilir. Buradan

TNy54(r—2)+07 = L +3ry — N1,

TN454(r—2)498 = 1 +2ry —ry_1

1
bulunur. 2 + 4ry — 2ry_q1 — 5 < 1+ 3ry — ry—1 oldugundan Lemma 2.10 (v)’den

T'N454(r—2)4+101 = 'N—1,

TN+54(r—2)+102 = T'N
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elde edilir. Boylece

"N454r—7 = I'N—1,

"N+54r—6 = TN

olup ispat tamamlanir. O

2.1 /A Civarinda Sahmim

Bu boliimde denklem (2.2) ¢oziimlerinin salinimimi arastiracagiz. Bilinen tanimlara

benzer olarak /A civarinda yar1 dongii tanimimizi verelim.

Tanim 2.1. denklem (2.2)’nin bir {r, } - | ¢oziimiiniin V/A civarinda bir pozitif yari
dongiisii {r;, 7111, ...rm} sirali kiimesinden olusur dyle ki kiimenin biitiin elemanlart

v/A’dan biiyiik veya esittir. [ > 0 ve m < oo sayilari i¢in
=0 veya [ >0vex;_| < VA

ya da

m =00 veya m < ooVe Ty < VA

dir. denklem (2.2) nin bir {r,, }°° | ¢oziimiiniin v/A civarinda bir negatif yar1 dongiisii
{r1, 7141, ..., ' } swrali kiimesinden olusur Gyle ki kiimenin biitiin elemanlari Vv A’dan

kiigiiktiir. [ > —1 ve m < oo sayilar icin
[=0 veya [ >0vex;_1 > VA

ya da

m=o00 veya m < o0 Ve T, > VA

dir.

Teorem 2.7. Denklem (2.2) nin /A civarinda maksimum pozitif yar1 déngii uzunlugu

3tiir ve /A civarinda maksimum negatif yar1 dongii uzunlugu ise 2’dir.
Ispat. Kabul edelimki r, > 1/2 ve 7,1 > 1/2 olsun, dyleyse

Tnee =max {rp 1, L — 1} — T = Toa1 — Ty
dir. ;41 — 7, > 1/2 olsun, buradan

Tnes = Max {rpi1 — Ty L — Tpg1 + T} — M1 = =T
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olur boylece denklem (2.2)’nin /A civarida maksimum pozitif yar1 dongii sayisi 3
bulunur.

Simdi r,, < 1/2 ve r,,41 < 1/2 oldugunu kabul edelim, buradan
Tpio =max {rp 1, 1 —rppf—rn=1—rp1 — 1y

olur eger 7,45 < 1/2ise r,41 + 1, > 1/2 dir. Teorem 2.1’den denklem 3 periyotlu
olur. Béylece denklem (2.2)’nin /A civarinda maksimum negatif yar1 dongii sayis1 2
bulunur. O

2.2 Sayisal Ornekler

Bu kisimda tezimizdeki sonuclar1 dogrulayacak bazi sayisal ornekler verecegiz. Bu

orneklerdeki grafikler baslangic sartlar1 ve parametreler rastgele secilerek cizilmistir.

Ornek 2.1. Denklem (1.5)te A = 3, 1 = A3, zy = A%" olarak secildiginde

denklemin periyodu 3’tiir ve Sekil 2.1°de gosterilmistir.

x(n)
1.9 VA | |

I I I I
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18
n

Sekil 2.1: Biitiin terimler /3’den kiigiiktiir.

Ornek 2.2. Denklem (1.5)’te A = 2,7_; = A, ry = A? olarak secildiginde denklemin
periyodu 17°dir ve ve Sekil 2.2°de gosterilmistir.
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Sekil 2.2: Sekil V/A civarinda yar1 dongiilerin uzunluklarmin 3,2,2,2, 3,1, .

Ornek 2.3. Denklem (1.5)te A = 1.5, r_; = A>3,
denklemin periyodu 102’dir ve Sekil 2.3’de gosterilmistir.

.. oldugunu gosterir.

ro = A*1? olarak secildiginde

{ I |

-H | M L (' \h\ ‘A\ p ‘l‘ M I ! |1

o1l th v‘} bl 1 w L \«\
M A f I fLA ﬂ f |
i \[\” WWMW*‘4“!\%‘4[\”,H \[\WM“\W‘M ~»MW
BE DRV VR VRV RNV RN DR R
07‘ \‘ “‘ ‘u‘ \H “J Il It ‘\‘ AN il \3‘ “H“ I ‘C ‘J‘ “‘ “\“ ' TV il I ‘H‘H‘T
| | v\‘ MV\HM“ | vw“' M"u\v“\“‘f
A

Sekil 2.3: Sekil V/A civarinda yar1 dongiilerin uzunluklarmin 3,1, 3,2, 2,2, .

Ornek 2.4. Denklem (1.5)te A = 2, r_1 = AY™, r

.. oldugunu gosterir.

o = A397 olarak segildiginde

denklemin periyodu 102°dir ve Sekil 2.4’de gosterilmistir.

20

15

L

!
v

A A
/\//XA/\!/\’/\A ‘HM‘
|

v\\‘\\q‘\‘\

[N

.
40

L
60

Sekil 2.4: Sekil V/A civarinda yari déngiilerin uzunluklarinm 3, 1, 3,2,2, 2, .

.. oldugunu gosterir.

Ornek 2.5. Denklem (1.5)te A = 2.1, r_; = A31
denklemin periyodu 78’dir ve Sekil 2.5’de gosterilmistir.
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140

4A—x(n‘)
iﬂAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA WL

150
n

Sekil 2.5: Sekil V/A civarinda yar1 dongiilerin uzunluklarmin 3, 1, 3, 1, 3, 2, ... oldugunu gosterir.

Ornek 2.6. Denklem (1.5)'te A = 1/2, r_; = A%%, ry = A3 olarak secildiginde
denklemin periyodu 78’dir ve Sekil 2.6’de gosterilmistir.

12

10

il
Il
I
U I

L L
o 50 100

Sekil 2.6: Sekil v/A civarinda yar1 dongiilerin uzunluklarimin 3,1, 3,1, 3,2, ... oldugunu gosterir.

Ornek 2.7. Denklem (1.5)te A = 3, r_; = A, 7y = A31
denklemin periyodu 102’dir ve Sekil 2.7°de gosterilmistir.

olarak secildiginde

12ﬂAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA AAAA

n

Sekil 2.7: Sekil v/A civarinda yar1 dongiilerin uzunluklarimn 3,2, 2,2, 3,1, ... oldugunu gésterir.

Ornek 2.8. Denklem (1.5)te A = 1.6, r_; = A%, ry = A% olarak secildiginde
denklemin periyodu 102’dir ve Sekil 2.8’de gosterilmistir.
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X(n),r(n), 112
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Sekil 2.8: Sekil V/A civarinda yar1 dongiilerin uzunluklarmin 3,2, 2,2, 3, 1, ... oldugunu gosterir.

Ornek 2.9. Denklem (1.5)te A = 1.1, r_; = A*% pry = A>?* olarak secildiginde
denklemin periyodu 210°dur ve Sekil 2.9°de gosterilmistir.

A
T i

Sekil 2.9: Sekil V/A civarinda yar1 dongiilerin uzunluklarinin 3, 1, 3, 1, 3, 2, ... oldugunu gosterir.

X(n),r(n), 112

J—

r R

JRES—
-

|
|

ol =
of ——=
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P —;
=
N =
=
or IE—
] [m— .
i
=
[ —
— =
=
[ —
=

Ornek 2.10. Denklem (1.5)te A = 0.8, r_; = A2 ry = A%™ olarak secildiginde
denklemin periyodu 210’dur ve Sekil 2.10°de gosterilmistir.

X(n),r(n),1/2

=

il ‘ Il W I M w W‘m ‘ | vaw

Sekil 2.10: Sekil V/A civarinda yart dongiilerin uzunluklarinin 3, 1, 3, 1, 3, 2, ... oldugunu gosterir.
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3. RASYONEL BiR FARK DENKLEM SISTEMi

Bu bdliimde a, b, v, 3 parametreleri ve x_;, y_;, j = 0,1,2, ..., k baslangi¢ sartlar1
sifirdan farkl reel sayilar olmak iizere

AT pYn—k bxn—k’yn
Tpn1 = —— +6a Yn+1 =

——+a, neN 3.1
Yn—k+1 — & Tn—k+1 — ﬁ

rasyonel denklem sisteminin ¢éziimlerini ve ¢oziimlerin asimptotik davraniglarini in-

celeyecegiz .
(3.1) denklem sistemi Haddad vd. (2018) tarafindan ¢alisilan

ATnYn—1 bxn—lyn
== 67 Yn+1 =
Yn — & Tpn — ﬁ

Tpil = +a, n €N 3.2)

denklem sisteminin bir genellemesi olup literatiirde (3.2) denklem sistemi ile ilgili
bagka calismalar da mevcuttur ( Gelisken ve Ar1 (2022), Yazlik ve Kara (2019)).

Yazlik ve Kara (@, ) nengs (bn)nenys (0 )nengs (Bn )nen, dizileriiki periyotluvez_;, y_;, i €

{0,1, ..., k} baslangi¢ sartlar1 pozitif reel sayilar olmak iizere

ATkt 1Yn—k bnYn—k+1Tn—k
Tn+1 = nyn# + But1y Yni1 = % + apt1, n €Ny  (3.3)
n n n n

denklem sisteminin ¢oziimlerini ag = b; ve a; = by durumu i¢in arastirdilar (2019).

Geligken ve Ari a, b, o, § parametreleri ve x_;, y_;, © = 0,1,2,3 baslangic sartlari

sifirdan farkli reel sayilar olmak iizere

bxn— n
Tngr = I3 3 = I L e N (3.4)
yn—2 — LTp—2 — 6

denklem sisteminin ¢Oziimlerini vermis ve bu ¢oziimlerin asimptotik davraniglarim
incelemislerdir (2022).

Oncelikle ispatlarimizda kullanacagimiz iyi bilinen Lemma’y1 ispatsiz verelim.

Lemma 3.1. (a,,) nen, Ve (by) nen, iki reel say1 dizisi olmak tizere Vn € Ny icin

Yn+1 = AnlYn + bn
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olsun. Oyleyse

n—1 n-—1

Hazyo+Z I a

r=0 i=r+1

dir. Eger (a,,) nen, Ve (by) nen, sabitse (yani herhangi a ve b reel sayilart ve Vn € N

i¢cin a,, = a ve b, = b ise) o zaman

y0+bn7 CL:].,

Yn = a”—1
a"yo+(a_1)b, a#l

k k
dir. Ayrica k < 7 igin H Aj=1ve Z A; = 0 kabul edelim (Elaydi, 2005).

j=i j=i

Simdi (3.1) denklem sisteminin iyi tamimli ¢oziimlerini tanimlayan asagidaki teoremi

verelim.

Teorem 3.1. (3.1) denklem sisteminin bir iyi tanimli ¢6ziimii (,,, %,,) olsun. Oyleyse

n—1
L2kn+i = F(Z - 17”) H F<2k F ]-7l)x2k
=1

+F(i—1,n)nzl< 1:[1 F(Qk:—l,l)G(Qk‘—l,r))ﬁ—l—G(i—1,n)ﬂ,

n—1
Yoknti = F7(i — 1,n) F*(2k — 1, 1)yox
1

n—1/ n-1
+ F*(i — 1,n) Z( 11 F*(Zk—l,l)G*(Zk—1,r)>a+G*(z’—1,n)a

r=0 \l=r+1

~

olur, buradan € Ny, 7 =0,1,2,...,2k — 1 ve

0-TL( ) cma-5 (11, (4(3))

J T

b,
() o= ()

dir.

Ispat. (3.1) denklem sistemini

Tpy1 — [ _ QYn—k Ynt1 — QX by,

M
Tn, Yn—kt1 — O Yn Tp—ft1 — B
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seklinde yazalim ve

_In+1—5 _ Yo —
Up = ——— Up = —, neNO

Tn Yn

degisken degisimini yapalim. Buradan

a b a b
Up = y Up = = un—i—k - Un—i—k =
Un—k Up—F Un, U,
ve
a b
Up = gun—Zka Un = 5vn—2k7 nc NO

elde edilir. Buradan da

a
Upt2k = Bum Uni2k = avm n € Ny

yazilir. Boylece n € N

a

n € Ny

n b ¥
U2kn+i = (b) Uiy V2kn4i = <a> v;, 1=0,1,2,...,2k — 1

elde edilir. Denklem (3.5) yeniden diizenlenirse,

Tptl = UnTp + B, Yn+1l = UnlYn + @

elde edilir. Burada n yerine 2kn + ¢, i € {0,1,2,...,2k — 1}

CL n
Tokntitl = Ukntiloknti + B = () UiTornti + 3, 1 € Ny,

b

b

n
Yokntitl = VokntiY2knti + @ = | = | VilYokn+i + @, n € Np.
a

Denklem (3.11)’den,

a
Tokt1 = TUoTak + 3,

b
a a a
Topto = Eulx2k+l +8= Eul (buox% + 5) + 3

a a
= (g)zuluol‘% + gulﬁ + 3,

a a a a
Tokts = —UsZokro + = TUs (()2U1U0I2k + gulﬁ + 5) + 3

b b b
a

a a
= (6)3uQu1Uo$2kz + (5)2U2“15 + 5“26 + 5,
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(3.5)

(3.6)

(3.7

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)



a a a a a
Togta = EU3I2k+3 + 8= gus ((b)3u2u1u0x2k + (g)ZUQUIB + guzﬁ + 5) + 3

a a a a
= (5)4U3U2U1U0$2k + (g)3U3U2U15 + (g)ZU:ﬂUzﬁ + 5”35 + 3,
k-2 2k—2 k-2
Tap—1 = Hugg Tog + Hu]b Hujb +...+1|p
=0
olur ve

a
Tg = —Ugk—1Tak—1 +

b
oldugundan
2k—1 2%k—1 [ 2k—1
ru= (I et X T1 w5
= i=r+1

bulunur. Oyleyse

a 2k—1 2k—1 2k—1
Tyl = (b)uomk-i—ﬁ ((H Ugb)$2k+z (H Ujb> )+5

r=0 i=r+1

Q

= (5)2,“0 (H UJZ) Top + (%)2U0 i ( H u]b) B—f—ﬁ

j=0 r=0 i=r+1

a a G 2k—1
Takyo = (6)2U1$4k+1 + 8= (5)2 ( b ( H “J b

a 2k—1 [ 2k—1 2k—1 a

+ ()Puo . | I U; B+B|+8=(+ ) wuo | ] wi— | zon
b r=0 \i=r+1 b 7=0 b
a 2k—1 [ 2k—1

+ (G Y (H ujb)ﬁﬂ Y+ 5,

i=r+1

a a a 2k—1 a
Takts = (6)2U2x4k+2 + B = (E)QuQ ((b) U1t (H ujy

7=0

2k—1 2k—1 2k—1 a
uﬂmZ(H Uab)ﬂ (+ )U16+ﬁ>+ﬂ (+ )U2U1U0<H Uab)ﬂf%
i=r+1 j=0
2k—1 2k—1 a
+ () ugurug Z ( 11 u]b) gy B + (= ) uz3 + 3,
= i=r+1
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a, a., a 2k—1
Tak+a = (g) U3Tapy3 + B = (5) u3 (b Ugu1Uo H Uj L2k

2k—1 2k—1
+ () usurug Z ( 11 u]b) ) usun B+ (+ ) uQﬁJrﬁ) + 8

= i=r+1
a 2k—1 a 2k—1 2k—1 a
= ( ) U3U2U1 U H Uj Lok + ( ) U3zU2U1 U Z H ’U/j ﬁ —|—< ) u3u2u1ﬁ
b Jj=0 b b r=0 \i=r+1 b

+(Z) uzuz3 + (+ ) uzf + 3,

2k—1 2k—1 2k—1 2k—1 2k—1
‘er_(HuJ )(Huab)x%"‘(l—[“ﬂb )Z(H%b>
r=0 \i=r+1
2k—1 2k—1
+Z(Hu3 )
r=0 i=r+1

olur, islemlere devam edilerek

=B Q) ( (1) () ( o)) =
+:inzw<2>“((iﬂwz )i)- (it
(5 (I 8] ) (1) (i) - (1)
Jo B (T 6) )
S (I 6)

bulunur. Benzer sekilde
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e 8 (18 1) (1)
i () () (29
(i z>)) (i) i) (102
)£ )
(100

elde edilir.
(o (5)): =5 (11 ((5)).
1o () cwo=5( 11 (1))

fonksiyonlar1 tamimlanirsa (3.13) ve (3.14) denklemleri

F(p,Q)Zﬁ
F*(p,q) =

n—1
L2kn+i = F(Z - 17”) H F<2k - ]-7l)$2k
=1

+F(i—1,n)nzl< 1:[1 F(Qk:—l,l)G(Qk—l,r))ﬁ—l—G(i—1,n)ﬁ,

n—1
Yoknti = F7(i — 1,n) F*(2k — 1, 1)yox
1

n—1/ n-1
+ F*(i — 1,n) Z( 11 F*(Zk—l,l)G*(Zk—1,r)>a+G*(z’—1,n)a

r=0 \l=r+1

~

seklinde yazilir ve ispat biter. O

3.1 Denklem (3.1)’in Asimptotik Davramsi

Bu kisimda (3.1) denklem sisteminde a = b olmas1 durumundaki asimptotik ve periyo-
dik davramslarim inceleyecegiz. Oncelikle Teorem 3.1’in bir direk sonucunu verecegiz,

daha sonra sistemde a = b olmasi halinde sistemin limitini inceleyecegiz. Simdi 6nceki
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kisimda verilen bazi fonksiyonlar1 yeniden tanimlayalim.

a = b oldugundan
F(p,q) = ﬁ (Uj (Z)q) = ﬁ (u; (1)7) = ﬁo%

yazilabilir. Boylece

F(p) = ﬁoua‘
dir. Benzer sekilde
Glo) =3 ( 11 <uj>) P =11 G =3 ( 11 <vj>)

olur.dy, dy, €1, €2 € R—{0} olmakiizere F'(2k—1) = dy, G(2k—1) = ey, F*(2k—1) =
dy ve G*(2k — 1) = ey olsun.

Sonug 3.1. (3.1) denklem sisteminin a = b durumunda iyi tanimli bir ¢6ziimii (,,, y,)

olsun. Oyleyse n € Ny ve i € {0,1, ..., 2k — 1} igin

T2kn+i = M, (3.15)
F(i = 1)dizy + F(i = 1)G(i — 1) ($=1) 8, di #1,
F*(i — D)yor, + F*(i — 1)esan + G*(i — 1), dy =1,
Yokn+i = . . . g1 (3.16)
F*(i = D)dyyor + F*(i — 1)G*(i — 1) (d?rl)oz, dy #1

dir. Simdi (3.1) sisteminin limitini inceleyelim.

Teorem 3.2. (3.1) denklem sisteminin ¢ = b durumunda iyi tanimli bir ¢oztimii (,,, y,,)

olsun. Oyleyse asagidaki ifadeler dogrudur.

a) Kabul edelimki d; = 1 olsun. Oyleyse i € {0,1, ..., 2k — 1} igin F'(i—1)e; 8 # Oise
n — ooiken |Tog,+i| — coolur. Egeri € {0, 1,...,2k — 1} olmak iizere F'(i—1)e 5 =
0ise Vn € Ny i¢in oy = F(i — 1)z + G(i — 1) dir.

b) Kabul edelim ki F'(i — 1)xox(dy — 1) + F(i — 1)G(i — 1) # 0 olsun, dyleyse

F(i—1)G(i—
! | [|Reheeeng) -y <1
nl_{{.lo ’$2kn+i‘ =
Q, |d1| > 1

dir. Egeri € {0, 1, ...,2k — 1} olmak iizere F'(i—1)xox(d1 — 1)+ F(i—1)G(i—1) =0

ise Vn € Ny i¢in Zog,1; = F(i — 1)z olur.
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¢) Kabul edelim ki dy = 1 olsun. Oyleyse i € {0, 1,...,2k — 1} i¢in F*(i — 1)esa # 0
ise n — oo iken |Yognti| — oo olur. Eger i € {0, 1,...,2k — 1} olmak iizere
F*(i — 1)eqar = 0 ise Vn € Ny igin yogprs = F*(i — 1)yor + G*(i — 1) dir.

d) Kabul edelim ki F™*(i — 1)yor(da — 1) + F*(i — 1)G*(i — 1)a # 0 olsun, Syleyse

F*(i—1)G*(i—1)a
o | <
e Yokn+i| = ’d | o1
o0, 2

dir. Egeri € {0, 1, ..., 2k — 1} olmak lizere F™* (i—1)yor (do—1)+F*(i—1)G*(i—1)ax =
0 ise Vn € Ny i¢in yorni = F*(i — 1)ygy olur.

Ispat. a) Kabul edelimki d, = 1 ve F(i — 1)e;3 # 0 olsun. (3.15)’den

olup n — oo iken |Top,1s| — oo olur. Eger F(i — 1)e;f = 0 ise Vn € Ny ve
i€{0,1,...,2k — 1} igin

Tognti = F(i — Dag, +0n+ GG —1) = F(i — D)oy + G(i — 1)
dir.

b) Kabuledelimkii € {0,1,...,2k — 1}igin F(i—1)xop(di — 1)+ F(i—1)G(i—1)5 #
0 olsun. Oyleyse xop,1; # 0 dir. (3.15)’den

T}g{}o | Tokntil

F(i—1)(dy — 1)z, + F(i — 1)G(i — 1)8

i F(i—1)G(@ —1)B
n1—>HOlO‘ dl o 1 1 + 1 — dl
Fi—1 —1 FGi—1G(i—1 Fli— 1l — 1
_|F=D(d =D + FG - DG -1F | o+ lim (i—1)G(i—1)8
dl -1 n—00 n—00 1 — dl
FG-1)GG-1)8 dil <1
lim [ZTopnii| = ‘ di—1 » di]
n—00 0, |d1| o1

olur. Eger F(i — 1o (dy — 1) + F(i — 1)G(i — 1) =0ve d; # 1ise
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. . | dy —1
Tonsi = F(i = Ddyzop + F(i = 1)G(i = 1) (di - 1) G

d—1 4

= F(Z — 1)[E2k, Vn € N07 1€ {0, 1, ,2]{3 — 1}

= F(’L — l)d?wgk — <

bulunur.

¢) Kabul edelim ki dy = 1 ve F*(i — 1)esa # 0 olsun. (3.16)’den
Yokn+i = F*(Z - 1)y2k + F*(Z — 1)62&71 + G*(Z — 1) * 0,

olup n — oo iken |yognii| — oo olur. Eger F*(i — 1)esax = 0 ise Vn € Ny ve
i€{0,1,...,2k — 1} i¢in

dir.

d) Kabul edelimkii € {0,1, ..., 2k — 1} igin F*(i — 1)yap(ds — 1) + F*(i — 1)G*(i —
1)a # 0 olsun. Oyleyse yogn4i # 0 dir. (3.16)’den

nll_{glo |yzkn+i’

g |FO =D @ = Dt P = )G = o | FU= DG = Do
n—00 d2_1 1_d2
F*(1—1)(dy — 1 F*(i —1)G*(i — 1 Fri—-1)G" (1 —1

=) = Yyt P =G G =Da = DG = Da

dg—l n—00 n—00 1_d2
F*(i—1)G*(i—1)a dol < 1
im |Yopnti| = -l Il
n—00 00, ’dz’ -1

olur. Eger F*(i — 1)yox(de — 1) + F*(i — 1)G*(i — 1)aa = 0 ve dy # 1 ise

: n .l vl dy —1
Yonti = F (1 — V)dyyor, + F* (i — 1)G"(i — 1) <d2 1>a
, —

, " dy —1\ ...
= F*(i = 1)d3yor, — <d2 — 1) F*(i — 1yor(d2 — 1)

= F*(i — D)y, Vn €Ny, i €{0,1,...,2k — 1}

bulunur. O
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Sonug 3.2. (3.1) denklem sisteminin a = b durumunda iyi tanimli bir ¢6ziimii (,,, y,,)

olsun. Oyleyse asagidaki ifadeler dogrudur.
a) d, = —1 olsun. Oyleyse ¥n € Ny ve i € {0, 1,...,2k — 1} icin
Tapnti = F (i — 1)xay,
Lakn+2k+i = —F(i - 1)1’% + F(’L — 1)G(Z — 1)5
dir.
b) dy = —1 olsun. Oyleyse ¥n € Ny ve i € {0,1,...,2k — 1} igin
Yaknyi = I (i — 1)yar,

dir.

3.2 Sayisal Ornekler

Bu kisimda (3.1) fark denklem sisteminin periyodik ve asimptotik davranisini gdsteren
say1sal ornekler verecegiz. Bu orneklerin bazilarinda baslangic sartlari ve parametreler
rastgele bazilarinda ise 6zellikle se¢ilmistir. x,, ve y,, simetrik oldugundan ornekler z,,

i¢in yapilmistir.

Ornek 3.1. k& = 3 icin baslangic sartlari ve parametrelera = 1, b=1,a = 1, 8 = 1,
v 3=1/4,x 9=2,01=4,20=2,y 3=1,y_2=2,y1 =4 veyy =5 secilerek
d; = 1 bulunur, dyleyse F'(i — 1)e; 8 # 0 dir. Sekil 3.11,4 € {0,1,...,5} icin n — oo

iken |xg,1;| — oo oldugunu gosterir.

800
700 | .
600 - .
500 |- .

% 400 | .
300 |- .

200 m W

100 1

f L L L L L L L L L
(o] 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
n

Sekil 3.11: |x6n+i| — Q.

Ornek 3.2. k = 3 icin baslangi¢ sartlari ve parametrelera = 1, b=1,a =1, 3 = 1,
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Tr_3 = 2, T_9 = 1/2, r_1 = 2, Ty = 03, Y_3 = 01, Y_o = 2, Y1 = 4 ve Yo = 5
secilerek d; = 0.0117 bulunur, dyleyse F'(i—1)zox(di — 1)+ F(i—1)G(i—1)5 # 0 dir.
Sekil 3.12,4 € {0, 1, ..., 5} igin |z, in 6 periyotlu ¢6ziime yakinsadigini gosterir.

s T T T
(- ;‘\‘ ;“‘ ;“‘ ;“‘ ;“‘ I N‘ N‘ N‘ N‘ N‘
O e R
1O e R
| T R T T T
S R e R e R e R e R e
[Tt T T
\H I “‘ M“w M“w M“\ M“\ M\ [ It I M‘ M“‘ ‘\“ ‘\‘\‘ M
Y A A A A AV A A O
[ || || || || | | I [RYEEIN Ry |/ |/ |/ |
IR
ot | TP e e e et}

Sekil 3.12: 6 periyotlu ¢oziim.

Ornek 3.3. k& = 3 icin baslangi¢ sartlari ve parametrelera = 1, b= 1,a =1, 3 = 1,
r 3=2,0 9=4,21=2,00=05,y3=06,y 9 =2,y 1 =4vey, =5 secilerek
dy = 3 bulunur, 6yleyse F'(i — 1)xop(dy — 1) + F(i — 1)G(i — 1) # 0 dir. Sekil 3.13,
i€{0,1,...,5} i¢in n — oo iken |z, ;| — oo oldugunu gosterir.

)
T
I

L L L L __ L
o 20 40 60 80 100 120 140 160 180
”

Sekil 3.13: |26,,44| — 0.

Ornek 3.4. k = 4 icin baglangi¢ sartlar1 ve parametreler a = 0.5, b = 0.5, o = 1,
B=31_4=23,r3=32,2 9=192 1=1,20=5y_4=2,y3=3,y_9=2>,
y—1 = 4 ve yo = b secilerek d; = 0.0049 bulunur, dyleyse F'(i — 1)xo(dy — 1)+ F(i —
1)G(i —1)8 # 0 dir. Sekil 3.14, i € {0,1,...,7} i¢in |zg,;|'in 8 periyotlu ¢6ziime
yakinsadigini gosterir.
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(o] 20 40 60 80 100 120
n

Sekil 3.14: 8 periyotlu ¢oziim.

Ornek 3.5. k=5 icin basglangi¢ sartlar1 ve parametreler a = 3,b =3, a = 1, 5 = 2,
r 5=32,x4=082x3=50,v =470 1=50,2x0="T,y_5 =25,9y_4 =3,
y3 =15,y 9 =12,y = 5veyy = 7 secilerek d; = —7.71 bulunur, dyleyse
F(i — Day(dy — 1) + F(i — 1)G(i — 1)3 # 0 dir. Sekil 3.15, 7 € {0,1,...,9} icin

n — oo iken |z10,44] — oo oldugunu gosterir.

33
8 =10

7 = ]

6 - ]

L L L L L L L L L L
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

Sekil 3.15: |$10n+i| — OQ.
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TARTISMA VE SONUC

Bu calismanin orijinal kismi ikinci ve ii¢lincii boliimden olugsmaktadir. Tezin ikinci bo-
liimiinde, A pozitif reel say1 ve r_1, ro pozitif rasyonel sayilar olmak iizere, v _; = A"
ve Ty = A" baglangig sartlari i¢in x,,,; = max {z?, A} /x,x,_ fark denkleminin ¢6-
ziimlerinin periyodikligi incelenmis ve coziimlerle ilgili sayisal ornekler verilmistir.
Tezin tiglincli boliimiinde ise rasyonel bir fark denklem sistemi iizerinde durulmus,
sistemin ¢Oziimleri elde edilmis ¢oziimlerin asimptotik ve periyodik davraniglari in-
celenmistir. Son olarak da denklem sisteminin ¢oziimleri sayisal ornekler verilerek

dogrulanmustir.

Calismamizin orijinal kisminda ele alinan problemlere benzer problemler literatiirde
mevcut olup calismamizda kullanilan yontemlerin bu problemlere de uygulanabilecegi

diistiniilmektedir.
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