T.C.
GIRESUN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

GG-KONVEKS FONKSIYONLAR ve iLGILI BAZI
ESITSIZLIKLER

YUKSEK LISANS TEZi

Ogrencinin Adi1 SOYADI :  Kazim OZCAN

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih

Enstitii Anabilim Dali : Matematik

Tez Danismani . Prof. Dr. Imdat iSCAN

Haziran 2023
GIRESUN



T.C.
GIRESUN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

GG-KONVEKS FONKSIYONLAR ve ILGILI BAZI
ESITSIZLIKLER

YUKSEK LISANS TEZI

Kazim OZCAN

Enstitii Anabilim Dal . Matematik

Bu tez 23/06/2023 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan oybirligi / oycoklugu ile
kabul edilmistir.

Prof. Dr. Prof. Dr. Dog¢. Dr.
Selahattin MADEN Imdat iSCAN Sercan TURHAN
Jiiri Bagkani Uye Uye
Prof. Dr.
Bahadir KOZ

Enstitii Miidiiri



BEYAN

Tez igindeki tiim verilerin akademik kurallar ¢ergcevesinde tarafimdan elde edildigini,
gorsel ve yazili tiim bilgi ve sonuclarin akademik ve etik kurallara uygun sekilde
sunuldugunu, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, bagkalarin
eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel normlara uygun olarak atifta
bulunuldugunu, tezde yer alan verilerin bu iiniversite veya baska bir iiniversitede

herhangi bir tez ¢alismasinda kullanilmadigini beyan ederim.

Kazim OZCAN
23/06/2023



TESEKKUR

Yiiksek lisans tez ¢alismalarim siiresince, bilimsel ve manevi destegini esirgemeyen,
calismamin planlanmasi ve yiiriitiilmesinde tecriibelerini ve bilgilerini benimle
paylasan tez danismanmim degerli hocam Saym Prof. Dr. Imdat ISCAN’a en icten
tesekkiir ve saygilarimi sunarim. Ayrica manevi desteklerini esirgemeyen esim Serap,

oglum Omer ve kizzim Meva’ya sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.



ICINDEKILER

TESEKKUR ...t |
ICINDEKILER ...ttt e, ]
SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI ......ccooiiiiiiiiii v
SEKILLER LISTESI ..ot \Y,
OZET .ot VI
SUMM A R W1
BOLUM 1. GIRIS ..o, 1
BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR ..ot 2
2.1. Konveks Fonksiyonlarla Ilgili Temel Tanim ve Teoremler ..................... 2
2.2. GG-Konveks Fonksiyonlar ............coooiiiiiiiii e 6
BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM .......cccviiiiiiiiiiieiiiieiieeeinnnne, 9
3.1. Baz1 Onemli ESitSizIIKIET .. .....oouoeee e 9
3.2. Konveks Fonksiyonlarla Ilgili Onemli Esitsizlikler ............................. 10
BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI ..ottt 16
4.1. GG-Konveks Fonksiyonlarla Ilgili Bazt Onemli Esitsizlikler .................. 16
4.2. GG-Konveks Fonksiyonlar I¢in Jensen-Mercer Tipli Esitsizlikler ............. 21
4.3. GG-Konveks Fonksiyonlar I¢in Lazhar Tipli Esitsizlikler ...................... 23
BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC ....uouiuiii e 26

II



KAYNAKLAR

OZGECMIS

11



SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

R : Reel sayilar kiimesi

R, : (0, ) aralig

I : R’ de herhangi bir aralik

I° : [ araliginin i¢i

c) : Konveks fonksiyonlar sinifi

v . Her

3 :Enaz

f' : f fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi
f" . f fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevi
r : Gamma fonksiyonu

IV



SEKILLER LISTESI

Sekil 2.1. Konveks KUme..........ooouiiiiiii i e
Sekil 2.2. Konveks olmayan (konkav) kiime. ..o,
Sekil 2.3. Konveks fonksiyon..........cooeiiiiiiiii i e,



GG-KONVEKS FONKSIYONLAR ve iLGILI BAZI
ESITSIZLIKLER

OZET

Bu tezin amac1 GG-konveks fonksiyon sinifi i¢in bazi yeni esitsizlikler vermektir.
Tezin birinci bolimiinde konvekslik ve esitsizlik teorisinin tarihsel siiregleri ve
literatiir calismalaria yer verilmistir. Ikinci béliimde tezin altyapisi igin gerekli olan
temel kavramlar, tanimlar ve teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde tez calismasinda
kullanilan esitsizlikler ile bu esitsizlikleri iceren teoremler ve ispatlari verilmistir.
Dordiincii boliimde ilk olarak GG-konveks fonksiyon sinifi i¢in bazi yeni esitsizlikler
elde edilmistir. Daha sonra literatiirde mevcut olan Jensen-Mercer esitsizligi ve Lazhar
esitsizlikleri, GG-konveks fonksiyonlar i¢in ifade ve ispat edilmistir. Boylece literatiire

yeni esitsizlikler kazandirilmistir.

Anahtar kelimeler: Konveks Fonksiyon, GG-Konveks Fonksiyon, Esitsizlikler
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GG-CONVEX FUNCTIONS and SOME RELATED
INEQUALITIES

SUMMARY

The purpose of this thesis is to provide some new inequalities for the class of
GG-convex function. This thesis includes historical developments and literature
studies on convexity and inequality theory in the first chapter. The second chapter
provides the necessary fundamental concepts, definitions and theorems for the
framework of the thesis. The third chapter presents the inequalities used in the thesis
along with the relevant theorems and their proofs. In the fourth chapter, some new
inequalities were first obtained for the GG-convex function class. Then, the Jensen-
Mercer and Lazhar inequalities, which are available in the literature, were expressed
and proven for GG-convex functions. Thus, new inequalities have been added to the

literature.

Keywords: Convex Function, GG-Convex Function, Inequalities
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BOLUM 1. GIRiS

Konvekslik kavrami Arsimet’in M.O. 250 yillarinda 7 degerini smrh diizgiin
cokgenler kullanarak hesaplamasina kadar dayanmaktadir. Konvekslik son
zamanlarda ekstremum problemleri gibi matematigin bir¢ok alaninda giderek 6nem
kazanmaktadir [1]. 1905 ve 1906 yillarinda, {inli Danimarkali miihendis ve
matematik¢i J. L. W. V. Jensen tarafindan yayinlanan iki makaleden sonra, konveks
fonksiyonlar teorisi hizli bir gelisme gostermistir. Bu hizli gelismenin nedenleri su
sekilde siralanabilir: Birincisi, modern analizde bir¢ok alan dogrudan veya dolayli
olarak konveks fonksiyonlarin uygulamalarini igerir; ikinci olarak ise konveks
fonksiyonlar, esitsizlik teorisi ile yakindan iliskilidir ve bir¢ok onemli esitsizlik
konveks fonksiyonlarin uygulamalarinin sonuglaridir [2].

Esitsizlikler konusunda ilk kapsamli ¢alisma Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan
1934°de yapilan ¢aligmadir. Hardy ve arkadaslar elde ettikleri bircok yeni esitsizligi
“Inequalities” isimli kitapta toplamuglardir [3]. Esitsizlik teorisi konveks
fonksiyonlarla dogrudan ilgilidir. Literatiirde tanimli olan birgok esitsizligin yani1 sira
sadece konveks fonksiyonlar i¢in tanimlanan bazi integral esitsizlikleri de vardir. Bu
esitsizliklerin en Onemlisi olan Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili énemli bir
kaynak Dragomir ve Pearce tarafindan 1991 yilinda yazilan “Selected Topics on
Hermite-Hadamard Inequalities and Applications” isimli kitaptir [4]. Konveks
fonksiyonlar i¢in tanimlanan esitsizlikler {izerine ¢alisan diger matematikgiler B. G.
Pachpatte, C. P. Niculescu, L. E. Persson, J. E. Pecaric, F. Proschan, R. T. Rockafellar,
S. Varosanec, A. W. Roberts, D. E. Varberg, M. Alomari, K. Nikodem, J. L. Sanchez,
T.Y. Zhang, M. E. Ozdemir, U. S. Kirmaci, M. Z. Sarikaya, H. Kavurmaci, E. Set ve
I. Iscan olarak siralanabilir.

Son zamanlarda bir ¢ok konveks fonksiyon sinifi tanimlanmis olup bunlardan biri de
P. Montel tarafindan GG-konveks fonksiyon sinifi tanimlanmistir. Bu tezin amaci da

bu fonksiyon sinifi i¢in yeni esitsizlikler elde etmektir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde, tezde kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.
2.1. Konveks Fonksiyonlar ile flgili Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde bazi temel kavramlara ve farkli tiirden konveks fonksiyon siniflarina yer

verilmigtir.

Tamim 2.1.1. (Vektor Uzay1): X bos olmayan bir kiime ve K, bu vektor uzay tizerinde
bir cisimolsun. +: X X X - X ve.: K X X = X islemleri tanimlansin.
Asagidaki sartlar saglanirsa, X ’e K {izerinde bir vektdr uzayi (lineer uzay) denir.
A) X, + islemine gore degismeli gruptur.
I. Vx,y€X icinx+y € X dir.
. Vx,y,ze€eXiginx+ (y+2z) =(x+y)+z dir.
iii. Vx € X i¢inx + 0 = 6 + x olacak sekilde bir 8 € X vardir.
iv. Vx € X i¢inx + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde bir —x € X vardur.
V. Vx,y€Xicinx+y=y+x’dir.
B) Vx,y € X ve a, f € K olmak {izere asagidaki sartlar saglanir.
i. ax € X dir.
. a(x+y) =ax+ ay ’dir.
. (a+ B)x = ax + fx *dir.
iv. (aB)x = a(fx) dir.
V. 1x = x ’dir. (Burada 1, X ’in birim elemanidir).

K = R ise X ’e reel vektor uzay1 veK = C ise X ’e kompleks vektor uzayi adi verilir

[5].



Tanmim 2.1.2. (Konveks Kiime): X bir vektor uzayi, A € X ve x,y € A olmak tizere,
M={zeXiz=ax+(1—-a)y,0<a<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir [6].

Egerz € Mise z = ax + (1 — a)y ’deki x ve y ’nin katsayilartigina + (1 —a) = 1

bagintis1 daima dogrudur. Bu nedenle konveks kiime tanimindaki a ve (1 — @) yerine

a + B =1 sartin1 saglayan a , § pozitif reel sayilar1 alinabilir. Burada geometrik

olarak M ’nin ug¢ noktalar1 x ve y olan (kapali) bir dogru pargasi oldugu agiktir [7].

Sekil 2.1. Konveks Kiime

Sekil 2.2. Konveks Olmayan (Konkav) Kiime

Tamm 2.1.3. (Konveks Fonksiyon): I , R’de bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon
olmak tizere Vx,y € I ve a € [0,1] igin,

f(A-a)x+ay) < (1 -a)f(x) +af () (2.1)
esitsizligini saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir veya C (1) sinifina aittir
denir. Eger bu esitsizlik x # y ve a € (0,1) igin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna
kesin konveks fonksiyon denir [8].
Eger —f fonksiyonu konveks (kesin konveks) fonksiyon ise f fonksiyonuna konkav

(kesin konkav) fonksiyon denir [8].



f(=z)

9(z)
f(z2)

tf(z1) + (1 —t)f(z2)
fltzy + (1 —t)z2)

flz1)

&1 tzy + (1 —t)zs T2

Sekil 2.3. Konveks Fonksiyon

Geometrik olarak, tx; + (1 —t)x, noktasinda; f nin egri lizerinde aldigi deger
(x1, f(x1)) ve (x, f(x;)) noktalarin1 birlestiren dogru pargasinin {izerinde aldigi
degerden her zaman daha kiiciiktiir, yani bu iki noktay1 birlestiren dogru pargasi her
zaman egrinin [xq, X, ] araliginda kalan kisminin istiindedir.

Konveks fonksiyonun bazi 6zellikleri:

I. Kapal1 bir aralikta tanimli konveks fonksiyon siirlidir.

ii. f:1 - R konveks fonksiyon ise, I°'de kalan herhangi bir [x;, x,] kapal
araliginda Lipschitz sartin1 saglar. Bu nedenle, f fonksiyonu [xq,x;]
araliginda mutlak siirekli ve I siireklidir.

iii. f:I - R konveks fonksiyon ise I° de f! ve f; tlirevleri mevcut olup, bu
tiirevler artandir.

v. f:1 — R fonksiyonu [ agik araliginda konveks ise bu aralikta sayilabilir bir
E kiimesi hari¢ f' mevcut ve siireklidir.

V. f] R->R,j=123...k, k tane konveks fonksiyonlar olsun. Bu

takdirde;
k

Flx) = z afi(k),a; =0 (=123...k)

j=1
fonksiyonu da konvekstir.
Vi. g: R = Razalmayan konveks fonksiyon veh:R — R konveksfonksiyon
olsun. Bu taktirde; f:R - R, f(x) = (goh)(x) bileske fonksiyonu da

konvekstir.



Tamm 2.1.4. (J -Konveks Fonksiyon): I , R’de bir aralik olmak tizere Vx,y € I igin

f(x;ry) Sf(x) erf(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna I {izerinde Jensen anlaminda konveks veya J-konveks

fonksiyon denir [9].

Tamim 2.1.5 (Kesin J -Konveks Fonksiyon): Vx,y € I ve x # y igin

f<xJ2rY)<f(x)J2rf(y)

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonuna I iizerinde kesin J-konveks fonksiyon denir [9].

Sonug 2.1.1. Her J-konveks fonksiyon ayni zamanda bir konveks fonksiyondur.

Sonug 2.1.2. Bir f fonksiyonunun I c R ’de konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
Vx,y € I ve Vp,q > 0 reel sayilar1 i¢in
f<px + qy) P+ af )
pt+taq/ p+q

esitsizliginin saglanmasidir [2].

Teorem 2.1.1. f fonksiyonu [a, b] araliginda tanimli, bu aralikta konveks (konkav) ve
X, noktasinda diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda, x € (a, b) i¢in
f(x) = fxg) < (=)f"(x0)(x — x0) esitsizligi vardir [10].

Tanim 2.1.6. Eger f fonksiyonu hem konveks hem konkav fonksiyon ise f ’e lineerdir
(afindir) denir [11].

Tamim 2.1.7. (Siireklilik): f:1 € R — R fonksiyonu, x, € I ve € > 0 verilsin. x € I
ve |x —xo| < 6 igin |f(x) — f(x9)| < € olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa f

fonksiyonu x, ’da siireklidir denir [12].



Tamim 2.1.8. (Diizgiin Siireklilik): f:/ € R — R fonksiyonu ve & > 0 verilsin.
|x; — x5| < & sartin1 saglayan her xq,x, € I igin |f(x;) — f(x;)| < € olacak sekilde
bir § > 0 sayisi varsa f fonksiyonu I ’da diizgiin siireklidir denir [12].

Tamim 2.1.9. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, I araliginda bir fonksiyon olsun.
Her x,,x, € I ve x; < x, i¢in

i.  f(x1) < f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde artandir.

ii.  f(xy) > f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir.

iii. f(x1) < f(xy,) ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir.

iv. f(x1) = f(x,) ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir.
Eger f fonksiyonu artmayan ve azalmayan bir fonksiyon ise monotonik fonksiyondur
[12].

Teorem 2.1.2. f fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olmak tizere; f fonksiyonunun konveks (kesin konveks) olmasi igin gerek ve yeter sart

f' ’nin artan (kesin artan) olmasidir [6].

Teorem 2.1.3. f:1 € R — R konveks ise I° iizerinde siireklidir [1].

2.2. GG-Konveks Fonksiyonlar

Tamim 2.2.2. (GG-Konveks Fonksiyon): f:1 c R, = (0,00) = R, bir fonksiyon
olsun. Her x,y € I ve t € [0,1] i¢in

fOYD) S IO (2.2)
esitsizligi saglanirsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon veya GG-konveks
fonksiyon denir [13,14,15].
Eger (2.2) esitsizligi tersine cevrilirse fonksiyon GG-konkav fonksiyon olur. Bu
kavram, 1928 yilinda P. Montel tarafindan tanitilmistir [14], ancak bu alandaki

arastirmalarin kokenleri ondan ¢ok onceye kadar dayanmaktadir [15].



f:I c (0,0) — (0, 00) fonksiyonunun GG-konveks fonksiyon olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul g:Inl > R , g =Ino f oexp fonksiyonunun In/ {iizerinde konveks
olmasidir. [15].

r, f nin yakinsaklik yarigcap1 olmak iizere, c,, nonnegatif katsayili f(x) = Yoo cpx™

gercel analitik fonksiyonu, (0,7) araliginda GG-konvekstir. [15]. Dolayisiyla exp,

sinh, cosh gibi fonksiyonlar R iizerinde GG-konveks, tan, sec, csc, i— cotx

fonksiyonlari (0,%) araliginda GG-konveks ve 1Tlx,lnlflx veya i—i fonksiyonlar1
(0,1) araliginda GG-konveks fonksiyonlardir. Ayrica I' fonksiyonu [1, o0) araliginda
kesin GG-konveks fonksiyondur. [15].

Eger bir f fonksiyonu GG-konveks fonksiyon ise Va € R ve B > 0 igin x*fF(x)
fonksiyonu da GG-konveks fonksiyondur. Eger f siirekli bir fonksiyon ise f*(x) ve
f (el/ logx) fonksiyonlarindan biri GG-konveks fonksiyon ise digeri de GG-konveks

fonksiyondur [15].

Onerme 2.2.1. f:1 c (0,) — (0,%) fonksiyonu I° iizerinde tiirevlenebilir bir
fonksiyon olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(i) f fonksiyonu [ iizerinde GG-konveks fonksiyondur.

M E))
e

fonksiyonu I° iizerinde azalmayan bir fonksiyondur.

(i)  Herhangi x € [ ve y € I’ igin

f@ (5)%{)

f) — \y

esitsizligi saglanir [15].

Onerme 2.2.2. f:1 c (0,0) — (0, 0) fonksiyonu I° iizerinde iki kez tiirevlenebilen
bir fonksiyon olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(1) f, 1 da GG-konveks fonksiyondur.
(i)  Herhangi x € I° i¢in
x[FEOf" () = (F G+ F)f'(x) 2 0

esitsizligi saglanir [15].



Tamm 2.2.6. (Baz1 Ozel Ortalamalar): Bu tanimda a ve b gibi iki pozitif reel say1

igin bilinen bazi ortalamalar verilmistir [16,17].

1. Aritmetik Ortalama: A = A(a, b) = aTJ’b

2. Geometrik Ortalama: G = G(a, b) = Vab

3. Harmonik Ortalama: H = H(a, b) = %
o a , a=b
4. Logaritmik Ortalama: L = L(a,b) = {ﬁ a+bh
a o a=>b
5. Identrik Ortalama: ! = I(a,b) = —
FUTRET . a
6. p — Logaritmik Ortalama:
a , a=>»
L, =Ly(a,b) = pP+1 — gp+1 % ,p ER—{-1,0}
(p+1)(b—a)] .

7. Agirhikh Aritmetik Ortalama: x; € [a,b], p; >0 ve B, =X, p; > 0,

1 vn

(i=12,..,n)olmak iizere A,(x,p) = o %P, Di X ifadesine x; sayilarinin

p; agirlikli aritmetik ortalamasi denir.

8. Agirlikh Geometrik Ortalama: x; € [a,b], p; > 0, (i = 1,2,...,n) olmak

tizere G,(x,p) = [1L, x;Pi ifadesine x; sayilarmin p; agirlikli geometrik

ortalamasi denir.

9. Agirhikh Harmonik Ortalama: x; € [a,b],p; > 0,(i = 1,2, ...,n)

tizere H,(x,p) = n;ﬂ ifadesine x; sayilarinin p; agirhkli geometrik

i=1y;
ortalamasi denir.
Ortalamalar arasindaki basit iliski literatiirde su sekilde bilinir:
H<G<L<I<A.

Ayrica, p € R igin L, monoton artandir ve Ly = I, L™" = L ile gosterilir [17].



BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde ilk olarak literatiirde yer alan bazi énemli esitsizlikler verilmistir. Daha
sonra Jensen, Jensen-Mercer, Lazhar ve Hermite-Hadamard esitsizlikleri ile ilgili

temel teoremlere yer verilmistir.

3.1. Baz1 Onemli Esitsizlikler

Teorem 3.1.1 (Hélder Esitsizligi): k = 1, ...,n icin a, > 0,b, > 0 ve %+$ =1
olsun. Bu durumda,

1 1
i. Eger p ve q pozitif ise Yi_;arby < Choiai)?CRoq bi)?  esitsizligi

saglanir.

1 1
ii. Egerp<O0veyaq<O0ise Yl japhy = Qroia)P(XRoibr)? esitsizligi
saglanir.

Bu iki esitsizlik Holder esitsizligi olarak adlandirilir [9].

Teorem 3.1.4. (Ucgen Esitsizligi): Her x ve y reel sayis1 igin,

e+ yl < x|+ |yl

i [l = Iyl] < lx = |

i, [Ix] = yl] < Jx + ]

V. oy + x| S x|+ xg]
esitsizlikleri saglanir. i ve ii’deki esitsizlikler ancak ve ancak x = 0 veya y = 0 veya
x Ve y ayni isarete sahip oldugunda saglanir. iii’deki esitsizlik ancak ve ancak x = 0

veyay = 0 veya x ve y zit isarete sahip oldugunda saglanir. iv’deki esitsizlik ise ancak



ve ancak tim Xy, ...,x, sayilari sifirdan farkli ve ayni isarete sahip olduklarinda

saglanir [18].
3.2. Konveks Fonksiyonlar ile lgili Onemli Esitsizlikler

3.2.1. Jensen Esitsizligi f,x; (i = 1,2, ...,n) 'leri i¢eren bir aralikta konveks bir
fonksiyon ise,

[ Aix) < Qi Aif (x) (3.1
esitsizligi gecerlidir [18].

Ispat. n = 1 igin (3.1) agiktir.
Benzer sekilde n = 2 ise durum agiktir. Yani, klasik konvekslik tanimi elde edilir.
n—1>2 i¢cin (3.1) esitsizliginin dogru oldugunu varsayalim. Eger 4, <1

(A, = 1ise asikardir) ise konvekslik tanim1 geregince

f(z Am) = f(anxn + (1—An)n§ A xi>

i=1 i=

3 R

-1
A
= Anf(xn) + (1 - An)f< 1 _1/1 xi)

l

1]
oy

S A f(xq) + A2f () + -+ A f ()
olur. Burada dikkat edilmesi gereken husus,

1-4
n:1
1-1,

n-1 Aq _ 1 n—1l —
=1 42, 1—7Ln21=1 L

olmasidir.

3.2.1. Not. (3.1) esitsizliginde A; = % olsun. O halde }’A; = 1 oldugu gortiliir. Ayrica

(3.1) esitsizligi

Y DiXi 2 pif (xi)
<
f(ZPi)_ X pi (3.2)

bicimine doniisiir. Bu ifade de zaman zaman Jensen esitsizligi olarak yazilir.

Konveks (konkav) fonksiyon s6z konusu oldugunda klasik esitsizliklerin ispati i¢in iyi

bilinen Jensen esitsizliginden yararlamlir. Ornegin, f(x), x in ¢ift kuvvetleri, iistel ve
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logaritmik olarak verilebilir. Bu halde, [a, b] kapali araliginda bir f(x) fonksiyonu
verilsin. Ayrica, x; = = b ve [a, b] kapali araligindai = 1, ..., n i¢in x;,1 > X;

olacak sekilde p; = Ax; = x;,4 — x; verilsin ve Y.p; = YAx; = b — a olsun. n = oo

icin (3.2) esitsizligindeki sag tarafin pay1 f f(x)dx ve sol taraf da f ( ) olur.

b2; a? (b+a) _f f(x)d

olur. Buna gore, f elde edilir.

Boylece, Y x;Ax; = [ : xdx =

Benzer bir muhakeme ile g(x) integrallenebilir bir fonk51yon olsun. (3.2)

esitsizliginde p; = Ax; ve x; yerine de g(x;) alinirsa (3.2) esitsizligi

b b
f(fa g(X)dX> < J, fg(x))dx

b—a b—a
bi¢imine doniisiir.

Ozel olarak, burada f (x) = In x olsun. O halde, Jensen esitsizliginden

Xpixi\ _ Xpilnx Ypix\ - In(ITx") pi
ln(Zpi>2 i 'ln<2 pi>2 % p; =in([ [+

yazilarak her x; > 0 i¢in

Di

1
T, — ZDiXi
(M )ere <522 (3.3)

Young esitsizligi elde edilir. Ozel olarak, her p; = 1 ise

1 (34)

esitsmhgl elde edilir.

Bu ise aritmetik-geometrik ortalama arasindaki bagintidir. (3.4) esitsizliginde x; yerine

1 n [om n
o yazilirsa {/[TiL, x; = ST

i=1y;

harmonik ve geometrik ortalama arasindaki bagint1 elde

edilir. f(x) = x*,x > 0 ve k > 1 olmas1 durumunda Jensen esitsizliginden

(plxl +"'+pnxn)k
2Di

olur. Buradan,

Qorx) = (nat) Xn)

elde edilir.

D Dn B
< g Kb P = (o K ) (SR

Lemma 3.2.1. f, konveks bir fonksiyon ise,

11



fOq+xn—x) < fQ) + fl) = fx), A<isn)
esitsizligi gecerlidir [19].

Ispat. y; = x; + x,, — x; olsun. Bu durumda x; + x,, = x; + y; olur. Bdylece x, x,,
ve x;, V; ciftleri ayn1 orta noktaya sahiptir. Bu durumda 6yle bir ¢t vardir ki,
X =tx; + (1 —-1t)x,
yvi=[1—-t)x +tx,
olur. Burada 0 <t < 1ve 1 < i < n olur. Bundan dolay (3.1) esitsizligini iki kez
uygulayarak
f) = A =0f(x1) +tf (xn)
= fx) + fln) = [6f (1) + (1 = ) f (x)]
< flx) + f ) = f(txg + (1 = D)xp)
= f(x1) + f ) — f(x)

elde edilir. Boylece y; = x; + x,, — x; oldugu i¢in lemmanin ispati tamamlanir.

3.2.2. Jensen-Mercer Esitsizligi Teorem 3.2.1'in sartlar1 altinda

n

f (x1 + xp — Z /1ixi> < flx) + fxp) — Z Aif ()

i=1

esitsizligi gecerlidir [19].

Ispat. (3.1) ve (3.2) esitsizlikleri kullanilarak

f(x1+xn—zn: ﬂixi> <f zn: A (e + x5 — x;)

i=1

n
<D M+ —x0)
i=1

<) AlfG) + F) - 6]

= F) + fCo) = ) Af(x)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
12



3.2.3. Lazhar’in Birinci Teoremi f: ] — R bir konveks fonksiyon ve 1<neN

icin x4, Xy, ..., X, € I olsun. O halde

0= (B2 S (25 e () (53]

n n

esitsizligi saglanir [20].

Ispat. (2.1) esitsizliginde a = l alinirsa agagidaki esitsizlik elde edilir.

f(EE) ot f (B0 () < f ) + () + o+ f (). (B.5)
(3.5) esitsizliginin sag tarafindaki toplamda, Y|-,f(x;) ifadesi asagidaki gibi

yazilabilir:

zl f :%Z fx )——Z fx)
) —Z %f(xi)].

Buna gore (3.5) denklemi,
) o £ (P 4 () < 2y FO) — 2 2]

bi¢imine doniisiir. Bu son esitsizligin sag tarafina Jensen esitsizligi uygulanirsa,

) e (52 (52 5[ o= (B

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

3.2.4. Lazhar’mn ikinci Teoremi f: I - R bir konveks fonksiyon ve 1<neN
icin ay,ay, ..., a, €I olsun. O halde @ = 2% ye p, = e i=1..,n

olmak tzere

(n—=Df(by) + -+ fb)] = nlf(a)) + -+ f(an) — f(a)]
esitsizligi saglanir [20].

Ispat. Jensen esitsizligi kullanilirsa,
fby) + -+ f(by) < f(ay) + -+ fay)
13



olur. Boylece

n
n—1

1
FB2) + -+ fb) € = [F (@) + -+ f(@)] = — [ (@) + =+ fan)],

veya buna denk olan
n n 1 1
Flb) o f(ba) < — = [f@) + -+ f@)] = — | flan) + -+~ fla)|
esitsizligi elde edilir. Buna gore,
1 1
Fby)+ -+ f(b) < —— [f(al) ot flan) - <Ef(a1) ot Ef(an)ﬂ

yazilabilir. Bu son esitsizligin sag tarafina Jensen esitsizligi uygulandig: takdirde,

a1 + A + an>]
n

Flb) + -+ f(b) < ——|fla) + -+ flan) — £

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

3.2.5. Hermite-Hadamard Integral Esitsizligi: | = [a, b] ve f:1 - R konveks bir

fonksiyon olsun. Bu durumda,

F(EED) Sbiafbﬂx)dxsf(a)”(b)

2 2

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik literatiirde konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard esitsizligi olarak adlandirilir [21,22].

Ispat.x = a(1 —t) + bt ve 0 < t < 1 olsun. Bu durumda,
1 b 1
m ff(x)dx = ff(a(l - t) + bt)dt
a 0

< f(a) f<1—t)dt+f(b)j tdt = w
0 0

elde edilir. Simdi esitsizligin sol tarafini ispatlayalim.

a+b

b 2 b
— [rwac= || fwar+ [ reo

a+b

2

Yukaridaki son parantezin ilk teriminde x = a + —t(bz_ 2

14
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a+b

ff(x)dx=b aff t(b_a))dt

elde edilir ve ikinci teriminde x = b — “2=% icin
b b 0 (b )
—_ t —_
ff(X)dX=— aff<b——a>dt
2 2
akb 1

2

0
_b-a t(b—a)
== ff(b—T)dt

elde edilir. Bu sonuglar yerine yazilir ve konvekslik tanimi uygulanirsa,

ff(x)dx— ”f( t(b_“)> f(b—@)]dt
- [/
- 7(55)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.6. Eger f fonksiyonu [a, b] < [a4, b;] da konveks bir fonksiyon ve p, q >
pa+qb . b-a . ..
ova ise bu durumda 0 <y < [m] min(p, q) igin

pa+qb 1 v pf(a)+qf(b)
FEE) < = [Df@dt < KRy € [ay, by]

Oiginv =

esitsizligi saglanir. p =q=1ve y = bz;a olmas1 durumunda bu esitsizlik Hermite-

Hadamard esitsizligine indirgenir [23].
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. GG-Konveks Fonksiyonlarla flgili Bazi Onemli Esitsizlikler

Teorem 4.1.1. f:1 c (0,) — (0, o) fonksiyonunun GG-konveks olmasi igin gerek
ve yeter sart, x < y < z kosulunu saglayan Vx,y,z € I igin

1 Inx Inf(x)

1 Iny Inf(y)
1 Inz Inf(2)

=0

esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat. f:1 c (0,00) — (0,) fonksiyonunun GG-konveks oldugunu varsayalim.

x,y,Zz€I, x<y<z kosulunu saglayan keyfi noktalar olsun ve t € [0,1] igin

y = xtz'~¢ alalim. Buna gére,

1 Inx Inf(x)
1 Inx Inf(x) y . fO
1y mfe)|=0 "x "Fe
1 Inz Inf(2) lnf f(z)
x T f®

EAic)

" e

lnE lnf(z)

x  f(x)

f(2) f)
(i )< 7Gx )) (n3) (ln z%)
X2 (@Y7 ([
( )( f<x>>‘ (n3) (“‘ GO )
(@) fGtz 0
=In (z) In (}%) — (ln E) (ln );(i) )

16



f(2) z flxtz'™")
- a-o () (nkG)- (n ) (n LE52)
“in %[ <f( )) Y
f(x) f(x)
z @ f ()
bulunur. Simdi,

1 Inx Inf(x)

1 Iny Inf(y)[=0
1 Inz Inf(2)

esitsizliginin saglandigini kabul edelim. f fonksiyonunun I da GG-konveks oldugunu
gosterecegiz.
x,y,z € I,x <y < z kosulunu saglayan keyfi noktalar olsun.

1 Inx Inf(x)

y f(2) b4 f@)
1 Iny Inf(y)|= <l ) In = (l ) 0
1 Inz Inf(z) () fx) () f(@)

oldugundan,
(n75) _(n 1)
In % In ;

esitsizligi elde edilir.
a,b € I vet € [0,1] keyfi alinan noktalar olsun.
a,b €ligina =b,a < bveyaa > b dir.
a = b olmasi durumunda
f@b'™") = f(a) < f(a) = fH(@)f (D)
elde edilir. Benzer sekilde t = 0 ve t = 1 durumlari da agikardir.
Simdi a # b ve t € (0,1) oldugunu varsayalim. Genelligi bozmayacagi i¢in a < b
oldugunu kabul edelim.
tpl-t

y=a alinirsaa <y < b dir. x = a, z = b alalim.

O halde hipoteze gore,

y f(b) b f)
(n2) (m m) - (m —) <1 ; (a)> 0

yazilir. Gerekli cebirsel islemler yapilirsa,
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ab O (L FB) _(, by (, f@B)
<1n . ><ln m) _ (1n E) <1n @ ) >0
by (. f(b) b f(a*h'™")
(1 - t) (ln a) <ln m) - (ln a) <ln —f(a) ) >0
fFBY ™ . f@h
In <m> > In 110
bulunur ve boylece

f@b™) < fia)f*~"(b)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.2. f:1 c (0,00) = (0, 00) GG-konveks bir fonksiyon, f(I) c I c (0, )
ve g:1 - (0,0) GG-konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise gof:I — (0, )

fonksiyonu GG-konvekstir.

Ispat. x,y € I ve t € [0,1] olsun.
f fonksiyonu I da GG-konveks oldugundan f(xty1™t) < ft(x)f1~t(y) dir.
g azalmayan bir fonksiyon oldugundan
g(f &'y ™) = (gof)(x'y*™)
<gUfreftoN)
< (g(fFGIN @F oM™
= (9o () (gof )" ()

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.3. A bir indis kiimesi ve VA €A igin f;: I € (0,0) = (0, ) GG-konveks
bir fonksiyon ve f =supf; olsun. Eger | = {x € I: f(x) < oo}(I # @) ise J bir
Aen

aralik olup f, J tizerinde GG-konvekstir.

Ispat. a,b € ] ve t € [0,1] olsun. O halde,
fa*b'™") = sup f; (a* b'™")
Aen

< sup A @A b)

18



t —
(g @) (i)
= FH@F 1t b) @)
bulunur. Buna gore f, J iizerinde GG-konvekstir.
Ote yandan, a, b € J oldugundan f(a) < o ve f(b) < oo olur. Dolaysiyla (4.1)’den
f@b ) < fAa)f Tt ) <
olup atb'~t € J dir. O halde a, b ve t keyfi oldugundan Va, b € J icin
[a,b] = {atb'~t:t € [0,1]} < J olur ki bu da J *nin bir aralik oldugunu gosterir.

Teorem4.1.4. f,g:1 c (0, ) iki GG-konveks fonksiyon ve @ > 0 olsun. Bu takdirde
af,f% f.g ve f + g fonksiyonlar da I tizerinde GG-konvekstir.

Ispat. x,y € I ve t € [0,1] keyfi alinsin. f ve g fonksiyonlari I iizerinde GG-konveks
olduklarindan
fEEyD) < FreOf0 0,
glxty'™) < gt () gt (x)
dir.
i) a>0igin
(af)(xty'™0) = af (x'y'™")
< af*()f*' )
= (af ) (af YN'*
oldugundan af fonksiyonu I iizerinde GG-konvekstir.
i) a > 0 olsun.
fetyD < (Freof~f o
= (FAON (FA N
oldugundan f“ fonksiyonu I iizerinde GG-konvekstir.
i) (f. @)ty ™) = fxfy' ™). g(x" ¥ ™)
< O MG g D)
=99
olup f. g fonksiyonu I tizerinde GG-konvekstir.
IV) Va,b,c,d > 0,Vt € [0,1] igin
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atbr t+ ctd* P < (a+o)i(b+d)t (4.2)
oldugunu biliyoruz. Buna gore,
f+ G YD = Flxy™) + glx'y'™)
SO+ 9" 09T D)
elde edilir. (4.2) esitsizliginden,
F+DEY )< F+D OF +9 " »)

olur ki bu da f + g fonksiyonunun I iizerinde GG-konveks oldugunu gosterir.

Onerme 4.1.1. ¢:[a,b] » R artan ve siirekli bir fonksiyon olsun. h:[a,b] » R
fonksiyonu igin hog ™! fonksiyonu (¢(a), ¢ (b)) araliginda siirekli ise h fonksiyonu,

(a, b) araliginda siireklidir.

Ispat. ¢: [a, b] — R fonksiyonu artan ve siirekli oldugundan ¢ ~: [(¢(a), ¢(b)] = R
fonksiyonu da artan ve siireklidir.
Xo € (a, b) keyfi alinsin. O halde ¢ (x,) € (¢(a), (b)) olur.
hop™1; ¢(x,) da siirekli oldugundan Ve > 0 i¢in 38 > 0: |@(x) — @(x,)| < & olan
Vx € (a,b) igin

|(ho ™) (0(x0) = (ho 9™ (x0))| = |h(x) — h(xo)| < € (4.3)
olur. Diger taraftan § > 0 i¢in ¢ fonksiyonu x, € (a, b) de siirekli oldugundan
36" > 0:|x —xo| < 8% olan Vx € (a, b) igin |p(x) — p(xy)| < & dir. (4.9)
(4.3) ve (4.4) den Ve > 0 i¢in 36" > 0 sayist vardir ki |x — x,| < 8" kosulunu
saglayan Vx € (a, b) i¢in |h(x) — h(x,)| < € olur. Bu ise h fonksiyonunun (a, b) de

stirekli oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.5. f:[a,b] c (0,0) = (0,0) GG-konveks ise f fonksiyonu (a,b)

araliginda siireklidir.

Ispat. Ino f oexp fonksiyonu, [Ina,Inb] araliginda konveks olup (Ina,lnb)
araliginda siireklidir.
Onerme 4.1.1 e gore, Ino f fonksiyonu (a,b) araliginda siireklidir. exp:R - R

stirekli fonksiyon oldugundan exp o (Ino f) = f fonksiyonu (a, b) de siirekli olur.
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4.2. GG-Konveks Fonksiyonlar I¢cin Jensen-Mercer Tipli Esitsizlikler

Teorem 4.2.1. f:[a, b] c (0,) — (0,0) fonksiyonu GG-konveks olsun. O halde
Vx € [a, b] i¢in

ab fla)f(b)
(%)< ) (4.5)

esitsizligi saglanir.

Ispat. x € [a, b] keyfi alinsm. O halde x = a®h'~t olacak sekilde t € [0,1] vardur.

Buna gore
@ — ab = qgl-tpt
x  athl-t

yazilir. f fonksiyonu GG-konveks oldugundan,
b
£(5) = Fattb9)
X
< i a)ftb)

= f@fMIf @f = )]
_ f@f®)
ft(@)f*=t(b)
elde edilir. Bu ifadeye tekrar f fonksiyonunun GG-konveksligi uygulanirsa,
aby _ f(a)f(b)
F(3) = o
_f@f®)
f)

sonucuna ulagilir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 4.2.2. f:1 c (0,) — (0, ) fonksiyonu GG-konveks olsun. Buna gore,

Y A; = 1 kosulunu saglayan her 4; > 0veherx; € (i =1,2,..,n) i¢cin

FIT x?) < TTiq fA4(x) (4.6)

esitsizligi saglanir.
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Ispat. Ino f o exp, In da konveks oldugundan Jensen esitsizligi kullamilirsa,

(Ino f o exp) (Z A;In xi> < Z(/li (Ino f oexp)Inx;)

In| f (ﬁ xi’li> < lnﬁf’li(xi)
i=1

i=1

f (ﬁ xili> < ﬁfli(xi)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.3. f:1 c (0,0) — (0, o) fonksiyonu GG-konveks olsun.
Va,b € I,Vx; € [a,b] X1 A; = 1 kosulunu saglayan 4; > 0 ve n € N i¢in

f( ab ) f@)f )
=y f )M i=1 f ()t

esitsizligi saglanir.

Ispat. Vx; € [a,b],A; = 0,3¥%,4; = 1 olsun. Teorem 4.2.2. kullanilirsa,

) (1169
1)

elde edilir. Bu son ifadeye (4.5) esitsizligi uygulanirsa,
f@*if (b)4
(Hl . f(xl)%> 1_[ f e
_ _Sf@f®)
[T, f )%

sonucuna ulasilir. Bdylece ispat tamamlanmais olur.
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4.3. GG-Konveks Fonksiyonlar I¢cin Lazhar Tipli Esitsizlikler

Teorem 4.3.1 f:1 c (0,0) = (0,00) fonksiyonu GG-konveks bir fonksiyon ve

1 <ne€eNigin xq,x,, ..., X, €I olsun. O halde

(I x)

esitsizligi saglanir.

n—1
n

Ispat.

Lyol. f:1 c (0,0) — (0, o) fonksiyonu GG-konveks olsun. In o f o exp

Inl = {Ilnx: x € I'} kimesinde konveks olup, konveks fonksiyonlar ile Lazhar’in
birinci teoremi kullanilirsa,

Inofoexp(Inx;)+ Inofoexp(lnx,) +--+1Inofoexp(lnxy,)

1
- lnofoexpgln(xl +x, + 4 xp)

>n—1[l ¢ (lnx1+lnx2>
z — nofoexp >

Inx,_; +Inx Inx, +Inx
+lnofoexp( n12 n>+1n0foexp(n#1>]

Inf(x))+-+Inf(x,) — %lnf(xl.xz. e Xp)

[In f(/x1x2) + -+ + In f (fxn_12) + In f({/x%1) ]

n—1
>

n

[ FO) e f )

(1. X0 oo )|

_ n-1
in| LOL SO o (¢ (072) o (). £ ()

| f (1. X0 e )7

In

2 2 i (7 (02 o (). F ()|

L= SOD > () o f () f (nrs))

f (H?=1 xi)ﬁ
esitsizligi elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
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ILyol. (2.2) esitsizliginde 1 = % alinirsa f(/xy) < /f(x)f(¥) olur ve asagidaki

esitsizlikler elde edilir:

f(\/ x1x2) <V f(x2)
f(\/ x2x3) < Vflx)f(x3)

f(Vxnx1) <) f ()

Elde edilen bu esitsizlikler taraf tarafa carpilirsa,

fVxx) e f(nx1) < T £(x0)

- _ﬁf(xi)-

n—1
n-1

oy ¥ &
=] [reo 1[]_[f<xi)] 1
Li=1 g i=1

. n T
=<[]_[f<xi>”ﬂf<xl)] >

=1 i=1
_ [ M/ () ]_

i £ 7

bulunur. (4.6) esitsizliginde 1; = % alinirsa,

E
AR

n—

F(F) - F () < [M]
AT x)n

bulunur ve boylece

TS GO ((72) o (o) F(ED) ™
Ty %)

esitsizligi elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.
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Teorem 4.3.2. f:1 < (0,00) = (0,0) fonksiyonu GG-konveks bir fonksiyon olsun.

1
1 n\,_+ L.
n€N, n>1 olmak ilizere a = (ay.....a,)n ve b; = (%)n Li=1,..,n icin

1

a,...,ay €1 ise

n n—-1 n n
Hi=1f(ai)
(nf ”’”) S( F@ )

esitsizligi saglanir.

Ispat. f:1 c (0,00) — (0, ) fonksiyonu GG-konveks bir fonksiyon olsun. O halde
Lazhar’1in ikinci teoreminden,
(m—1)[(Inofoexp)(Inby) + -+ (Ino f o exp)(Inb,)]
<n[(Inof oexp)(lna,) + -+ (nof oexp)(lna,) — (Ino f o exp)(Ina)]
(n = DlInf(by) + -+ 1Inf(by)] < nllnf(a;) + -+ Inf(an) —Inf(a)]

(= D[In(f (b)) ... f(b))] < h1<fﬁfll:;fﬁﬂzl>l

f(a)
nt < (FC@)  Flan)\"
In((f(by) =+ ()™ < In (=)
w1 < (F(@) - f@)y"

(b~ f )™ < (F50)

n—1 n n
- [T, fa)
(Hf “’i)> S( 7@ )

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda, GG-konveks fonksiyon simifi i¢in bazi yeni esitsizlikler elde
edilmistir. Ayrica Jensen-Mercer esitsizligi ve Lazhar esitsizlikleri, GG-konveks
fonksiyonlar i¢in ifade ve ispat edilmistir. Kullanilan ispat yontemleri konveks
fonksiyonlarla ilgili daha 6nceki ¢alismalara benzer olarak yapilmigtir. Bu galismalar

bu alanda ¢alisan arastirmacilar i¢in yeni bir kaynak olusturmaktadir.
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