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OZET

KOORDINATLARDA KONVEKS DONUSUMLER ICIN GENIiSLETILMIS
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Bu tez ¢aligsmasi, koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢in 6nemli olan bir esitsizlik elde
etmek olup esitsizliklerin sonucunda Riemann-Liouville Kkesirli integral ve logaritmik
integral icin Hermite-Hadamard tipli esitsizliklerin bir genislemesi oldugu gosterilecektir.
Bu calismada ayrica elde edilen esitsizliklerin daha dnceki calismalarda verilen bazi
sonuclarin genellestirilmesi oldugu da verilecektir.

Anahtar sozcukler: Hermite-Hadamard esitsizligi, Koordinatlarda konveks fonksiyon,
Riemann-Liouville kesirli integral.
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ABSTRACT

ON THE EXTENSION OF HERMITE-HADAMARD TYPE INEQUALITIES
FOR COORDINATED CONVEX MAPPINGS
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Master’s Thesis
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July 2023, 90 pages

This thesis is to obtain an inequality in coordinates, which is important for convex
functions, and it will be shown that as a result of the inequalities there is an expansion
of the Hermite-Hadamard type inequalities for the Riemann-Liouville fractional integral
and logarithmic integral. It will also be given that the inequalities obtained in this study
are a generalization of some of the results given in previous studies.

Keywords: Hermite-Hadamard inequality, Convex function in coordinates, Riemann-
Liouville fractional integral.



1. GIRIS

Matematikte 'esitsizlik' terimi, iki nesne arasindaki korelasyonu yansitmak i¢in kullanilan
iki nicelik arasindaki iliskiyi ifade eder. Esitsizliklerin dokunusu ve rolii, on dokuzuncu
yiizyilda hesabin icadindan sonra giderek daha onemli hale geldi. Esitsizlikler, cagdas
matematigin hemen hemen tiim alanlarinda hayati bir rol oynamakta fizik ve miithendislik
bilimleri dahil olmak iizere tiim bilim dallarinda genis bir uygulama alanina sahiptir.
Konvekslik genellikle esitsizlikler verir ve geometrinin ¢ok temel bir konusudur, ayrica
matematigin bir¢ok alaninda da yaygm olarak kullanilir. Konvekslik zaten Yunan
filozoflar1 i¢in bir tartisma konusuydu ve muhtemelen Babil ve Misir antik donemlerine
kadar uzaniyor. Arsimet'in (Syracuse Arsimetleri) "Kiire ve silindir iizerine" [1] adli
incelemesinde konveksligin ilk dogru tanmmini (MO 287-M.O. 212) sagladig

anlasilmaktadir.

Arsimet'in postiilalar1, "U¢ noktalar1 ortak olan iki digbiikey yaydan biri digeriyle bitis
noktalarini birlestiren dogru arasinda bulunuyorsa, birinci yayin uzunlugu ikinci yayin
uzunlugundan daha kiigiiktiir" seklinde tanimlanir. Muhtemelen konvekslik fikri,
sayilarinki kadar eski degildir, ancak insan uygarliginin baslangicindan beri daireler veya
ticgenler gibi temel geometrik sekillerin ¢izilmesidir. Konvekslik, fonksiyonel analiz,
ayrik matematik, kimya, fizik ve diger bilimler gibi matematigin farkli bolimlerinde
siklikla gizlenir. Fotografcilik ve trafik giivenligi icin tiimsek aynalarin cekici bir
uygulamasi. Modern arastirmalarda konveksligin dogrudan veya dolayli olarak
kullanildig1 yaygin olarak kabul edilmektedir. Genis kullanim1 ve alaka diizeyi nedeniyle,
konveks kiimeler kavrami ve sonug olarak konveks fonksiyonlar, ¢esitli alanlarda genis
capta genellestirilmistir. Konveks fonksiyonlar, biiyiik bir esitsizlik sinifin1 kanitlamak
icin giiclii araglardir. Giiniimiizde konveks fonksiyon analizi, yar1 konveks fonksiyonlar
[2], log konveks fonksiyonlar [3], koordinatlara gére konveks fonksiyonlar [4], harmonik
konveks fonksiyonlar [5], GA-konveks fonksiyonlar [6], ( alfa;m)-konveks fonksiyonlar

[7] dahil olmak iizere daha genis bir fonksiyon teorisine dogru genisletilmistir.

Esitsizlikler teorisi ve konveks fonksiyonlar fikri birbiriyle yakindan iligkilidir. Hermite-

Hadamard esitsizligi, konveks fonksiyonlardan gelistirilen birincil dnemli sonugtur.



Konveks fonksiyonlarin sistematik arastirmasina ilk olarak 19. ylizyilin sonlarinda
rastlanmasima ragmen, 20. yiizyilin ortalarinda matematigin 6nemli bir alani olarak
goriilmeye baslanmistir. Konveks kiimeler ve ilgili geometrik konular matematikgiler
tarafindan kullanilan 95 ana konudan biridir (52. sirada). Konvekslik, geometri, analiz,
lineer cebir ve topolojide kullanilir ve sayi teorisi, klasik ekstremum problemleri, lineer
programlama, oyun teorisi ve esitsizlikler teorisi(lineer, klasik ve matris) gibi ¢esitli
konularda 6nemli rol oynar. Son yiizyilda gelisen disiplini ve artan uygulamalariyla

matematiksel analizin merkezi alanlarindan biri olarak yerini almistir.

Konveks terimine ilk olarak, 1881 de Ch. Hermite(1822-1901) in Mathesis 3(1883, 5.82)
dergisine gonderdigi mektupta rastlanmistir. Mektupta;

“Sur deux limites d'une intégrale définie. Soit  une fonction qui varie toujours dans le

méme sensde x=a ,a x=Db. On aura les relations

(b—a)f[azbj{f: f(x)dx<(b—a)w

ou bien

2

(b—a)f(a—;bj>£’ F(x)dx > (b—a) f(a)+ f(b)

suivant que la courbe y = f (x) tourne sa convexit’e ou sa concavit'e vers l'axe

desabcisses.

En faisant dans ces formules f (x) =1/(1+ x),a=0,b = x il vient

2 2

X
log(1 - M
2+X<og(+x)<x 2(1+x)

X_

yaziliydi. Esitsizlikler alaninda daha fazla dikkate alinan 6nemli sonuglar vardir ama
maalesef Hermit'in temel calsmalar1 sik stk onun orjinal yazar kimligi verilmeden
belirtilmistir. Bu baglamda temel matematikte ilgi ¢eken/cekmekte olan Hermite-
Hadamard Esitsizliginin geometrik yorumu ve ¢ogu uygulamasiyla konveks fonksiyonun
ilk temel sonucu oldugunu sdyleyebiliriz. Cogu matematik¢i farkli konveks fonksiyon
smiflari(quasi-convex fonksiyonlar, fonksiyonlarin Godunova-Levin sinifi, log-convex
ve r-convex fonksiyonlar, p-convex fonksiyonlar, vb.) ve ézel ortalamalar (p-logarithmic

ortalamalar, identric ortalama, Stolarsky ortalamalar, vb.) icin onu uygulamaya,

2



genisletmeye, sadelestirmeye ve genellestirmeye calismaktadir.

Dragomir, [8] deki ¢alismasinda R 2 diizleminde bir dikdortgen tzerinde koordinatlara
gore konveks fonksiyonlarin tanimini vererek bu fonksiyonlar icin ilk olarak Hermite-
Hadamard tipli yeni bir esitsizlik vermistir. Daha sonraki yillarda bu ¢alisma g0z 6niine
alinarak yukarda bahsetmis oldugumuz farkli tiireden bir¢ok yeni koordinatlara gore

konvekslik tanimlar1 verilerek yeni sonuglar elde edilmistir.

Bu tezde koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢in 6nemli olan bir esitsizlik elde edilecek
olup ve bu esitsizliklerin sonucunda Riemann-Liouville kesirli integral ve logaritmik
integral icin Hermite-Hadamard tipli esitsizliklerin bir genislemesi oldugu gosterilecektir.
Bu calismada ayrica elde edilen esitsizliklerin daha 6nceki ¢alismalarda verilen bazi

sonuclarin genellestirilmesini oldugu da verilecektir.



2. KURAMSAL KAVRAMLAR

Bu bdlimde, tezde kullanilacak temel tanim ve teoremler sunulacaktir. Ayrica teze 1s1k

tutan literatiirde var olan bazi esitsizlikler ispatsiz olarak verilecektir.

2.1. GENEL KAVRAMLAR

Tamim 2.1. (Limit) A € R olmak lizere f : A — R bir fonksiyon ve a da A kiimesinin
bir yigilma noktasi olsun. Her € > 0 i¢in, eger O<|x — a|<ooldugunda |f(x) — L| < ¢
kalacak sekilde bir 6 > 0 sayisi bulunabiliyorsa x, a ya yaklagtiginda f nin limiti L dir

denir ve bu durum
limf(x) =1L
x—a

ile gosterilir [64].

Tamm 2.2. (Sureklilik) A ¢ R olmak tzere f: A — R bir fonksiyon ve a da A
kiimesinin bir yig1lma noktasi olsun. f fonksiyonu a lizerinde siireklidir ancak ve
ancak |[x — a|<doldugu zaman |f(x) — f(a)| < € olacak bicimde her ¢ > 0 i¢in en az

bir 6 > 0 sayis1 vardir. Yani,
lim f(x) = f(a)
x—a

Ise f fonksiyonu a noktasinda siireklidir. Eger f fonksiyonu A kiimesinin her noktasinda

stirekli ise bu fonksiyon A Utzerinde sureklidir denir [64].
Teorem 2.1. a, b € R olmak Uzere f:[a, b] = R fonksiyonu siirekli ise sinirlidur.

Tamim 2.3. (Mutlak Siireklilik) i = 1, ..., n olmak lizere [a, b] araliginin ayrik agik alt

araliklarmin birikimi {(a;, b;)} T i¢in

zn:(bi —a)<$

oldugu zaman



D)~ flal <8
1

olacak sekilde herhangi bir € > 0 sayisina karsilik gelen bir 6> 0 sayis1 varsa f

fonksiyonuna [a, b] araliginda mutlak siireklidir denir [65].

Tamm 2.4. (Tlrev) A c R, x, € 4, xy, A'nin bir yig1lma noktast ve f: A - R bir

fonksiyon olsun. Eger

i L0 — F(x0)
m—--—--

X—Xg X — xO
limiti veya x = x, + h yazilmasiyla elde edilen

i fxo+h) = f(xo)
im

X—Xg h

limiti varsa f fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilirdir denir ve bu limitin degeri f nin

Xo noktasindaki tirevi adini ahr. Bu tlrev f’(xo),dfiz(’) veya Df (x,)

sembollerinden biri ile gosterilir [64].

Tek degiskenli fonksiyonlarda tlirevlenebilme ve diferansiyellenebilme kavramlart ayni

anlama gelmektedir.
Tamim 2.5. (Konveks Kume) V bir lineer uzayve A c V ve x,y € A olsun.
B={teV:t=ax+(1-a)y, 0<a<1} c A

seklinde tamimlanabiliyorsa A kimesine konveks kiume denir. Ancak t € B ise
t =ax +(1—a) y esitliginde x ve y nin katsayilar1 i¢in bagmti her zaman dogrudur.
Bundan dolay1 konveks kiime tanimindaki (1-«), & yerine « +f =1 sartin1 saglayan
negatif olmayan «, § sayilar1 yazabiliriz. Geometrik anlamda B kiimesi ug¢ noktalar x ve
y olan bir dogru pargasini belirtmektedir. Sonug olarak konveks kiime bos olmayan ve

herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasina karsilik gelen kiimedir [72].
Tanim 2.6. (Konveks Fonksiyon) Va,b € [vet € [0,1] icin
f(at +(1-t)b) <tf(a) +(1-t) f(b)
esitsizligini saglayan f : I € R — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (esdeger

olarak t € (0,1) araliginda da secilebilir.). Geometrik olarak bu esitsizlik, f

fonksiyonunun grafigi kiriglerinin altindan gectigi anlamina gelmektedir. Asagida bazi



konveks fonksiyon 6rnekleri verilmistir.
i) e
ii) — log(x)

iii) x% (R*),a=1vea <0

iv) x4 (R*),a<0<1

v) [x%,a=>1

vi) xlog(x), (R")

Asagidaki kriterler konveks fonksiyon tanimina esdegerdir.

1. I araligi lizeride f fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi bir

¢ € I noktasi igin, % fonksiyonunun I araliginda artan olmasidir.

2. f : (a,b) — R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her ¢, x € (a, b)

icin,
FG) - £(0) = f g(Ddt

olacak sekilde g : (a, b) — R artan fonksiyonun olmasidir.

3. f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak Gzere , f nin konveks olmasi igin gerek ve

yeter sart f' fonksiyonunun artan olmasidir [73].
4. f", (a, b) de mevcut olsun. Bu durumda f nin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart
f"(x) = 0 olmasidir.

5. f : (a,b) — R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her xo € (a, b)

icin f fonksiyonunun en az bir support dogrusuna sahip olmasidir. Yani
f(x) = f(xo) + A(x = %)
esitsizligini saglamasidir. Burada A4, x, baghdir ve eger f'varsa 0 zaman
A= f'(xo) yada f2(xo) # fi(xo) ise A € [fZ(x0) + f+(x0) ]
dir.

6. f:(a,b) >R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter

sart P, Q ve R noktalar1 f fonksiyonunun grafigi iizerinde herhangi ii¢ nokta olmak iizere,



egimP(Q < egimPR < egimQR
esitsizliginin saglanmasidir [74].
Konveks fonksiyonlarin temel 6zellikleri sunlardir:

1fi: R">R,({=123,..,k) fonksiyonlar konveks olmak tizere

k

flx) = Z a;fj(x), a; >0;(1,23,..,k)

j=1

fonksiyonuda konvekstir. Konveksligin tanimindan;

k
flex+ (1 -0y = Z afj(tx + (1= 1)y)
j=1
k
< Z}_zl @[t f;:(0) + (1= OF )]
k
= Z [ta;fi(x) + (1 —t)a;f;(¥)]
j=1

= Z; (ajf,-(X)) +(1-1) ijl(ajfj(y))
Stf)+ A -0fQ).
2. f: R* > Rkonkav ve A= {x:f(x)> 0} olmak lzere g: A - R, g(x) =$
biciminde tanimlanan g, A’ da konvekstir.

3. f: R - R azalmayan ve konveks ve g : R™ — R da konveks bir fonksiyon olsun.
Bu takdirde, h : R®" - R

h(x) = (fog)(x) olarak tanimlanan h bileske fonksiyonu da konveksdir. Gergekten
h:R" > R, h(x) = £(g(x)) olmak Uzere x = ta — (1 — )b, ve buradan
h(tx; + (1 —t)xy) = f(g(tx; + (1 —t)xy)
< f(tg(x) + (1 - )g(x2)
=tf((g(x1) + (1 = )f ((g(x2))
= th(x,) + (1 — Oh(x,).

4. f: R™ - R konveks ve K uygun matris olmak lzere g : R* - R, g(x) = Kx + L

formunda bir konveks fonksiyon olsun. h(x) = f(g(x)) fonksiyonu icin

7



gtx+(1—-0)=K@tx+ (1 —-t)y)+L
=tKx+ (1 - t)Ky + L
olup;
fg(0) = f(g(tx + (1 = D)y)
=f(tKx+ (1 —t)Ky + L
=f(tKx+ (1 —-t)Ky+L+tL—tL)
= ft(Kx+ L)+ (1 — Ky + (1 - 0L
=ftKx+L)+(1—-t)Ky+1L
<tf(Kx+L)+ (1 —-t)f(Ky+1L)
tf(g()) + 1 = Of(g(x))

oldugundan h = f(g(x)) konveks fonksiyondur. Yani afin doniisiim konveks fonksiyon

altindaki goriintiisiide konvekstir.
Tamm 2.7. (Ucgen Esitsizligi) x,y € R icin
Ix +yl < x| + |yl

lIxll = Iyl < Ix =yl

lIxll = Nyl < Ix + ¥l
ve tiimevarim yontemiyle,

ey + o xn | < Ml |l + o+ llxn |l

esitsizlikleri saglanir [75].

Tamm 2.8. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu) f , [a, b] araliginda siirekli reel

degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

fa feodx] < f G0 ldx

esitsizligi gecerlidir.

Teorem 2.2. (Ortalama Deger Teoremi) f , [a, b] araliginda siirekli ve (a,b) de

diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda



oy b)) —f(a)
f'(c) =T p_—a

olacak sekilde ¢ € (a, b) vardir.

Teorem 2.3. (Integraller I¢in Ortalama Deger Teoremi) f , [a, b] araliginda siirekli

olsun. Bu durumda

1 b
m.f f)dx = f(c)

olacak sekilde ¢ € (a, b) vardir.

Tamim 2.9. E Olculebilir bir kiime olmak tzere f bu kiime tizerinde taniml1 ve reel
degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda herhangi bir L sayisi i¢in f(x) > Lolanx € E

degerlerin kiimesi dlgiilebilirse f fonksiyonuna Ol¢tlebilir fonksiyon denir.

Teorem 2.4. (Lebesque Integralinin Varhk Teoremi) Sonlu élcimli E kiimesi

uzerinde f fonksiyonu sinirlt ve olgiilebilir ise Lebesque integrali vardir.
Tanim 2.10. (Jensen Esitsizligi) f , [a, b] araliginda konveks fonksiyon t; € [0,1] i¢in
v t; ve Vx € [a, b] icin asagidaki esitsizlik gecerlidir:
n n
f <Z tixl-)) <) uf e
i=1 i=1

Bu esitsizlikte 6zel olarak t; = t, = t3 = -+ t,, = % aliarak tekrar diizenleme yapilirsa

f( = ) Zf(xl)

elde edilir.

f, [a, b] araliginda konveks fonksiyon t; € [0,1] icin X' t; = 1 oldugunda Vx €
[a, b] icin induksiyonla

f(tlxl tlXxy o+ 1 Xp—1 + tnxn)

=f((1 n)( xp + - +1 ixn_1)+tnxn>

ty tn-1
< (1 - tn)f ((1 - tn) (1 —t Xyt —t xn—l)) + tnf(xn)



< (- )f [ o) + o+ 2 FGne) + taf (o)

(1 tn)

=t f () + tof (x2) + - + b f (xn)

<(1

oldugu goriiliir [76].

Tamim 2.11. (Dirichlet Formuli) ¥, = [a, b], ¥, = [c,d], —0 < a < b < oo,

—o0 < ¢ <d < oove f(x,y), P, P, tizerinde tanimli olsun. Bu durumda,

Lb (faxf(X,J’)dy> dx = Lb <fybf(x,y)dx> dy

seklindeki esitlige Dirichlet formiilii denir [79].

Tanim 2.12. 1 < p < oo olmak Uzere

1/p
Lszp:{f: ( f If(x)lpdx> <oo}, ||f||oo=< f If(x)lpdx>

normuna gore bir Banach uzayidir.

1/p

Tanim 2.13. (Abel Integral Denklemi) 0 < a < 1 olmak (izere

— 1 * a—1 d 0
f(x)—m]o(x—r) Y(@dr, x>

ifadesine Abel Integral Denklemi denir [77].

Tamim 2.14. (Fubini Teoremi) f(x, y) fonksiyonunun a < x < b,c < y < d araliklar

uzerinde olgllebilir olmak tizere

fa b f o y)dyds = f ' f ' y)dxdy

dir [77].
Tamim 2.15. (Holder Esitsizligi) @ = (a4, @5, ..., a,) ve b = (by, by, ..., by,) reel veya

kompleks sayilarin iki n — lisi olsun. Bu takdirde

11
—+-=1
P q

olmak tizere

a.p>1lise,

10



1/q

n n 1/ n
D laghil < (Zmup) ,, (Zwuq)
k=1 k=1 k=1

b.p <0veqg<O0ise,

n n 1/ n
D laghil < (Zmup) ,, (Zwuq)
k=1 k=1 k=1

esitsizlikleri gecerlidir [78].

1/q

Tamim 2.16. (Integraller icin Holder Esitsizligi) p > 1 ve % + i = 1 olsun. f ve g,

[a,b] araliginda tanimli reel fonksiyonlar, |f|? ve |g|9, [a, b] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise

b b Yo b
f |f<x)g(x)|dxs<j |f<x>|p) (f |g<x>|q)

esitsizligi gecerlidir [75].

l/q

Tamim 2.17. (Cauch Esitsizligi) x = (xq, x5, ..., X)) ve y = (¥4, V2, .., Yn) reel veya

kompleks saylarin n — lisi olsun. Bu durumda,

n n 1/ n 1/
Ik (Zw) Z(Zw) 2
i=1 1 i=1

i=

veya

n
> lil < Ixlalyly
i=1

dir.

Tamim 2.18. (Cauchy -Schwarz Esitsizligi) f, g : [a, b] = R integrallenebilen
fonksiyonlar ve A sabiti igin

t

ftf(x)dx =A f g(x)dx, t € [a,b]

iligkisi mevcut ise

b b b
( f f(x)g(x)dx)s(f [f(x)]zdx> <f [g(x)]de)

11



saglanr. Bu esitsizlige Cauchy -Schwarz Esitsizligi ad1 verilir.

Tamm 2.19. (Minskovski Esitsizligi) 1 < p < oo olmak Uzere Q, ve Q, kiimeleri

uzerinde 6lgulebilir £ (x, y) fonksiyonu igin,

p Yp Yy
{f ( f(m)) dy} < f < |f<x,y)|pdy) dx
0, \’VQ, Q7 \Vq

esitsizligine Minskovski esitsizligi ya da genellestirilmis Minskovski esitsizligi denir

[75].

Teorem 2.5. (Young Esitsizligi) ¢ : [0, +00) >R surekli, kesin olarak artan, ¢(0) =0

ve lim ¢(u) = +oo, 6zelliklerine sahip bir fonksiyon ve ¢! = W olsun. Va € R icin
u—oo

P(a) = jo

denirse her x,y € [0, +0) igin

a

p(u)du, Y(a) = ja‘P(u) du
0

xy < P(x) +¥Y(x)
dir. Esitlik sadece y = ¢(x) olmasi halinde gegerlidir [81].

Teorem 2.6. (Ostrowski Esitsizligi) f: 1 c [0,) — R, 1%°da diferensiyellenebilir bir
doniisiim olsun. f € [a, b] olacak sekilde I sinirli olsun. Burada a < bve a,b € 1 dir.

Eger |f(x)| < M ise

)

1
<M —-a) Z+W

1 b
£ —5— | Fadu

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Ostrowski Esitsizligi denir [80].

2.2. KESIiRLi INTEGRALLER

Bu alt bolumde ilk olarak Riemann-Liouville kesirli integral taniminin elde edilisi

verilecek, daha sonra literatiirdeki bazi kesirli integral tanimlari1 sunulacaktir.

Riemann-Liouville kesirli integral operatdriini elde etmek igin ilk olarak n-katli

SO (2 [0 f(0w)dondoy_y ... doydoy (2.1)

integralini ele alalim. Bu integralde integrasyon sirasini ve buna bagl sinirlari

12



degistirelim.

Bunun igin
a<o <x 0, <0y <x (2.2)
a<o; <oy o, <oy <x
A< 0, 1< 0, Op < Opq < X
a <o, <0, a<o,<x

sinirl degisimleri altinda (2.19) ifadesi

X g1 02 On-1
j f j j f(odo,doy,_4 ...do,doy
[24 a [24 [24

=[5 (0202 L2 (f doy) doy) doy,_y ) do, (2.3)

On-1

seklinde yazilir (2.3) ifadesinin sag tarafi terim terim hesaplanirsa,

f: f:l f:z ...f:n_lf(an)dandan_l .doydoy, = (n_l1)!faxf(0n)(x—an)”‘1dan

(2.4)

esitligi elde edilir. Burada I'(n) = (n — 1)! Olusu kullanilirsa

]: ]:1 ]:2 L (0000 . doyde, = ﬁjaxf (0n)(x = 0)" " do,

(2.5)

yazilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki n pozitif bir tamsayidir. Gamma fonksiyonu tam
sayilar disinda da ifade edilebildiginden, n nin tamsayi olmamasi durumunda (2.5)
esitsizligin sag yani i¢in asagidaki kesirli Riemann-Lioville integral operatoriiniin tanimi

verilebilir.

Tamm 2.20. (Riemann-Liouville Kesirli integrali) f(x) € L, [a, b] olsun. Bu

durumda

1
I'a)

JES ) = == [X(x — )*1f()dt, a <x (2.6)
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ve
JEfG) = s [t =0 f (0t x < b (2.7)

integrallerine ¢ > 0 igin a. mertebeden sirastyla sag ve sol tarafli Riemann-Liouville
kesirli integrallleri denir. Burada JZ, f (x) = f(x) ve J§_f(x) = f(x) dir [66].

Tamim 2.21. (p-Riemann-Liouville Kesirli integrali) f € L, [a, b] olmak (izere

I§F(0) = &

o f (xPtl —gptYa-lrpf(D)dr, x> a, p>—1 (2.8)

19F(x) = (";2) [P@Pt — xPYe I f(D)dT, b>x, p>—1  (29)

seklinde tanimlanan esitliklere a > 0 i¢in a. mertebeden sirasiyla sag ve sol tarafli

genellestirilmis p-Riemann-Liouville Kesirli Integralleri denir [67].

Tamm 2.22. (h-Riemann-Liouville Kesirli Integralleri) f € L [a, b], h(x) de [a, )
aralig1 lizerinde azalmayan pozitif monoton ve ayn1 zamanda h'(x) de (a, ) araligi
Uzerinde surekli olsun. Bu durumda olmak Uzere h(x) fonksiyonuna goére bir f(x)

fonksiyonunun h sol ve sag Riemann-Liouville Kesirli Integralleri

[* LN
(I8enf)x = 75 )2 Gyt (x>, @ >0) (2.10)

a _ 1 b fOR(®)
(I&_nf)x = ) I oo dt (b>x, a>0) (2.11)

seklinde tanimlanir. Burada

(larnf) G = (I f)(0) = f (%) (2.12)
esitlikleri vardir [68]. Burada h(x) = x secilirse klasik Riemann-Liouville Kesirli
Integral formiilleri ve h(x) = ZDTT secilirse de p-Riemann-Liouville Kesirli integralleri
elde edilir.

Tamm 2.23. (h,k -Riemann-Liouville Kesirli Integralleri) f € L [a,b] ve h(x),
[a, ) aralig1 lizerinde azalmayan pozitif monoton ve ayni zamanda h'(x) de (a, )
araligi tizerinde siirekli olsun. Bu durumda k > 0 olmak Uzere h(x) fonksiyonuna gore

bir £ (x) fonksiyonunun h, k sol ve sag Riemann-Liouville Kesirli Integralleri

x _ f(OR(®)
dt x>a, a>0 2.13
(&2 = o ) e LU ) (2.13)
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b fOR®)
( IEnf )x = krk(a) J. P dt (b>x, a>0) (2.14)

seklinde tanimlanir. Burada

(k@ f) ) = (ilp-nf) () = f () (2.15)
esitlikleri vardir [69]. Burada k = 1ve h(x) = x secilirse klasik kesirli integral
formdalleri, k = 1ve h(x) = Zp—: secilirse de p-Riemann-Liouville Kesirli integralleri ve
k = 1 secilirse h-Riemann-Liouville Kesirli Integralleri elde edilir.

Tanmim 2.24. (Wely Kesirli Integrali) Wely’in kesirli integral tanimlar1 ileriye dogru

integrasyon ve geriye dogru integrasyon olmak {izere sirasiyla
Mo [f (0] = (&) f (x)
= i [0 - 0 ©dg (2.16)
ve
~o W [f O] = (Lol f ()
= o [ = O ()dg (2.17)

seklinde tanimlanir [70].

Tanmim 2.25. (Chen Kesirli integrali) Chen’in kesirli integral tanimu sol tarafli integral

ve sag tarafl1 integral olmak iizere sirastyla

UDfC) = 5= [1E =0T f(©)dg, x> (2.18)
ve

UDF0O) = 75 [L G = O (g, x < c (2.19)

seklinde ifade edilmistir [70].

Tanim 2.26. (Kober Kesirli Integrali) Kober kesirli integrali tanimu ise sol tarafli

kesirli integral

T [f(0)] = f (& =) 71 Ef(§)dE (2.20)

F(a)

ve sag tarafli kesirli integral
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19, [f (0] = Fes [ (§ = ) () dg (2.21)
olarak tanimlanir [70].

Tanmim 2.27. (Erdelyi Kesirli Integrali) Sirasiyla Erdelyi sol ve sag kesirli integralleri

18, (O] = Tl (60 — x) e (€)dg (222)

ve

anlf (O] = r(@f (§7 — x7)em1got-amm f(£)dg (2.23)
dir [70].
Tamim 2.28. (Hilfer k-kesirli Integral) Hilfer k-kesirli integral ise
IF ()] = s [5G = OFTf (§)dg (2.24)

seklindedir [70].

Kesirli integraller hakkinda daha fazla bilgi i¢in [66], [68], [71] nolu kitaplara bakilabilir.
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3. KOORDINATLAR UZERINDE KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN
HADAMARD’IN ESITSIZLIGI

Bu bélimde S.S. DRAGOMIR tarafindan elde edilen diizlemde koordinatlar lizerinde
tamimlanan konveks fonksiyonlar icin Hadamard esitsizligi ve bu esitsizlik i¢in bazi

uygulamalar verilmistir.

3.1. GIRIS

f:1€ R - R,Iaraliginda tanimli konveks fonksiyonve a < b ; a, b € I olmak lizere

reel sayilar olsun. Asagidaki esitsizlik

b 1 P b
F) s 57— faf(x)dxsw 3.1

Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir. Bazi ortalama esitsizlikler f nin uygun
degerleri i¢in (3.1) 'den tiiretilebilecegine dikkat edilsin. Makalede [10] (ayrica bkz. [11]

ve [9]) Hadamard'in sonucuyla baglantili asagidaki doniisiim olarak kabul edilir,

a+b

H:[0,1] - R, H(t) :=ﬁfbf(tx+ (1—t)T)dx.

H nin Ozellikleri agsagidaki gibi alinsin:
(i) H, konveks ve monoton azalandir.

(it) H nin simurlari,

1 b
sup H(t)=H(1) = m[ f(x)dx

t €[0,1]

ve

) _ _ a+b
nf HO =H@ =f ()

dir.
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Hadamard esitsizligiyle de yakindan baglantili bir baska doniisiimde sudur [11] (ayrica
bkz. [9]),

1 b b
F:[01] > R,F(t) :=(b_—a)2f Jf(tx+(1—t)y)dxdy.

Bu doniistiimiin 6zellikleri asagidaki gibidir:
(i) F konveks ve monotondur; [0, %] Uzerinde artmaz ve E 1] uzerinde azalmaz.

(i) F; > elemanina gore simetriktir, yani

hert € [0,1] icin F(t) = F(1 —t)

dir.

(iii) F nin sinirlar

1 b
sup F(t) =F(0)=F(1) =mf f(x)dx

t €[0,1]

ve

0= g [ (222

dir.

(iv) Asagidaki esitsizlik,

t € [0,1] icin F(t) = max{H(t), H(1 —t)}

vardir.

Bu bélimde; Hadamard esitsizligine benzer bir esitsizlik verilecektir, bu esitsizlik ile R?
de koordinatlar tizerinde konveks doniisiimleri alinacaktir. Ayrica, H ve F doniisiimlerine

benzer bazi doniigiimler ele alinacak olup ana 6zellikleri olusturulacaktir.

En son diizeltmeler, muadiller, genellemeler ve yeni Hadamard tipi esitsizlikler icin [16]-

[12] ve [14]-[15] makalelerine ve [13] kitabina bakiniz.
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3.2. HADAMARD’IN ESITSIiZLiGi

a < bvec < d olacak sekilde R? de iki boyutlu A :=[a, b] X [c, d] aralig1 ele alinsin.
Bir f fonksiyonu f:A-> R, bazi kismi doniisiimler f, : [a,b] - R, f,(u)
= f(u,y) ve filc,d] » R, f,(v):=f(x,v) ise tim y € [c,d] ve x € [a,b] i¢in

tanimlandig1 yerde konvekstir.

Asagidaki esitsizlik, tiim (x,y), (z,w) € Ave A € [0,1] icin
fAx+ A -Dz, y+ A -Dw) <Af(x,y) + (A -1 f(z,w) (3.2)

f : A = R fonksiyonunun A'de konveks oldugunu hatirlayalim.

Koordinatlara gore konveks fonksiyonlar igin genel bir tanim asagidaki gibi ifade

edilebilir. Bu tanim Dragomir tarafindan [17]'de su sekilde tanimlanda.

Tanmm 3.1. Tim ¢, s € [0,1] ve (x,y), (u,v) € A i¢in asagidaki esitsizlik

fx+ A —-t)y,su+(1—-s)w)
<tsfr,w+s(A-O)fy,uw)+t(A=s)f,w)+ (1 —-t)(A —s)f(y,w)
gecerliyse, f:A - R,, A (zerinde koordinatlara gore konveks fonksiyon olarak
adlandirilir.

Lemma 3.1. Her konveks doniisim f : A - R koordinatlari iizerinde konvekstir,

ancak tersi genellikle dogru degildir.
Ispat: Farz edelim ki f: A » R, A'da konveks. f, : [c,d] = R, f,(v) := f(x,v)
alalim. O halde tim A € [0, 1] ve v,w € [c, d] igin
f,v+ (1 —-—2)w) = f(x,Av+ (1 —)w)
=f(x+ A -x,Av+ (1 —1)w)
< AM(x,v) + (1 — Df(x,w)

= My (v) + (1 = Dfi (w)

fin konveksligini gosterir.

fy i la,b] = R, f,(w) := f(u,y), [a,b] lzerinde ve tim y € [c, d] i¢in konveks olmasi

durumunda da aymsi gegerlidir. Simdi f,(x,y) = xy tarafindan verilen f,:[0,1]*> —
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[0, o) déniisiimii alinsin. £’nin koordinatlarda konveks oldugu ancak [0,1]% 'de konveks

olmadig agiktir. Gergekten eger (u, 0), (0,w) € [0,1]? ve A € [0,1] ise,
f(A(u,0) + (1 =) (0, w)) = f(Ay, (1 = )Yw) = A(1 — Dxw
ve
Af(u,0) + (1 —)f(0,w) =0

olur. Boylece tim A € (0,1) ; u, w € (0,1) icin /’nin [0,1]% de konveks olmadigini

gosteren

fF(Aw,0) + (1 = 2)(O0,w)) > Af (1, 0) + (1 — 1)f(0,w)

esitsizligine ulagilir.

Teorem 3.1. f: A = [a, b] X [c,d] = R, A tizerindeki koordinatlarda konveks olsun. O

halde agagidaki esitsizlikler,

(a+b c+d>
2 2

<1 1 Jb ( c+d>d N 1 d (a+b )d
<qly—q) T\ )dxrg—c) Tm7—y) @]

1 b rd
= (b—a)(d_c)ja Lf(x.y)dxdy

<1[—1 fbf(xc)dx-l-—l fbf(xd)dx
“4b—al,’ " b—al,” ™"

1 1
o= Fawdy+ = [ oy

< fla,c) +f(a,d) + f(b,c)+ f(b,d)
= 4 (3.3)

vardir.
Ispat. f: A - R koordinatlarda konveks oldugundan her x € [a,b] i¢in g,: [c,d] = R,
9(y) = f(x,y) doniisiimii [c, d] Uzerinde konvekstir. O halde Hadamard esitsizligine

(3.1) gore,
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+d 1 ¢ (0 + g, (d
0 (5% = g [ nay s ZOTEED we o

olur. Yani,

d 1 (¢ , ,d
f(x,c-lz_ )Sd_cfcf(x,y)dysf(x c)-;f(x ), X € [a, b]

dir. Bu esitsizligin [a, b] Uzerinde integralini alindiginda,

1 b rd
*h-a- d)—[a JC f(x, y)dxdy
1 1 (b VA
<5 f f G c)dx +— f o d) dx oo

elde edilir.

gy:la,b] = R, g, (x) := f(x,y) doniisiimii icin de benzer sekilde,

1 fd a+b p
d_ccf( > Y)dy

1 b d
S(b—a)(c_d)fa fc(x,y)dxdy
1] 1 d L p

oldugu bulunur. Esitsizliklerden (3.4) ve (3.5)’i toplayarak, (3.3)'deki ikinci ve tgincu

esitsizlik elde edilir. Hadamard esitsizligine gore, ayrica (3.3)’de ilk esitsizligi veren

(a+b c+d>< 1 fb ( c+d>d
N2 )sp—a), T )a

ve
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(a+b c+d>< 1 j‘d (a+b )d
N2 )sa=c) Ty)v
esitsizliklerine ulasilir.

Son olarak, ayni esitsizlikle ilgili olarak asagidaki sonuglar yazilir;

f(a,c) + f(b,c)

1 b
_ <
b_afaf(x,c)dx_ >

b
LJ‘ flx,d)dx <

f(a,d) + f(b,d)
b—a 2 ’

1 (¢ ) ,d
ﬁfc f(a,y)dysf(a c);f(a ),

1 d f(b,c)+ f(d,b)
ﬁfe f(b,y)dy < > :

Bunlar taraf tarafa toplanilirsa (3.3)’deki son esitsizlik elde edilir. Eger (3.3) 'de f(x) =

xy secersek; o zaman (3.3)’de esitlik olur, bu da (3.3)'Un saglandigini gosterir.

3.3. HADAMARD ESIiTSiZLiGIiYLE iLGiLi BAZI DONUSUMLER

Simdi yukaridaki gibi bir f : A = [a, b] X [c, d] = R déniisiimii i¢in, H:[0,1]> > R

asagidaki doniistimii alinsin,

1 bord a+b c+d
H(t'S):mL _Lf(tx+(1—t) > ,sy+(1—y5) > )dxdy.

Bu esitsizligin 6zellikleri asagidaki teoremde belirtilmistir.
Teorem3.2. f:4 c R? - R, A:=[a, b] X [c, d] Uzerinde konveks olsun. Buradan
(i) H déniisiimii, [0,1]? Gzerinde konvekstir.

(i1) Sinirlart;

1 b d
sup(oetonpH(t,5) = = | | fGxy)dxdy = HOO),
a C
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. a+b c+d
mf(t,s)e[o,1]2H(t» s) = f( > T ) =H(1,1)

dir.
(iii) H doniistimii, koordinatlar lizerinde monoton azalmayandir.

Ispat. (i) s € [0,1] olsun.Sonraa, B = 0 ile a + B = 1 ve t;,t, € [0,1] icin

1

H(at, + Bty s) = (b—a)(d—c)

a+b + 1 c+

b d
=(b—a)1(d—c)]a L f(a <t1x+<1—t1a;‘b>>

c+
2

d
Ydxdy

b d
X f f f((aty + Bty)x + [1 - (at; + ft,)]

a+b

ddd
> )dxdy

+ﬁ(t2x+(1—t2) ),sy+(1—s)

1 b ra a+b c+d
Sa'(b—a)(d—c)ja Lf(t1x+(1—t1) > , Sy +(1—5) > )dxdy

c+d

1 bord a+b
+'B'(b—a)(d—c)L j;f(tzx+(1—t2)—2 , Sy +(1—5) > )dxdy

= aH(t,,s) + BH(t,,s)
olur. Eger t € [0,1], her 54,5, € [0,1] ve @, = 0ile a + B = 1 igin
H(t,as; + Bs;) < aH(t,s1) + BH(t, s;)

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

(i) f konveks oldugundan, integraller igin Jensen esitsizligine gore

H(t)—ljbljdt+1ta+b + (1 ctd
=y ) o) e+ A-0——sy+1-9—

)dyldx
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_biafbf(tx

a+b d-c
+(1—t)—

f [sy +(1- s) d] dy)dx

b

=5 "a f(tx+( —t)

a

a+b c+d>
2

a+by c+d
] ) dx

Z(ﬁf(lb[tx+(1—t)

<a+b c+d>
2 2

olur. Koordinatlardaki H nin konveksligine gore,

H(ts)<b1 fb[dicfcdf(tx+(1—t)aTM,y>dy

a+b c+d

+(1—s).dicfcdf(tx+(1—t) I, )dy]dx

1 o 1
<s. =
_Sd—cL[tb—aLf(x'y)dXdy

b b
ra-0— [ £(552y)axay

+(1—s).dicj;d[t.biafabf<x,c—;d)dx

a+b c+d)

+(1—t).f<

St f f £ (x,y)dxdy
a+b

+s(1—t).%fabf< ,y)dy

a+b c+d>

d)dx+(1—s)(1—t)f( ;

+(1 — s)t. —f

olur. Ayrica, Hadamard esitsizligine gore
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IA

() st e, yeled
Ve

f(x,c-;d)sdicfcdf(x,y)dy, x € [a, b]

esitsizliklerine ulasilir. Buradan, integralini alarak asagidaki sonug elde edilir,

dicj;df(aT-l_b,y)dyS(b_a)l(d_c)fab J;df(x,y)dxdy

ve

b i afabf (x#) W= a)l(d -0 Ld fabf(x' y)dxdy .

Yukaridaki esitsizligi kullanarak,

H(t,s)

<[st+s(1—-t)+(1—-s)t

1 b d
A==l gy | | Fendxay

_ 1
T (b-a)d-c

b d
[ [ ranaay, 6oempor
) a c
olur. Boylece (ii)'deki ikinci sinir da ispatlanir.
(iii) Oncelikle,
her (t,s) € [0,1]%i¢in H(t,s) = H(0,s)

oldugu gosterilecektir. Hadamard esitsizligine gore, her (t,s) € [0,1]? i¢cin

d b
H(t,s)>L f(%Ja [tx+(1—t)asz]dx,sy+(1—s)

—d—c), b 2

1 J‘d (a+b ra )c+d>d _H.s)
_d—ccf 2 % VT )T

25
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olur. Simdi 0 <t; <t, < 1olsun. Her s € [0,1] icin H(-, s) doniisiimi konvekslige

gore,

H — —
(tz,S) H(tlls) 2 H(tlls) H(O' S) 2 0
b, — 1 t

vardir. Son esitsizlik i¢in (3.6) kullanildigina dikkat ediniz.
Teorem 3.3. f:A = [a,b] X [c,d] = R, A lizerinde konveks olsun. O halde,
(i) H doniisimii, A Gzerinde konvekstir.

(ii) h:[0,1] » R, h(t) = H(t,t) dontisimi tanimlansin. O halde h konvekstir; [0,1]

tizerinde monoton azalmayandir ve sinirlari,

1 b d
sup () = WD) = s [ [ faeydxdy

t €[0,1

ve
a+b c+d
inf k(D) =) = f (5=, =)
t €[0,1] 2 2
dir.
Ispat.

(i) (ty,51),(ty,s2) €[0,1)2vea,p = 0ilea+ B = 1olsun. f:A - R, A lizerinde

konveks oldugundan,

H(a(ty, s1) + B(tz,52))

= H(at, + Bt,, as; + BS,)

_ 1
~(b—a)(d-0)
b d b d
xfa j;f(a(t1x+(1—t1)%,sly+(1—sl)c-|2_ )
+L (tzx + (- tz)aT_i_b,szy +(1-s,) < -IZ_ d)) dxdy
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1
St -0Wd-0

bord a+b c+d
xf f f(t1x+(1—t1) > ,$1y + (1 —s9) > )dxdy
c

a

1
‘(b-—a)d—-o)

+B

b rd a+b c+d
Xf f f<t2x+ (1—t2)T,52y+ (1--sy) > )dxdy
a C

= aH(ty,s,) + BH(ty, s3)

esitsizlik, H'nin [0,1]2 de konveks oldugunu gosterir.
(i) ty,t; €[0,1]ve a,B = 0ile a + B = 1 olsun. O halde,
h(aty, Bt;) = H(aty + fty, aty + Bt,)
= H(a(ty, t1) + f(t2 1))
< aH(ty,t;) + BH(t,, t,)
= ah(ty) + Bh(t,;)
buradan, h nin [0,1] 'de konveks oldugunu gosterir.

Yukaridaki teoremle gerekli sinirlari ispatlayan,

a+b c+d
2 2

h(t) = H(t, ) = H(0,0) = f( ) te[01]

Ve

1 b d
h(t) = H(t,t) <H(1,1) = b2 c)f f f(x,y)dxdy, t €[0,1]

ulasilir.

Simdi 0 < t; < t, < 1 olsun. O halde h nin konveksligi ile,

h(t2) = h(t) _ h(t) = h(O)

=t ty

esitsizligi elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.
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4. KOORDINATLAR UZERINDE iKi KONVEKS FONKSiYONUN
CARPIMI iCIN HADAMARD ESITSIiZLIKLERI

Bu boliimde M. A. LATIF ve M. ALOMARI tarafindan elde edilen diizlem lzerinde iki
konveks fonksiyonun ¢arpimi i¢in Hadamard esitsizlikleri verilmistir.
4.1. GIRIS

f:1< R — R bir konveks fonksiyon olsunve a < b ile a, b € I olsun. O zaman asagidaki

esitsizlik,

b 1 (b b

konveks doniisiim i¢in Hadamard esitsizligi oldugu bir onceki bolimde gosterildi.
Dragomir [17], R? lzerinde konveks fonksiyonlar i¢in Hadamard tiiriiniin asagidaki

benzer esitsizligini vermistir.

Teorem 4.1. f:A = [a,b] X [c,d] € [0,0) - R, A lzerinde koordinatlarda konveks

fonksiyon olsun. O halde,

(a -; b’c -IZ- d) < o a)l(d — Lb j;df(x,y) .

flaad+fba+flad+fbd

. (4.1)

dir. [18]'de Pachpatte, konveks fonksiyonlarin ¢arpimi i¢in iki Hadamard tipli esitsizlik

kurmustur.

Teorem 4.2. a < b icin [a, b] Uzerinde f, g: [a, b] € R — [0, ) konveks fonksiyonlar

olsun. O halde,

b
ﬁfa F0)g(x) dx < %M(a, b) + %N(a, b) "
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ve

2f (a i b)g (a i b) <5 i afabf(x)g(x) dx +%M(a,b) +%N(a,b)

(4.3)

olur. Buradan,

M(a,b) = f(a)g(a) + f(b)g(b) ve N(a,b) = f(a)g(b) + f(b)g(b).

Bu bolumiin temel amaci, yukarida son teoremde verilenler gibi yeni Hadamard
esitsizlikleri olusturmaktir. Simdilik R? diizleminde koordinatlar Gzerinde konveks

fonksiyonlar i¢in bakilir.

4.2. ON SONUCLAR

R2’de a < b ve ¢ < d ile iki boyutlu bir A =:[a, b] X [c, d] aralig1 ele alinsin. Asagidaki
esitsizlik,
flax+ (1 -a)z,ay + (1 —a)w) < af (x,y) + (1 —a)f(z,w)

tim (x,y), (z,w) € Ave a € [0,1] igin gecerliyse f: A - R doniisimiiniin A (zerinde

konveks oldugu sdylenir.

Koordinatlara gore konveks fonksiyon olarak adlandirilan konveks fonksiyonlar icin bir

degisiklik, Dragomir tarafindan [17]'de su sekilde tanimlandi,

Bir fonksiyonun f: A - R, A iizerindeki koordinatlarda konveks oldugu sdylenir ise
tim x € [a, b],y € [c, d] tanimlandig1 yerde kismi doniisiimler f: [a, b] = R, f,(u) =
fu,y)ve fi:[c,d] = R, f,(v) = f(x,v) konvekstir.

Koordinatlara gore konveks fonksiyon igin genel bir tanim asagidaki gibi ifade edilebilir
oldugunu yukaridaki boliimde agiklandi. TUm t,s € [0,1] ve (x,y), (u,v) € A icin
asagidaki esitsizlik

fx+ A —-t)y,su+(1—-s)w)

<tsfr,w)+s(1-O)fy,uw)+t(1=s)f,w)+ (1 -t)A —s)f(y,w)

gecerliyse, f:A - R,, A (zerinde koordinatlara gore konveks fonksiyon olarak

adlandirilir.
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Acikga, her konveks fonksiyon koordine edilmis konvekstir. Ayrica, konveks olmayan
koordinatlara gore konveks fonksiyon vardir (bakiniz [17]).

Benzer sekilde, asagidaki Lemmay1 kullanarak f fonksiyonunun koordinatlara gore

konveks olup olmadig belirlenebilir.

Lemma 4.1. f: A - R,olsun. Eger f, A (zerinde iki kez tlrevlenebilen koordineli

konveks fonksiyon ise ancak ve ancak f,:[a,b] » R tammh f,(u) = f(u,y) ve

feile,d] > R, f,(v) = f(x,v), f =0wve f, = 0olur.
Ispat. Bir degiskenli konveksligin temel 6zelliklerinin kullanildig1 oldukca agiktir.

Onerme 41. f,g: A—> R, A ve a=0 Uzerinde koordinatlara gore iki konveks

fonksiyon ise, 0 zaman f + g ve af A iizerinde koordinatlara gore konvekstir.
Ispat. Tanim 4.1°den dogrudan anlasilir.

Onerme 4.2. Eger f,g : A - R, A lizerinde koordinatlara gére iki konveks fonksiyon

ise 0 halde (fg), A lzerinde koordinatlara gére konvekstir.

Ispat.

flax+ (1= a)y,fu+ (1 - pv)glax + (1 — a)y,fu+ (1 - p)v)
<[apfru) +a(-B)f(,v) + M —a)Bf(y,w) + (1 —a)(1 =B f (¥, v)]
X [aBgCe,u) +a(l-Bgl,v) + (1 —a)Bg(y,uw) + (1 - a)(1 - B)g(y,v)]

< a?BPf e wgleu) + a?(1 = B f(x,v)g(x,v)
+1-a)?p i wgl,w) + (1 - )’ - B B v)g(y,v)

+a?f (1= B)[f (x,wg(x,u) + f(x, v)g(x,v)]
+af?(1— )[f(x,wglxw) + fr,wg(y, w)]

+ap(l—a)A = Bf(xv)glx,v) + fr,wgy,u)

+fw)gle,w) + fF,v)g (. v)]
+a(l—a)(1 = B2[f(x,v)g(x,v) + f(y,v)g(y,v)]
+B(1 - )’ (1= R, vIgy,v) + fr wWg(y, W]
=[a?B? +a?f(1—B) +ap?(1—a) + af(1 — a)(1 — P)If (x, w)g(x,w)
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+Ha*(1 =B +a?B(1-B) +a(l —a)(1 - B)?
+af(1—a)(1-PIf(x,v)g(x,v)

+HA -+ ap*(l-—a)+ap(l—a)(1—p)
+B(1 - a)* (1 - PIf (v, wg(y,u)

+1-a)?A-B)+a(l-a)A-p*+pA-a)*(1-p)
+ap(l-a)(1=B)If (v, v)g(,v)

=apf(x, u)g(x, u)+a(l-p)fkxv)gxV)
+A-apfyugyu+Q-a@-Af.Vgy.Vv)

ve bu nedenle (fg), A tizerinde koordinatlara gore konvekstir.

Teorem 4.3. f: A - R, fonksiyonu A izerinde koordinatlara gore konveks fonksiyon
olsun ancak ve ancak birbirinden farkli x;, x,, x5 € [a, b] i¢in x; < x, < x5 olacak

sekilde ve birbirinden farkl1 y;, y,, 5 € [c,d] icin Oyle ki y; < y, < y; ise,
(3 = x2)[(vs — ¥2) f (1, 1) + (V2 — y1)f (g, ¥3)]
+0x —x)[(y3 = ¥2) f (x3,¥1) + (V2 = y1) f (x3,¥3)
=3 = x) (3 —y1)f (x2,¥2) 2 0
olur.

Ispat. x;, x,, x5 € [a, b] Oyle ki x; < x, < X3 Ve ¥1,¥,,V3 € [c,d] dylekiy, <y, <

22 o =ag+(1-a)xvef =222y, =By, + (1 - )y,

X3—X1 Y3—=Y1

y3 olsun. a =

olarak belirlenir. Oyleyse
f(xzy2) = faxs + (1 —a)xs, By, + (1 = B)ys)
< aff(x,y1) + a(l = B)f (x4, y3)
+(1 —a)f (xz,y1) + (1 — ) (1 = B)f (x3,¥3)
X3 = X2Y3— )Y

2 X3 —X2Y2 —
= (x1,v1) +
x3—x1y3—y1f v X3 —X1Y3 —

V1
X1,
ylf( 1Y3)

+x2—x1y3—y2

2 X1Y2— W1
X3,
Xs — X1 Y3 — V1 f(x3,¥3)

37 X1Y3— )1

X
f(x3,y1) + o

olur. Ve burada
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(x3 = x)[(y3 — ¥2) f (x1, ¥1) + (V2 — ¥y f (x1,¥3)]
+( = x)[(s — y2)f (x3,91) + (V2 — y1)f(x3,3)
—(3 = x) (3 —y1)f (x2,¥2) = 0

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

4.3. ANA SONUCLAR
Bu bolimde, koordinatlara gore konveks fonksiyonun ¢arpimi i¢in Hadamard
esitsizlikleri elde edilecektir.

Teorem 4.4. f,g : A = [a,b] X [c,d] € R? - [0, ), A lizerindeki koordinatlarda a <

b, ¢ < d olan konveks fonksiyonlar olsun. O halde

1 b d
(b—a)(d— C)f f f(x,y)g(x,y)dydx

1 1
< - .
< L(a,b,c,d)+18M(a,b,c,d)+36N(a,b,c,d)

O =

(4.4)

dir. Burada,
L(a,b,c,d) = f(a,c)g(a,c) + f(b,c)g(b,c) + f(a,d)g(a,d) + f(b,d)g(b,d),
M(a,b,c,d) = f(a,c)g(a,d) + f(a,d)g(a,c) + f(b,c)g(b,d) + f(b,d)g(b,c)
+f(b,0)g(a,c) + f(b,d)g(a,d) + f(a,c)g(b,c) + f(a, d)g(b,d)

ve

N(a,b,c,d) = f(b,c)g(a,d) + f(b,d)g(a,c) + f(a,c)g(b,d) + f(a,d)g(b,c).
Ispat. f,g : A = [a,b] X [c,d] € R? - [0, ), A lizerindeki koordinatlarda a < b, ¢ <
d olan konveks fonksiyonlar oldugundan, bu nedenle kismi doniisiimleri f, : [a, b] —
[0,00), 5, (x) = f(x, ), gy * [a,b] = [0,), g, (x) = g(x,¥), fx * [c,d] = [0, ),
fe ) = f(x,¥) ve gy : [c,d] = [0,00), g (y) = g(x,y) tim x € [a,b],y € [c,d] icin
sirasiyla [a, b] ve [c, d] Gzerinde konvekstir. Simdi (4.3)'U [c, d] Uzerinde £, (y)g,(¥)' ye
uygulayarak su elde edilir,
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1
d—c

d
[ £0)8:0)y < 5[£O0() + £ g @]

1
+ E [fx (c)gx(d) + fx(d)gx(c)]

Yani

d
ﬁf fG,)g(x,y)dy < %[f(x' )g(x, o) + f(x,d)g(x,d)]

1
+ A [f(x,c0)g(x,d) + f(x,d)g(x,c)]

esitsizliginde [a, b] Uzerinde integral alinirsa ve her iki tarafi (b — a)'ya bolunirse,

1 b d
(b—-a)(d—c) af Cf fx,y)g(x, y)dydx
b
1 1
< §[mff(x, c)g(x,c)dx
b
1
t 4 f f(x,d)g(x,d)dx]
b
1.1
+g[mjf(x, ) g(x,d)dx

b
1
T —a f f(x, d)g(x, c)dx] (4.5)
a
olur. Simdi (4.5)'in R.H.S Uzerindeki her bir integraline (4.3) tekrar uygulanirsa,

b
b i ajf(x, 0)g(x,c)dx < %[f(a, c)g(a,c) + f(b,c)g(b,c)]

1
_|_g [f(a,c)g(b,c)+ f(b,c)g(a,c)]
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b
1 1
| Fendge ddix < 3 [f(adg(a d) + £(b,dg b, ]
1
b
I d)dx < = [£(a,)g(a,d) + (b, )g(b, )]
— | Fx gt dix < 3[f(@ g (b,
1
+2[f(@,g(b,d) + f(b,)g(a, D]
b
1 < 1fadg(a,c) + f(b, d)g(b,c)
— [ F g dx <517 (@ dg(a,c) + fb. (b))

1
+=f(a,d)g(b,c) + f(b,d)g(a,c)]

olur, (4.5)'deki bu esitsizliklerin saglamasi

b d
1 1
(b —a)(d — C)f ff(x,y)g(x, y)dydx < 5 [f(a,c)g(a,c)+ f(b,c)g(b,c)

+ % [f (@, c)g(b,c) + (b, )g(a,c)]
+5 1@ d)gad) + £ (b, d)g (b, )]
+% [f (@, d)g(b,d) + F(b, d)g(a,d)
+% [f (@) g(a,d) + f(b,)g(b,d)
+% [f (@, )g(b,d) + f(b,)g(a,d)
+% [f (@ d)g(a,c) + f (b, d)g(b,c)

1
+3g (@ d) g c) +f(b,d)g(ac)

dir. Bu nedenle (4.5) ile istenen sonug (4.4) elde edilir. Benzer sekilde £, (x) g, (x) icin

[a, b] Uzerinde (4.3) uygulanirsa ayni sonug elde edilir.
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Teorem4.5. f,g : A= [a,b] X [c,d] € R? > [0,0),a < b, c < d olacak sekilde A

koordinatlar1 iizerinde konveks fonksiyon olsun. O halde,

A (a+b c+d) (a+b c+d>
2 "2 )JI\T

b d
1
< (b_a)(d_c)af Cff(x,y)g(x.y)dydx

5 7 2
+%L(a,b,c,d) +%M(a,b,c,d) +§N(a,b,c,d)

olur. Burada L(a, b,c,d),M(a, b,c,d) ve N(a, b, c,d) Teorem 4.4’teki gibidir.

Ispat. Simdi (4.3)'li 2f (a+b ﬂ) g (ﬂ,#)’ye uygulanirsa,

2 2 2
b
<a+b c+d> (a+b c+d>< 1 f ( c+d> ( C+d>d
Na——)9\o ) Sp=a) T (o7 )9(v——)dx
a
+1[< c+d> ( c+d)+ (bc+d> (bc+d>]
sl \@—=7)9(e— f\b—=)9\b—

#3107 o (655 +1 (055 ) (=)

ve

5 (a+b c+d> <a+b c+d)
2 2 )I\T

d
< 1 f (a+b ) (a+b )d
sqo—Z |\ 9\

Cc

ralr (o (7 e) +r () (F70)]

elde edilir. (4.7) ve (4.8) toplanir ve her iki tarafi 2 ile ¢arpilirsa,
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a+b c+d

a+b

c+d

)

8f(

2 72

)s!

2 )

2

+ 2
Al (5o (050 - (05 (05
(o 55)s (05 2 (5o (o5
ol (5 )o (57
(a5
il (5 o5
(5 a)a ()

olur. Parantez icindeki her bir terime (4.3) uygulanirsa,

Zf(a,

Zf(b,

c+d
2

c+d
2

Jole

)olo

c+d

2

c+d

d
)< — [ rangtray

1
+=1f(a,)g(a.c) + f(a d)g(a,d)]

1
+3f(@,)g(a d) + f(a,d)g(a )]

d
)s dicff(b,y)g(b,y)dy

2

1
+.g[f(b,c)g(b,c)4—f(b,d)9(b'd)]

1
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d
Zf(a,czd)g(b,czd> < dicff(a,y)g(b,y)dy

1
+g [f(a, C)g(b, C) + f(a' d)g(b' d)]

1
+31f(@)g(b,d) + fla,d)g(b,O)]

d
21 (0 5%) g (0 5) < 5 [ F0.0g@dy

1
+ c [f(b,c)g(a,c) + f(b,d)g(a,d)]

1
+3 (b, )g(b,d) + f(b,d)g(a,c)]

Zf(a-zl_b,c>g(a;b,c) S%aff(x,c)g(x,c)dx

1
_|_8 [f(a,c)g(a,c) + f(b,c)g(b,c)]

1
+31f(@,)g(b,c) + f(b,c)g(a, )]

2 (a5

,d) < %aff(x, d)g(x,d)dx

1
+=[f(ad)gla,d) + f(b,d)g(b,d)]

1
+3[f(ad)g(b,d) + f(b,d)g(a,d)]
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2f(a+b,c)g<a+b,d) Sﬁff(x,c)g(x,d)dx

1
_|_8 [f(a,c)g(a,d) + f(b,c)g(b,d)]

1
_|_§ [f(a,c)g(b,d) + f(b,c)g(a,d)]

2f(a+b,d)g<a+b,c) Sﬁff(x,d)g(x,c)dx

1
+= [f(a,d)g(a,c) + f(b,d)g(b,c)]

1
+3 (@ d)gb,o) +f(b,dg(ac)]

olur. Bu esitsizlikleri (4.9)'da yerine konulursa ve sadelestirilirse,

b
3 <a+b c+d> (a+b c+d>< 2 J ( c+d) ( C+d>d
N =7)I\7 =) sp=q) o7 )9(x—)dx

-|-——Jf(a y)g(a,y)dy + ff(b ¥)g(b,y)dy
f F@y)g(b,y)dy +3 f F(b,y)9(a, y)dy
+——ff(x c)g(x, c)dx+——ff(x d)g(x,d)dx

ff(x c)g(x,d)dx + ff(x d)g(x,c)dx
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1 1 2
+EL(a,b,c,d) +§M(a,b,c,d) +§N(a,b,c,d)

elde edilir. Simdi (4.3)’t 2f (azﬁ,y) g (azﬁ,y) ye uygulanirsa, [c, d] Gizerinde

integrali alinirsa ve her iki tarafi (d — c)'ye bollnirse,

(a+b ) (a+b )d
f Y )g\——y)dy

1 b d
sw_@w_dljfmmewwm

f Fay)g(ay)dy +3 j (b, y)g(b,y)dy

j Fagb,y)dy +3 j £(b,)9(@ y)dy

c+d

(4.10)

(4.11)

elde edilir. Simdi (4.3)’0 2f (x —) g (x, %) ye uygulanirsa, [a, b] Uzerinde integrali

alinirsa ve her iki tarafi da (b — a)'ya boltnurse,

d
2 ] ( c+d> ( c+d>d
p—a) S\ )9\ )dx

1 b d
e D j f Fx,1)9(x,)dydx

o j Fx,e)g(x dx + % f £ d)g(x, d)dx

+——Jf(x c)g(x,d)dx + ff(x d)g(x,c)dx

esitsizligi elde edilir. (4.10) ve (4.11) eklenirse,
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e f £, y)g e, y)dyds

e j Fay)g(aydy+ j £(b,y)g(b,y) dy
f F@ )9, y)dy +3 j f(b,y)g(ay)dy

+——jf(x c)g(x,c)dx + jf(x d)g(x,d) dx

ff(x c)g(x,d)dx + ff(x d)g(x,c)dx

olur. Boylece (4.10) ve (4.13)'dan,

a+b c+d a+b c+d
o (o) ()

d
[ re gt yaxay

Cc

b
(b — a)(d c)af

11 ¢ 11
+§d—ff(a y)g(a, y)dy+§d—ff(b,}’)9(b'}’)d}’

c

1
§ﬁff(a y)g(b,y)dy +——ff(b y)g(a,y)dy
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1

- f fx d)g(x, d)dx
b

2

. f Fx, d)g(x, ©)dx

1 1 2
+—L(a,b,c,d) +=M(a,b,c,d) +=N(a,b,c,Ad)
18 9 9 (4.14)

olur. (4.12)'deki integrallerin her birine (4.3) kullanilirsa ve sadelestirilirse,

8 (a+b c+d) (a+b c+d)
N—=—=)I\—7=

) d
< (b_a)(d_c)(! !f(x,y)g(x.y)dydx

5 7 4
i - —
+18 (a,b,c,d)+18M(a,b,c,d)+9N(a,b,c,d)

esitsizligine ulasilir. Her iki tarafi 2'ye bolunarse,

(a+b c+d) (a+b c+d>
2 2 )JI\T

1 b d
e j f F(x,3)9(x, y)dxdy

5 7 2
_L Pb)) A~ I Bl B = I Bl B}
+36 (a cd)+36M(abcd)+9N(abcd)

(4.5)'dir ve boylece teoremin ispati tamamlanir.
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5. KOORDINATLARDA KONVEKS FONKSIYONLAR iCIiN BAZI
YENI HADAMARD ESITSIZLIKLERI

Bu bolimde M. Z. SARIKAYA, E. SET, M. E. OZDEMIR ve S. S. DARAGOMIR
tarafindan elde edilen koordinatlar Gzerinde 2—degiskenli konveks fonksiyonlarin bazi

Hermite-Hadamard tipli yeni esitsizlikleri verilmistir.

5.1. KOORDINATLARA GORE KONVEKS FONKSIYONLAR ICiN
ESITSIZLIKLER

Bu kisimda, koordinatlar iizerinde 2 degiskenli konveks fonksiyonlar icin verilen (3.3)
Hadamard esitsizligindeki 3. ve 4. esitsizlikler arasindaki iliskiyi verecek olan yeni
esitsizlikler verilecektir. Bu esitsizliklerin elde edilmesi i¢in kullanilacak olan asagidaki

0zdeslik ile baslanilacak.
Lemma5.1. f: AcR? - R? A :=[a,b] X [c, d] tizerinde R?'de a < bvec <d ile

kismi tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger L e L(A) ise, asagidaki esitlik

atos
gecerlidir,
b d
f(a,0) + f(a,d) + f(b,c) + f(b,d) )
* " (b—a)(d — C)f ff(x,y)dydx
b ) 4
2[p- f[f(" IHI d)]d"+—f[f(a y) + £ (b,y)dy
_b- a)(d

+ (1 — s)d)dtds.
(5.1)

Ispat. Kismi integrasyon yardimiyla,
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1 1 2
f f(l 2s5)(1 — 2t) f (ta + (1 —t)b,sc + (1 —s)d)dtds

g 1 of )
= f(l — 25) {(1 - Zt)mg(ta +(@A—=t)b,sc+(1—- S)d)lo

+a_bf%(ta+ (1-t)b,sc+ (l—S)d)dt}dS

f(l — 25) {———f(a sc+ (1 —s)d)

1 of
a—ba_(b sc+ (1 —s)d)

— f % (ta+ (1—t)b,sc+ (1- s)d)dt} ds
0

=_bia{j(1 —25) <%(a,sc+ (1-s)d) +%(b.56+ (1—5)d))d5
0

_ ZJ J(1 - 25)—(ta (1=, sc+ (1— s)d)dtds}
0 0

(5.2)

elde edilir. Boylece yine (5.2)'nin sag tarafindaki kisimlar igin yine kismi integrasyon

uygulanilirsa,

j(1 —25) (% (wsc+ (1—s)d) + %(b,sc (- s)d)) ds
0

‘ZJ J(l—Zs)—(ta+(1—t)b s + (1 — s)d)dtds
0 0
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(f(a sc+(1—-s)d)+ f(b,sc+(1— s)d))

=129 c—d

— s)d))ds

-2
c—d lo

f{(l— f(ta+(1—t)b sc+(1—s)d)
0
2 1
+ mff(ta + (1 —t)b,sc+ (1 —s)d)ds ;dt
0

fla,c)+f(b,c) flad)+f(bd)
c—d c—d

1

— J —s)d))ds

Zf{ f(ta+(1—t)b ¢) flta+(1-0)b,d)

c—d
0

+ %J fta+ @A —-t)b,sc+ (11— S)d)ds} dt
0

_fla,d)+flad)+f(bc)+f(bd)
- (d—o)

11
f(ta+ (1 —-t)b,sc+ (1—s)d)dsdt
vao] |

2 1
- (d —o¢) {f(f(a,sc + (1 —-s)d) + f(b,SC +(1- S)d))ds
0

+ f(f(ta + (1 —t)b,c) + f(ta+ (1 —-1t)b, d))dt}
0
(5.3)

olur. Burada t, s € [0,1]?%i¢in x = ta + (1 —t)bvey = sc + (1 — s)d degisken

(b-a)(d—c)
4

degisimi kullanilirsa ve (5.2)'de (5.3) yazilirsa “ ile ispat: tamamlanarak (5.1)
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elde edilir.

Teorem5.1. f : A c R? - R? olsun, A := [a,b] X [c,d] Uzerinde R?'de a < bve ¢ <
2

d olacak sekilde kismi tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger %L A Uzerinde konveks

fonksiyon ise,

fla,c)+fla,d)+ f(bc)+f(bd)
4

b d
1
+(b—a)(d—c)af _!-f(x,}’)dydx—A

< (b—a)(d—c)
- 16
5 @0 + |5 @ | + |5k .o | + |5k . )|
4

elde edilir. Buradan,

1 ‘ 1 :
[ o + r dldx + — [y + 1, y)]dy‘

2
(5.4)
dir.
Ispat. Lemma 5.1'den,
b d
fla,c)+f(a,d)+f(b,c)+ f(bd) 1
2 +(b—a)(d—c)_f ff(x,y)dydx—A
_b-a)d-o)
- 4
1 1 2
X J Jl(l —2t)(1 — 29)]| ;afs(ta + (1 —-t)b,sc+ (1 —s)d)|dtds.
0 0

f: A — R, Alizerinde koordinatlara gore konveks oldugundan,
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b d
fla, )+ f(ad) + f(b,c) + f(b,d) .
* +(b—a)(d—c)_f ff(x'Y)dydx—A

_b-a)d-o0
= 4
1 1 2
xf[fl(l—Zt)(l—Zs)l{t ;taj;(a,sc+(1—s)d)
’f
+(1-1¢t) 0t65(b’sc+(1_s)d)}dt ds

elde edilir. Buradan, yukaridaki esitsizlikteki integral hesaplanilirsa,

f|1—2t| t af(asc+(1—s)d) +(1-1¢)
J otds ~

2

0% f
otos

(b,sc+ (1 —=5s)d) }dt

1
:f(l—Zt) t o°f (a,sc+ (1 =s)D)|+ (1 -1 o°f (b,sc+ (1 —=s)d)|;dt
J otds ~ dtds =’

X 0% f 0%f
+l](2t—1){t atas(a,sc+(1—s)d) +(1-1) atas(b,sc+(1—5)d)}dt
2

_1 0°f 1 d o*f b 1 d
‘Z(atas(“’SH( —D|+ Fas Bise+ L =s) )>

olur. Boylece sunlar elde edilir,

fla,c) +fla,d) + f(b,c) +f(b,d)
4

b d
1
* (b—a)(d—c)af !f(x'}’)dydx—A

_b-a)d-o
. 16
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f 2
|1 — Zsl{ FYER (a,sc+ (1 — s)d)‘ ‘—(b sc+(1— s)d)‘}
(5.5)
Diger integral igin benzer bir yol, f: A = R, A iizerinde konveks oldugundan,
fin-af22
|1 —2s I{ 3t0s (a,sc + (1—s)d)‘ ‘—(b sc+ (1—s)d)|}ds
1
2 2f
f(l—Zs){ aa(ac)+(1—s) ( d)}
0
+0j(1—25){s FYER +(1—5) FTER ,d }ds
= 1 2 1 o°f 1 o°f d)|¢d
_1]( 5T ){S aras @Ot 1 =9) 55 @ )‘} s
2
](25—1) o°f (b,o)|+ (1 —=5) o°f (b,d)
J otds dtds
2
2
(’?tf{s (a,0)| + (a d)| 35 (b, )|+ 8 (b d)|
4 (5.6)

ulasilir. Boylece (5.5) ve (5.6) esitsizlikleri ile (5.4) esitsizligi elde edilir.
Teorem 5.2. f : A c R? - R? olsun. A := [a,b] X [c,d] Uzerinde R?’de a < bve ¢ <

2014
d olacak sekilde kismi tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger %| , q > 1 olacak

sekilde A Uzerindeki koordinatlarda konveks bir fonksiyon ise, 0 zaman su esitsizlik;
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fla,c)+f(a,d) + f(b,c)+ f(bd)
4

b d
1
+(b—a)(d—c)af Cff(x,y)dydx—,q

BCRIIGRL

4(p + 1)’”

=

62 62 62 62 q

elde edilir. Buradan

b

11 1 ‘
a=3l— [ireo + reeaar + — [1f@) +f(b,y)]dy] 57
olurve =+ =1dr.
P q
Ispat. Lemma 5.1'den,
b d
fla,c)+f(a,d) + f(b,c)+ f(b,d) 1
2 +(b—a)(d—c)f ff(x,y)dydx—A
- (b—a)(d—c)
- 4

a2f

xbf Ofl(l—Zt)(l—Zs)I 5 aS(ta+(1—1:)b,sc+(1—s)d) dtds

olur. Cift katl1 integraller i¢in HOlder esitsizligi kullanilirsa; f : A—> R, A lizerinde

koordinatlara gore konvekstir. O halde,

b d
£(a,0) + Fla,d) + f(b,O) + (b, d) 1
3 fomaasy) | e
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1 1
(b - a)(d —-0)
|(1—=2t)(1 - 2s)IP dtdsp
/] )

([l |

q q
dtds

0tos

dur. | PP | ; A lizerindeki koordinatlarda konveks bir fonksiyon oldugundan, t € [0,1]
icin,
aZf q
FYER (ta+ (1 —t)b,sc+ (1 —-s)d)
aZf q 62f q
=559 (a,sc+ (1 —=s)d)| +(1-1) 3t0s (b,sc+ (1 —=5s)d)
ve
aZf q
FTER (ta+ (1 —t)b,sc+ (1 —-s)d)
aZf q azf q
< -
ts FYEP (a,c)] +t(1—y5) FTER (a,d)
+(1-1¢) f(b )q+1 t)(1 af(b)
S 1595 o€ (1-0A =) |55
olur. Dolayisiyla,
f(a,0) +f(ad) +f(b,c) + f(b,d) 1 ‘[
a,c a, ,C )
z Taae] | ey
a Cc
(b —a)(d— c)
4(p + 1)p
1 1 aZf q azf q
X f f{ (a c) +t(1—s) 3 aS(a,d) +(1-1t)s 3 as(b,c)
0 0

02
+(1-1-s) atafs (b,d)

1
q q
}dtds
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_(b—a)d—-o)

2
4(p + 1)P

[N

q

* 550t * 950t

o°f
Osot

olur.
Teorem 5.3. f : A c R? - R? olsun. A := [a,b] X [c,d] Uzerinde R?’de a < bve ¢ <

d olacak sekilde kismi tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger q = 1 olacak

atds |
sekilde A Uzerindeki koordinatlarda konveks bir fonksiyon ise, 0 zaman su esitsizlik elde

edilir,
fla,c) +f(a,d) + f(b,c) + f(b,d)
4
1 b d
+ (b—a)(d—c)! ij(x,y)dydx—A
_b-oE-9
- 16
S| + it @al| +|ifwol + |2k d)|
4
buradan
b d
11 1
=5 [ + fe iy + —— [[f@y) + .1y
a c (5.8)
dir.

Ispat. Lemma 5.1°den,
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b d
fla, )+ f(ad) + f(b,c) + f(b,d) .
* +(b—a)(d—c)_f ff(x'Y)dydx—A

- (b—a)(d—oc)
= 4

92f

11
x.f f|(1—2t)(1—25)| 3t0s (ta+ (1 —t)b,sc+ (1 —s)d)|dtds
0 0

olur. Cift katli integraller i¢in ortalama gUg esitsizligi kullanilirsa; f: A = R, A {izerinde

koordinatlara gore konvekstir. O halde,

b d
fla,c) + f(a,d) + f(b,c) + f(b,d) 1
2 +(b—a)(d—c),[ jf(x,y)dydx—A
a C
101 1‘%
(b — a)(d —c)
f fl(l 2t)(1 — 2s)|dtds
0 0
1
1 1 o2 f q a
X f fl(l —2t)(1 — 29)]| FYEP (ta+ (1 —=t)b,sc+ (1 —s5)d)| dtds.
0 0
elde edilir. | | A Uzerindeki koordinatlarda konveks bir fonksiyon oldugundan, t €
[0,1] icin
0% f 1
FYEP (ta+ (1 —t)b,sc+ (1 —s5)d)
2 q aZf q
=t|55s (a,sc+ (1 —5s)d)| +(1—-1) 3t0s (b,sc + (1 —s)d)
ve
0% f 1
FYEP (ta+ (A —t)b,sc+ (1 —5)d)
2 q 2 q 2
f a°f a°f
<ts|o aS(a,c) +t(1—y5) 5 aS(a,d) +(1-10t)s 39
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92 a
1-t)(1-5s) ata{; (b, )

olur. Boylece,

d
fla,c)+ flad) + f(b,c) + f(b,d) .
* +(b—a)(d—c)f ff(xyy)dydx—,q

- (b — a)4(d —0) G)l‘%

q

1 1 2 2
x(f f|(1—2t)(1—25)|{ts aaaf +t(l—y5s) ata];(a,d)
0 0
1
q 62f q q
+(1—-10t)s 50 +(1-t)(1-5) atas(b’d) dtds}

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikteki integral hesaplanirsa,

zf q 2f q
]|1—2t|<t5 (a c) +t(1—s) aaS(a,d) +(1—-1¢t)s 3 aS(b,c)
0% f 1
+ (1-t)(1-5) atas(b'd) >dt
2 az q 2 q 2 q
=j(1—2t)<ts aafs(a,c) +t(1-5) aafs(a,d) +(1-1t)s aaj;(b,c)
0
a%f 1
+(1-t)(1-5) atas(b'd) >dt
! 2 q 2 q 2 q
+!(2t—1)<t5 aaa];(a,c) +t(1-—ys) aafs(a,d) +(1—-10t)s aata];(b,c)
0%f

+(1-t)(1—-5) FTER (b,d)

q
Ja
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f q
s 6t65(a ) (1-5) 8 (a d)|
N 24 * 24
f q
5s 3505 (b,c) 5(1 (b d)|
+ 24 + 24
(a c)| 5(1 (a d)|
24 24
q q
s atafs(b ol a-s atafs(b )
+ 24 + 24
q q
s atafs(a c) +(1-y5s) atafs(“ d)
- 4
q q
sSIZLwo| +a-9l2Lva
+

4

elde edilir. Boylece,

fla,c) +f(a,d) + f(b,c) + f(b,d)

4
ErIEr f f s - af s E=DE=O
[f|1—25|< ‘_f(ac) ra-of af a azaf
;

+(1—s) f

) l

olur. Diger integral i¢inde benzer sekilde, f : A = R, A Uzerinde koordinatlara gore

(5.9)

konveks oldugundan
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q q

g 0%f 0%f 0%f
0f|1—zs|<s @0 +A-9) @] +s|52
0% f I
+(1-y5) 5 aS(b,d) )ds
_ 2 zf q azf q f q
_Ofu—zs)<s - @o| +a-9) L @ad| +s|52-b,0)
+(1—s) f )
1 92 f q Zf q f q
+1f(25—1)<s m(a,c) +(1-y5) FYEP ——(a,d) (b c)
ra-9L o )
q q
(@ c)| sl[ZL@a| |[oLo, c)| 5|2k (b, )
24 24 24 24
9%f ! i I
5 (@ C)| , ors (@ e b C)| , Joes D
24 24 + 24 24
9T (q c)| 9T (a d)| 9T, c)| Lo, d)|
4 (5.10)

ulagilir. (5.9) ve (5.10) esitsizlikleri ile (5.8) esitsizligi elde edilir.

Aciklama 5.1. 11 7z <1 ise p > 1 oldugundan, Teorem 5.3’te verilen sonug,
(p+1)P

Teorem 5.2°de verilenden daha iyidir.
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6. TUREVLENEBILIR KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN BAZI
YENI ESITSIZLIKLER

Bu boliimde M. A. LATIF ve S. S. DRAGOMIR tarafindan elde edilen tiirevienebilir

konveks fonksiyonlar i¢in bazi yeni esitsizlikler verilmistir.

6.1. GIRIS

Yakin tarihli bir makalede [26], Sarikaya ve ark. R? de tlrevlenebilir koordinatlara gore
konveks fonksiyonlar igin (3.3)'deki orta ve en sagdaki terimler arasindaki farkin
tahminini veren bazi yeni esitsizlikleri kanitladi. Bu b6limde, [26]'da verilen kavramdan
hareketle, R? de turevlenebilir konveks fonksiyonlar icin (3.3)'deki orta ve en soldaki

terimler arasinda tahmini veren baz1 yeni esitsizlikleri kanitlanacaktir.

6.2. ANA SONUCLAR

Asagidaki Lemma ana sonuglari olusturmada 6nemli bir rol oynar,
Lemma6.l. f: A S R? > R, a < b ve ¢ < d olacak sekilde A := [a, b] X [c,d] lzerinde

2
kismi tiirevlenebilir fonksiyon olsun. Eger % € L(A) ise, O halde;

(b—a)(d C)J Jf(xJI)dydx+f(a+bC‘|2'd>
blaff c+d dx+d%df(a-;b’y)dy

0%f
=0b—-a)d- c)f fK(t, s) asatf(ta + (1 —t)b,sc + (1 —s)d)dsdt,
0 0

vardir. Buradan,
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( 0,2] x [0,2
ts, (t,S)E[ 'E]X[ 'E]
t(s—1), (t,s) € [0, 1] X (1, 1]
K(t,s) = L
s(t—1), (t,s) € (E’ 1] X [0'5]
t-DG6-1, @€ G 1 x (%, 1] o1
olur.
Ispat.
101
0% f
(b—a)(d— c)f fK(t, S) asatf(t“ + (1 —1t)b,sc+ (1—s)d)dsdt
0 0
11
Z 2 o2
=b-a)ld- c)f j- ts asatf(t“ + (1 —1t)b,sc+ (1 —s)d)dsdt
0 0
1
Z 1
0% f
+(b—a)(d - c)f f t(s—1) 350t f(ta+ (1 —t)b,sc+ (1 —s)d)dsdt
0o 1
1
1 2
0%f
+(b—-a)(d - c)f fs(t -1) 350t f(ta+ (1 —-t)b,sc+ (1—s)d)dsdt
1 o0
1 1 62
+(b—a)(d - c)f f(t —1D(s—-1) Bs;t f(ta+ (1 —1t)b,sc
72
+ (1 —s)d)dsdt
=L4+L++1,.
(6.2)

olur. Kismi integrasyon yardimuyla,
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11
2 |2 ]
2
I = (b—a)(d—c)ftlfsai;tf(ta+(1—t)b,sc+(1—s)d)ds dt
o |[o

1
2
_1 <a+b c+d) 1[ (t L t)bc+d>dt
=i \=7= 2 ) flte '
0

1
2
1 a+b
Eff sc+(1—s)d)ds
0

f(ta+ (1 —t)b,sc+ (1—s)d)dsdt

O\Nlb—‘

1

2

g
0

elde edilir. (6.3)'te, (t,s) € [0,1]%icinx =ta+ (1 —t)bvey =sc+ (1 —s)d

degisken degistirmeleri kullanilirsa,

c+d

b
1_1 <a+b c+d f
174 248 2 2(b—a)
axb
2

d b d
a+b
Z(d_c)j )y + s fb +fdﬂx,y)dydx
2 2 2

elde edilir. Benzer sekilde pargalara gore entegrasyon ile,

: _1 (a+b c+d> f c+d>d
A 2(b—a) *

a+b
2

c+d c+d

b 2
y)dY+(b_a)(d 5 Lf f(x,y)dydx,

a c
2

a+b

Z(d—C)f

a+b

1_1 (a+b c+d) f c+d>d
A E Z(b—a) x
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a+b
2

d
f a+b )d + f (x,y)dyd
Z(d—c) Y )&y (b—a)(d ) [ y)dydx
a cha
2 2
ve
a+b
1_1 (a+b c+d> f c+d>d
= Z(b—a) x
c+d a+b c+d

2(d—c)f a+by)dy+(b a)(d — c)f ff(xy)dydx

olur. (6.2)'deki I, I, I5 ve I, degisken degistirmesi, (6.1)'i verir.
Teorem6.1. f: A € R? - R,a < b ve ¢ < d olacak sekilde A := [a,b] X [c, d] izerinde

kismi tiirevlenebilir fonksiyon olsun. Eger | | A tizerindeki koordinatlarda konveks

ise asagidaki esitsizlik,

a+bc+d
(b_a)(d C)j jf(xy)dydx+f( )4
_b-a@-9
- 16

oz @0+ |azge fla @ + |2 £ b 00| + oz £ 0. )|
4

vardir. Buradan,

b d
A= 1 c+d J 1 a+b d
_b—aff<x' 2 ) x+d—cff< 2 ,y) Y- (6.4)
a (o4

Ispat. Lemma 6.1'den,
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(b—a)(d c)f ff(x ”dyd“f(ﬁb C;d>““

Osot

1 1 62
< (b—a)(d—c)f fIK(t;SN

+sc+ (1 —s)d)|dsdt

(6.5)

2
elde edilir. [ 2L |, A iizerindeki koordinatlarda konveks oldugundan,

62
‘6 6tf(ta+ (1—t)b+sc+(1—s)d)‘

+t(l—y5s)

0
‘—f(a c)

dsot

+s(1-1t)

+(1-t)(1-y35)

e

dsot dsot

(6.6)

olur. (6.6), (6.5)'te yerine konulursa

(b—a)(d c)j Jf(" ”dyd“f(“b C;d)““

<b-a)d ts+‘%f(a,d) t(1—ys)

2

T 1350t
— (b—a)(d—c)

1
2
[ 0
[
0

2

dsot

f(b,c)|s(1—1t)+ ‘ f(b,d)‘(l—t)(l—s)l dsdt

2 2

atf(a’d)

t(1—s)+ s(1-1)

ts + 9
Sas

f(a: C)

X {

dsot dsot

O i

2

+13sat

£(b, d)‘ (1-6)(1 - s)l dsdt

59



O — uin

1
[ 62 2 2
J.t(l—s) ‘asatf(a,c) ts + asatf(a'd) t(1—s)+‘asatf(b,c) s(1—1t)
2
+ atf(b' d)‘ 1-t)(1 - s)l dsdt
1
1 2 52 )
+f fs(l—t)[asatf ts + aSatf(a,d) t(1—ys)
1 o
o b 1
+‘asatf( HIECED
(1—t)(1—s)l dsdt
1 1 62
+f f(l—t)(l—s)[aat ts+‘@f(a,d) t(1-y)
7 2
o b 1
+|@f( ,0)|s(1—1)
K
mf(b d)‘(l—t)(l—s)l dsdt} 6.7)

esitsizligini verir. (6.7)'deki her bir integrali degerlendirip sadelestirilirse (6.4) elde

edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem6.2. f:A S R? > R, a < b ve ¢ < d olacak sekilde A :=[a,b] X [c,d]

tizerinde kismi tiirevlenebilir fonksiyon olsun. Eger | A tizerindeki koordinatlarda

dsdt

konveks ve p,q > 1, ; + ; = 1 ise asagidaki esitsizlik gegerlidir,

a+bc+d
(b—a)(d c)f ff(xy)dyd”f( 2 >_A
S(b_a)(d_zc).
4(p+ )P
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|f + 2, d)’ : o, C)‘ asat(b'd)| | (6.8)
|

Ispat. Lemma 6.1'den,

J‘j‘ (x,y)dydx + <a+bc+d> 4
(b—a)(d o) ) f@ydydxtf 2
1 1 5
<(b-a)d- c)f fIK(t,s)I 6satf(ta + (1 —=1t),sc+ (1—-s)d)|dsdt
0 0
(6.9)
olur. Simdi ¢ift katl integraller i¢in Holder esitsizligi kullanilirsa,
11 52
f fIK(t S)I f(ta+(1—t),sc+(1—s)d) dsdt
0 0
101 p/1 1
< p
< ] le(t,s)I dsdt j f nn
0 0 0 0
1
q q
+ (1 —s)d)| dsdt
(6.10)
elde edilir. | | A tizerinde konveks oldugundan;
11 q
.[ f 350t —t),sc+ (1 —s)d)| dsdt
0 0
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q
+t(l—ys)

dsat dsat

b

02
2 e

92 I
+S(1 - t) ﬁf(b’d)‘

92 1
+ (1= =9) 5= f(b, d)‘ l dsdt

|6$6tf(a C)| |656tf(a d)| |656tf(b C)| |6satf(b’d)|q
2

(6.11)
vardir. Ayrica su fark edilir,
11 1
1 1 2 2 2 1
j jIK(t,s)lpdsdt=j jtpspdsdt+J Jtp(l—s)pdsdt
0 0 0 0 0o 1
2
1
1 2 11
+.f fsp(l —t)Pdsdt +f f(l —t)P(1 — s)Pdsdt
1 o0 11
2 2 2
4 1 2(p+1)
T+ 1)? (E) (6.12)
Boylece (6.10)'da (6.11) ve (6.12) kullanilirsa,
1 1
j flK(t s)| —s)d)| dsdt
0 0
0?2 K K K
o1 asat/ (@ of + |3sat + |sac S (® of + |3sat
- 2 4
4(p + )P
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elde edilir. (6.9) da ki son esitsizligi kullanmak bize (6.8)' verir. Bu da teoremin ispatini

tamamlar.
Teorem6.3. f:A S R? - R, a < b ve ¢ < d olacak sekilde A := [a,b] X [c, d]
2014
tizerinde kismi tiirevlenebilir fonksiyon olsun. Eger |% , A lizerindeki koordinatlarda

konveks ve q = 1, ise asagidaki esitsizlik,

(b—a)(d c)f ff(" y)dyd"+f(a+b C;d)‘A

(b—a)(d—c)||asat(“ C)| 27 @ d)| 2 C)| 0s at(b'd)| |

- 16 4
(6.13)
olur. Burada A,
b d
. 1 J ( c+d)d+ 1 J (a+b )d
" b-a flx 2 x d—rc f 2 Y)Y
a C
Ispat. Lemma 6.1'i kullanarak,
ff( Ydydox + (a+bc+d> A
(b—a)(d o) ) f@ydydx+f 2
1 1
62
S(b—a)(d—c)J JIK(t,s)I 3 atf(ta+(1—t),sc
0 O
+ (1 —s)d)| dsdkt.
(6.14)

elde edilir. Ortalama gug esitsizligi ile,

1 1
Of Ofu«t 9

—s)d)| dsdt
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1
1—=
q

101
< f fIK(t,s)Idsdt
0 0

11 q %
X J.J.IK(ts)I —s)d)| dsdt
0 0
1__ 1 1
f f K9l |-
0 0
1
q q
+(1-s)d)| dsdt (6.15)

214
elde edilir. |%| ‘in A tlizerinde konveks oldugu kullanilirsa su elde edilir,

2 q

atf(ta +(1—-t),sc+(1—-s)d)

d 02 02
‘mf(a ol +t(1—-ys) mf(a d)‘ +s(1-1t) 359t
2
+(1-t)(1-53) asatf
Ve dolayisiyla buradan,
1 1 q
[ [k dsdt
0 0
1 1 2 q
< —
_j JIK(t s)|lts 350t +t(1-y5) asatf(“’d)
0 0
+s(1—-1t) 350t +(1—t)(1—s) 350t dsdt
1| 92 I 2 ] a2 T a2
:a[asatf(“’c) +‘asatf(a'd) +‘650tf(b'c) asat! d)H

elde edilir. Bu nedenle (6.15),
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—t),sc+(1—- s)d)‘ dsdt

fl flIK(t s)|

s "’)‘ oz ‘”‘ 7257 b ")‘
4

a
1 |[ 7257 b d)| ]|
16| |
| I
(6.16)

olur. (6.16)'nin (6.14)'de yerine konulmasi ile (6.13) elde edilir. Bdylece ispat

tamamlanmis olur.

Agiklama 6.1. p > 1 olacak sekilde 2P > p + 1 ise buna gore

1 < 1
AN |
2p+1)=
P+D3
oldugundan asagidaki esitsizlik,
1 11 1 1 B 1

16 44 2(p+1)% 2(p+1)% 4(p+1)%

elde edilir ve sonug olarak Teorem 6.2'deki sabitte bir diizeltme elde edilir.
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7. KOORDINATLARDA KONVEKS FONKSIYONLAR iCiN
GENISLETILMIS HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde, koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢in Onemli bir esitsizlik elde
edilecektir ve bu esitsizliklerin bir sonucu olarak, Riemann-Liouville kesirli integral ve
logaritmik integral icin Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri verilmistir. Bu ¢alismada
elde edilen esitsizlikler, daha Onceki ¢alismalarda verilen bazi sonuglarin

genellestirilmesini saglar.

7.1. GIRIS

C. Hermite ve J. Hadamard tarafindan kesfedilen Hermite-Hadamard esitsizligi bkz. 6rn.,
[24], [27, s.137]), geometrik bir yorum ve bir¢cok uygulama ile konveks fonksiyonlar
teorisindeki en iyi kurulmus esitsizliklerden biridir. Bu esitsizlikler eger; f:1 = R, reel

sayilarin [ araliginda ve a < b olacak sekilde a, b € I ise, 0 halde

b

(a;b)ﬁbiaff(x)dxﬁ

a

f(a) + f(b)
2

esitsizligi vardir. f konkav ise her iki esitsizlik de ters yonde gegerlidir. Hermite-
Hadamard esitsizliginin ~ konvekslik  kavramimin bir inceltilmis hali olarak
goriilebilecegini ve bunun Jensen esitsizliginden kolayca ¢iktigin1 géruyoruz. Konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi son yillarda yeniden ilgi gordii ve dikkate

deger cesitlilikte iyilestirmeler ve genellemeler iizerinde ¢alisildi (bakiniz 6rnegin, [28],
[29]-[30], [31], [32], [33], [34], [35], [36], [37]).

Koordinatlarda konveks fonksiyonlar asagidaki gibi ifade edilebilir.

Simdi R?'de a < b ve ¢ < d olan bir iki boyutlu A =:[a, b] X [c, d] aralig1 ele alinsin.

Asagidaki esitsizlik,

fax+ (A -t)z,ty+ (A —t)w) <tf(x,y) + (A1 —-t)f(z,w)

Her (x,y),(z,w) € A ve t € [0,1] i¢in gecerliyse, f: A - R doniigiiminiin A (zerinde
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konveks oldugu soylenir. Bir f:A— R fonksiyonunun, f; : [a,b] = R, f,(u) =
fu,y)vef, : [c,d] » R, f,(v) = f(x,v) kismi donisiimleri tim x € [a,b] vey €
[c, d] i¢gin tamimlandig1 yerde konveks ise, A iizerindeki koordinatlarda oldugu sdylenir

(bkz. [8]).
Tamm 7.1. Bir f: A — R fonksiyonu her t,s € [0,1] ve (x,y), (u,w) € A igin asagidaki
esitsizlik gecerliyse f, A (izerindeki koordinatlarda konvekstir;
fx+ A —-t)y,su+(1—-s)w
<tsfe,w)+s(1-)f(y,u) +t(1 —s)f(x,w)

+A -0 -fQw). (7.1)

Acikca, her konveks fonksiyon koordinatlarda konveksdir. Ayrica koordinatlarda
konveks olmayan, konveks fonksiyon vardir (bkz., [8]). Hermite-Hadamard esitsizligi ile
ilgili birkag yeni sonuc icin R? iizerindeki koordinatlarda baz1 konveks fonksiyonlar i¢in
([38], [39], [40], [52], [43], [44]-[45], [46], [47], [48], [49], [50], [51])’a bakiniz.

Simdi, iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville kesirli integrallerinin tanimlari

verilecektir.

Tanmm 7.2. f € L,([a, b] X [c,d]) olsun. Riemann-Liouville kesirli integralleri Ja+ s

Ja+ d—s Jb oy Ve Jg’_[j} 4 Su sekilde tanimlanir,

a+c+ (x,y) = F(a)r‘(ﬁ)f f(x—t)“ Ly —s)P=1f(t,s)dsdt, x >a, y>c,
Iehy f) = e f f (= s = P (6 )dsdt, x>0, y<d,

— 1 ([ a-1 p-1 dsd b
Ieh\f Cy) = F(a)r(ﬁ)xf cf(t_x) =P f (e )dsdt, x<b, y>c,

ve

f(t —x)* (s —y)B1f(t,s)dsdt, x<b, y<d.

a,p _ 1
R f J

[46]. Yukaridaki tanimlara benzer sekilde,
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I8 f(x,0) = ﬁ [a-orou x>a

9% f (x,d) = ﬁ [a-o e x>

y
1
ILF @) =55 [o-9rf@sis, v>e
ve
d
B _ 1 p-1

Ja_f(b,y) = m](s —y)B=1f(b,s)ds, y < d.

y

integralleri verilebilir. ([38], [41], [42], [53], [54], [55], [56], [57], [58], [59], [49], [50],
[60], [61]-[62])’deki Riemann-Liouville kesirli integralleri araciligiyla bir ve iki
degiskenli fonksiyonlar igin bazi giincel Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri bulunabilir.

Bu boliimde sunulan sonuglar [8] ve [46]'da verilenlerin genisletilmesini saglamaktadir.

[63]'de Zabandan, Hermite-Hadamard esitsizlikleri ile ilgili asagidaki Onemli

esitsizlikleri vermis ve bu esitsizliklerin 6zel durumlari ile ilgili birkag esitsizlik vermistir.

Teorem 7.1. f : [a,b] = R, [a,b] Uzerinde pozitif bir konveks fonksiyon olsun ve

h: [0,1] — pozitif bir fonksiyon olsun, éyle ki h € ([0,1]) dir. O halde asagidaki esitsizlik

b
(5) s ma=a | PGED G e s (2

olur. Burada,

I = [} h(t)dt

olarak tanimlanir.
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7.2. ANA SONUCLAR

Bu boliim boyunca asagidaki semboller kullanilacaktir,

H() = by (7o) 4y (=),

b—a b—a
d—y y—c
Hz(}’)zhz(d_c)+h2(d_c)

ve

1 1
Iy, =fh1(t)dt ve Iy, =fh2(s)ds.
0 0

Bu kisimda koordinatlar iizerinde 2 degiskenli konveks fonksiyonlar1 kullanarak

asagidaki esitsizlikler verilecektir.
Teorem 7.2. f:AcR? >R, 0<a<b, 0<c<dvef €L;(A),A:=][ab]x[cd]

Uzerinde konveks olsun. Ve hq, h,:[0,1] » R, hy,h, € L([0,1]) olacak sekilde iki
pozitif fonksiyon olsun. O halde,

a+b c+d < 1 ’ dH i dvd
() sma—aa—y) | memore e

flaatflad+fbe)+fbd)

4 (7.3)
vardir.
Ispat. (7.)yex=ta+(1—t),y=(1—-t)a+thu=sc+ (1 —s)d,w=
(1—s)c+sdvet=s=% ile,
a+b c+d
=)
< % [fta+ (1 —t)b,sc+ (1 —s)d)+ f(ta+ (1 —t)b,(1 —5s)c + sd)
+f((1=a+thsc+ (1—s)d)+ f((1—t)a+th, (1 —5s)c+sd)]
(7.4)
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bulunur. Boylece, (7.4)'Uin her iki tarafi h, (t) h,(s) ile carpilirsa ve (t, s)'ye gore [0,1] X

[0,1] Uzerinde integrali alinirsa,

f(a+b ctd f fhl(t) h,(s) dsdt

[f f hi(t) hy(s)[f(ta+ (1 —t)b,sc + (1 — s)d)

+ f(ta+ (1 —t)b, (1 — s)c + sd]dsdt

1 1
+f fhl(t) ho(S)[f((1 = t)a+th,sc + (1 —5)d)
0 0

+ f((1 —a+tb,(1 - s)c + sd]dsdt]

elde edilir. Degisken degisimi kullanilirsa, ilk esitsizligin ispatlandigy;

a+bc+d

OJ thl(t) h,(s) dsdt

P2 (22 s

() b () £ e y)ayx

h (=) ha (Z —2) fx,)dydx

b (=) b (3=) £y

esitsizligi elde edilir. (7.3)'deki ikinci esitsizligin ispati i¢in f nin A {izerinde bir konveks

fonksiyon olmasi durumunda, (7.1)'i x = a,y = b,u = c ve w = d ile kullanilirsa;
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f(ta+ (A —t)b,sc+ (1—s)d)
<tsf(a,c)+s(1—t)f(b,c)+t(1—-5s)f(ad)
+ (1 -t)(1—-s)f(b,d)

fta+ (1A —t)b,(1 —s)c+sd)

<t(l-s)f(a,c)+ (A —-t)(A —s)f(b,c) +tsf(a,d)
+ (1 —-1t)sf(b,d)

f((1=t)a+th,sc+ (1—s)d)

<@-t)sf(a,c) +stf(b,co)+(1—-t)(A —-s)f(a,d)
+t(1—-s)f(b,d)

ve

f((1=ta+th,(1—s)c+sd)

<A-v)A-95)f(ac)+t(1—-s)f(b,c)+ (1 —-1t)sf(a,d)
+ tsf(b,d)

elde edilir. Bu esitsizlikler toplanilirsa,

fta+ (A —-t)b,sc+(1—-s)d)+ f(ta+ (1 —t)b,(1 —s)c +sd)
+f((1 —t)a+th,sc+ (1— s)d) + f((1—t)a+th,(1 —5s)c+ sd)

< f(a,c)+ f(b,c)+ f(a,d)+ f(b,d)
(7.5)

esitsizligine ulasilir. Daha sonra, (7.5)'in her iki tarafin1 h, (t) h,(s) ile ¢arpilirsa ve

(t, s)'ye gore [0,1] x [0,1] Uzerinde integrali alinirsa,
j j hi(®) hy(S)[fta+ (1 —t)b,sc+ (1 —s)d) + f(ta+ (1 —t)b,(1 —s)c + sd)
0 0

+f((1—ta+thsc+ (1—s)d)+ f((1—t)a+th, (1 —s)c+sd)]dsdt

<[f(a,c)+ f(b,c)+ f(a,d) + f(b, d)]f fh1(t) h,(s) dsdt
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olur. Burada degisken degisimi kullanilirsa,

4(b—a)(d—c){af fhl — hZ(Z_ )f(x y)dydx
b
o |

+

i () bz (5 )iy

\:Q

f h () (fl —2) £ y)dydx

Q'\w

b d
+[ [ G2 b =) Fedyan)

a

< fla,c)+ f(a,d) Zf(b: c)+ f(b, d)f fhl(t) h,(s)dsdt
0 0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Aciklama 7.1. Teorem 7.2'de,

(i) [0,1] tizerinde hy(t) = t, h,(s) = s segersek, Sarikaya ve Yaldiz tarafindan [28]'de

kanitlanan;

(a+b c+d>
2 2

b d
1
= (b—a)d _C)J !f(x'Y)dydx

flaa+flad+fbo+fbd
< 2 ,

(7.6)

esitsizligi olur.

(ii) [0,1] tizerinde hy(t) = t*~1 (a > 0), h,(s) = sP~1 (B > 0) secilirse; O halde (7.3)

esitsizligi Sarikaya tarafindan [46]'da kanitlanan kesirli integral esitsizlikleri,
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a+b c+d
=)
Fa+ DI +1)
<
“ 4(b—a)*(d —c)F

+ J;‘fd_f(a, c)]

(9&Lesf B ) + 33Eaf0,0) + 33E f (a,d)

<f(a,C)+f(a,d)+f(b.6)+f(b.d)
= 4

olur.

Sonug 7.1. [0,1] tizerinde h; (t) = (= In)*~! (@ > 0), hy(s) = (—=Ins)B~1 (B > 0)ile

Teorem 7.2 varsayimi altinda, agsagidaki logaritmik integral esitsizlikleri,

(a +b c+ d)
2 2
- 1
AT (T (B)(b —a)(d —c)

o I b

e QY e

y—cC
flad+flad+fbo)+fbd
- 4

X

(7.7)

elde edilir.
Sonu¢7.2. f:AcR? > R, f €L (A)ve0 <a<b,0 < c <d olacak sekilde R?'de

A = [a, b] X [c, d] Uzerindeki koordinatlarda konveks olsun. O halde,

(a+b c+d>
2 2

b d
1
= (b—a)d —c)! Cff(x'Y)dydx
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< 1
“4(b—-a)(d—-0c)

J G =)

[l (G=5)] +[m (z “N| reeayas

<f(a,6) + f(a,d) + f(b,c) +f(b.d)_

4
(7.8)
olur.
Ispat. (7.6) dan,
a+b c+d
(=)
1 b d
< (b—a)(d—c)! !f(x,y)dydx
atb ctd atb
1 2 2 2 d
“h-ad-0 f f f(x,y)dydx+f C+fdf(x,y)dydx
ka c a T
c+d \
b 2 b d
+ f Jf(x.y)dydx+f ff(x,y)dydxl
o 20 g ) 7.9

elde edilir. (7.9)'un sag tarafinin ilk integrali x = aTH vey = CTH degiskenleri
degistirilirse; (7.6) esitsizligi kullanilarak ve Fubini Teoreminden,

+b c+d

= Tz b d
f f (x,y)dyd _1[[ <a+t C+S>ddt

fx’y yx—4 f 2 ) 2 S
a C a c

Q
a
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%f fd (t—a)(s c)f ff(x y)dydx |dsdt

1
-G -0 dsdt | f(x,y)dydx

I
I
Q\c‘
ﬁ\m‘
X\c‘
E\Q

d
f (lni : Z) (lnz : Z) f(x,y)dydx.

elde edilir. Benzer sekilde sirastyla (7.9)'un sag tarafinin diger integrallerinde

a+t _d+s _b+t _Cc+s _b+t _d+s
> vey = > ,X = > ve y = > ,X = > ve y = >

X =

degisken degisimi kullanilirsa,

f fdf(xy)dydx_ fff(a;—t,d-zl_s)dsdt

ctd
1b d
ngf (t—a)(d s)f ff(xy)dydx dsdt

2 [ (=D s

b d
b+t c+s
fff )dsdt
a

I——=c
QR‘N|
\h
N\
=
<
—/
QU
<
U
=
[
SN

< %f fd b= t)l(s — c)f ff(x,y)dydx dsdt
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f(x,y)dydx = — ff b+td-zl_s)dsdt

b d
:%f f(mZ:z)(ln;:;)f(x,y)dydx

elde edilir. Yukarida hesaplanan integralleri (7.9) da yerine yazilirsa ve « = f = 2 igin

(7.7)’nin son esitsizligi kullanilirsa, (7.8) esitsizliklerinin ispati olarak;

(a+b c+d)
2 ' 2

b d
1
=h-od- c)(! !f(x,y)dydx

: d—c dvd
4(b—a)(d—c) f x—a c)f(x’y)yx

(ln b- a) <lnj :;) f(x,y)dydx

(lnz : a) (ln d : Z) f(x,y)dydx

ﬁ'\& ﬁ'\& g\c‘

' J J (1n5=5) (=) e )y

flao+flad+fbo)+fbd)
B 4

esitsizligi elde edilir.
Teorem7.3. f:AcR?2 >R, f €L (A)ve0 < a <b,0 < c <d olacak sekilde R?'de

A = [a,b] X [c,d] Uzerindeki koordinatlarda konveks olsun ve hq, h,:[0,1] —»
R; hq, hy, € L([0,1]) olacak sekilde iki pozitif fonksiyon olsun. O halde,
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(a+b c+d)
2 ' 2

Wfl‘h(x)f d)dx+mf 2()’)f a+b )dy

1
<
4Ih1[h2 (b - a)(d

b
-5 f ] Hy (COH, ()f (x,y)dydx

b b

1 ]
Sm le(x)f(x,c)dx+le(x)f(x,d)dx
d d T
L (w0 Jay + [ H(F b, y)d
+81h2(d_c)f 20 f (a, y)dy 2(V)f(b,y)dy

< f(a,c) + f(a,d) + f(b,c) + f(b,d)
- 4 (7.10)

esitsizligi vardir.

Ispat. f: A > R konveks oldugundan her x € [a, b] igin [c,d] Uzerinde g,:[c,d] = R,
9x(¥) = f(x,y) doniisiimlerinin konveks oldugu sonucu c¢ikar. Daha sonra (7.2)

esitsizlikleri kullanilirsa,

c+d 9:(0) + g:(@)
0 () = 5= )sz<y)gx(y)d 2920 xelabl
Yani, her x € [a, b] igin;
c+d
F(o ) = 3 )JHz(y)f(x y)dy
O+ frd)
= 2 (7.12)

dir. Burada (7.11)'in her iki tarafl H1 (x) ile carpilirsa ve x’e gore [a, b] Uzerinde

,(b-

integrali alinirsa,
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21h1(b )le(x)f C+d> dx

< 1
4Ih11h2(b - a)(d -

b
c)af !Hl(x)Hz(J’)f(x,y)dydx

b b
Sm le(x)f(x,c)dx+fH1(x)f(x,d)dx‘

(7.12)
elde edilir.
gy:[a,b] = R, g,(x) = f(x,y) doniisiimii igin benzer sekilde,
H a +b 4
W f z(y)f ) y
b
41h11h2 (b — a)(d ) ! f Hy O H,(y)f (x, y)dydx
d d
1
< 41, (d—0) j H,(y)f(a,y)dy + J H,(y)f (b, y)dy] 7.13)

vardir. (7.12) ve (7.13) esitsizlikleri toplanirsa, (7.10)'da ikinci ve iigiincii esitsizlikleri

veren su esitsizlik,

b
mflﬂ(x)f(x d)dx+mf 2(}’)f a+b )dy

b d

1
= 20y, 1, (b — @) (d— 0) f f Hi () H, () (x, ) dydx

b b
le(x)f(x, C)dx+fH1(x)f(x, d)dx]

a a

<t
4‘Ih1(b - a)
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d d
+EZ@T?5fH*”ﬂ@yMY+fowﬂhyw4

Cc

elde edilir. Simdi (7.2)'deki ilk esitsizlik kullanilarak sunlar elde edilir;

(anrb’Cerd)—ZIh b — )le(x)f +d>dx

ve

(anrb’Cerd)—ZIh(d )] Z(y)f a+b )dy'

Ek olarak, (7.10)'daki ilk esitsizligi veren,

<a+b c+d>
2 2

mflﬂ(x)f d) dx +Wfﬂz()0f ki )dy

vardir.

Son olarak, (7.2)'deki ikinci esitsizlik kullanilarak ve (7.10)'da ki son esitsizligi toplam

olarak veren asagidaki esitsizlik,

flao)+fb,c)

)meﬁ&dd

21h1(b 2
f(a,d) + f(b,d)
WJHl(X)f(X d)d < >
fla,c) + f(a,d)
WJ H,(y)f(a,y)dy < >
ve
f(b,c)+ f(b,d)
m[ H,(y)f(b,y)dy < >
vardir.
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Aciklama 7.2. Teorem (7.3)'te h,(t) = t, h,(s) = s, [0,1] Uzerinde ise, o halde
(7.10)’daki esitsizlikler, Dragomir [8] tarafindan ispatlanan asagidaki esitsizlik olur,

(R
b
a1 o e (5]

b d
1
< (b_a)(d_c)l Cff(x,y)dydx

b
<1 1 f( )d
<zlp=4 f(x,c)dx
a

1 1 17 d
+mff(x,d)dx+mff(a,y)dy+mff(b'3’) y

flao+flad+fbo)+fbd)
< 2 :

Aciklama 7.3. Teorem (7.3)’te hy(t) = t* Y(a > 0), h,(s) = sF~1 (B > 0), [0,1]

Uzerinde ise 0 zaman (7.10) esitsizlikleri Sarikaya tarafindan [29]'da kanitlanan,

<a+b c+d)

2 7 2

SI((ba-l-l))a a+f( c+d) ( c+d>]
wa—ar P8 () + s (o)

T'(a+ DI +1)
=20 —a)*(d - )ﬁ[ b fb,d)+IiE_fb0)+ 3P fla,d)

=P f(a,0)l
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INa+1)
“4(b— a)”

rg+1)
4(d — c)P

[J&+f (b, c) + Jg+ f (b, d) + Jp—f(a,c) + Jp-f(a,d)

+ (92, f(a,d) + JE f(b,d) + J5_f(a )+ T5_fb,O)]

<f(a,6) + f(a,d) + f(b,c) + f(b,d)
= 4

kesirli integral esitsizlikleri haline gelir.

Sonug 7.3. [0,1] izerinde hy(t) = (—Int)*! (a > 0), hy(s) = (—Ins)F~1 (B > 0)

ile Teorem 7.3 varsayimi altinda,

<a+b c+d>
2 2

(2
e @f Hln el
ros] | H Gl +lnl=
= +[ln( =
| Hln o
v [ (=

flaa+flad+fbo+fbd
- 4

9]

f (x,y)dydx

3 ] [f(x,) + fx, d)]dx

I ] [f (@, ) + £(b,Y)]dy

logaritmik integral esitsizlikleri elde edilir.
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8. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alisma, koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢in 6nemli bir esitsizligi ortaya
koymay1 amaglamaktadir. Bu esitsizlik, Riemann-Liouville kesirli integral ve logaritmik

integral i¢in Hermite-Hadamard tipi esitsizliklerin bir genislemesi olarak goriilebilir.

Bu calismada eclde edilen sonuglar, daha Onceki calismalarda verilen sonuclarin
genellestirilmesini de igermektedir. Bu nedenle, bu calisma, matematiksel analiz ve

sayisal analiz alaninda ¢alisan arastirmacilar i¢in 6nemli bir kaynak olabilir.

Ozellikle, bu tiir matematiksel analiz ¢alismalari, genis bir uygulama alanina sahiptir.
Matematiksel fizik, miihendislik, istatistik gibi alanlarda da kullanilabilmektedir. Bu
nedenle, bu tiir matematiksel analiz ¢alismalarimin sonuglari, bu alanlarda calisan

arastirmacilar i¢in de yararl olabilir.
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