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Yüksek Lisans Tezi 
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Temmuz 2023, 90 sayfa 

Bu tez çalışması, koordinatlarda konveks fonksiyonlar için önemli olan bir eşitsizlik elde 

etmek olup eşitsizliklerin sonucunda Riemann-Liouville kesirli integral ve logaritmik 

integral için Hermite-Hadamard tipli eşitsizliklerin bir genişlemesi olduğu gösterilecektir. 

Bu çalışmada ayrıca elde edilen eşitsizliklerin daha önceki çalışmalarda verilen bazı 

sonuçların genelleştirilmesi olduğu da verilecektir. 

Anahtar sözcükler: Hermite-Hadamard eşitsizliği, Koordinatlarda konveks fonksiyon, 

Riemann-Liouville kesirli integral. 
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This thesis is to obtain an inequality in coordinates, which is important for convex 

functions, and it will be shown that as a result of the inequalities there is an expansion 

of the Hermite-Hadamard type inequalities for the Riemann-Liouville fractional integral 

and logarithmic integral. It will also be given that the inequalities obtained in this study 

are a generalization of some of the results given in previous studies. 
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1. GİRİŞ 

Matematikte 'eşitsizlik' terimi, iki nesne arasındaki korelasyonu yansıtmak için kullanılan 

iki nicelik arasındaki ilişkiyi ifade eder. Eşitsizliklerin dokunuşu ve rolü, on dokuzuncu 

yüzyılda hesabın icadından sonra giderek daha önemli hale geldi. Eşitsizlikler, çağdaş 

matematiğin hemen hemen tüm alanlarında hayati bir rol oynamakta fizik ve mühendislik 

bilimleri dahil olmak üzere tüm bilim dallarında geniş bir uygulama alanına sahiptir. 

Konvekslik genellikle eşitsizlikler verir ve geometrinin çok temel bir konusudur, ayrıca 

matematiğin birçok alanında da yaygın olarak kullanılır. Konvekslik zaten Yunan 

filozofları için bir tartışma konusuydu ve muhtemelen Babil ve Mısır antik dönemlerine 

kadar uzanıyor. Arşimet'in (Syracuse Arşimetleri) "Küre ve silindir üzerine" [1] adlı 

incelemesinde konveksliğin ilk doğru tanımını (MÖ 287-M.Ö. 212) sağladığı 

anlaşılmaktadır. 

Arşimet'in postülaları, "Uç noktaları ortak olan iki dışbükey yaydan biri diğeriyle bitiş 

noktalarını birleştiren doğru arasında bulunuyorsa, birinci yayın uzunluğu ikinci yayın 

uzunluğundan daha küçüktür" şeklinde tanımlanır. Muhtemelen konvekslik fikri, 

sayılarınki kadar eski değildir, ancak insan uygarlığının başlangıcından beri daireler veya 

üçgenler gibi temel geometrik şekillerin çizilmesidir. Konvekslik, fonksiyonel analiz, 

ayrık matematik, kimya, fizik ve diğer bilimler gibi matematiğin farklı bölümlerinde 

sıklıkla gizlenir. Fotoğrafçılık ve trafik güvenliği için tümsek aynaların çekici bir 

uygulaması. Modern araştırmalarda konveksliğin doğrudan veya dolaylı olarak 

kullanıldığı yaygın olarak kabul edilmektedir. Geniş kullanımı ve alaka düzeyi nedeniyle, 

konveks kümeler kavramı ve sonuç olarak konveks fonksiyonlar, çeşitli alanlarda geniş 

çapta genelleştirilmiştir. Konveks fonksiyonlar, büyük bir eşitsizlik sınıfını kanıtlamak 

için güçlü araçlardır. Günümüzde konveks fonksiyon analizi, yarı konveks fonksiyonlar 

[2], log konveks fonksiyonlar [3], koordinatlara göre konveks fonksiyonlar [4], harmonik 

konveks fonksiyonlar [5], GA-konveks fonksiyonlar [6], ( alfa;m)-konveks fonksiyonlar 

[7] dahil olmak üzere daha geniş bir fonksiyon teorisine doğru genişletilmiştir.  

Eşitsizlikler teorisi ve konveks fonksiyonlar fikri birbiriyle yakından ilişkilidir. Hermite-

Hadamard eşitsizliği, konveks fonksiyonlardan geliştirilen birincil önemli sonuçtur. 
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Konveks fonksiyonların sistematik araştırmasına ilk olarak 19. yüzyılın sonlarında 

rastlanmasına rağmen, 20. yüzyılın ortalarında matematiğin önemli bir alanı olarak 

görülmeye başlanmıştır. Konveks kümeler ve ilgili geometrik konular matematikçiler 

tarafından kullanılan 95 ana konudan biridir (52. sırada). Konvekslik, geometri, analiz, 

lineer cebir ve topolojide kullanılır ve sayı teorisi, klasik ekstremum problemleri, lineer 

programlama, oyun teorisi ve eşitsizlikler teorisi(lineer, klasik ve matris) gibi çeşitli 

konularda önemli rol oynar. Son yüzyılda gelişen disiplini ve artan uygulamalarıyla 

matematiksel analizin merkezi alanlarından biri olarak yerini almıştır. 

 

Konveks terimine ilk olarak, 1881 de Ch. Hermite(1822-1901) in Mathesis 3(1883, s.82) 

dergisine gönderdiği mektupta rastlanmıştır. Mektupta; 

“Sur deux limites d'une intégrale définie. Soit     une fonction qui varie toujours dans le 

même sens de ax   , á  bx  . On aura les relations 

     
   

22

bfaf
abdxxf

ba
fab

b

a










 
 

 

ou bien 

     
   

22

bfaf
abdxxf
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fab

b

a










 
   

 suivant que la courbe y = f (x) tourne sa convexit´e ou sa concavit´e vers l'axe 

desabcisses. 

En faisant dans ces formules   xbaxxf  ,0),1/(1)(   il vient 

 
 

."
12

1log
2

22

x

x
xx

x

x
x





  

 yazılıydı. Eşitsizlikler alanında daha fazla dikkate alınan önemli sonuçlar vardır ama 

maalesef Hermit'in temel çalşmaları sık sık onun orjinal yazar kimliği verilmeden 

belirtilmiştir. Bu bağlamda temel matematikte ilgi çeken/çekmekte olan Hermite-

Hadamard Eşitsizliğinin geometrik yorumu ve çoğu uygulamasıyla konveks fonksiyonun 

ilk temel sonucu olduğunu söyleyebiliriz. Çoğu matematikçi farklı konveks fonksiyon 

sınıfları(quasi-convex fonksiyonlar, fonksiyonların Godunova-Levin sınıfı, log-convex 

ve r-convex fonksiyonlar, p-convex fonksiyonlar, vb.) ve özel ortalamalar (p-logarithmic 

ortalamalar, identric ortalama, Stolarsky ortalamalar, vb.) için onu uygulamaya, 
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genişletmeye, sadeleştirmeye ve genelleştirmeye çalışmaktadır. 

Dragomir, [8] deki çalışmasında ℝ 2 düzleminde bir dikdörtgen üzerinde koordinatlara 

göre konveks fonksiyonların tanımını vererek bu fonksiyonlar için ilk olarak Hermite-

Hadamard tipli yeni bir eşitsizlik vermiştir. Daha sonraki yıllarda bu çalışma göz önüne 

alınarak yukarda bahsetmiş olduğumuz farklı türeden birçok yeni koordinatlara göre 

konvekslik tanımları verilerek yeni sonuçlar elde edilmiştir. 

Bu tezde koordinatlarda konveks fonksiyonlar için önemli olan bir eşitsizlik elde edilecek 

olup ve bu eşitsizliklerin sonucunda Riemann-Liouville kesirli integral ve logaritmik 

integral için Hermite-Hadamard tipli eşitsizliklerin bir genişlemesi olduğu gösterilecektir. 

Bu çalışmada ayrıca elde edilen eşitsizliklerin daha önceki çalışmalarda verilen bazı 

sonuçların genelleştirilmesini olduğu da verilecektir.
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2. KURAMSAL KAVRAMLAR 

Bu bölümde, tezde kullanılacak temel tanım ve teoremler sunulacaktır. Ayrıca teze ışık 

tutan literatürde var olan bazı eşitsizlikler ispatsız olarak verilecektir. 

2.1. GENEL KAVRAMLAR 

Tanım 2.1. (Limit) 𝐴 ⊂  ℝ olmak üzere 𝑓 ∶  𝐴 → ℝ bir fonksiyon ve 𝑎 da 𝐴 kümesinin 

bir yığılma noktası olsun. Her  > 0 için, eğer 0|𝑥 −  𝑎| olduğunda |𝑓(𝑥)  −  𝐿|  <   

kalacak şekilde bir  > 0 sayısı bulunabiliyorsa 𝑥, 𝑎 ya yaklaştığında 𝑓 nin limiti 𝐿 dir 

denir ve bu durum 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 

ile gösterilir [64]. 

Tanım 2.2. (Süreklilik) 𝐴 ⊂  ℝ olmak üzere 𝑓 ∶  𝐴 → ℝ bir fonksiyon ve 𝑎 da A 

kümesinin bir yığılma noktası olsun. 𝑓 fonksiyonu 𝑎 üzerinde süreklidir ancak ve 

ancak |𝑥 −  𝑎| olduğu zaman |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)| < 𝜀 olacak biçimde her 𝜀 > 0 için en az 

bir  > 0 sayısı vardır. Yani,  

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) 

İse f fonksiyonu 𝑎 noktasında süreklidir. Eğer 𝑓 fonksiyonu 𝐴 kümesinin her noktasında 

sürekli ise bu fonksiyon 𝐴 üzerinde süreklidir denir [64].  

Teorem 2.1. 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ olmak üzere 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu sürekli ise sınırlıdır. 

Tanım 2.3. (Mutlak Süreklilik) 𝑖 = 1,… , 𝑛 olmak üzere [𝑎, 𝑏] aralığının ayrık açık alt 

aralıklarının birikimi {(𝑎𝑖, 𝑏𝑖)} 1
𝑛 için  

∑(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖)

𝑛

1

<  

olduğu zaman 
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∑|𝑓(𝑏𝑖) − 𝑓(𝑎𝑖)|

𝑛

1

<  

olacak şekilde herhangi bir 𝜀 > 0 sayısına karşılık gelen bir  > 0 sayısı varsa 𝑓 

fonksiyonuna [𝑎, 𝑏] aralığında mutlak süreklidir denir [65].  

Tanım 2.4. (Türev) 𝐴 ⊂  ℝ, 𝑥0 ∈ 𝐴, 𝑥0, 𝐴′nın bir yığılma noktası ve 𝑓 ∶  𝐴 → ℝ bir 

fonksiyon olsun. Eğer  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 

limiti veya 𝑥 = 𝑥0 + ℎ yazılmasıyla elde edilen 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥0 + ℎ ) − 𝑓(𝑥0)

ℎ
 

limiti varsa 𝑓 fonksiyonu 𝑥0 noktasında türevlenebilirdir denir ve bu limitin değeri 𝑓 nin 

𝑥0 noktasındaki türevi adını alır. Bu türev 𝑓′(𝑥0),
𝑑𝑓(𝑥0)

𝑑𝑥
 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝐷𝑓(𝑥0) 

sembollerinden biri ile gösterilir [64]. 

Tek değişkenli fonksiyonlarda türevlenebilme ve diferansiyellenebilme kavramları aynı 

anlama gelmektedir. 

Tanım 2.5. (Konveks Küme) 𝑉 bir lineer uzay ve 𝐴 ⊂  𝑉 ve 𝑥, 𝑦  𝐴 olsun. 

𝐵  {𝑡  𝑉 ∶  𝑡  𝑥  (1) 𝑦, 0    1}  ⊆  𝐴 

şeklinde tanımlanabiliyorsa 𝐴 kümesine konveks küme denir. Ancak 𝑡 ∈  𝐵 ise 

𝑡 𝑥  (1 𝑎) 𝑦 eşitliğinde 𝑥 ve 𝑦 nin katsayıları için bağıntı her zaman doğrudur. 

Bundan dolayı konveks küme tanımındaki (1) , yerine    1 şartını sağlayan 

negatif olmayan ,  sayıları yazabiliriz. Geometrik anlamda 𝐵 kümesi uç noktalar 𝑥 ve 

𝑦 olan bir doğru parçasını belirtmektedir. Sonuç olarak konveks küme boş olmayan ve 

herhangi iki noktasını birleştiren doğru parçasına karşılık gelen kümedir [72]. 

Tanım 2.6. (Konveks Fonksiyon) ∀ 𝑎, 𝑏 ∈  𝐼 𝑣𝑒 𝑡 ∈ [0,1] için  

𝑓(𝑎𝑡  (1 𝑡)𝑏)  𝑡𝑓(𝑎)  (1 𝑡) 𝑓(𝑏) 

eşitsizliğini sağlayan 𝑓 ∶  𝐼 ⊂  ℝ → ℝ fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (eşdeğer 

olarak 𝑡 ∈ (0,1) aralığında da seçilebilir.). Geometrik olarak bu eşitsizlik, 𝑓 

fonksiyonunun grafiği kirişlerinin altından geçtiği anlamına gelmektedir. Aşağıda bazı 
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konveks fonksiyon örnekleri verilmiştir. 

𝑖) 𝑒𝑎𝑥 

𝑖𝑖) − log (𝑥) 

𝑖𝑖𝑖) 𝑥𝑎 , (ℝ+), 𝑎 ≥ 1 ve 𝑎 ≤ 0 

𝑖𝑣) 𝑥𝑎, (ℝ+), 𝑎 ≤ 0 ≤ 1 

𝑣) |𝑥𝑎|, 𝑎 ≥ 1 

𝑣𝑖) 𝑥𝑙𝑜𝑔(𝑥), (ℝ+) 

Aşağıdaki kriterler konveks fonksiyon tanımına eşdeğerdir. 

1. 𝐼 aralığı üzeride 𝑓 fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter şart herhangi bir 

𝑐 ∈ 𝐼 noktası için, 
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑐)

𝑥−𝑐
 fonksiyonunun 𝐼 aralığında artan olmasıdır. 

𝟐. 𝑓 ∶ (𝑎, 𝑏)  ℝ fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter şart her 𝑐, 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) 

için,  

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐) = ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑐

 

olacak şekilde 𝑔 ∶ (𝑎, 𝑏)  ℝ artan fonksiyonun olmasıdır.  

3. 𝑓 diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere , 𝑓 nin konveks olması için gerek ve 

yeter şart 𝑓′ fonksiyonunun artan olmasıdır [73]. 

4. 𝑓′′, (𝑎, 𝑏) de mevcut olsun. Bu durumda 𝑓 nin konveks olması için gerek ve yeter şart  

𝑓′′(𝑥) ≥ 0 olmasıdır.  

5. 𝑓 ∶ (𝑎, 𝑏)  ℝ fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter şart her 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) 

için 𝑓 fonksiyonunun en az bir support doğrusuna sahip olmasıdır. Yani 

𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥0) + 𝜆(𝑥 − 𝑥0) 

eşitsizliğini sağlamasıdır. Burada 𝜆, 𝑥0 bağlıdır ve eğer 𝑓′varsa o zaman 

𝜆 = 𝑓′(𝑥0) 𝑦𝑎 𝑑𝑎 𝑓−
′(𝑥0) ≠ 𝑓+

′(𝑥0) 𝑖𝑠𝑒 𝜆 ∈ [𝑓−
′(𝑥0) + 𝑓+

′(𝑥0) ] 

dır. 

6. 𝑓 ∶ (𝑎, 𝑏)  ℝ fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter 

şart 𝑃, 𝑄 𝑣𝑒 𝑅 noktaları f fonksiyonunun grafiği üzerinde herhangi üç nokta olmak üzere,  
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𝑒ğ𝑖𝑚𝑃𝑄 ≤ 𝑒ğ𝑖𝑚𝑃𝑅 ≤ 𝑒ğ𝑖𝑚𝑄𝑅 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır [74]. 

Konveks fonksiyonların temel özellikleri şunlardır: 

1. 𝑓𝑗 ∶  ℝ
𝑛 → ℝ , (𝑗 = 1,2,3, … , 𝑘) fonksiyonlar konveks olmak üzere 

𝑓(𝑥) =∑𝑎𝑗𝑓𝑗(𝑥),   𝑎𝑗 > 0; (1,2,3, … , 𝑘)

𝑘

𝑗=1

 

fonksiyonuda konvekstir. Konveksliğin tanımından; 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦 =∑ 𝑎𝑗𝑓𝑗(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦)
𝑘

𝑗=1
 

≤∑ 𝑎𝑗[𝑡
𝑘

𝑗=1
𝑓𝑗(𝑥) + (1 − 𝑡)𝑓𝑗(𝑦)] 

=∑ [𝑡𝑎𝑗𝑓𝑗(𝑥) + (1 − 𝑡)𝑎𝑗𝑓𝑗(𝑦)]
𝑘

𝑗=1
 

= 𝑡∑ (𝑎𝑗𝑓𝑗(𝑥)) + (1 − 𝑡)∑ (𝑎𝑗𝑓𝑗(𝑦))
𝑘

𝑗=1

𝑘

𝑗=1
 

≤ 𝑡𝑓(𝑥) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑦). 

2. 𝑓 ∶  ℝ𝑛 → ℝ konkav ve 𝐴 = {𝑥 ∶ 𝑓(𝑥) > 0} olmak üzere 𝑔 ∶ 𝐴 → ℝ, 𝑔(𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
 

biçiminde tanımlanan 𝑔, 𝐴′ da konvekstir. 

3. 𝑓 ∶  ℝ → ℝ azalmayan ve konveks ve 𝑔 ∶  ℝ𝑛 → ℝ da konveks bir fonksiyon olsun. 

Bu takdirde, ℎ ∶ ℝ𝑛 → ℝ 

ℎ(𝑥) = (𝑓𝑜𝑔)(𝑥) olarak tanımlanan h bileşke fonksiyonu da konveksdir. Gerçekten 

ℎ ∶ ℝ𝑛 → ℝ, ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) olmak üzere 𝑥 = 𝑡𝑎 − (1 − 𝑡)𝑏, ve buradan 

ℎ(𝑡𝑥1 + (1 − 𝑡)𝑥2) = 𝑓(𝑔(𝑡𝑥1 + (1 − 𝑡)𝑥2) 

≤ 𝑓(𝑡𝑔(𝑥1) + (1 − 𝑡)𝑔(𝑥2)) 

= 𝑡𝑓((𝑔(𝑥1) + (1 − 𝑡)𝑓((𝑔(𝑥2)) 

= 𝑡ℎ(𝑥1) + (1 − 𝑡)ℎ(𝑥2). 

4. 𝑓 ∶  ℝ𝑛 → ℝ konveks ve K uygun matris olmak üzere 𝑔 ∶  ℝ𝑛 → ℝ, 𝑔(𝑥) = 𝐾𝑥 + 𝐿 

formunda bir konveks fonksiyon olsun. ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) fonksiyonu için 



8 

 

𝑔(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)) = 𝐾(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) + 𝐿 

= 𝑡𝐾𝑥 + (1 − 𝑡)𝐾𝑦 + 𝐿 

olup; 

𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝑔(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) 

= 𝑓(𝑡𝐾𝑥 + (1 − 𝑡)𝐾𝑦 + 𝐿 

= 𝑓(𝑡𝐾𝑥 + (1 − 𝑡)𝐾𝑦 + 𝐿 + 𝑡𝐿 − 𝑡𝐿) 

= 𝑓(𝑡(𝐾𝑥 + 𝐿) + (1 − 𝑡)𝐾𝑦 + (1 − 𝑡)𝐿 

= 𝑓(𝑡(𝐾𝑥 + 𝐿) + (1 − 𝑡)𝐾𝑦 + 𝐿 

≤ 𝑡𝑓(𝐾𝑥 + 𝐿) + (1 − 𝑡)𝑓(𝐾𝑦 + 𝐿) 

𝑡𝑓(𝑔(𝑥)) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑔(𝑥)) 

olduğundan ℎ = 𝑓(𝑔(𝑥)) konveks fonksiyondur. Yani afin dönüşüm konveks fonksiyon 

altındaki görüntüsüde konvekstir. 

Tanım 2.7. (Üçgen Eşitsizliği) 𝑥, 𝑦 ∈  ℝ için  

|𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦| 

‖𝑥‖ − ‖𝑦‖ ≤ |𝑥 − 𝑦| 

‖𝑥‖ − ‖𝑦‖ ≤ |𝑥 + 𝑦| 

ve tümevarım yöntemiyle, 

|𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑛| ≤ |‖𝑥1‖ +⋯+ ‖𝑥𝑛‖| 

eşitsizlikleri sağlanır [75]. 

Tanım 2.8. (Üçgen Eşitsizliğinin İntegral Versiyonu) 𝑓 , [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli reel 

değerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde 

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

eşitsizliği geçerlidir. 

Teorem 2.2. (Ortalama Değer Teoremi) 𝑓 , [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli ve (a,b) de 

diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda  
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𝑓′(𝑐) =
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
 

olacak şekilde 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) vardır. 

Teorem 2.3. (İntegraller İçin Ortalama Değer Teoremi) 𝑓 , [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli 

olsun. Bu durumda  

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐)
𝑏

𝑎

 

olacak şekilde 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) vardır. 

Tanım 2.9. 𝐸 ölçülebilir bir küme olmak üzere 𝑓 bu küme üzerinde tanımlı ve reel 

değerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda herhangi bir L sayısı için 𝑓(𝑥) > 𝐿 olan 𝑥 ∈ 𝐸 

değerlerin kümesi ölçülebilirse 𝑓 fonksiyonuna ölçülebilir fonksiyon denir. 

Teorem 2.4. (Lebesque İntegralinin Varlık Teoremi) Sonlu ölçümlü 𝐸 kümesi 

üzerinde 𝑓 fonksiyonu sınırlı ve ölçülebilir ise Lebesque integrali vardır. 

Tanım 2.10. (Jensen Eşitsizliği) 𝑓 , [𝑎, 𝑏] aralığında konveks fonksiyon 𝑡𝑖 ∈ [0,1] için  

∑ 𝑡𝑖
𝑛
𝑖=1  ve ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

𝑓 (∑𝑡𝑖𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

) ≤∑𝑡𝑖𝑓(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

Bu eşitsizlikte özel olarak 𝑡1 = 𝑡2 = 𝑡3 = ⋯𝑡𝑛 =
1

𝑛
 alınarak tekrar düzenleme yapılırsa 

𝑓 (
∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑛
) ≤

1

𝑛
∑𝑓(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

elde edilir. 

𝑓 , [𝑎, 𝑏] aralığında konveks fonksiyon 𝑡𝑖 ∈ [0,1] 𝑖ç𝑖𝑛 ∑ 𝑡𝑖 = 1
𝑛
𝑖=1  olduğunda ∀𝑥 ∈

[𝑎, 𝑏] için indüksiyonla  

𝑓(𝑡1𝑥1 + 𝑡2𝑥2 +⋯+ 𝑡𝑛−1𝑥𝑛−1 + 𝑡𝑛𝑥𝑛) 

= 𝑓 ((1 − 𝑡𝑛) (
𝑡1

1 − 𝑡𝑛
𝑥1 +⋯+

𝑡𝑛−1
1 − 𝑡𝑛

𝑥𝑛−1) + 𝑡𝑛𝑥𝑛) 

≤ (1 − 𝑡𝑛)𝑓 ((1 − 𝑡𝑛) (
𝑡1

1 − 𝑡𝑛
𝑥1 +⋯+

𝑡𝑛−1
1 − 𝑡𝑛

𝑥𝑛−1)) + 𝑡𝑛𝑓(𝑥𝑛) 
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≤ (1 − 𝑡𝑛)𝑓 {
𝑡1

≤ (1 − 𝑡𝑛)
𝑓(𝑥1) + ⋯+

𝑡𝑛−1
≤ (1 − 𝑡𝑛)

𝑓(𝑥𝑛−1)} + 𝑡𝑛𝑓(𝑥𝑛) 

= 𝑡1𝑓(𝑥1) + 𝑡2𝑓(𝑥2) + ⋯+ 𝑡𝑛𝑓(𝑥𝑛) 

olduğu görülür [76]. 

Tanım 2.11. (Dirichlet Formülü) 𝜓1 = [𝑎, 𝑏], 𝜓2 = [𝑐, 𝑑], −∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞,

−∞ ≤ 𝑐 < 𝑑 ≤ ∞ ve 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝜓1, 𝜓2 üzerinde tanımlı olsun. Bu durumda, 

∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑥

𝑎

)𝑑𝑥 = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑏

𝑦

)𝑑𝑦
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

şeklindeki eşitliğe Dirichlet formülü denir [79]. 

Tanım 2.12. 1 ≤ 𝑝 < ∞ olmak üzere  

𝐿𝑝 = 𝐿𝑝 = {𝑓: (∫ |𝑓(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

 

𝐸

)

1 𝑝⁄

< ∞},    ‖𝑓‖∞ = (∫|𝑓(𝑥)|𝑝
 

𝐸

𝑑𝑥)

1 𝑝⁄

 

normuna göre bir Banach uzayıdır. 

Tanım 2.13. (Abel İntegral Denklemi) 0 < 𝛼 < 1 olmak üzere 

𝑓(𝑥) =
1

Γ(𝛼)
∫ (𝑥 − 𝜏)𝛼−1
𝑥

0

𝜓 (𝜏)𝑑𝜏,       𝑥 > 0 

ifadesine Abel İntegral Denklemi denir [77]. 

Tanım 2.14. (Fubini Teoremi) 𝑓(𝑥, 𝑦) fonksiyonunun 𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 𝑐 < 𝑦 < 𝑑 aralıklar 

üzerinde ölçülebilir olmak üzere  

∫  
𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑑

𝑐

= ∫  
𝑑

𝑐

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑏

𝑎

 

dir [77]. 

Tanım 2.15. (Hölder Eşitsizliği) 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ve 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) reel veya 

kompleks sayıların iki 𝑛  lisi olsun. Bu takdirde 

1

𝑝
+
1

𝑞
= 1 

olmak üzere 

a. 𝑝 > 1 ise,  



11 

 

∑|𝑎𝑘𝑏𝑘| ≤ (∑|𝑎𝑘|
𝑝

𝑛

𝑘=1

)

1
𝑝⁄

(∑|𝑏𝑘|
𝑞

𝑛

𝑘=1

)

1
𝑞⁄𝑛

𝑘=1

 

b. 𝑝 < 0 ve 𝑞 < 0 ise,  

∑|𝑎𝑘𝑏𝑘| ≤ (∑|𝑎𝑘|
𝑝

𝑛

𝑘=1

)

1
𝑝⁄

(∑|𝑏𝑘|
𝑞

𝑛

𝑘=1

)

1
𝑞⁄𝑛

𝑘=1

 

eşitsizlikleri geçerlidir [78]. 

Tanım 2.16. (İntegraller için Hölder Eşitsizliği) 𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olsun. 𝑓 ve 𝑔, 

[a,b] aralığında tanımlı reel fonksiyonlar, |𝑓|𝑝 ve |𝑔|𝑞, [𝑎, 𝑏] aralığında integrallenebilir 

fonksiyonlar ise  

∫ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝
𝑏

𝑎

)

1
𝑝⁄

((∫ |𝑔(𝑥)|𝑞
𝑏

𝑎

)

1
𝑞⁄

)
𝑏

𝑎

 

eşitsizliği geçerlidir [75]. 

Tanım 2.17. (Cauch Eşitsizliği)  𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 𝑣𝑒 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) reel veya 

kompleks sayların 𝑛  lisi olsun. Bu durumda, 

∑|𝑥𝑖𝑦𝑖| ≤ (∑|𝑥𝑖|
2

𝑛

𝑖=1

)

1
2⁄

(∑|𝑦𝑖|
2

𝑛

𝑖=1

)

1
2⁄𝑛

𝑖=1

 

veya 

∑|𝑥𝑖𝑦𝑖| ≤ |𝑥|2|𝑦|2

𝑛

𝑖=1

 

dir. 

Tanım 2.18. (Cauchy -Schwarz Eşitsizliği) 𝑓, 𝑔 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ integrallenebilen 

fonksiyonlar ve  sabiti için  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑡

𝑎

 ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥,
𝑡

𝑎

  𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] 

ilişkisi mevcut ise 

(∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) ≤ (∫ [𝑓(𝑥)]2𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)(∫ [𝑔(𝑥)]2𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) 
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sağlanr. Bu eşitsizliğe Cauchy -Schwarz Eşitsizliği adı verilir. 

Tanım 2.19. (Minskovski Eşitsizliği) 1 ≤ 𝑝 < ∞ olmak üzere Ω1 ve Ω2 kümeleri 

üzerinde ölçülebilir 𝑓 (𝑥, 𝑦) fonksiyonu için, 

{∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)
 

 Ω2

)

𝑝 

Ω1

𝑑𝑦}

1
𝑝⁄

≤ ∫ (∫ |𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑝𝑑𝑦
 

Ω1

)

1
𝑝⁄

𝑑𝑥
 

Ω2

 

eşitsizliğine Minskovski eşitsizliği ya da genelleştirilmiş Minskovski eşitsizliği denir 

[75]. 

Teorem 2.5. (Young Eşitsizliği)  ∶ [0, +∞)ℝ sürekli, kesin olarak artan, (0)  0 

ve lim
𝑢→∞

(𝑢) = +∞, özelliklerine sahip bir fonksiyon ve −1 = Ψ olsun. ∀𝛼 ∈ ℝ için  

Φ(𝛼) = ∫ 𝜑(𝑢)𝑑𝑢, Ψ( α) = ∫ Ψ(u)
𝛼

0

𝑑𝑢
𝛼

0

 

denirse her 𝑥, 𝑦 ∈ [0, +∞) için  

𝑥𝑦 ≤ Φ(x) + Ψ(x) 

dır. Eşitlik sadece 𝑦  (𝑥) olması halinde geçerlidir [81]. 

Teorem 2.6. (Ostrowski Eşitsizliği) 𝒇: I ⊂ [0,∞) → ℝ, I0da diferensiyellenebilir bir 

dönüşüm olsun. 𝑓 ∈ [𝑎, 𝑏] olacak şekilde I sınırlı olsun. Burada 𝑎 < 𝑏 ve 𝑎, 𝑏 ∈  I dır. 

Eğer |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀 ise  

|𝑓(𝑥) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑏

𝑎

| ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎) [
1

4
+
(𝑥 −

𝑎 + 𝑏
2 )

2

(𝑏 − 𝑎)2
] 

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizliğe Ostrowski Eşitsizliği denir [80]. 

2.2. KESİRLİ İNTEGRALLER 

Bu alt bölümde ilk olarak Riemann-Liouville kesirli integral tanımının elde edilişi 

verilecek, daha sonra literatürdeki bazı kesirli integral tanımları sunulacaktır. 

 Riemann-Liouville kesirli integral operatörünü elde etmek için ilk olarak n-katlı  

∫  ∫  ∫ …∫ 𝑓(𝜎𝑛)𝑑𝜎𝑛𝑑𝜎𝑛−1
𝜎𝑛−1

𝛼
…𝑑𝜎2𝑑𝜎1

𝜎2

𝛼

𝜎1

𝛼

𝑥

𝛼
                        (2.1) 

integralini ele alalım. Bu integralde integrasyon sırasını ve buna bağlı sınırları 
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değiştirelim. 

Bunun için 

𝛼 < 𝜎1 < 𝑥              𝜎2 < 𝜎1 < 𝑥                                      (2.2) 

𝛼 < 𝜎1 < 𝜎2              𝜎2 < 𝜎1 < 𝑥 

, …,                      , …, 

𝛼 < 𝜎𝑛−1 < 𝜎𝑛−2              𝜎𝑛 < 𝜎𝑛−1 < 𝑥 

𝛼 < 𝜎𝑛 < 𝜎𝑛−1              𝛼 < 𝜎𝑛 < 𝑥 

 

sınırlı değişimleri altında (2.19) ifadesi 

∫  ∫  ∫ …∫ 𝑓(𝜎𝑛)𝑑𝜎𝑛𝑑𝜎𝑛−1

𝜎𝑛−1

𝛼

…𝑑𝜎2𝑑𝜎1

𝜎2

𝛼

𝜎1

𝛼

𝑥

𝛼

 

= ∫ 𝑓(𝜎𝑛) (∫ (∫ …∫ (∫ 𝑑𝜎1
𝑥

𝜎2
)𝑑𝜎2

𝑥

𝜎3

𝑥

𝜎𝑛−1
) 𝑑𝜎𝑛−1

𝑥

𝜎𝑛
)𝑑𝜎𝑛

𝑥

𝛼
                (2.3) 

şeklinde yazılır (2.3) ifadesinin sağ tarafı terim terim hesaplanırsa, 

∫  ∫  ∫ …∫ 𝑓(𝜎𝑛)𝑑𝜎𝑛𝑑𝜎𝑛−1

𝜎𝑛−1

𝛼

…𝑑𝜎2𝑑𝜎1 =
1

(𝑛 − 1)!
∫ 𝑓(
𝑥

𝑎

𝜎2

𝛼

𝜎1

𝛼

𝑥

𝛼

𝜎𝑛)(𝑥 − 𝜎𝑛)
𝑛−1𝑑𝜎𝑛  

(2.4) 

eşitliği elde edilir. Burada Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)! Oluşu kullanılırsa  

∫  ∫  ∫ …∫ 𝑓(𝜎𝑛)𝑑𝜎𝑛𝑑𝜎𝑛−1

𝜎𝑛−1

𝛼

…𝑑𝜎2𝑑𝜎1 =
1

Γ(𝑛)
∫ 𝑓(
𝑥

𝑎

𝜎2

𝛼

𝜎1

𝛼

𝑥

𝛼

𝜎𝑛)(𝑥 − 𝜎𝑛)
𝑛−1𝑑𝜎𝑛  

(2.5) 

yazılır. Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki 𝑛 pozitif bir tamsayıdır. Gamma fonksiyonu tam 

sayılar dışında da ifade edilebildiğinden, 𝑛 nin tamsayı olmaması durumunda (2.5) 

eşitsizliğin sağ yanı için aşağıdaki kesirli Riemann-Lioville integral operatörünün tanımı 

verilebilir. 

Tanım 2.20. (Riemann-Liouville Kesirli İntegrali) 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿1 [𝑎, 𝑏] olsun. Bu 

durumda  

𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫ (𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
, 𝑎 < 𝑥                            (2.6) 
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ve 

𝐽𝑏−
𝛼 𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑥)𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑥
, 𝑥 < 𝑏                             (2.7) 

integrallerine 𝛼 > 0 için 𝛼. mertebeden sırasıyla sağ ve sol taraflı Riemann-Liouville 

kesirli integrallleri denir. Burada 𝐽𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 𝑣𝑒 𝐽𝑏−

𝛼 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) dir [66].  

Tanım 2.21. (ρ-Riemann-Liouville Kesirli İntegrali) 𝑓 ∈ 𝐿1 [𝑎, 𝑏] olmak üzere 

𝐼ρ
𝛼𝑓(𝑥) =

(ρ+1)1−𝛼

Γ(𝛼)
∫ (𝑥ρ+1 − 𝜏ρ+1)𝛼−1𝜏ρ𝑓(𝜏)𝑑𝜏,   𝑥 > 𝛼,   ρ > −1
𝑥

𝑎
     (2.8) 

𝐼ρ
𝛼𝑓(𝑥) =

(ρ+1)1−𝛼

Γ(𝛼)
∫ (𝜏ρ+1 − 𝑥ρ+1)𝛼−1𝜏ρ𝑓(𝜏)𝑑𝜏,   𝑏 > 𝑥,   ρ > −1
𝑏

𝑥
     (2.9)     

şeklinde tanımlanan eşitliklere 𝛼 > 0 için 𝛼. mertebeden sırasıyla sağ ve sol taraflı 

genelleştirilmiş ρ-Riemann-Liouville Kesirli İntegralleri denir [67].  

Tanım 2.22. (h-Riemann-Liouville Kesirli İntegralleri) 𝑓 ∈ 𝐿  [𝑎, 𝑏], ℎ(𝑥) de [𝑎,∞) 

aralığı üzerinde azalmayan pozitif monoton ve aynı zamanda ℎ′(𝑥) 𝑑𝑒 (𝑎,∞) aralığı 

üzerinde sürekli olsun. Bu durumda olmak üzere ℎ(𝑥) fonksiyonuna göre bir 𝑓(𝑥) 

fonksiyonunun ℎ sol ve sağ Riemann-Liouville Kesirli İntegralleri  

(𝐼𝑎+;ℎ
𝛼 𝑓)𝑥 =

1

Γ(𝛼)
∫

𝑓(𝑡)ℎ′(𝑡)

(ℎ(𝑥)−ℎ(𝑡))1−𝛼
𝑑𝑡,   (𝑥 > 𝑎,   𝛼 > 0)

𝑥

𝑎
                      (2.10) 

(𝐼𝑏−;ℎ
𝛼 𝑓)𝑥 =

1

Γ(𝛼)
∫

𝑓(𝑡)ℎ′(𝑡)

(ℎ(𝑡)−ℎ(𝑥))1−𝛼
𝑑𝑡,   (𝑏 > 𝑥,   𝛼 > 0)

𝑏

𝑥
                      (2.11) 

şeklinde tanımlanır. Burada 

(𝐼𝑎+;ℎ
0 𝑓)(𝑥) = (𝐼𝑏−;ℎ

0 𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥)                                    (2.12) 

eşitlikleri vardır [68]. Burada ℎ(𝑥) = 𝑥 seçilirse klasik Riemann-Liouville Kesirli 

İntegral formülleri ve ℎ(𝑥) =
𝑥ρ+1

ρ+1
 seçilirse de ρ-Riemann-Liouville Kesirli İntegralleri 

elde edilir. 

Tanım 2.23. (𝒉, 𝒌 -Riemann-Liouville Kesirli İntegralleri) 𝑓 ∈ 𝐿 [𝑎, 𝑏]  ve ℎ(𝑥),  

[𝑎,∞) aralığı üzerinde azalmayan pozitif monoton ve aynı zamanda ℎ′(𝑥) 𝑑𝑒 (𝑎,∞) 

aralığı üzerinde sürekli olsun. Bu durumda 𝑘 > 0 olmak üzere ℎ(𝑥) fonksiyonuna göre 

bir 𝑓(𝑥) fonksiyonunun ℎ, 𝑘 sol ve sağ Riemann-Liouville Kesirli İntegralleri 

( 𝐼𝑎+;ℎ
𝛼

𝑘
 𝑓)𝑥 =

1

kΓ𝑘(𝛼)
∫

𝑓(𝑡)ℎ′(𝑡)

(ℎ(𝑥)−ℎ(𝑡))
1−
𝛼
𝑘

𝑑𝑡,   (𝑥 > 𝑎,   𝛼 > 0)
𝑥

𝑎
                (2.13) 
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( 𝐼𝑏−;ℎ
𝛼

𝑘
 𝑓)𝑥 =

1

kΓ𝑘(𝛼)
∫

𝑓(𝑡)ℎ′(𝑡)

(ℎ(𝑥)−ℎ(𝑡))
1−
𝛼
𝑘

𝑑𝑡,   (𝑏 > 𝑥,   𝛼 > 0)
𝑏

𝑥
                (2.14) 

şeklinde tanımlanır. Burada 

( 𝐼𝑎+;ℎ
0

𝑘
 𝑓)(𝑥) = ( 𝐼𝑏−;ℎ

0
𝑘
 𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥)                                (2.15) 

eşitlikleri vardır [69]. Burada 𝑘 = 1 ve ℎ(𝑥) = 𝑥 seçilirse klasik kesirli integral 

formülleri, 𝑘 = 1 ve ℎ(𝑥) =
𝑥ρ+1

ρ+1
 seçilirse de ρ-Riemann-Liouville Kesirli İntegralleri ve 

𝑘 = 1 seçilirse h-Riemann-Liouville Kesirli İntegralleri elde edilir. 

Tanım 2.24. (Wely Kesirli İntegrali) Wely’in kesirli integral tanımları ileriye doğru 

integrasyon ve geriye doğru integrasyon olmak üzere sırasıyla 

𝑊∞
𝛼

𝑥
 [𝑓(𝑥)] = ( 𝐼∞

𝛼
𝑥
 )𝑓(𝑥) 

=
1

Γ(𝛼)
∫ (𝜉 − 𝑥)𝛼−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉
∞

𝑥
                                      (2.16) 

ve  

𝑊𝑥
𝛼[𝑓(𝑥)] = ( 𝐼𝑥

𝛼
−∞

 )𝑓(𝑥)−∞
  

=
1

Γ(𝛼)
∫ (𝑥 − 𝜉)𝛼−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉
𝑥

−∞
                                     (2.17) 

 

şeklinde tanımlanır [70]. 

Tanım 2.25. (Chen Kesirli İntegrali) Chen’in kesirli integral tanımı sol taraflı integral 

ve sağ taraflı integral olmak üzere sırasıyla 

(𝐼𝑐
𝛼)𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫ (𝜉 − 𝑥)𝛼−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉,   𝑥 > 𝑐
𝑥

𝑐
                          (2.18) 

ve 

(𝐼𝑐
𝛼)𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫ (𝑥 − 𝜉)𝛼−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉,   𝑥 < 𝑐
𝑐

𝑥
                           (2.19) 

şeklinde ifade edilmiştir [70]. 

Tanım 2.26. (Kober Kesirli İntegrali) Kober kesirli integrali tanımı ise sol taraflı 

kesirli integral 

𝐼1,𝜂
𝛼 [𝑓(𝑥)] =

𝑥−𝛼−𝜂

Γ(𝛼)
∫ (𝜉 − 𝑥)𝛼−1𝜉𝜂𝑓(𝜉)𝑑𝜉
𝑥

0
                                (2.20) 

ve sağ taraflı kesirli integral  
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𝐼1,𝜂
𝛼 [𝑓(𝑥)] =

𝑥𝜂

Γ(𝛼)
∫ (𝜉 − 𝑥)𝛼−1𝜉−𝛼−𝜂𝑓(𝜉)𝑑𝜉
∞

𝑥
                             (2.21) 

olarak tanımlanır [70]. 

Tanım 2.27. (Erdelyi Kesirli İntegrali) Sırasıyla Erdelyi sol ve sağ kesirli integralleri 

𝐼𝜎,𝜂
𝛼 [𝑓(𝑥)] =

𝜎𝑥𝜎(−𝛼−𝜂)

Γ(𝛼)
∫ (𝜉𝜎 − 𝑥𝜎)𝛼−1𝜉𝜎𝜂+𝛼−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉
𝑥

0
                        (2.22) 

ve  

𝐼𝜎,𝜂
𝛼 [𝑓(𝑥)] =

𝜎𝑥𝜎𝛼

Γ(𝛼)
∫ (𝜉𝜎 − 𝑥𝜎)𝛼−1𝜉𝜎(1−𝛼−𝜂)𝑓(𝜉)𝑑𝜉
𝑥

0
                           (2.23) 

dir [70]. 

Tanım 2.28. (Hilfer k-kesirli İntegral) Hilfer k-kesirli integral ise 

𝐼𝑘
𝛼[𝑓(𝑥)] =

1

kΓ𝑘(𝛼)
∫ (𝑥 − 𝜉)

𝛼

𝑘−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉
𝑥

0
                             (2.24) 

şeklindedir [70]. 

Kesirli integraller hakkında daha fazla bilgi için [66], [68], [71] nolu kitaplara bakılabilir.
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3. KOORDİNATLAR ÜZERİNDE KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN 

HADAMARD’IN EŞİTSİZLİĞİ 

Bu bölümde S.S. DRAGOMİR tarafından elde edilen düzlemde koordinatlar üzerinde 

tanımlanan konveks fonksiyonlar için Hadamard eşitsizliği ve bu eşitsizlik için bazı 

uygulamalar verilmiştir. 

3.1. GİRİŞ 

𝑓: Ι ⊆ ℝ → ℝ , Ι aralığında tanımlı konveks fonksiyon ve 𝑎 < 𝑏 ;  𝑎, 𝑏 ∈ Ι olmak üzere 

reel sayılar olsun. Aşağıdaki eşitsizlik 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎 
 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
                                 (3.1) 

 Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak bilinir. Bazı ortalama eşitsizlikler 𝑓 nin uygun 

değerleri için (3.1) 'den türetilebileceğine dikkat edilsin. Makalede [10] (ayrıca bkz. [11] 

ve [9]) Hadamard'ın sonucuyla bağlantılı aşağıdaki dönüşüm olarak kabul edilir, 

𝐻: [0,1] → ℝ , 𝐻(𝑡) ∶=
1

𝑏 − 𝑎 
∫ 𝑓 (𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)

𝑎 + 𝑏

2
)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 . 
 

H nin özellikleri aşağıdaki gibi alınsın: 

(i) H, konveks ve monoton azalandır. 

(ii) H nin sınırları,  

𝑠𝑢𝑝
𝑡 ∈[0,1]

 𝐻(𝑡) = 𝐻(1) =
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 
 

ve 

𝑖𝑛𝑓
𝑡 ∈[0,1]

  𝐻(𝑡) = 𝐻(𝑎) = 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)  

dir. 
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Hadamard eşitsizliğiyle de yakından bağlantılı bir başka dönüşümde şudur [11] (ayrıca 

bkz. [9]), 

𝐹 ∶ [0,1] → ℝ , 𝐹(𝑡) ∶=
1

(𝑏 − 𝑎)2
∫  ∫ 𝑓 (𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝑏

𝑎

.
𝑏

𝑎

 
 

Bu dönüşümün özellikleri aşağıdaki gibidir: 

(i) F konveks ve monotondur; [0,
1

2
] üzerinde artmaz ve [

1

2
, 1] üzerinde azalmaz. 

(ii) F; 
1

2
  elemanına göre simetriktir, yani  

ℎ𝑒𝑟 𝑡 ∈ [0,1] 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹(𝑡) = 𝐹(1 − 𝑡)  

dır. 

(iii) F nin sınırları  

𝑠𝑢𝑝
𝑡 ∈[0,1]

 𝐹(𝑡) = 𝐹(0) = 𝐹(1) =
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

 
 

ve  

𝑖𝑛𝑓
𝑡 ∈[0,1]

𝐹(𝑡) = 𝐹 (
1

2
) =

1

(𝑏 − 𝑎)2
= ∫  ∫ (

𝑥 + 𝑦

2
)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≥ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
) 

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 
 

dır. 

(iv) Aşağıdaki eşitsizlik, 

𝑡 ∈ [0,1] 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹(𝑡) ≥ 𝑚𝑎𝑥{𝐻(𝑡),   𝐻(1 − 𝑡)}   

vardır.  

Bu bölümde; Hadamard eşitsizliğine benzer bir eşitsizlik verilecektir, bu eşitsizlik ile ℝ2 

de koordinatlar üzerinde konveks dönüşümleri alınacaktır. Ayrıca, H ve F dönüşümlerine 

benzer bazı dönüşümler ele alınacak olup ana özellikleri oluşturulacaktır. 

En son düzeltmeler, muadiller, genellemeler ve yeni Hadamard tipi eşitsizlikler için [16]-

[12] ve [14]-[15] makalelerine ve [13] kitabına bakınız. 
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3.2. HADAMARD’IN EŞİTSİZLİĞİ 

𝑎 < 𝑏 𝑣𝑒 𝑐 < 𝑑  olacak şekilde ℝ2
′
𝑑𝑒 iki boyutlu Δ ∶= [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] aralığı ele alınsın. 

Bir 𝑓 fonksiyonu 𝑓 ∶ Δ → ℝ, bazı kısmi dönüşümler 𝑓𝑦 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ , 𝑓𝑦(𝑢)

∶= 𝑓(𝑢, 𝑦)   𝑣𝑒  𝑓𝑥[𝑐, 𝑑] → ℝ , 𝑓𝑥(𝑣) ∶= 𝑓(𝑥, 𝑣) ise tüm 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] ve 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

tanımlandığı yerde konvekstir. 

Aşağıdaki eşitsizlik, 𝑡ü𝑚 (𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑤) ∈ Δ ve 𝜆 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑧 , 𝜆𝑦 + (1 − 𝜆)𝑤) ≤ 𝜆𝑓(𝑥, 𝑦) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑧, 𝑤)   (3.2) 

𝑓 ∶ Δ → ℝ fonksiyonunun ∆'de konveks olduğunu hatırlayalım. 

Koordinatlara göre konveks fonksiyonlar için genel bir tanım aşağıdaki gibi ifade 

edilebilir. Bu tanım Dragomir tarafından [17]'de şu şekilde tanımlandı. 

Tanım 3.1. Tüm 𝑡, 𝑠 ∈ [0,1] 𝑣𝑒 (𝑥, 𝑦), (𝑢, 𝑣) ∈ Δ için aşağıdaki eşitsizlik  

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦, 𝑠𝑢 + (1 − 𝑠)𝑤) 

≤ 𝑡𝑠𝑓(𝑥, 𝑢) + 𝑠(1 − 𝑡)𝑓(𝑦, 𝑢) + 𝑡(1 − 𝑠)𝑓(𝑥, 𝑤) + (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)𝑓(𝑦, 𝑤) 

 

geçerliyse, 𝑓: Δ → ℝ+, Δ üzerinde koordinatlara göre konveks fonksiyon olarak 

adlandırılır. 

Lemma 3.1. Her konveks dönüşüm  𝑓 ∶ Δ → ℝ   koordinatları üzerinde konvekstir, 

ancak tersi genellikle doğru değildir. 

İspat: Farz edelim ki 𝑓: ∆ →  ℝ, ∆'da konveks.  𝑓𝑥 ∶ [𝑐, 𝑑] → ℝ , 𝑓𝑥(𝑣) ∶= 𝑓(𝑥, 𝑣) 

alalım. O halde tüm λ ∈ [0, 1] ve 𝑣, 𝑤 ∈ [𝑐, 𝑑] için 

fx(λv + (1 − λ)w) = f(x, λv + (1 − λ)w) 

                                                     = f(λx + (1 − λ)x , λv + (1 − λ)w) 

                                       ≤ λf(x, v) + (1 − λ)f(x,w) 

                                         = λfx(v) + (1 − λ)fx(w) 

 

 

𝑓𝑥
′𝑖𝑛 konveksliğini gösterir. 

 𝑓𝑦 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ , 𝑓𝑦(𝑢) ∶= 𝑓(𝑢, 𝑦),  [a,b] üzerinde ve tüm 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] için konveks olması 

durumunda da aynısı geçerlidir. Şimdi 𝑓0(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 tarafından verilen 𝑓0: [0,1]
2 →
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[0,∞) dönüşümü alınsın. 𝑓’nin koordinatlarda konveks olduğu ancak [0,1]2 'de konveks 

olmadığı açıktır. Gerçekten eğer (𝑢, 0), (0, 𝑤) ∈ [0,1]2 𝑣𝑒 𝜆 ∈ [0,1] ise,  

f(λ(u, 0) + (1 − λ)(0,w)) = f(λu, (1 − λ)w) = λ(1 − λ)xw 
 

ve  

λf(u, 0) + (1 − λ)f(0,w) = 0 
 

olur. Böylece tüm 𝜆 ∈ (0,1) ;  𝑢, 𝑤 ∈ (0,1) için f’nin [0,1]2
′
𝑑𝑒 konveks olmadığını 

gösteren  

𝑓(𝜆(𝑢, 0) + (1 − 𝜆)(0,𝑤)) > 𝜆𝑓(𝑢, 0) + (1 − 𝜆)𝑓(0, 𝑤)  
 

eşitsizliğine ulaşılır. 

Teorem 3.1. 𝑓: Δ = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ, ∆ üzerindeki koordinatlarda konveks olsun. O 

halde aşağıdaki eşitsizlikler, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) 

≤
1

2
[
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 +
1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦)𝑑𝑦] 

𝑑

𝑐

 

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

≤
1

4
[
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓
𝑏

𝑎

(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥 +
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

+
1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓(𝑎, 𝑦)𝑑𝑦 +

1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓(𝑏, 𝑦)𝑑𝑦]
𝑑

𝑐

𝑑

𝑐

 

≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

(3.3) 

vardır. 

İspat.  f: Δ → ℝ koordinatlarda konveks olduğundan her 𝑥 ∈ [a, b] için 𝑔𝑥: [𝑐, 𝑑] → ℝ ,  

𝑔𝑥(𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) dönüşümü [𝑐, 𝑑] üzerinde konvekstir. O halde Hadamard eşitsizliğine 

(3.1) göre, 
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 𝑔𝑥 (
𝑐 + 𝑑

2
) ≤

1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑔𝑥(𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

≤
𝑔𝑥(𝑐) + 𝑔𝑥(𝑑)

2 
, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 

 

olur. Yani, 

𝑓 (𝑥,
𝑐 + 𝑑

2
) ≤

1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

≤
𝑓(𝑥, 𝑐) + 𝑓(𝑥, 𝑑)

2
, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 

 

dir. Bu eşitsizliğin [𝑎, 𝑏] üzerinde integralini alındığında, 

 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥  

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑑)
∫  ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

≤
1

2
[
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

+
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥, 𝑑)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

 

 

 

 

(3.4) 

elde edilir.  

𝑔𝑦: [𝑎, 𝑏] → ℝ , 𝑔𝑦(𝑥) ∶= 𝑓(𝑥, 𝑦) dönüşümü için de benzer şekilde, 

1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓(

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦

𝑑

𝑐

)𝑑𝑦 

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑑)
∫  ∫ (𝑥, 𝑦)

𝑑

𝑐

𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑏

𝑎

 

≤
1

2
[
1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓(𝑎, 𝑦)
𝑑

𝑐

𝑑𝑦 +
1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓(𝑏, 𝑦)
𝑑

𝑐

𝑑𝑦] 

 

 

 

 

(3.5) 

olduğu bulunur. Eşitsizliklerden (3.4) ve (3.5)’i toplayarak, (3.3)'deki ikinci ve üçüncü 

eşitsizlik elde edilir. Hadamard eşitsizliğine göre, ayrıca (3.3)’de ilk eşitsizliği veren  

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

 

ve  
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𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) ≤

1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

   

 

eşitsizliklerine ulaşılır. 

Son olarak, aynı eşitsizlikle ilgili olarak aşağıdaki sonuçlar yazılır; 

 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥, 𝑐)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑐)

2
 ,  

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

2
 ,  

1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓(𝑎, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑)

2
 ,  

1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓(𝑏, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

≤
𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑑, 𝑏)

2
 . 

 

Bunlar taraf tarafa toplanılırsa (3.3)’deki son eşitsizlik elde edilir. Eğer (3.3) 'de 𝑓(𝑥) =

𝑥𝑦  seçersek; o zaman (3.3)’de eşitlik olur, bu da (3.3)'ün sağlandığını gösterir. 

3.3. HADAMARD EŞİTSİZLİĞİYLE İLGİLİ BAZI DÖNÜŞÜMLER 

Şimdi yukarıdaki gibi bir 𝑓 ∶ Δ = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ dönüşümü için,  𝐻: [0,1]2 → ℝ 

aşağıdaki dönüşümü alınsın, 

 

 

Bu eşitsizliğin özellikleri aşağıdaki teoremde belirtilmiştir. 

Teorem 3.2.  𝑓: 𝛥 ⊂ ℝ2 → ℝ, Δ ∶= [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] üzerinde konveks olsun. Buradan 

(i) H dönüşümü, [0,1]2 üzerinde konvekstir. 

(ii) Sınırları; 

𝑠𝑢𝑝(𝑡,𝑠)∈[0,1]2𝐻(𝑡, 𝑠) =
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝐻(0,0), 
 

𝐻(𝑡, 𝑠) ∶=
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  ∫ 𝑓 (𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑠𝑦 + (1 − 𝑠)

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥𝑑𝑦.

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 



23 

 

 

𝑖𝑛𝑓(𝑡,𝑠)∈[0,1]2𝐻(𝑡, 𝑠) = 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) = 𝐻(1,1) 

 

dir. 

(iii) H dönüşümü, koordinatlar üzerinde monoton azalmayandır. 

İspat. (i) 𝑠 ∈ [0,1] 𝑜𝑙𝑠𝑢𝑛. Sonra 𝛼, 𝛽 ≥ 0 𝑖𝑙𝑒 𝛼 + 𝛽 = 1 𝑣𝑒 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0,1] için 

𝐻(𝛼𝑡1 + 𝛽𝑡2, 𝑠) =
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
 

×∫  ∫ 𝑓( (
𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

𝛼𝑡1 + 𝛽𝑡2)𝑥 + [1 − (𝛼𝑡1 + 𝛽𝑡2)]
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑠𝑦 + (1 − 𝑠)

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥𝑑𝑦 

=
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  ∫ 𝑓( 𝛼 (𝑡1𝑥 + (1 − 𝑡1

𝑎 + 𝑏

2
))

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

+𝛽 (𝑡2𝑥 + (1 − 𝑡2)
𝑎 + 𝑏

2
) , 𝑠𝑦 + (1 − 𝑠)

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥𝑑𝑦   

≤ 𝛼.
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  ∫ 𝑓 (𝑡1𝑥 + (1 − 𝑡1)

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑠𝑦 + (1 − 𝑠)

𝑐 + 𝑑

2
) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

+𝛽.
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  ∫ 𝑓 (𝑡2𝑥 + (1 − 𝑡2)

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑠𝑦 + (1 − 𝑠)

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

= 𝛼𝐻(𝑡1, 𝑠) + 𝛽𝐻(𝑡2, 𝑠) 

 

olur. Eğer 𝑡 ∈ [0,1], her 𝑠1, 𝑠2 ∈ [0,1] 𝑣𝑒 𝛼, 𝛽 ≥ 0 𝑖𝑙𝑒 𝛼 + 𝛽 = 1 için 

𝐻(𝑡, 𝛼𝑠1 + 𝛽𝑠2) ≤ 𝛼𝐻(𝑡, 𝑠1) + 𝛽𝐻(𝑡, 𝑠2) 
 

olur. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

(ii) 𝑓 konveks olduğundan, integraller için Jensen eşitsizliğine göre 

𝐻(𝑡, 𝑠) =
1

𝑏 − 𝑎
∫ [

1

𝑑 − 𝑐

𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)
𝑎 + 𝑏

2

𝑑

𝑐

, 𝑠𝑦 + (1 − 𝑠)
𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑦]𝑑𝑥 
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                           ≥
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡𝑥
𝑏

𝑎

+ (1 − 𝑡)
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑑 − 𝑐

2
∫ [𝑠𝑦 + (1 − 𝑠)

𝑐 + 𝑑

2
] 𝑑𝑦)𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

                           =
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓 (𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)

𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)

𝑏

𝑎

 

                            ≥ (
1

𝑏 − 𝑎
∫ [𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)

𝑎 + 𝑏

2
] ,
𝑐 + 𝑑

2
)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

                           = 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)   

olur. Koordinatlardaki H nin konveksliğine göre, 

𝐻(𝑡, 𝑠) ≤
1

𝑏 − 𝑎
∫ [

1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓 (𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑑𝑦       

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

                                         +(1 − 𝑠).
1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓 (𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)

𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑦]𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

                                          ≤ 𝑠.
1

𝑑 − 𝑐
∫ [𝑡.

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

 

                                          +(1 − 𝑡)
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦)𝑑𝑥]𝑑𝑦

𝑏

𝑎

 

        +(1 − 𝑠).
1

𝑑 − 𝑐
∫ [𝑡.

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

 

                                         +(1 − 𝑡). 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)]𝑑𝑦 

             = 𝑠𝑡.
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

+ 𝑠(1 − 𝑡).
1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦)𝑑𝑦

𝑏

𝑎

 

+(1 − 𝑠)𝑡.
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥 + (1 − 𝑠)(1 − 𝑡). 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) 

𝑏

𝑎

 

 

olur. Ayrıca, Hadamard eşitsizliğine göre   
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𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

, 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] 

 

Ve 

𝑓 (𝑥,
𝑐 + 𝑑

2
) ≤

1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 
 

eşitsizliklerine ulaşılır. Buradan, integralini alarak aşağıdaki sonuç elde edilir, 

1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

𝑑

𝑐

1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

 

ve  

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
) 𝑑𝑥 ≤

1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 .

𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

 

Yukarıdaki eşitsizliği kullanarak, 

𝐻(𝑡, 𝑠) 

≤ [𝑠𝑡 + 𝑠(1 − 𝑡) + (1 − 𝑠)𝑡

+ (1 − 𝑠)(1 − 𝑡)]
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  
𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
 𝑑

𝑐

 

=
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  
𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ,   (𝑠, 𝑡) ∈ [0,1]2
𝑑

𝑐

 

 

olur. Böylece (ii)'deki ikinci sınır da ispatlanır. 

(iii) Öncelikle, 

ℎ𝑒𝑟 (𝑡, 𝑠) ∈ [0,1]2 𝑖ç𝑖𝑛  𝐻(𝑡, 𝑠) ≥ 𝐻(0, 𝑠) (3.6) 

olduğu gösterilecektir. Hadamard eşitsizliğine göre, ℎ𝑒𝑟 (𝑡, 𝑠) ∈ [0,1]2 𝑖ç𝑖𝑛 

𝐻(𝑡, 𝑠) ≥
1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓 (

1

𝑏 − 𝑎
∫ [𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)

𝑎 + 𝑏

2
] 𝑑𝑥 , 𝑠𝑦 + (1 − 𝑠)

𝑐 + 𝑑

2

𝑏

𝑎

)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

 

 =
1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑠𝑦 + (1 − 𝑠)

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑦 = 𝐻(0, 𝑠)

𝑑

𝑐
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olur.  Şimdi 0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡2 ≤ 1 olsun. Her 𝑠 ∈ [0,1] için 𝐻(∙ , 𝑠) dönüşümü konveksliğe 

göre, 

 

𝐻(𝑡2, 𝑠) − 𝐻(𝑡1, 𝑠)

𝑡2 − 𝑡1
≥
𝐻(𝑡1, 𝑠) − 𝐻(0, 𝑠)

𝑡1
≥ 0 

 

vardır. Son eşitsizlik için (3.6) kullanıldığına dikkat ediniz. 

Teorem 3.3.   𝑓: Δ = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ, Δ üzerinde konveks olsun. O halde, 

(i)  H dönüşümü, Δ üzerinde konvekstir. 

(ii)  ℎ: [0,1] → ℝ , ℎ(𝑡) = 𝐻(𝑡, 𝑡) dönüşümü tanımlansın. O halde h konvekstir; [0,1] 

üzerinde monoton azalmayandır ve sınırları, 

𝑠𝑢𝑝
𝑡 ∈[0,1]

 ℎ(𝑡) = ℎ(1) =
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  
𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
 𝑑

𝑐

 

 

ve 

𝑖𝑛𝑓
𝑡 ∈[0,1]

 ℎ(𝑡) = ℎ(0) = 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)  

 

dır. 

İspat. 

(i)  (𝑡1, 𝑠1), (𝑡2, 𝑠2) ∈ [0,1]
2 𝑣𝑒 𝛼, 𝛽 ≥ 0 𝑖𝑙𝑒 𝛼 + 𝛽 = 1 olsun. 𝑓: Δ → ℝ , Δ üzerinde 

konveks olduğundan, 

𝐻(𝛼(𝑡1, 𝑠1) + 𝛽(𝑡2, 𝑠2)) 

= 𝐻(𝛼𝑡1 + 𝛽𝑡2, 𝛼𝑠1 + 𝛽𝑠2) 

=
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
 

×∫  
𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝛼 (𝑡1𝑥 + (1 − 𝑡1)
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑠1𝑦 + (1 − 𝑠1)

𝑐 + 𝑑

2
)

𝑑

𝑐

 

+𝛽 (𝑡2𝑥 + (1 − 𝑡2)
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑠2𝑦 + (1 − 𝑠2)

𝑐 + 𝑑

2
)) 𝑑𝑥𝑑𝑦 
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≤ 𝛼.
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
 

×∫  
𝑏

𝑎

∫ 𝑓 (𝑡1𝑥 + (1 − 𝑡1)
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑠1𝑦 + (1 − 𝑠1)

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

+𝛽.
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
 

×∫  
𝑏

𝑎

∫ 𝑓 (𝑡2𝑥 + (1 − 𝑡2)
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑠2𝑦 + (1 − 𝑠2)

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝑑

𝑐

 

= 𝛼𝐻(𝑡1, 𝑠1) + 𝛽𝐻(𝑡2, 𝑠2) 

eşitsizlik, H'nin  [0,1]2’de konveks olduğunu gösterir. 

(ii)  𝑡1, 𝑡2 ∈ [0,1] 𝑣𝑒 𝛼, 𝛽 ≥ 0 𝑖𝑙𝑒  𝛼 + 𝛽 = 1 olsun. O halde, 

ℎ(𝛼𝑡1, 𝛽𝑡2) = 𝐻(𝛼𝑡1 + 𝛽𝑡2, 𝛼𝑡1 + 𝛽𝑡2) 

= 𝐻(𝛼(𝑡1, 𝑡1) + 𝛽(𝑡2, 𝑡2)) 

≤ 𝛼𝐻(𝑡1, 𝑡1) + 𝛽𝐻(𝑡2, 𝑡2) 

= 𝛼ℎ(𝑡1) + 𝛽ℎ(𝑡2) 

 

buradan, ℎ nin  [0,1] ′de konveks olduğunu gösterir. 

Yukarıdaki teoremle gerekli sınırları ispatlayan, 

ℎ(𝑡) = 𝐻(𝑡, 𝑡) ≥ 𝐻(0,0) = 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) , 𝑡 ∈ [0,1] 

 

Ve 

ℎ(𝑡) = 𝐻(𝑡, 𝑡) ≤ 𝐻(1,1) =
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  
𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑑

𝑐

, 𝑡 ∈ [0,1]  
 

ulaşılır.  

Şimdi 0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡2 ≤ 1 olsun. O halde h nin konveksliği ile, 

ℎ(𝑡2) − ℎ(𝑡1)

𝑡2 − 𝑡1
≥
ℎ(𝑡1) − ℎ(0)

𝑡1
≥ 0  

 

eşitsizliği elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 
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4. KOORDİNATLAR ÜZERİNDE İKİ KONVEKS FONKSİYONUN 

ÇARPIMI İÇİN HADAMARD EŞİTSİZLİKLERİ 

Bu bölümde M. A. LATİF ve M. ALOMARİ tarafından elde edilen düzlem üzerinde iki 

konveks fonksiyonun çarpımı için Hadamard eşitsizlikleri verilmiştir. 

4.1. GİRİŞ  

𝑓: Ι ⊆ ℝ → ℝ bir konveks fonksiyon olsun ve 𝑎 < 𝑏 ile 𝑎, 𝑏 ∈ Ι olsun. O zaman aşağıdaki 

eşitsizlik, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
 

      

konveks dönüşüm için Hadamard eşitsizliği olduğu bir önceki bölümde gösterildi. 

Dragomir [17], ℝ2 üzerinde konveks fonksiyonlar için Hadamard türünün aşağıdaki 

benzer eşitsizliğini vermiştir. 

Teorem 4.1. 𝑓: Δ = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] ⊆ [0,∞) → ℝ, Δ üzerinde koordinatlarda konveks 

fonksiyon olsun. O halde, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) ≤

1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  
𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑑

𝑐

𝑑𝑦𝑑𝑥 

≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
 

 

 

     (4.1) 

dır. [18]'de Pachpatte, konveks fonksiyonların çarpımı için iki Hadamard tipli eşitsizlik 

kurmuştur.  

Teorem 4.2. 𝑎 < 𝑏 için [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ → [0,∞) konveks fonksiyonlar 

olsun. O halde, 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤
1

3
𝑀(𝑎, 𝑏) +

1

6
𝑁(𝑎, 𝑏) 

     

(4.2) 
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ve 

2𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 +
1

6
𝑀(𝑎, 𝑏) +

1

3
𝑁(𝑎, 𝑏) 

      

(4.3) 

olur. Buradan, 

𝑀(𝑎, 𝑏) = 𝑓(𝑎)𝑔(𝑎) + 𝑓(𝑏)𝑔(𝑏) ve  𝑁(𝑎, 𝑏) = 𝑓(𝑎)𝑔(𝑏) + 𝑓(𝑏)𝑔(𝑏). 

Bu bölümün temel amacı, yukarıda son teoremde verilenler gibi yeni Hadamard 

eşitsizlikleri oluşturmaktır. Şimdilik ℝ2 düzleminde koordinatlar üzerinde konveks 

fonksiyonlar için bakılır.  

4.2. ÖN SONUÇLAR 

ℝ2’de 𝑎 < 𝑏 𝑣𝑒 𝑐 < 𝑑 ile iki boyutlu bir Δ =: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] aralığı ele alınsın. Aşağıdaki 

eşitsizlik, 

𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑧, 𝑎𝑦 + (1 − 𝛼)𝑤) ≤ 𝛼𝑓(𝑥, 𝑦) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑧, 𝑤) 

tüm (𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑤) ∈ Δ 𝑣𝑒 𝛼 ∈ [0,1] için geçerliyse 𝑓: Δ → ℝ dönüşümünün Δ üzerinde 

konveks olduğu söylenir.  

Koordinatlara göre konveks fonksiyon olarak adlandırılan konveks fonksiyonlar için bir 

değişiklik, Dragomir tarafından [17]'de şu şekilde tanımlandı, 

Bir fonksiyonun 𝑓: Δ → ℝ, Δ üzerindeki koordinatlarda konveks olduğu söylenir ise    

tüm 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] tanımlandığı yerde kısmi dönüşümler 𝑓𝑦: [𝑎, 𝑏] → ℝ, 𝑓𝑦(𝑢) =

𝑓(𝑢, 𝑦) 𝑣𝑒 𝑓𝑥: [𝑐, 𝑑] → ℝ, 𝑓𝑥(𝑣) = 𝑓(𝑥, 𝑣) konvekstir.  

Koordinatlara göre konveks fonksiyon için genel bir tanım aşağıdaki gibi ifade edilebilir 

olduğunu yukarıdaki bölümde açıklandı. Tüm 𝑡, 𝑠 ∈ [0,1] 𝑣𝑒 (𝑥, 𝑦), (𝑢, 𝑣) ∈ Δ için 

aşağıdaki eşitsizlik  

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦, 𝑠𝑢 + (1 − 𝑠)𝑤) 

≤ 𝑡𝑠𝑓(𝑥, 𝑢) + 𝑠(1 − 𝑡)𝑓(𝑦, 𝑢) + 𝑡(1 − 𝑠)𝑓(𝑥, 𝑤) + (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)𝑓(𝑦, 𝑤) 

 

geçerliyse, 𝑓: Δ → ℝ+, Δ üzerinde koordinatlara göre konveks fonksiyon olarak 

adlandırılır. 
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Açıkça, her konveks fonksiyon koordine edilmiş konvekstir. Ayrıca, konveks olmayan 

koordinatlara göre konveks fonksiyon vardır (bakınız [17]). 

Benzer şekilde, aşağıdaki Lemmayı kullanarak f fonksiyonunun koordinatlara göre 

konveks olup olmadığı belirlenebilir. 

Lemma 4.1. 𝑓: Δ → ℝ+olsun. Eğer f, Δ üzerinde iki kez türevlenebilen koordineli 

konveks fonksiyon ise ancak ve ancak 𝑓𝑦: [𝑎, 𝑏] → ℝ tanımlı 𝑓𝑦(𝑢) = 𝑓(𝑢, 𝑦) ve 

𝑓𝑥: [𝑐, 𝑑] → ℝ, 𝑓𝑥(𝑣) = 𝑓(𝑥, 𝑣),  𝑓𝑥
" ≥ 0 𝑣𝑒 𝑓𝑦

" ≥ 0 olur.  

İspat. Bir değişkenli konveksliğin temel özelliklerinin kullanıldığı oldukça açıktır.  

Önerme 4.1.  𝑓, 𝑔 ∶  Δ → ℝ,  Δ ve 𝑎 ≥ 0 üzerinde koordinatlara göre iki konveks 

fonksiyon ise, o zaman 𝑓 + 𝑔 ve 𝛼𝑓 Δ üzerinde koordinatlara göre konvekstir. 

İspat. Tanım 4.1’den doğrudan anlaşılır. 

Önerme 4.2. Eğer 𝑓, 𝑔 ∶  Δ → ℝ, Δ üzerinde koordinatlara göre iki konveks fonksiyon 

ise o halde (𝑓𝑔), Δ üzerinde koordinatlara göre konvekstir. 

İspat.  

 

𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦, 𝛽𝑢 + (1 − 𝛽)𝑣)𝑔(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦, 𝛽𝑢 + (1 − 𝛽)𝑣) 

≤ [𝛼𝛽𝑓(𝑥, 𝑢) + 𝛼(1 − 𝛽)𝑓(𝑥, 𝑣) + (1 − 𝛼)𝛽𝑓(𝑦, 𝑢) + (1 − 𝛼)(1 − 𝛽)𝑓(𝑦, 𝑣)] 

× [𝛼𝛽𝑔(𝑥, 𝑢) + 𝛼(1 − 𝛽)𝑔(𝑥, 𝑣) + (1 − 𝛼)𝛽𝑔(𝑦, 𝑢) + (1 − 𝛼)(1 − 𝛽)𝑔(𝑦, 𝑣)] 

≤ 𝛼2𝛽2𝑓(𝑥, 𝑢)𝑔(𝑥, 𝑢) + 𝛼2(1 − 𝛽)2𝑓(𝑥, 𝑣)𝑔(𝑥, 𝑣) 

+(1 − 𝛼)2𝛽2𝑓(𝑦, 𝑢)𝑔(𝑦, 𝑢) + (1 − 𝛼)2(1 − 𝛽)2𝑓(𝑦, 𝑣)𝑔(𝑦, 𝑣) 

+𝛼2𝛽 (1 − 𝛽)[𝑓(𝑥, 𝑢)𝑔(𝑥, 𝑢) + 𝑓(𝑥, 𝑣)𝑔(𝑥, 𝑣)] 

+𝛼𝛽2(1 − 𝛼)[𝑓(𝑥, 𝑢)𝑔(𝑥, 𝑢) + 𝑓(𝑦, 𝑢)𝑔(𝑦, 𝑢)] 

+𝛼𝛽(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)[𝑓(𝑥, 𝑣)𝑔(𝑥, 𝑣) + 𝑓(𝑦, 𝑢)𝑔(𝑦, 𝑢) 

+𝑓(𝑥, 𝑢)𝑔(𝑥, 𝑢) + 𝑓(𝑦, 𝑣)𝑔(𝑦, 𝑣)] 

+𝛼(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)2[𝑓(𝑥, 𝑣)𝑔(𝑥, 𝑣) + 𝑓(𝑦, 𝑣)𝑔(𝑦, 𝑣)] 

+𝛽(1 − 𝛼)2(1 − 𝛽)[𝑓(𝑦, 𝑣)𝑔(𝑦, 𝑣) + 𝑓(𝑦, 𝑢)𝑔(𝑦, 𝑢)] 

= [𝛼2𝛽2 + 𝛼2𝛽(1 − 𝛽) + 𝛼𝛽2(1 − 𝛼) + 𝛼𝛽(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)]𝑓(𝑥, 𝑢)𝑔(𝑥, 𝑢) 
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+[𝛼2(1 − 𝛽)2 + 𝛼2𝛽(1 − 𝛽) + 𝛼(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)2

+ 𝛼𝛽(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)]𝑓(𝑥, 𝑣)𝑔(𝑥, 𝑣) 

+[(1 − 𝛼)2𝛽2 + 𝛼𝛽2(1 − 𝛼) + 𝛼𝛽(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)

+ 𝛽(1 − 𝛼)2(1 − 𝛽)]𝑓(𝑦, 𝑢)𝑔(𝑦, 𝑢) 

+(1 − 𝛼)2(1 − 𝛽 )2 + 𝛼(1 − 𝛼)(1 − 𝛽) 2 + 𝛽(1 − 𝛼)2(1 − 𝛽)

+ 𝛼𝛽(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)]𝑓(𝑦, 𝑣)𝑔(𝑦, 𝑣) 

= αβf (x, u) g (x, u) + α (1 − β) f (x, v) g (x, v) 

+ (1 − α) βf (y, u) g (y, u) + (1 − α) (1 − β) f (y, v) g (y, v) 

 

ve bu nedenle (𝑓𝑔), Δ üzerinde koordinatlara göre konvekstir. 

Teorem 4.3. 𝑓: Δ → ℝ+ fonksiyonu Δ üzerinde koordinatlara göre konveks fonksiyon 

olsun ancak ve ancak birbirinden farklı 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 olacak 

şekilde ve birbirinden farklı 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 ∈ [𝑐, 𝑑] için öyle ki 𝑦1 < 𝑦2 < 𝑦3 ise, 

(𝑥3 − 𝑥2)[(𝑦3 − 𝑦2)𝑓(𝑥1, 𝑦1) + (𝑦2 − 𝑦1)𝑓(𝑥1, 𝑦3)] 

+(𝑥2 − 𝑥1)[(𝑦3 − 𝑦2)𝑓(𝑥3, 𝑦1) + (𝑦2 − 𝑦1)𝑓(𝑥3, 𝑦3) 

−(𝑥3 − 𝑥1)(𝑦3 − 𝑦1)𝑓(𝑥2, 𝑦2) ≥ 0 

olur. 

İspat. 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ [𝑎, 𝑏] öyle ki 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 ve 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 ∈ [𝑐, 𝑑] öyle ki 𝑦1 < 𝑦2 <

𝑦3 olsun. 𝛼 =
𝑥3−𝑥2

𝑥3−𝑥1
 , 𝑥2 = 𝛼𝑥1 + (1 − 𝛼)𝑥3 ve 𝛽 =

𝑦3−𝑦2

𝑦3−𝑦1
 , 𝑦2 = 𝛽𝑦1 + (1 − 𝛽)𝑦3 

olarak belirlenir. Öyleyse  

𝑓(𝑥2, 𝑦2) = 𝑓(𝛼𝑥1 + (1 − 𝛼)𝑥3, 𝛽𝑦1 + (1 − 𝛽)𝑦3) 

≤ 𝛼𝛽𝑓(𝑥1, 𝑦1) + 𝛼(1 − 𝛽)𝑓(𝑥1, 𝑦3) 

+𝛽(1 − 𝛼)𝑓(𝑥3, 𝑦1) + (1 − 𝛼)(1 − 𝛽)𝑓(𝑥3, 𝑦3) 

=
𝑥3 − 𝑥2
𝑥3 − 𝑥1

𝑦3 − 𝑦2
𝑦3 − 𝑦1

𝑓(𝑥1, 𝑦1) +
𝑥3 − 𝑥2
𝑥3 − 𝑥1

𝑦2 − 𝑦1
𝑦3 − 𝑦1

𝑓(𝑥1, 𝑦3) 

+
𝑥2 − 𝑥1
𝑥3 − 𝑥1

𝑦3 − 𝑦2
𝑦3 − 𝑦1

𝑓(𝑥3, 𝑦1) +
𝑥2 − 𝑥1
𝑥3 − 𝑥1

𝑦2 − 𝑦1
𝑦3 − 𝑦1

𝑓(𝑥3, 𝑦3) 

olur. Ve burada 
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(𝑥3 − 𝑥2)[(𝑦3 − 𝑦2)𝑓(𝑥1, 𝑦1) + (𝑦2 − 𝑦1)𝑓(𝑥1, 𝑦3)] 

+(𝑥2 − 𝑥1)[(𝑦3 − 𝑦2)𝑓(𝑥3, 𝑦1) + (𝑦2 − 𝑦1)𝑓(𝑥3, 𝑦3) 

−(𝑥3 − 𝑥1)(𝑦3 − 𝑦1)𝑓(𝑥2, 𝑦2) ≥ 0 

dır. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

4.3. ANA SONUÇLAR  

Bu bölümde, koordinatlara göre konveks fonksiyonun çarpımı için Hadamard 

eşitsizlikleri elde edilecektir. 

Teorem 4.4. 𝑓, 𝑔 ∶ Δ = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] ⊆ ℝ2 → [0,∞), Δ üzerindeki koordinatlarda 𝑎 <

𝑏, 𝑐 < 𝑑 olan konveks fonksiyonlar olsun. O halde  

1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫  

𝑑

𝑐

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

≤
1

9
𝐿(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) +

1

18
𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) +

1

36
𝑁(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) 

 

 

 

(4.4) 

dır. Burada, 

𝐿(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) = 𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑑), 

𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) = 𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑐) 

+𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑑) 

ve  

𝑁(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) = 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑑) + 𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑐). 

İspat. 𝑓, 𝑔 ∶ Δ = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] ⊆ ℝ2 → [0,∞), Δ üzerindeki koordinatlarda 𝑎 < 𝑏,  𝑐 <

𝑑 olan konveks fonksiyonlar olduğundan, bu nedenle kısmi dönüşümleri 𝑓𝑦 ∶ [𝑎, 𝑏] →

[0,∞), 𝑓𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑔𝑦 ∶ [𝑎, 𝑏] → [0,∞), 𝑔𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥, 𝑦), 𝑓𝑥 ∶ [𝑐, 𝑑] → [0,∞),  

𝑓𝑥(𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) ve 𝑔𝑥 ∶ [𝑐, 𝑑] → [0,∞), 𝑔𝑥(𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦) tüm 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] için 

sırasıyla [𝑎, 𝑏] ve [𝑐, 𝑑] üzerinde konvekstir. Şimdi (4.3)'ü [𝑐, 𝑑] üzerinde 𝑓𝑥(𝑦)𝑔𝑥(𝑦)′ ye 

uygulayarak şu elde edilir, 
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1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓𝑥(𝑦)𝑔𝑥(𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

≤
1

3
[𝑓𝑥(𝑐)𝑔𝑥(𝑐) + 𝑓𝑥(𝑑)𝑔𝑥(𝑑)] 

                                            +
1

6
[𝑓𝑥(𝑐)𝑔𝑥(𝑑) + 𝑓𝑥(𝑑)𝑔𝑥(𝑐)] 

Yani 

1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

1

3
[𝑓(𝑥, 𝑐)𝑔(𝑥, 𝑐) + 𝑓(𝑥, 𝑑)𝑔(𝑥, 𝑑)]

𝑑

𝑐

 

                                                 +
1

6
[𝑓(𝑥, 𝑐)𝑔(𝑥, 𝑑) + 𝑓(𝑥, 𝑑)𝑔(𝑥, 𝑐)] 

eşitsizliğinde [𝑎, 𝑏] üzerinde integral alınırsa ve her iki tarafı (b – a)'ya bölünürse, 

1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

≤
1

3
[
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)𝑔(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

  +
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑑)𝑔(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥]

𝑏

𝑎

 

    +
1

6
[
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)𝑔(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

      +
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑑)𝑔(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥]

𝑏

𝑎

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4.5) 

olur. Şimdi (4.5)'in R.H.S üzerindeki her bir integraline (4.3) tekrar uygulanırsa, 

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)𝑔(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

3
[𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑐)] 

                                                +
1

6
[𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑐)] 
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1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑑)𝑔(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

3
[𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑑)] 

                                                +
1

6
[𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑑)] 

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)𝑔(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

3
[𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑑)] 

                                                +
1

6
[𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑑)] 

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑑)𝑔(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
1

3
[𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑐)] 

                                                +
1

6
[𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑐)] 

olur, (4.5)'deki bu eşitsizliklerin sağlaması 

1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

≤
1

9
[𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑐) 

                                                                                 +
1

18
[𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑐)] 

                                                                                 +
1

9
[𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑑)] 

                                                                                 +
1

18
[𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑑) 

                                                                                 +
1

18
[𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑑) 

                                                                                 +
1

36
[𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑑) 

                                                                                 +
1

18
[𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑐) 

                                                                                 +
1

36
[𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑐) 

dir. Bu nedenle (4.5) ile istenen sonuç (4.4) elde edilir. Benzer şekilde 𝑓𝑦(𝑥)𝑔𝑦(𝑥) için 

[𝑎, 𝑏] üzerinde (4.3) uygulanırsa aynı sonuç elde edilir. 
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Teorem 4.5. 𝑓, 𝑔 ∶ Δ = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] ⊆ ℝ2 → [0,∞), 𝑎 < 𝑏 , 𝑐 < 𝑑 olacak şekilde Δ 

koordinatları üzerinde konveks fonksiyon olsun. O halde, 

4𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

 +
5

36
𝐿(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) +

7

36
𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) +

2

9
𝑁(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) 

 

 

 

            

     (4.6) 

olur. Burada 𝐿(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑),𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ve 𝑁(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) Teorem 4.4’teki gibidir.  

İspat. Şimdi (4.3)'ü 2𝑓 (
𝑎+𝑏

2
,
𝑐+𝑑

2
) 𝑔 (

𝑎+𝑏

2
,
𝑐+𝑑

2
)’ye uygulanırsa,  

2𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

+
1

6
[𝑓 (𝑎,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (𝑎,

𝑐 + 𝑑

2
) + 𝑓 (𝑏,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (𝑏,

𝑐 + 𝑑

2
)] 

+
1

3
[𝑓 (𝑎,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (𝑏,

𝑐 + 𝑑

2
) + 𝑓 (𝑏,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (𝑎,

𝑐 + 𝑑

2
)] 

 

 

 

 

 

(4.7) 

ve 

2𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)

≤
1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦)𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦)

𝑑

𝑐

𝑑𝑦 

+
1

6
[𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑐) 𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑐) + 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑑) 𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑑)] 

+
1

3
[𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑐) 𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑑) + 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑑) 𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑐)] 

 

 

 

 

 

   

(4.8) 

elde edilir. (4.7) ve (4.8) toplanır ve her iki tarafı 2 ile çarpılırsa, 
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8𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) ≤

2

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

                                                                   +
2

𝑑 − 𝑐
∫𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

                            +
1

6
[2𝑓 (𝑎,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (𝑎,

𝑐 + 𝑑

2
) + 2𝑓 (𝑏,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (𝑏,

𝑐 + 𝑑

2
)] 

                            +
1

3
[2𝑓 (𝑎,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (𝑏,

𝑐 + 𝑑

2
) + 2𝑓 (𝑏,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (𝑎,

𝑐 + 𝑑

2
)] 

                            +
1

6
[2𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑐) 𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑐)

+ 2𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑑) 𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑐)] 

                            +
1

3
[2𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑐) 𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑑)

+ 2𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑑) 𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑐)] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4.9) 

olur. Parantez içindeki her bir terime (4.3) uygulanırsa, 

2𝑓 (𝑎,
𝑐 + 𝑑

2
) 𝑔 (𝑎,

𝑐 + 𝑑

2
) ≤

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓(𝑎, 𝑦)𝑔(𝑎, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

                                                                 +
1

6
[𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑑)] 

                                                                +
1

3
[𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑐)] 

 

2𝑓 (𝑏,
𝑐 + 𝑑

2
) 𝑔 (𝑏,

𝑐 + 𝑑

2
) ≤

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓(𝑏, 𝑦)𝑔(𝑏, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

                                                                 +
1

6
[𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑑)] 

                                                                 +
1

3
[𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑐)] 
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2𝑓 (𝑎,
𝑐 + 𝑑

2
) 𝑔 (𝑏,

𝑐 + 𝑑

2
) ≤

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓(𝑎, 𝑦)𝑔(𝑏, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

                                                                 +
1

6
[𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑑)] 

                                                                 +
1

3
[𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑑) + 𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑐)] 

 

2𝑓 (𝑏,
𝑐 + 𝑑

2
) 𝑔 (𝑎,

𝑐 + 𝑑

2
) ≤

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓(𝑏, 𝑦)𝑔(𝑎, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

                                                                +
1

6
[𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑑)] 

                                                               +
1

3
[𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑐)] 

 

2𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑐) 𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑐) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)𝑔(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

                                                                +
1

6
[𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑐)] 

                                                               +
1

3
[𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑐)] 

 

2𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑑) 𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑑) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑑)𝑔(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

                                                                +
1

6
[𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑑)] 

                                                               +
1

3
[𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑑)] 
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2𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑐) 𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑑) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)𝑔(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

                                                                +
1

6
[𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑑)] 

                                                                +
1

3
[𝑓(𝑎, 𝑐)𝑔(𝑏, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐)𝑔(𝑎, 𝑑)] 

 

2𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑑) 𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑐) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑑)𝑔(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

                                                                +
1

6
[𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑐)] 

                                                                +
1

3
[𝑓(𝑎, 𝑑)𝑔(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)𝑔(𝑎, 𝑐)] 

 

olur. Bu eşitsizlikleri (4.9)'da yerine konulursa ve sadeleştirilirse, 

8𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) ≤

2

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

                                                                  +
2

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

                           +
1

6

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓(𝑎, 𝑦)𝑔(𝑎, 𝑦)𝑑𝑦 +

1

6

1

𝑑 − 𝑐

𝑑

𝑐

∫𝑓(𝑏, 𝑦)𝑔(𝑏, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

                           +
1

3

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓(𝑎, 𝑦)𝑔(𝑏, 𝑦)𝑑𝑦 +

1

3

1

𝑑 − 𝑐

𝑑

𝑐

∫𝑓(𝑏, 𝑦)𝑔(𝑎, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

                           +
1

6

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)𝑔(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥 +

1

6

1

𝑏 − 𝑎

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑑)𝑔(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

                           +
1

3

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)𝑔(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥 +

1

3

1

𝑏 − 𝑎

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑑)𝑔(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
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          +
1

18
𝐿(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) +

1

9
𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) +

2

9
𝑁(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) 

 

(4.10) 

elde edilir. Şimdi (4.3)’ü 2𝑓 (
𝑎+𝑏

2
, 𝑦) 𝑔 (

𝑎+𝑏

2
, 𝑦) ye uygulanırsa, [𝑐, 𝑑] üzerinde 

integrali alınırsa ve her iki tarafı (d – c)'ye bölünürse, 

2

𝑑 − 𝑐
∫𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑑𝑦

𝑑

𝑐

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

+
1

6

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓(𝑎, 𝑦)𝑔(𝑎, 𝑦)𝑑𝑦 +

1

6

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓(𝑏, 𝑦)𝑔(𝑏, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑑

𝑐

 

1

3

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓(𝑎, 𝑦)𝑔(𝑏, 𝑦)𝑑𝑦 +

1

3

1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓(𝑏, 𝑦)𝑔(𝑎, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑑

𝑐

 

 

 

 

 

 

 

 

(4.11) 

elde edilir.  Şimdi (4.3)’ü 2𝑓 (𝑥,
𝑐+𝑑

2
) 𝑔 (𝑥,

𝑐+𝑑

2
) ye uygulanırsa, [𝑎, 𝑏] üzerinde integrali 

alınırsa ve her iki tarafı da (b – a)'ya bölünürse, 

2

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥

𝑑

𝑐

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

+
1

6

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)𝑔(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
1

6

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑑)𝑔(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

+
1

3

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)𝑔(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
1

3

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑑)𝑔(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

 

 

 

 

 

  

 

   (4.12) 

eşitsizliği elde edilir. (4.10) ve (4.11) eklenirse, 
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2

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)

𝑑

𝑐

𝑑𝑥

+
2

𝑑 − 𝑐
∫𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

≤
2

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

+
1

6

1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓(𝑎, 𝑦)𝑔(𝑎, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

+
1

6

1

𝑑 − 𝑐
∫ 𝑓(𝑏, 𝑦)𝑔(𝑏, 𝑦)

𝑑

𝑐

𝑑𝑦 

+
1

3

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓(𝑎, 𝑦)𝑔(𝑏, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

+
1

3

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓(𝑏, 𝑦)𝑔(𝑎, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

+
1

6

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)𝑔(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
1

6

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑑)𝑔(𝑥, 𝑑)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

+
1

3

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)𝑔(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
1

3

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑑)𝑔(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

(4.13) 

olur. Böylece (4.10) ve (4.13)'dan, 

8𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)

≤
2

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

+
1

3

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓(𝑎, 𝑦)𝑔(𝑎, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

+
1

3

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓(𝑏, 𝑦)𝑔(𝑏, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

+
2

3

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓(𝑎, 𝑦)𝑔(𝑏, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

+
2

3

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓(𝑏, 𝑦)𝑔(𝑎, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐
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+
1

3

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)𝑔(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
1

3

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑑)𝑔(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

+
2

3

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)𝑔(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
2

3

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑑)𝑔(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

+
1

18
𝐿(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) +

1

9
𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) +

2

9
𝑁(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) 

 

 

 

    

 

(4.14) 

olur. (4.12)'deki integrallerin her birine (4.3) kullanılırsa ve sadeleştirilirse, 

 

8𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)

≤
2

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

+
5

18
𝐿(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) +

7

18
𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) +

4

9
𝑁(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) 

 

 

eşitsizliğine ulaşılır. Her iki tarafı 2'ye bölünürse, 

 

4𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)𝑔 (

𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

+
5

36
𝐿(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) +

7

36
𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) +

2

9
𝑁(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) 

 

 

(4.5)'dir ve böylece teoremin ispatı tamamlanır.
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5. KOORDİNATLARDA KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN BAZI 

YENİ HADAMARD EŞİTSİZLİKLERİ 

Bu bölümde M. Z. SARIKAYA, E. SET, M. E. ÖZDEMİR ve S. S. DARAGOMİR 

tarafından elde edilen koordinatlar üzerinde 2–değişkenli konveks fonksiyonların bazı 

Hermite-Hadamard tipli yeni eşitsizlikleri verilmiştir.  

5.1. KOORDİNATLARA GÖRE KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN 

EŞİTSİZLİKLER 

Bu kısımda, koordinatlar üzerinde 2 değişkenli konveks fonksiyonlar için verilen (3.3) 

Hadamard eşitsizliğindeki 3. ve 4. eşitsizlikler arasındaki ilişkiyi verecek olan yeni 

eşitsizlikler verilecektir. Bu eşitsizliklerin elde edilmesi için kullanılacak olan aşağıdaki 

özdeşlik ile başlanılacak. 

Lemma 5.1. 𝑓 ∶  Δ ⊂ ℝ2 → ℝ2, Δ ≔ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] üzerinde ℝ2′de 𝑎 < 𝑏 ve 𝑐 < 𝑑 ile 

kısmi türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eğer  
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
∈ 𝐿(Δ) ise, aşağıdaki eşitlik 

geçerlidir, 

𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
+

1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

−
1

2
[
1

𝑏 − 𝑎
∫[𝑓(𝑥, 𝑐) + 𝑓(𝑥, 𝑑)]𝑑𝑥 +

1

𝑑 − 𝑐
∫[𝑓(𝑎, 𝑦) + 𝑓(𝑏, 𝑦)]𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

] 

=
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

4
∫  

1

0

∫(1 − 2𝑡)(1 − 2𝑠)
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐

1

0

+ (1 − 𝑠)𝑑)𝑑𝑡𝑑𝑠. 

 

 

 

 

 

 

 

(5.1) 

İspat. Kısmi integrasyon yardımıyla, 
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∫  

1

0

∫(1 − 2𝑠)(1 − 2𝑡)

1

0

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)𝑑𝑡𝑑𝑠 

= ∫(1 − 2𝑠) {(1 − 2𝑡)
1

𝑎 − 𝑏

𝜕𝑓

𝜕𝑠
(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|0

1

1

0

+
2

𝑎 − 𝑏
∫
𝜕𝑓

𝜕𝑠
(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)𝑑𝑡

1

0

}𝑑𝑠 

= ∫(1 − 2𝑠) {−
1

𝑎 − 𝑏

𝜕𝑓

𝜕𝑠
(𝑎, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)

1

0

−
1

𝑎 − 𝑏

𝜕𝑓

𝜕𝑠
(𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)

+
2

𝑎 − 𝑏
∫
𝜕𝑓

𝜕𝑠
(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)𝑑𝑡

1

0

}𝑑𝑠 

=
1

𝑏 − 𝑎
{∫(1 − 2𝑠) (

𝜕𝑓

𝜕𝑠
(𝑎, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑) +

𝜕𝑓

𝜕𝑠
(𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑))𝑑𝑠

1

0

− 2∫  

1

0

∫(1 − 2𝑠)
𝜕𝑓

𝜕𝑠
(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)𝑑𝑡𝑑𝑠

1

0

}. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

(5.2) 

elde edilir. Böylece yine (5.2)'nin sağ tarafındaki kısımlar için yine kısmi integrasyon 

uygulanılırsa, 

 

∫(1 − 2𝑠) (
𝜕𝑓

𝜕𝑠
(𝑎, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑) +

𝜕𝑓

𝜕𝑠
(𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑))𝑑𝑠

1

0

− 2∫  

1

0

∫(1 − 2𝑠)
𝜕𝑓

𝜕𝑠
(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)𝑑𝑡𝑑𝑠

1

0
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= (1 − 2𝑠)
(𝑓(𝑎, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑))

𝑐 − 𝑑
|0
1

+
2

𝑐 − 𝑑
∫(𝑓(𝑎, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑))𝑑𝑠

1

0

− 2∫{(1 − 2𝑠)
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)

𝑐 − 𝑑
|0
1

1

0

+
2

𝑐 − 𝑑
∫𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)𝑑𝑠

1

0

}𝑑𝑡 

= −
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑐)

𝑐 − 𝑑
−
𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

𝑐 − 𝑑
 

+
2

𝑐 − 𝑑
∫(𝑓(𝑎, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑))𝑑𝑠

1

0

− 2∫{−
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑐)

𝑐 − 𝑑
−
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑑)

𝑐 − 𝑑

1

0

+
2

𝑐 − 𝑑
∫𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)𝑑𝑠

1

0

}𝑑𝑡 

=
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

(𝑑 − 𝑐)
 

+
4

(𝑑 − 𝑐)
∫  

1

0

∫𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)𝑑𝑠𝑑𝑡

1

0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

−
2

(𝑑 − 𝑐)
{∫(𝑓(𝑎, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑))𝑑𝑠

1

0

+∫(𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑑))𝑑𝑡

1

0

} 

 

 

 

      

(5.3) 

olur. Burada 𝑡, 𝑠 ∈ [0,1]2için  𝑥 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏 ve 𝑦 = 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑 değişken 

değişimi kullanılırsa ve (5.2)'de (5.3) yazılırsa 
(𝑏−𝑎)(𝑑−𝑐)

4
 ile ispatı tamamlanarak (5.1) 
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elde edilir. 

Teorem 5.1. 𝑓 ∶  Δ ⊂ ℝ2 → ℝ2 olsun,  Δ ≔ [a, b] × [c, d] üzerinde ℝ2′de 𝑎 < 𝑏 ve 𝑐 <

𝑑 olacak şekilde kısmi türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eğer |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
|, Δ üzerinde konveks 

fonksiyon ise,  

|
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4

+
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 − 𝐴

𝑑

𝑐

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

16
 

(
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑐)| + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑑)| + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑐)| + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑑)|

4
) 

elde edilir. Buradan, 

𝐴 =
1

2
[
1

𝑏 − 𝑎
∫[𝑓(𝑥, 𝑐) + 𝑓(𝑥, 𝑑)]𝑑𝑥 +

1

𝑑 − 𝑐
∫[𝑓(𝑎, 𝑦) + 𝑓(𝑏, 𝑦)]𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

] 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

   

      

     (5.4) 

dir. 

İspat. Lemma 5.1'den, 

|
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
+

1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 − 𝐴

𝑑

𝑐

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

4

× ∫  

1

0

∫|(1 − 2𝑡)(1 − 2𝑠)| |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)| 𝑑𝑡𝑑𝑠.

1

0

 

 

𝑓: ∆ → R, ∆ üzerinde koordinatlara göre konveks olduğundan,  
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|
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
+

1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 − 𝐴

𝑑

𝑐

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

4
 

× ∫[∫|(1 − 2𝑡)(1 − 2𝑠)| {𝑡 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

1

0

1

0

+ (1 − 𝑡) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|} 𝑑𝑡] 𝑑𝑠 

elde edilir. Buradan, yukarıdaki eşitsizlikteki integral hesaplanılırsa, 

∫|1 − 2𝑡| {𝑡 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)| + (1 − 𝑡) |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|} 𝑑𝑡

1

0

 

= ∫(1 − 2𝑡) {𝑡 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)| + (1 − 𝑡) |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|} 𝑑𝑡

1
2

0

 

+∫(2𝑡 − 1) {𝑡 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)| + (1 − 𝑡) |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|} 𝑑𝑡

1

1
2

 

=
1

4
(|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)| + |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|) 

 

olur. Böylece şunlar elde edilir, 

|
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4

+
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 − 𝐴

𝑑

𝑐

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

16
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×∫|1 − 2𝑠|

1

0

{|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)| + |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|} 𝑑𝑠 . 

 

      

(5.5) 

Diğer integral için benzer bir yol, 𝑓: ∆ →  𝑅, ∆ üzerinde konveks olduğundan,  

∫|1 − 2𝑠|

1

0

{|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)| + |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|} 𝑑𝑠 

∫(1 − 2𝑠) {𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)| + (1 − 𝑠) |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑑)|}

1
2

0

𝑑𝑠 

+∫(1 − 2𝑠) {𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)| + (1 − 𝑠) |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑑)|} 𝑑𝑠

1
2

0

 

= ∫(2𝑠 − 1) {𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)| + (1 − 𝑠) |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑑)|}

1

1
2

𝑑𝑠 

+∫(2𝑠 − 1) {𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)| + (1 − 𝑠) |

𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑑)|}

1

1
2

𝑑𝑠 

|
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑐)| + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑑)| + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑐)| + |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑑)|

4
 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     

     (5.6) 

ulaşılır. Böylece (5.5) ve (5.6) eşitsizlikleri ile (5.4) eşitsizliği elde edilir. 

Teorem 5.2. 𝑓 ∶  Δ ⊂ ℝ2 → ℝ2 olsun. Δ ≔ [a, b] × [c, d] üzerinde ℝ2′de 𝑎 < 𝑏 ve 𝑐 <

𝑑 olacak şekilde kısmi türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eğer |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
|
𝑞

, 𝑞 > 1 olacak 

şekilde Δ üzerindeki koordinatlarda konveks bir fonksiyon ise, o zaman şu eşitsizlik; 
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|
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4

+
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 − 𝐴

𝑑

𝑐

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

4(𝑝 + 1)
2
𝑝

 

×

(

 
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑠𝜕𝑡

(𝑎, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑠𝜕𝑡

(𝑎, 𝑑)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑠𝜕𝑡

(𝑏, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑠𝜕𝑡

(𝑏, 𝑑)|
𝑞

4

)

 

1
𝑞

 

elde edilir. Buradan  

𝐴 =
1

2
[
1

𝑏 − 𝑎
∫[𝑓(𝑥, 𝑐) + 𝑓(𝑥, 𝑑)]𝑑𝑥 +

1

𝑑 − 𝑐
∫[𝑓(𝑎, 𝑦) + 𝑓(𝑏, 𝑦)]𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(5.7) 

olur ve  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 dır. 

İspat. Lemma 5.1'den, 

|
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
+

1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 − 𝐴

𝑑

𝑐

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

4
 

×∫  ∫|(1 − 2𝑡)(1 − 2𝑠)| |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)| 𝑑𝑡𝑑𝑠 

1

0

1

0

 

 

olur. Çift katlı integraller için Hölder eşitsizliği kullanılırsa; 𝑓 ∶ ∆→ ℝ , ∆ üzerinde 

koordinatlara göre konvekstir. O halde, 

|
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
+

1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 − 𝐴

𝑑

𝑐

| 
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≤
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

4
(∫  

1

0

∫|(1 − 2𝑡)(1 − 2𝑠)|𝑝
1

0

)𝑑𝑡𝑑𝑠
1
𝑝 

× (∫  

1

0

∫|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

𝑞

𝑑𝑡𝑑𝑠

1

0

)

1
𝑞

 

dur. |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
|
𝑞

; ∆ üzerindeki koordinatlarda konveks bir fonksiyon olduğundan, 𝑡 ∈ [0,1] 

için, 

|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

𝑞

 

≤ 𝑡 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

𝑞

+ (1 − 𝑡) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

𝑞

 

ve  

|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

𝑞

 

≤ 𝑡𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ 𝑡(1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑑)|

𝑞

 

+(1 − 𝑡)𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

+ (1 − 𝑡)(1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

 

olur. Dolayısıyla, 

|
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
+

1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 − 𝐴

𝑑

𝑐

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

4(𝑝 + 1)
2
𝑝

 

× (∫  

1

0

∫{𝑡𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ 𝑡(1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ (1 − 𝑡)𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

      

1

0

+ (1 − 𝑡)(1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑑)|

𝑞

} 𝑑𝑡𝑑𝑠)

1
𝑞
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=
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

4(𝑝 + 1)
2
𝑝

 

×

(

 
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑠𝜕𝑡

(𝑎, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑠𝜕𝑡

(𝑎, 𝑑)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑠𝜕𝑡

(𝑏, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑠𝜕𝑡

(𝑏, 𝑑)|
𝑞

4

)

 

1
𝑞

 

olur. 

Teorem 5.3. 𝑓 ∶  Δ ⊂ ℝ2 → ℝ2 olsun. Δ ≔ [a, b] × [c, d] üzerinde ℝ2′de 𝑎 < 𝑏 ve 𝑐 <

𝑑 olacak şekilde kısmi türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eğer |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
|
𝑞

, 𝑞 ≥ 1 olacak 

şekilde Δ üzerindeki koordinatlarda konveks bir fonksiyon ise, o zaman şu eşitsizlik elde 

edilir, 

|
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4

+
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 − 𝐴

𝑑

𝑐

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

16
 

×

(

 
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑑)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑑)|
𝑞

4

)

 

1
𝑞

 

buradan 

𝐴 =
1

2
[
1

𝑏 − 𝑎
∫[𝑓(𝑥, 𝑐) + 𝑓(𝑥, 𝑑)]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
1

𝑑 − 𝑐
∫[𝑓(𝑎, 𝑦) + 𝑓(𝑏, 𝑦)]𝑑𝑦

𝑑

𝑐

] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(5.8) 

dir. 

İspat. Lemma 5.1’den, 
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|
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
+

1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 − 𝐴

𝑑

𝑐

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

4
 

×∫  

1

0

∫|(1 − 2𝑡)(1 − 2𝑠)| |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)| 𝑑𝑡𝑑𝑠

1

0

 

olur. Çift katlı integraller için ortalama güç eşitsizliği kullanılırsa; 𝑓: ∆ →  ℝ, ∆ üzerinde 

koordinatlara göre konvekstir. O halde, 

|
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
+

1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 − 𝐴

𝑑

𝑐

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

4
(∫  

1

0

∫|(1 − 2𝑡)(1 − 2𝑠)|𝑑𝑡𝑑𝑠

1

0

)

1−
1
𝑞

 

× (∫  

1

0

∫|(1 − 2𝑡)(1 − 2𝑠)| |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

𝑞

𝑑𝑡𝑑𝑠.

1

0

)

1
𝑞

 

elde edilir. |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
|
𝑞

, ∆ üzerindeki koordinatlarda konveks bir fonksiyon olduğundan, 𝑡 ∈

[0,1] için 

|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

𝑞

 

≤ 𝑡 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

𝑞

+ (1 − 𝑡) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

𝑞

 

ve 

|
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

𝑞

 

≤ 𝑡𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ 𝑡(1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ (1 − 𝑡)𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

+ 
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(1 − 𝑡)(1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

 

olur. Böylece, 

|
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
+

1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 − 𝐴

𝑑

𝑐

| 

≤
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

4
(
1

4
)
1−
1
𝑞
 

× (∫  

1

0

∫|(1 − 2𝑡)(1 − 2𝑠)| {𝑡𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ 𝑡(1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑑)|

𝑞1

0

+ (1 − 𝑡)𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

+ (1 − 𝑡)(1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑑)|

𝑞

𝑑𝑡𝑑𝑠})

1
𝑞

 

 

elde edilir. Yukarıdaki eşitsizlikteki integral hesaplanırsa, 

∫ |1 − 2𝑡| (𝑡𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ 𝑡(1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ (1 − 𝑡)𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

 

1

0

+   (1 − 𝑡)(1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑑)|

𝑞

)𝑑𝑡 

= ∫(1 − 2𝑡) (𝑡𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ 𝑡(1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ (1 − 𝑡)𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

1
2

0

+ (1 − 𝑡)(1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑑)|

𝑞

)𝑑𝑡 

+∫(2𝑡 − 1) (𝑡𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ 𝑡(1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ (1 − 𝑡)𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|

𝑞1

1
2

+ (1 − 𝑡)(1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑑)|

𝑞

)𝑑𝑡 
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=
𝑠 |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑐)|
𝑞

24
+
(1 − 𝑠) |

𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑑)|
𝑞

24
 

+
5𝑠 |

𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑐)|
𝑞

24
+
5(1 − 𝑠) |

𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑑)|
𝑞

24
 

+
5𝑠 |

𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑐)|
𝑞

24
+
5(1 − 𝑠) |

𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑑)|
𝑞

24
 

+
𝑠 |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑐)|
𝑞

24
+
(1 − 𝑠) |

𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑑)|
𝑞

24
 

=
𝑠 |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑐)|
𝑞

+ (1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑑)|
𝑞

4
 

+
𝑠 |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑐)|
𝑞

+ (1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑑)|
𝑞

4
 

elde edilir. Böylece, 

|
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4

+
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 − 𝐴

𝑑

𝑐

| ≤
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

16
 

[∫ |1 − 2𝑠| (𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ (1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ 𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

       

1

0

+ (1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑑)|

𝑞

)𝑑𝑠]

1
𝑞

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(5.9) 

olur. Diğer integral içinde benzer şekilde, 𝑓 ∶  Δ → ℝ, Δ üzerinde koordinatlara göre 

konveks olduğundan 
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∫|1 − 2𝑠| (𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ (1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ 𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

     

1

0

+ (1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑑)|

𝑞

)𝑑𝑠 

= ∫(1 − 2𝑠) (𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ (1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ 𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

 

1
2

0

+ (1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑑)|

𝑞

)  𝑑𝑠 

+∫(2𝑠 − 1) (𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ (1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ 𝑠 |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

  

1

1
2

+ (1 − 𝑠) |
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑠
(𝑏, 𝑑)|

𝑞

)  𝑑𝑠 

=
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑐)|
𝑞

24
+
5 |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑑)|
𝑞

24
+
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑐)|
𝑞

24
+
5 |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑑)|
𝑞

24
 

+
5 |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑐)|
𝑞

24
+
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑑)|
𝑞

24
+
5 |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑐)|
𝑞

24
+
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑑)|
𝑞

24
 

=
|
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑎, 𝑑)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑐)|
𝑞

+ |
𝜕2𝑓
𝜕𝑡𝜕𝑠

(𝑏, 𝑑)|
𝑞

4
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(5.10) 

ulaşılır. (5.9) ve (5.10) eşitsizlikleri ile (5.8) eşitsizliği elde edilir. 

Açıklama 5.1.  
1

4
<

1

(𝑝+1)
2
𝑝

< 1 ise 𝑝 > 1 olduğundan, Teorem 5.3’te verilen sonuç, 

Teorem 5.2’de verilenden daha iyidir.
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6. TÜREVLENEBİLİR KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN BAZI 

YENİ EŞİTSİZLİKLER 

Bu bölümde M. A. LATİF ve S. S. DRAGOMİR tarafından elde edilen türevlenebilir 

konveks fonksiyonlar için bazı yeni eşitsizlikler verilmiştir. 

6.1. GİRİŞ 

Yakın tarihli bir makalede [26], Sarıkaya ve ark. ℝ2 de türevlenebilir koordinatlara göre 

konveks fonksiyonlar için (3.3)'deki orta ve en sağdaki terimler arasındaki farkın 

tahminini veren bazı yeni eşitsizlikleri kanıtladı. Bu bölümde, [26]'da verilen kavramdan 

hareketle, ℝ2 de türevlenebilir konveks fonksiyonlar için (3.3)'deki orta ve en soldaki 

terimler arasında tahmini veren bazı yeni eşitsizlikleri kanıtlanacaktır. 

6.2. ANA SONUÇLAR 

Aşağıdaki Lemma ana sonuçları oluşturmada önemli bir rol oynar, 

Lemma 6.1. 𝑓: Δ ⊆ ℝ2 → ℝ, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑐 < 𝑑 olacak şekilde Δ ≔ [a, b] × [c, d] üzerinde 

kısmi türevlenebilir fonksiyon olsun. Eğer 
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
∈ 𝐿(Δ) ise, O halde; 

1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

+ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) 

−
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥 +

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

= (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)∫  

1

0

∫𝐾(𝑡, 𝑠)
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)𝑑𝑠𝑑𝑡,

1

0

 

vardır. Buradan, 
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𝐾(𝑡, 𝑠) =

{
 
 
 

 
 
 𝑡𝑠,                                (𝑡, 𝑠) ∈ [0,

1

2
] × [0,

1

2
]  

𝑡(𝑠 − 1),                   (𝑡, 𝑠) ∈ [0,
1

2
] × (

1

2
, 1]

𝑠(𝑡 − 1),                   (𝑡, 𝑠) ∈ (
1

2
, 1] × [0,

1

2
]

(𝑡 − 1)(𝑠 − 1), (𝑡, 𝑠) ∈ (
1

2
, 1] × (

1

2
, 1]

 

 

 

 

 

(6.1) 

olur. 

İspat.  

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)∫  

1

0

∫𝐾(𝑡, 𝑠)

1

0

𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)𝑑𝑠𝑑𝑡 

= (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)∫  

1
2

0

∫𝑡𝑠
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)𝑑𝑠𝑑𝑡

1
2

0

 

+(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)∫  

1
2

0

∫𝑡(𝑠 − 1)
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡

1

1
2

 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)𝑑𝑠𝑑𝑡 

+(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)∫  

1

1
2

∫𝑠(𝑡 − 1)
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡

1
2

0

 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)𝑑𝑠𝑑𝑡 

+(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)∫  

1

1
2

∫(𝑡 − 1)(𝑠 − 1)
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡

1

1
2

 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐

+ (1 − 𝑠)𝑑)𝑑𝑠𝑑𝑡 

= 𝛪1 + 𝛪2 + 𝛪3 + 𝛪4 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(6.2) 

olur. Kısmi integrasyon yardımıyla, 
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𝛪1 = (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)∫ 𝑡

1
2

0
[
 
 
 
 

∫ 𝑠

1
2

0

𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)𝑑𝑠

]
 
 
 
 

𝑑𝑡 

=
1

4
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) −

1

2
∫𝑓 (𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏,

𝑐 + 𝑑

2
) 𝑑𝑡

1
2

0

 

−
1

2
∫𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑) 𝑑𝑠

1
2

0

+∫  

1
2

0

∫𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)𝑑𝑠𝑑𝑡 

1
2

0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

(6.3) 

elde edilir. (6.3)'te, (𝑡, 𝑠) ∈ [0,1]2 için 𝑥 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏 𝑣𝑒 𝑦 = 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑 

değişken değiştirmeleri kullanılırsa, 

𝛪1 =
1

4
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) −

1

2(𝑏 − 𝑎)
∫ 𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥

𝑏

𝑎+𝑏
2

 

−
1

2(𝑑 − 𝑐)
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑑𝑦

𝑑

𝑐+𝑑
2

+
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎+𝑏
2

∫  𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 

𝑑

𝑐+𝑑
2

 

elde edilir. Benzer şekilde parçalara göre entegrasyon ile, 

𝛪2 =
1

4
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) −

1

2(𝑏 − 𝑎)
∫ 𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥

𝑏

𝑎+𝑏
2

 

−
1

2(𝑑 − 𝑐)
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑑𝑦

𝑐+𝑑
2

𝑐

+
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥,

𝑐+𝑑
2

𝑐

𝑏

𝑎+𝑏
2
 

 

𝛪3 =
1

4
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) −

1

2(𝑏 − 𝑎)
∫ 𝑓

𝑎+𝑏
2

𝑎

(𝑥,
𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥 
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−
1

2(𝑑 − 𝑐)
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑑𝑦

𝑑

𝑐+𝑑
2

+
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑎+𝑏
2

𝑎

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐+𝑑
2

 

ve  

𝛪4 =
1

4
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) −

1

2(𝑏 − 𝑎)
∫ 𝑓

𝑎+𝑏
2

𝑎

(𝑥,
𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥 

−
1

2(𝑑 − 𝑐)
∫ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦)𝑑𝑦

𝑐+𝑑
2

𝑐

+
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑎+𝑏
2

𝑎

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 .

𝑐+𝑑
2

𝑐

 

 

olur. (6.2)'deki 𝛪1, 𝛪2, 𝛪3 ve 𝛪4 değişken değiştirmesi, (6.1)'i verir. 

Teorem 6.1.  𝑓: Δ ⊆ ℝ2 → ℝ, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑐 < 𝑑 olacak şekilde Δ ≔ [a, b] × [c, d] üzerinde 

kısmi türevlenebilir fonksiyon olsun. Eğer |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
|, Δ üzerindeki koordinatlarda konveks 

ise aşağıdaki eşitsizlik, 

|
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

+ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) − 𝐴| 

≤
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

16
. 

[
|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑐)| + |

𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑑)| + |

𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑐)| + |

𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑑)|

4
] 

 

vardır. Buradan, 

𝐴 =
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑑𝑦 .

𝑑

𝑐

 

                

 

 

 

 

 

 

 

     

 (6.4) 

 

İspat. Lemma 6.1'den, 
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|
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

+ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) − 𝐴| 

≤ (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)∫  

1

0

∫ |𝐾(𝑡, 𝑠)| |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏                          

1

0

+ 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)| 𝑑𝑠𝑑𝑡 

 

 

 

 

 

(6.5) 

elde edilir. |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
|, Δ üzerindeki koordinatlarda konveks olduğundan,  

|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏 + 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

≤ 𝑡𝑠 |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑐)| + 𝑡(1 − 𝑠) |

𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑑)|

+ 𝑠(1 − 𝑡) |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑐)| + (1 − 𝑡)(1 − 𝑠) |

𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑑)|  

 

 

 

 

(6.6) 

olur. (6.6), (6.5)'te yerine konulursa 

|
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

+ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) − 𝐴| 

≤ (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)∫  

1

0

∫|𝐾(𝑡, 𝑠)|

1

0

[|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑐)| 𝑡𝑠 + |

𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑑)| 𝑡(1 − 𝑠)

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑐)| 𝑠(1 − 𝑡) + |

𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑑)| (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)] 𝑑𝑠𝑑𝑡

= (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐) 

× {∫  

1
2

0

∫𝑡𝑠 [|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑐)| 𝑡𝑠 + |

𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑑)| 𝑡(1 − 𝑠) + |

𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑐)| 𝑠(1 − 𝑡)

1
2

0

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑑)| (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)] 𝑑𝑠𝑑𝑡 
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+∫  

1
2

0

∫𝑡(1 − 𝑠) [|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑐)| 𝑡𝑠 + |

𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑑)| 𝑡(1 − 𝑠) + |

𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑐)| 𝑠(1 − 𝑡)

1

1
2

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑑)| (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)] 𝑑𝑠𝑑𝑡 

+∫  

1

1
2

∫𝑠(1 − 𝑡) [|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑐)| 𝑡𝑠 + |

𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑑)| 𝑡(1 − 𝑠)

1
2

0

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑐)| 𝑠(1 − 𝑡)

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑑)| (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)] 𝑑𝑠𝑑𝑡 

+∫  

1

1
2

∫(1 − 𝑡)(1 − 𝑠) [|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑐)| 𝑡𝑠 + |

𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑑)| 𝑡(1 − 𝑠)

1

1
2

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑐)| 𝑠(1 − 𝑡)

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑑)| (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)] 𝑑𝑠𝑑𝑡} 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(6.7) 

eşitsizliğini verir. (6.7)'deki her bir integrali değerlendirip sadeleştirilirse (6.4) elde 

edilir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur. 

Teorem 6.2.  𝑓: Δ ⊆ ℝ2 → ℝ, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑐 < 𝑑 olacak şekilde Δ ≔ [a, b] × [c, d] 

üzerinde kısmi türevlenebilir fonksiyon olsun. Eğer |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
|
𝑞

, Δ üzerindeki koordinatlarda 

konveks ve 𝑝, 𝑞 > 1,
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ise aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir, 

|
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

+ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) − 𝐴| 

≤
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

4(𝑝 + 1)
2
𝑝

 . 
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[
 
 
 |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑏, 𝑑)|

𝑞

4
]
 
 
 

1
𝑞

 

            

(6.8) 

Burada A, 

𝐴 =
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑑𝑦 .

𝑑

𝑐

 

İspat. Lemma 6.1'den, 

|
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

+ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) − 𝐴| 

≤ (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)∫  

1

0

∫|𝐾(𝑡, 𝑠)| |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡), 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)| 𝑑𝑠𝑑𝑡

1

0

 

 

 

 

 

(6.9) 

olur. Şimdi çift katlı integraller için Hölder eşitsizliği kullanılırsa, 

∫  

1

0

∫|𝐾(𝑡, 𝑠)| |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡), 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)| 𝑑𝑠𝑑𝑡

1

0

 

≤ (∫  

1

0

∫|𝐾(𝑡, 𝑠)|𝑝𝑑𝑠𝑑𝑡

1

0

)

1
𝑝

(∫  

1

0

∫|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡), 𝑠𝑐

1

0

+ (1 − 𝑠)𝑑)|

𝑞

𝑑𝑠𝑑𝑡)

1
𝑞

 

 

 

 

 

 

 

(6.10) 

elde edilir. |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
|
𝑞

, Δ üzerinde konveks olduğundan; 

∫  

1

0

∫|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡), 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

𝑞

𝑑𝑠𝑑𝑡

1

0
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≤ ∫  

1

0

∫  

1

0

[𝑡𝑠 |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ 𝑡(1 − 𝑠) |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ 𝑠(1 − 𝑡) |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑑)|

𝑞

                                                    

+ (1 − 𝑡)(1 − 𝑠) |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑑)|

𝑞

] 𝑑𝑠𝑑𝑡 

=
|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑐)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑑)|

𝑞

4
  

 

 

 

 

 

  

 

 

 

(6.11) 

vardır. Ayrıca şu fark edilir, 

∫  

1

0

∫|𝐾(𝑡, 𝑠)|𝑝𝑑𝑠𝑑𝑡

1

0

= ∫  

1
2

0

∫𝑡𝑝𝑠𝑝𝑑𝑠𝑑𝑡

1
2

0

+∫  

1
2

0

∫𝑡𝑝(1 − 𝑠)𝑝𝑑𝑠𝑑𝑡

1

1
2

 

+∫  

1

1
2

∫𝑠𝑝(1 − 𝑡)𝑝𝑑𝑠𝑑𝑡

1
2

0

+∫  

1

1
2

∫(1 − 𝑡)𝑝(1 − 𝑠)𝑝𝑑𝑠𝑑𝑡

1

1
2

 

=
4

(𝑝 + 1)2
(
1

2
)
2(𝑝+1)

 

 

 

 

 

 

 

(6.12) 

Böylece (6.10)'da (6.11) ve (6.12) kullanılırsa, 

∫  

1

0

∫|𝐾(𝑡, 𝑠)|

1

0

|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡), 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

 

𝑑𝑠𝑑𝑡 

≤
1

4(𝑝 + 1)
2
𝑝

 

[
 
 
 |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑐)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑑)|

𝑞

4
]
 
 
 

1
𝑞
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elde edilir. (6.9) da ki son eşitsizliği kullanmak bize (6.8)'i verir. Bu da teoremin ispatını 

tamamlar.  

Teorem 6.3.  𝑓: Δ ⊆ ℝ2 → ℝ, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑐 < 𝑑 olacak şekilde Δ ≔ [a, b] × [c, d] 

üzerinde kısmi türevlenebilir fonksiyon olsun. Eğer |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
|
𝑞

, Δ üzerindeki koordinatlarda 

konveks ve 𝑞 ≥ 1, ise aşağıdaki eşitsizlik, 

|
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

+ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) − 𝐴|

≤
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

16
[
 
 
 |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑏, 𝑑)|

𝑞

4
]
 
 
 

1
𝑞

 

(6.13) 

olur. Burada A,  

𝐴 =
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑑𝑦 .

𝑑

𝑐

 

 

İspat. Lemma 6.1'i kullanarak, 

|
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

+ 𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) − 𝐴| 

≤ (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)∫  

1

0

∫|𝐾(𝑡, 𝑠)|

1

0

|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡), 𝑠𝑐

+ (1 − 𝑠)𝑑)|

 

𝑑𝑠𝑑𝑡. 

 

 

 

 

 

   (6.14) 

elde edilir. Ortalama güç eşitsizliği ile, 

∫  

1

0

∫|𝐾(𝑡, 𝑠)|

1

0

|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡), 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

 

𝑑𝑠𝑑𝑡 
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≤ (∫  

1

0

∫|𝐾(𝑡, 𝑠)|

1

0

𝑑𝑠𝑑𝑡)

1−
1
𝑞

 

× (∫  

1

0

∫|𝐾(𝑡, 𝑠)|

1

0

|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡), 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

 𝑞

𝑑𝑠𝑑𝑡)

1
𝑞

 

= (
1

16
)
1−
1
𝑞
(∫  

1

0

∫|𝐾(𝑡, 𝑠)|

1

0

|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡), 𝑠𝑐

+ (1 − 𝑠)𝑑)|

 𝑞

𝑑𝑠𝑑𝑡)

1
𝑞

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  (6.15) 

elde edilir. |
𝜕2𝑓

𝜕𝑠𝜕𝑡
|
𝑞

′in Δ üzerinde konveks olduğu kullanılırsa şu elde edilir, 

|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡), 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

 𝑞

 

= 𝑡𝑠 |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ 𝑡(1 − 𝑠) |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ 𝑠(1 − 𝑡) |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑐)|

𝑞

              

+ (1 − 𝑡)(1 − 𝑠) |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑑)| .𝑞 

Ve dolayısıyla buradan,  

∫  

1

0

∫|𝐾(𝑡, 𝑠)|

1

0

|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡), 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

 𝑞

𝑑𝑠𝑑𝑡 

≤ ∫  

1

0

∫ |𝐾(𝑡, 𝑠)|

1

0

[𝑡𝑠 |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ 𝑡(1 − 𝑠) |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ 𝑠(1 − 𝑡) |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑐)|

𝑞

+ (1 − 𝑡)(1 − 𝑠) |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑑)|

𝑞

] 𝑑𝑠𝑑𝑡 

=
1

64
[|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑐)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑏, 𝑑)|

𝑞

] 

 

elde edilir. Bu nedenle (6.15), 
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∫  

1

0

∫|𝐾(𝑡, 𝑠)|

1

0

|
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡), 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)|

  

𝑑𝑠𝑑𝑡 

≤
1

16
[
 
 
 |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑎, 𝑐)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑎, 𝑑)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑏, 𝑐)|

𝑞

+ |
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑡
(𝑏, 𝑑)|

𝑞

4
]
 
 
 

1
𝑞

 

 

 

 

 

 

(6.16) 

olur. (6.16)'nın (6.14)'de yerine konulması ile (6.13) elde edilir. Böylece ispat 

tamamlanmış olur. 

Açıklama 6.1.  𝑝 > 1 olacak şekilde 2𝑝 > 𝑝 + 1 ise buna göre  

1

4
<

1

2(𝑝 + 1)
1
𝑝

 

olduğundan aşağıdaki eşitsizlik, 

 

1

16
<
1

4
.
1

4
<

1

2(𝑝 + 1)
1
𝑝

.
1

2(𝑝 + 1)
1
𝑝

=
1

4(𝑝 + 1)
2
𝑝

  

 

elde edilir ve sonuç olarak Teorem 6.2'deki sabitte bir düzeltme elde edilir.  
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7. KOORDİNATLARDA KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN 

GENİŞLETİLMİŞ HERMİTE-HADAMARD EŞİTSİZLİKLERİ 

Bu bölümde, koordinatlarda konveks fonksiyonlar için önemli bir eşitsizlik elde 

edilecektir ve bu eşitsizliklerin bir sonucu olarak, Riemann-Liouville kesirli integral ve 

logaritmik integral için Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikleri verilmiştir. Bu çalışmada 

elde edilen eşitsizlikler, daha önceki çalışmalarda verilen bazı sonuçların 

genelleştirilmesini sağlar. 

7.1. GİRİŞ 

C. Hermite ve J. Hadamard tarafından keşfedilen Hermite-Hadamard eşitsizliği bkz. örn., 

[24], [27, s.137]), geometrik bir yorum ve birçok uygulama ile konveks fonksiyonlar 

teorisindeki en iyi kurulmuş eşitsizliklerden biridir. Bu eşitsizlikler eğer; 𝑓: 𝛪 → ℝ, reel 

sayıların 𝛪 aralığında ve 𝑎 < 𝑏 olacak şekilde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛪 ise, o halde 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
  

 

    

eşitsizliği vardır. 𝑓 konkav ise her iki eşitsizlik de ters yönde geçerlidir. Hermite-

Hadamard eşitsizliğinin konvekslik kavramının bir inceltilmiş hali olarak 

görülebileceğini ve bunun Jensen eşitsizliğinden kolayca çıktığını görüyoruz. Konveks 

fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği son yıllarda yeniden ilgi gördü ve dikkate 

değer çeşitlilikte iyileştirmeler ve genellemeler üzerinde çalışıldı (bakınız örneğin, [28], 

[29]-[30], [31], [32], [33], [34], [35], [36], [37]). 

Koordinatlarda konveks fonksiyonlar aşağıdaki gibi ifade edilebilir.  

 Şimdi ℝ2′de 𝑎 < 𝑏 ve 𝑐 < 𝑑 olan bir iki boyutlu Δ =: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] aralığı ele alınsın. 

Aşağıdaki eşitsizlik, 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑧, 𝑡𝑦 + (1 − 𝑡)𝑤) ≤ 𝑡𝑓(𝑥, 𝑦) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑧, 𝑤) 

Her (𝑥, 𝑦), (𝑧, 𝑤) ∈  Δ ve 𝑡 ∈ [0,1] için geçerliyse, 𝑓: Δ → ℝ dönüşümünün Δ üzerinde 



67 

 

konveks olduğu söylenir. Bir 𝑓: Δ → ℝ fonksiyonunun, 𝑓𝑦 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ, 𝑓𝑦(𝑢) =

𝑓(𝑢, 𝑦) 𝑣𝑒 𝑓𝑥 ∶ [𝑐, 𝑑] → ℝ, 𝑓𝑥(𝑣) = 𝑓(𝑥, 𝑣) kısmi dönüşümleri tüm 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 𝑣𝑒 𝑦 ∈

[𝑐, 𝑑] için tanımlandığı yerde konveks ise, Δ üzerindeki koordinatlarda olduğu söylenir 

(bkz. [8]). 

Tanım 7.1. Bir 𝑓: Δ → ℝ fonksiyonu her 𝑡, 𝑠 ∈ [0,1] ve (𝑥, 𝑦), (𝑢, 𝑤) ∈ Δ için aşağıdaki 

eşitsizlik geçerliyse f, Δ üzerindeki koordinatlarda konvekstir; 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦, 𝑠𝑢 + (1 − 𝑠)𝑤 

≤ 𝑡𝑠𝑓(𝑥, 𝑢) + 𝑠(1 − 𝑡)𝑓(𝑦, 𝑢) + 𝑡(1 − 𝑠)𝑓(𝑥, 𝑤)

+ (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)𝑓(𝑦, 𝑤) . 

 

 

  (7.1) 

Açıkça, her konveks fonksiyon koordinatlarda konveksdir. Ayrıca koordinatlarda 

konveks olmayan, konveks fonksiyon vardır (bkz., [8]). Hermite-Hadamard eşitsizliği ile 

ilgili birkaç yeni sonuç için ℝ2 üzerindeki koordinatlarda bazı konveks fonksiyonlar için 

([38], [39], [40], [52], [43], [44]-[45], [46], [47], [48], [49], [50], [51])’a bakınız. 

Şimdi, iki değişkenli fonksiyonlar için Riemann-Liouville kesirli integrallerinin tanımları 

verilecektir. 

Tanım 7.2. 𝑓 ∈ 𝐿1([𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]) olsun. Riemann-Liouville kesirli integralleri 𝒥𝑎+,𝑐+
𝛼,𝛽

,

𝒥𝑎+,𝑑−
𝛼,𝛽

, 𝒥𝑏−,𝑐+
𝛼,𝛽

 ve 𝒥𝑏−,𝑑−
𝛼,𝛽

 şu şekilde tanımlanır, 

𝒥𝑎+,𝑐+
𝛼,𝛽

𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

Γ(𝛼)Γ(𝛽)
∫  

𝑥

𝑎

∫(𝑥 − 𝑡)𝛼−1(𝑦 − 𝑠)𝛽−1𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡,   𝑥 > 𝑎,   𝑦 > 𝑐,

𝑦

𝑐

 

𝒥𝑎+,𝑑−
𝛼,𝛽

𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

Γ(𝛼)Γ(𝛽)
∫  

𝑥

𝑎

∫(𝑥 − 𝑡)𝛼−1(𝑠 − 𝑦)𝛽−1𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡,   𝑥 > 𝑎,   𝑦 < 𝑑,

𝑑

𝑦

 

𝒥𝑏−,𝑐+
𝛼,𝛽

𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

Γ(𝛼)Γ(𝛽)
∫  

𝑏

𝑥

∫(𝑡 − 𝑥)𝛼−1(𝑦 − 𝑠)𝛽−1𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡,   𝑥 < 𝑏,   𝑦 > 𝑐,

𝑦

𝑐

 

ve 

𝒥𝑏−,𝑑−
𝛼,𝛽

𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

Γ(𝛼)Γ(𝛽)
∫  

𝑏

𝑥

∫(𝑡 − 𝑥)𝛼−1(𝑠 − 𝑦)𝛽−1𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡,   𝑥 < 𝑏,   𝑦 < 𝑑 .

𝑑

𝑦

 

[46]. Yukarıdaki tanımlara benzer şekilde, 
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𝒥𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥, 𝑐) =

1

Γ(𝛼)
∫(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡, 𝑐)𝑑𝑡,   𝑥 > 𝑎

𝑥

𝑎

, 

𝒥𝑎+
𝛼 𝑓(𝑥, 𝑑) =

1

Γ(𝛼)
∫(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡, 𝑑)𝑑𝑡,   𝑥 > 𝑎

𝑥

𝑎

, 

𝒥𝑐+
𝛽
𝑓(𝑎, 𝑦) =

1

Γ(𝛽)
∫(𝑦 − 𝑠)𝛽−1𝑓(𝑎, 𝑠)𝑑𝑠,   𝑦 > 𝑐

𝑦

𝑐

, 

ve 

𝒥𝑑−
𝛽
𝑓(𝑏, 𝑦) =

1

Γ(𝛽)
∫(𝑠 − 𝑦)𝛽−1𝑓(𝑏, 𝑠)𝑑𝑠,   𝑦 < 𝑑.

𝑑

𝑦

 

integralleri verilebilir. ([38], [41], [42], [53], [54], [55], [56], [57], [58], [59], [49], [50], 

[60], [61]-[62])’deki Riemann-Liouville kesirli integralleri aracılığıyla bir ve iki 

değişkenli fonksiyonlar için bazı güncel Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikleri bulunabilir. 

Bu bölümde sunulan sonuçlar [8] ve [46]'da verilenlerin genişletilmesini sağlamaktadır. 

[63]'de Zabandan, Hermite-Hadamard eşitsizlikleri ile ilgili aşağıdaki önemli 

eşitsizlikleri vermiş ve bu eşitsizliklerin özel durumları ile ilgili birkaç eşitsizlik vermiştir. 

 

Teorem 7.1. 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ,  [𝑎, 𝑏] üzerinde pozitif bir konveks fonksiyon olsun ve 

ℎ: [0,1] → pozitif bir fonksiyon olsun, öyle ki ℎ ∈ ([0,1]) dir. O halde aşağıdaki eşitsizlik 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

2𝐼ℎ(𝑏 − 𝑎)
∫ [ℎ (

𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
) + ℎ (

𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
)] 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2

𝑏

𝑎

 

 

(7.2) 

olur. Burada, 

 𝐼ℎ = ∫ ℎ(𝑡)𝑑𝑡
1

0
 

olarak tanımlanır. 
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7.2. ANA SONUÇLAR  

Bu bölüm boyunca aşağıdaki semboller kullanılacaktır, 

𝐻1(𝑥) = ℎ1 (
𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
) + ℎ1 (

𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
), 

𝐻2(𝑦) = ℎ2 (
𝑑 − 𝑦

𝑑 − 𝑐
) + ℎ2 (

𝑦 − 𝑐

𝑑 − 𝑐
) 

ve 

𝐼ℎ1 = ∫ℎ1(𝑡)𝑑𝑡  𝑣𝑒  

1

0

𝐼ℎ2 = ∫ℎ2(𝑠)𝑑𝑠.

1

0

 

Bu kısımda koordinatlar üzerinde 2 değişkenli konveks fonksiyonları kullanarak 

aşağıdaki eşitsizlikler verilecektir. 

Teorem 7.2. 𝑓: Δ ⊂ ℝ2 → ℝ, 0 ≤ 𝑎 < 𝑏, 0 ≤ 𝑐 < 𝑑 𝑣𝑒 𝑓 ∈ 𝐿1(Δ), Δ ≔ [a, b] × [c, d] 

üzerinde konveks olsun. Ve ℎ1, ℎ2: [0,1] → ℝ, ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐿([0,1]) olacak şekilde iki 

pozitif fonksiyon olsun. O halde, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) ≤

1

4𝐼ℎ1𝐼ℎ2(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝐻1(𝑥)

𝑑

𝑐

𝐻2(𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 

≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
 

 

 

 

(7.3) 

vardır. 

İspat. (7.1)'ye 𝑥 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡), 𝑦 = (1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏, 𝑢 = 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑,𝑤 =

(1 − 𝑠)𝑐 + 𝑠𝑑 𝑣𝑒 𝑡 = 𝑠 =
1

2
  ile, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) 

≤
1

4
[𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠1)𝑑) + 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, (1 − 𝑠)𝑐 + 𝑠𝑑) 

+𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏, (1 − 𝑠)𝑐 + 𝑠𝑑)] 

 

 

 

 

(7.4) 
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bulunur. Böylece, (7.4)'ün her iki tarafı ℎ1(𝑡) ℎ2(𝑠) ile çarpılırsa ve (t, s)'ye göre [0,1] ×

[0,1] üzerinde integrali alınırsa,  

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)∫  

1

0

∫ℎ1(𝑡) ℎ2(𝑠)

1

0

𝑑𝑠𝑑𝑡 

≤
1

4
[∫  

1

0

∫ℎ1(𝑡) ℎ2(𝑠)[𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)

1

0

+ 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, (1 − 𝑠)𝑐 + 𝑠𝑑]𝑑𝑠𝑑𝑡 

+∫  

1

0

∫ℎ1(𝑡) ℎ2(𝑠)[𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)

1

0

+ 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏, (1 − 𝑠)𝑐 + 𝑠𝑑]𝑑𝑠𝑑𝑡] 

 

elde edilir. Değişken değişimi kullanılırsa, ilk eşitsizliğin ispatlandığı; 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
)∫  

1

0

∫ℎ1(𝑡) ℎ2(𝑠)

1

0

𝑑𝑠𝑑𝑡 

≤
1

4(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
{∫  

𝑏

𝑎

∫ℎ1 (
𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
) ℎ2 (

𝑑 − 𝑦

𝑑 − 𝑐
) 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

+∫  

𝑏

𝑎

∫ℎ1 (
𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
) ℎ2 (

𝑦 − 𝑐

𝑑 − 𝑐
) 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

+∫  

𝑏

𝑎

∫ℎ1 (
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
) ℎ2 (

𝑑 − 𝑦

𝑑 − 𝑐
)

𝑑

𝑐

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

+ ∫  

𝑏

𝑎

∫ℎ1 (
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
) ℎ2 (

𝑦 − 𝑐

𝑑 − 𝑐
) 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

} 

 

eşitsizliği elde edilir. (7.3)'deki ikinci eşitsizliğin ispatı için 𝑓 nin ∆ üzerinde bir konveks 

fonksiyon olması durumunda, (7.1)'i 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏, 𝑢 = 𝑐 ve 𝑤 = 𝑑 ile kullanılırsa; 
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𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)

≤ 𝑡𝑠𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑠(1 − 𝑡)𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑡(1 − 𝑠)𝑓(𝑎, 𝑑)

+ (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)𝑓(𝑏, 𝑑) 

 

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, (1 − 𝑠)𝑐 + 𝑠𝑑)

≤ 𝑡(1 − 𝑠)𝑓(𝑎, 𝑐) + (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑡𝑠𝑓(𝑎, 𝑑)

+ (1 − 𝑡)𝑠𝑓(𝑏, 𝑑) 

 

𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑)

≤ (1 − 𝑡)𝑠𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑠𝑡𝑓(𝑏, 𝑐) + (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)𝑓(𝑎, 𝑑)

+ 𝑡(1 − 𝑠)𝑓(𝑏, 𝑑) 

ve  

𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏, (1 − 𝑠)𝑐 + 𝑠𝑑)

≤ (1 − 𝑡)(1 − 𝑠)𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑡(1 − 𝑠)𝑓(𝑏, 𝑐) + (1 − 𝑡)𝑠𝑓(𝑎, 𝑑)

+ 𝑡𝑠𝑓(𝑏, 𝑑) 

elde edilir. Bu eşitsizlikler toplanılırsa, 

𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑) + 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, (1 − 𝑠)𝑐 + 𝑠𝑑) 

+𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏, (1 − 𝑠)𝑐 + 𝑠𝑑) 

≤ 𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑑) 

 

 

    

(7.5) 

eşitsizliğine ulaşılır. Daha sonra, (7.5)'in her iki tarafını ℎ1(𝑡) ℎ2(𝑠) ile çarpılırsa ve  

(t, s)'ye göre [0,1] × [0,1] üzerinde integrali alınırsa, 

∫  

1

0

∫ℎ1(𝑡) ℎ2(𝑠)[𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑) + 𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, (1 − 𝑠)𝑐 + 𝑠𝑑)

1

0

 

+𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏, 𝑠𝑐 + (1 − 𝑠)𝑑) + 𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏, (1 − 𝑠)𝑐 + 𝑠𝑑)]𝑑𝑠𝑑𝑡 

≤ [𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑑)]∫  

1

0

∫ℎ1(𝑡) ℎ2(𝑠)

1

0

𝑑𝑠𝑑𝑡 
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olur. Burada değişken değişimi kullanılırsa, 

1

4(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
{∫  

𝑏

𝑎

∫ℎ1 (
𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
)

𝑑

𝑐

ℎ2 (
𝑑 − 𝑦

𝑑 − 𝑐
)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 

+∫  

𝑏

𝑎

∫ℎ1 (
𝑏 − 𝑥

𝑏 − 𝑎
)

𝑑

𝑐

ℎ2 (
𝑦 − 𝑐

𝑑 − 𝑐
) 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 

+∫  

𝑏

𝑎

∫ℎ1 (
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
)

𝑑

𝑐

ℎ2 (
𝑑 − 𝑦

𝑑 − 𝑐
) 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 

+∫  

𝑏

𝑎

∫ℎ1 (
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
)

𝑑

𝑐

ℎ2 (
𝑦 − 𝑐

𝑑 − 𝑐
) 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥} 

≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
∫  

1

0

∫ℎ1(𝑡) ℎ2(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡

1

0

 

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Açıklama 7.1. Teorem 7.2'de, 

(i) [0,1] üzerinde ℎ1(𝑡) = 𝑡, ℎ2(𝑠) = 𝑠 seçersek, Sarıkaya ve Yaldız tarafından [28]'de 

kanıtlanan; 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) 

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
, 

 

 

 

 

(7.6) 

eşitsizliği olur.  

(ii) [0,1] üzerinde ℎ1(𝑡) = 𝑡
𝛼−1 (𝛼 > 0), ℎ2(𝑠) = 𝑠

𝛽−1 (𝛽 > 0) seçilirse; O halde (7.3) 

eşitsizliği Sarıkaya tarafından [46]'da kanıtlanan kesirli integral eşitsizlikleri, 
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𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) 

≤
Γ(𝛼 + 1)Γ(𝛽 + 1)

4(𝑏 − 𝑎)𝛼(𝑑 − 𝑐)𝛽
[𝒥𝑎+,𝑐+

𝛼,𝛽
𝑓(𝑏, 𝑑) + 𝒥𝑎+,𝑑−

𝛼,𝛽
𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝒥𝑏−,𝑐+

𝛼,𝛽
𝑓(𝑎, 𝑑)

+ 𝒥𝑏−,𝑑−
𝛼,𝛽

𝑓(𝑎, 𝑐)] 

≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
 

olur.  

Sonuç 7.1. [0,1] üzerinde ℎ1(𝑡) = (− ln 𝑡)
𝛼−1 (𝛼 > 0), ℎ2(𝑠) = (− ln 𝑠)

𝛽−1 (𝛽 > 0) ile 

Teorem 7.2 varsayımı altında, aşağıdaki logaritmik integral eşitsizlikleri, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) 

≤
1

4Γ(𝛼)Γ(𝛽)(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
 

× ∫  

𝑏

𝑎

∫ [[ln (
𝑏 − 𝑎

𝑏 − 𝑥
)]
𝛼−1

+ [ln (
𝑏 − 𝑎

𝑥 − 𝑎
)]
𝛼−1

]

𝑑

𝑐

 

× [[ln (
𝑑 − 𝑐

𝑑 − 𝑦
)]
𝛽−1

+ [ln (
𝑑 − 𝑐

𝑦 − 𝑐
)]
𝛽−1

] 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 

≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
 

 

 

 

 

 

 

 

    

(7.7) 

elde edilir. 

Sonuç 7.2. 𝑓: Δ ⊂ ℝ2 → ℝ, 𝑓 ∈ 𝐿1(Δ) ve 0 ≤ 𝑎 < 𝑏, 0 ≤ 𝑐 < 𝑑 olacak şekilde ℝ2
′
de  

Δ ≔ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] üzerindeki koordinatlarda konveks olsun. O halde, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) 

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐
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≤
1

4(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
 

× ∫  

𝑏

𝑎

∫ [[ln (
𝑏 − 𝑎

𝑏 − 𝑥
)]
 

+ [ln (
𝑏 − 𝑎

𝑥 − 𝑎
)]
 

]

𝑑

𝑐

 

× [[ln (
𝑑 − 𝑐

𝑑 − 𝑦
)]
 

+ [ln (
𝑑 − 𝑐

𝑦 − 𝑐
)]
 

] 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 

≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
. 

 

 

 

 

 

 

 

(7.8) 

olur.  

İspat. (7.6) dan, 

 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) 

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

=
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

{
 
 

 
 

∫  

𝑎+𝑏
2

𝑎

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑐+𝑑
2

𝑐

+ ∫  

𝑎+𝑏
2

𝑎

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐+𝑑
2

+ ∫  

𝑏

𝑎+𝑏
2

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑐+𝑑
2

𝑐

+ ∫  

𝑏

𝑎+𝑏
2

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐+𝑑
2 }

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   (7.9) 

elde edilir. (7.9)'un sağ tarafının ilk integrali 𝑥 =
𝑎+𝑡

2
 𝑣𝑒 𝑦 =

𝑐+𝑠

2
 değişkenleri 

değiştirilirse; (7.6) eşitsizliği kullanılarak ve Fubini Teoreminden, 

∫  

𝑎+𝑏
2

𝑎

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑐+𝑑
2

𝑐

=
1

4
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓 (
𝑎 + 𝑡

2
,
𝑐 + 𝑠

2
) 𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑑

𝑐

 



75 

 

≤
1

4
∫  

𝑏

𝑎

∫(
1

(𝑡 − 𝑎)(𝑠 − 𝑐)
∫  

𝑡

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑠

𝑐

)𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑑

𝑐

 

=
1

4
∫  

𝑏

𝑎

∫(∫  

𝑏

𝑥

∫
1

(𝑡 − 𝑎)(𝑠 − 𝑐)
𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑑

𝑦

)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

=
1

4
∫  

𝑏

𝑎

∫(ln
𝑏 − 𝑎

𝑥 − 𝑎
)(ln

𝑑 − 𝑐

𝑦 − 𝑐
) 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥.

𝑑

𝑐

 

elde edilir. Benzer şekilde sırasıyla (7.9)'un sağ tarafının diğer integrallerinde  

𝑥 =
𝑎 + 𝑡

2
  ve 𝑦 =

𝑑 + 𝑠

2
, 𝑥 =

𝑏 + 𝑡

2
 ve  𝑦 =

𝑐 + 𝑠

2
, 𝑥 =

𝑏 + 𝑡

2
 ve  𝑦 =

𝑑 + 𝑠

2
      

değişken değişimi kullanılırsa, 

∫  

𝑎+𝑏
2

𝑎

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐+𝑑
2

=
1

4
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓 (
𝑎 + 𝑡

2
,
𝑑 + 𝑠

2
) 𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑑

𝑐

 

≤
1

4
∫  

𝑏

𝑎

∫(
1

(𝑡 − 𝑎)(𝑑 − 𝑠)
∫  

𝑡

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑠

)𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑑

𝑐

 

=
1

4
∫  

𝑏

𝑎

∫(ln
𝑏 − 𝑎

𝑥 − 𝑎
) (ln

𝑑 − 𝑐

𝑑 − 𝑦
) 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

, 

 

∫  

𝑏

𝑎+𝑏
2

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑐+𝑑
2

𝑐

=
1

4
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓 (
𝑏 + 𝑡

2
,
𝑐 + 𝑠

2
) 𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑑

𝑐

 

≤
1

4
∫  

𝑏

𝑎

∫(
1

(𝑏 − 𝑡)(𝑠 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑡

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑠

𝑐

)𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑑

𝑐

 

=
1

4
∫  

𝑏

𝑎

∫(ln
𝑏 − 𝑎

𝑏 − 𝑥
) (ln

𝑑 − 𝑐

𝑦 − 𝑐
) 𝑑𝑦𝑑𝑥,

𝑑

𝑐
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∫  

𝑏

𝑎+𝑏
2

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐+𝑑
2

=
1

4
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓 (
𝑏 + 𝑡

2
,
𝑑 + 𝑠

2
) 𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑑

𝑐

 

≤
1

4
∫  

𝑏

𝑎

∫(
1

(𝑏 − 𝑡)(𝑑 − 𝑠)
∫  

𝑏

𝑡

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑠

)𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑑

𝑐

 

=
1

4
∫  

𝑏

𝑎

∫(ln
𝑏 − 𝑎

𝑏 − 𝑥
) (ln

𝑑 − 𝑐

𝑑 − 𝑦
)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

elde edilir. Yukarıda hesaplanan integralleri (7.9) da yerine yazılırsa ve 𝛼 = 𝛽 = 2 için 

(7.7)’nin son eşitsizliği kullanılırsa, (7.8) eşitsizliklerinin ispatı olarak; 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) 

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

≤
1

4(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
{∫  

𝑏 

𝑎

∫(ln
𝑏 − 𝑎

𝑥 − 𝑎
) (ln

𝑑 − 𝑐

𝑦 − 𝑐
) 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

+∫  

𝑏

𝑎

∫(ln
𝑏 − 𝑎

𝑥 − 𝑎
) (ln

𝑑 − 𝑐

𝑑 − 𝑦
) 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

+∫  

𝑏

𝑎

∫(ln
𝑏 − 𝑎

𝑏 − 𝑥
) (ln

𝑑 − 𝑐

𝑦 − 𝑐
) 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

+∫  

𝑏 

𝑎

∫(ln
𝑏 − 𝑎

𝑏 − 𝑥
) (ln

𝑑 − 𝑐

𝑑 − 𝑦
) 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

} 

≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
 

eşitsizliği elde edilir. 

Teorem 7.3. 𝑓: Δ ⊂ ℝ2 → ℝ, 𝑓 ∈ 𝐿1(Δ) ve 0 ≤ 𝑎 < 𝑏, 0 ≤ 𝑐 < 𝑑 olacak şekilde ℝ2
′
de  

Δ ≔ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] üzerindeki koordinatlarda konveks olsun ve ℎ1, ℎ2: [0,1] →

ℝ; ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐿([0,1]) olacak şekilde iki pozitif fonksiyon olsun. O halde, 
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𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) 

≤
1

4𝐼ℎ1(𝑏 − 𝑎)
∫𝐻1(𝑥)𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
) 𝑑𝑥 +

1

4𝐼ℎ2(𝑑 − 𝑐)
∫𝐻2(𝑦)𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

≤
1

4𝐼ℎ1𝐼ℎ2(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝐻1(𝑥)𝐻2(𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

≤
1

8𝐼ℎ1(𝑏 − 𝑎)
[∫𝐻1(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥 + ∫𝐻1(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

] 

              +
1

8𝐼ℎ2(𝑑 − 𝑐)
[∫𝐻2(𝑦)𝑓(𝑎, 𝑦)𝑑𝑦 + ∫𝐻2(𝑦)𝑓(𝑏, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑑

𝑐

] 

≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
 

 

 

 

(7.10) 

eşitsizliği vardır.  

İspat. 𝑓: ∆ →  ℝ konveks olduğundan her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için [c,d] üzerinde 𝑔𝑥: [𝑐, 𝑑] →  ℝ,

𝑔𝑥(𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) dönüşümlerinin konveks olduğu sonucu çıkar. Daha sonra (7.2) 

eşitsizlikleri kullanılırsa, 

𝑔𝑥 (
𝑐 + 𝑑

2
) ≤

1

2𝐼ℎ2(𝑑 − 𝑐)
∫𝐻2(𝑦)𝑔𝑥(𝑦)𝑑𝑦 ≤

𝑔𝑥(𝑐) + 𝑔𝑥(𝑑)

2
,   

𝑑

𝑐

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

Yani, her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için; 

𝑓 (𝑥,
𝑐 + 𝑑

2
) ≤

1

2𝐼ℎ2(𝑑 − 𝑐)
∫𝐻2(𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

≤
𝑓(𝑥, 𝑐) + 𝑓(𝑥, 𝑑)

2
 

 

 

   

(7.11) 

dir. Burada (7.11)'in her iki tarafı  
1

2𝐼ℎ1(𝑏−𝑎)
𝐻1(𝑥) ile çarpılırsa ve 𝑥’e göre [𝑎, 𝑏] üzerinde 

integrali alınırsa,  
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1

2𝐼ℎ1(𝑏 − 𝑎)
∫𝐻1(𝑥)𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

≤
1

4𝐼ℎ1𝐼ℎ2(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝐻1(𝑥)𝐻2(𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

≤
1

4𝐼ℎ1(𝑏 − 𝑎)
[∫𝐻1(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥 + ∫𝐻1(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

] 

 

 

 

 

 

    

 

(7.12) 

elde edilir.   

𝑔𝑦: [𝑎, 𝑏] →  ℝ, 𝑔𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦) dönüşümü için benzer şekilde,  

1

2𝐼ℎ2(𝑑 − 𝑐)
∫𝐻2(𝑦)𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

≤
1

4𝐼ℎ1𝐼ℎ2(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫   

𝑏

𝑎

∫𝐻1(𝑥)𝐻2(𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

≤
1

4𝐼ℎ1(𝑑 − 𝑐)
[∫𝐻2(𝑦)𝑓(𝑎, 𝑦)𝑑𝑦 + ∫𝐻2(𝑦)𝑓(𝑏, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑑

𝑐

] 

 

 

 

 

 

   (7.13) 

vardır. (7.12) ve (7.13) eşitsizlikleri toplanırsa, (7.10)'da ikinci ve üçüncü eşitsizlikleri 

veren şu eşitsizlik, 

1

2𝐼ℎ1(𝑏 − 𝑎)
∫𝐻1(𝑥)𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥 +

1

2𝐼ℎ2(𝑑 − 𝑐)
∫𝐻2(𝑦)𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

 

≤
1

2𝐼ℎ1𝐼ℎ2(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝐻1(𝑥)𝐻2(𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

≤
1

4𝐼ℎ1(𝑏 − 𝑎)
[∫𝐻1(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥 + ∫𝐻1(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

] 
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+
1

4𝐼ℎ2(𝑑 − 𝑐)
[∫𝐻2(𝑦)𝑓(𝑎, 𝑦)𝑑𝑦 + ∫𝐻2(𝑦)𝑓(𝑏, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑑

𝑐

]  

elde edilir. Şimdi (7.2)'deki ilk eşitsizlik kullanılarak şunlar elde edilir; 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) ≤

1

2𝐼ℎ1(𝑏 − 𝑎)
∫𝐻1(𝑥)𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

ve  

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) ≤

1

2𝐼ℎ2(𝑑 − 𝑐)
∫𝐻2(𝑦)𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 . 

Ek olarak, (7.10)'daki ilk eşitsizliği veren, 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) 

1

4𝐼ℎ1(𝑏 − 𝑎)
∫𝐻1(𝑥)𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥 +

1

4𝐼ℎ2(𝑑 − 𝑐)
∫𝐻2(𝑦)𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦)

𝑑

𝑐

𝑑𝑦

𝑏

𝑎

 

vardır. 

Son olarak, (7.2)'deki ikinci eşitsizlik kullanılarak ve (7.10)'da ki son eşitsizliği toplam 

olarak veren aşağıdaki eşitsizlik, 

1

2𝐼ℎ1(𝑏 − 𝑎)
∫𝐻1(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑓(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥 ≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑐)

2
 

1

2𝐼ℎ1(𝑏 − 𝑎)
∫𝐻1(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥 ≤

𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

2

𝑏

𝑎

 

1

2𝐼ℎ2(𝑑 − 𝑐)
∫𝐻2(𝑦)𝑓(𝑎, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑)

2

𝑑

𝑐

 

ve  

1

2𝐼ℎ2(𝑑 − 𝑐)
∫𝐻2(𝑦)𝑓(𝑏, 𝑦)𝑑𝑦 ≤

𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

2

𝑑

𝑐

  

vardır. 
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Açıklama 7.2. Teorem (7.3)'te ℎ1(𝑡) = 𝑡, ℎ2(𝑠) = 𝑠, [0,1] üzerinde ise, o halde 

(7.10)’daki eşitsizlikler, Dragomir [8] tarafından ispatlanan aşağıdaki eşitsizlik olur, 

 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) 

≤
1

2
[
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓 (𝑥,

𝑐 + 𝑑

2
) 𝑑𝑥 +

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦)

𝑑

𝑐

𝑑𝑦

𝑏

𝑎

] 

≤
1

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑

𝑐

 

≤
1

4
[
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑐)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+
1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥, 𝑑)𝑑𝑥 +

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓(𝑎, 𝑦)𝑑𝑦 +

1

𝑑 − 𝑐
∫𝑓(𝑏, 𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

] 

≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
 . 

 

Açıklama 7.3. Teorem (7.3)’te ℎ1(𝑡) = 𝑡𝛼−1(𝛼 > 0), ℎ2(𝑠) = 𝑠𝛽−1 (𝛽 > 0), [0,1] 

üzerinde ise o zaman (7.10) eşitsizlikleri Sarıkaya tarafından [29]'da kanıtlanan, 

 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) 

≤
Γ(𝛼 + 1)

4(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝒥𝑎+

𝛼 𝑓 (𝑏,
𝑐 + 𝑑

2
) + 𝒥𝑏−

𝛼 𝑓 (𝑎,
𝑐 + 𝑑

2
)] 

+
Γ(𝛽 + 1)

4(𝑑 − 𝑐)𝛽
[𝒥𝑐+

𝛽
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑑) + 𝒥𝑑−

𝛽
𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑐)] 

≤
Γ(𝛼 + 1)Γ(𝛽 + 1)

4(𝑏 − 𝑎)𝛼(𝑑 − 𝑐)𝛽
[𝒥𝑎+,𝑐+

𝛼,𝛽
𝑓(𝑏, 𝑑) + 𝒥𝑎+,𝑑−

𝛼,𝛽
𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝒥𝑏−,𝑐+

𝛼,𝛽
𝑓(𝑎, 𝑑)

+ 𝒥𝑏−,𝑑−
𝛼,𝛽

𝑓(𝑎, 𝑐)] 
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≤
Γ(𝛼 + 1)

4(𝑏 − 𝑎)𝛼
[𝒥𝑎+

𝛼 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝒥𝑎+
𝛼 𝑓(𝑏, 𝑑) + 𝒥𝑏−

𝛼 𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝒥𝑏−
𝛼 𝑓(𝑎, 𝑑) 

+
Γ(𝛽 + 1)

4(𝑑 − 𝑐)𝛽
[𝒥𝑐+

𝛽
𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝒥𝑐+

𝛽
𝑓(𝑏, 𝑑) + 𝒥𝑑−

𝛽
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝒥𝑑−

𝛽
𝑓(𝑏, 𝑐)] 

≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
  

kesirli integral eşitsizlikleri haline gelir. 

Sonuç 7.3. [0,1] üzerinde ℎ1(𝑡) = (− ln 𝑡)
𝛼−1  (𝛼 > 0), ℎ2(𝑠) = (− ln 𝑠)

𝛽−1  (𝛽 > 0) 

ile Teorem 7.3 varsayımı altında, 

 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
,
𝑐 + 𝑑

2
) 

≤
1

4𝐼ℎ1(𝑏 − 𝑎)
∫ [[ln (

𝑏 − 𝑎

𝑏 − 𝑥
)]
𝛼−1

+ [ln (
𝑏 − 𝑎

𝑥 − 𝑎
)]
𝛼−1

] 𝑓 (𝑥,
𝑐 + 𝑑

2
)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

+
1

4𝐼ℎ2(𝑑 − 𝑐)
∫ [[ln (

𝑑 − 𝑐

𝑑 − 𝑦
)]
𝛽−1

+ [ln (
𝑑 − 𝑐

𝑦 − 𝑐
)]
𝛽−1

]

𝑑

𝑐

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
, 𝑦) 𝑑𝑦 

≤
1

4𝐼ℎ1𝐼ℎ2(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
∫  

𝑏

𝑎

∫ [[ln (
𝑏 − 𝑎

𝑏 − 𝑥
)]
𝛼−1

+ [ln (
𝑏 − 𝑎

𝑥 − 𝑎
)]
𝛼−1

]

𝑑

𝑐

 

× [[ln (
𝑑 − 𝑐

𝑑 − 𝑦
)]
𝛽−1

+ [ln (
𝑑 − 𝑐

𝑦 − 𝑐
)]
𝛽−1

] 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥 

≤
1

8𝐼ℎ1(𝑏 − 𝑎)
∫ [[ln (

𝑏 − 𝑎

𝑏 − 𝑥
)]
𝛼−1

+ [ln (
𝑏 − 𝑎

𝑥 − 𝑎
)]
𝛼−1

] [𝑓(𝑥, 𝑐) + 𝑓(𝑥, 𝑑)]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

+
1

8𝐼ℎ2(𝑑 − 𝑐)
∫ [[ln (

𝑑 − 𝑐

𝑑 − 𝑦
)]
𝛽−1

+ [ln (
𝑑 − 𝑐

𝑦 − 𝑐
)]
𝛽−1

] [𝑓(𝑎, 𝑦) + 𝑓(𝑏, 𝑦)]𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

≤
𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑) + 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑)

4
 

logaritmik integral eşitsizlikleri elde edilir.
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8. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu çalışma, koordinatlarda konveks fonksiyonlar için önemli bir eşitsizliği ortaya 

koymayı amaçlamaktadır. Bu eşitsizlik, Riemann-Liouville kesirli integral ve logaritmik 

integral için Hermite-Hadamard tipi eşitsizliklerin bir genişlemesi olarak görülebilir. 

 

Bu çalışmada elde edilen sonuçlar, daha önceki çalışmalarda verilen sonuçların 

genelleştirilmesini de içermektedir. Bu nedenle, bu çalışma, matematiksel analiz ve 

sayısal analiz alanında çalışan araştırmacılar için önemli bir kaynak olabilir. 

 

Özellikle, bu tür matematiksel analiz çalışmaları, geniş bir uygulama alanına sahiptir. 

Matematiksel fizik, mühendislik, istatistik gibi alanlarda da kullanılabilmektedir. Bu 

nedenle, bu tür matematiksel analiz çalışmalarının sonuçları, bu alanlarda çalışan 

araştırmacılar için de yararlı olabilir.
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