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İK
A

N
A

B
İL
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İS
A

N
20

23
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TEKİLLİKLERİ

Durmuş ÜNVER
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ÖZET

Diferansiyel hesapla doğrudan ilgili olan tekillik teorisinin geometri ve dolayısıyla geometrik ruhun
yol gösterici bir ışık olduğu matematiğin tüm dalları, fizik ve diğer disiplinlerle çok fazla ilgisi olduğu
kesindir.

Bir çok geometrici, üç boyutlu Öklid uzayında jenerik diferansiyel geometriyi ve tekillikleri incele-
mekle ilgilenmişlerdir. Tekilliği incelemenin temel noktası, bir eğri veya yüzey üzerinde tanımlanan
reel değerli karesel uzaklık ve yükseklik fonksiyonlarını tanımlamaktır. Extrinsic diferansiyel ge-
ometrinin klasik değişmezleri, bu iki fonksiyonun tekillikleri olarak ele alınabilir. Ayrıca tekillik
teorisi ile ilgili bazı iyi yaklaşımlar Öklid Geometri, afin geometri, Galile Geometrisi ve Minkowski
geometrisinde bulunabilir.

Bu tezde üç boyutlu Öklid uzayında uzay eğrileri üzerindeki uzaklık ve dayanak fonksiyonları kav-
ramını tanıtıldı. Bu fonksiyonlar yardımıyla yüzeyin jeodezik, asimptotik ve eğrilik çizgilerinin te-
killikleri için karekterizasyonlar verildi.

Sonuç olarak, bir yüzeyin jeodezik, asimptotik ve eğrilik çizgilerinin tekillikleri ile yukarıdaki fonk-
siyonlar için tekillik teorisinin temel tekniklerinin uygulamaları olarak Öklid hareket grubu altında
bir eğrinin diferansiyel geometrik değişmezleri arasında bir ilişki kuruldu.

Sayfa Adedi : 58
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ABSTRACT

Singularity theory, being a direct descendant of differential calculus, is certain to have a great deal of
interest to say about geometry and therefore about all the branches of mathematics, physics and other
disciplines where the geometrical spirit is a guiding light.

Several geometers were interested in studying the singularities and generic differential geometry in
three-dimensional Euclidean space. The main point of studying singularity is defining real-valued
functions such as Euclidean squared- distance function and Euclidean height function defined on a
curve or on a surface. The classical invariants of extrinsic differential geometry can be treated as
singularities of these two functions. Also, some good approximations related to singularity theory in
Euclidean Geometry, affine geometry, Galilean Geometry and Minkowski Geometry can be found.

In this thesis we introduce the concept of distance and height functions on space curves in three-
dimensional Euclidean space. With the help of these functions, characterizations are given for the
singularities of geodesic, asymptotic and curvature lines of a surface.

As a result, a relation is established between the geodesic, asymptotic and curvature line singularities
of a surface and the differential geometric invariants of a curve under the Euclidean motion group as
applications of the basic techniques of singularity theory for the above functions.
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Yüksek lisans eğitimim boyunca bana yol gösterici olan, her türlü desteği ile yanımda olan,
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uzaklık fonksiyonunun tekilliği . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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nunun tekilliği . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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SİMGELER ve KISALTMALAR DİZİNİ

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur.

Simgeler Açıklama

α Birim hızlı regüler eğri

M Öklid uzayında bir yüzey

T Eğrinin teğeti

n Yüzeyin normali

Q Q = T ×n

κg Jeodezik eğrilik fonksiyonu

κn Asimptotik eğrilik fonsiyonu

τg Jeodezik burulma fonksiyonu

R Reel Sayılar kümesi

I Reel Sayılar üzerinde bir açık aralık

Rn n boyutlu reel uzay

F Karesel uzaklık fonksiyonu

f Bir değişkenli uzaklık fonksiyonu

H Dayanak fonksiyonu

h Bir değişkenli dayanak fonksiyonu
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1. GİRİŞ

Bu tezde Öklid uzayında yüzey üzerinde eğrilerin tekilliklerini inceleyeceğimizden dolayı,

bu bölümde Öklid uzayının bazı cebirsel özelliklerini vereceğiz.

1.1 Tanım A 6= ∅ bir küme ve V de F cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. Aşağıdaki

önermeleri sağlayan bir

f : A×A→V

fonksiyonu varsa A kümesine V vektör uzayı ile birleşen bir afin uzay denir.

(i) ∀P,Q,R ∈ A için f (P,Q)+ f (Q,R) = f (P,R),

(ii) ∀P ∈ A ve ∀α ∈V için f (P,Q) = α olacak biçimde bir tek Q ∈ A noktası vardır.

Burada P,Q ∈ A için f (P,Q) =
−→
PQ şeklinde gösterilir. P noktasına

−→
PQ vektörünün başlangıç

noktası, Q noktasına da bitiş (uç) noktası denir (Hacısalihoğlu H., 1982: 270).

1.2 Tanım Rn kümesi reel sıralı n- lilerin kümesidir. Yani

Rn =
{
(p1, . . . , pn) | p j ∈ R, j = 1, . . . ,n

}
.

Rn kümesinin elemanları hem kümenin noktalarını hem de bu noktalara karşılık gelen konum

vektörlerini gösterir.

Rn kümesi üzerinde bir iç işlem olarak toplama işlemi

p = (p1, . . . , pn) ∈ Rn ve q = (q1, . . . ,qn) ∈ Rn

olmak üzere,

p+q = (p1 +q1, . . . , pn +qn)

şeklinde ve Rn kümesi üzerinde bir dış işlem olarak skalerle çarpma işlemi de λ ∈ R olmak

üzere;

λp = (λ p1, . . . ,λ pn)

şeklinde tanımlıdır.

Sonuç : Rn kümesi bu işlemlere göre R reel sayılar cismi üzerinde bir vektör uzayıdır.

Sonuç : Rn kümesi Rn vektör uzayıyla birleşen bir afin uzaydır.

1.3 Tanım v = (v1,v2, . . . ,vn) ∈ Rn bir vektör olmak üzere v vektörünün normu veya
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büyüklüğü ‖v‖ notasyonuyla gösterilip,

‖v‖=
√

v2
1 + v2

2 + v2
2 + . . .+ v2

n

şeklindedir (Anton H., 2010)

1.4 Tanım Rn kümesinde u = (u1,u2, . . . ,un) ve v = (v1,v2, . . . ,vn) noktaları verilsin. Bu

durumda u ve v noktaları arasındaki uzaklık d(u,v) ile gösterilip

d(u,v) = ‖u−v‖=
√
(u1− v1)

2 +(u2− v2)
2 + s+(un− vn)

2

şeklindedir (Anton H., 2010).

1.5 Tanım Rn vektör uzayında p = (p1, . . . , pn) ve q = (q1, . . . ,qn) vektörleri verilsin. Bu

vektörlerin skaler çarpımları (veya noktasal çarpımları) 〈p,q〉 ile gösterilip

〈p,q〉=
n

∑
j=1

p jq j

şeklindedir, Bu çarpım bir iç çarpımdır ve bu iç çarpıma Öklid iç çarpım denir (Anton H.,

2010).

Sonuç : Rn kümesi Rn vektör uzayıyla birleşen bir afin uzayı olup, aynı zamanda Rn vektör

uzayı üzerinde Öklid iç çarpımı tanımlandığından dolayı Rn afin uzayına bir Öklid uzayı

denir (Hacısalihoğlu H., 1982: 270).

1.6 Tanım M yüzeyi R3 Öklid uzayında bir regüler yüzey ve v ∈ R3 olsun. Bu durumda

h, f : M→ R

h(p) = 〈p,v〉 ve f (p) = ‖p−v‖2.

şeklinde tanımlı fonksiyonlara sırasıyla v vektörüne göre dayanak fonksiyonu ve karesel

uzaklık fonksiyonu denir ( Gray A., 2006)

1.7 Tanım I ⊆ R bir açık aralık olmak üzere

α : I ⊆ R→ R3,α(x) = (α1(x),α2(x),α3(x))

diferansiyellenebilir fonksiyonuna (yani koordinat fonksiyonları diferansiyellenebilir) uzayda

bir eğri denir. Burada αi : I → R düzgün fonksiyonlarına α eğrisinin Öklidyen koordinat
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fonksiyonları denir (O’Neill B., 1966: 411).

1.8 Tanım α : I→R3 α = (α1,α2,α3) eğrisi R3 uzayında bir eğri olsun. I aralığındaki her

t sayısı için α eğrisinin t değerine karşılık gelen α(t) noktasındaki teğet vektör

α
′(t) =

(
dα1

dt
(t),

dα2

dt
(t),

dα3

dt
(t)
)

α(t)

şeklindedir. Bu vektör aynı zamanda α(t) noktasındaki hız vektörüdür. Hız vektörünün normu

ise eğrinin ilgili noktadaki hızıdır. Ayrıca bir eğrinin hız vektorü her t değeri için sıfırdan

farklıysa eğriye reğüler eğri denir (O’Neill B., 1966: 411).

1.9 Tanım α : I → R3 bir eğri olsun. Eğer h : J → I fonksiyonu diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ise bu durumda

β = α(h) : J→ R3

bileşke fonksiyonuda diferansiyellenebilir bir fonksiyon olup bu fonksiyona α nın h ta-

rafından elde edilen yeni parametrizasyonu denir. Bu parametrik gösterimler aynı eğrinin

farklı parçalarını gösterebilir (O’Neill B., 1966: 411).

1.10 Tanım Fizikte, hareketli bir parçacığın almış aldığı yol, parçacığın hızının zamana göre

integralidir. Sonuç olarak eğrinin t = a dan t = b ye α eğrisinin yay uzunluğu

∫ b

a

∥∥α
′(t)
∥∥dt.

şeklindedir (O’Neill B., 1966: 411)

Aşağıda ispatını vermeyeceğimiz temel diferansiyel geometride iyi bilinen bir teoremi ve-

receğiz.

1.1 Teorem Eğer α eğrisi R3 uzayında bir regüler eğri ise, bu durumda β birim hızlı olacak

şekilde α parametrik gösteriminden elde edilmiş β parametrik gösterimi vardır (O’Neill B.,

1966: 411).

1.11 Tanım α : I→ R3 eğrisi üzerinde bir Y vektör alanı, I aralığındaki her bir t elde edilen

α(t) noktasına bir Y(t) tanjant vektörü karşılık getiren fonksiyondur (O’Neill B., 1966: 411).

1.12 Tanım β : I→ R3 birim hızlı bir eğri olsun. Yani her s ∈ I için ‖β ′(s)‖ = 1 olsun. Bu

durumda β üzerinde T (s) = β ′(s) vektör alanına birim teğet vektör alanı denir.

Birim teğet vektör alanının türevi yani T ′(s) = β ′′(s) vektör alanı R3 uzayında eğrinin
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dönmesini ölçer. T ′(s) vektör alanına β eğrisinin eğrilik vektör alanı denir (O’Neill B., 1966:

411)

Sonuç 〈T,T 〉= 1 eşitliğinden türev alındığında; 2〈T ′,T 〉= 0 eşitliği elde edilir. Dolayısıyla

T ′ vektör alanı her zaman T vektör alanına ortogonaldir, yani β eğrisine normaldir.

1.13 Tanım Eğrilik vektör alanının normuyla tanımlanan reel değerli fonksiyona β eğrisinin

eğrilik fonksiyonu κ ile gösterilip her s ∈ I için

κ(s) =
∥∥T ′(s)

∥∥
şeklindedir. κ fonksiyonu ∀s∈ için β eğrisinin dönmesinin ölçüsünü verir (O’Neill B., 1966:

411).

1.14 Tanım β eğrisi üzerinde N(s) = T ′(s)/κ(s) vektör alanına β eğrisinin asal normal

vektör alanı denir. Ayrıca B(s) = T (s)×N(s) vektör alanına β eğrisinin binormal vektör

alanı denir (O’Neill B., 1966: 411).

1.2 Yardımcı Teorem β eğrisi R3 Öklid uzayında birim hızlı ve κ > 0 olan bir eğri olsun.

Bu durumda β eğrisi üzerinde T,N, ve B vektör alanları birim vektör alanları olup her bir

noktada birbirlerine ortogonal olan vektör alanlarıdır (O’Neill B., 1966: 411).

1.15 Tanım β eğrisi üzerinde tanımlı {T,N,B} ortonormal kümesine β eğrisinin Frenet çatı

alanı denir (O’Neill B., 1966: 411).

1.3 Teorem (Frenet formülleri). Eğer β : I→ R3 eğrisi birim hızlı bir eğri ve κ > 0 olmak

üzere, bu durumda
T ′ = κN

N′ =−κT +τB

B′ = −τN

şeklindedir. Bu denklemlere β eğrisinin Frenet denklemleri denir. Burada τ fonksiyonuna β

eğrisinin burulma fonksiyonu denir (O’Neill B., 1966: 411)

1.16 Tanım Bir koordinat yaması χ : D→ R3 şeklinde tanımlı fonksiyon bire-bir ve regüler

bir dönüşüme bir koordinat yaması denir. Burada D kümesi R2 uzayında bir açık kümedir.

Eğer χ koordinat yaması için

χ
−1 : χ(D)→ D

fonksiyonu var ve sürekliyse bu durumda, χ koordinat yamasına has koordinat yaması adı

verilir (O’Neill B., 1966: 411).
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1.17 Tanım R3 uzayının bir M alt kümesi için M kümesinin her p noktası için görüntüsü p
nin M kümesinde kalan en az bir komşuluğunu içeren bir has koordinat yaması varsa, bu

durumda M kümesi R3 uzayında bir yüzeydir (O’Neill B., 1966: 411)

1.18 Tanım Eğer χ : D→ R3 şeklindeki regüler bir dönüşümün görüntüsü M yüzeyi üze-

rindeyse bu durumda χ dönüşümüne M kümesinde ki χ(D) bölgesinin bir parametrizasyonu

denir (O’Neill B., 1966: 411)

1.19 Tanım M ⊂R3 yüzeyinin bir χ parametrizasyonu verilsin. Bu durumda yüzey üzerinde

birim normal vektör alanı

n =
χu×χv

||χu×χv||
şeklindeir.

1.4 Yardımcı Teorem Eğer α eğrisi α : I→M şeklinde M yüzeyinin bir χ parametrizasyo-

nun χ(D) görüntüsündeyse bu durumda

α(t) = χ (α1(t),α2(t)) her t,

olacak şekilde her t için; bir tek a1,a2 differensiyellenebilir fonksiyonlar vardır. Bu durumda

kısaca

α = χ (α1,α2)

şeklindedir.

Bir M yüzeyi üzerinde bir α eğrisi verilsin. Bu eğri üzerinde {T,N,B} Frenet çatısı dışında,

eğrinin her noktasında ikinci bir çatı daha vardır. T vektör alanı eğrinin birim teğet vektör

alanı ve n birim vektör alanıda yüzeyin her noktasında tanımlı birim normal vektör alanı

olsun. Bu durumda Q = n× T vektör alanı hem T ve hem de n vektör alanlarına diktir.

Ayrıca T ve n vektör alanları birim vektör alanları olduklarından Q vektör alanıda bir birim

vektör alanıdır. Dolayısıyla {T,Q,n} kümesi eğri üzerinde hareketli bir çatı alanıdır.

1.20 Tanım M bir yüzey ve α eğrisi yüzey üzerinde bir eğri olsun. Bu durumda {T,Q,n}
çatısına Darbux çatısı veya teğet-normal çatı alanı denir (Gray A., 2006).

1.5 Teorem M bir yüzey ve α eğrisi M yüzeyi üzerinde bir eğri olsun. Bu durumda Dar-

bux veya teğet-normal çatı alanını oluşturan vektör alanlarının türev denklemleri matris for-
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munda;  T

Q

n


′

=

 0 κg κn

−κg 0 τg

−κn −τg 0


 T

Q

n


şeklindedir. Burada κg,κn, ve τg sırasıyla jeodezik eğrilik, normal eğrilik ve jeodezik bu-

rulma fonksiyonlarıdır. Ayrıca bu eğrilikler arasında

κ
2 = 〈T ′,T ′〉= κ

2
g +κ

2
n ,

şeklinde bir ilişki bulunmaktadır. Burada κ2 ifadesi, α eğrisinin karesel eğriliğidir.
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2. MATERYAL VE YÖNTEMLER

Bu ünitede; tezde bir yöntem olarak kullanılan tekillik teorisi ile ilgili temel kavramlara yer

verilmiştir.

2.1. Tekillik Teorisi İle İlgili Bazı Temel Kavramlar

Fonksiyonların tekilliklerini incelemek bazen çok zor hatta olanaksız olabilir. Bu gibi durum-

larda bu fonksiyonlar yerine, bunlarla aynı tip tekilliğe sahip olan daha basit fonksiyonlarla

çalışabiliriz. Bu ise fonksiyonlar arasında tanımlanan eşdeğerlikle mümkün kılınabilir.

2.1 Tanım Ui, i = 1,2 reel sayılar kümesinde iki açık alt küme olmak üzere;

fi : Ui, ti −→ R

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Burada Ui, ti sembolü; bu fonksiyonların nokta-

larının bir ti komşuluğunda tanımlandığını gösterir. Eğer

h : V1 −→V2

fonksiyonu bir diffeomorfizm (parametre değişimi) ve

∀t ∈V1

için;

h(t1) = t2, f1(t) = f2(h(t))− c

olacak şekilde ti ∈ Vi olan Vi ⊂ Ui açık komşulukları ve bir c ∈ R sayısı varsa; t1 nok-

tası komşuluğunda f1 fonksiyonu, t2 noktası komşuluğunda f2 fonksiyonuna eşdeğerdirler
(veya sağ eşdeğerdirler) denir (Bruce ve Giblin, 1992: 321).

Bu durumda t1 noktası komşuluğunda f1 fonksiyonu bir parametre değişimi ve sabit farkıyla

t2 noktası komşuluğunda f2 fonksiyonundan elde edilebilir. Ayrıca fonksiyonlar arasındaki

eşdeğerlik bağıntısının bir denklik bağıntısı olduğu kolaylıkla gösterilebilir. Bu tanım şema

ile gösterilebilir.

U1 ⊃V1 −→ Rf1

U2 ⊃V2 −→ Rf2

↓h ↓

Şekil 2.1. Bileşke Fonksiyon
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Fonksiyonlar arasındaki eşdeğerliği belirleme kriteri için aşağıdaki teoremin önemi büyüktür.

2.1 Teorem f : R, t0 −→R bir düzgün fonksiyon ve k≥ 0 bir tamsayı olsun. Eğer 1≤ k≤ p

olan tüm p sayıları için;

f (p)(t0) = 0, f (k+1)(t0) 6= 0

ise t0 noktası komşuluğundaki f fonksiyonu, 0 noktası komşuluğundaki

g : R,0−→ R,g(t) =±tk+1

fonksiyonuna sağ-eşdeğerdir.

Burada g fonksiyonunun işareti, f (k+1)(t0) değerinin pozitif veya negatif olmasına göre

sırasıyla (+) veya (-) işaretini alır.

Kanıt (Bruce ve Giblin, 1992: 321).

2.2 Yardımcı Teorem Hadamard Lemması

f : R, t0 −→ R bir düzgün fonksiyon ve k ≥ 0 bir tamsayı olsun. Eğer 1≤ k ≤ p olan tüm p

sayıları için;

f (p)(t0) = 0

olsun. Bu durumda;

f (t) = f (t0)+(t− t0)k+1 f1(t)

olacak şekilde f1 : R, t0 −→ R düzgün fonksiyonu vardır. Eğer f (k+1)(t0) 6= 0 şeklinde ise

f1(t0) 6= 0 şeklindedir.

Kanıt (Bruce ve Giblin, 1992: 321).

2.2 Tanım Ak Tekilliği

f : R, t0 −→ R düzgün fonksiyonu ±tk+1 fonksiyonuna sağ eşdeğer olsun. Tanım 2.1 ve

Teorem 2.1 den dolayı 1≤ k ≤ p olan tüm p sayıları için; f (p)(t0) = 0 f (k+1)(t0) 6= 0

olur. Bu durumda k≥ 0 için f fonksiyonuna t0 noktasında Ak Tekilliğine sahiptir denir.(Bruce

ve Giblin, 1992: 321).

2.3 Tanım Bir Fonksiyonun Jeti

f : R, t0 → R düzgün (diferansiyellenebilir) fonksiyonunun bir t0 noktası komşuluğundaki
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Taylor serisi;

f (t) = f (t0)+(t− t0) f ′ (t0)+
(t− t0)

2

2!
f ′′ (t0)+ . . .+

(t− t0)
n

n!
f (n) (t0)+ . . .

şeklindedir. Burada t yerine t + t0 yazıldăında, fonksiyonun Taylor serisi;

f (t + t0) = f (t0)+ t f ′ (t0)+ t2 f ′′ (t0)+ . . .+
tn

n!
f (n) (t0)+ . . .

elde edilir. Bu durumda k ≥ 1 bir tamsayı olmak üzere;

Jk f (t0) = t f ′ (t0)+
t2

2!
f ′′ (t0)+ . . .+

tk

k!
f (k) (t0)

polinomuna f fonksiyonunun t0 noktasındaki k-jeti denir (Bruce ve Giblin, 1992: 321 ).

2.4 Tanım Dallanmalar-Unfoldindgs

Bir f fonksiyonunu içeren fonksiyonların ailesine, f fonksiyonun dallanmaları denir (Bruce

ve Giblin, 1992: 321).

Örneğin f (t) = t5 fonksiyonun en genel dallanması

F (t,x1,x2,x3) = t5 + x1t3 + x2t2 + x3t

şeklindedir. Burada t4 terimi uygun bir dönüşümle yok edilebileceğinden yazılmamıştır.

F : RxRr,(t0,x0)→ R

şeklinde düzgün bir fonksiyon olsun. Bu F fonksiyonunu aşağıdaki gibi iki fonksiyon ailesi

belirtir.

i) Buna göre ilk fonksiyon ailesi;

Fx : R, t0→ R,Fx(t) = F (t,x1, . . . ,xr)

şeklinde olup r-parametreli, 1-değişkenli bir fonksiyon ailesidir.

ii) İkinci fonksiyon ailesi de;

Ft : Rr,x0→ R,Ft(x) = F (t,x1, . . . ,xr)

şeklinde olup 1-parametreli, r-değişkenli bir fonksiyon ailesidir. Eğer

Fx : R, t0→ R, f (t) = Fx(t) = F (t,x1, . . . ,xr)

şeklinde yazıldığında F fonksiyonuna, f fonksiyonunun 1-değişkenli r-parametreli dallan-
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ması denir (Bruce ve Giblin, 1992:321 ).

Sonuç Bir t0 noktasında Ak singülerliğine sahip olan her f : R, t0→R fonksiyonu, bu t0 nok-

tasının komşuluğunda g(t) =±tk+1 fonksiyonlarından birine indirgenebilirdir (eşdeğerdir).

Kanıt Teorem 2.1 ve Tanım 2.2 den açıktır.

2.5 Tanım (p)-Versal Dallanma

G : R×Rk−1,(t0,x0)→ R,

G(t,x) =±tk+1 + x1t + x2t2 + s+ xk−1tk−1

şeklinde tanımlı fonksiyon ailesine; t0 noktasında g(t) = ±tk+1 fonksiyonunun bir (p)- ver-

sal dallanması denir (Bruce ve Giblin, 1992: 321). F fonksiyonunun (p)-versal dallanma

olmasıyla ilgili kriterlerden biri matris kriteridir.

2.3 Teorem (p)-Versallik İçin Matris Kriteri

Fx : R, t0→ R,Fx(t) = F (t,x1, . . . ,xr)

eşitliğiyle tanımlanan F fonksiyonu, bir t0 noktası komşuluğunda Ak tekilliğine sahip olan

bir f fonksiyonunun bir dallanması olsun (k ≥ 1).

Bu durumda ∂F
∂xi

fonksiyonlarının (k−1). dereceden jetleri;

Jk f (t0) = t f ′ (t0)+
t2

2!
f ′′ (t0)+ . . .+

tk

k!
f (k) (t0)

eşitliğinden

Jk−1
(

∂F
∂xi

(t,x0)

)
(t0) = α1it +α2it2 + . . . .+α(k−1)it

(k−1), i = 1, ..,r

şeklinde olmak üzere; F fonksiyon ailesinin, f fonksiyonunun bir (p)-versal dallanması ol-

ması için gerek ve yeter koşul ∂F
∂xi

(t,x0) fonksiyonlarının;

Jk−1
(

∂F
∂xi

(t,x0)

)
(t0) = α1it +α2it2 + . . . .+α(k−1)it

(k−1), i = 1, ..,r

eşitliğiyle verilen (k−1). dereceden jetlerinin oluşturduğu lineer denklem sisteminin,

((k−1)×r) tipindeki α =
(
α ji
)

katsayılar matrisinin rankının (k−1) sayısına eşit olmasıdır.

Kanıt (Bruce ve Giblin, 1992: 321).
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2.6 Tanım Versal Dallanma

G : R×Rk,(t0,x0)→ R,

G(t,x) =±tk+1 + x1 + x2t + s+ xktk−1

şeklinde tanımlı fonksiyon ailesine; t0 noktasında g(t) = ±tk+1 fonksiyonunun bir versal

dallanması denir (Bruce ve Giblin, 1992: 321). F fonksiyonunun versal dallanma olmasıyla

ilgili kriterlerden biri matris kriteridir:

2.4 Teorem Versallik İçin Matris Kriteri

Fx : R, t0→ R,Fx(t) = F (t,x1, . . . ,xr)

eşitliğiyle tanımlanan F fonksiyonu, bir t0 noktası komşuluğunda Ak− tekilliği sahip olan

bir f fonksiyonunun dallanması olsun (k ≥ 1). Bu durumda ∂F
∂xi

(t,x0) fonksiyonlarının t0
noktasındaki sabit ile birlikte (k−1). dereceden jetleri;

Jk f (t0) = t f ′ (t0)+
t2

2!
f ′′ (t0)+ . . .+

tk

k!
f (k) (t0)

eşitliğinden

Jk−1
(

∂F
∂xi

(t,x0)

)
(t0) = α0i +α1it +α2ii2 + . . . ..+α(k−1)ii

(k−1), i = 1, ..,r

şeklinde olmak üzere; F fonksiyon ailesinin, f fonksiyonunun bir versal dallanma olması

için gerek ve yeter koşul ∂F
∂xi

(t,x0) fonksiyonlarının

Jk−1
(

∂F
∂xi

(t,x0)

)
(t0) = α0i +α1it +α2ii2 + . . . ..+α(k−1)ii

(k−1), i = 1, ..,r

eşitliğiyle verilen (k−1). dereceden jetlerinin oluşturduğu lineer denklem sisteminin, (k×r)

tipindeki α =
(
α ji
)

katsayılar matrisinin rankının k sayısına eşit olmasıdır.

Kanıt (Bruce ve Giblin, 1992: 321).

2.7 Tanım

Fx : R, t0→ R,Fx(t) = F (t,x1, . . . ,xr)

denklemiyle tanımlanan 1-değişkenli, r-parametreli F fonksiyon ailesi ele alınsın:

i)

DF =

{
x ∈ Rr : F =

∂F
∂ t

= 0, t ∈ R
}
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kümesine F fonksiyonlar ailesinin zarfı veya diskriminantı denir.

ii)

RF =

{
x ∈ Rr : F =

∂F
∂ t

=
∂ 2F
∂ 2t

= 0 , t ∈ R
}

kümesine F fonksiyonlar ailesinin sırt (regresyon) kümesi denir.

iii)

SF =

{
(t,x) ∈ R×Rr :

∂F
∂ t

= 0
}

kümesine F fonksiyonlar ailesinin (t,x) noktasındaki tekil kümesi denir.

iv)

BF =

{
x ∈ Rr :

∂F
∂ t

=
∂ 2F
∂ t2 = 0, t ∈ R

}
kümesine F fonksiyonlar ailesinin ayrışım (bifurcation) kümesi denir (Bruce ve Giblin,

1992: 321).

Sonuç i) A1 - tekilliğine sahip olan noktalar zarf kümesindedirler fakat bunun tersi her zaman

doğru değildir. Çünkü zarfın singüler noktaları A1 singülerliğine sahip değildir. A1 tekilliğine

sahip olan noktalar zarfın regüler noktaları yani sırt noktası olmayan zarf noktalarıdır.

ii) A2 - tekilliğini sağlayan noktalar, F fonksiyonun sırt(regresyon) noktaları kümesinde bu-

lunurlar.

iii) Eğer zarf ve sırt noktaları için, F = 0 şartı kaldırılırsa, bulunan noktaların kümesi sırasıyla

tekil ve ayrışım kümeleri olur.

Kanıt Tanım 2.7 de verilen kümeler için Tanım 2.2 kullanılırsa ispat açıktır.

2.5 Teorem

Fx : R, t0→ R, f (t) = Fx(t) = F (t,x1, . . . ,xr)

eşitliğiyle tanımlanan F : R×Rr,(t0,x0)→ R fonksiyon ailesi, bir t0 noktasında Ak - te-

killiğine sahip olan bir f fonksiyonunun r-parametreli bir dallanmasi olsun (k ≥ 1).

(1) F fonksiyon ailesi bir (p)-versal dallanma olsun. Bu durumda;

(a) k = 2 için, BF ayrışım kümesi; {0}×Rr−1 kümesine lokal olarak diffeomorftur.

(b) k = 3 için, BF ayrışım kümesi; C×Rr−2 kümesine lokal olarak diffeomorftur.

(c) k = 4 için, BF ayrışım kümesi; SW ×Rr−3 kümesine lokal olarak diffeomorftur.

(2) F fonksiyon ailesi bir versal dallanma olsun. Bu durumda;

(a) k = 1 için, DF diskriminant kümesi; {0}×Rr−1 kümesine lokal olarak diffeomorftur.

(b) k = 2 için, DF diskriminant kümesi; C×Rr−2 kümesine lokal olarak diffeomorftur.

(c) k = 3 için, DF diskriminant kümesi; SW ×Rr−3 kümesine lokal olarak diffeomorftur.
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Burada C =
{
(x1,x2) | x2

1 = x3
2
}

köşeli (ordinary cusp) eğrisi ve

SW =
{
(x1,x2,x3) | x1 = 3u4 +u2v,x2 = 4u3 +2uv,x3 = v

}
parametrik denklemiyle belli olan kırlangıç kuyruğu (swallowtail) yüzeyidir.
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3. BULGULAR

3.1. Öklid Uzayında Darboux Çatısına Göre Karesel Uzaklık ve Dayanak Fonksiyon-
ları ile Tekillikleri

Öklid uzayında bir M yüzeyinin üzerinde bulunan bir eğriye bağlı olarak tanımlanan karesel

uzaklık ve dayanak fonksiyonlarının tekilliklerini inceliyoruz.

Bunun için gerekli ardışık türevlerin sıfır olma koşullarını ifade etmeliyiz.

Bunun için ise genel eğri olma durumundan hareket edip daha sonra özel durumlara geçiş

yapabiliriz.

Fakat eğriliklerin sıfır olma özel durumlarını en başta kullanmak hesaplamaları

kolaylaştıracağından özel eğrilerin tekilliklerini araştırdık.

3.1 Tanım : I ⊂ R bir açık aralık M ⊂ E3 yönlendirilebilir bir yüzey ve M yüzeyi üzerinde

α : I −→ M regüler birim hızlı jeodezik bir eğri ve u, M yüzeyi üzerinde sabit bir nokta

olsun. Bu eğri için ∀s ∈ I noktasındaki Darboux Çatısı {T (s),Q(s),n(s)} olmak üzere;

F : I×S2→ R

F(s,u) = 〈α(s)−u,α(s)−u〉

şeklinde tanımlı iki parametreli düzgün fonksiyonların ailesi olarak F(s,u) fonksiyonuna M

yüzeyi üzerinde karesel uzaklık fonksiyonu denir. u sabit bir nokta olduğu için f (s) =F(s,u)

olarak yazılabilir.

3.1.1. Öklid uzayında Darboux çatısına göre jeodezik bir eğri için karesel uzaklık
fonksiyonunun tekilliği

3.1 Teorem : α : I→M regüler birim hızlı jeodezik bir eğri olsun. ∀s ∈ I noktasında Dar-

boux çatısı {T (s),Q(s),n(s)} ve karesel uzaklık fonksiyonu F(s,u) = 〈α(s)− u,α(s)− u〉
olmak üzere;

(1) f ′(s) = 0⇔ α(s)−u = λQ(s)+µn(s)

(2) f ′(s) = f ′′(s) = 0⇔ α(s)−u = λQ(s)− 1
κn(s)

n(s)

(3) f ′(s) = f ′′(s) = f ′′′(s) = 0⇔ α(s)−u =
−κ ′n(s)

κ2
n (s)τg(s)

Q(s)− 1
κn(s)

n(s)

(4) f ′(s) = f ′′(s) = f ′′′(s) = f (4)(s) = 0⇔
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κ
′′
n (s)κn(s)τg(s) = κ

2
n (s)τ

3
g (s)+2

(
κ
′
n(s)
)2

τg(s)+κn(s)κ ′n(s)τ
′
g(s)

α(s)−u =
−κn(s)′

κn(s)2τg(s)
Q(s)− 1

κn(s)
n(s)

(5) f ′(s) = f ′′(s) = f ′′′(s) = f (4)(s) = f (5)(s) = 0⇔

κ
′′′
n (s)κ2

n (s)τg =5κ
′
n(s)κ

2
n (s)τ

3
g (s)+3κ

3
n (s)τ

′
g(s)τ

2
g (s)+6κn(s)

(
κ
′
n(s)
)2

τ
′
g(s)

+6
(
κ
′
n(s)
)3

τg(s)+κ
′
n(s)κ

2
n (s)τ

′′
g (s),

κ
′′
n (s)κn(s)τg(s) = κ

2
n (s)τ

3
g (s)+2

(
κ
′
n(s)
)2

τg(s)+κn(s)κ ′n(s)τ
′
g(s),

α(s)−u =
−κn(s)′

κn(s)2τg
Q(s)− 1

κn(s)
n(s)

koşulları sağlanır.

Kanıt : Öklid uzayında Darboux çatısı için {T ′,Q′,n′} türev formülleri

 T (s)

Q(s)

n(s)


′

=

 0 κg(s) κn(s)

−κg(s) 0 τg(s)

−κn(s) −τg(s) 0


 T (s)

Q(s)

n(s)


şeklindedir. Burada eğrimiz jeodezik bir eğri olduğundan κg fonksiyonel olarak sıfır

olacağından, jeodezik eğri için Frenet Formülleri;

T ′(s) = κn(s)n(s)

Q′(s) = τg(s)n(s)

n′(s) =−κn(s)T (s)− τg(s)Q(s)

(3.1)

şeklinde olur. Ardışık türevlerde terimler çoğaldıkça parametreyi yazmak işlemleri

uzatacağından aşağıdaki türevlerde parametreye yer verilmemiştir.

Şimdi karesel uzaklık fonkisyonunun sırası ile türevlerini bulalım.

f = 〈α−u,α−u〉
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türevini aldığımızda;

f ′ =
〈
α
′,α−u

〉
+
〈
α−u,α ′

〉
burada iç çarpımın değişme özelliği kullanıldığında;

1
2

f ′ = 〈T,α−u〉 (3.2)

şeklinde bulunur.

3.2 denkleminin türevi alındığında;

1
2

f ′′ =
〈
T ′,α−u

〉
+
〈
T,α ′

〉
elde edilir. Burada 3.1 Frenet türev formülleri kullanıldığında;

1
2

f ′′ = κn〈n,α−u〉+1 (3.3)

olarak bulunur.

3.3 denkleminin türevi alındığında;

1
2

f ′′′ = κ
′
n〈n,α−u〉+κn

〈
n′,α−u

〉
+κn

〈
n,α ′

〉︸ ︷︷ ︸
0

3.1 formülleri uygulandığında;

1
2

f ′′′ = κ
′
n〈n,α−u〉+κn〈κnT − τgQ,α−u〉

olur. Gerekli düzenlemeler yapıldığında;

1
2

f ′′′ = κ
′
n〈n,α−u〉−κ

2
n 〈T,α−u〉−κnτg〈Q,α−u〉 (3.4)

olarak bulunur.

3.4 denkleminin türevi alındığında;
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1
2

f (4) = κ
′′
n 〈n,α−u〉+κ

′
n
〈
n′,α−u

〉
+κ

′
n
〈
n,α ′

〉︸ ︷︷ ︸
0

−2κnκ
′
n〈T,α−u〉−κ

2
n
〈
T ′,α−u

〉
−κ

2
n
〈
T,α ′

〉︸ ︷︷ ︸
1

−κ
′
nτg〈Q,α−u〉−κnτ

′
g〈Q,α−u〉−κnτg

〈
Q′,α−u

〉
+κnτg

〈
Q,α ′

〉︸ ︷︷ ︸
0

3.1 formülleri uygulandığında;

1
2

f (4) = κ
′′
n 〈n,α−u〉+κ

′
n
〈
−κnT − τgQ,α−u

〉
−2κ

′
nκn〈T,α−u〉

−κ
2
n 〈κnn,α−u〉−κ

2
n −
(
κ
′
nτg +κnτ

′
g
)
〈Q,α−u〉−κnτg〈τgn,α−u〉

olur. Gerekli düzenlemeler yapılıp benzer ifadeler bir araya toplanıldığında;

1
2

f (4) =
(
κ
′′
n −κ

3
n −κnτ

2
g
)
〈n,α−u〉−

(
2κ
′
nτg +κnτ

′
g
)
〈Q,α−u〉−3κnκ

′
n〈T,α−u〉−κ

2
n

(3.5)

olarak bulunur.

3.5 denkleminin türevi alındığında;

1
2

f (5) =
[
κ
′′′
n −3κ

′
nκ

2
n −κ

′
nτ

2
g −2κnτ

′
gτg
]
〈n,α−u〉+

[
κ
′′
n −κ

3
n −κnτ

2
g
]
[
〈
n′,α−u

〉
+ 〈n,α ′〉︸ ︷︷ ︸

0

]

−
[
2κ
′′
n τg +3κ

′
nτ
′
g +κnτ

′′
g
]
〈Q,α−u〉−

[
2κ
′
nτg +κnτ

′
g
]
[
〈
Q′,α−u

〉
+
〈
Q,α ′

〉︸ ︷︷ ︸
0

]

−
[
3κ
′′
n κn +3

(
κ
′
n
)2
]
〈T,α−u〉−3κ

′
nκn[

〈
T ′,α−u

〉
+
〈
T,α ′

〉︸ ︷︷ ︸
1

]−2κ
′
nκn

3.1 formülleri uygulandığında;

1
2

f (5) =
[
κ
′′
n −3κ

′
nκ

2
n −κ

′
nτ

2
g −2κnτ

′
gτg
]
〈n,α−u〉+

[
κ
′′
n −κ

3
n −κnτ

2
g
]
〈−κnT − τgQ,α−u〉

−
[
2κ
′′
n τg +3κ

′
nτ
′
g +κnτ

′′
g
]
〈Q,α−u〉−

[
2κ
′
nτg +κnτ

′
g
]
.〈τgn,α−u〉

−
[
3κ
′′
n κn +3

(
κ
′
n
)2
]
〈T,α−u〉−3κ

′
nκn[〈κnn,α−u〉+1]−2κ

′
nκn
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olarak bulunur. Gerekli işlemler yapılıp benzer ifadeler bir araya toplanıldığında;

1
2

f (5) =
[
κ
′′′
n −6κ

′
nκ

2
n −3κ

′
nτ

2
g −3κnτ

′
gτg
]
〈n,α−u〉

−
[
3κ
′′
n τg−κ

3
n τg−κnτ

3
g +3κ

′
nτ
′
g +κnτ

′′
g
]
〈Q,α−u〉

−
[
4κ
′′
n κn−κ

4
n −κ

2
n τ

2
g +3

(
κ
′
n
)2
]
〈T,α−u〉−5κ

′
nκn

(3.6)

şeklinde elde edilir.

(1)⇒): Kabul edelim ki f ′ = 0 olsun;

1
2

f ′ = 〈T,α−u〉

eşitliği;

〈T,α−u〉= 0

olur. Dolayısıyla T ⊥ α−u denir. Buradan;

α−u = λQ+µn (3.7)

olacak şekilde λ ,µ ∈ R vardır.

⇐ ): Kabul edelim ki α−u = λQ+µn olsun;

1
2

f ′ = 〈T,α−u〉

ifadesinde yerine yazıldığında;

1
2

f ′ = 〈T,λQ+µn〉

elde edilir. Buradan

f ′ = 0

olarak bulunur.
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(2)⇒): kabul edelim ki f ′ = f ′′ = 0 olsun;

1
2

f ′′ = κn〈n,α−u〉+1

ifadesi artık

κn〈n,α−u〉+1 = 0

olarak bulunur. Burada 3.1 Frenet Formülleri ve 3.7 kullanıldığında;

µκn +1 = 0

elde edilir. Buradan;

µ =
−1
κn

olarak bulunur. 3.7 de yerine yazıldığında;

α−u = λQ− 1
κn

n (3.8)

olarak bulunur.

⇐ ): Kabul edelim ki α−u = λQ− 1
κn

n olsun

1
2

f ′ = 〈T,α−u〉

ifadesinde yerine yazıldığında 3.7 kullanıldığında;

f ′ = 0

olarak bulunur ve
1
2

f ′′ = κn〈n,α−u〉+1

ifadesinde yerine yazılıp 3.1 kullanıldığında;

f ′′ = 0

olarak bulunur.

(3)⇒): Kabul edelim ki f ′ = f ′′ = f ′′′ = 0 olsun

1
2

f ′′′ = κ
′
n〈n,α−u〉−κ

2
n 〈T,α−u〉−κnτg〈Q,α−u〉
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ifadesi bu durumda;

κ
′
n 〈n,α−u〉︸ ︷︷ ︸

−1
κn

−κ
2
n 〈T,α−u〉︸ ︷︷ ︸

0

−κnτg 〈Q,α−u〉︸ ︷︷ ︸
λ

= 0

3.7 eşitliği kullnıldığında;
−1
κn

κ
′
n−λκnτg = 0

elde edilir. Buradan;

λ =
−κ ′n
κ2

n τg

olarak bulunur. 3.7 de yerine yazıldığında;

α−u =
−κ ′n
κ2

n τg
Q− 1

κn
n (3.9)

olarak bulunur.

⇐ ): α−u =
−κ ′n
κ2

n τg
Q− 1

κn
n kabul edildiğinde; f ′ = f ′′ = f ′′′ = 0 olacağı açıktır.

(4)⇒): Kabul edelim ki f ′ = f ′′ = f ′′′ = f (4) = 0 olsun;

1
2

f (4) =
[
κ
′′
n −κ

3
n −κnτ

2
g
]
〈n,α−u〉−

[
2κ
′
nτg +κnτ

′
g
]
〈Q,α−u〉−3κ

′
nκn〈T,α−u〉−κ

2
n

ifadesi bu durumda 3.9 denkleminden yararlanıldığında;

−1
κn

κ
′′
n −
−1
κn

κ
3
n −
−1
κn

κnτ
2
g −2

−κ ′n
κ2

n τg
κnτg−

−κ ′n
κ2

n τg
κnτ
′
g−κ

2
n = 0

olarak bulunur. Burada gerekli işlemler yapıldığında;

−κ
′′
n κnτg +κ

4
n τg +κ

2
n τ

3
g +2

(
κ
′
n
)2

τg +κnκ
′
nτ
′
g−κ

4
n τg = 0

elde edilir. Buradan;

κ
′′
n κnτg = κ

2
n τ

3
g +2

(
κ
′
n
)2

τg +κnκ
′
nτ
′
g (3.10)

olarak bulunur.
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⇐ ): κ ′′n κnτg = κ2
n τ3

g + 2(κ ′n)
2

τg + κnκ ′nτ ′g ve α − u =
−κ ′n
κ2

n τg
Q − 1

κn
n kabul edildiğinde

f ′ = f ′′ = f ′′′ = f (4) = 0 olacağı açıktır.

(5)⇒): Kabul edelim ki f ′ = f ′′ = f ′′′ = f (4) = f (5) = 0 olsun;

1
2

f (5) =
[
κ
′′′
n −6κ

′
nκ

2
n −3κ

′
nτ

2
g −3κnτ

′
gτg
]
〈n,α−u〉

−
[
3κ
′′
n τg−κ

3
n τg−κnτ

3
g +3κ

′
nτ
′
g +κnτ

′′
g
]
〈Q,α−u〉

−
[
4κ
′′
n κn−κ

4
n −κ

2
n τ

2
g +3

(
κ
′
n
)2
]
〈T,α−u〉−5κ

′
nκn

ifadesi bu durumda;

[
κ
′′′
n −6κ

′
nκ

2
n −3κ

′
nτ

2
g −3κnτ

′
gτg
]
〈n,α−u〉︸ ︷︷ ︸

−1
κn

−
[
3κ
′′
n τg−κ

3
n τg−κnτ

3
g +3κ

′
nτ
′
g +κnτ

′′
g
]
〈Q,α−u〉︸ ︷︷ ︸

−κ ′n
κ2n τg

−
[
4κ
′′
n κn−κ

4
n −κ

2
n τ

2
g +3

(
κ
′
n
)2
]
〈T,α−u〉︸ ︷︷ ︸

0

−5κ
′
nκn = 0

olarak elde edilir. 3.8 denkleminden yararlanıldığında;

[
κ
′′′
n −6κ

′
nκ

2
n −3κ

′
nτ

2
g −3κnτ

′
gτg
]
(
−1
κn

)

−
[
3κ
′′
n τg−κ

3
n τg−κnτ

3
g +3κ

′
nτ
′
g +κnτ

′′
g
]
(
−κ ′n
κ2

n τg
)−5κ

′
nκn = 0

gerekli işlemler yapıldığında;

κ
′′′
n κ

2
n τg = 2κ

′
nκ

2
n τ

3
g +3κ

3
n τ
′
gτ

2
g +3κ

′′
n κ
′
nκnτg +3κn

(
κ
′
n
)2

τ
′
g +κ

′
nκ

2
n τ
′′
g

olarak bulunur. 3.10 denkleminden yararlanıldığında;

κ
′′′
n κ

2
n τg = 5κ

′
nκ

2
n τ

3
g +3κ

3
n τ
′
gτ

2
g +6κn

(
κ
′
n
)2

τ
′
g +6

(
κ
′
n
)3

τg +κ
′
nκ

2
n τ
′′
g (3.11)

olarak bulunur.



22

⇐): κ ′′′n κ2
n τg = 5κ ′nκ2

n τ3
g + 3κ3

n τ ′gτ2
g + 6κn (κ

′
n)

2
τ ′g + 6(κ ′n)

3
τg + κ ′nκ2

n τ ′′g ,

κ ′′n (s)κn(s)τg(s) = κ2
n (s)τ

3
g (s)+ 2(κ ′n(s))

2
τg(s)+ κn(s)κ ′n(s)τ

′
g(s) ve α − u =

−κ ′n
κ2

n τg
Q− 1

κn
n

kabul edildiğinde f ′ = f ′′ = f ′′′ = f (4) = f (5) = 0 olacağı açıktır.

3.2 Tanım : I ⊂ R bir açık aralık M ⊂ E3 yönlendirilebilir bir yüzey ve M yüzeyi üzerinde

α : I −→M regüler birim hızlı bir eğri ve u, M yüzeyi üzerinde bir birim vektör olsun. Bu

eğri için ∀s ∈ I noktasındaki Darboux Çatısı {T (s),Q(s),n(s)} olmak üzere;

H : I×S2→ R

H(s,u) = 〈α(s),u〉

şeklinde tanımlı iki parametreli düzgün fonksiyonların ailesi olarak H(s,u) fonksiyonuna M

yüzeyi üzerinde dayanak fonksiyonu denir. u bir vektör olduğu için h(s) = H(s,u) olarak

yazılabilir.

3.1.2. Öklid uzayında Darboux çatısına göre jeodezik bir eğri için dayanak fonksiyo-
nunun tekilliği

3.2 Teorem : α : I→M regüler birim hızlı jeodezik bir eğri olsun. ∀s ∈ I noktasında Dar-

boux çatısı {T (s),Q(s),n(s)} ve dayanak fonksiyonu H(s,u) = 〈α(s),u〉 olmak üzere;

(1) h′(s) = 0⇔ u = λQ(s)+µn(s)

(2) h′(s) = h′′(s) = 0⇔ u = λQ(s)+µn(s), κn(s) = 0

(3) h′(s) = h′′(s) = h′′′(s) = 0⇔ u = λQ(s)+µn, κn(s) = κ ′n(s) = 0

(4) h′(s) = h′′(s) = h′′′(s) = h(4)(s) = 0⇔ u = λQ(s)+µn(s), κn(s) = κ ′n(s) = κ ′′n (s) = 0

(5) h′(s) = h′′(s) = h′′′(s) = h(4)(s) = h(5)(s) = 0 ⇔ u = λQ(s) + µn(s),

κn(s) = κ ′n(s) = κ ′′n (s) = κ ′′′n (s) = 0

koşulları sağlanır.

Kanıt : Öklid uzayında Darboux çatısı için {T ′,Q′,n′}

 T (s)

Q(s)

n(s)


′

=

 0 κg(s) κn(s)

−κg(s) 0 τg(s)

−κn(s) −τg(s) 0


 T (s)

Q(s)

n(s)


yardımıyla hesaplanıyor fakat eğrimiz jeodezik bir eğri olduğundan κg fonksiyonel olarak

sıfır olacağından
T ′(s) = κn(s)n(s)

Q′(s) = τg(s)n(s)

n′(s) =−κn(s)T (s)− τg(s)Q(s)
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şeklinde olur. Ardışık türevlerde terimler çoğaldıkça parametreyi yazmak işlemleri

uzatacağından aşağıdaki türevlerde parametreye yer verilmemiştir.

Şimdi dayanak fonkisyonunun sırası ile türevlerini bulalım

h = 〈α(s),u〉

türevini aldığımızda

h′ =
〈
α
′,u
〉

(3.12)

şeklinde bulunur.

3.12 denkleminin türevi alındığında;

h′′ =
〈
T ′,u

〉
elde edilir. 3.1 Frenet türev formülleri kullanuldığında;

h′′ = κn〈n,u〉 (3.13)

olarak bulunur.

3.13 denkleminin türevi alındığında;

h′′′ = κ
′
n〈n,u〉+κn〈−κnT − τgQ,u〉

olarak bulunur. Gerekli işlemler yapıldında;

h′′′ =−κ
2
n 〈T,u〉−κnτg〈Q,u〉+κ

′
n〈n,u〉 (3.14)

olarak bulunur.

3.14 denkleminin türevi alındığında;

h(4) =−2κnκ
′
n〈T,u〉−κ

2
n
〈
T ′,u

〉[
−κ
′
nτg−κnτ

′
g
]
〈Q,u〉−κnτg

〈
Q′,u

〉
+κ

′′
n 〈n,u〉+κ

′
n
〈
n′,u

〉
olarak bulunur. Burada 3.1 denklemleri kullanıldığında;
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h(4) =−2κnκ
′
n〈T,u〉−κ

2
n 〈κnn,u〉

[
−κ
′
nτg−κnτ

′
g
]
〈Q,u〉

−κnτg〈τgn,u〉+κ
′′
n 〈n,u〉+κ

′
n〈−κnT − τgQ,u〉

elde edilir. Gerekli işlemler yapıldığında;

h(4) =−3κnκ
′
n〈T,u〉−

[
κ
′
nτg +κnτ

′
g +κnτg

]
〈Q,u〉−

[
κ

3
n +κnτ

2
g −κ

′′
n
]
〈n,u〉 (3.15)

olarak bulunur.

3.15 denkleminin türevi alındığında;

h(5) =
[
−3
(
κ
′
n
)2−3κnκ

′′
n

]
〈T,u〉−3κn,κ

′
n〈κnn,u〉

−
[
κ
′′
n τg +κ

′
nτ
′
g +κ

′
nτ
′
g +κ

′
nτg +κnτ

′
g
]
〈Q,u〉

−
[
κ
′
nτg +κnτ

′
g +κnτg

]
〈τgn,u

〉
−
[
3κ
′
nκ

2
n +κ

′
nτ

2
g +2κnτ

′
gτg−κ

′′′
n
]
〈n,u〉

−
[
κ

3
n +κnτ

2
g −κ

′′
n
]
〈−κnT − τgQ,u〉

olarak bulunur. Burada 3.1 denklemleri kullanılıp gerekli işlemler yapıldığında;

h(5) =
[
−3
(
κ
′
n
)2−3κnκ

′′
n +κ

2
n τ

2
g −κnκ

′′
n

]
〈T,u〉

−
[
2κ
′′
n τg +2κ

′
nτ
′
g +κ

′
nτg +κnτ

′
g−κ

3
n τg−κnτ

3
g
]
〈Q,u〉

−
[
6κ

2
n κ
′
n +2κ

′
nτ

2
g +3κnτ

′
gτg +κnτ

2
g −κ

′′′
n
]
〈n,u〉

(3.16)

şeklinde elde edilir.

(1)⇒) : Kabul edelim ki h′ = 0 olsun;

h′ = 〈T,u〉

eşitliği;

〈T,u〉= 0

olur. Dolayısıyla T ⊥ u denir. Buradan;
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u = λQ+µn (3.17)

olacak şekilde λ ,µ ∈ R vardır.

⇐) : Kabul edelim ki u = λQ+µn olsun;

h′ = 〈T,u〉

eşitliği bu durumda;

h′ = 〈T,λQ+µn〉

olarak yazılabilir. Frenet Denklemlerinden yararlanıldığında ve iç çarpımın özelliği kul-

lanıldığında;

h′ = 0

olarak bulunur.

(2)⇒) : Kabul edelim ki h′ = h′′ = 0 olsun;

h′′ =
〈
T ′,u

〉
eşitliği bu durumda; 〈

T ′,u
〉
= 0

olur. Burada 3.1 denklemleri kullanıldığında;

κn〈n,u〉= 0

ve burada 3.17 kullanıldığında;

κnµ = 0

bulunur. Buradan;

κn = 0 (3.18)

olarak bulunur.

⇐) : Kabul edelim ki u = λQ+µn ve κn = 0 olsun;

h′ = 0
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olduğu açıktır.

h′′ =
〈
T ′,u

〉
3.1 denklemleri kullanıldığında;

h′′ = κn〈n,u〉

elde edilir. Buradan;

h′′ = 0

olarak bulunur.

(3)⇒) : Kabul edelim ki h′ = h′′ = h′′′ = 0 olsun;

h′′′ =−κ
2
n 〈T,u〉−κnτg〈Q,u〉+κ

′
n〈n,u〉

eşitliği bu durumda;

−κ
2
n 〈T,u〉−κnτg〈Q,u〉+κ

′
n〈n,u〉= 0

olarak yazılır. 3.18 denklemi kullanıldığında;

µκ
′
n = 0

olarak bulunur. Buradan;

κ
′
n = 0 (3.19)

olarak bulunur.

⇐) : u = λQ+µn ve κn = κ ′n = 0 kabul edildiğinde h′ = h′′ = h′′′ = 0 olacağı açıktır.

(4)⇒) : Kabul edelim ki h′ = h′′ = h′′′ = h(4) = 0 olsun;

h(4) =−3κnκ
′
n〈T,u〉−

[
κ
′
nτg +κnτ

′
g +κnτg

]
〈Q,u〉−

[
κ

3
n +κnτ

2
g −κ

′′
n
]
〈n,u〉

olarak bulunur. Burada 3.18 ve 3.19 kullanıldığında;

µκ
′′
n = 0

olur. Buradan;
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κ
′′
n = 0 (3.20)

olarak bulunur.

⇐) : u = λQ+µn ve κn = κ ′n = κ ′′n = 0 kabul edildiğinde h′ = h′′ = h′′′ = h(4) = 0 olacağı

açıktır.

(5)⇒) : Kabul edelim ki h′ = h′′ = h′′′ = h(4) = h(5) = 0 olsun;

h(5) =
[
−3
(
κ
′
n
)2−3κnκ

′′
n +κ

4
n +κ

2
n τ

2
g −κnκ

′
n

]
〈T,u〉

−
[
2κ
′′
n τg +2κ

′
nτ
′
g +κ

′
nτg +κnτ

′
g−κ

3
n τg−κnτ

3
g
]
〈Q,u〉

−
[
6κ

2
n κ
′
n +2κ

′
nτ

2
g +3κnτ

′
gτg +κnτ

2
g −κ

′′′
n
]
〈n,u〉

burada 3.18, 3.19 ve 3.20 denklemleri kullanılırsa;

µκ
′′′
n = 0

olur. Buradan;

κ
′′′
n = 0 (3.21)

olarak bulunur.

⇐) : u = λQ + µn ve κn = κ ′n = κ ′′n = κ ′′′n = 0 kabul edildiğinde

h′ = h′′ = h′′′ = h(4) = h(5) = 0 olacağı açıktır.

3.3 Tanım : I ⊂ R bir açık aralık M ⊂ E3 yönlendirilebilir bir yüzey ve M yüzeyi üzerinde

α : I −→M regüler birim hızlı asimptotik bir eğri ve u, M yüzeyi üzerinde sabit bir nokta

olsun. Bu eğri için ∀s ∈ I noktasındaki Darboux Çatısı {T (s),Q(s),n(s)} olmak üzere;

F : I×S2→ R

F(s,u) = 〈α(s)−u,α(s)−u〉
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şeklinde tanımlı iki parametreli düzgün fonksiyonların ailesi olarak F(s,u) fonksiyonuna M

yüzeyi üzerinde karesel uzaklık fonksiyonu denir. u sabit bir nokta olduğu için f (s) =F(s,u)

olarak yazılabilir.

3.1.3. Öklid uzayında Darboux çatısına göre asimptotik bir eğri için karesel uzaklık
fonksiyonunun tekilliği

3.3 Teorem : α : I→M regüler birim hızlı asimptotik bir eğri olsun. ∀s ∈ I noktasında Dar-

boux çatısı {T (s),Q(s),n(s)} ve karesel uzaklık fonksiyonu F(s,u) = 〈α(s)− u,α(s)− u〉
olmak üzere;

(1) f ′(s) = 0⇔ α(s)−u = λQ(s)+µn(s)

(2) f ′(s) = f ′′(s,u) = 0⇔ α−u =− 1
κg(s)

Q(s)+µn(s)

(3) f ′(s) = f ′′(s) = f ′′′(s) = 0⇔ α(s)−u =− 1
κg(s)

Q(s)+
κ ′g(s)

κ2
g (s)τg(s)

n(s)

(4) f ′(s) = f ′′(s) = f ′′′(s) = f (4)(s) = 0⇔

κ
′′
g (s)κg(s)τg(s) = κ

2
g (s)τ

3
g (s)+2

(
κ
′
g(s)
)2

τg(s)+κg(s)κ ′g(s)τ
′
g(s)

α(s)−u =− 1
κg(s)

Q(s)+
κ ′g(s)

κ2
g (s)τg(s)

n(s)

(5) f ′(s) = f ′′(s) = f ′′′(s) = f (4)(s) = f (5)(s) = 0⇔

κ
′′′
g (s)κ2

g (s)τg(s) =5κ
′
g(s)κ

2
g (s)τ

3
g (s)+3κ

3
g (s)τ

′
g(s)τ

2
g (s)+6κg(s)

(
κ
′
g(s)
)2

τ
′
g(s)

+6
(
κ
′
g(s)
)3

τg(s)+κ
′
g(s)κ

2
g (s)τ

′′
g (s)

κ
′′
g (s)κg(s)τg(s) = κ

2
g (s)τ

3
g (s)+2

(
κ
′
g(s)
)2

τg(s)+κg(s)κ ′g(s)τ
′
g(s)

α(s)−u =− 1
κg(s)

Q(s)+
κ ′g(s)

κ2
g (s)τg(s)

n(s)

koşulları sağlanır.
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Kanıt : Öklid uzayında Darboux çatısı için {T ′,Q′,n′}

 T (s)

Q(s)

n(s)


′

=

 0 κg(s) κn(s)

−κg(s) 0 τg(s)

−κn(s) −τg(s) 0


 T (s)

Q(s)

n(s)


yardmlyla hesaplaniyor fakat eğrimiz asimptotik bir eğri olduğundan κn fonksiyonel olarak

sıfır olduğundan
T ′ = κgQ

Q′ =−κgQ+ τgn

n′ =−τgQ

(3.22)

şeklinde olur. Ardışık türevlerde terimler çoğaldıkça parametreyi yazmak işlemleri

uzatacağından aşağıdaki türevlerde parametreye yer verilmemiştir.

Şimdi karesel uzaklık fonksiyonunun sırası ile türevlerini bulalım.

f = 〈α−u,α−u〉

türevini aldığımızda;

f ′ =
〈
α
′,α−u

〉
+
〈
α−u,α ′

〉
burada iç çarpımın değişme özelliği kullanıldığında

1
2

f ′ = 〈T,α−u〉 (3.23)

şeklinde bulunur.

3.23 denkleminin türevi alındığında;

1
2

f ′′ =
〈
T ′,α−u

〉
+ 〈T,T 〉

olarak bulunur. 3.22 denklemleri ve iç çarpının özelliği kullanıldığında;

1
2

f ′′ = κg〈Q,α−u〉+1 (3.24)

olarak bulunur. 3.24 denkleminin türevi alındığında;

1
2

f ′′′ = κ
′
g〈Q,α−u〉+κg

〈
Q′,α−u

〉
+
〈
Q,α ′

〉
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elde edilir. Burada 3.22 denklemleri ve iç çarpımın özelliği kullanıldığında;

1
2

f ′′′ = κ
′
g〈Q,α−u〉−κ

2
g 〈T,α−u〉+κgτg〈n,α−u〉 (3.25)

olarak bulunur.

3.25 denkleminin türevi alındığında;

1
2

f (4) =κ
′′
g 〈Q,α−u〉+κ

′
g〈Q′,α−u〉+κ

′
g
〈
Q,α ′

〉
−2κ

′
gκg〈T,α−u〉−κ

2
g
〈
T ′,α−u

〉
−κ

2
g 〈T,T 〉

+
(
κ
′
gτg +κgτ

′
g
)
〈n,α−u〉+κgτg

〈
n′,α−u

〉
+κgτg

〈
n,α ′

〉
elde edilir. 3.22 denklemleri kullanıldığında;

1
2

f (4) =κ
′′
g 〈Q,α−u〉−κgκ

′
g〈T,α−u〉+κ

′
gτg〈n,α−u〉

−2κ
′
gκg〈T,α−u〉−κ

3
g 〈Q,α−u〉−κ

2
g(

+κ
′
gτg +κgτ

′
g
)
〈n,α−u〉−κgτ

2
g 〈Q,α−u〉

olarak bulunur. Gerekli işlemler yapıldığına;

1
2

f (4) =
[
κ
′′
g −κ

3
g −κgτ

2
g
]
〈Q,α−u〉−3κgκ

′
g〈T,α−u〉[

2κ
′
gτg + τ

′
gκg
]
〈n,α−u〉−κ

2
g

(3.26)

olarak bulunur. 3.26 denkleminin türevi alındığında;

1
2

f (5) =
[
κ
′′′
g −3κ

′
gκ

2
g −κ

′
gτ

2
g −2κgτgτ

′
g
]
〈Q,α−u〉

−
[
κ
′′
g κg−κ

4
g −κ

2
g τ

2
g
]
〈T,α−u〉+

[
κ
′′
g τg− τgκ

3
g −κgτ

3
g
]
〈n,α−u〉

−
[
3
(
κ
′
g
)2−3κgκ

′′
g

]
〈T,α−u〉−3κ

2
g κ
′
g〈Q,α−u〉

+
[
2κ
′′
g τg +3κ

′
gτ
′
g +κgτ

′′
g
]
〈n,α−u〉

−
[
2κ
′
gτ

2
g + τ

′
gκgτg

]
〈Q,α−u〉−5κgκ

′
g

Gerekli düzenlemeler yapılıp 3.22 denklemleri kullanıldığında;

1
2

f (5) =
[
κ
′′′
g −6κ

′
gκ

2
g −3κ

′
gτ

2
g −3κgτgτ

′
g
]
〈Q,α−u〉

−
[
κ
′′
g κg−κ

4
g −κ

2
g τ

2
g +3

(
κ
′
g
)2

+3κgκ
′′
g

]
〈T,α−u〉[

3κ
′′
g τg−κ

3
g τg−κgτ

3
g +3κ

′
gτ
′
g + τ

′′
g κg
]
〈n,α−u〉−5κgκ

′
g

(3.27)

olarak bulunur.
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(1)⇒) : Kabul edelim ki f ′ = 0 olsun;

1
2

f ′ =
〈
α
′,α−u

〉
eşitliği

〈T,α−u〉= 0

olur. Dolayısıyla T ⊥ α−u denir. Buradan

α−u = λQ+µn (3.28)

olacak şekilde λ ,µ ∈ R vardır.

⇐) : Kabul edelim ki α−u = λQ+µn olsun;

1
2

f ′ = 〈T,α−u〉

ifadesinde yerine yazıldığında;

1
2

f ′ = 〈T,λQ+µn〉

elde edilir. Buradan

f ′ = 0

olarak bulunur.

(2)⇒) : Kabul edelim ki f ′ = f ′′ = 0 olsun;

1
2

f ′′ = κg〈Q,α−u〉+1

ifadesi artık;

κg〈Q,α−u〉+1 = 0

olarak bulunur. Buradan 3.22 denklemleri ve 3.28 kullanıldığında;

λκg +1 = 0

elde edilir. Buradan;

λ =− 1
κg
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olarak bulunur. 3.28 de yerine yazıldığında;

α−u =− 1
κg

Q+µn (3.29)

olarak bulunur.

⇐) : Kabul edelim ki α−u =− 1
κg

Q+µn olsun;

1
2

f ′ = 〈T,α−u〉

ifadesinde yerine yazıldığında 3.28 kullanıldığında;

f ′ = 0

olarak bulunur ve
1
2

f ′′ = κg〈Q,α−u〉+1

ifadesinde yerine yazıldığında 3.22 denklemi kullanıldığında;

f ′′ = 0

olarak bulunur.

(3)⇒) : Kabul edelim ki f ′ = f ′′ = f ′′′ = 0 olsun;

1
2

f ′′′ = κ
′
g〈Q,α−u〉−κ

2
g 〈T,α−u〉+κgτg〈n,α−u〉

ifadesi bu durumda;

κ
′
g 〈Q,α−u〉︸ ︷︷ ︸

− 1
κg

−κ
2
g 〈T,α−u〉︸ ︷︷ ︸

0

+κgτg 〈n,α−u〉︸ ︷︷ ︸
µ

= 0

olarak yazılır. Buradan;

− 1
κg

κ
′
g +µκgτg = 0

elde edilir. Gerekli işlemler yapıldığında;

µ =
κ ′g

κ2
g τg
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olarak bulunur. Bu durumda 3.29 de yerine yazıldığında;

α−u =− 1
κg

Q+
κ ′g

κ2
g τg

n (3.30)

olarak bulunur.

⇐) : α−u =− 1
κg

Q+
κ ′g

κ2
g τg

n kabul edildiğinde f ′ = f ′′ = f ′′′ = 0 olacağı açıktır.

(4)⇒) : Kabul edelim ki f ′ = f ′′ = f ′′′ = f (4) = 0 olsun;

1
2

f (4) =
[
κ
′′
g −κ

3
g −κgτ

2
g
]
〈Q,α−u〉−3κgκ

′
g〈T,α−u〉

ifadesi bu durumda 3.30 denkleminden yararlanıldığında;

0 =
[
κ
′′
g −κ

3
g −κgτ

2
g
]−1

κg
+
[
2κ
′
gτg + τ

′
gκg
] κ ′g

κ2
g τg
−κ

2
g

olarak bulunur. Gerekli işlemler yapıldığıdığında;

−κgκ
′′
g τg +κ

4
g τg +κ

2
g τ

3
g +2

(
κ
′
g
)2

τg +κgκ
′
gτ
′
g−κ

4
g τg = 0

elde edilir. Buradan;

κ
′′
g κgτg = κ

2
g τ

3
g +2

(
κ
′
g
)2

τg +κgκ
′
gτ
′
g (3.31)

olarak bulunur.

⇐) : κ ′′g κgτg = κ2
g τ3

g + 2
(
κ ′g
)2

τg + κgκ ′gτ ′g ve α − u = − 1
κg

Q +
κ ′g

κ2
g τg

n kabul edildiğinde

f ′ = f ′′ = f ′′′ = f (4) = 0 olacağı açıktır.

(5)⇒) : Kabul edelim ki f ′ = f ′′ = f ′′′ = f (4) = f (5) = 0 olsun;

1
2

f (5) =
[
κ
′′′
g −6κ

′
gκ

2
g −3κ

′
gτ

2
g −3κgτgτ

′
g
]
〈Q,α−u〉

−
[
κ
′′
g κg−κ

4
g −κ

2
g τ

2
g +3

(
κ
′
g
)2

+3κgκ
′′
g

]
〈T,α−u〉[

3κ
′′
g τg−κ

3
g τg−κgτ

3
g +3κ

′
gτ
′
g + τ

′′
g κg
]
〈n,α−u〉−5κ

′
gκg

ifadesi bu durumda;
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[
κ
′′′
g −6κ

′
gκ

2
g −3κ

′
gτ

2
g −3κgτgτ

′
g
]
〈Q,α−u〉︸ ︷︷ ︸
− 1

κg

−
[
κ
′′
g κg−κ

4
g −κ

2
g τ

2
g +3

(
κ
′
g
)2

+3κgκ
′′
g

]
〈T,α−u〉︸ ︷︷ ︸

0[
3κ
′′
g τg−κ

3
g τg−κgτ

3
g +3κ

′
gτ
′
g + τ

′′
g κg
]
〈n,α−u〉︸ ︷︷ ︸

κ ′g
κ2g τg

−5κ
′
gκg = 0

olarak elde edilir. 3.30 denkleminden yararlanıldığında;

[
κ
′′′
g −6κ

′
gκ

2
g −3κ

′
gτ

2
g −3κgτgτ

′
g
]
(
−1
κg

)

+
[
3κ
′
gτg−κ

3
g τg−κgτ

3
g +3κ

′
gτ
′
g + τ

′′
g κg
]
(

κ ′g
κ2

g τg
)−5κgκ

′
g = 0

gerekli işlemler yapıldığında;

κ
′′′
g κ

2
g τg =+2κ

′
gκ

2
g τ

3
g +3τ

2
g κ

3
g τ
′
g +3κ

′′
g κ
′
gκgτg +3

(
κ
′
g
)2

τ
′
gκg +κ

2
g κ
′
gτ
′′
g

elde edilir. 3.31 denkleminden yararlanıldığında;

κ
′′′
g κ

2
g τg = 5κ

′
gκ

2
g τ

3
g +3κ

3
g τ

2
g τ
′
g +6

(
κ
′
g
)3

τg +6
(
κ
′
g
)2

τ
′
gκg +κ

2
g κ
′
gτ
′′
g (3.32)

olarak bulunur.

⇐) : κ ′′′g κ2
g τg = 5κ ′gκ2

g τ3
g + 3κ3

g τ2
g τ ′g + 6

(
κ ′g
)3

τg + 6
(
κ ′g
)2

τ ′gκg + κ2
g κ ′gτ ′′g ,

κ ′′g (s)κg(s)τg(s) = κ2
g (s)τ

3
g (s)+2

(
κ ′g(s)

)2
τg(s)+κg(s)κ ′g(s)τ

′
g(s) ve α−u =− 1

κg
Q+

κ ′g
κ2

g τg
n

kabul edildiğinde f ′ = f ′′ = f ′′′ = f (4) = f (5) = 0 olacağı açıktır.

3.1.4. Öklid uzayında Darboux çatısına göre asimptotik bir eğri için dayanak fonksi-
yonunun tekilliği

3.4 Teorem : α : I→M regüler birim hızlı asimptotik bir eğri olsun. ∀s ∈ I noktasında Dar-

boux çatısı {T (s),Q(s),n(s)} ve dayanak fonksiyonu H(s,u) = 〈α(s),u〉 olmak üzere;

(1) h(s)′ = 0⇔ u = λQ(s)+µn(s)
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(2) h′(s) = h′′(s) = 0⇔ u = λQ(s)+µn(s), κg(s) = 0

(3) h′(s) = h′′(s) = h′′′(s) = 0⇔ u = λQ(s)+µn(s), κg(s) = κ ′g(s) = 0

(4) h′(s) = h′′(s) = h′′′(s) = h(4)(s) = 0⇔ u = λQ(s)+µn(s), κg(s) = κ ′g(s) = κ ′′g (s) = 0

(5) h′(s) = h′′(s) = h′′′(s) = h(4)(s) = h(5)(s) = 0 ⇔ u = λQ(s) + µn(s),

κg(s) = κ ′g(s) = κ ′′g (s) = κ ′′′g (s) = 0

koşulları sağlanır.

Kanıt : Öklid uzayında Darboux çatısı için {T ′,Q′,n′}

 T (s)

Q(s)

n(s)


′

=

 0 κg(s) κn(s)

−κg(s) 0 τg(s)

−κn(s) −τg(s) 0


 T (s)

Q(s)

n(s)


yardmıyla hesaplaniyor fakat eğrimiz asimptotik bir eğri olduğundan κn fonksiyonel olarak

sıfır olacağından
T ′(s) = κg(s)Q(s)

Q′(s) =−κg(s)Q(s)+ τg(s)n(s)

n′(s) =−τg(s)Q(s)

şeklinde olur. Ardışık türevlerde terimler çoğaldıkça parametreyi yazmak işlemleri

uzatacağından aşağıdaki türevlerde parametreye yer verilmemiştir.

Şimdi dayanak fonksiyonunun sırası ile türevlerini bulalım.

h = 〈α(s),u〉

türevini aldığımızda;

h′ =
〈
α
′,u
〉

(3.33)

olarak bulunur.

3.33 denkleminin türevi alındığında;

h′′ =
〈
T ′,u

〉
elde edilir. 3.22 Frenet denklemleri kullanıldığında

h′′ = κg〈n,u〉 (3.34)

olarak bulunur.
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3.34 denkleminin türevi alındığında;

h′′′ = κ
′
g〈Q,u〉+κg〈−κgT + τgn,u〉

olarak bulunur. Gerekli işlemler yapıldığında;

h′′′ =−κ
2
n 〈T,u〉+κnτg〈n,u〉+κ

′
n〈Q,u〉 (3.35)

olarak bulunur.

3.35 denkleminin türevi alındığında;

h(4) = κ
′′
g 〈Q,u〉+κ

′
g
〈
Q′,u

〉
−2κgκ

′
g〈T,u〉−κ

2
g
〈
T ′,u

〉
+
(
κ
′
gτg +κgτ

′
g
)
〈n,u〉+κgτg〈n′,u

〉
olarak bulunur. 3.22 denklemleri kullanıldığında;

h(4) =
[
κ
′′
g −κ

3
g −κgτ

2
g
]
〈Q,u〉+

[
2κ
′
gτg +κgτ

′
g
]
〈n,u〉−3κgκ

′
g〈T,u〉 (3.36)

olarak bulunur.

3.36 denkleminin türevi alındığında;

h(5) =
[
κ
′′
g −3κ

′
gκ

2
g −κ

′
gτ

2
g −2κgτgτ

′
g
]
〈Q,u〉

+
(
κ
′′
g −κ

3
g −κgτ

2
g
)〈

Q′,u
〉
+
(
2κ
′′
g τg +3κ

′
gτ
′
g +κgτ

′′
g
)
〈n,u〉

+
[
2κ
′
gτg +κgτ

′
g
]〈

n′,u
〉
−
[
3
(
κ
′
g
)2

+3κgκ
′′
g

]
〈T,u〉−3κgκ

′
g
〈
T ′,u

〉
olarak bulunur. 3.22 denklemleri kullanılıp gerekli işlemler yapıldığında;

h(5) =
[
κ
′′′
g −6κ

′
gκ

2
g −3κ

′
gτ

2
g −3κgτ

′
gτg
]
〈Q,u〉

+
[
3κ
′′
g τg−κ

3
g τg−κgτ

3
g +3κ

′
gτ
′
g +κgτ

′
g
]
〈n,u〉

−
[
4κ
′′
g κg−κ

4
g −κ

2
g τ

2
g +3

(
κ
′
g
)2
]
〈T,u〉

(3.37)

şeklinde elde edilir.

(1)⇒) : Kabul edelim ki h′ = 0 olsun;
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h′ = 〈T,u〉

eşitliği

〈T,u〉= 0

olur. Dolayısıyla T ⊥ u denir. Buradan;

u = λQ+µn (3.38)

olacak şekilde λ ,µ ∈ R vardır.

⇐) : Kabul edelim ki u = λQ+µn olsun;

h′ = 〈T,u〉

eşitliği bu durumda;

h′ = 〈T,λQ+µn〉

olarak yazılır. Frenet Denklemlerinden yararlanıldığına ve iç çarpımın özelliği kullanıldığında;

h′ = 0

olarak bulunur.

(2)⇒) : Kabul edelim ki h′ = h′′ = 0 olsun;

h′′ = κg〈Q,u〉

eşitliği bu duruma;

κg〈Q,u〉= 0

olur. Burada 3.38 kullanıldığında;

λκg = 0

bulunur. Buradan;

κg = 0 (3.39)
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elde edilir.

⇐) : Kabul edelim ki u = λQ+µn ve κg = 0 olsun;

h′ = 0

olduğu açıktır.

h′′ = 〈T ′,u〉

3.22 denklemleri kullanıldığında;

h′′ = κg〈Q,u〉

elde edilir. buradan;

h′′ = 0

olarak bulunur.

(3)⇒) : Kabul edelim ki h′ = h′′ = h′′′ = 0 olsun;

h′′′ = κ
′
g〈Q,u〉−κ

2
g 〈T,u〉+κgτg〈n,u〉

eşitliği bu duruma;

κ
′
g〈Q,u〉−κ

2
g 〈T,u〉+κgτg,〈n,u〉= 0

olarak yazılır. Burada 3.38 ve 3.39 kullanıldığında;

λκ
′
g = 0

elde edilir. Buradan;

κ
′
g = 0 (3.40)

olarak bulunur.

⇐) : u = λQ+µn ve κg = κ ′g = 0 kabul edildiğinde h′ = h′′ = h′′′ = 0 olacağı açıktır.

(4)⇒) : Kabul edelim ki h′ = h′′ = h′′′ = h(4) = 0 olsun;
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h(4) =
[
κ
′′
g −κ

3
g −κgτ

2
g
]
〈Q,u〉+

[
2κ
′
gτg +κgτ

′
g
]
〈n,u〉−3κgκ

′
g〈T,u〉

denklemi artık;

[κ ′′g −κ
3
g −κgτ

2
g ]〈Q,u〉+

[
2κ
′
gτg +κgτ

′
g
]
〈n,u〉−3κgκ

′
g〈T,u〉= 0

olarak yazılabilir. Burada 3.38, 3.39 ve 3.40 denklemleri kullanıldığında;

λκ
′′
g = 0

elde edilir. Buradan;

κ
′′
g = 0 (3.41)

olarak bulunur.

⇐) : u = λQ+µn ve κg = κ ′g = κ ′′g = 0 kabul edildiğinde h′ = h′′ = h′′′ = h(4) = 0 olacağı

açıktır.

(5)⇒) : Kabul edelim ki h′ = h′′ = h′′′ = h(4) = h(5) = 0 olsun;

h(5) =
[
κ
′′′
g −6κ

′
gκ

2
g −3κ

′
gτ

2
g −3κgτgτ

′
g
]
〈Q,u〉

+
[
3κ
′′
g τg−κ

3
g τg−κgτ

3
g +3κgτ

′
g +κgτ

′′
g
]
〈n,u〉

−
[
4κ
′′
g κg−κ

4
g −κ

2
g τ

2
g +3

(
κ
′
g
)2
]
〈T,u〉

burada 3.38, 3.39, 3.40 ve 3.41 denklemleri kullanılırsa;

λκ
′′′
g = 0

elde edilir. Buradan;

κ
′′′
g = 0 (3.42)

olarak bulunur.

⇐) : u = λQ + µn ve κg = κ ′g = κ ′′g = κ ′′′g = 0 kabul edildiğinde

h′ = h′′ = h′′′ = h(4) = h(5) = 0 olacağı açıktır.
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3.2. Öklid Uzayında Bishop Çatısına Göre Karesel Uzaklık ve Dayanak Fonksiyonları
ile Tekillikleri

3.4 Tanım : 3 boyutlu Öklt uzayında {T,M1,M2,k1,k2} kümesinde; {T,M1,M2} α eğrisinin

Bishop çatısı ve {k1,k2} ise α eğrisinin Bishop Çatısına göre birinci ve ikinci eğrilik fonksi-

yonları olarak adlandırılıyor.

Bishop çatısının türev fonkiyonları ise;

 T

M1

M2


′

=

 0 k1 k2

−k1 0 0

−k2 0 0


 T

M1

M2


ile verilmiştir. (Bishop 1975)

3.2.1. Öklid uzayında Bishop çatısına göre bir eğrinin karesel uzaklık tonksiyonunun
tekilliği

3.5 Teorem : α : I → M regüler birim hızlı bir eğri olsun. ∀s ∈ I noktasında Bishop çatısı

{T (s),M1(s),M2(s)} ve Tanım 3.1 verilen karesel uzaklık fonksiyonu F(s,u) = 〈α(s)−
u,α(s)−u〉 olmak üzere;

(1) f ′(s) = 0⇔ α(s)−u = λM1(s)+µM2(s) olacak şekilde λ ,µ ∈ R

(2) f ′(s) = f ′′(s) = 0⇔ α(s)−u = λM1(s)+µM2(s) , λk1(s)+µk2(s) =−1

(3) f ′(s) = f ′′(s) = f ′′′(s) = 0⇔ α(s)− u = λM1(s) + µM2(s) , λk1(s) + µk2(s) = −1,

λk′1(s)+µk′2(s) = 0

(4) f ′(s) = f ′′(s) = f ′′′(s) = f (4)(s) = 0 ⇔ α(s) − u = λM1(s) + µM2(s) ,

λk1(s)+µk2(s) =−1, λk′1(s)+µk′2(s) = 0, λk′′1(s)+µk′′2(s) = 0

(5) f ′(s) = f ′′(s) = f ′′′(s) = f (4)(s) = f (5)(s) = 0 ⇔ α(s) − u = λM1(s) + µM2(s),

λk1(s) + µk2(s) = −1, λk′1(s) + µk′2(s) = 0, λk′′1(s) + µk′′2(s) = 0,

λk′′′1 (s)+µk′′′2 (s) = 0

koşulları sağlanır.
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Kanıt : Öklid uzayında Bishop çatısı için {T ′,M′1,M′2} T (s)

M1(s)

M2(s)


′

=

 0 k1(s) k2(s)

−k1(s) 0 0

−k2(s) 0 0


 T (s)

M1(s)

M2(s)


yardmıyla;

T ′(s) = k1(s)M1(s)+ k2(s)M2(s)

M′1(s) =−k1(s)T (s)

M′2(s) =−k2(s)T (s)

(3.43)

şeklinde olur. Ardışık türevlerde terimler çoğaldıkça parametreyi yazmak işlemleri

uzatacağından aşağıdaki türevlerde parametreye yer verilmemiştir.

Şimdi karesel uzaklık fonksiyonunun sırası ile türevlerini bulalım.

f = 〈α−u,α−u〉

türevini aldığımızda;

f ′ =
〈
α
′,α−u

〉
+
〈
α−u,α ′

〉
burada iç çarpımın değişme özelliği kullanıldığında;

1
2

f ′ = 〈T,α−u〉 (3.44)

olarak bulunur.

3.44 denkleminin türevi alındığında;

1
2

f ′′ = 〈T ′,α−u〉+ 〈T,α ′〉

3.43 denklemlerinden yararlanıldığında ve gerekli işlemler yapıldığında;

1
2

f ′′ = k1〈M1,α−u〉+ k2〈M2,α−u〉+1 (3.45)

olarak bulunur.
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3.45 denkleminin türevi alındığında ;

1
2

f ′′′= k′1〈M1,α−u〉+k1〈M′1,α−u〉+k1〈M1,α
′〉+k′2〈M2,α−u〉+k2〈M′2,α−u〉+k2〈M2,α

′〉

elde edilir.3.43 denklemleri kullanılıp gerekli işlemler yapıldığında;

1
2

f ′′′ =−
[
k2

1 + k2
2
]
〈T,α−u〉+ k′1〈M1,α−u〉+ k′2〈M2,α−u〉 (3.46)

olarak bulunur.

3.46 denkleminin türevi alındığında;

1
2

f (4) =−2
[
k′1k1 + k′2k2

]
〈T,α−u〉−

[
k2

1 + k2
2
][
〈T ′,α−u〉+ 〈T,T 〉

]
+ k′′1〈M1,α−u〉+ k′1〈M′1,α−u〉+ k′1〈M1,α

′〉

+ k′′2〈M2,α−u〉+ k′2〈M′2,α−u〉+ k′2〈M2,α
′〉

elde edilir. 3.43 denklemleri kullanıldığında ve gerekli işlemer yapıldığında;

1
2

f (4) =−3
[
k1k′1 + k2k′2

]
〈T,α−u〉

+
[
k′′1 − k1(k2

1 + k2
2)
]
〈M1,α−u〉

+
[
k′′2 − k2(k2

1 + k2
2)
]
〈M2,α−u〉− (k2

1 + k2
2)

(3.47)

olarak bulunur.

3.47 denkleminin türevi alındığında;
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1
2

f (5) =−3
[
k′′1k1 +(k′1)

2 + k′′2k2 +(k′2)
2]〈T,α−u〉

−3
[
k1k′1 + k2k′2

][
〈T ′,α−u〉+ 〈T,α ′〉

]
+
[
k′′′1 − k′1(k

2
1 + k2

2)−2k1(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M1,α−u〉

+
[
k′′1 − k1(k2

1 + k2
2)
][
〈M′1,α−u〉+ 〈M1,α

′〉
]

+
[
k′′′2 − k′2(k

2
1 + k2

2)−2k2(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M2,α−u〉

+
[
k′′2 − k2(k2

1 + k2
2)
][
〈M′2,α−u〉+ 〈M2,α

′〉
]

−2
[
k′1k1 + k′2k2

]

elde edilir. 3.43 denklemleri kullanıldığında ve gerekli işlemer yapıldığında;

1
2

f (5) =−
[
4k′′1k1 +3(k′1)

2 +4k′′2k2 +3(k′2)
2− (k2

1 + k2
2)
]
〈T,α−u〉

+
[
k′′′1 − k′1(k

2
1 + k2

2)−5k1(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M1,α−u〉

+
[
k′′′2 − k′2(k

2
1 + k2

2)−5k2(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M2,α−u〉

−5
[
k′1k1 + k′2k2

]
(3.48)

şeklinde elde edilir.

(1)⇒) : Kabul edelim ki f ′ = 0 olsun;

1
2

f ′ = 〈T,α−u〉

ifadesi bu durumda;

〈T,α−u〉= 0

olarak yazılabilir. Dolayısıyla T ⊥ (α−u) buradan;

(α−u) = λM1 +µM2 (3.49)

olacak şekilde λ ,µ ∈ R vardır.

⇐) : Kabul edelim ki (α−u) = λM1 +µM2 olsun;

1
2

f ′ = 〈T,α−u〉

ifadesi bu durumda
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1
2

f ′ = 〈T,λM1 +µM2〉

olarak yazılabilir. Burada3.43 denklemlerinden yararlanıldığında;

f ′ = 0

olarak bulunur.

(2)⇒) : Kabul edelim ki f ′ = f ′′ = 0 olsun;

1
2

f ′′ = k1〈M1,α−u〉+ k2〈M2,α−u〉+1

ifadesi bu durumda 3.43 ve 3.49 denkleminden yararlanıldığında;

k1 〈M1,α−u〉︸ ︷︷ ︸
λ

+k2 〈M2,α−u〉︸ ︷︷ ︸
µ

+1 = 0

olarak yazılabilir. Buradan;

λk1 +µk2 =−1 (3.50)

olarak bulunur.

⇐) : Kabul edelim ki λk1 +µk2 =−1 olsun;

1
2

f ′ = 〈T,α−u〉

ifadesi 3.49 denklemleminden yarrarlanıldığında;

1
2

f ′ = 〈T,λM1 +µM2〉

elde edilir. Burada 3.43 denklemlerinden yararlanılarak;

f ′ = 0

olarak bulunur.

1
2

f ′′ = k1〈M1,α−u〉+ k2〈M2,α−u〉+1
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ifadesi 3.49 denkleminden yararlanıldığında;

1
2

f ′′ = k1〈M1,λM1 +µM2〉+ k2〈M2,λM1 +µM2〉+1

olarak yazılabilir. 3.43 denklemlerinden yararlanıldığında ve λk1 + µk2 = −1 yerine

yazıldığında;
1
2

f ′′ = 0

olarak bulunur.

(3)⇒) : Kabul edelim ki f ′ = f ′′ = f ′′′ = 0 olsun;

1
2

f ′′′ =−
[
k2

1 + k2
2
]
〈T,α−u〉+ k′1〈M1,α−u〉+ k′2〈M2,α−u〉

denklemi bu durumda

−
[
k2

1 + k2
2
]
〈T,α−u〉︸ ︷︷ ︸

0

+k′1 〈M1,α−u〉︸ ︷︷ ︸
λ

+k′2 〈M2,α−u〉︸ ︷︷ ︸
µ

= 0

olarak yazılır. 3.43 ve 3.49 denklemlerinden yararlanıldığında;

λk′1 +µk′2 = 0 (3.51)

olarak bulunur.

⇐) : (α − u) = λM1 + µM2, λk1 + µk2 = −1 ve λk′1 + µk′2 = 0 kabul edildiğinde

f ′ = f ′′ = f ′′′ = 0 olacağı açıktır.

(4)⇒) : Kabul edelim ki f ′ = f ′′ = f ′′′ = f (4) = 0 olsun;

1
2

f (4) =−3
[
k1k′1 + k2k′2

]
〈T,α−u〉+

[
k′′1 − k1(k2

1 + k2
2)
]
〈M1,α−u〉

+
[
k′′2 − k2(k2

1 + k2
2)
]
〈M2,α−u〉− (k2

1 + k2
2)

ifadesi bu durumda;
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−3
[
k1k′1 + k2k′2

]
〈T,α−u〉︸ ︷︷ ︸

0

+
[
k′′1 − k1(k2

1 + k2
2)
]
〈M1,α−u〉︸ ︷︷ ︸

λ

+
[
k′′2 − k2(k2

1 + k2
2)
]
〈M2,α−u〉︸ ︷︷ ︸

µ

−(k2
1 + k2

2) = 0

olarak yazılabilir. 3.43 denkleminden yararlanıldığında;

[
k′′1 − k1(k2

1 + k2
2)
]

λ +
[
k′′2 − k2(k2

1 + k2
2)
]

µ− (k2
1 + k2

2) = 0

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapıldığında;

− [λk1 +µk2 +1]︸ ︷︷ ︸
0

(k2
1 + k2

2)+λk′′1 +µk′′2 = 0

olarak yazılabilir. 3.49 denkleminden yararlanıldığında;

λk′′1 +µk′′2 = 0

olarak bulunur.

⇐) : (α−u) = λM1 +µM2, λk1 +µk2 =−1, λk′1 +µk′2 = 0 ve λk′′1 +µk′′2 = 0 kabul

edildiğinde f ′ = f ′′ = f ′′′ = f (4) = 0 olacağı açıktır.

(5)⇒) : Kabul edelim ki f ′ = f ′′ = f ′′′ = f (4) = f (5) = 0 olsun;

1
2

f (5) =−
[
4k′′1k1 +3(k′1)

2 +4k′′2k2 +3(k′2)
2− (k2

1 + k2
2)
]
〈T,α−u〉

+
[
k′′′1 − k′1(k

2
1 + k2

2)−5k1(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M1,α−u〉

+
[
k′′′2 − k′2(k

2
1 + k2

2)−5k2(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M2,α−u〉

−5
[
k′1k1 + k′2k2

]

ifadesi bu durumda;
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−
[
4k′′1k1 +3(k′1)

2 +4k′′2k2 +3(k′2)
2− (k2

1 + k2
2)
]
〈T,α−u〉︸ ︷︷ ︸

0

+
[
k′′′1 − k′1(k

2
1 + k2

2)−5k1(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M1,α−u〉︸ ︷︷ ︸

λ

+
[
k′′′2 − k′2(k

2
1 + k2

2)−5k2(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M2,α−u〉︸ ︷︷ ︸

µ

−5
[
k′1k1 + k′2k2

]
= 0

olarak yazılır. Gerekli işlemler yapıldığında;

λk′′′1 +µk′′′2 − (λk′1 +µk′2)︸ ︷︷ ︸
0

(k2
1 + k2

2)−5 [λk1 +µk2 +1]︸ ︷︷ ︸
0

[
k′1k1 + k′2k2

]
elde edilir. Burada 3.43, 3.49, 3.50 ve 3.51 denlemleri kullanıldığında;

λk′′′1 +µk′′′2 = 0

olarak elde edilir.

⇐) : (α − u) = λM1 + µM2, λk1 + µk2 = −1, λk′1 + µk′2 = 0, λk′′1 + µk′′2 = 0 ve

λk′′′1 +µk′′′2 = 0 kabul edildiğinde f ′ = f ′′ = f ′′′ = f (4) = f (5) = 0 olacağı açıktır.

3.2.2. Öklid uzayında Bishop çatısına göre bir eğrinin dayanak fonksiyonunun te-
killiği

3.6 Teorem : α : I → M regüler birim hızlı bir eğri olsun. ∀s ∈ I noktasında Bishop çatısı

{T (s),M1(s),M2(s)} ve Tanım 3.2 verilen dayanak fonksiyonu H(s,u) = 〈α(s),u〉 olmak

üzere;

(1) h′(s) = 0⇔ u = λM1(s)+µM2(s) olacak şekilde λ ,µ ∈ R

(2) h′(s) = h′′(s) = 0⇔ u = λM1(s)+µM2(s) , λk1(s)+µk2(s) = 0

(3) h′(s) = h′′(s) = h′′′(s) = 0 ⇔ u = λM1(s) + µM2(s) , λk1(s) + µk2(s) = 0,

λk′1(s)+µk′2(s) = 0
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(4) h′(s) = h′′(s) = h′′′(s) = h(4)(s) = 0⇔ u = λM1(s) + µM2(s), λk1(s) + µk2(s) = 0,

λk′1(s)+µk′2(s) = 0, λk′′1(s)+µk′′2(s) = 0

(5) h′(s) = h′′(s) = h′′′(s) = h(4)(s) = h(5)(s) = 0 ⇔ u = λM1(s) + µM2(s) ,

λk1(s)+µk2(s) = 0, λk′1(s)+µk′2(s) = 0, λk′′1(s)+µk′′2(s) = 0, λk′′′1 (s)+µk′′′2 (s) = 0

koşulları sağlanır.

Kanıt : Öklid uzayında Bishop çatısı için {T ′,M′1,M′2} T (s)

M1(s)

M2(s)


′

=

 0 k1(s) k2(s)

−k1(s) 0 0

−k2(s) 0 0


 T (s)

M1(s)

M2(s)


yardmıyla;

T ′(s) = k1(s)M1(s)+ k2(s)M2(s)

M′1(s) =−k1(s)T (s)

M′2(s) =−k2(s)T (s)

şeklinde olur. Ardışık türevlerde terimler çoğaldıkça parametreyi yazmak işlemleri

uzatacağından aşağıdaki türevlerde parametreye yer verilmemiştir.

Şimdi dayanak fonksiyonun sırası ile türevlerini bulalım.

h = 〈α,u〉

türevini aldığımızda;

h′ = 〈T,u〉 (3.52)

olarak bulunur.

3.52 denkleminin türevi alındığında;

h′′ = 〈T ′,u〉

3.43 denklemlerinden yararlanıldığında;

h′′ = 〈k1M1 + k2M2,u〉
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gerekli düzenlemeler yapıldığında;

h′′ = k1〈M1,u〉+ k2〈M2,u〉 (3.53)

olarak bulunur.

3.53 denkleminin türevi alındığında;

h′′′ = k′1〈M1,u〉+ k1〈M′1,u〉+ k′2〈M2,u〉 + k2〈M′2,u〉

3.43 denklemlerinden yararlanıldığında;

h′′′ = k′1〈M1,u〉+ k1〈−k1T,u〉+ k′2〈M2,u〉+ k2〈−k2T,u〉

gerekli düzenlemeler yapıldığında;

h′′′ =−(k2
1 + k2

2)〈T,u〉+ k′1〈M1,u〉+ k′2〈M2,u〉 (3.54)

olarak bulunur.

3.54 denkleminin türevi alındığında;

h(4) =−2(k′1k1 + k′2k2)〈T,u〉− (k2
1 + k2

2)〈T ′,u〉

+ k′′1〈M1,u〉+ k′1〈M′1,u〉+ k′′2〈M2,u〉+ k′2〈M′2,u〉

3.43 denklemlerinden yararlanıldığında;

h(4) =−2(k′1k1 + k′2k2)〈T,u〉− (k2
1 + k2

2)〈k1M1+ k2M2,u〉

+ k′′1〈M1,u〉+ k′1〈−k1T,u〉+ k′′2〈M2,u〉+ k′2〈−k2T,u〉
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gerekli işlemler yapıldığında;

h(4) =−3
[
k′1k1 + k′2k2

]
〈T,u〉+

[
k′′1 − k1(k2

1 + k2
2)
]
〈M1,u〉+

[
k′′2 − k2(k2

1 + k2
2)
]
〈M2,u〉

(3.55)

olarak bulunur.

3.55 denkleminin türevi alındığında;

h(5) =−3
[
k′′1k1 +(k′1)

2 + k′′2k2 +(k′2)
2]〈T,u〉

−3
[
k1k′1 + k2k′2

]
〈T ′,u〉

+
[
k′′′1 − k′1(k

2
1 + k2

2)−2k1(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M1,u〉

+
[
k′′1 − k1(k2

1 + k2
2)
]
〈M′1,u〉

+
[
k′′′2 − k′2(k

2
1 + k2

2)−2k2(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M2,u〉

+
[
k′′2 − k2(k2

1 + k2
2)
]
〈M′2,u〉

3.43 denklemlerinden yararlanıldığında;

h(5) =−3
[
k′′1k1 +(k′1)

2 + k′′2k2 +(k′2)
2]〈T,u〉

−3
[
k1k′1 + k2k′2

]
〈k1M1 + k2M2,u〉

+
[
k′′′1 − k′1(k

2
1 + k2

2)−2k1(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M1,u〉

+
[
k′′1 − k1(k2

1 + k2
2)
]
〈−k1T,u〉

+
[
k′′′2 − k′2(k

2
1 + k2

2)−2k2(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M2,u〉

+
[
k′′2 − k2(k2

1 + k2
2)
]
〈−k2T,u〉

gerekli işlemler yapıldığında;

h(5) =−
[
4k′′1k1 +3(k′1)

2 +4k′′2k2 +3(k′2)
2− (k2

1 + k2
2)
]
〈T,u〉

+
[
k′′′1 − k′1(k

2
1 + k2

2)−5k1(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M1,u〉

+
[
k′′′2 − k′2(k

2
1 + k2

2)−5k2(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M2,u〉

(3.56)
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olarak bulunur.

(1)⇒) : Kabul edelim ki h′ = 0 olsun;

h′ = 〈T,u〉

ifadesi artık

〈T,u〉= 0

olarak yazılabilir. Dolayısıyla T ⊥ u buradan;

u = λM1 +µM2 (3.57)

olacak şekilde λ ,µ ∈ R vardır.

⇐) : Kabul edelim ki u = λM1 +µM2 olsun

h′ = 〈T,u〉

ifadesi bu durumda;

h′ = 〈T,λM1 +µM2〉

olarak yazılır burada 3.43 denklemleri kullanıldığında;

h′ = 0

olarak bulunur.

(2)⇒) : Kabul edelim ki h′ = h′′ = 0 olsun;

h′′ = k1〈M1,u〉+ k2〈M2,u〉

ifadesi bu durumda;

k1 〈M1,α−u〉︸ ︷︷ ︸
λ

+k2 〈M2,α−u〉︸ ︷︷ ︸
µ

= 0

elde edilir. Burada 3.43 ve 3.57 denklemleri kullanıldığında;

λk1 +µk2 = 0 (3.58)

olarak bulunur.

⇐) : Kabul edelim ki u = λM1 +µM2 ve λk1 +µk2 = 0 olsun;
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h′ = 〈T,u〉

eşitliği 3.57 eşitliği kullanıldığında;

h′ = 〈T,λM1 +µM2〉

olarak yazılır. 3.43 denklemleri kullanıldığında;

h′ = 0

olarak bulunur.

h′′ = k1〈M1,u〉+ k2〈M2,u〉

eşitliği 3.57 denklemi kullanıldığında;

h′′ = k1〈M1,λM1 +µM2〉+ k2〈M2,λM1 +µM2〉

olarak yazılır. Burada 3.43 denklemleri kullanıldığında;

h′′ = λk1 +µk2

elde edilir. Dolayısıyla

h′′ = 0

olarak bulunur.

(3)⇒) : Kabul edelim ki h′ = h′′ = h′′′ = 0 olsun;

h′′′ =−(k2
1 + k2

2)〈T,u〉+ k′1〈M1,u〉+ k′2〈M2,u〉

denklemi bu durumda

−(k2
1 + k2

2)〈T,u〉︸ ︷︷ ︸
0

+k′1 〈M1,u〉︸ ︷︷ ︸
λ

+k′2 〈M2,u〉︸ ︷︷ ︸
µ

= 0
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olarak yazılır. Burada 3.43 ve 3.57 denklemleri kullanıldığında;

λk′1 +µk′2 = 0 (3.59)

olarak bukunur.

⇐) : u = λM1 +µM2, λk1 +µk2 = 0 ve λk′1 +µk′2 = 0 kabul edildiğinde h′ = h′′ = h′′′ = 0

olacağı açıktır.

(4)⇒) : Kabul edelim ki h′ = h′′ = h′′′ = h(4) = 0 olsun;

h(4) =−3
[
k′1k1 + k′2k2

]
〈T,u〉+

[
k′′1 − k1(k2

1 + k2
2)
]
〈M1,u〉+

[
k′′2 − k2(k2

1 + k2
2)
]
〈M2,u〉

denklemi bu durumda;

−3
[
k′1k1 + k′2k2

]
〈T,u〉︸ ︷︷ ︸

0

+
[
k′′1 − k1(k2

1 + k2
2)
]
〈M1,u〉︸ ︷︷ ︸

λ

+
[
k′′2 − k2(k2

1 + k2
2)
]
〈M2,u〉︸ ︷︷ ︸

µ

= 0

olarak yazılabilir. 3.43 ve 3.57 denklemlerinden yararlanıldığında;

λk′′1 +µk′′2 − (λk1 +µk2)︸ ︷︷ ︸
0

(k2
1 + k2

2) = 0

elde edilir. 3.58 denklemi kullanıldığında;

λk′′1 +µk′′2 = 0 (3.60)

⇐) : u = λM1 + µM2, λk1 + µk2 = 0, λk′1 + µk′2 = 0 ve λk′′1 + µk′′2 = 0 kabul edildiğinde

h′ = h′′ = h′′′ = h(4) = 0 olacağı açıktır.

(5)⇒) : Kabul edelim ki h′ = h′′ = h′′′ = h(4) = h(5) = 0 olsun;
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h(5) =−
[
4k′′1k1 +3(k′1)

2 +4k′′2k2 +3(k′2)
2− (k2

1 + k2
2)
]
〈T,u〉

+
[
k′′′1 − k′1(k

2
1 + k2

2)−5k1(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M1,u〉

+
[
k′′′2 − k′2(k

2
1 + k2

2)−5k2(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M2,u〉

denklemi bu durumda;

−
[
4k′′1k1 +3(k′1)

2 +4k′′2k2 +3(k′2)
2− (k2

1 + k2
2)
]
〈T,u〉︸ ︷︷ ︸

0

+
[
k′′′1 − k′1(k

2
1 + k2

2)−5k1(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M1,u〉︸ ︷︷ ︸

λ

+
[
k′′′2 − k′2(k

2
1 + k2

2)−5k2(k1k′1 + k2k′2)
]
〈M2,u〉︸ ︷︷ ︸

µ

= 0

olarak yazılır. 3.43 ve 3.57 denkelemleri kullanıldığında;

λk′′′1 +µk′′′2 − (λk′1 +µk′2)︸ ︷︷ ︸
0

(k2
1 + k2

2)−5(λk1 +µk2)︸ ︷︷ ︸
0

(k1k′1 + k2k′2) = 0

olarak yazılır. Burada 3.58 ve 3.59 denklemleri kullanıldığında;

λk′′′1 +µk′′′2 = 0 (3.61)

olarak bulunur.

⇐) : u = λM1 + µM2, λk1 + µk2 = 0, λk′1 + µk′2 = 0, λk′′1 + µk′′2 = 0 ve λk′′′1 + µk′′′2 = 0

kabul edildiğinde h′ = h′′ = h′′′ = h(4) = h(5) = 0 olacağı açıktır.
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4. SONUÇ

Bu çalışmada Öklid uzayında bulunan bir yüzeydeki jeodezik ve asimptotik eğrilerin karesel

uzaklık ve dayanak fonksiyonlarının singülerlikleri üzerine çalışılmıştır. Dayanak fonksiyon-

larının birbiri ile benzerlikleri, karesel uzaklık fonksiyonlarının ise birbiri ile benzemezlik-

leri görüldü. Dolayısıyla Teorem 3.1, Teorem 3.2, Teorem 3.3, Teorem 3.4, Teorem 3.5 ve

Teorem 3.6 ile literatüre katkı sunulduğu düşünülmektedir.
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2018- 2021 MEB/Siverek Matematik Öğretmeni
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