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OZET

Diferansiyel hesapla dogrudan ilgili olan tekillik teorisinin geometri ve dolayisiyla geometrik ruhun
yol gosterici bir 151k oldugu matematigin tiim dallari, fizik ve diger disiplinlerle ¢ok fazla ilgisi oldugu
kesindir.

Bir ¢ok geometrici, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda jenerik diferansiyel geometriyi ve tekillikleri incele-
mekle ilgilenmiglerdir. Tekilligi incelemenin temel noktasi, bir egri veya yiizey iizerinde tanimlanan
reel degerli karesel uzaklik ve yiikseklik fonksiyonlarini tanimlamaktir. Extrinsic diferansiyel ge-
ometrinin klasik degismezleri, bu iki fonksiyonun tekillikleri olarak ele alinabilir. Ayrica tekillik
teorisi ile ilgili baz1 iyi yaklasimlar Oklid Geometri, afin geometri, Galile Geometrisi ve Minkowski
geometrisinde bulunabilir.

Bu tezde ii¢ boyutlu Oklid uzayinda uzay egrileri iizerindeki uzaklik ve dayanak fonksiyonlari kav-
ramini tanitildi. Bu fonksiyonlar yardimiyla yiizeyin jeodezik, asimptotik ve egrilik ¢izgilerinin te-
killikleri icin karekterizasyonlar verildi.

Sonug olarak, bir yiizeyin jeodezik, asimptotik ve egrilik ¢izgilerinin tekillikleri ile yukaridaki fonk-
siyonlar i¢in tekillik teorisinin temel tekniklerinin uygulamalari olarak Oklid hareket grubu altinda
bir egrinin diferansiyel geometrik degismezleri arasinda bir iligki kuruldu.

Sayfa Adedi :58
Anahtar Kelimeler : Oklid uzayi, Egriler, Singiilerlik Teorisi.
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SINGULARITIES OF FUNCTIONS ACCORDING TO DIFFERENT FRAMES IN
EUCLIDEAN SPACE
(M. Sc. Thesis)
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ABSTRACT

Singularity theory, being a direct descendant of differential calculus, is certain to have a great deal of
interest to say about geometry and therefore about all the branches of mathematics, physics and other
disciplines where the geometrical spirit is a guiding light.

Several geometers were interested in studying the singularities and generic differential geometry in
three-dimensional Euclidean space. The main point of studying singularity is defining real-valued
functions such as Euclidean squared- distance function and Euclidean height function defined on a
curve or on a surface. The classical invariants of extrinsic differential geometry can be treated as
singularities of these two functions. Also, some good approximations related to singularity theory in
Euclidean Geometry, affine geometry, Galilean Geometry and Minkowski Geometry can be found.

In this thesis we introduce the concept of distance and height functions on space curves in three-
dimensional Euclidean space. With the help of these functions, characterizations are given for the
singularities of geodesic, asymptotic and curvature lines of a surface.

As aresult, a relation is established between the geodesic, asymptotic and curvature line singularities
of a surface and the differential geometric invariants of a curve under the Euclidean motion group as
applications of the basic techniques of singularity theory for the above functions.
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Sekil 2.1. Bilegske Fonksiyon

SEKILLER DIiZiNi
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler

> T 0= M

Aciklama

Birim hizli regiiler egri

Oklid uzayinda bir yiizey

Egrinin tegeti

Yiizeyin normali

O0=TxXn

Jeodezik egrilik fonksiyonu
Asimptotik egrilik fonsiyonu
Jeodezik burulma fonksiyonu
Reel Sayilar kiimesi

Reel Sayilar iizerinde bir agik aralik
n boyutlu reel uzay

Karesel uzaklik fonksiyonu

Bir degiskenli uzaklik fonksiyonu
Dayanak fonksiyonu

Bir degiskenli dayanak fonksiyonu



1. GIRIS

Bu tezde Oklid uzayinda yiizey iizerinde egrilerin tekilliklerini inceleyecegimizden dolayi,

bu boliimde Oklid uzayinin bazi cebirsel 6zelliklerini verecegiz.

1.1 Tanim A # @ bir kiime ve V de F cismi iizerinde bir vektor uzay:r olsun. Asagidaki
onermeleri saglayan bir
f:AXA—YV

fonksiyonu varsa A kiimesine V' vektor uzayi ile birlesen bir afin uzay denir.

(i) VP,Q,R € Aigin f(P,Q) + f(Q,R) = f(P.R).

(ii)) VP € A ve Vo € V igin f(P,Q) = a olacak bigimde bir tek Q € A noktasi vardir.

Burada P,Q € A igin f(P,Q) = Fé seklinde gosterilir. P noktasina Fé vektoriiniin baslangi¢
noktasi, Q noktasina da bitis (u¢) noktasi denir (Hacisalihoglu H., 1982: 270).

1.2 Tanim R” kiimesi reel sirall n- lilerin kiimesidir. Yani
Rn: {(plu»pn) |Pj GR,]: 1,,}’1}

R" kiimesinin elemanlar1 hem kiimenin noktalarin1 hem de bu noktalara karsilik gelen konum

vektorlerini gosterir.
R" kiimesi iizerinde bir i¢ iglem olarak toplama islemi

p=(p1,---,pn) ER" ve q=(q1,...,q0) €R"

olmak iizere,

P+q=(p1+4q1,-.,Pnt+qn)

seklinde ve R” kiimesi iizerinde bir dig islem olarak skalerle carpma iglemi de A € R olmak
lizere;

Ap=(Api,...,Apy)

seklinde tanimlidir.
Sonug¢ : R kiimesi bu islemlere gore R reel sayilar cismi lizerinde bir vektor uzayidir.
Sonug : R" kiimesi R" vektor uzayiyla birlesen bir afin uzaydir.

1.3 Tanim v = (vi,vy,...,v,) € R" bir vektor olmak iizere v vektoriiniin normu veya



bityiikltigii ||v|| notasyonuyla gosterilip,

¥l =/} +3 43+ 42

seklindedir (Anton H., 2010)

1.4 Tanim R” kiimesinde u = (uy,uy,...,u,) ve v= (vi,va,...,v,) noktalar verilsin. Bu

durumda u ve v noktalar arasindaki uzaklik d(u,v) ile gosterilip

du,v)=|u—v| = \/(ul —v1)2+ (uz—vz)2+s+ (un—v,,)2

seklindedir (Anton H., 2010).

1.5 Tanim R”" vektor uzayinda p = (py,...,pn) ve q = (q1,.-.,qn) vektorleri verilsin. Bu

vektorlerin skaler ¢carpimlari (veya noktasal ¢arpimlart) (p,q) ile gosterilip
n
(p.q) =Y, pja
j=1

seklindedir, Bu ¢arpim bir i¢ carpimdir ve bu i¢ carpima Oklid i¢ carpim denir (Anton H.,
2010).

Sonug : R" kiimesi R” vektor uzayiyla birlesen bir afin uzay1 olup, ayn1 zamanda R" vektor
uzayi iizerinde Oklid i¢ carpimi tammlandigindan dolayr R” afin uzayma bir Oklid uzay:
denir (Hacisalihoglu H., 1982: 270).

1.6 Tamim M yiizeyi R? Oklid uzayinda bir regiiler yiizey ve v € R? olsun. Bu durumda
hf:M—R

h(p) = (p,v) ve f(p) = |[p—v|*.

seklinde tanimli fonksiyonlara sirasiyla v vektoriine gore dayanak fonksiyonu ve karesel
uzaklik fonksiyonu denir ( Gray A., 2006)

1.7 Tanim 7 C R bir agik aralik olmak iizere
a: I CR— R} a(x) = (a(x),0(x),03(x))

diferansiyellenebilir fonksiyonuna (yani koordinat fonksiyonlar1 diferansiyellenebilir) uzayda

bir egri denir. Burada «; : I — R diizgiin fonksiyonlarina o egrisinin Oklidyen koordinat



fonksiyonlar1 denir (O’Neill B., 1966: 411).

1.8 Tamm o :1 —R> a = (0,0, a3) egrisi R uzayinda bir egri olsun. I arahgindaki her

t sayis1 icin « erisinin ¢ degerine karsilik gelen a(f) noktasindaki teget vektor

o (1) = (d‘“ (1), 3% ), 4% <r>) )

dt dt dt

seklindedir. Bu vektor ayn1 zamanda () noktasindaki hiz vektoriidiir. Hiz vektoriiniin normu
ise egrinin ilgili noktadaki hizidir. Ayrica bir egrinin hiz vektorii her ¢ degeri i¢in sifirdan

farkliysa egriye regiiler egri denir (O’Neill B., 1966: 411).

1.9 Tanim o : I — R3 bir egri olsun. Eger h : J — I fonksiyonu diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ise bu durumda
B=oh):J >R

bilegske fonksiyonuda diferansiyellenebilir bir fonksiyon olup bu fonksiyona o nin 4 ta-
rafindan elde edilen yeni parametrizasyonu denir. Bu parametrik gosterimler ayni egrinin
farklh parcalarin1 gosterebilir (O’Neill B., 1966: 411).

1.10 Tanim Fizikte, hareketli bir par¢aciin almis aldig1 yol, pargaciin hizinin zamana gore

integralidir. Sonug olarak egrinin # = a dan t = b ye o egrisinin yay uzunlugu

b
|l

seklindedir (O’Neill B., 1966: 411)

Asagida ispatin1 vermeyecegimiz temel diferansiyel geometride iyi bilinen bir teoremi ve-

recegiz.

1.1 Teorem Eger o egrisi R uzayinda bir regiiler egri ise, bu durumda 8 birim hizl olacak
sekilde o parametrik gosteriminden elde edilmis B parametrik gosterimi vardir (O’Neill B.,
1966: 411).

1.11 Tamm o : I — R3 egrisi iizerinde bir ¥ vektor alani, I arahigindaki her bir ¢ elde edilen
o.(t) noktasina bir Y (¢) tanjant vektorii karsilik getiren fonksiyondur (O’Neill B., 1966: 411).

1.12 Tanim B : I — R3 birim hizl bir egri olsun. Yani her s € I icin ||8/(s)|| = 1 olsun. Bu

durumda B iizerinde T (s) = B’(s) vektor alanina birim teget vektor alani denir.

Birim teget vektor alammin tiirevi yani 77(s) = B”(s) vektor alan1 R® uzayinda egrinin



donmesini dlger. T’ (s) vektor alanina 8 egrisinin egrilik vektor alan1 denir (O’ Neill B., 1966:
411)

Sonu¢ (T,T) = 1 esitlifinden tiirev alindiginda; 2(T', T') = 0 esitligi elde edilir. Dolayisiyla

T’ vektor alani her zaman T vektor alanina ortogonaldir, yani 8 egrisine normaldir.

1.13 Tanim Egrilik vektor alaninin normuyla tanimlanan reel degerli fonksiyona 8 egrisinin

egrilik fonksiyonu «x ile gosterilip her s € I icin

k(s) = [[T(s)]]

seklindedir. k fonksiyonu Vs € i¢in  egrisinin donmesinin ol¢iisiinii verir (O’ Neill B., 1966:
411).

1.14 Tanim f egrisi tizerinde N(s) = T'(s)/x(s) vektor alanina B egrisinin asal normal
vektor alant denir. Ayrica B(s) = T(s) x N(s) vektor alanina 8 egrisinin binormal vektor
alan1 denir (O’Neill B., 1966: 411).

1.2 Yardimc1 Teorem f egrisi R? Oklid uzayinda birim hizli ve k¥ > 0 olan bir egri olsun.
Bu durumda B egrisi iizerinde T, N, ve B vektor alanlari birim vektor alanlari olup her bir
noktada birbirlerine ortogonal olan vektor alanlaridir (O’Neill B., 1966: 411).

1.15 Tamm f egrisi tizerinde tammh {7, N, B} ortonormal kiimesine f3 egrisinin Frenet cati
alanm1 denir (O’Neill B., 1966: 411).

1.3 Teorem (Frenet formiilleri). Eger B : I — R egrisi birim hizl bir egri ve k > 0 olmak

lizere, bu durumda

T = KN
N = —«xT +1B
B = —TN

seklindedir. Bu denklemlere 8 egrisinin Frenet denklemleri denir. Burada t fonksiyonuna f3
egrisinin burulma fonksiyonu denir (O’Neill B., 1966: 411)

1.16 Tanim Bir koordinat yamas1 j : D — R> seklinde taniml fonksiyon bire-bir ve regiiler
bir doniisiime bir koordinat yamasi denir. Burada D kiimesi R? uzayinda bir acik kiimedir.
Eger x koordinat yamasi i¢in

x ix(D)—=D

fonksiyonu var ve siirekliyse bu durumda, ) koordinat yamasina has koordinat yamasi adi
verilir (O’Neill B., 1966: 411).



1.17 Tamm R? uzayinmn bir M alt kiimesi icin M kiimesinin her p noktas1 icin goriintiisii p
nin M kiimesinde kalan en az bir komsulugunu iceren bir has koordinat yamasi varsa, bu
durumda M kiimesi R3 uzayinda bir yiizeydir (O’Neill B., 1966: 411)

1.18 Tanim Eger y : D — R3 seklindeki regiiler bir doniisiimiin goriintiisii M yiizeyi iize-
rindeyse bu durumda y doniisiimiine M kiimesinde ki (D) bolgesinin bir parametrizasyonu
denir (O’Neill B., 1966: 411)

1.19 Tamm M C R3 yiizeyinin bir y parametrizasyonu verilsin. Bu durumda yiizey iizerinde

birim normal vektor alani
Xu X Xy

n= -
200 X 2|
seklindeir.

1.4 Yardimci Teorem Eger o egrisi o : I — M seklinde M ylizeyinin bir } parametrizasyo-

nun y (D) goriintiisiindeyse bu durumda
o(t) = x (ou (1), x(1)) hert,

olacak sekilde her 7 icin; bir tek ayp, a; differensiyellenebilir fonksiyonlar vardir. Bu durumda
kisaca

o=y (o1, )

seklindedir.

Bir M yiizeyi iizerinde bir o egrisi verilsin. Bu egri iizerinde {7, N, B} Frenet catis1 diginda,
egrinin her noktasinda ikinci bir cati daha vardir. 7' vektor alani egrinin birim teget vektor
alan1 ve n birim vektor alanida yiizeyin her noktasinda tanimli birim normal vektor alani
olsun. Bu durumda Q = n x T vektor alam1 hem T ve hem de n vektor alanlarina diktir.
Ayrica T ve n vektor alanlari birim vektor alanlart olduklarindan Q vektor alanida bir birim

vektor alamdir. Dolayisiyla {7, Q,n} kiimesi egri iizerinde hareketli bir ¢ati alanidir.

1.20 Tamim M bir yiizey ve a egrisi yiizey lizerinde bir egri olsun. Bu durumda {T,Q,n}

catisina Darbux catisi veya teget-normal ¢at1 alani denir (Gray A., 2006).

1.5 Teorem M bir yiizey ve o egrisi M yiizeyi iizerinde bir egri olsun. Bu durumda Dar-

bux veya teget-normal ¢at1 alanini olusturan vektor alanlarinin tiirev denklemleri matris for-



munda; )
T 0 K K T

seklindedir. Burada kg, k;,, ve T, sirasiyla jeodezik egrilik, normal egrilik ve jeodezik bu-

rulma fonksiyonlaridir. Ayrica bu egrilikler arasinda
K*=(T",T') = K+ K,

seklinde bir iligki bulunmaktadir. Burada x? ifadesi, & egrisinin karesel egriligidir.



2. MATERYAL VE YONTEMLER

Bu iinitede; tezde bir yontem olarak kullanilan tekillik teorisi ile ilgili temel kavramlara yer

verilmistir.

2.1.  Tekillik Teorisi ile Ilgili Baz1 Temel Kavramlar

Fonksiyonlarin tekilliklerini incelemek bazen ¢ok zor hatta olanaksiz olabilir. Bu gibi durum-
larda bu fonksiyonlar yerine, bunlarla ayni tip tekillige sahip olan daha basit fonksiyonlarla

calisabiliriz. Bu ise fonksiyonlar arasinda tanimlanan esdegerlikle miimkiin kilinabilir.

2.1 Tammm Uj;,i = 1,2 reel sayilar kiimesinde iki acik alt kiime olmak iizere;
f,' Ut — R

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Burada Uj;,t#; sembolii; bu fonksiyonlarin nokta-

larinin bir #; komgulugunda tanimlandigini gosterir. Eger
h:Vi— W
fonksiyonu bir diffeomorfizm (parametre degisimi) ve
vVt eV

icin;

h(n) =12, f1(t) = fa(h(1)) —c
olacak sekilde #; € V; olan V; C U; agik komguluklar1 ve bir ¢ € R sayist varsa; #; nok-
tas1 komsulugunda f; fonksiyonu, #, noktas1 komsulugunda f> fonksiyonuna esdegerdirler
(veya sag esdegerdirler) denir (Bruce ve Giblin, 1992: 321).
Bu durumda #; noktas1 komsulugunda f; fonksiyonu bir parametre degisimi ve sabit farkiyla
tp noktas1t komgulugunda f> fonksiyonundan elde edilebilir. Ayrica fonksiyonlar arasindaki
esdegerlik bagintisinin bir denklik bagintis1 oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu tanim sema

ile gosterilebilir.

U13V1£>R
hl \J
UzDVZQR

Sekil 2.1. Bileske Fonksiyon



Fonksiyonlar arasindaki esdegerligi belirleme kriteri icin asagidaki teoremin Onemi biiyiiktiir.

2.1 Teorem f: IR, ty — R bir diizgiin fonksiyon ve k > 0 bir tamsay1 olsun. Eger 1 <k < p
olan tiim p sayilari i¢in;

P (t9) =0, F*¥ (1) # 0

ise 7o noktas1 komsulugundaki f fonksiyonu, O noktas1 komsulugundaki
g:R,0— R, g(t) = £

fonksiyonuna sag-esdegerdir.
Burada g fonksiyonunun isareti, f (k“)(to) degerinin pozitif veya negatif olmasina gore

sirastyla (+) veya (-) isaretini alir.
Kanit (Bruce ve Giblin, 1992: 321). O]

2.2 Yardimc1 Teorem Hadamard Lemmasi
f:R,tp — R bir diizgiin fonksiyon ve k > 0 bir tamsay1 olsun. Eger 1 < k < p olan tiim p
say1lar1 icin;
P (1) =0
olsun. Bu durumda;

() = ft0) +(t —10) £ (1)

olacak sekilde fi : R,z — R diizgiin fonksiyonu vardir. Eger f**1) (1)) # 0 seklinde ise
f1(to) # 0 seklindedir.

Kanit (Bruce ve Giblin, 1992: 321). O

2.2 Tamm Ay Tekilligi
f :R,to — R diizgiin fonksiyonu +r¥*! fonksiyonuna sag esdeger olsun. Tanum 2.1 ve
Teorem 2.1 den dolay1 1 < k < p olan tiim p sayilari icin; £()(1y) =0 FED(19) £0
olur. Bu durumda k£ > O icin f fonksiyonuna ¢y noktasinda A Tekilligine sahiptir denir.(Bruce
ve Giblin, 1992: 321).

2.3 Tamim Bir Fonksiyonun Jeti

f 1 R,tp — R diizgiin (diferansiyellenebilir) fonksiyonunun bir 7y noktas1 komsulugundaki



Taylor serisi;

(r—10)
2!

(r—1)"

n!

f(2) = f(t0) + (t —10) f' (10) + (o) +...+ 7 (t0) + ...

seklindedir. Burada ¢ yerine ¢ 4 #( yazildainda, fonksiyonun Taylor serisi;

f(t+to) :f(to)+lf'(to)+t2f”(to)+...+%f(") (fo) +- ..

elde edilir. Bu durumda k > 1 bir tamsay1 olmak iizere;

2 k
TS (t0) =t (t0) + 3y " (t0) ..+ 7 £ (1)

polinomuna f fonksiyonunun 7o noktasindaki k-jeti denir (Bruce ve Giblin, 1992: 321 ).

2.4 Tamim Dallanmalar-Unfoldindgs
Bir f fonksiyonunu iceren fonksiyonlarin ailesine, f fonksiyonun dallanmalar1 denir (Bruce
ve Giblin, 1992: 321).

Ornegin f(¢) = > fonksiyonun en genel dallanmasi
F (t,x1,x,x3) = 2 4 x18° + xo1% + x3t
seklindedir. Burada r* terimi uygun bir doniisiimle yok edilebileceginden yazilmamistir.
F :RxR", (t9,x0) = R

seklinde diizgiin bir fonksiyon olsun. Bu F fonksiyonunu asagidaki gibi iki fonksiyon ailesi
belirtir.

1) Buna gore ilk fonksiyon ailest;
Fo:Ritg >R F(t) =F (t,x1,...,%)

seklinde olup r-parametreli, 1-degiskenli bir fonksiyon ailesidir.

ii) Ikinci fonksiyon ailesi de;
F:R" ) xg = R F(x) =F (t,x1,...,x)
seklinde olup 1-parametreli, r-degiskenli bir fonksiyon ailesidir. Eger
Fo:Rtg = R, f(t) = F(t) = F (t,x1,...,X)

seklinde yazildiginda F fonksiyonuna, f fonksiyonunun 1-degiskenli r-parametreli dallan-
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masi denir (Bruce ve Giblin, 1992:321 ).

Sonug¢ Bir fo noktasinda Ay singiilerligine sahip olan her f : R, 7y — R fonksiyonu, bu 7y nok-

tastnin komsulugunda g(¢) = #**! fonksiyonlarindan birine indirgenebilirdir (esdegerdir).
Kanit Teorem 2.1 ve Tanim 2.2 den aciktir. ]

2.5 Tamim (p)-Versal Dallanma

G :R xR (19,x0) = R,

G(t,x) = 5 x4 x4+ s+ x5!

seklinde tanimli fonksiyon ailesine; fy noktasinda g(¢) = ¢! fonksiyonunun bir (p)- ver-
sal dallanmasi denir (Bruce ve Giblin, 1992: 321). F fonksiyonunun (p)-versal dallanma

olmasiyla ilgili kriterlerden biri matris kriteridir.
2.3 Teorem (p)-Versallik i¢cin Matris Kriteri

Fo: Rt >R, F(t) =F (t,x1,...,x)

esitligiyle tanimlanan F fonksiyonu, bir #y noktast komsulugunda Ay tekilligine sahip olan
bir f fonksiyonunun bir dallanmasi olsun (k > 1).

Bu durumda g—f fonksiyonlarinin (k — 1). dereceden jetleri;

2 k
T (t0) =t (t0) + 3y " (t0) ..+ 7 £ (1)

esitliginden

oF
l

seklinde olmak iizere; F fonksiyon ailesinin, f fonksiyonunun bir (p)-versal dallanmasi ol-

masi icin gerek ve yeter kosul a—F t,X0 fonksiyonlarinin;
¢n g y sul 55, y

JdF
Jk—l (x (l,)ﬂ))) (tO) = (xli[—|—062il‘2-|—. ...-l—a(k,l),-t(k_]),i: 1,..,r
i

esitliiyle verilen (k — 1). dereceden jetlerinin olusturdugu lineer denklem sisteminin,

k—1) xr) tipindeki o0 = (¢j; ) katsayilar matrisinin rankinin (k— 1) sayisina esit olmasidir.
J y $

Kanit (Bruce ve Giblin, 1992: 321). O]
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2.6 Tanim Versal Dallanma

G :RxR¥ (19,x0) = R,

G(t,x) = £ fxq 4201 + 5+ x5!

seklinde taniml1 fonksiyon ailesine; 7y noktasinda g(z) = +¢**! fonksiyonunun bir versal
dallanmasi denir (Bruce ve Giblin, 1992: 321). F fonksiyonunun versal dallanma olmasiyla

ilgili kriterlerden biri matris kriteridir:
2.4 Teorem Versallik I¢cin Matris Kriteri

Fo:Rjtg >R F(t) =F (t,x1,...,%)

esitligiyle tanimlanan F fonksiyonu, bir 7y noktas1 komsulugunda A;— tekilligi sahip olan
bir f fonksiyonunun dallanmasi olsun (k > 1). Bu durumda g—f (t,x0) fonksiyonlarinin fy

noktasindaki sabit ile birlikte (k — 1). dereceden jetleri;

2 k
T (t0) =t (10) + 3y " (t0) + ..+ £ (1)

esitliginden

JoF
Jk—l (E (Z,X())) (l‘o) = O0p; + oyt + (XZiiz—f- e +a(k_1)ii(k_l)7i = 1, o r
i

seklinde olmak {iizere; F fonksiyon ailesinin, f fonksiyonunun bir versal dallanma olmasi

icin gerek ve yeter kosul g—f (t,x0) fonksiyonlarinin

JdF
]k—] (3 (I,XO)) ([0> = Op; + 0t + (le'iz-i- e +(X(k,1)il'(k_1),l' = 1, o
i

esitliiyle verilen (k — 1). dereceden jetlerinin olugturdugu lineer denklem sisteminin, (k x r)

tipindeki o0 = (oc_ ,~,~) katsayilar matrisinin rankinin k sayisina esit olmasidir.
Kanit (Bruce ve Giblin, 1992: 321). O]

2.7 Tanim
Fo: Rt =R, F(t) =F (t,x1,...,x)

denklemiyle tanimlanan 1-degiskenli, r-parametreli F* fonksiyon ailesi ele alinsin:
)

DF:{xeR’:F:%—f:O, te]R}
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kiimesine F' fonksiyonlar ailesinin zarfi veya diskriminant1 denir.
i)
JF 0°F

RF:{XGR’.F:E ﬁzo ,IER}

kiimesine F fonksiyonlar ailesinin sirt (regresyon) kiimesi denir.
i)

sz{(t,x)E]Rer:%—I;=0}

kiimesine F fonksiyonlar ailesinin (¢,x) noktasindaki tekil kiimesi denir.
v)
OF 0°F
Br=qxeR: —=—-5=0,tcR
F {x ot 0r? ’ }
kiimesine F fonksiyonlar ailesinin ayrisim (bifurcation) kiimesi denir (Bruce ve Giblin,
1992: 321).

Sonug¢ 1) A1 - tekilligine sahip olan noktalar zarf kiimesindedirler fakat bunun tersi her zaman
dogru degildir. Clinkii zarfin singiiler noktalar1 A singiilerliine sahip degildir. A; tekilliine
sahip olan noktalar zarfin regiiler noktalar1 yani sirt noktas1 olmayan zarf noktalaridir.

i) A, - tekilligini saglayan noktalar, F' fonksiyonun sirt(regresyon) noktalar1 kiimesinde bu-
lunurlar.

ii1) Eger zarf ve sirt noktalar i¢in, ' = 0 sart1 kaldirilirsa, bulunan noktalarin kiimesi sirasiyla

tekil ve ayrigim kiimeleri olur.
Kanit Tamim 2.7 de verilen kiimeler icin Tanim 2.2 kullanilirsa ispat aciktir. ]

2.5 Teorem
Fo:Rito = R, f(t) = F(t) = F (t,x1,...,X)

esitligiyle tanimlanan F : R x R", (¢p,x9) — R fonksiyon ailesi, bir #y noktasinda Ay - te-

killigine sahip olan bir f fonksiyonunun r-parametreli bir dallanmasi olsun (k > 1).

(1) F fonksiyon ailesi bir (p)-versal dallanma olsun. Bu durumda;
(a) k = 2 icin, Br ayrisim kiimesi; {0} x R"~! kiimesine lokal olarak diffeomorftur.
(b) k = 3 i¢in, Br ayrisim kiimesi; C x R’~2 kiimesine lokal olarak diffeomorftur.

(c) k =4 icin, Br ayrisim kiimesi; SW x R~ kiimesine lokal olarak diffeomorftur.

(2) F fonksiyon ailesi bir versal dallanma olsun. Bu durumda;
(a) k= 11i¢in, Dp diskriminant kiimesi; {0} x R”~! kiimesine lokal olarak diffeomorftur.
(b) k =2 i¢in, Df diskriminant kiimesi; C X R”~2 kiimesine lokal olarak diffeomorftur.

(c) k =3 icin, D diskriminant kiimesi; SW x R" =3 kiimesine lokal olarak diffeomorftur.



Burada C = {(x1,x2) | X = x%} koseli (ordinary cusp) egrisi ve
SW = {(xl,xz,xg) | x; = 3ut + v, xy = 4 +2uv,x3 = v}

parametrik denklemiyle belli olan kirlangi¢ kuyrugu (swallowtail) yiizeyidir.

13
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3. BULGULAR

3.1. Oklid Uzayinda Darboux Catisina Gore Karesel Uzakhk ve Dayanak Fonksiyon-
lari ile Tekillikleri

Oklid uzayinda bir M yiizeyinin iizerinde bulunan bir egriye bagli olarak tanimlanan karesel
uzaklik ve dayanak fonksiyonlarinin tekilliklerini inceliyoruz.

Bunun i¢in gerekli ardigik tiirevlerin sifir olma kogsullarinm ifade etmeliyiz.

Bunun icin ise genel egri olma durumundan hareket edip daha sonra 6zel durumlara gecis
yapabiliriz.

Fakat egriliklerin sifir olma 6zel durumlarim1 en basta kullanmak hesaplamalar

kolaylastiracagindan 6zel egrilerin tekilliklerini arastirdik.

3.1 Tamim : I C R bir acik aralik M C E? yonlendirilebilir bir yiizey ve M yiizeyi iizerinde
o : I — M regiiler birim hizli jeodezik bir egri ve u, M yiizeyi lizerinde sabit bir nokta
olsun. Bu egri igin Vs € I noktasindaki Darboux Catis1 {7'(s), Q(s),n(s)} olmak iizere;

F:IxS* >R

F(s,u) = (a(s) —u,a(s) —u)

seklinde tanimli iki parametreli diizgiin fonksiyonlarin ailesi olarak F (s,u) fonksiyonuna M
yiizeyi lizerinde karesel uzaklik fonksiyonu denir. u sabit bir nokta oldugu i¢in f(s) = F (s, u)

olarak yazilabilir.
3.1.1. Oklid uzayinda Darboux catisina gore jeodezik bir egri icin karesel uzakhik
fonksiyonunun tekilligi

3.1 Teorem : « : I — M regiiler birim hizli jeodezik bir egri olsun. Vs € I noktasinda Dar-
boux catist {T'(s),Q(s),n(s)} ve karesel uzaklik fonksiyonu F(s,u) = (o(s) — u, a(s) — u)

olmak tiizere;

(1) f'(s) =0 & a(s) —u=A0Q(s) + un(s)

2) f'(s) = f"(s) =0 & als) —u=2A0Q(s) — cn(s)

B) f1(s) = f"(s) = f"(s) =0 = afs) —u = K;(f)"f(;()s) 0(s) = o n(s)

@ f'(s) = f"(s) = f"(s) = fH(s) = 0 &
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(5) f1(s) = f"(s) = f"(s) = fH(s) = fO)(s) =0 &

K (5) (5) T =51,(5) 16, (5) 7 (5) + 3563 (5) T4 (5) 5 (5) + 6% (5) (15,(5)) " 7 ()

+6/(k(5)) T(s) + Ko (5)K2(5) T2 (5),

1 (5)Ku(5) % (5) = K2 ()% (5) +2 (11 (5)) T (5) + Ku() K1 () T4,

kosullar1 saglanir.

Kanit : Oklid uzayinda Darboux catist icin {T’,Q’,n’} tiirev formiilleri

7(s) 0 k() &)\ [ T6)
O(s) = —xg(s) 0 Tg(s) 0(s)
n(s) —Ku(s) —Tg(s) O n(s)

seklindedir. Burada egrimiz jeodezik bir egri oldugundan k, fonksiyonel olarak sifir

olacagindan, jeodezik egri i¢in Frenet Formiilleri;

s) = Tg(s)n(s) (3.1)

seklinde olur. Ardisik tiirevlerde terimler cogaldikca parametreyi yazmak islemleri

uzatacagindan asagidaki tiirevlerde parametreye yer verilmemistir.

Simdi karesel uzaklik fonkisyonunun sirasi ile tiirevlerini bulalim.

f:<05—u,06—u>



tiirevini aldigimizda;
fr={(d a—u)+{a—ua)

burada i¢ ¢carpimin de8isme 6zelligi kullanildiginda;
=T
— — —Uu
2 )
seklinde bulunur.

3.2 denkleminin tiirevi alindiginda;

= (T e )+ (1)

elde edilir. Burada 3.1 Frenet tiirev formiilleri kullanildiginda;

1
Ef":KMn,Oc—u)—l—l

olarak bulunur.

3.3 denkleminin tiirevi alindiginda;

lf///: K,/1<n’a_u>_|_Kn<n/’a—u>+1€n<n,(x’>
2 ;

0

3.1 formiilleri uygulandiginda;

1
Ef’” =K, (n, & — u) + K, (K, T — 7,0, 0 — u)

olur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda;

1
Ef/// _ K',/l<l’l,05—u> — K,%<T,O£—M> — KnTg<Q;(X—M>

olarak bulunur.

3.4 denkleminin tiirevi alindiginda;

16

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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lf(“) =k (n,a —u)+ K, (n',a —u)+ K, (n,o) — 2, K (T, & —u) — k2 (T", & — u)
2 ——

0
— ko (T, ') — KT (Q, 00 — ) — Kn T4 {Q, & — 1) — K Tg (O, 04 — 1) + K Ty (O, ')
I 0

3.1 formiilleri uygulandiginda;

1
S =l o — )+ 16 (1T — 7,0, 00— u) = 20K (T, 00— )

— Ky (K, 0 — 1) — Ky — (KT + Kn Ty ) (Q, 00 — 1) — Ky Tg (Ten, 00 — 11)

olur. Gerekli diizenlemeler yapilip benzer ifadeler bir araya toplanildiginda;

1
Ef(4) = (& — K — KTy ) (00— u) — (2K, T4 + K Ty) (Q, 0 — ) — 3K (T, O — ut) — Ky
3.5)
olarak bulunur.
3.5 denkleminin tiirevi alindiginda;
1
Ef(S) = [k = 3Kk — K Tg — 2K Ty Te] (n, 0 —u) + [k — K — KTy | [(n, 00 —u) + (n,0')]
0
— [2K) T + 35, Ty + K Ty | (Q, & — ) — [2K,Tg + K, T | [(Q, 00— u) + (0, )]
0

— [31(,/1/1(”4—3 (K,;)2] (T, o0 —u) = 3x,K,[(T', 0t —u) + (T, &')] — 2K, K;,
——

1

3.1 formiilleri uygulandiginda;

1
Ef(S) = [K) = 3K K7 — KTy — 2Kn Ty Tg] (m, 0 — ) + [K)) — Ky — K Tp | (— KT — T,Q, 06 — 1)

— (2K, T, 4 3K, Ty + K,y | (Q, 00 — u) — [2K, Ty + K, Ty | (Ten, 00 — u)

- |:3K,/1/Kn—|—3 (K,;)Z] (T, 00 —u) — 3K, K [{(Kynt, & — 1) + 1] — 2K, K,



olarak bulunur. Gerekli igslemler yapilip benzer ifadeler bir araya toplanildiginda;

1
L9 [ — 6 32— 37 )

— Bt — KT — ang +3%, Ty + KTy | (Q, 0 — )

_ [41(,’1’1@1 — K — KTy +3 (K,’,)z} (T, —u) — 5Kk,

seklinde elde edilir.
(1) =): Kabul edelim ki " = 0 olsun;

%f/:<T,Ot—u>

esitligi;

(T,oo—u)y=0

olur. Dolayisiyla 7' L o — u denir. Buradan;

o—u=AQ+un

olacak sekilde A, u € R vardur.

< ): Kabul edelim ki o —u = AQ + un olsun;

= (o
ifadesinde yerine yazildiginda;
~f' = (T, AQ+un)
elde edilir. Buradan
f'=0

olarak bulunur.

18
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(2) =): kabul edelim ki f' = f”” = 0 olsun;

1
Ef”:Kn(n,(x—u)—}—l

ifadesi artik
Kp(n,ao—u)+1=0

olarak bulunur. Burada 3.1 Frenet Formiilleri ve 3.7 kullanildiginda;
Uk, +1=0

elde edilir. Buradan;

=

olarak bulunur. 3.7 de yerine yazildiginda;

Ot—uz?LQ—in (3.8)

n

olarak bulunur.

< ): Kabul edelim ki 0t —u = 2Q — 4-n olsun
= (T
— e —Uu
2 )
ifadesinde yerine yazildiginda 3.7 kullanildiinda;
=0

olarak bulunur ve .
Ef// =Kpy(n,a —u)+1

ifadesinde yerine yazilip 3.1 kullanildiginda;
f// — 0
olarak bulunur.

(3) =): Kabul edelim ki /' = f” = f"" = 0 olsun

1
5f/// _ Kr/l<n7a_u> — K3<T,OC—M> — Kn’L'g<Q,(X—u>



ifadesi bu durumda;

i, (n, 0 —u) — 12 (T, 0 — ) — Ky T (Q, & —u) = 0
S———r S———

3.7 esitligi kullnildiginda;

%nl . — AK,Te =0
elde edilir. Buradan; /
=
olarak bulunur. 3.7 de yerine yazildiginda;
—K, 1
o—u= K,%T:, 0- En

olarak bulunur.

E)ra—u= A 0— Kinn kabul edildiginde; f' = f” = f”" = 0 olacag1 agiktir.

K2 T,

(4) =): Kabul edelim ki f/ = f” = f"” = f*) = 0 olsun;

1
Ef(4) = [K) — & — K] (n, 0 — u) — [2K), T + KTy ] (Q, 00 — u) — 3K, (T, 06 — ) — K,

n 8

ifadesi bu durumda 3.9 denkleminden yararlanildiginda;

-1 -1 —1 —K —K
— K — Ky — — KTy — 2 KTy — — KTy — Ky =0
K Ko Ky K2 T, K2T,

olarak bulunur. Burada gerekli islemler yapildiginda;

1 4 2,3 1\ 2 !t 4. _
— Ky KnTg + K, Tg + K, T, +2(K,) " Tg + Kk, Ty — Ky Tg = 0

elde edilir. Buradan;

7 2.3 7\ 2 /o
Ky KnTg = K, Ty +2 (1) " Tg + KK, Ty

olarak bulunur.

20

3.9

2
n

(3.10)
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. /! 2.3 N2 ) o —x 1 [
< ) K KnTg = KTy +2(K,)" T + KnK, T, V€ & —u = K%T’;Q — &, kabul edildiginde

f'=f"=f"=f% =0 olacag agiktur.

(5)=): Kabul edelim ki f' = " = f" = f®¥ = (5 = 0 olsun;

1

Ef(S) = [k — 6K k7 — 3K,T5 — 3KnTyTg | (n, 0t — u)
— BT, — KT — ang +35%, Ty + KTy | (Q, & — )
_ [41(,’1’1@1 — Ky — KTy +3 (K,’,)z} (T, —u) — 5Kk,

ifadesi bu durumda;

[k = 6%, = 3K,70 31,7, 7] (.00 — )

-1
Kn

—~Brt,— KT — ang + 3K, Ty + K Ty | (Q, 00— u)
—————

—K,

K21
v [41<,’1’Kn — Ky — KTy +3 (K‘,’l)z} (T, —u) —5k.1, =0
0

olarak elde edilir. 3.8 denkleminden yararlanildiginda;

—1
(K6 — 61, K2 — 3K, Tp — 3K, T, Ty | (—)
n

/
—K
/! / 7 /
— [3K) 7y — KTy — Kn Ty + 3K Ty + KTy | (o) = 5Kk =
n g

gerekli iglemler yapildiginda;

m.o2 . A l.23 3 7.2 "oJ N2 s ;21
Ky Ky Ty = 2K, Ky Ty + 3K, Ty Ty + 3K, K, K, Tp + 35, (K, )™ T + K, K, T,

olarak bulunur. 3.10 denkleminden yararlanildiginda;

2 3
Ky K Ty = SK K T) + 3K Ty Ty + 6y (K5) " T4 + 6 (K,) Tg + KKy Ty (3.11)

olarak bulunur.
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) KKt = SKKIT, + kTt + 6K, (k)T + 6(k) T + KLkt
K (5)Kn(5) T (5) = K2 ()73 (5) + 2 (5 (9))” T (s) + K (5) K5 () Ty (5) ve & —u = ,23'2; Q—n
kabul edildiginde f' = f” = " = f* = fO) = 0 olacag: aciktrr. O

3.2 Tanim : I C R bir agik aralik M C E? yonlendirilebilir bir yiizey ve M yiizeyi iizerinde
o : I — M regiiler birim hizl1 bir egri ve u, M yiizeyi iizerinde bir birim vektor olsun. Bu
egri icin Vs € I noktasindaki Darboux Catist {T'(s),Q(s),n(s)} olmak iizere;

H:IxS* SR

H(s,u) = {a(s),u)

seklinde taniml iki parametreli diizgiin fonksiyonlarin ailesi olarak H (s,u) fonksiyonuna M
yiizeyi tizerinde dayanak fonksiyonu denir. u bir vektor oldugu icin A(s) = H(s,u) olarak

yazilabilir.

3.1.2. Oklid uzayinda Darboux catisina gore jeodezik bir egri icin dayanak fonksiyo-
nunun tekilligi

3.2 Teorem : « : I — M regiiler birim hizli jeodezik bir egri olsun. Vs € I noktasinda Dar-
boux catist {T'(s),Q(s),n(s)} ve dayanak fonksiyonu H(s,u) = {(a(s),u) olmak iizere;
(L)W (s) =04 u=AQ(s) + un(s)

QKW (s)=h'(s) =0 u=A0(s)+un(s), x,(s)=0

QW (s)=n'(s)=h"(s)=0=u=A0(s)+un, K,(s)=xKl(s)=0

@K (s)=h"(s)=h"(s)=hP(s) =02 u=A0(s)+un(s), Ki(s)=xK\(s)=x"(s)=0
5) H(s) = W'(s) = W'(s) = h(s) = WO(s) = 0 & u = AQ(s) + un(s),

Kn(s) = Ky (s) = 15 (s) = 1, (s) = 0

kosullar1 saglanir.

Kanit : Oklid uzayinda Darboux catist icin {T’,Q’,n’}

TG) \ 0 k() Ka(s)\ [ T(s)
O(s) = | —K(s) 0 Tg(s) Q(s)
n(s) —Kn(s) —Tg(s) O n(s)

yardimiyla hesaplaniyor fakat egrimiz jeodezik bir egri oldugundan k, fonksiyonel olarak

sifir olacagindan
T'(s) = Kn(s)n(s)
0'(s) =1
n'(s) = —Ka(5)T (5) — Tg(5)Q(s)
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seklinde olur. Ardisik tiirevlerde terimler cogaldikca parametreyi yazmak islemleri

uzatacagindan asagidaki tiirevlerde parametreye yer verilmemistir.

Simdi dayanak fonkisyonunun sirast ile tiirevlerini bulalim

h=(a(s),u)
tiirevini aldigimizda

i = (o u)
seklinde bulunur.
3.12 denkleminin tiirevi alindiginda;

W = (T, u)

elde edilir. 3.1 Frenet tiirev formiilleri kullanuldiginda;

W' =k, (n,u)

olarak bulunur.
3.13 denkleminin tiirevi alindiginda;
W' =« (n,u) + K, (— K, T — 7,0, u)

olarak bulunur. Gerekli islemler yapildinda;

h/// - _K3<T7u> - ang<Q7u> + Kr,l<na Lt)

olarak bulunur.

3.14 denkleminin tiirevi alindiginda;

(3.12)

(3.13)

(3.14)

WY = 216,10 (T,u) — k2 {T",u) [~ Tg — KnTg) (Q,u) — KnTg (Q' 1) + 1) (n,u) + 16, (', ut)

olarak bulunur. Burada 3.1 denklemleri kullanildiginda;



W) = = 216,16, (T, u) — 163 (Kn,u) [—1 7 — KTy (Q, 1)

— K Te(Tgn, u) + K, (n,u) + K, (— &k, T — T,0, u)
elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda;

W = =316,k (T, u) — [K,7e + KTy + KnTg| (Q,u1) — [K5 + KTy — K11 | (n,u0)
olarak bulunur.

3.15 denkleminin tiirevi alindiinda;

n

hS) [_3 (K')Z_sxnx,;’} (T, u) — 3, . (Kun, u)
— 1) Tg + K, Ty + K, Ty + K, Ty + K Ty | (Q, 1)
— [k, T + KTy + K Tg | (Tgn, u)
— [3K K + KT + 2K Ty Ty — K] (m, )
_ [Kj + K‘n‘L'g2 — K | (— 1T — 7,0, u)

olarak bulunur. Burada 3.1 denklemleri kullanilip gerekli islemler yapildiginda;
h) = [—3 (K,’l)2 — 3K Ky, + K Ty — KnK,/l/] (T, u)
— 2K Ty + 2K, T + KTy + K Ty — K Ty — Kn Ty | (O, 1)

2. /) 2 / 2 I
— [6K; K, +25,T; + 3K, Ty Tg + K T, — K, | (m,u1)

seklinde elde edilir.

(1) =) : Kabul edelim ki 4" = 0 olsun;

esitligi;

olur. Dolayisiyla 7' L u denir. Buradan;

24

(3.15)

(3.16)
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u= Q-+ un (3.17)

olacak sekilde A, u € R vardir.

<) : Kabul edelim ki u = AQ + pn olsun;
B = (T,u)

esitligi bu durumda;
W = (T,AQ+ un)

olarak yazilabilir. Frenet Denklemlerinden yararlanildiginda ve i¢ carpimin 6zelligi kul-
lanildiginda;
=0

olarak bulunur.
(2)=) : Kabul edelim ki /' = h” = 0 olsun;
B = <T/7Lt>

esitligi bu durumda;
(T',uy=0

olur. Burada 3.1 denklemleri kullanildiginda;

Kq(n,u) =0
ve burada 3.17 kullanildiginda;
KU =0
bulunur. Buradan;
K, =0 (3.18)

olarak bulunur.
<) : Kabul edelim ki u = AQ + un ve K, = 0 olsun;

=0
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oldugu agiktir.

B = <T’,u>
3.1 denklemleri kullanildiginda;
W' = K, (n,u)
elde edilir. Buradan;
h// — O

olarak bulunur.
(3)=") : Kabul edelim ki /' = h" = """ = 0 olsun;
W' = —K,%(T, u) — KnTe(Q,u) + K (n,u)

esitligi bu durumda;
— K2 (T, u) — KT (Q, 1) + K (n,u) = 0

olarak yazilir. 3.18 denklemi kullanildiginda;

pux, =0
olarak bulunur. Buradan;
K‘,/l =0 (3.19)

olarak bulunur.

<) :u=AQ+ unve x, = x, = 0 kabul edildiginde #' = h"" = k""" = 0 olacag agiktir.

(4)=) : Kabul edelim ki #’ = #" = """ = h¥) = 0 olsun;

WY = 316,k (T, u) — [, Tg + K Ty + K Tg | (Q, ) — [k + ang — x| (n,u)

olarak bulunur. Burada 3.18 ve 3.19 kullanildiginda;

piy =0

olur. Buradan;
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K =0 (3.20)

olarak bulunur.

<):iu=A0+ unve , = &, = &/ = 0 kabul edildiginde &' = h"" = h"" = h*) = 0 olacag:
aciktir.

(5)=) : Kabul edelim ki &' = 1" = h"" = h*) = h®) = 0 olsun;

) — [_3 () = 3iukl! + K+ K222 — K ] (T, u)
— [26)/ Ty + 2K T, + KTy + K Ty — K T — K T2 | (O, 1)
— [6K7 K7, + 20, Tp + 3K Ty Ty + Kn Ty — K| (m,10)
burada 3.18, 3.19 ve 3.20 denklemleri kullanilirsa;

[,LKI// 0
olur. Buradan;

K,’[ "=0 (3.21)
olarak bulunur.
S AQ + un ve Kk, = K, = k, = k. = 0 kabul edildiginde

W=n"= h’” h4) = h®) = 0 olacag: agiktir.

]

3.3 Tanim : I C R bir agik aralik M C E? yonlendirilebilir bir yiizey ve M yiizeyi iizerinde
o : I — M regiiler birim hizli asimptotik bir egri ve u, M yiizeyi lizerinde sabit bir nokta
olsun. Bu egri i¢in Vs € I noktasindaki Darboux Catisi {7 (s),Q(s),n(s)} olmak iizere;

F:IxS* SR

F(s,u) = (a(s)—u,a(s)—u)
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seklinde taniml iki parametreli diizgiin fonksiyonlarin ailesi olarak F (s, u) fonksiyonuna M
ylizeyi lizerinde karesel uzaklik fonksiyonu denir. u sabit bir nokta oldugu igin f(s) = F (s, u)

olarak yazilabilir.
3.1.3. Oklid uzayinda Darboux catisia gore asimptotik bir egri icin karesel uzakhik
fonksiyonunun tekilligi

3.3 Teorem : « : I — M regiiler birim hizli asimptotik bir egri olsun. Vs € I noktasinda Dar-
boux catis1 {T'(s),Q(s),n(s)} ve karesel uzaklik fonksiyonu F(s,u) = (o(s) — u, a(s) — u)

olmak tiizere;

(1) f'(s) =0 & a(s) —u=A0Q(s) + un(s)

@) f(s)=f"(s,u) =0 & 00 —u = —50(s) + pn(s)

() 11(5) = £"(5) = f"(s) = 0 als) —u =~ h50() + 5o n(s)
) F(s) = F/(s) = £7(s) = fI(5) = 0 &
K7 (5) K (5) T 5) = K2 (5) 73 (5) + 2 (K5 (5)) Tel5) + g )5 5) T4 ()
o)== 500 Kégrsg)@)”“)

S) /() =f"(s)=f"(s) = fD(s)=fO(s) =0«

Kg,”(s) Kg (s)Te(s) =5 Kg, (s) Kg (s) 7:3 (s)+3 Ks (s) Tg, (s) Tg (s) +6%K,(s) (Ké', (s)) 2 Tg, (s)

+6/(K4(5)) To(s) + KL (5) K2 (5) T (5)

S)—u=— ! s K‘é(s) n(s
) 1= 520t Eyrm

kosullar1 saglanir.
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Kamit : Oklid uzayinda Darboux catis1 igin {77, Q’,n’}

T(s) 0 Ke(s)  Kuls) T
os) | = —Kels) 0 Tg(s)
n(s) —Ku(s) —Tg(s) O

Q
—~
o)
~—

S

(5)

yardmlyla hesaplaniyor fakat egrimiz asimptotik bir egri oldugundan «;, fonksiyonel olarak

sifir oldugundan

T' = Kk, 0
Q' = —Kk, 0+ Tn (3.22)
n' = —T,0

seklinde olur. Ardigik tiirevlerde terimler cogaldik¢ca parametreyi yazmak islemleri
uzatacagindan agsagidaki tiirevlerde parametreye yer verilmemistir.

Simdi karesel uzaklik fonksiyonunun sirasi ile tiirevlerini bulalim.

f:<a—l/t,06—bt>

tiirevini aldigimizda;
fr={ad",a—u)+{a—ua)

burada i¢ carpimin de8isme 6zelligi kullanildiginda
1,
Ef =(T,a—u) (3.23)
seklinde bulunur.
3.23 denkleminin tiirevi alindiginda;
lf”: (T',o0—u)+(T,T)
2 ) )
olarak bulunur. 3.22 denklemleri ve i¢ ¢arpinin 6zelligi kullanildiginda;

%f”: Ke(Q,a—u)+1 (3.24)

olarak bulunur. 3.24 denkleminin tiirevi alindiginda;

1
51" =K. a—u) + 1 (0 a—u) + (0.
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elde edilir. Burada 3.22 denklemleri ve i¢ carpimin 6zelligi kullanildiginda;

1
5f”/ = Kk(Q, & — u) — K (T, 0 — ) + Ky Ty (n, & — u1) (3.25)

olarak bulunur.

3.25 denkleminin tiirevi alindiginda;

1
S =0, a—u) + (0 0 —u) + {0, o)
2k (T 0 —u) — i (T o) = G (T T)

+ (K Ty + Ky Ty) (n, 00— u) + Ky T (0, 00— u) + K Ty (n, @)

elde edilir. 3.22 denklemleri kullanildiginda;

1
5f(4) :K‘;,/<Q, a—u)— KgK§<T, o —u)+ K§Tg<n, o —u)

3 2
— 2K, Ko (T, 00 — 1) — K (Q, 00 — u) — K
(+K5To + KgTy) (n, 00— 1) — Ky T4 (Q, 00 — u1)

olarak bulunur. Gerekli islemler yapildigina;

%f(4) = [Kg _ Ks — Kgrg} (Q,00 —uy — 3KgK£,<T, o —u)

(3.26)

2
25T, + Ty 1] (n, 00 —u) — K

olarak bulunur. 3.26 denkleminin tiirevi alindiginda;

1
Ef(s) = Ky — 3Ky K, — K, Ty — 2K, Te Ty ] (Q, 00 — u)
[ icg — K5 — K75 (T, 00— ) + [} Tg — Tgky — Kq T3 | (m, 00 — 1)
2
— [3 (k)" — 31<g1<é’} (T, 00— u) — 3k; k{0, 0t — u)
+ [2K T, + 3%, Ty + K Ty | (m, 00— u)
— [2K77 + TyKy Te] (O, & — u) — 5Kk,
Gerekli diizenlemeler yapilip 3.22 denklemleri kullanildiginda;
1
Ef(s) =Kk} — 6K,k — 3K, Ty — 3Ky Ty Ty] (O, 00 — )
— [ =t = x2e2 43 (1) + 3y (T — ) (3.27)
(3] Ty — K Ty — Ky Ty + 3Ky Ty + Ty Kg | (1, 00— 1) — 5K, K}

olarak bulunur.
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(1)=) : Kabul edelim ki f’ = 0 olsun;

1/_ /
Ef-—<a,a—40

esitligi
(T, a—uy=0

olur. Dolayisiyla T L o — u denir. Buradan

a—u=AQ+un (3.28)

olacak sekilde A, i € R vardir.

<) : Kabul edelim ki @ —u = AQ + un olsun;

1
Ef/ = <T7 a— I/l>
ifadesinde yerine yazildiginda;
_fl = <T,7LQ+H”>
elde edilir. Buradan
=0

olarak bulunur.

(2)=) : Kabul edelim ki f' = f” = 0 olsun;

1
Ef”:Kg<Q,OC—u>+1

ifadesi artik;
(0, a—u)+1=0

olarak bulunur. Buradan 3.22 denklemleri ve 3.28 kullanildiginda;
Akg+1=0

elde edilir. Buradan;
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olarak bulunur. 3.28 de yerine yazildiginda;
1
¢—u=——0+un (3.29)
Ke

olarak bulunur.

<) : Kabul edelim ki o0 —u = —Kng—i— (n olsun;

1
Ef/ = <T, o — l/l>
ifadesinde yerine yazildiginda 3.28 kullanildiginda;
=0
olarak bulunur ve

1
Ef” = Kg<Q,Oc—u> +1

ifadesinde yerine yazildiginda 3.22 denklemi kullanildiginda;
f// — 0

olarak bulunur.

(3)=) : Kabul edelim ki f' = f”" = """ = 0 olsun;

1
5f”’ = Ké,(Q,OC—LO — K§<T,a—u) + Ko Tg(n, 00 — u)

ifadesi bu durumda;

K, (Q, 00 —u) — kg (T, 0 — ) + Ky Ty (0,0 —u) =0
Ky

olarak yazilir. Buradan;

1 /
—?gkgqt/,ucgrg =0

elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda;

K./
u = —g
2



olarak bulunur. Bu durumda 3.29 de yerine yazildiginda;

/
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oO—u= 3.30
. K2 Tg (3.30)
olarak bulunur.
)a— Q—i— el kabul edildiginde f' = f” = f"” = 0 olacag1 agiktir.
(4)=) : Kabul edelim ki f' = f" = f"" = f*) = 0 olsun;
1 (4) /" 3 /
Ef = [y — K, — K, g]<Q, u) — 3, K, (T, 00 — )
ifadesi bu durumda 3.30 denkleminden yararlanildiginda;
1 3 2 —1 / / Ké 2
0= [k — Ky — KTy T |26, Tg + Ty K | 2. Ke
g g8
olarak bulunur. Gerekli islemler yapildigidiginda;
K Ty + KT+ KoTo +2 (K1) T + Ko Ko7, — KTy = 0
elde edilir. Buradan;
K Ky Ty = K270 42 (KL)% T + KL T, (3.31)
olarak bulunur.
S E K 'Ky Ty = K273 +2( ) Ty + K‘g ’ ve o0 — U = ——Q+ anh kabul edildiginde

f'=f"=f"=f% =0 olacag: agiktur.

(5)=) : Kabul edelim ki ' = f" = f" = f® = f0) = 0 olsun;

1
Ef(S) :|: (;//—61( K, —3K/T2—3KngTé:| <Q,(X—u>

—[Kglcg—K‘g T +3(k ) + 31K ](Ta i)
[3K) 7, — Kgfg— KTy -+ 3K Ty + Ty Kg | (n, 00— 1) — 5K,k

ifadesi bu durumda;



34

|:K/// _

/ 2 / 2 /
Y — OKyKy — 3K, Ty — 3K, T Ty ] (Q, 00— u)

e
Kg
2
— [K‘Z:,/Kg— Ky — Ky T, +3 (k) +3Kg1€£,/} (T, —u)
————

0

3Ty — KTy — Ko To + 3KLT, 4 TV i | (n, 00— u) — 5Kk, =0
g g~ Ke 2] {1 g
3%, g ¢ 3K T+ T K g

/
K

Kgfg

olarak elde edilir. 3.30 denkleminden yararlanildiginda;

—1
/11 /2 /2 !
(K" — 6Ky Ky — 3K, Ty — 3K, Ty T, (—Kg )

/

K;
/ 3 3 I, " 4 ;o
+ [Br T — K, T — K T, + 3K, Ty + Ty K| (—5—) — 5Kk =0

K2 Ty
gerekli iglemler yapildiginda;
2 2.3 2.3 2 2
Ky Ky To = +2Kg Ky Ty + 3T, K, Ty + 3K, Ky Ko Tg +3 (kg ) ™ ToKg + Ky Ky Ty
elde edilir. 3.31 denkleminden yararlanildiginda;
K KTy = SKLKCTD + 360127, + 6 (k1) 1+ 6 (k) Tk + K2 KT (3.32)
olarak bulunur.
3 2
<) o oKIKgT, = SKiKGT, + 31T, + 6(K)) T + 6(Ky) Tk 4+ KoKy,
2 K,
iy ()15 (5)Tg(s) = Kg(s)rg(s) +2 (Ké(s)) Tg(s) + Kg(5) kg (5) T (s) ve ad —u = —Kng+ ?’ign
kabul edildiginde f' = f” = f" = f#) = ) = 0 olacag aciktur.
O

3.1.4. Oklid uzaymda Darboux catisia gore asimptotik bir egri icin dayanak fonksi-
yonunun tekilligi

3.4 Teorem : o : [ — M regiiler birim hizli asimptotik bir egri olsun. Vs € I noktasinda Dar-
boux catist {T'(s),Q(s),n(s)} ve dayanak fonksiyonu H(s,u) = (a(s),u) olmak iizere;
(1) h(s)' =0 u = A0(s) + n(s)
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kosullar saglanir.

Kanit : Oklid uzayinda Darboux catist icin {T7,Q’,n’}

T(s) 0 Ke(s)  Ku(s) T(s)
@) | =| k() 0 (o) O(s)
n(s) —Ku(s) —Tg(s) O n(s)

yardmiyla hesaplaniyor fakat egrimiz asimptotik bir egri oldugundan k;, fonksiyonel olarak

sifir olacagindan
1" = K (5)0(s)
Q' (s) = —K4(5)Q(s) + o (s)n(s)
n'(s) = —14(s)Q(s)
seklinde olur. Ardisik tiirevlerde terimler cogaldikca parametreyi yazmak islemleri

uzatacagindan asagidaki tiirevlerde parametreye yer verilmemistir.

Simdi dayanak fonksiyonunun sirasi ile tiirevlerini bulalim.

h=(o(s),u)
tiirevini aldigimizda;

H = {a u) (3.33)
olarak bulunur.
3.33 denkleminin tiirevi alindiginda;

B = <T/, u>

elde edilir. 3.22 Frenet denklemleri kullanildiginda
B = Ky (n,u) (3.34)

olarak bulunur.
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3.34 denkleminin tiirevi alindiginda;

h" = 13(Q,u) + Kg(— K, T + Tyn, u)

olarak bulunur. Gerekli islemler yapildiginda;
W' = — i (T, u) + K Tg (n,u) + K, (Q, u) (3.35)
olarak bulunur.

3.35 denkleminin tiirevi alindiginda;

WY = Ky (s 10) + 1 ( Q' u) = 2Ky (T 1) — i (T 1) + (K, T + K Ty) (,0) + K T (0

olarak bulunur. 3.22 denklemleri kullanildiginda;

WY = [kl — 16 — 16, T2] (1) + [2K} Ty + K, T, | (n,u) — 3K} (T, 1) (3.36)

olarak bulunur.

3.36 denkleminin tiirevi alindiginda;

W) =[K] 3K, K2 — K, T2 — 2K, T, Ty) (O, 1)
+ (k) — i; — kg Tg) (Q ) + (2K) Ty + 3K, T, + K Ty ) (1)
o (20 i) (') = 3 (k4)* 4 3y | () = 3y 4 (7, )

olarak bulunur. 3.22 denklemleri kullanilip gerekli islemler yapildiginda;

5 2
n) = [ " 61( 3K§Tg —3K‘gT£,Tg] (Q,u)
+ 3kl 7 — K'g Ty — KT, + 3K, Ty + Ko Ty | (n,10) (3.37)
2
— [41(2,’1% — Ky — Ko Ty +3 (k) } (T,u)

seklinde elde edilir.

(1) =) : Kabul edelim ki 4’ = 0 olsun;
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B = (T,u)
esitligi
(T,u)=0
olur. Dolayisiyla T | u denir. Buradan;
u=2A0+ un (3.38)

olacak sekilde A, u € R vardir.

<) : Kabul edelim ki # = AQ + un olsun;

B = (T,u)

esitligi bu durumda;

W ={(T,AQ+ un)
olarak yazilir. Frenet Denklemlerinden yararlanildigina ve i¢ ¢arpimin 6zelligi kullanildiginda;
=0
olarak bulunur.

(2)=) : Kabul edelim ki /' = h" = 0 olsun;

h' = K8<Qﬂ u)

esitligi bu duruma;
Kg<Q7 Lt> =0

olur. Burada 3.38 kullanildiginda;
Ak, =0

bulunur. Buradan;

K =0 (3.39)
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elde edilir.

<) : Kabul edelim ki u = AQ + un ve K; = 0 olsun;

W =0
oldugu aciktir.
W= <T' JUL)
3.22 denklemleri kullanildiginda;
" _
h - K8<Q> u>
elde edilir. buradan;
h// — 0

olarak bulunur.

(3)=") : Kabul edelim ki /' = h" = """ = 0 olsun;

0" = K (Q,u) — 155 (T u) + Ky Ty n,u)

esitligi bu duruma;

K(;(Q,u> — K§<T, u) + KTy, (n,u) =0

olarak yazilir. Burada 3.38 ve 3.39 kullanildi§inda;

/
Ak, =0
elde edilir. Buradan;
Kg, =0 (3.40)

olarak bulunur.
<) u=AQ+ un ve K, = Kk, = 0 kabul edildiginde ' = h" = " = 0 olacag1 agiktir.

(4)=) : Kabul edelim ki &' = 1" = 1" = h*) = 0 olsun;
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A = [k — &) — Ky T | (Q,u) + [2K,Tg + Ky Ty (n,10) — 30,5 (T, 1)

denklemi artik;

[y — K — Ko T (Q, 1) + [2K4 Ty + 1, T | (n,u) — 3o i (T, u) = 0

olarak yazilabilir. Burada 3.38, 3.39 ve 3.40 denklemleri kullanildiinda;

"o
Ak, =0
elde edilir. Buradan;
K/ =0 (3.41)
olarak bulunur.
<) u=A0+Un ve K, = K, = 0 kabul edildiginde /' = h" = 1" = h* = 0 olacag1

aciktir.

(5)=) : Kabul edelim ki &' = 1’ = h""" = h®) = h(>) = 0 olsun;

5 2
W) = [k — 6K K2 — 3K, T2 — 3K, Ty Th] (O, 1)
+ 3Ky 7 — K;”‘g — KT, + 3K Ty + KTy | (m,u)

—[4K§/Kg Kg—xr +3(k )}<T7“>

burada 3.38, 3.39, 3.40 ve 3.41 denklemleri kullanilirsa;

Ak =0
elde edilir. Buradan;

Ké” =0 (3.42)
olarak bulunur.
<) u = A0+ un ve K = kK, = K, = k' = 0 kabul edildiginde

W=n"=n"=hn® =hn® =0 olacag aciktur.
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3.2. Oklid Uzayinda Bishop Catisina Gore Karesel Uzaklik ve Dayanak Fonksiyonlari
ile Tekillikleri

3.4 Tamim : 3 boyutlu Oklt uzayinda {7, My, M,,k;,k,} kiimesinde; {T,M;,M>} a egrisinin
Bishop catisi ve {ky,k,} ise a erisinin Bishop Catisina gore birinci ve ikinci egrilik fonksi-

yonlar1 olarak adlandiriliyor.

Bishop catisinin tiirev fonkiyonlar ise;

T 0 ki k T
M, = -k 0 O M,
M -k, 0 O M>

ile verilmigtir. (Bishop 1975)

3.2.1. Oklid uzayinda Bishop catisia gore bir egrinin karesel uzakhk tonksiyonunun
tekilligi
3.5 Teorem : & : I — M regiiler birim hizli bir egri olsun. V € I noktasinda Bishop catisi

{T(s),M;(s),M>(s)} ve Tamim 3.1 verilen karesel uzaklik fonksiyonu F(s,u) = (a(s) —

u, o(s) — u) olmak iizere;
(1) f'(s) =0< a(s) —u= AM,(s) + uM;(s) olacak sekilde A, € R
2) f(s) = f"(s) =0 a(s) —u=AM(s) + uMa(s) ,  Aki(s)+ pka(s) = —1

B) f'(s) =f"(s) = f"(s) =0 os) —u=AM(s) + uMs(s) , Aki(s) + uka(s) = —1,
AK, () + pkh(s) =0

@ fl(s) = f's) = f"(s) = fWs) = 0 & als) —u = AMi(s) + uMa(s)
Aki(s) + pka(s) = —1,  Ak(s) +ukh(s) =0, Ak](s)+uki(s)=0

5) f'(s) = f"(s) = f"(s) = fW(s) = fO)s) = 0 & als) —u = AMi(s) + uMa(s),
Aki(s) + wha(s) = —1,  AK(s) + pki(s) = 0,  AK/(s) + pkl(s) = O,
AR (s) + pkl (s) =0

kosullar1 saglanir.
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Kamit : Oklid uzayinda Bishop catisi igin {7, M}, M)}

T(s) 0 ki(s) ko(s) T(s)
M1 (S) = —kl (S) 0 0 M1 (S)
Ms(s) —ka(s) O 0 Ms(s)

yardmyla;

$)T(s) (3.43)
)

seklinde olur. Ardigik tiirevlerde terimler cogaldikca parametreyi yazmak islemleri

uzatacagindan asagidaki tiirevlerde parametreye yer verilmemistir.
Simdi karesel uzaklik fonksiyonunun sirasi ile tiirevlerini bulalim.
f={(a—u,a—u)

tiirevini aldigimizda;

fr={(ad,a—u)y+{a—ua)

burada i¢ carpimin de8isme 6zelligi kullanildiginda;

% [ = (T, 00— u) (3.44)

olarak bulunur.

3.44 denkleminin tiirevi alindiginda;

1
3 "={T", o —u) + (T, o)

3.43 denklemlerinden yararlanildiginda ve gerekli islemler yapildiginda;

1
Ef”:k1<M1,(X—u>+k2(M2,OC—u>+1 (3.45)

olarak bulunur.
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3.45 denkleminin tiirevi alindiginda ;

1
Efm :kll <M1,0C—L£> +k1 <Mi, (X—u>+k1 <M1,O€I> +k’2<M2, OC—M>+k2<M£, OC—I/t> +k2<M2, OC/>

elde edilir.3.43 denklemleri kullanilip gerekli islemler yapildiginda;

1
/"= = [ R (T 0= ) + K (M, 0 — ) 4K (Mo, 0t — ) (540

olarak bulunur.

3.46 denkleminin tiirevi alindiinda;

1

S =2 Kk + koko] (T, 0 — ) — [I + R3] [(T", @~ u) + (T, T)]
K (M, 00— u) + ki (M1, 00 —u) + Ky (My, @)
K (Mo, 00— u) + Ky (M5, 00— u) + Ky (Mo, o)

elde edilir. 3.43 denklemleri kullanildiginda ve gerekli islemer yapildiginda;

1
Eﬂqz_ﬂhﬁ+bgﬂna—m
+ [k — ki (kT +K3)] (M), 00 — u)
+ [k — ko (k5 +K3)] (Ma, 0 — u) — (kT +&3)

(3.47)

olarak bulunur.

3.47 denkleminin tiirevi alindiginda;



1
S = =3[k + (K + Kk + ()] (T, 00— u)

=3 [kiky +kaky| [(T', 00 —u) + (T, ']
+ [ = K (kT + k3) — 2k (ki K + kokh)] (M1, 00 —
+ [ — ki (k5 +&3)] [(M], 00 — ) + (M}, &)]

)—
)]

+ [k — Ky (K +K3) — 2ka (ki K} + Kakh) ] (M, 0t
)]

+ [l —ka (k5 +13)] [(M5, 00— u) + (M, )]
— 2 [Kiky + Kako)

43

u)

_u>

elde edilir. 3.43 denklemleri kullanildiginda ve gerekli islemer yapildiginda;

— [4k] Ky +3(K))? + 4Kk +3(K5)% — (3 +13)] (T,

+ [k — K| (kT +k3) — 5k (kiK| +kakh)] (M, 0t

+ [K5 — Ky (kT + k3) — Sk (kK] + kakh) ] (Mo, 00 —

-5 [kllkl + kzkz}

seklinde elde edilir.

(1) =) : Kabul edelim ki f* = 0 olsun;

L, _
Ef_<T7a l/l>

ifadesi bu durumda;
(T, —u) =0

olarak yazilabilir. Dolayisiyla T L (@ — u) buradan;
(Ot—u) =AM, + uM,
olacak sekilde A, it € R vardir.

<) : Kabul edelim ki (o —u) = AM| + uM; olsun;

L, _
Ef_<T7a I/l>

ifadesi bu durumda

_u>

(3.48)

(3.49)



1
Ef/ = (T,AM\ + u>)
olarak yazilabilir. Burada3.43 denklemlerinden yararlanildiginda;
f=0
olarak bulunur.

(2) =) : Kabul edelim ki /' = f” = 0 olsun;

1
Ef”:k1<M1,(X—u>+k2<Mz,Oﬂ—u>—|—1

ifadesi bu durumda 3.43 ve 3.49 denkleminden yararlanildiginda;

- J

ki (My, 00— u) +ky (My, o0 —u) +1 =0

g

A u

olarak yazilabilir. Buradan;
Aky + tky = —1

olarak bulunur.
<) : Kabul edelim ki Ak; + pk, = —1 olsun;
Sy
p— f— —u
2 )
ifadesi 3.49 denklemleminden yarrarlanildiginda;
L,
Ef = (T,AM; + us)
elde edilir. Burada 3.43 denklemlerinden yararlanilarak;
f'=0

olarak bulunur.

1
Ef”:k1<M1,OC—u>—|—k2<M2,OC—u>+1

44

(3.50)
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ifadesi 3.49 denkleminden yararlanildiginda;
1
Ef// = ki (M, AM| + uUM>) + ko (M, AM| + uM) + 1

olarak yazilabilir. 3.43 denklemlerinden yararlanildiginda ve Ak; + puk, = —1 yerine

yazildiginda;
1

2o
2f 0

olarak bulunur.
(3)=) : Kabul edelim ki f' = /" = """ = 0 olsun;

1
5f”’: — [k + 3] (T, 0 — u) + K (My, 00 — ) + K5 (Mo, ¢ — )

denklemi bu durumda

- [k%—l—k%}\(T,(X—u)}—i—k’l\(Ml,a—w +k (Mo, 0t — u) =0

J/ [\

0 )’ "
olarak yazilir. 3.43 ve 3.49 denklemlerinden yararlanildiginda;
AKy +uky =0 (3.51)

olarak bulunur.

<) (0 —u) =AMy + uMs,  Akj + ptky = —1 ve Ak} + pk) = 0 kabul edildiginde
f'=f"= f" =0 olaca@1 agikur.

=) : Kabul edelim K1 = = = = U 0lSun;
4) Kabul edelimki ¥/ = " = " = f4) =0 ol

1
5f<4> = 3 [kik} +kakh] (T, 00— u) + [k — ky (k3 +3)] (M1, 0t —u)

+ [k — ko (k3 +K3)] (Mo, 0 — ) — (K +43)

ifadesi bu durumda;
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=3 [kik} + koK) (T, 0 — ) + [k} — ki (kT +K3)] (M1, 0t — u)
N—— ———
0 A
+ [k — ko (k5 +13)] (Mo, &t —u) —(kf +k3) =0
u

olarak yazilabilir. 3.43 denkleminden yararlanildiginda;
(K — ki (k1 +K3)] A+ [k — ko (kf +K3) ] pt — (k +K3) =0
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda;

— [Aky + pky + 1] (K +K3) 4 Ak + k) =
N———
0

olarak yazilabilir. 3.49 denkleminden yararlanildi§inda;
AKY + uky =0
olarak bulunur.

<) (0 —u) =AM + uMs, Mq + pky = —1, Ak| + ukh =0 ve Ak} + uky = 0 kabul
edildiginde 1/ = f” = f" = £ =0 olacag: aciktir.

(5)=) : Kabul edelim ki f' = f" = f" = f® = 5 =0 olsun;

— [4k Ky +3(K))? + 4kSka + 3(Ky)* — (k5 +k3)] (T, o — u)

+ [ — K| (kT +k3) — Sk (kik| + kokh)] (M, o0 — u)
+ [k — Ky (K} + K3) — Ska (ki K} + kokh)] (Mo, &t — u)
5 [Kiki + Koko |

ifadesi bu durumda;
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— [4k Ky +3(K))? + 4k ko +3(k5) — (k5 +k3)] (T, ot — u)
——

0
+ [k = K| (K} + &3) — 5ky (ki K| + kokb)] (M, o — ud)
A
+ [k — Ky (kT + k3) — Ska (ki K} + kokh) ] (Mo, 00 — u)
N —’
u

-5 [kllkl —l—klzkz] =0

olarak yazilir. Gerekli islemler yapildiginda;

AKY + iy — (ARG + pkh) (kT +K3) — 5 [Aky + pky + 1] [K k1 + Kok
0 0

elde edilir. Burada 3.43, 3.49, 3.50 ve 3.51 denlemleri kullanildiginda;
lkﬁ” + ,uk’z” =0
olarak elde edilir.

<) (a—u) =AMy +uMy, Ak +pko = —1, AK +pky =0, Ak +uky=0ve
AKY + ukl’ = 0 kabul edildiginde f' = /" = f"" = F@ = ) = 0 olacag: aciktr.

]

3.2.2. Oklid uzaymnda Bishop catisina gore bir egrinin dayanak fonksiyonunun te-
killigi
3.6 Teorem : o : I — M regiiler birim hizli bir egri olsun. V € I noktasinda Bishop catisi

{T(s),M;(s),M>(s)} ve Tanim 3.2 verilen dayanak fonksiyonu H(s,u) = (a(s),u) olmak

uzere;
(1) ' (s) =0 < u= AM,(s) + uM;(s) olacak sekilde A, € R
Q)W (s)=h"(s) =0 u=AM(s)+uMy(s), Aki(s)+ tka(s)=0

B) H(s) = H'(s) = W'(s) =0 < u= AM(s) + uMy(s) , Aki(s) + uka(s) = 0,
AK)(s) + ukh(s) =0
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4) W(s) = H'(s) = " (s) = i) (s) = 0 & u = AM,(s) + uMy(s), Aki(s) + uks(s) = 0,
Aki(s) +uky(s) =0,  AK{(s) +pky(s) =0

(5) W(s) = H'(s) = K"(s) = h¥(s) = hO(s) = 0 & u = AM(s) + uMy(s) ,
Aki(s) + pka(s) =0,  Akj(s)+uks(s) =0, Ak{(s)+ukl(s) =0, Ak (s) + uky'(s) =0

kosullar1 saglanir.

Kamt : Oklid uzayinda Bishop catst icin {77, M}, M)}

/

T(s) 0 ki(s) ko(s) T(s)
M1 (S) = —k1 (S) 0 0 M1 (S)
MQ(S) —kz(s) 0 0 Mz(s)

yardmuyla;
T'(s) = ki (s)M1(s) + ko (s)M> (s)
Mi(s) = —ki(s)T (s)
M)(s) = —ka(s)T (s)
seklinde olur. Ardigik tiirevlerde terimler cogaldikca parametreyi yazmak islemleri

uzatacagindan asagidaki tiirevlerde parametreye yer verilmemistir.

Simdi dayanak fonksiyonun sirasi ile tiirevlerini bulalim.

h={a,u)
tiirevini aldigimizda;

B = (T,u) (3.52)
olarak bulunur.
3.52 denkleminin tiirevi alindiginda;

h// — <T/7 u)

3.43 denklemlerinden yararlanildiginda;

W= <k1M1 + ko M5, u)



gerekli diizenlemeler yapildiginda;

= ki <M1,u> +k2<M2,I/t>

olarak bulunur.

3.53 denkleminin tiirevi alindiginda;

R = Ky (M, u) + ky (MY u) + Ky (Mo, u) -+ ko (M, u)

3.43 denklemlerinden yararlanildiginda;

W' = Ky (M7, u) + ki (—ki Tyu) + k5 (Mo, u) + ko (—ko T, u)

gerekli diizenlemeler yapildiginda;

B = —(k} 4+ K3)(T, u) + K (M, ) + K (Mo, ut)

olarak bulunur.

3.54 denkleminin tiirevi alindiginda;

W = = 2(Kyky + Koka ) (T, u) — (k3 +k3)(T" )
+ kY (M u) + ky (MY, u) 4+ k5 (Mo, u) + ky (M5, u)

3.43 denklemlerinden yararlanildiginda;

R = — 2K, ky + Kyko ) (T, u) — (K3 4+ K3) (ke M1 + koMo, u)
+ K (M) + K (K T+ K5 (Mo, u) + Ky (—ka T )

49

(3.53)

(3.54)
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gerekli iglemler yapildiginda;

WY =3 [Kiki +Kako] (T,u) + [k — ki (K +43)] (M) + [k —ka(ki +K3)] (Mo, )
(3.55)

olarak bulunur.

3.55 denkleminin tiirevi alindiginda;

S —_3 {kﬁ//q + (k/) + ko ko + (K5) } (T,u)
=3 [kik} +kaky] (T",u)
+ K — K (2 4+ 18) — 2kt (ki K, + ok )] (M, )
+ [k — ki (kF + K3)] (M, u)
+ [0 +13) ~ 2ok +haky)] ()
+ [k — ko (K} +K3)] (M5, u)

3.43 denklemlerinden yararlanildiginda;

W == 3 [k + (K;)2 + Kbk + (K3)?] (T, )
— 3 uky + ko] (M + KoM )
+ [k = K, (16 +13) — 2k (ki Ky + koK) | (M, u)
+ [k — ki (ki +K3)] (=1 T, u)
+ [ = Ko (K3 +18) — 2k (ki K, +eok) ] (Mo, )
+ [k — ko (K} +K3)] (ko T, ut)

gerekli islemler yapildiginda;

) = [4KTKy + 30+ 4Kk + 3R — (6 +)] (T,
n [k/// — K (k% _|_k%) — Sky (k1k] + kakh } (M,
J M

u) (3.56)
n [k”/ klz(k% —l—k%) _ 5k2(k1k/1 —l—kzk/z 2,U)

)
)
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olarak bulunur.
(1)=) : Kabul edelim ki /' = 0 olsun;
h = (T,u)

ifadesi artik
(T,u)=0

olarak yazilabilir. Dolayisiyla T | u buradan;
u=AM;+ uM, (3.57)
olacak sekilde A, u € R vardir.
<) : Kabul edelim ki u = AM| + uM, olsun
W = (T,u)

ifadesi bu durumda;
W' = (T,AM; + uMy)

olarak yazilir burada 3.43 denklemleri kullanildiginda;
W =0
olarak bulunur.

(2)=) : Kabul edelim ki /' = h" = 0 olsun;

h” = kl <M],Ll> +k2<M2,l/l>

ifadesi bu durumda;
ki <M1,0C—M>—|—/€2<M2,0£—M> =0

J/ N J/
"~ ~

A u
elde edilir. Burada 3.43 ve 3.57 denklemleri kullanildiginda;

Aky+ uk, =0 (3.58)
olarak bulunur.

<) : Kabul edelim ki u = AM| + uM, ve Ak; + pky = 0 olsun;
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B = (T,u)

esitligi 3.57 esitligi kullanildiginda;
W = (T,AM; + uM,)

olarak yazilir. 3.43 denklemleri kullanildiginda;

=0

olarak bulunur.

W= ki <M1,u> +k2<M2,u>

esitligi 3.57 denklemi kullanildiginda;
B’ = ki (My, AM; + UMs) + ko (Mo, AM) + UM>)
olarak yazilir. Burada 3.43 denklemleri kullanildiginda;
h' = Aky + wky

elde edilir. Dolayisiyla

olarak bulunur.
(3)=) : Kabul edelim ki /' = h" = k""" = 0 olsun;

W' = — (ki +k3) (T, u) + K| (M1, u) + ky (Mo, u)
denklemi bu durumda

— (kT +K3) (T, u) +ky (M, ) +K) (Mo, u) = 0
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olarak yazilir. Burada 3.43 ve 3.57 denklemleri kullanildiginda;
Ak +ukh =0 (3.59)
olarak bukunur.

£) 1 u=AM| 4 UMy, Ak + ks = 0 ve Ak, + uk) = 0 kabul edildiginde k' = 1" = K" = 0

olacag agiktir.

(4)=) : Kabul edelim ki /' = b’ = h"" = h*) = 0 olsun;

WY = =3 [k ky +Kyko] (T, u) + [K] =k (k3 +K3)] (M1, u) + [K] — ka (K} +K3)] (Mo, u)

denklemi bu durumda;

=3 [Kiki + Koka] (T,u) + [k] = ki (K +K3) ] (M, u) + [K5 = ko (kT +43)] (Mo, u) = 0

olarak yazilabilir. 3.43 ve 3.57 denklemlerinden yararlanildiginda;

0

AKY + k] — (Aky + pky) (k3 +K3)
0

elde edilir. 3.58 denklemi kullanildiginda;

AKY + uky =0 (3.60)
<)t u=AM, + uMy, Ak + pky =0, Ak| 4+ pkh = 0 ve Ak] + uky = 0 kabul edildiginde
W=n =n"=h® =0 olacag: aciktr.

(5) =) : Kabul edelim ki &' = b’ = """ = h'*) = h®®) = 0 olsun;
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W) = — [k kg +3(K})? + 4k ko + 3 (K% )* — (k3 +k3)] (T, u)
+ [k — Ky (kT + k3) — Sk (ko k) + kokh )] (M, u)
+ [k — kb (K} +k3) — Ska (ki K} + kakh)] (Mo, u)

denklemi bu durumda;

— [4kky +3(K))? + 4k ko + 3(k5)? — (k5 +K3)] (T, u)
0
+ [k — k] (k2 +K3) — Sky (ky k| + kaky)] (M, u)
A
+ [k — Ky (K} + &3) — Ska (ki k| + kokh)] (M ,u) =0
~——"
u

olarak yazilir. 3.43 ve 3.57 denkelemleri kullanildiginda;

AR+ k' — (MK + pky ) (k5 +k3) — 5 (Aki + ko) (kiky + koks) =0
0 0

olarak yazilir. Burada 3.58 ve 3.59 denklemleri kullanildiginda;
Ak 4 uky = (3.61)
olarak bulunur.

<)t u =AM+ UM, Aky + pky =0, Ak} + pkh = 0, Ak{ + pky =0 ve Ak} + uky’ =0
kabul edildiginde /' = 1" = """ = h®) = h(5) = 0 olacag1 aciktur.
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4. SONUC

Bu calismada Oklid uzayinda bulunan bir yiizeydeki jeodezik ve asimptotik egrilerin karesel
uzaklik ve dayanak fonksiyonlarinin singiilerlikleri iizerine calisilmistir. Dayanak fonksiyon-
lariin birbiri ile benzerlikleri, karesel uzaklik fonksiyonlarinin ise birbiri ile benzemezlik-
leri goriildii. Dolayisiyla Teorem 3.1, Teorem 3.2, Teorem 3.3, Teorem 3.4, Teorem 3.5 ve

Teorem 3.6 ile literatiire katki sunuldugu diisiiniilmektedir.
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