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SALGIN HASTALIKLARDA ASI VE KARANTINA ETKISININ
MATEMATIKSEL MODELLEMESI

OZET

Salgin hastaliklar, hastaliga neden olan yeni patojenlerin meydana gelmesi ve eski
patojenlerin yeniden ortaya ¢ikmasi ya da evrimlesmesi nedeniyle tarihte bir¢ok toplu
Olimlere neden olmustur. Bu sebeple salgin hastaliklarin analiz edilmesi sonucunda
gelecekte meydana gelebilecek salgin hastaliklara karsi etkili tedbirlerin alinmasi
saglanabilir.

Son yillarda meydana gelen COVID-19, ortaya ¢iktig1 giinden bir siire sonra diinyay1
etkisi altina almig, hayat akisim etkilemistir. Bunun sonucunda c¢ogu iilke salginin
yayilimim onlemek amaciyla tedbirler alirken, bu siire boyunca COVID-19 salginina
yonelik bir¢ok bilimsel ¢alismalar da ortaya koyulmustur.

Matematiksel modeller, gercek hayat problemini dogru varsayimlar egliginde
matematiksel dil kullanilmasi sonucunda elde edilen tahminler ve c¢oziimlerdir.
Ulasilan ¢oziimlerin faydali olmasi i¢in problemi iyi anlamak ve analiz etmek gerekir.
Matematiksel modeller bircok dinamik modelleme tiirlerinde kullanilabilir; av-avci
dinamikleri, uyusturucu madde kullanimlari, alkol, sigara ve salgin hastaliklar.

Epidemiyoloji de matematiksel modeller, hastaligin yayilmasini etkileyen altta yatan
mekanizmalari ayrintili bir sekilde incelenmesini saglamasi ve salgin azaltmak i¢in
kontrol stratejilerinin rehberligini desteklemesi nedeniyle arastirmacilar i¢in en ilgi
cekici konulardan biri olmustur. Ozellikle son zamanlarda meydana gelen COVID-19
pandemisi ile beraber matematiksel modelleme calismalar1 yeniden ilgi kazanmisgtir.

Bu tezde, son yillarda toplu oliimlere neden olan COVID-19 pandemisi ile ilgili
yayinlanan matematiksel makalelerin incelenmesi sonucunda, iki tiir model kurulumu
yapilmistir.  Kurulan matematiksel modeller, c¢esitli salgin hastalik durumlarinda
karantina ve asinin etkinligini incelemek icin olusturulmustur. Bu c¢alisma ile
gelecekte ortaya cikacak salgin hastaliklar ile etkin miicadele konusunda 1s1k olmasi
amaclanmustir.

Bu calisma toplam dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, temel tanimlar
baglig1 altinda lineer ve lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemleri icin denge
noktalarinin kararlilik analizleri hakkinda bilgi verilmigstir. Kararlilik analizlerin
yapilabilmesi icin gerekli olan teoremler kisaca belirtilmistir. Ayrica bir sistemin
Global kararliliginin incelenmesinde yardimci olan Liapunov kararlilik teoreminden
de bahsedilmistir.

Ikinci boéliimde, temel salgin hastalik modelleri olan SI, SIS, SIR, SIRS ve SEIR
detayli incelenmistir. Her bir modelin tanittim1 ve matematiksel analizleri yapilmistir.
Bunun yani sira salgin teorisindeki en énemli kavramlardan biri olan temel tireme
sayisindan bahsedilmisgtir.
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Uciincii boliimde, tezin ana ¢alismasi olarak iki farkli matematiksel model kurulumu
yapilmistir. 1k olarak, sadece as1 etkinligini ve asilanma oraninin bir salgin yayilimi
iizerindeki etkisini inceleyen basit bir matematiksel model kurulmustur. Daha
sonra hem karantina hem de asinin varliginin oldugu durum i¢in daha kapsaml bir
matematiksel model olusturulmugtur. Her iki modelin tanitimi yapilmas: sonucunda
lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemi kurulmus, invaryant bolgesi, denge
noktalari, yerel kararlilik analizleri ve sayisal sonuglar1 incelenmigstir. Modellerden
elde edilen sayisal sonuclar Mathematica programu ile ¢izdirilmistir.

Kurulan iki modelden ilki olan asilanma oranim ve etkinligini inceleyen model,
astlanmis duyarlilari, asilanmamis duyarlilar1 ve enfekte popiilasyonlar: olmak iizere
3 bolimden olugsmaktadir. Model de agilanma oraminin ve etkinliginin salginin
yayilimin nasil etkiledigi incelenmistir.

Salgin hastalik yayiliminda as1 etkinligi ve asilanma oraninin etkisini inceleyen
modelin sayisal sonug grafiklerinden sonuglar elde edilmistir. Asi1 etkinligi azaldiginda
temel iireme sayisinda artis olustugu gozlemlenmistir. Bu durum, ag1 etkinligi
azaldik¢a salginin yayilim siddetinin artifini belirtir. Diger taraftan, as1 etkinligi
artifinda temel ilireme sayisinda azalis olustugu gozlemlenmistir. Bu sonug, asi
etkinliginin salgin yayiliminda onemli bir faktér oldugunu ve salgin yayilimim
azaltmak i¢in as1 etkinliginin artirilmasi gerektirdigini belirtir.

Kurulan ilk model i¢in salginin yayiliminda agilanma oraninin etkisi de incelenmistir.
Inceleme sonucunda, agilanma orami arttikca salginin daha erken soniimlendigi ve
salgin yayilim siddetinin azaldig1 gozlemlenirken, asilanma orami azalttikca ise
salginin yayilim siddetinin artti§1 sonucuna ulagilmistir.

Ikinci model olan karantina ve ag1 etkinliini inceleyen model, asilanmis ve
asitlanmamig duyarhilari, maruz kalmig, karantinaya alinmis, enfekte ve iyilesmis
popiilasyonlar1 temsil eden alt1 boliimden olugmaktadir. Modelin matematiksel analizi
yapilirken temel iireme sayis1 yeni nesil yaklagim yontemi ile bulunmustur. Hastaliksiz
denge noktasinin yerel kararliligi icin Routh-Hurwitz yonteminden faydalanilmus,
global kararlili81 i¢in ise Liapunov teorisi uygulanmigtir. Ayrica temel lireme say1sinin
1’den kii¢iik olmasi i¢in gerekli olan parametre kosullar1 da incelenmistir.

Karantina ve ag1 etkinlifini inceleyen modelin sayisal sonug¢ grafiklerinden, asi
etkinligi zayif iken giiclii karantina uygulanmasinin temel ireme sayisinda azalmaya
neden oldugu goriilmiistiir. Buradan ag1 etkinligi zayif olsa bile karantinaya girenlerin
oraninin yiiksek olmasinin salgmin yayiliminda azalisga neden oldufu sonucuna
ulagilmigtir. Diger taraftan, as1 ve karantina 6nlemi alinmadiginda ise salginin ciddi
sekilde yayildig1 gozlemlenmistir. Asi etkinligi giiclii iken karantina oranin da azalig
olmas1 durumunda ise salginin daha geg¢ siirede soniimlendigi gozlemlenmistir. Ayrica
ags1 etkinligi ne kadar giiclii olsa bile salginin kontrolii i¢in karantinanin gerekli oldugu
yapilan inceleme sonucunda ulagiimisgtir.

Hem ags1 etkinligi hem karantina oranlarinin c¢ok diisiik oldugu durumda ise salginin
yayllim siddetinin yiiksek oldugu gozlemlenirken, her ikisinin yiiksek olmasi
durumunun ise salginin yayilimini kontrol etmede en iyi strateji oldugu bu ¢alisma
sonucunda ulagilmistir.

Son boliimde, ¢caligmanin sonug¢ ve dnerilerinden bahsedilmigtir.
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MATHEMATICAL MODELING OF THE EFFECT OF
VACCINATION AND QUARANTINE IN EPIDEMIC DISEASES

SUMMARY

Epidemics have caused many deaths in history due to the reappearance of new
disease-causing pathogens and the re-emergence or evolution of old pathogens.
Therefore as a result of the analysis of epidemic diseases, effective precautions can
be taken against epidemics that might occur in the future.

COVID-19, which has occurred in recent years has taken the world under its influence
shortly after its emergence and affected life fluency. As a result while most countries
have taken measures to prevent the spread of the epidemic, many scientific studies on
the COVID-19 epidemic have been done.

Mathematical models are the predictions and solutions as a consequence of the usage
of correct assumptions of real-life problems by applying a mathematical language.
For the solutions to be useful, it is necessary to understand and analyze the problem
well. Mathematical models can be used in many types of dynamic modeling such as
predator-prey dynamics, drug use, alcohol, smoking, and epidemics.

In Epidemiology, mathematical models are one of the greatest interest to researchers
as they enable a detailed study of the underlying mechanism affecting the spread of
disease and support the guidance of control strategies to reduce outbreaks. Especially
mathematical modeling studies regained interest with the recent COVID-19 pandemic.

In this thesis, two types of models are set up as a result of analyzing mathematical
papers published on the COVID-19 pandemic, which has caused mass deaths in recent
years. Established mathematical models were created to examine the effectiveness of
quarantine and vaccines in various epidemic situations. It is aimed that this study will
be a guide for the effective fight against epidemic diseases that will emerge in the
future.

This study consists of four chapters. In the first chapter, information about the stability
analysis of equilibrium points for linear and non-linear ODE systems are given under
the title of basic definitions. The theorems required for the application of stability
analysis are briefly stated. The Lyapunov stability theorem which helps to determine
the global stability of a system is also mentioned.

In the second chapter, the basic epidemic disease models SI, SIS, SIR, SIRS, and SEIR
are examined in detail - Each model is introduced and mathematically analyzed. In
addition basic reproduction number, one of the most significant concepts in epidemic
theory is mentioned.

In the third chapter, two different mathematical models are set up as the focus of the
thesis. First a simple mathematical model is developed that examines only the effects
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of the vaccine efficacy and the rate of vaccination on the spread of an epidemic. Then
a more comprehensive mathematical model is constructed for the case where both
quarantine and vaccination are present. After introducing both of the models’ systems
of nonlinear ordinary differential equations are generated and their invariant region,
equilibrium points local stability analysis and numerical results are analyzed. The
numerical results derived from the models are plotted with Mathematica.

The first of the models which examines the rate and efficacy of the vaccine consists
of 3 compartments: vaccinated susceptibles, unvaccinated susceptibles, and infected
populations. It is examined in the model how the rate and effectiveness of vaccination
affect the spread of the epidemic.

The outcomes are obtained from the graphs of the numerical results of the model,
which examines the effect of vaccine efficacy and vaccination rate in the spread of
epidemic disease. An increment in the basic reproduction number is observed when
the efficiency of the vaccine decreases. That indicates the severity of the outbreak
increases as vaccine efficacy decreases. On the other hand, it is observed that the basic
reproduction number decreases when the vaccine effectiveness increases. This result
indicates that vaccine efficacy is a vital factor in the spread of the epidemic and that
the efficacy of the vaccine should be increased to reduce the spread of the epidemic.

In the first model, the effect of the vaccination rate on the spread of the epidemic is
also examined. And as a result of this examination, it is observed that the epidemic
redeemed earlier and the epidemic spread severity decreases as the vaccination rate
increases and also the severity of the epidemic’s spread increases when the vaccination
rate decreases.

The second model examining quarantine and vaccine efficacy consists of six
compartments representing vaccinated and unvaccinated susceptibles, exposed,
quarantined, infected, and recovered populations. While performing the mathematical
analysis of the model, the basic reproduction number is determined by the
next-generation approach method. The Routh-Hurwitz method is used for the local
stability of the disease-free equilibrium point and the Lyapunov theory is applied
for the global stability. Besides, the necessary parameter conditions for the basic
reproduction number to be less than one is examined.

From the graphs of the numerical results of the model examining the effect of
quarantine and the efficiency of the vaccine, it is observed that strong quarantine causes
decreasement in the basic reproduction number. Therefore even if the efficiency of the
vaccine is weak, a high number population of quarantine leads to decrease in the spread
of the epidemic. On the other hand it is observed that the epidemic spread dramatically
when vaccination and quarantine precautions are not taken. It has also been observed
that in the case of low quarantine rate while the vaccine effectiveness is strong, the
epidemic is redeemed in a later time. It has also been concluded as a result of the
examination that quarantine is necessary for the control of the epidemic, no matter
how strong the vaccine effectiveness is.

While it is observed that the spread of the epidemic is high in cases where both vaccine
effectiveness and quarantine rates are very low, the outcome of this study is that high
levels of both are the best strategy to control the spread of the epidemic.
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In the last chapter, conclusion and remarks are given.

Keywords: Mathematical epidemiology, Stability analysis, Basic Reproduction
number (R), Vaccination, Quarantine.
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1. GIRIS
Bu boliimde, model analizlerimizi yaparken bize yardimci olacak temel tanimlar ve

teoremler kisaca verilmistir. Daha ayrintili bilgi i¢in [1]-[8] incelenebilir.

1.1 Temel Tanimlar

Birbiriyle iligkili # tane adi diferansiyel denkleme diferansiyel denklem sistemi denir

veE

x1 = fi(t,x1,%2, ..., %),

Xy = f2(t7x17-x27 "'7-xn)7

(1.1

Xn = fu(t,x1,x2,....%,)
seklinde yazilir. Burada r bagimsiz degiskeni temsil ederken, xy,x»,...,x,’ler bagimli
degiskenleri ifade etmektedir. X; tiirevi, x;’nin ¢’ ye gore tiirevini gosterir:

dx; . .
x,-:d—t’, i,j=1,2,.....n.
fj’ler ise n bagimli ve bir bagimsiz degiskenin siirekli ve tiirevlenebilir fonksiyon-

laridir [1].

(1.1) denklemi kapali formda asagidaki gibi yazilabilir:

x=f(t,x)

burada
fl(t,xl,xz,...,xn)

X
! fZ(t7x17-x27"'7-xn)

X = : ve f(t,x)=

X :
" fn(t,xl,xz,...,xn)

seklinde vektorlerdir.

Tanmm 1.1.1 Sistem (1.1)’de bulunan f; fonksiyonlar: bagimsiz degiskene yani t’ye
bagh ise, sisteme otonom olmayan sistem denir. Eger f;’lerin hicbiri bagimsiz

degiskene bagli degil ise, sistem otonom sistem olarak adlandirilir [1].



Bu durumda otonom sistem

X1

Xn

vektorleri lizerinde

seklinde yazilir.

Tanmm 1.1.2 f(x*) = 0 denklemini saglayan bir x* vektori, sistemin bir denge

noktasidir [1].

Bir denge noktasi, sistemin zamanla deismeyen yani sabit kalan ¢oziimiine karsilik
gelir de denilebilir. Denge noktasi sabit nokta, kritik nokta, tekil nokta veya kararh

hal ¢6ziimii olarakda isimlendirilebilir [1].

Tamm 1.1.3 Bir diferansiyel sistemin Jakobiyen matrisi, (1.1) sisteminde verilen f;
diferansiyellenebilir fonksiyonlarin kismi tiirevlerinden olusan bir matristir [3]. Bir
x € R" noktasinda diferansiyellenebilir f : R'T1 — R fonksiyonunun Jakobiyen

matrisi asagidaki gibidir:

Ih dn ... 9dh
X1 X2 Xn
Idfh 9h ... 9h
Df(x)=| % e o
ox;  dxp ox,

Tamm 1.1.4 A bir n X n boyutlu kare matris ve I ise n X n boyutlu birim matris olsun.
(A—AI)V =0 (1.2)

denklemini saglayan A skaler degerine A matrisinin dzdegeri denir. Herbir dzdegere
karsi gelen sifirdan farkli V vektoriine ise n X n boyutlu A matrisinin bu 6zdegerine

karsilik gelen ozvektorii denir [1].

Aciktir ki A 6zdegerleri;
p(A)=det(A—AI)=0

karakteristik denklemin kokleridir.



1.1.1 Lineer diferansiyel denklem sistemleri icin denge noktalarimin kararhhk

analizi

Bu béliimde, lineer diferansiyel denklem sistemlerinin denge noktalariin kararhilik

analizinin yapilabilmesi icin gerekli olan tanim ve 6nermeler verilecektir.

Lineer diferansiyel denklem sistemi genel olarak;
x=Ax+ f(t)

seklinde yazilir. Burada A, bir n x n boyutlu elemanlar1 reel sayilar olan bir matris
ve f € C(R")’dir. Yukarida tanimlanan lineer diferansiyel denklem sistemi f(¢) =0

oldugunda homojen lineer diferansiyel denklem sistemi olarak adlandirilir ve
X =Ax (1.3)

seklinde yazilir.
Lineer homojen diferansiyel sistemin baglangi¢ deger problemi;

x=Ax, x(0)=uxp (1.4)
denklemleri ile verilir. Sistemin ¢6ziimii baslangi¢ kosulu altinda;

x(t) = M xg

seklinde bulunur. Burada ®(¢) = ¢ lineer sistemin temel matris ¢oziimii olarak

adlandirilir [3].

Tanim 1.1.5

(1.5)
x(0) = xg

Baslangi¢ deger probleminde sistemin denge noktast x* olsun.
* Herhangi bir € > 0 icin
1x(0) —x*[| < &

oldugunda

l|lx(t,x0) —x*|| < €&, V>0

olacak sekilde bir 8 > 0 sayist varsa x* denge noktast kararldur.



* Denge noktast x* kararli ve
|x(0) —x"|| < 6 = tli_>mx(t,x0) =x", V>0

kosulunu saglayan bir & > 0 sayist varsa x* denge noktast asimptotik olarak

kararldir.

o Eger denge noktasi x* kararl degil ise kararsizdur.

Asimptotik kararliigin kararliliktan daha giiclii bir ozellik olduguna dikkat edin,
clinkii bir kritik noktanin asimptotik olarak kararl olup olmadigini diisiinmeden once

kararli olmasi gerekir [8].

Tamm 1.1.6 (1.3) denklemlerinde n x n boyutlu A matrisinin ézdegeri genel olarak;
Aj=a;+ibj, aj,b;eR, j=172,..,n
seklinde yazilabilir. Bu ozdegerlere karsilik gelen genellestirilmis ozvektorler ise,
wi=u;+ivj, j=12,...,n

olsun.

R" bazint asagida belirttigimiz B kiimesi olarak tanimlayalim.

B=Auy,...... Uy Ut 15 Vit Ly e e e JUmyVm}, k<n, n=2m—k.
E° = Span{uj,vjla; < 0},
E® = Span{uj,vjlaj =0},
E" = Span{u;j,vjla; > 0}
seklinde insa edilir. E°, E¢ ve E* sirasiyla negatif, sifir ve pozitif reel kisumlarla A;
Ozdegerlerine karsilik gelen w; genellestirilmis dzvektorlerinin reel ve sanal kisumlart
tarafindan gerilen R"’nin alt uzaylanidir. E° kararli (stable) alt uzay, E¢ merkez

(center) alt uzay ve E" kararsiz (unstable) alt uzay olarak adlandirilir.

Yukarida belirttilen E°, E€ ve E" altuzaylari R" 'nin birbirinin tiimleyen alt uzaylari

oldugundan direkt toplam ile asagidaki gibi ifade edilebilir:

R*=ES®E‘®E".



Simdi denge noktasinin kararlilik analizini A matrisinin 2 X 2 oldugu durum icin

e[y

A matrisinin karakteristik polinomu;

inceleyelim.

“r b ’:(a—/l)(d—l)—bc

= A2 —(a+d)A+ad—bc

P(A)=|A—Al| =

=A% —tr(A)A +det(A)
seklinde yazilir. Karakteristik denklemin kokleri A; ve A, olmak iizere

y T+V12—468
2= ——F7F——
’ 2

olacaktir. Burada A; + Ay = tr(A) ve A;.Ay; = det(A) olmak iizere T = tr(A) ve
0 =det(A)’drr.

1. A ozdegerleri reel ve det(A) > 0 ise 6zdegerlerin isaretleri aynidir:
» tr(A) > 0 ise A; ve A, 6zdegerleri ayn1 isaretli olmasi gerektiginden her ikisi
de pozitif isaretli olacaktir: Denge noktas1 kararsizdir.
» tr(A) < 0ise A} ve A, 6zdegerleri ayni isaretli olmasi gerektiginden her ikisi

de negatif isaretli olacaktir: Denge noktasi kararhdir.

2. A ozdegerleri reel ve det(A) < 0 ise dzdegerlerin isaretleri farklidir. Bu durumda,

denge noktas1 kararsizdir.
3. A 6zdegerleri kompleks;

* tr(A) #0vetr(A) = A + A, =2c¢ < O ise A dzdegerleri negatif reel kisimlara

sahiptir: Denge noktas1 kararhdir.

e tr(A) #0vetr(A) = A1 + Ay = 2¢ > 0 ise A 6zdegerleri pozitif reel kisimlara

sahiptir: Denge noktas1 kararsizdir [1].

Tanmmm 1.1.7 Lineer homojen denklem sistemi, X = AX olsun. A, 2 x 2 matris olmak

lizere agiktir ki denge noktasi orjindir.



o Egerdet(A) # 0ise (0,0) tek denge noktasidur.
o Eger det(A) = 0 ise denge noktalar: kiimeleri diiz bir ¢izgidir [1].
Denge noktasinin kararlilik analizini yapabilme yontemlerinden biri de Routh-Hurwitz

kriteridir. Bu kriter genellikle ikiden daha yiiksek boyutta olan diferansiyel denklem

sistemleri i¢in kullanilir.

Teorem 1.1.1 (Routh-Hurwitz Kriteri)

n X n boyutlu bir A matrisinin karakteristik polinomu a; € R olmak iizere;
PA)=A"+a A" 4 +ap A +ay

olsun. Hurtwitz matrisi;

a 1 0 0 --- O
azy az ai 1 -0
H,=| a as a3 ap -+ 0
O 0 0 0 - a,

seklinde tanimlamir. Burada j > nise aj = 0’dir.

P(A) polinomun tiim kéklerinin negatif veya negatif reel kisma sahip olmast icin gerek

ve yeter kosul tiim Hurwitz matrislerinin determinantlarinin pozitif olmasidir [2]:

det(Hj)>0, j=1,...,n.
Routh-Hurwitz Kriterini n = 2 ve n = 3 i¢in uygulayalim.

* n =2 i¢in Routh-Hurwitz Kriterine gore, karakteristik polinom;
PA) =A% +ajA+ar

seklindedir. Routh-Hurwitz teoremi geregi polinomun tiim koklerinin negatif ve

negatif reel kisma sahip olmast i¢in gerek ve yeter kosul det(H;) > 0 ve det(H,) >0

olmasidir.
det(Hl) = |a1| =a; >0,
_| @ _
det(H,) = 0 a |~ ayap > 0.

Bu kosullar ancak ve ancak a; > 0 ve a; > 0 olmas1 halinde saglanir.



* n =3 icin Routh-Hurwitz Kriterine gore, karakteristik polinom;
P(A) =23 —|—a17Lz +amA +aj

seklindedir. Routh-Hurwitz teoremi geregi polinomun tiim koklerinin negatif ve
negatif reel kisma sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul det(H;) > 0, det(H,) > 0
ve det(H3) > 0 olmasidir.

det(H)) = |aj| = a; > 0,

_| @ _ _
det(H) = @ a ' =aiay—az > 0= ajar > a3
ve
a 1 0
det(H3) =| a3 ax a; |=az(ajay—az) > 0.
0 O as

Bu kosullarin saglanmasi i¢in a; > 0, a; > 0 ve az > 0 olmasina ek olarak aja; > a3

kosulunun da saglanmasi gerekir.

Doérdiincii derece karakteristik polinomlar icin gerekli olan Routh-Hurwitz kriterleri

Cizelge 1.1°de verilmigtir.

Cizelge 1.1 : Routh-Hurwitz Kriterleri

n Katsay1 Isaretleri Ek kosullar

2 a; >0,a,>0 -

3 a1>0,a2>0,a3>0 ajaz > ajz

4 ar >0,ay>0,a3>0,a4 >0 aiaas > a% +a%a4

1.1.2 Lineer olmayan diferansiyel denklem sistemleri icin denge noktalariin

kararhhk analizi

Bu boliimde, lineer olmayan diferansiyel sistemlerin kararlilik analizinin incelen-
mesinde 6nemli olan tanim ve teoriyi kisaca ifade edecegiz. Asagidaki gibi lineer

olmayan otonom bir diferansiyel denklem sistemi diisiinelim.
(1) = f(x). (1.6)

E, R" *nin agik bir alt kiimesi, f € C'(E) hipotezi altinda A = Df(x*) Jakobiyen matris

olmak kaydu ile lineer olmayan denklem sistemi olan (1.6)’nin lineerlestirilmis sistemi;

X =Ax (1.7)



seklinde yazilir [3].

Tanim 1.1.8 Eger f(x*) = 0 ise x* € R" noktast sistem (1.6)’min kritik noktast ya
da denge noktasidir. Df(x*) matrisinin ozdegerlerinin hicbiri sifir reel kisma sahip
degilse x* denge noktasi, sistem (1.6)’nin hiperbolik denge noktasi olarak adlandirilir.
Df(x*) matrisinin ozdegerleri sifir veya tamamen sanal kisma sahipse yani A = +ib
ise x* denge noktasi, denklem (1.6)’nin hiperbolik olmayan denge noktast olarak

adlandinilir [3].

Tamm 1.1.9 Sistem (1.5) icin E kiimesi orijini iceren R" ’nin acik bir alt kiimesi olmak
iizere; f € C\(E) olsun. xo € E icin ¢(t,xo) baslangi¢ deger problemi olan (1.5)’in

I(x0) araliginda tanuml bir ¢éziimii olsun. Bu durumda, t € I igin

(04 (XO) =¢ (ta)CO)

ile tamumlanan egriye akis denir; ¢; aymi zamanda f(x) vektor alammin akist olarak da

adlandirilir [3].

Uygun kosullar saglanir ise lineer olmayan sistemin lineerlestirilmesi sayesinde
denge noktalarinin kararlilig1 belirlenebilir. Lineer olmayan bir sistemin dinamikleri
ile bir denge noktasindaki lineerlestirme arasindaki iligki, ilgili denge noktalarinin
kararhlik tiirleri arasindaki iliskiden daha derindir. Hartman-Grobman teoremi olarak
adlandirilan bir sonraki adimda verecegimiz teorem, denge noktasinin hiperbolik
olmas1 durumunda bu iligkiyi tanimlayan énemli bir sonugtur [6]. Hartman-Grobman
teoremi, adi diferansiyel denklem sistemlerin yerel kararliligini belirlemede onemli
bir teoremdir. Teorem, dogrusal olmayan sistem (1.6)’nin hiperbolik denge noktasina
yakin davranisilarinin, bu denge noktasinda lineerlestirilmis sistemi olan (1.7) ile ayn

niteliksel yapiya sahip oldugunu belirtir.

Teorem 1.1.2 (Hartman-Grobman Teoremi)
E orijini iceren R" ’nin agik bir alt kiimesi olmak iizere; f € C'(E) ve ¢, dogrusal
olmayan sistem (1.6)’min bir akisi olsun. Kabul edelim ki, f(0) =0 ve A = Df(xp)

Jakobiyen matrisinin tiim ozdegerlerinin reel kismu sifirdan farklt olsun. Bu durumda,



U,V € R" acik kiimeler olmak iizere, her bir xo € U icin sifirt iceren acik bir Iy € R

araligi vardir; Yxg € U ve Vt € I i¢cin
H o ¢(x0) = €""H(xo)

esitligini saglayan bir H : U — V homeomorfizmi mevcuttur. Diger bir ifadeyle, H

orijine yakin (1.6)’min yoriingelerini, orijine yakin (1.7)’in yoriingelerine esler [3].
Teoremin ispati i¢in kaynak [3] incelenebilir.

Teorem 1.1.3 Lineer olmayan diferansiyel sistem (1.6)’min, x* denge noktasindaki
Jakobiyen matrisi Df(x*) olsun. Df(x*) matrisinin dzdegerlerinin reel kisimlari

stfirdan farkli ise

o Jakobiyen Df(x*) matrisinin tiim ézdegerlerinin negatif reel kisma sahip ise x*

denge noktasi yerel asimptotik kararldir.

o Jakobiyen D f(x*) matrisinin en az bir ézdegeri pozitif reel kisma sahip ise x* denge

noktast kararsizdwr [2].

1.1.3 Global kararlilik analizi

Lineer olmayan otonom sistem (1.6) icin herhangi x* hiperbolik denge noktasinin
kararlilig1, Df(x*) matrisinin A; dzdegerlerinin reel kisimlarinin isaretleri tarafindan
asimptotik kararli ya da kararsiz olarak belirlenir.  Hiperbolik olmayan denge
noktalarinin kararliligini belirlemesi tipik olarak daha zordur. Bu boliimde, hiperbolik
olmayan denge noktalarinin kararliligin1 bulabilmek icin ¢ok yararli olan Liapunov

yontemi sunulmaktadir.

Sistemin Global kararlili§ini belirlemek i¢in gerekli olan Liapunov kararlilik teoremi

asagida verilmistir.

Tanmm 1.1.10 E, R" ’nin agik bir alt kiimesi ve sistem (1.6)’nin denge noktast x* € E

olsun. Kabul edelim ki, siirekli ve diferansiyellenebilir reel degerli V fonksiyonu ;

V:ECR"—R



olsun. Eger asagidaki tiim kosullar saglanirsa, V(x) fonksiyonu sistem (1.6) icin

pozitif tanuml bir fonksiyon olarak adlandirilir [2];

o Vx e E\{x"}i¢cinV(x) > 0.

Teorem 1.1.4 (Liapunov Kararlilik Teoremi )
x* € E ve E C R" acik alt kiimesi olsun. Dahasi, x = f(x) otonom sistemi icin V (x)

pozitif tanmuml bir fonksiyon oldugunu varsayalim.

e Vx € E i¢in V(x) < 0 ise x* kararhdur.
* Vx € E\ {x*} icin V(x) < 0 ise x* asimptotik olarak kararldr.

e Vx € E\ {x*} icin V(x) > 0 ise x* kararsizdur.

Teoremin detayl ispati i¢in kaynak [3] incelenebilir.
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2. TEMEL SALGIN HASTALIK MODELLERI

Salgin hastaliklar, insanlik tarihin de birgok toplu 6liimlere neden oldugundan ve yillar
sonra tekrar ortaya ¢iktigindan daima tarihte 6nemli bir konu olmustur [9]. Salgin
hastaliklar sadece tip alaninda degil, miihendislik ve sosyal bilimlerde de arastirma
konusu olmustur. Ozellikle son yillarda uygulamali matematik alaninda calisan birgok

arastirmacinin ilgisini ¢ekmistir.

Matematiksel modeller ise salgin hastaliklarin yayilimi ile ilgili tahmin ve tepki

stratejileri bulmamizda bizlere yardimci araclar haline gelmislerdir [10].

Matematiksel epidemiyolojide ilk tamimlanan salgin modeli Daniel Bernoulli’nin
(1700-1782) cicek hastalifina karsi asilama iizerine yapti1 calismadir [11]. Daniel
Bernoulli calismasinda matematiksel olarak cicek hastaligina karg1 asilamanin
Fransizlarin ortalama yasam siiresini artiracagini gostermistir. Daha sonrasinda, ortaya
degisik bulagic1 hastaliklarin yayilimi tizerine bir¢cok arastirma ¢alismalar1 yapilmistir

[12]-[14].

Epidemiyolojide kompartman modellerine dayali yaklagimin temelleri 1900-1935
yillar1 arasinda R.A. Ross, W.H. Hamer, A.G. McKendrick ve W.O. Kermack gibi
halk saghg: hekimleri tarafindan atilmistir. 1902°de ikinci Nobel Tip Odiilii’ne
layik goriilen Dr. Ross 1911 yilinda sivrisinekler ve insanlar arasinda sitmanin
bulagma dinamiklerini igeren basit bir kompartman modeli kurmugstur. Bu caligma
ile Dr. Ross sivrisinek popiilasyonunu kritik bir seviyenin altina diisiirmenin yeterli
olacagini gostermistir. Bu sonu¢, matematiksel epidemiyolojide merkezi bir fikir
olan temel ilireme sayis1 kavramina ilk giris olmugtur [15]. Ancak, temel ilireme
sayisin1 agikca ifade eden ve adlandiran ilk kisi 1957 yilinda sitma iizerine yaptigi
calismastyla MacDonald olmustur [16]. Dr. Ross’un calismasina takiben, Kermack ve
McKendrick bulagicr hastaliklari yayilimini agiklayan temel kompartman modellerini
olusturmuglardir [17]-[19]. Kermack ve McKendrick bu calismalariyla matematiksel

epidemiyolojinin gelisimine 6nemli bir katki saglamiglardir.
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Bulagict hastaliklarin matematiksel modellemesi, 1980’11 yillarda HIV salginlarinin
ortaya ¢ikmasiyla birlikte aragtirmacilar icin daha cok ilgi alani haline gelmistir.
HIV ile ilgili olan derleme ve bazi onemli calismalar [20]-[22] referanslarindan
okunabilir. O zamandan beri, bulagic1 hastaliklarin yayilmasini incelemek icin bircok
model olusturulmus, analiz edilmis ve kullanilmistir; 2002°de SARS salgin1 [23]-[25],
2009°da A(HINT) influenza pandemisi [26,27], 2012°’de MERS salgin1 [28]-[30],
2014’te Ebola [31,32] ve son yillarda COVID-19 pandemisinin yayilmas1 sonucunda
bulasict hastaliklarin matematiksel modellemesine olan ilgi tekrar artmis ve bu konu

ile ilgili genis kapsamli matematiksel modelleme ¢alismalari1 yapilmistir; [33]-[42].

Bu boliimde, temel salgin hastalik modelleri olarak bilinen SI,SIS, SIR, SIRS ve SEIR

modelleri tanittm1 ve matematiksel analizleri hakkinda temel bilgiler verilecektir.

2.1 SI Model

En basit model olan SI modelinde, popiilasyon hastaliga kars1 duyarli olan bireyler
(Susceptibles) ve enfekte bireyler (Infectious) olmak kaydiyla iki ayr siniftan olusur.
Hastaliga kars1 duyarli olan bireyler, B bulasici temas oraninda enfekte bireyler ile
temasta bulunmas1 sonucunda enfekte sinifina gecis yapan bireylerdir. SI salgin modeli

tarafindan modellenen hastali§a 6rnek olarak AIDS/HIV salgini verilebilir.

1. Hastalhiga kars1 duyarh bireyler: S(z) popiilasyonda hastaliga kars1 duyarli olan

bireyleri temsil eder.

2. Enfekte Bireyler: I(¢) popiilasyonda hasta olan ve hastaliga kars1 duyarli olan

bireylere hastaligi bulastiran bireyleri temsil eder.

Modelin akis diyagrami Sekil 2.1°de verilmistir.

(s ]

Sekil 2.1 : SI model icin akis diagrami

Bu model asagidaki varsayimlar altinda kurulmustur.
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* Toplam popiilasyon olan N(¢) = S(¢) + I(¢) sabit alinmigtir ve tiim parametreler

pozitiftir.

» Popiilasyondaki her bir birey diger bireyler ile ayni olasilik ile temas edildigi

varsayillmistir. Bu sebeple popiilasyon homojendir.
B : Hastaliga kars1 duyarh olan bireylerin enfekte olma orani
» BSI : Popiilasyonda birim zaman bagina enfekte olan bireylerin sayisi

* Model de dogal 6liim/dogum ya da hastaliktan kaynakl1 6liim yoktur.

Yukarida verilen varsayimlar altinda ve Sekil 2.1°deki akis diyagramina gore modelin

diferansiyel denklem sistemi asagida verilmigtir:

dS

- = Bsr 2.1)
dI
- = BsL (2.2)

Burada baglangi¢ kosullari, S(0) > 0 ve 1(0) > 0 seklindedir. Toplam popiilasyon,
N(t) = S(t) + I(t) oldugundan model tek bir diferansiyel denklem ile asagidaki gibi
ifade edilebilir:

S() = N -10), 3)

d

o = BIN-I) 2.4)
_ ﬁIN(l—]%). 2.5)

Diferansiyel denklem (2.5), 1845’de Verhulst tarafindan Onerilen lojistik biiyiime
denklemidir [43]. Bu denklem, hastalifin popiilasyonda daima yayilacag1 ve tim
hastalia kars1 duyarl olan bireylerin enfekte olabilecegini belirtir [44]. Denklem (2.5)
asagidaki gibi diizenlenebilir:

1 dI(t)

(N—1()I(t) dt =b-

Her iki tarafin integrali alinir ve gerekli islemler yapilir:

/ ) 1) W
0/ NI 4 T / p.

0
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1(1)

t
1
1(0) 0

1(t) ;
]l\, / (i + (Nl_u))du — /ﬁdt = [In(u) — In(N — u)]%)) — BNt
1(0) 0

Gerekli igslem adimlar1 yapilmasi sonucunda asagidaki lojistik egri elde edilir:

NI(0)

1) = 1(0) + (N —1(0))e BNt

Sekil 2.2, zamanla enfekte ve duyarli birey degisimini gosterir ve

limI(r) =N
t—vo0
acikca gozlenir.
sI
10} S(t)
0.8f
06}
0.4f
I(t)
02f
0.0f
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Zaman

Sekil 2.2 : Lojistik biiyiime gosteren SI salgin

Sekil 2.2, popiilasyonda hastaliga karsi duyarli olan bireylerin sayist zamanla aza-

lirken, enfekte olan bireylerin sayist lojistik olarak biiyiimekte oldugu goriilmektedir.

d dl
—S<0 , — >0 burada S>0 ve I>0.
dt dt

Denklem (2.5)’den asagidaki iki denge noktasi elde edilir:

* Hastaliksiz denge noktasi, Eg = (N,0).
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* Hastalikhi denge noktasi, E; = (0, N).

Zamanla tiim popiilasyon enfekte olacagindan hastaliksiz denge noktasi kararsiz iken

hastalikli denge noktasi ise kararli olacaktir [2].

2.2 SIS Model

SIS modeli, SI modelinden farkli olarak hastaliktan iyilesen bireylerin kalici
bagisiklifa sahip olmadig1 varsayilir. Bu yiizden, enfekte sinifinda bulunan bireyler
« iyilesme oraninda hastalifa kars1 duyarl bireylerin sinifina gecis yapar. Burada o/
birim zaman bagina iyilesen enfekte bireylerin sayisini belirtir. SIS modeline 6rnek

olarak influenza gibi tekrar ve tekrar enfekte olunabilen salgin hastaliklar verilebilir.

SIS modelinde SI modelinde oldugu gibi, toplam popiilasyon iki ayr1 sinifa

boliinmiistiir.

1. Hastahga kars1 duyarh bireyler: S(z) popiilasyonda hastalifa karst duyarli olan

bireyleri temsil eder.

2. Enfekte Bireyler: I(z) popiilasyonda hasta olan ve hastaliga karsi duyarli olan

bireylere hastalig1 bulastiran bireyleri temsil eder.

Modelin akis diyagrami Sekil 2.3’de verilmistir.

ol

S
R e B

Sekil 2.3 : SIS model icin akis diagrami

Bu model SI modeli varsayimlarina ek olarak asagidaki varsayimlar altinda

kurulmustur:

* B : Birim zaman bagina enfekte olma orani

_BsI

: Birim zaman basina enfekte olan bireylerin sayisi
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e ( : Birim zaman bagina iyilesme oranidir. Iyilesen bireyler, enfekte olmus smifi o

oraninda terk eder.

* ol : Birim zaman basina iyilesen enfekte bireylerin saysi

Yukarida verilen varsayimlar altinda ve Sekil 2.3’de verilen akis diyagramina gore

modelin diferansiyel denklem sistemi asagida verilmistir:

ds BSI

E = _T +al, (2.6)
dI BSI

— = ——ol 2.7
dt N 2.7)

Baslangi¢ kosullari, S(0) > 0 ve 7(0) > 0 seklindedir.

2.2.1 SIS modelinin matematiksel analizi

1. Sistemin invaryant bolgesi:

Sistem i¢in tiim ¢oziimlerin anlamli oldugu invaryant bir kiime olusturalim.
0<S<N, O0ZI<N.

Sistemin popiilasyon bilyiikliigii olan N(r) = S(¢) +1(z) sabit olarak varsayilmigtir. Bu
nedenle, (2.6) ve (2.7)’deki denklemlerin toplamindan bu varsayima ulasilir.

dN dS n al
dt dt dt
Sistemin invaryant bolgesi;
Q={(S,1)|0<S,I<N, N(t)=S(t)+I(t)}
seklindedir.
2. Boyutsuzlastirma:

(2.6) ve (2.7)’den olusan denklem sistemini,

S A
s=—, Ii=—, T=0t
N N

ile tanimlanan boyutsuz degiskenleri kullanarak

ds

-z = —(Ros—1)i (2.8)
= (Ros— )i 2.9)
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seklinde yazabiliriz. Burada Ry = g’dlr. Boyutsuz bagimli degiskenler iizerinde
invaryant bolge;

Q={(s,{)|0<s,i<1l, s+i=1}
seklindedir.

Temel iireme sayist (Rp), salgin teorisindeki en Onemli kavramlardan biridir.
Epidemiyolojide Ry, tamamen duyarli popiilasyonda bulasici hastalia sahip bir

vakanin olusturacag ikincil vakalarinin ortalama sayisini belirtir [45,46].
3. Sistemin denge noktalari:

(2.8) ve (2.9) denklemlerini s +i = 1 olmas1 nedeni ile tek denkleme indirgenir:

ds

E:—(Ros—l)(l—s) (2-10)

Denklem (2.10)’dan SIS modelinin denge noktalar1 asagidaki gibi bulunur.

* Hastaliksiz denge noktasi, Ey = (1,0).

1 1
* Hastalikli denge noktasi, £} = (R—, 1— R—)
0 0

Simdi model icin bulunan denge noktalarinin kararlilik analizini inceleyelim.
1.Durum: Ry < 1 oldugunu varsayalim.

d
0 <s<1i¢in Ryps —1 < 0 olur. Bu durumda, ﬁ > 0 oldugu agiktir. Diger taraftan,

ds di

dt  dr
o di . e 4 :
oldugundan I < 0 olacaktir. Bu ise enfekte popiilasyonun azalacagi anlamina gelir.

Sekil 2.4’de duyarh popiilasyonun zamanla artti§in1 ve bdylece salginin yayiliminin

zamanla azaldig1 gozlemlenir.
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1 L 1 L 1 E—
2 4 6 8 10

Sekil 2.4 : SIS Salgini, Ry < 1; B =0.2,a¢ = 0.4.

2.Durum: Ry > 1 oldugunu varsayalim.

Bu durumda, denklem (2.10) incelendiginde, iki kosul meydana gelir:

0<s< 4 = % <0 olacakt
L4 S —_— — () aKtir.
- Ry dt

1 d
. R_0<s§1:>d—i<001acakt1r.

) I . 1 1 . ) 1
Yani s < — ise s artarak —’a yaklasacaktir. s < — ise s azalarak yine —’a
Ro Ro Ro Ro

1
yaklagsacaktir. Bu durumda s = R kararl1 denge noktasi oldugu agiktir.
0

Sekil 2.5’de Ry > 1 oldugu durum icin SIS salgini incelenmistir.

5

08

0.4

02f

. . . . Lt
2 4 6 8 10

Sekil 2.5 : SIS Salgini, Ry > 1; B = 0.8, 00 = 0.4.

1 1
Sekil 2.5°de noktali dogru R degeridir. E; denge noktasinin s* = R—’da oldugu
0 0
hatirlanacak olursa, salginin hastalikli denge noktasindaki davranisi gozlemlenir.
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1
Aciktir ki, R dengesi asimptotik olarak kararlidir. Ciinkii yakinindaki tiim ¢oziimler
0

1
t — oo olarak — yakinsar.
Ro

Bulunan denge noktalar1 icin kararlilik durumlar1 Sekil 2.6 ve 2.7°de verilen faz
diizlem grafiklerinden de belirlenebilir. Grafiklerde gosterilen kirmizi noktalar denge

noktalaridir.

N
o8y §§\\\\\\\\ QOO ]

0.6+ \\

Enfekte poplilasyon

02f \\\\\\\\\§§:§:§§§§

00F NN

L L L L L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Duyarli popllasyon

Sekil 2.6 : Ry < 1 iken hastaliksiz denge noktasinin faz diizlemi; f = 0.2, ¢ = 0.4.

0.8

Enfekte populasyon
o
o
T

o
~
T

02+ \
AL
RS
ool DU OO,

1 1 1 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Duyarli poptllasyon

Sekil 2.7 : Ry > 1 iken denge noktalarinin faz diizlemi; f = 0.8, a = 0.4,
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Sekil 2.6°da, hastaliksiz denge noktasinin Ry < 1 iken kararli oldugu goriiliir. Sekil
2.7°de ise Ry > 1 iken hastaliksiz denge noktasinin kararsiz oldugu, hastalikli denge

noktasinin ise kararli oldugu gézlemlenir.

2.3 SIR Model

SIR modeli, SI ve SIS modellerinden farkli olarak popiilasyonda hastaliktan iyilesen
ve direng gelistirerek tekrar hastaliga yakalanmayan ya da 6len bireylerin sinifinin
(Removed) bulunmasidir. Kermack ve McKendrick, tarafindan onerilen bu modelde
iyilesen bireylerin tekrardan enfekte olmadiklar1 yani kalict bagisikliga sahip olduklari

varsayilir [17]. SIR ile modellenen ¢ogu hastalik cocukluk ¢cagi hastaliklaridir.

Bu modelde, toplam popiilasyon ii¢ ayr1 sinifa boliinmiistiir.

1. Hastalhiga kars1 duyarh bireyler: S(z) popiilasyonda hastaliga kars1 duyarli olan

bireyleri temsil eder.

2. Enfekte Bireyler: I(¢) popiilasyonda hasta olan ve hastaliga karsi1 duyarli olan

bireylere hastaligi bulastiran bireyleri temsil eder.

3. lyilesen Bireyler: R(t) hastaliktan iyilesilmesi sonucunda kalici bagisikliga ulasan

ya da 0liim yolu ile sistemden cikan bireyleri temsil eder.

Modelin akis diyagrami Sekil (2.8) asagida verilmistir.

P e )

Sekil 2.8 : SIR model i¢in akis diagrami1

Bu model SI modeli varsayimlarina ek olarak asagidaki varsayimlar altinda

kurulmustur:

* B : Birim zaman basina enfekte olma orani

BSI

: Birim zaman basina enfekte olan bireylerin sayisi
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* @ : Birim zaman basina iyilesme oranidir. Iyilesen veya 6len kisiler, enfekte olmus

sinifi & oraninda terk eder.

e o/ : Birim zaman bagina iyilesen enfekte bireylerin sayisi

Yukarida verilen varsayimlar altinda ve Sekil (2.8) akis diyagramina gére modelin

diferansiyel denklem sistemi agagida verilmistir.

ds BSI

v _ _Pot 2.11
7 N (2.11)
dl BSI

= = B 2.12
7 N : (2.12)
dR

= = al 2.13
7 a (2.13)

burada baglangi¢ kosullart, S(0) > 0, 1(0) > 0 ve R(0) = 0 seklindedir.

2.3.1 SIR modelinin matematiksel analizi

1. Sistemin invaryant bolgesi:

Sistem i¢in tiim ¢oziimlerin anlaml oldugu invaryant bir kiime olugturalim.

Sistemin popiilasyon biiyiikliigii olan N(z) = S(¢) + I(¢r) + R(z) sabit olarak

varsayilmisti, bu nedenle, (2.11)- (2.13)’deki denklemlerin toplamindan
dN_dS+dI+dR_O
dt dt dt dt

elde edilir. Sistemin invaryant bolgesi;

Q={(S,,LR)|0<S,LR<N, N(t)=S(t)+I(t)+R(t)}

seklindedir.

2. Boyutsuzlastirma:

) R
i=—, r:]v, T=0t
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ile tantmlanan boyutsuz degiskenler sistem igerisine yerlestirilmesi sonucunda

d

ﬁ —  _Rysi, (2.14)
j_; — (Ros—1)i, (2.15)
dr

ao_ 2.16
I i (2.16)

yazilabilir, burada Ry = g’dlr.

Boyutsuz bagimli degiskenler iizerine invaryant bolgesi;
Q=A{(s,i,r)|0<s,i,r <1, s+i+r=1}

seklindedir.
3. Sistemin denge noktalari:

(2.14)-(2.16) denklemlerin ¢oziimiinden elde edilen denge noktas1 agagida verilmistir.

* Hastaliksiz denge noktasi, Ey = (s%,0,1 —s*), 0 < s* < 1’dir. Sayilamaz ¢oklukta

oldugu goriiliir.

* Bu modelde hastalikli denge noktas1 gosterilemez.

d
Simdi denge noktalarinin kararlilik analizini her kosulda ﬁ < 0 oldugunu dikkate

alinarak yapalim.

1.Durum: Ry < 1 oldugunu varsayalim.

0 <s<1igin Rys — 1 < 0 oldugundan j—; < 0 olacaktr.
2.Durum: Ry > 1 oldugunu varsayalim.

Denklem (2.15) incelendiginde, iki kosul olugur:

1 di
* Eger Rops—1 >0 yani s > R ise, é > 0 olacaktir. Bu durumda salgin yayilmaya
0

devam edecektir.

1 di
* Eger Rops —1 < 0 yani s < R ise d—; < 0 olacaktir. Boylece salgimin yayilimi
0

zamanla azalacaktir.
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Sekil 2.9 ve Sekil 2.10°da SIR salgini i¢in faz diizlem grafikleri verilmistir.

it /)
T

Jrlffff’/ff///////////
il

ool IJJIJLIJJ//!"///J/_/////////, y

Duyarli popiilasyon

Sekil 2.9 : Ry < 1 iken SIR salgini; B = 0.2, = 0.4.

Sekil 2.9 i¢in Ry < 1 iken tiim denge noktalarinin kararli oldugu goriilmektedir.

1.0 A

Enfekte poplilasyon
o o
o o
T

o
~
T

o

Sekil 2.10 : Ry > 1 iken SIR salgini; B = 0.8, = 0.4.

o
Sekil 2.10’de siyah dikey ¢izgi E degerini gosterir.

(2.14) ve (2.15) denklemleri gbzoniine alindiginda asagidaki orant1 bulunur:

di_ps—a_ o

ds —Bs  PBs
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Yukaridaki denklem degiskenlerine ayrilabilen tipte denklemdir ve ¢oziimii

(1) + (t) — %ln(s(t)) — i(0) + 5(0) — %ln(s(O))

seklindedir, (2.10)’da goriilen yoriingeleri tanimlar. Sekil 2.10 incelendiginde;

a
* Eger s(0) < — ise ¢ arttikca i(¢)’nin monoton olarak azaldig1 ve salginin

B

o
sontimlendigi goriilmektedir. Bu durumda, s(0) < — ise tiim denge noktalari kararli

B

oldugu sonucuna ulagsilir.

a (04
» Eger 5(0) > — ise i(¢) baglangigta monoton olarak artarken s(¢) azalir, s(t) = —

B B

(04
oldugunda i(r) zirve yapar ve ardindan s(r) < — oldugunda i(r) sifira diiger. Bu

B

o
durum salginin yiikselis ve en diisiik dongiisiinii verir . Boylece, s(0) > — ise tiim

B

denge noktalarimin kararsiz oldugu sonucuna ulagilir.

Sekil 2.11’de Ry > 1 oldugunda enfekte birey sayisimin arttifi ve daha sonra
soniimlendigi goriiliir. Bu sirada hastaliga karsi duyarli olan bireylerin sayisinda

azalma olurken, iyilesen bireylerin sayisinda ise zamanla artis olmustur.

Ro>1

10},
0.8t - r(t)
06
041 ]

0.2f ¥ T s(t)
//\ 1 i()

0.0
0 10 20 30 40 50 60
t

s(t), (), r(t)

Sekil 2.11 : Ry > 1 iken SIR salgini; B = 0.8, oo = 0.4.

Sekil 2.12°de Ry < 1 oldugunda ise enfekte bireylerin sayisinin azaldigimi ve daha
sonrasinda ise soniimlendigi goriiliir. Bu sirada hastaliga kars1 duyarli olan bireylerin
sayisinda, Ry > 1 oldugu duruma gore daha az azalma olurken, iyilesen bireylerin

sayisinda ise zamanla artig olmustur. Bu sonug, salginin meydana gelmedigini gosterir.
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Ro<1

r(t)

0.0F it)
0 10 20 30 40 50 60
t

Sekil 2.12 : Ry < 1 iken SIR salgini; f =0.2, o = 0.4.

2.4 SIRS Model

SIRS modeli, SIR modelinden farkli olarak popiilasyonda hastaliktan iyilesen
bireylerin kalic1 bagisikliga sahip olmamasi sonucunda y gecis oraninda hastaliga kars1
duyarh bireylerin sinifina gegis saglar. Bu durum iyilesen bireylerin tekrar hastaliga

kars1 duyarl hale geldigini yani kalic1 bagisikliga sahip olmadiklarini gosterir.
Modelin akig diyagrami (2.13) agagida verilmistir.

YR
pst

SR e BV o BER

Sekil 2.13 : SIRS model icin akis diagrami1

SIR modeli varsayimlart bu model icin de gecerlidir. Bu modelde, ek olarak iyilesen
bireylerin bagisikligini kaybetmesi sonucu YR sayida birey, hastaliga kars1 duyarli olan

bireyler sinifina gecis yapacaktir.
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Sekil (2.13) akis diyagramina gore modelin diferansiyel denklem sistemi asagida

verilmistir:
ds BSI
— = ——+47R 2.17
7 N TR (2.17)
dl BSI
— = ——ol 2.18
7 N , (2.18)
dR
— = al—7YR 2.19
7 al—vy. (2.19)

Baglangig kosullari, S(0) > 0, I(0) > 0 ve R(0) = 0 seklindedir.

2.4.1 SIRS modelinin matematiksel analizi

1. Boyutsuzlastirma:

r= R = (atyx
—= = (o+y

ile tanimlanan boyutsuz degiskenler, sistem igerisine yerlestirilmesi sonucunda

i 4y 4y s (2.20)
drt a+y a+y

di B . o

i OC—l—'}/Sl — OH—’)/l’ (2.21)
dar o Y

yazilabilir. Boyutsuz bagimli degiskenler tizerine invaryant bolge;
Q:{(S,i,r)|0§s,i,r§17 S+l+}’:1}

seklindedir.
2. Sistemin denge noktalari:

Sistem (2.20)-(2.22) de r yerine r = 1 —i — s esitligi yerlestirildiginde sistem asagidaki
gibi iki denklem seklinde yazilir:

ds B . Y

d_r = _Oc—{—’]/Sl—’_OC—f—}/(l_l_S)? (2.23)
di B . a .
7 = +ySl B yl. (2.24)

Bu denklemlerin ¢oziimiinden elde edilen denge noktalart;
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* Hastaliksiz denge noktasi, Ey = (1,0,0),

o v o, o o
=-Loa-3)

p oty B

seklindedir. Hastalikli denge noktasi, tim bagimli degiskenler pozitif oldugunda

* Hastalikli denge noktasi, £} = (

vardir. Bu nedenle, asagidaki kosul saglanmalidir:
Y (04
——(1 >0, 2.25
o +y( ) (2.25)
>1 (2.26)

seklinde bulunur. Boylece hastalikli denge noktasinin varlik kosulu; Ry = g, Ro>1
olarak ifade edilir. Simdi, model i¢in bulunan denge noktalarinin kararlilik analizini

inceleyelim. Ilk olarak, sistem (2.23)-(2.24) icin Jakobiyen matrisini bulalim:

ﬁl.y 5S7’

J_| a+y a+y a+y a+y
- B, p . @
o+y a+y o+vy
buradan
Yy Y @ Y
J(Eo) = a+y o+y Oﬂa+7’
o+y a+y

elde edilir. J(Ey) matrisinin 6zdegerleri;
(04 (04
Y =P =% Re-1)
oty a+y a+y a+y

olarak belirlenir. Model de tiim parametreler pozitif oldugundan A; 6zdegeri negatiftir.

A=

Diger 6zdeger olan A, i¢in asagidaki kogullarin saglanmasi gerekmektedir.

» Eger Ry < 1 ise A, < 1 oldugundan J(Ep) matrisinin tiim 6zdegerleri negatif oldugu

icin hastaliksiz denge noktasi kararhdir.

e Eger Rp > 1 ise Ay > 1 oldugundan J(Ep) matrisinin tim 6zdegerleri negatif

degildir. Hastaliksiz denge noktasi kararsizdir.

Benzer sekilde, hastalikli denge noktas: i¢in kararlilik analizini yapalim. Bulunan

Jakobiyen matrisine, hastalikli denge noktasi olan E| noktasini yerlestirelim:

T gy
T A

W(B—O‘) 0
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J(E1) matrisinin izi ve determinant1 asagidaki gibidir:

WU(E) =~ gy (B4, detU(E) = s (B o) = (o (Ro 1)

Ik boliimde bahsedilen 2 x 2 matrisler i¢in denge noktalarinin kararhilig ile ilgili bilgi

verilmisti.

* Ro < 1 ise hastalikli denge noktasinin olmadig1 yukarida belirtildi.

* Rp > 1 halinde her zaman
tr(J(E;) <0 ve det(J(E))>0

oldugundan hastalikl1 denge noktas1 kararlidir.

2.5 SEIR Model

SEIR modeli, SIS ve SIR modelerinden farkli olarak hastaliga kars1 duyarli olan
bireyler hemen enfekte bireyler sinifina gecis yapamaz. Ciinkii baz1 hastaliklarda
patojenin ¢ogalmasi i¢in zamana ihtiyaci vardir. Bu nedenle, patojene maruz kalan
duyarl bireyler temasl bireyler (Exposed/Latent) sinifinda bulunurlar [2]. COVID-19

ve benzeri salginlar bu modelle ifade edilir.

Bu modelde, toplam popiilasyon dort ayr1 sinifa boliinmiistiir. Daha 6nce modellerde
tanimlanan S(z),/(¢) ve R(¢) siniflarin tanimlar1 burada da gecerlidir. Ek olarak, E(7)
sinifi bulunur. E(7), enfekte kisi ile yakin temasta bulunan bireyleri temsil eder. Bu

bireyler, heniiz hastalig1 bulastirict asamada degildir.

SI modeli baz1 varsayimlarina ek olarak bu modelde;

* B : Hastaliga kars1 duyarli olan bireylerin, enfekte bireyler ile temasta bulunmasi

sonucunda birim zaman bagina enfekte olma oran
* o : Birim zaman bagina temash kisilerin enfekte olma oram

* 7 : Birim zaman basina iyilesme orani

olarak tanimlanir. Modelin akis diyagrami olan Sekil 2.14 asagida verilmistir.
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R B B B

Sekil 2.14 : SEIR model i¢in akis diagrami

Sekil 2.14°de bulunan akis diyagramina gore modelin diferansiyel denklem sistemi

asagida verilmistir.

%f: —%? (2.27)
il—lf = BTSI—(XE, (2.28)
Zl—f = oFE—vyl, (2.29)
% = 9l (2.30)

Baglangi¢ kosullari; S(0) > 0, E(0) > 0, 1(0) ve R(0) = 0 seklindedir.

2.5.1 SEIR modelinin matematiksel analizi

1. Boyutsuzlastirma:

S ot x T=(o+7y)t
S = — e = 1= — y = — =
N’ N’ N’ 1

ile tanimlanan boyutsuz degiskenlerin sistem (2.27)-(2.30) igerisine yerlestirilmesi

sonucunda;
ds B .
= (2.31)
de B o
— = | — 2.32
dt (a+w” (a+w& 2.32)
di o Y.
— = — 2.33
dt (oc+y)e (oc+y)l’ (2.33)
dr B Y .
yr i (Oc—f—y)l (2.34)

yazilabilir. Boyutsuz bagimli degiskenler {izerine invaryant bolge;

Q=A{(s,e,i,r) |0<s,e,i,r <1, s+e+i+r=1}

29



seklindedir.
2. Sistemin denge noktalari:

Sistem (2.31)-(2.34)’de r yerine r = 1 — s — e — i yazilmasi ile sistem asagidaki ii¢

denkleme indirgenir:

ds B .

&= (2.35)
de B .«

dat ~ (a+y) (a+p9" (230
. _ @ 14 (2.37)

&t = (arp’ (arn”

Bu denklemlerin ¢oziimiinden denge noktalari;

* Hastaliksiz denge noktasi, Ey = (1,0,0),

L A S )

» Hastalikli denge noktasi, £ = (B, oc——i-y - = 7(X—+y

B

olarak belirlenir. Hastaliklt denge noktasi, tiim terimleri pozitif oldugunda ancak var
olabilir. Bu nedenle,
Ry=—>1
Y
kosulunun saglanmasi gerektigi aciktir.

Simdi model i¢in bulunan denge noktalarinin kararlilik analizini inceleyelim.

Sistem (2.35)-(2.37) Jakobiyen matrisi:

-— B i 0 - B s-
(a+7) (a+7)
J_ B ;@ B ;
(a;Y) <%¢w quf

L (a+7) (a+7y) |

oldugundan Ey = (1,0,0) denge noktasinda,

_ 5
© Y ey
J(E()) = 0O — o B

<%¢w f“ﬁf

O Tary @iy |
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yazilabilir. Matrisin 6zdegerlerti;

M=0, L3=

2(a+7y)

olarak belirlenir.

A1 6zdegeri sifir oldugundan dolay: hastaliksiz denge noktasinin kararlilik analizi bu

yontemle belirlenemez.

(—o—y=+ \/a2 +2ay(2Ry — 1) +9?)

Hastalikli denge noktas: icin kararlhilik analizini yapalim.

Jakobiyen matrisine, hastalikli denge noktasin (E7), yerlestirelim:

[ (1—Ro)yex Y
(o +7)? a+y
J(El): (RO_l)’};a B o Y
(o +7) (a+7y)  (a+y)
@ Y
0 _
: (a+y)  (a+7)
Bu analizde, tiim 6zdegerlerin negatif reel kisma sahip oldugunu bulmamiza yardimci

olan ve Teorem (1.1.1) ile verilen Routh-Hurwitz kriterinden faydalanacagiz. Ilk

olarak, J(E) matrisinin karakteristik polinomunu

P()L) =23 —i—al)Lz +amA + a3

burada

L PrayRo+ )47

: (a+p?

4 ay(Ry—1)

? (a+p? "
a’P*(Ry—1)

ag = ———
(a+y)*

tanimlar ile yazalim. Karakteristik polinom, ii¢iincii dereceden oldugundan iiciincii

derece polinomlar icin gerekli olan Routh-Hurwitz sartlarinin

1. a; >0,a, >0 ve az>0,

2. ajap—az >0

oldugunu hatirlayalim. 11k kosulun saglanmasi icin Ry > 1 olmasi gerekmektedir.
Asagida ikinci kosulu inceleyelim.

ay(Ro—1)(a(o+B)+7%)
(a+y)* '

ayaz —daz =
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Yukaridaki esitlikten, aja; —az > 0 olmasi i¢cin Ry > 1 olmas1 gerekmektedir. Bunun
sonucunda, Routh-Hurwitz sartlar1 Ry > 1 oldugunda saglandigi bulunur. Boylece,

Rp > 1 iken hastalikli denge noktasinin yerel kararli oldugu sonucuna ulagilir.
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3. SALGIN HASTALIKLARDA ASI VE KARANTINA ETKISININ
MATEMATIKSEL MODELLEMESI

3.1 Giris

Son donemde her alandan arastirmacilar degisik yontemlerle COVID-19 salgini
tizerine cok yogun ilgi gostermiglerdir. ~ Bu boliimde, cesitli salgin hastalik
durumlarinda karantina ve asmnin etkinligini incelemek icin iki farkli model

olusturulmus ve matematiksel analizleri yapilmistir.

Bolim 2 girisinde verilen COVID-19 ile ilgili yapilan matematiksel modelleme
calismalarin yan1 sira bazi calismalar da karantinanin COVID-19’un yayilmasi

izerindeki etkisini de incelemistir [52]—[57].

Baz1 caligmalarda ise COVID-19 yayiliminda agilamaya ek olarak ilag dist
miidahalelerin olmasi gerektigini matematiksel olarak ortaya koyulmustur; Iboi ve
arkadaslar1 [58], kurduklart matematiksel model araciligiyla basari orani diisiik olan bir
agt ile birlikte hastaligin bulagmasini sinirlayan diger miidahalelerin birlestirilmesiyle
ilgili bir model gelistirmiglerdir. Onlarin calismalart hem as1 hem de miidahale
onlemlerinin birlikte olmasinin ABD’de COVID-19’u ortadan kaldirilma olasiliginin
nasil yiikselttigini gostermistir.  Bu calismaya benzer sonuca ulasan Annas ve
arkadaglar1 [59] ise, COVID-19 i¢in kurduklar1 modelin simiilasyonlar1 sonucunda
asmin ve maksimum izolasyonun COVID-19’un yayilmasini nasil yavaslatabilecegini
incelemislerdir. Bir diger ¢alisma da Yang ve arkadaslar1 [60], COVID-19 salgminin
tek basina as1 ile tamamen ortadan kaldirilip kaldirilamayacagini analiz etmek icin
bir SVAIRS tipi bir matematiksel model kurmuslardir. Calismalarinda yaptiklar
simiilasyonlar ve analizler sonucunda, ila¢ dis1 miidahale uygulanmadig1 takdirde
asmin etkinliginin veya asilanma oraninin artirtlmasinin, COVID-19’un yayilmasinda
etkin ve hizli bir sekilde kontrol edemedigini gostermislerdir. Bu nedenle, asilamaya
ek olarak bazi farmasoétik olmayan miidahale onlemlerinin uygulanmas: gerektigini

vurgulamiglardir.
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Bu calismada, gelecekte meydana gelecek pandemi durumlarina 151k olmasi i¢in iki

farkli matematiksel model kurulumu yapilmustir.

Ik olarak, salgin hastalik yayiliminda as1 etkinligi ve asilanma oraninin etkisini
ele alan basit bir matematiksel model kurulmustur. Daha sonra, hem karantina
hem de aginin varliginin oldugu durum i¢in daha kapsamli bir matematiksel model
olusturulmustur. Her iki modeli temsil eden dogrusal olmayan adi diferansiyel
denklem sistemi kurulmus, iyi tanimliliklari, denge noktalari, yerel kararlilik analizleri
ve sayisal sonuclar1 incelenmistir. Son olarak, as1 ve karantina kompartimanlarini
iceren model icin temel lireme sayisinin 1’den kiiciik olmast (Rg < 1) i¢in gerekli
olan parametre kogsullar1 incelenmis, ayrica Liapunov teorisini kullanilmasi1 sonucunda

hastaliksiz denge noktasinda global kararlilik analizi de arastirilmistir.

3.2 Salgin Hastahk Yayihminda Ags1 Etkinligi Ve Asillanma Oranmmin Etkisini
Inceleyen Matematiksel Model

Bu boliimde, olusturdugumuz model ile aginin etkinligi ve asilanma oranlarinin bir

salginin yayilimi iizerindeki etkisini incelemeyi amagladik.

Model, toplam popiilasyon ii¢ ayr1 sinifa boliinmiistiir.

1. Asisiz Duyarh Bireyler: S, (¢) popiilasyonda hastaliga kars1 duyarli olan bireyleri

temsil eder.

2. Asih Duyarh Bireyler: S,(¢) popiilasyonda asi olan ya da iyilesme sonucunda

hastaliga kars1 bagisiklik kazanan bireyleri temsil eder.

3. Enfekte Bireyler: /(r) popiilasyonda hasta olan ve hastaliga karg1 duyarli olan

bireylere hastalig1 bulastiran bireyleri temsil eder.
Modelin kurulumu i¢in gerekli olan varsayimlar agsagida verilmistir.

» Toplam popiilasyon olan N (1) = S, (t) + S, (¢) + (¢) sabittir.

* Popiilasyondaki her birey diger bireyler ile aym olasilik ile temas edildildigi

varsayillmistir. Bu sebeple popiilasyon homojendir.
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* Agsilanacak bireylerin daha 6nce viriise maruz kalmamis veya agilanmamais bireyler

arasindan secildigi varsayilmistir.

* Asinin basari oraninin yiizde yiiz olmadig1 varsayilmistir. Bu durum agili bireylerin

enfekte olabildigi ve as1 olmasina ragmen hastalig1 bulastirabildigini belirtir.

* Agsinin bulagsmay1 onlemede etkili oldugu diisiiniilmesi sonucunda asisiz duyarl
bireylerin enfekte olma oram1 &’nin asili duyarli bireylerin enfekte olma orani olan

B’dan biiyiik oldugu varsayilmistir.
* Modelde, hastaliktan iyilesme sonucu kazanilan kalic1 bagisiklik yoktur.

* Hastaliktan iyilesen bireyler antikor iiretecektir. Ancak bazi hastalarda antikor
tiretimi yiiksek olurken, bazilarinda ise ¢ok az olacagindan iyilesen bireylerin asil

duyarl1 bireylere y oraninda gegis yaptig1 varsayilmistir.
* Dogal 6liim, tiim kompartimanlarda b oraninda meydana gelir.

* Model de dogal dogum/6lim oranlarinin esit oldugu varsayilmistir ve modele

hastalik kaynakli 6lenlerin orani dahil edilmemistir.

Yukarida belirttigimiz varsayimlar altinda $ekil 3.1°de modelin akis diyagrami

verilmigtir.

bS, bS,
S
bN [ s, ESu s, }

oS, BIS,

{ ! J v

bl

Sekil 3.1 : Model 1 icin akis diagrami

Akis diyagraminda verilen negatif olmayan tiim parametreler asagida tanimlanmasgtir.
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o & : Agih olmayan duyarli bireylerin agilanma orani
* o : Asili olmayan duyarli bireylerin enfekte olma orant
* B : Asili olan duyarh bireylerin enfekte olma orani

* y:1iyilesen bireylerin, bagisiklik kazanmasi sonucunda asili duyarh bireyler sinifina

gecis orant

* b : Popiilasyonda meydana gelen dogal dogum ve 6liim orani

Yukarida verilen varsayimlar ve tanimlar altinda modelin diferansiyel denklem sistemi;

ddSt” — N — “if” —ESy—bSa,
ddb;vzéSu—FyI—ﬁ]I\fV—bSv, (3.1
% = ajl\f” ﬁ]IVSV — I — bl
olarak yazilir. Baslangic kosullart,
5.0)>0, §,(0)>0, 1(0)>0 (3.2)

seklindedir.

3.2.1 Matematiksel modelin analizi

Bu boliimde, kurulan matematiksel modelin 1yi tanimlilig1, invaryant bolgesi, temel
lireme sayis1 ve denge noktalarinin kararliliklart dahil olmak iizere matematiksel

analizine odaklanacagiz.

1. Tyi tammhlik:

Teorem 3.2.1 Eger sistemin tiim parametreleri pozitif ise (3.1) sistemi (3.2) baslangi¢c

kosullart altinda iyi tamimidr.

Ispat 3.2.1 ik olarak, sistem (3.1)’i kapali formda yazalum:

ax

- =F(x)
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burada

Su fl(Su7SV7I)
X=| S |, FX)=1| f2(8,S,1)
1 J3(Su; Sy, 1)

seklindedir. Daha sonra, Efendiev tarafindan [61]’de, verilen yontem yardimiyla
sadece vektorlerin bilesenleri olan ¥j = 1,2,3 icin i = j ve X; = 0 iken f;(X;) >0
oldugunu gostermemiz teoremin ispatt icin yeterli olacaktir.
f](O,SV,I) =bN > O;
f2(5u7071) = gSu +’}/I > 07
f3 (SLMSWO) - O
olmasi ancak ve ancak sistemin baslangi¢ kosullari ve parametre degerlerinin pozitif

olmasi ile miimkiin oldugu goriilmektedir.
2. Invaryant bélgesi:
Sistem (3.1) icin tiim ¢dziimlerin anlamli oldugu invaryant bir kiime olugturalim.

olmast ve N(t) = S,(t) + Sy(t) + I(¢) sabit varsayilmas: nedeni ile denklemlerin

toplamindan
dN dS, dS, n al
dt — dt = dt dt

elde edilir.

Sistemin invaryant bolgesi;
Q={(8,,5,,1) |0<8,,S,,] <N, N(t)=S,(t)+S,(t)+1(t)}
seklindedir.

3. Boyutsuzlastirma:

Su A |
§=—, V=—, i=—
N N N

ile tammmlanan boyutsuz degiskenleri sistem (3.1) igerisinde yerlestirilmesi sonucunda

%zb—asi—(fj-l-b)s,

dv

= i Bvi — 3.3
= Es+vi— Bvi— by, (3.3)
di—a i+ Bvi— (y+b)i
5 = osi B Y i
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yazilabilir. Sistem (3.3) i¢in v yerine v = 1 — s — i yazilmasi sonucunda asagidaki

sistem elde edilir:

d

i =b—(b+&)s— asi,

dt

di (3.4)
o= asi+ B(1—s—i)i—7i—bi

Kurulan sistemin boyutunun 1/zaman olduguna dikkat ediniz. Boyutsuz bagimh

degiskenler iizerine invaryant bolge;

Q={(s,ni)|0<s,vi<l, s+v+i=1}
seklindedir.
3.2.1.1 Hastaliksiz denge noktasi

Sistem (3.4) icin hastaliksiz denge noktasini bulalim:

;’_: = 0= b—(b+E)s—asi=0,
<
d—; = 0= asi+B(1—s—i)i—yi—bi=0.

Bu denklemlerin ¢éziimiinden hastaliksiz denge noktast;

b E

Ep = (m;m7

olarak bulunur.

3.2.1.2 Hastaliksiz denge noktasinmin yerel kararhhig:

Teorem 3.2.2 Ry = (bfg)% < 1 ise hastaliksiz denge noktasi yerel asimptotik

olarak kararlidir.

Ispat 3.2.2 Sistem (3.4) icin Jakobiyen matrisi;

_f —E—b—ai —as
J—( (o — B)i ocs+ﬁ(l—s—i)—ﬁi—y—b)

oldugundan Ey = (ﬁ, %,O) denge noktasinda,
bo
_E_p _
J(Eo) = : b+&
(o) = (a—B)b
0 ———+B—y-0>

b+¢
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yazilabilir. J(Ey) matrisinin dzdegerleri;

A =—(b+8),
lzz%wLﬁ—y—b

olarak belirlenir. A, ozdegerinin negatif oldugu aciktir. Ay ozdegerinin negatif

olabilmesi icin asagidaki kosulun saglanmasi gerekir:

BE+ab
(b+&)(y+b)

Bu gerekli olan kosul sayesinde temel iireme sayist olarak adlandirilan Ry sayisi

belirlenebilir:

R BStab
T brE)(yrb)

Hastaliksiz denge noktasi, Ry < 1 oldugu durum icin Jakobiyen matrisinin tiim
ozdegerleri negatif olacaktir. Boylece, hastaliksiz denge noktast Ry < 1 ise yerel

asimptotik olarak kararlidir.

3.2.1.3 Sayisal sonuclar

Bu boliimde, hastaliksiz denge noktasi i¢in enfekte zaman grafikleri incelenmistir.
Baslangi¢ kosullar1 s(0) = 0.79,v(0) = 0.20,i(0) = 0.01 olarak alinmistir. Parametre

degerleri ise Cizelge 3.1’de verilmistir.

Cizelge 3.1 : Salgin hastalik yayiliminda ag1 etkinligi ve asilanma oraninin etkisini
inceleyen modelin parametre degerleri

Parametreler Tanim Degerler Referans
o As1 olmamis duyarli bireylerin enfekte olma 0.7 tahmin
orani
Y Iyilesen bireylerin, asili duyarli bireylere gecis 0.2 tahmin
orani
& Asgilanma orani 0.0203 [58]
b Popiilasyonun dogal dogum ve 6liim orani 0.0011 tahmin

Sekil 3.2°de aginin etkinligini inceleyebilmek i¢in modelin parametreleri olan; asisiz
bireylerin enfekte olma «, iyilesen bireylerin asili duyarli bireylere gecis orani 7,

agilanma oranm1 £ ve dogal 6liim/dogum b oranlar1 yukaridaki tablodan alinirken asi
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olmus hastaliga karst duyarl bireylerin enfekte olma orani olan 3’ nin degisik degerleri

iizerine as1 etkinliginin salginin yayilmasina etkisi incelenmistir.

— B=0.0001,R,=0.179394

£=0.05Ry=0.414775
— B=0.10,R;=0.650627
— B=0.16,R,=0.93365

Fargn

Sekil 3.2 : Etkinlik giicii zay1f ve gii¢lii olan agilar i¢in enfekte zaman grafigi

Asilanmus bireylerin enfekte olma orani olan f3’da artis olmasinin, aginin koruyuculugu
az oldugu anlamina geldiginden Sekil 3.2°de aginin etkinligi az ise, enfekte popiilasyon
ve Rp sayisinin arttigl gézlemlenmistir. Bu sonug asinin etkinligi az iken hastaligin
yayiliminin arttigini belirtir. Diger taraftan, a1 koruyuculugu yiiksek ise  orani 0.16
dan 0.0001’e kadar degerleri icin enfekte popiilasyon ve Ry sayis1 azalmaktadir, yani

asinin koruyuculugu arttik¢a, hastaligin yayiliminin azaldigini gosterir.

Sekil 3.3’te, koruyuculugu baska bir deyisle etkinlik giicii zayif ve gii¢clii olan asilar

icin enfekte karsilastirma grafigi verilmistir:
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Enfekte Populasyon

o — B=0.0001,Ry=0.179394

0.4 B=0.05,R=0.414775
— B=0.10,R=0.650627

o — B=0.16,R,=0.93365

0.2 B=0.20,Ro=1.12233

y — B=0.30,Ry=1.59404

B=0.40,Ry=2.06574

— Zaman
50 100 150 200

Sekil 3.3 : Etkinlik giicii zay1f ve giiclii olan agilar i¢in enfekte karsilastirma grafigi

Sekil 3.3’te, Sekil 3.2°den farkli olarak as1 koruyuculugunun daha az oldugu
durumlarda ( = 0.30 ve B = 0.40) salginin daha yiiksek enfekte birey sayisinda denge
noktasina ulastig1 gozlemlenir. Bu durum, as1 etkinliginin az oldugu durumda salginin
yayilim siddetinin yiiksek oldugu ve kitleler halinde hizla salginin yayildigi anlamina

gelir.

Sekil 3.4’te etkin as1 i¢in agilanma oraninin salgin yayilimina etkisi incelenmistir.

Enfekte Poptlasyon

— £=0.0101,Rp=0.340799

— £=0.0304,Rp=0.121841

— £=0.0400,R=0.0936455
¢=0.1005,Rp=0.0381783

Zaman

100 150

Sekil 3.4 : Agilanma orani degisimindeki enfekte-zaman grafigi; § = 0.0001.

Sekil 3.4’de agilanma orani artikca, hastaligin daha erken soniimlendigi ve Ry
sayisinin zamanla azaldigr gozlemlenmistir. Bu durum, asilanma orani artmasi

sonucunda salgimin yayilim hizinin azaldigimi belirtir.  Diger taraftan, asilanma
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oraninin azalmasiyla enfekte popiilasyon ve Ry sayisinin arttig1 gézlemlenmistir. Bu

gozlem ile salginin yayilim hizinin arttig1 sonucuna ulagilmigtir.

3.2.1.4 Hastalikh denge noktasi

Sistem (3.4) icin hastalikli denge noktasini bulalim:

% = 0= b (b+E)s—asi=0, (3.5)
o
é-: 0= asi+B(1—s—i)i—yi—bi=0. (3.6)

Yukaridaki denklemlerin ¢oziimiinden

(a—=B)s+B—y—>b
B

(a=B)s+B—y—>
B

Denklem (3.5) icerisine i terimi yerlestirilmesi sonucunda asagidaki kuadratik denklem

elde edilir:

i#0=1i=

bulunur. Hastalikli denge noktasi i¢in i =

’dan s’yi bulalim.

a(o—B)s*+ (B(b+&)+a(f—y—b))s—pb=0.

Kuadratik denklemin katsayilarini kolaylik olmasi agisindan

A:OC(OC—ﬁ),
B=B(b+&)+a(f—v—b),
C=-Bb

olarak tanimlayalim ve denklemi
As* +Bs+C=0

seklinde yazalim. o« > B alindigim hatirlayalim, A > 0 ve C < 0 oldugundan

diskriminant degeri pozitiftir. Bu durumda kuadratik denklemin iki farkli reel kokii

vardir:
—B++VB? —4AC —B—+/B?—4AC
S1 = P §2 = .
2A 2A

s1 ve 57 koklerden hangisinin model i¢in gegerli oldugunu bulmak i¢in a > f esitsizligi

altinda koklerin isaretlerinin bulunmasi gerekir.
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A > 0 oldugundan —B + /B2 —4AC ya da —B — v/ B% — 4AC ’den hangisinin pozitif
olduguna bakmak yeterlidir. C < 0 oldugu icin aciktir ki 51 > 0 olacaktir.

—B(b+&)—alB—7—b)+ 1/ (B(b+E)+ (B —y—b))*+4Bba(o— )
2a(o—B)

s* =

bulunur. Bu durumda i* acik olarak

—a(b—B+7) —Bb+E)+1/ (Bb+E)+a(B—y—b)) +4Bba(a—PB))
203

if =

olacaktir. Hastalikli denge noktasinin v* degerinin bulunabilmesi i¢in ise, v* = 1 —

s* —1* denklemine s* ve i* degerlerinin yerlestirilmesi sonucunda

—a(b+B+7)— B(E —2y—b)+/(B(b+&) +a(B—y—b)) +4Bba(a—B))
2B(B—a)

ulagilir. Boylece hastalikli denge noktast;

V=

E* = (s"v",i")
seklindedir.  Bulunan E* hastalikli denge noktasinin varligi i¢in tiim bagiml
degiskenlerin (0, 1] araliginda olmasi1 gerekmektedir.

Asinin etkin oldugu durum altinda saglanmasi gereken ilk kosul, diskriminatin pozitif
olmasidir:

A=B?—4AC > 0= B > 4AC.

Bu denklemden agik olarak

(B+&)+a(f—y—b))* > —4Bba(a—p) (3.7)

yazilir. Simdi (3.7) kosulu altinda s*,v*,i* degiskenlerinin (0, 1] arahiginda olmas i¢in
gerekli ek kosullar1 asagida bulalim. Ilk olarak, 0 < s* < 1 olmas1 icin gerekli olan

kosullar;

_B+BT—3AC
< 24 =1

B < VB2 —4AC <2A+B.

Yukaridaki esitsizligi iki parca halinde incelenebilir:

0
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* Esitsizligin sol tarafindan; B < v/ B2 — 4AC

Bb+8&)+a(f—y—b)< \/(ﬁ(b+€)+a(ﬁ —y—b))* +4Bba(a—pB) (3.8)
elde edilir.
« Esitsizligin sag tarafindan; VB2 —4AC < 2A + B
0<a(a—y—b)+pS (3.9)

belirlenir.

Ikinci olarak, 0 < v] < 1 olmasi icin gerekli kosullar1 bulalim.

B+2(ba—bB + ay—By) — VB> —4AC
2B(o—pB)

VB> —4AC < B+2(a—B)(y+b) <2B(a—B)+ VB> —4AC.

Yukaridaki esitsizligi iki parca halinde incelenebilir:

0<

<1,

* Esitsizligin sol tarafindan; B2 —4AC < B+2(o — B)(y+ b) agik olarak ab <
(vy+b)(x+&—7y)=0< o+ & — yolacagindan

y<a+é (3.10)

bulunur.

* Esitsizligin sag tarafindan; B+2((a — B)(y+5b)) < 2B(oc — B) + VB —4AC

(B-12B—0a)+bla—p)+BE < \/(ﬁ(b+§) +a(B—y—b))’ +4Bba(a—p)
(3.11)
elde edilir.

Son olarak, 0 < i* < 1 olmasi i¢in gerekli kosullari agsagida bulalim.

<B—2B(b+§)+\/B2—4AC§1

0
20 ’

0<B—2B(b+&)++/B2—4AC < 2.
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e Esitsizligin sol tarafindan; 0 < B—2B(b+ &) + VB2 —4AC

Bb+8)—a(B—v-b)< \/(ﬁ(b+§) +a(B—y—b))’+4Bba(a—pB) (3.12)
elde edilir.

e Esitsizligin sag tarafindan; B—28(b+ &)+ vVB* —4AC < 2B«

\/(ﬁ(b+§)+06(ﬁ —y—b))’ +4pba(a—pB) < B(b+E&)+a(B+y+b) (3.13)

belirlenir.

3.2.1.5 Hastalikli denge noktasinin yerel kararhlig

Teorem 3.2.3 Hastalikli denge noktast E* = (s*,v*,i*) asimptotik kararlidur.

Ispat 3.2.3 Hastalikli denge noktasimin Jakobiyen matrisinin tiim dzdegerleri negatif

ise denge noktasi yerel asimptotik olarak kararlidir.

Sistem (3.4) icin Jakobiyen matrisi:
J:(—é—b—ai —as )
(a—B)i os+P(l—s—i)—Bi—y—>
seklindedir. Buradan
e (57)

vazilir. Burada X, Y, Z ve T terimleri;

a(b—B+7)~Blb+E)—/(Blb+E)+ (B —y— b)Y +4Bbale— p)

2B ’
L lb-B+7)-Bb+E)+/(Bb+E)+alp-y-b)’ +4pbala-p)
B 2B -a) |
(@ BBy b)~B(b+E)+\/(Bb+E)+ (B — b)) +4Pbac—B))
N 208 ’
(B y-b)+ B &) (Bb+8) + (B —y-b)’ +4pba(a—p)
N 2a
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olarak tamimlanmustr. X, Y, Z ve T terimleriA = o(a— B), B=B(b+ &)+ a (B —y—
b) ve C = —Bb oldugu hanrlayarak daha sade halde

—B— B2 —4AC

X = 25 ,
y_ B+ B2 —4AC

o 2Ap-a) (3.14)
S (a—B)(B—2B(b+&)+VB%—4AC)

N 203 ’
T_2B(b+§)—B—\/BZ—4AC

N 2a

seklinde yazilabilir. Burada matris 2 X 2 oldugu icin matrisin izini ve determinantinin

bulunmast sayesinde kararlilik analizi yapilabilir.

Ozdegerlerin isaretini bulmadan énce X ,Y,Z ve T terimlerinin isaretlerinin bulunmasi

matrisin izi ve determinatmin isaretlerini bulunmasinda bize yardimct olacaktir.

At etkin oldugu durum (& > B) icin hastalikli denge noktasumin terimi olan i*’in
(0,1] araliginda olmast gerektigi yukarida incelenmis ve yukaridaki esitsizligin sol

tarafindan;

0<2B(b+E&) < B+v/B2—4AC (3.15)

sartt bulunmugstu. Bu esitsizlik (3.14) denklemlerinden X < 0, Y <0, T <0 ve

Z > 0 oldugunu belirler. Bu durumda J(E*) matrisinin izi ve determinanti i¢in
tr(J(E) =X+T<0=1+1, <0,

det(J(E*)) =XT-YZ>0= 144 >0

olacag goriiliir. Bu ise ancak tiim ozdegerleri negatif olmast gerektigini soyler. Bu
durumda, E* hastalikli denge noktast yerel asimptotik olarak kararl oldugu sonucuna

ulasilir.

3.2.1.6 Sayisal sonuclar

Bu boliimde, hastalikli denge noktast icin enfekte-zaman grafikleri incelenmistir.
Baslangi¢ kosullari s(0) = 0.79,v(0) = 0.20,i(0) = 0.01 olarak alinmigtir. Parametre

degerleri ise Cizelge 3.1’de verilmistir.
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Sekil 3.5’de aginin etkinligini inceleyebilmek i¢in modelin parametreleri olan; asisiz
bireylerin enfekte olma o, iyilesen bireylerin asili duyarl bireylere gecis oram 7%,
agilanma orani £ ve dogal 6liim/dogum b oranlar1 Cizelge 3.1’den alinirken as1 olmus
hastaliga karsi duyarli bireylerin enfekte olma orani olan f’nin degisik degerleri

tizerine as1 etkinliginin salginin yayilmasina etkisi incelenmistir.

Enfekte Poptulasyon
0.4+

— pB=0.30
— p=0.25

=0.20
— =0.18

Zaman

50 100 150 200

Sekil 3.5 : Hastalikli denge noktasi i¢in as1 etkinligini gosteren enfekte-zaman grafigi

Sekil 3.5°de, aginin etkinligi azalirken (8 0.18’den 0.30) hastaligin fazla bir enfekte
birey sayist ile denge noktasina ulastifi acikca goriilir. Bu salginin tamamen
soniimlenmeden diisiik bir diizeyde kontrol altina alinabilmesi i¢in asinin etkinliginin
yiiksek olmasi gerektigi seklinde yorumlanabilir. Ayrica, asinin etkinligi arttikca (8
0.30’dan 0.18) hastalik daha erken siirede en az enfekte birey sayisi ile dengelendigi

gozlemlenmigtir. Bu durum aginin etkinliginin 6nemini gosterir.

Sekil 3.6’da, etkin as1 i¢in asilanma oraninin salgin yayilimina etkisi incelenmistir.
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Enfekte Populasyon

0.35

0.30
— £=0.0010

0.25
— £=0.0405

0.20
£=0.0805
0.15 — £=0.1005
0.10 — £=0.2005

0.05

L b 0 1 1 Zgman

50 100 150 200

Sekil 3.6 : Agilanma oran1 degisimindeki enfekte-zaman grafigi; B = 0.20.

Sekil 3.6’da, asilanma oraninin artmasiyla salginin daha az hasta sayisi ile
dengelendigini gosterir. Ayrica asilanma oraninin azalmasiyla enfekte birey sayisinin
asilanma oram yiiksek olan duruma gore daha fazla enfekte popiilasyonla dengeye
ulagtigi gozlemlenir. Sekil 3.6’da, salginin daha kisa siirede makul bir enfekte
popiilasyon ile dengelenmesi icin asilanma oraninin yiiksek olmasi gerektigi acgikca

gozlemlenir.

3.3 Salgin Hastabhk Yayihminda Karantina Ve As1 Etkinligini Inceleyen
Matematiksel Model

Bu boliimde, SEIR tipi bir model iizerinde bir salginda agilamanin yanisira
karantinanin etkilerini arastirmak i¢in asilama ve karantina kompartimanlarini iceren

bir matematiksel model iizerinde ¢aligtik.

Bu modelde, toplam popiilasyon alt1 ayr1 sinifa boliinmiistiir.

1. Asisiz Duyarh Bireyler: S,(r) popiilasyonda ast olmayan hastaliga karsi duyarli

olan bireyleri temsil eder.

2. Asih Duyarh Bireyler: S,(7) popiilasyonda asi olan ya da iyilesme sonucunda

hastaliga kars1 bagisiklik kazanan bireyleri temsil eder.
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. Temash Bireyler: E () enfekte kisi ile yakin temasta bulunan bireyleri temsil eder.

Bu bireyler, heniiz hastalig1 bulastiric1 asamada degildirler.

. Karantinadaki Bireyler: Q(f) temash bireylerden karantinaya alinan bireyleri

temsil eder.

. Enfekte Bireyler: [(¢) popiilasyonda hasta olan ve hastaliga karsi duyarli olan

bireylere hastalig1 bulastiran bireyleri temsil eder.

Iyilesen Bireyler: R(r) hastaliktan iyilesen bireyleri temsil eder.

Modelin kurulumu i¢in gerekli olan varsayimlar asagida verilmistir.

Toplam popiilasyon N(t) = S, (¢) + S, (¢t) + E(t) + Q(¢) +1(¢) + R(¢) sabittir.

Popiilasyondaki her birey diger bireyler ile ayni olasilik ile temas edildildigi

varsayilmistir. Bu sebeple popiilasyon homojendir.

Asinin etkinligi, (1 — o) seklindedir. Burada 6 = 0 oldugu durumda etkisiz as1 iken

o = 1 oldugunda ise tam etkili as1 oldugu anlasilmalidir.

Asinin hastaligin bulagsmasini tam olarak 6nleyemedigi varsayildi. Bu nedenle, as1

B(1—0)IS
N

olan duyarli bireylerin enfekte birey ile ’ oraninda hastaliga maruz kalip

temash birey olacagini varsayiyoruz. Asi olmayan duyarl bireylerin ise enfekte

BIS

birey ile T oraninda hastaliga maruz kalip temasl birey olacagini varsayiyoruz.

o = 1 tam koruyucu as1 durumunda asili bireylerin enfekte olmayacagini ve
o = 0 etkisiz agilama halinde ise as1 olanlar ile olmayanlarin ayn1 oranda enfekte

olacagina dikkat ediniz.

Model de hastaliktan iyilesme sonucu kazanilan kalic1 bagisiklik yoktur.
Model de dogal dogum/6liim orani birbirine esittir.

Dogal 6liim tiim kompartimanlar da y oraninda meydana gelir.

Modele hastalik kaynakli 6liimler dahil edilmemistir.
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Bu varsayimlar altinda Sekil 3.7°de modelin akis diyagrami verilmistir:

‘LLS,,, ,USV
N pSy
— s = T s
ESu ‘

BSK B(1—0)S,I

N N
UuE
E
oQ 0,0
o E YR
Y 0 WE
bQ

Tl
1 R

ul UR

Sekil 3.7 : Model 2 icin akis diagrami

Akig diyagraminda verilen negatif olmayan tiim parametreler asagida tanimlanmusgtir.

o & : Agih olmayan duyarli bireylerin agilanma orani

B : Duyarh kisilerin, enfekte kisiler ile yakin temasta bulunmasi orani

o : As1 etkinligi orani

p : Bagisiklik siiresi sonrasi agililarin asisiz duyarl sinifa gecis orani

o : Temasl kigilerin karantinaya girme orani

0 : Temasli kigilerin karantinaya girmeden enfekte sinifina gegis orani

b : Karantinadaki bireylerin enfekte siifina gecis oran
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e o : Karantinada bulunan asisiz bireylerin, karantina siiresi sonunda hastaligin

semptomlarini géstermemesi durumunda asisiz duyarli bireyler sinifina geg¢is orant

* o, : Karantinada bulunan agili bireylerin, karantina siiresi sonunda hastaligin

semptomlarini géstermemesi durumunda asili duyarl bireyler sinifina gegis orani

7 : Enfekte sinifindaki bireylerin, iyilesenler sinifina gegis orani

y : lyilesen bireylerin bagisiklik kazanmasi sonucunda asili duyarl bireyler smifina

gecis orant

u : Popiilasyonun dogal dogum ve 6liim orani

Yukarida verilen varsayimlar ve Sekil 3.7°de verilen akis diyagramina gore modelin

diferansiyel denklem sistemi;

ds., BS.l

= uUN v u y
5 ~HN+00+pS,— (6 +H1)Su——y
ds, 1—0)S,1
7 =€Su+a>vQ+7R—<p+u)Sv—B( N> :
dE  BS.I 1—06)S,1
ELyp —I—B( ) — (a1 +om+n)E,
jé N N (3.16)
Z:OCIE_(@‘}‘@v'i‘b""H)Qa
dl
EZOCZE‘H?Q—(T‘HJ)I;
Rl (y+ Wk
yri Y+u

olarak elde edilir. Baglangi¢ kosullari;

S.0)>0, S,(0)>0, E0)>0, Q(0)>0, I(0)>0, R(0)=0 (3.17)

seklindedir.
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3.3.1 Matematiksel modelin analizi

Bu boliimde, iyi tanimlilik, invaryant bolgesi, temel tireme sayis1 ve hastaliksiz denge

noktasiin kararliliklig1 dahil olmak iizere modelin analizine odaklanacagiz.

1. Iyi tannmhihk:

Teorem 3.3.1 Eger sistemin tiim parametreleri pozitif ise (3.16) sistemi (3.17)

baslangi¢ kosullar: altinda iyi tanimhidir.

Ispat 3.3.1 ilk olarak, sistem (3.16) kapali formda yazalim.

dX

— =F(X

5 = F&X)

burada
Su fl(Su7SV7E>Q7[7R)
Sv fZ(SmSWE;Q?IvR)
E f3(SM75V7E>Q7]7R)
X = F(X) =

Q ’ ( ) f4(Su7SV7E7Q717R)
I fS(Su7SV7E7Q7I7R)
R f6(5u7SV7E7Q7[7R)

‘dir. Daha sonra, Efendiev tarafindan [61]’de verilen yontem yardimiyla burada
sadece vektérlerin bilegenleri olan Vj=1,2,...6 icin i = j ve X; = 0 iken f;(X;) >0

oldugunu gostermemiz teoremin ispatt i¢in yeterli olacaktir.

f1(0,8,,E,Q,I,R) = uN + @Q + pS, > 0,
f2(84,0,E,Q,I,R
f3(8u,8,,0,0,1,R

)=

) =E&Su+ ®,Q0+ YR >0,

)=
f4(Su, Sy, E,0,,R) = oc]E >0,

)

)

ﬁS I B(1-0)S
N

>0,

f5<SM7SV5E7Q70;R _a2E+bQ>0
f6(Su7SV7E7QaI 0 —TI>O

olmasimin ancak ve ancak sistemin baglangi¢c kosullart ve parametre degerlerinin

pozitif olmast ile miimkiin oldugu goriilmektedir.

52



2. Invaryant bolgesi:

Sistem (3.16) i¢in tiim ¢éziimlerin anlamli oldugu invaryant bir kiime olusturalim.
0<S/ <N, 0<S <N, O0<E<N, 0<Q<N, 0<I<N, O<R<N.

Sistem (3.16) i¢in toplam popiilasyon olan N(z) = S,(t) + S,(t) + E(¢t) + I(r) +
R(t) degismeyen yani sabit olarak varsayilmisti, bu nedenle sistem (3.16) bulunan
diferansiyel denklemlerin toplamindan;

d_N—dS”+dSV+d_E+d_Q+d_I+d_R—
dt — dt dt dr dr dt dr

0
elde edilir. Sistemin invaryant bolgesi;
Q - {(SM7SV7E7Q7]7R) ’ 0 S SM7SV7E7Q717R S N7 N — Su+SV +E+Q+I+R}

seklindedir.

3. Boyutsuzlastirma:
Su Sy E o . 1 R

= -, V=—, €= =, q= = ==, r=—
N N N N N N

ile tanimlanan boyutsuz degiskenleri sistem (3.16) icerisine yerlestirilmesi sonucunda;

d
d—f = U+ og+pv—(&+p)s— Bsi,

dv

i Es+wyg+yr—(p+p)v—B(1—o0o)vi

d

& = Bsi+B(1—o)vi— (a1 + 0+ e,

dt 3.18)
dq G.
o —oe—(0+ o +b+p)g,

d

o = e +bg— (T4 )i,
dr_T,_( )
PR
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yazilabilir. Sistem (3.18) i¢in r = 1 —s — v — e — g — i yazilmasi sonucunda asagidaki

5 denklemden olusan sistem elde edilir:

d

d—: =u+wg+pv—(&+u)s—Bsi,

d

d_‘t} =&és+og+y(l—s—v—e—qg—i)—(p+u)v—PB(1—o0)vi,

d

o = Bsi+B(1— )i (o1 + 0+ pe. (3.19)
d—f =aje— (0+o,+b+U)g,

i

d—; = me+bg—(T+ )i

Kurulan sistemin boyutunun 1/zaman olduguna dikkat ediniz. Sistem (3.19) i¢in

invaryant bolge;
Q= {(s,v,e,q,i,r)|0<s,v,e,q,i,r <1, s+vt+etqg+it+r=1}
seklindedir.

3.3.1.1 Hastaliksiz denge noktasi

Sistem (3.19) i¢in hastaliksiz denge noktas1

= =0= pt0g+py—(&+u)s—Psi=0,

d
d—::0:§s+qu+y(1—s—v—e—q—i)—(p+u)v—ﬁ(1—G)vi=07
d

d—f:O:>ﬁsi+ﬁ(1—G)vi—(a1+oc2+u)e=0,

dq

E:O: aie—(0+o,+b+)g=0,

o

d—;:0:>oc2e+bq—(f+u)i=0.

denklemlerin ¢6ziimiinden

Eo— ( pL+p 3

) 707070
p+&+pu p+S&+u )

olarak bulunur.

Hastaliks1z denge noktasinin kararlilik analizine gegmeden Once yeni nesil yaklasim

yontemi ile temel lireme sayisini (Rg) bulalim.
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3.3.1.2 Yeni nesil yaklasim yontemi

Temel iireme sayisi, yeni nesil matris yontemiyle bulunabilir. 1990 yilinda Diekmann
ve Heesterbeek tarafindan [46] Onerilen yontem, daha sonradan Van den Driessche ve

Watmough tarafindan detaylandirilmigtir [51].

Ik olarak yontemde diferansiyel denklem sistemi iki kistma ayirilir. Bunlar enfekteli
olan kompartimanlar ile olmayan kompartimanlardir. Agagida tiim kompartimanlari

i=1,2,...,nicin x; > 0 olacak sekilde belirtelim.

Daha sonra, m < n bolmeli kisim sistemin enfekteli kompartiman kisimlarini belirtir.

% =Zi(x)=Yi(x), i=12,..m.

Burada .%;(x), yeni enfeksiyonlarin ortaya c¢ikma orami ve 7;(x), diger enfekte
kompartimanlar arasindaki diger ge¢is oramidir. x( hastaliksiz denge noktast olmak

kaydiyla

seklinde yazilan F' ve V matrisleri iizerinde temel lireme sayis1, yeni nesil matris olan

}, I<ij<m.

FV~! matrisinin spektral yaricap: olarak Van den Driessche ve Watmough makalesi
[51]°de Onerilmistir. Buradaki spektral yarigap, yeni nesil matrisin en biiyiik pozitif
0zdegeridir:

Ro=p(FV~1).

Yeni nesil matris yontemini, diferansiyel sistem (3.19) icin asagida uygulayalim.

Ilk olarak, sistem (3.19)’nin enfekte kompartimanlarini yazalim:

d
_df = Bsi+B(1 —0)vi— (a1 + o+ e,
d
_d? = (Xle—((l)‘i‘wv‘i‘b'i'.u)q’

d
d—;zaze+bq—(f+u)i-

dx; .
Denklemler, i = 1,2,3 i¢in d_); = .Zi(x) — ¥;(x) formunda yazilabilir. Burada .%;(x),

yeni enfeksiyonlarin ortaya ¢ikma orami ve ¥j(x), dier enfekte kompartimanlar
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arasindaki diger gecis orani oldugunu hatirlayalim. Bu durumda,

F1 = Bsi+B(1—o)vi,

5

=0,
=0

%

ve
7/1 = (al + OCZ‘Hi)ea
Y =—oe+(®+o,+b+1)g,

V3 =—e—bqg+ (T4 )i

0.7 aY;
olacaktir. Bir sonraki adim olarak, i, j = 1,2,3 icin F = [ l(xo)} veV = { al(xo)]
J Xj
matrislerini hastaliksiz denge noktasinda hesaplayalim:
-0
F= 0 0 u+(~§)+p , V= - O+ ow,+b+u 0
0 0 0 @ THH
Yeni nesil matrisi olan FV ~! bulanabilmesi igin V’nin tersi;
— 1 -—
—_— 0 0
o +o+u
V_l o (04] 1
o (a1 +om+u)(w+o,+b+u) o+w,+b+u
boy+ o0+ w,+b+ 1) b
L (tH)(n++p)(@+o,+b+p) (t+p)(@+o,+b+p) T+u
seklindedir. Buradan
(boy + ks ks Dky E
-1 _ k] kzkz k2k3 k3
Fv—= 0 0 0
0 0 0
elde edilir. Burada
ki =ou+op+pu,
ky=0+0,+b+u,
(3.20)
ks =1t+U,
Blutp+s(l-o)

L+S&+p

olarak tanimlanmustir. k1, kp, k3 ve k4’lerin pozitif olduguna dikkat ediniz.
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Ro sayis1 yeni nesil matrisinin (FV ~!) en bityiik pozitif 6zdegeri oldugundan

b ko )k
Ro=p(Fv—T1) = 0‘1k+k0‘]§ 2)ky (3.21)
1A2R3

olarak belirlenir. Parametreler cinsinden acik olarak

_ Blu+p+8(1—0))(bou + am(@+ay+b+u))
P+éE+u)(t+u) (o +o+pu)(0+w+b+pu)

yazilabilir.

3.3.1.3 Hastaliks1z denge noktasimin yerel kararhhg:

Teorem 3.3.2 Ry < 1 ise hastaliksiz denge noktasi yerel asimptotik olarak kararlidir.

Aksi takdirde kararsizdir.

Ispat 3.3.2 Teoremi ispatlamaya baslamadan énce, (3.21) esitliginden tiiretilen temel

yeniden iiretim sayisint su sekilde yazalim:

Ro=R;i+R> (3.22)
burada
bayky ok,
Ry = Ry = —— 3.23
' kikoks e kiks (3.23)

olarak tamimlanmugtir. Ayrica Ry ve R, sayilari pozitiftir. Diger taraftan, hastaliksiz

denge noktasinda enfekte kompartimanlar icin lineerlestirilmis Jakobiyen matris;

—k; 0 ky
J(E()) = F(Eo) — V(E()) = ar —k 0
(049) b —k3

olarak belirlenir. Burada ki, i = 1,2,3,4 degerleri daha once denklem (3.20)
ile acik¢ca verilmistir.  Hastaliksiz denge noktasinin yerel asimptotik olarak kararli
olabilmesi icin J(Ey) matrisinin ozdegerlerinin negatif reel kisma sahip olmast
gerekmektedir. Ozdegerlerin negatif reel kisma sahip oldugunu bulmamiza yardimct
olan Routh-Hurwitz yontemini asagida uygulayacagiz. Ilk olarak, J(Eo) matrisinin

karakteristik polinomunu;

P()L) = l3+a17l,2+a21+a3
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burada
ay = ki +ky + k3,
ay = kika + koks + kik3 (1 — Ro + Ry),
az = kikak3(1 — Ry +2R))
olarak yazalim. Karakteristik polinom, iictincii dereceden oldugundan iiciincii derece

polinomlar icin gerekli olan Routh-Hurwitz sartlari;

1. a;>0,a, >0veaz >0,

2. ajap—az >0

seklindedir. (3.20) ile tamimlanan k;, i = 1,2,3,4 degerleri oldugundan a’in pozitif
oldugu agiktir. (3.23) ile tamimlanan R degerinin pozitif oldugunu hatirlayalim. Bu

durumda Ry < 1 oldugu durum icin ap ve a3 degerleri de pozitif olacaktir.

Son olarak, ayar — a3 > 0 oldugu kosul belirlenmelidir:
ayay — a3 = kika(ky + ko) + koks (kp + k3) + k1ks (k1 +k3) (1 — Rp)
+kikz(ky +k3)(R1) + kikoks(1 — Ro) + kikoks (14 R7)
seklindedir, burada, Ry < 1 oldugunda ajay — a3z pozitif oldugu goriilmektedir.
Boylece, Ry < 1 iken Routh-Hurwitz sartlart saglandigindan, Ry < 1 iken hastaliksiz

denge noktasi yerel asimptotik olarak kararli oldugu sonucuna ulasilir.

3.3.1.4 Ry < 1 olmasi icin gerekli olan parametre kosullarinin incelenmesi

Bu boliimde, salginin tamamen ortadan kaldirilmasi ve salgina karsi en uygun
miicadele stratejilerine rehberlik etmesi i¢in agilama orani, a1 etkinligi ve karantina
oranlarini gosteren parametreler iizerinden Ry < 1 olmasi i¢in gerekli olan parametre

kosullar incelenecektir.

(3.21) ile belirlenmis olan Ry sayisim1 as1 ve karantinanin etkilerini ayr1 ayri

inceleyebilmek i¢in asagidaki gibi yazalim:

Ro=R,(1—fv). (3.24)
Burada
oS B boy
—_ 9% R o) (3.25
= rera 7 (t+p) (o + o+ p) <w+wv+b+u+ 2) (3:23)
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olarak tamimlanmugtir. fy’nin karantina etkisi olmaksizin, sadece as1 profiline (as1
etkililik, agilanma orani) karsilik gelen parametreleri kapsarken, R,’nun ise as1
parametreleri olmaksizin karantina sinifi ile etkilesimi olan o ve o parametrelerini

icerdigine dikkat ediniz.

Teorem 3.3.3 Eger R, < 1 esitsizligi saglamirsa, hastaliksiz denge noktast kararl

olur.

Ispat 3.3.3 Denklem (3.24) incelendiginde p, &, w ve G parametrelerinin tiim
degerleriicin 0 < 1 — fy <1 oldugu aciktir. Bu nedenle, Ry < 1 ise (3.24)’den Ry < 1

oldugu sonucuna ulasilir.

Teorem 3.3.4 R, > 1 halinde ancak asimin etkinlik oran,

1
1 &= 2
o> R (3.26)

ise hastaliksiz denge noktasi kararlidir.

Ispat 3.3.4 Denklem (3.24)'den R, > 1 oldugu durum icin inceleme yapalim.
Hastaliksiz denge noktasinin kararliligt icin Ry < 1 olmast gerektigi icin

1
R0<1:>1—fv<—
Rq

vazilabilir. Bu esitsizlige (3.25)’den fy 'nin yerlestirilmesi sonucunda
0<(p+u)(Rg—1)<&[(0—1)Ry+1] (3.27)
elde edilir. Buradan 0 < §[(0 — 1)R,+ 1] olmast icin

1
oc>1——
Rq

olmasi gerektigi goriiliir.  Bu esitsizlik ile agi etkinliginin sahip olmasi gerektigi

minimum deger belirlenebilir.

Teorem 3.3.5 R, > 1 halinde asilanma orani,

(Rg—1)(p+u)
5> (cq;—1)Rq+1

ise hastaliksiz denge noktasi kararlidir.
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Ispat 3.3.5 Denklem (3.27) den kolaylikla

(Rg—1D)(p+1)
5> (§—1)Rq+1

oldugu goriiliir. Bu esitsizlik ile hastaliga karsi duyarli olan bireylerin asilanma

oramint belirten & i¢in sahip olmasi gereken minimum deger belirlenebilir.

3.3.1.5 Hastaliksiz denge noktasimin global kararhihg:

Bu boliimde, hastaliksiz denge noktasinin global kararliligr icin uygun Liapunov
fonksiyonlar1 arastirllmistir. Liapunov kosullarinin saglayan ve literatiirde siklikla
calisilan temel bazi fonksiyonlar (karelerin toplami, logaritmik fonksiyon vb.)
denenmis fakat sonuca ulagilamamistir. Ne yazik ki 6zellikle COVID-19 konulu
calismalarda son donemlerde yapilan hatalar ¢okca gozlenmis bunlardan sonug
cikararak yeni bir yaklasim olmasi agisindan fonksiyonu iki parga halinde ele alma

fikri de gelistirilmisgtir.
V1’1 hastaliktan bagimsiz bilesenlere yani s ve v’'ye, V> yi ise enfekte kompartimanlara
yani e, g ve i’ye bagl secelim. Bu amacla V; asagidaki gibi taninmlanmistir.

Vo=e+t1g+10i

burada Vt1,t, € R igin #,t, > 0’dir. Aciktir ki V, sistem i¢in bir Liapunov fonksiyonu
degidir, fakat yukaraida bahsetmis oldugumuz gibi, denge noktasinda sifir ve onun her
komsulugunda pozitiftir. Bu nedenle V,’yi [62] makalesinde oldugu gibi "Liapunov

gibi" fonksiyonu olarak tanimlayacagiz.

Tanimladigimiz fonksiyonda #1 ve #, sabitlerini belirlemek icin fonksiyonun tiirevi;
Va=(Bs+B(l—0)v—n(t+un))i+ (1o +no— (0 +o+p))e+ (b—n(0+ w,+b+1))g

seklinde bulunur. Eger e ve g katsayilar sifira esitlenirse, #| ve #; icin

_ b(oy + o+ 1) _(ut+omt+p)(0+to+b+p)
boy +op(@+o,+b+p)  bay+oa(0+ o, bt )

I

pozitif degerleri elde edilir. Boylece Liapunov fonksiyonunun tiirevi;

Vs = (ﬁ<s+(1_o>v>— <”“><"‘1+“2+“><w+wv+b+u>)i

boy+omp(0+ o, +b+ 1)
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seklindedir. Denklem (3.25)’de bulunan R, degeriyle birlikte Vs,

Vo =B(s+(1—0)) (I_Rq(s-l—(ll—c)v))i (3.28)

seklinde yazilabilir. Tim s, v € Q* oldugundan dolayi, 0 < B(s+ (1 —o)v) <1
oldugunu agiktir. Eger R, > 1 ise,

1
Ry(s+(1— o))

> 1

olacaktir. Boylece, denklem (3.28)’den Liapunov gibi fonksiyonunun hastaliksiz

denge noktasi diginda tiirevi her zaman
Vz <0

olur. V; fonksiyonu igerisinde s ve v kompartimanlar1 oldugundan ve sistemde s
ile v’nin tiirevlerinin diger degiskenleri ¢cok barindirmasi nedeni ile istenilen sonug
ne yazik ki elde edilememistir. Fakat yapilan calismanin iiriiniiniin tez icerisinde

bulunmasi icin buraya eklenmistir.

3.3.1.6 Sayisal sonuclar

Yukarida belirlenen sonuglar1 grafikler iizerinde gézlemlemek ve yorumlayabilmek
icin bu boliimde sayisal caligmalar yapilacaktir. Grafiklerde, asinin etkili (¢ = 0.95)
oldugu durum i¢in @ ve w, parametrelerini sirasiyla 0.10 ve 0.20 degerlerine sahipken,
asmin etkili olmadig1 (o = 0.05) durum i¢in @ ve @, oranlar sirastyla 0.07 ve 0.10
oldugu varsayilmigtir. Ayrica baglangi¢ degerleri; s(0) = 0.70, v(0) = 0.20, ¢(0) =
0.05, ¢(0) = 0.04, i(0) = 0.01 seklinde alinmigtir. Diger parametre degerleri ise
Cizelge 3.2°de belirtilmistir.
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Cizelge 3.2 :

Salgin hastalik yayiliminda karantina ve ag1 etkinligini inceleyen
modelin parametre degerleri

Parametreler Tanim Degerler  Referans

Y Iyilesen bireylerin, asili duyarli bireylere gecis 0.90 tahmin
orant

g Asilanma orani 0.0203 [58]

p Bagisiklik siiresi sonrasi asililarin agisiz duyarl 1/200 tahmin
sinifa gegis orani

b Karantinadaki bireylerin enfekte sinifina gecis 0.1132 [50]
orant

T Iyilesme oram 0.07 tahmin

(07) Temasl kisilerin enfekte sinifina gecis orani 0.1056 [50]

u Popiilasyonun dogal dogum ve 6liim orani 0.00003349 [54]

Sekil 3.8°de, Ry

o (As! etkinligi)

B =

analizi asilanma orani (§) ve ag1 etkinlik orani (o) iizerine verilmistir.

074} Ro<1
0.73
072}
0.71
- Rg>1
01 02 03 0.4 05 06 07

¢ (Asilanma Orani)

Sekil 3.8 : £ — o iizerine R analizi;
040, 0p=0.11, a;=0.15 ®=0.10, @, =0.20.

(¢ — o) diizleminde mavi renklendirilen bolgede Ry < 1 olup, salgin hastaliksiz denge

noktasinda soniimlenirken, Ry > 1 oldugu bdlgede salginin yayilimi artarak devam
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etmektedir. Agiktir ki salginin soniimlenmesi i¢in etkili bir ag1 ile yaygin bir agilama

politikas1 uygulanmalidir.
Simdi Teorem (3.3.3) ile ifade edilen R, < 1 analizine yogunlagalim.

Asi etkinligi giiclii oldugu durum icin yiiksek ve diisiik karantina oranlarinda hastaligin

yayilimi Sekil 3.9 ve Sekil 3.10°da karsilagtirilmagtir.

— =095 a,=0.15 Ry=0.819367 Ry=0195628
— 0=0.95,a,=0.95 R,=0.494849 R;=0.118148

Sekil 3.9 : Giiclii etkili ag1 i¢in enfekte-zaman grafigi; B = 0.10, ® =0.10,
o, = 0.20.

Sekil 3.9’da, as1 etkinligi giiclii kabul edilerek ¢ = 0.95 alinmustir.  Yiiksek ve
az karantinaya girme oranlar;; a; = 0.15 ve o = 0.95 alinarak salginin yayilimi
incelenmigtir. Her iki halde de yakin Ry < 1 olmasina kargin, R, degerinin karantinanin
diisiik olmas1 halinde daha yiiksek olmasi nedeni ile salginin soniimlenmesine etkisi
acikca goriiliir. Bu durum ag1 etkinligi gii¢lii oldugunda da karantinaya girme oraninin
yiiksek olmasi ile birlikte salginin yayilim siddetinin hizla azaldig1 ve daha az enfekte

poptilasyon ile daha ¢abuk soniimlendigi seklinde yorumlanabilir.

Sekil 3.10’da, karantinanin 6nemi daha belirgin bir sekilde goriilebilir.
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— o=0.95a:=0.0001,R;=1.42646 Ry=0.340573
— 0=0.95ay=0.95R,;=0494549 Ry=0.118148

Sekil 3.10 : Giiclii etkili as1 i¢in enfekte-zaman grafigi; f = 0.10, ® = 0.10,
, = 0.20.

Sekil 3.10’da, gii¢lii etkili bir a1 halinde karantinanin olmadig1 ve gii¢lii bir karantina
oldugu iki durum kargilastirllmistir. Acik¢a goriiliir ki as1 ne kadar etkili olursa olsun
baglamis olan salgini kontrol altina almak icin karantina gereklidir. Aksi halde salgin
asinin giiclii etkisi ile yine soniimlenecektir. Fakat bu hem cok zaman alacak, hem de

salgin nedeniyle kayiplar ¢ok fazla olacaktir.

Sekil 3.11 ve Sekil 3.12°de, asinin etkinliginin zayif oldugu durum (o = 0.05)’de
yiiksek karantina (¢; = 0.95) ve karantina uygulamasinin olmadig1 (¢ = 0.0001) i¢in

incelenmistir.

(=) [==]

ra

=]
a
=]

— g=0.05 a; =DDDD1,H:.='13EQ4?

=]
=]
[==]

g=0.05a;=095R;=0630117

(=)
(=)

=]
=]
| &

=]
[
I

Sekil 3.11 : As1 ekinligi zayif oldugu durum i¢in karantina etkinligini gosteren
enfekte popiilasyon grafigi; B =0.10, ® =0.07, ®, =0.10.

Giiclii bir karantina uygulamasinda Ry sayisinin karantinaya kimsenin girmedigi

duruma gore Ry < 1 oldufu goriilii. Bu durum, ag1 etkinligi zayif oldugunda
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karantinaya girenlerin oraninin yiiksek olmasinin salginin yayilmasinda ciddi azalisa

neden oldugunu ve salginin séniimlenmesini sagladigini belirtir.

Asimin etkinligi zayif, (o = 0.05), olmasi halinde turuncu grafikte acikca goriiliir ki
etkili karantina ile salgin pik degeri kontrol altinda olabilir, mavi grafikte ise salgim
gormezden gelip, as1 ve karantina tarzi1 6nlemler alinmadig1 durumda salginin yayilim

siddetinin ¢ok yiiksek oldugu gozlemlenir.

Sekil 3.12°de, B = 0.30 alinarak yiiksek temas hali incelenmistir. Sekil 3.12°de bu
calismada dahil etmedigimiz hastalikli denge noktasinin analizi yapilabilir. Her iki
egride zayif as1 altinda olmasina karsin, turuncu egri gii¢lii bir karantina etkisi altinda,

karantinanin uygulanmadigi mavi egrinin oldukga altindadir.

— 0=0.05,a,=0.0001,Ry=4.1084
02t =0.05,a,=0.95,R,=1.89035

=]

=]
=)
o]
=]

Sekil 3.12 : Asi ekinligi zayif oldugu durum i¢in karantina etkinligini gésteren
enfekte-zaman grafigi; f = 0.30, ® =0.07, ®, =0.10.

Sekil 3.11 ve 3.12’in farki B oranlaridir. Enfekte popiilasyon degerlerine bakilirsa
B oraninin diisiik tutulmasinin 6nemi agikca goriiliir. 3, duyarlilarin temas etkisini
ifade ettiginden temasin olabildigince azaltmanin, 6rnegin; maske-mesafe kuralinin
uygulanmasinda pandeminin kontrol altina alinmasi i¢in son derece etkili oldugu

sOylenebilir.

Sekil 3.13 ve Sekil 3.14’de mavi grafikler etkinligi ¢ok diisiik as1 ile karantina
uygulamasinin olmadig1 yani salginin bu anlamda tamamen dogal seyrine terkedildigi

hali temsil eder,
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F=
T

(=T X |

— T=0.05,ay=0.0001,w=0.07 w, =010 R;=1.36947

(=]

— o=0.95a,=095w=0.10,w,=020FR;=0113143

L= L= = [=] [=1 =1 =1

=) L= = (=1
r “h

X1

Sekil 3.13 : As1 ekinligi ve karantina etkinligini gosteren enfekte-zaman grafigi;
B =0.10.

— U:U.US.G- =I:|_EIDD‘1.w:D.D?.w.,=I:|.‘1D.E'.:.=4-_'1EIE=4
— J=0.95 a =|:|g5,n’.,|_?=|:|'10,(,&,.:020,9:.:035444-3

[=]
(=1 §
[=]
L=}

[

[=

[=

Sekil 3.14 : Asi ekinligi ve karantina etkinligini gosteren enfekte popiilasyon grafigi;
B = 0.30.

grafikler arasindaki fark Sekil 3.13’de temas oranini temsil eden 8 = 0.10 iken Sekil
3.14’de B = 0.30 olmasidir. Yani Sekil 3.13’de bir anlamda maske-mesafe tarzi
onlemler alinmig iken Sekil 3.14’de alinmamistir. Ya da Sekil 3.13’de daha diisiik
niifus yogunluguna sahip bir topluluk varken Sekil 3.14’de kalabalik sehirler 6rnek
alinabilir. Grafiklere bu anlamda bakildig1 takdirde B = 0.30 iken hastalikli denge
noktas1 0.4 civar1 50 giinde ulasirken temas Onlemleri ile dahil 50 giinde hastalikli
popiilasyon ancak 0.06 civarinda olmaktadir. Temas onlemleri altinda hastalikl1 denge

noktasinin ¢cok daha az enfekte popiilasyon degerinde oldugu da gézlemlenmistir.

Sekil 3.13 ve 3.14°deki egrilerin karsilagtirilmasi ile salgimin en kisa siirede, en
az zararla soniimlenmesi i¢in giiclii etkili as1 yani bulagicilifi engelleyen asi ile
birlikte etkin bir karantina politikasina ek maske-mesafe onlemlerin de alinmasinin en
optimum salgin politikasi1 oldugu goriiliir. Kabul edilen parametre ve baglangi¢ kosulu

degerleri ile salginin yaklasik 2 ayda soniimlenebildigi gézlemlenebilir.

66



Son grafik olan Sekil 3.15°de as1 etkinligi ve karantina oranlarimin ¢ok diisiik oldugu
durumda salginin ¢ok hizli yayildigi gozlemlenirken, yiiksek karantina ve etkili aginin

birlikte kullanildigin da salginin kolaylikla hizla kontrol altina alindig1 acikca goriiliir.

(=]

(=]

— =095 a,=0.0001,FRy=02340573

(=]

— =095 0,=095 R,=0.118143

(=]
(=]

— o=0.05a,=0.0001 R;=1.36947

(=]
(=]

g=0.05a,=0.95 R;=0630117

(=]
(=]

Sekil 3.15 : Asinin etkinliginin yiiksek ve az oldugu halde enfekte-zaman
grafigi;f = 0.10.

Elde ettigimiz sayisal sonuclar, salgin yayilimim kontrol etmede en iyi stratejinin

hem etkili bir as1 hem de karantina politikasinin birlikte uygulanmasi1 gerektigini

gostermektedir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, son yillarda toplu 6liimlere neden olan COVID-19 hakkinda yayinlanan
matematiksel makalelerin incelenmesi sonucunda, lineer olmayan diferansiyel
denklem sistemine sahip modeller kurulumustur. Bu calisma da temel amag, gelecekte

ortaya cikacabilecek salgin hastaliklar ile miicadele konusunda yardimci olmasidir.

Yapilan calisma ile salgin hastalik yayiliminda asinin ve karantinanin etkisi
incelenmistir. Varsayimlara bagl olarak iki tiir model olusturulmustur. Ilk model
asmin etkinligi ve asilanma oraniin salgin iizerindeki etkisini incelerken, ikinci

kurulan model hem aginin etkisi hem de karantina etkisi dikkate alinmstir.

Her iki modelin iyi tanimliliklari, invaryant bolgesi, denge noktalari, yerel kararlilik
analizleri ve sayisal sonuglart yapilmistir. Denge noktalarinin lokal kararliliklar: icin
Hartman Grobman Teoreminden faydalanilmistir. Modellerden elde edilen sayisal
sonuclar ise COVID-19 deneyimleri alinarak Mathematica programi ile cizdirilen

grafiklerle incelenmistir.

Kurulan iki modelden ilki olan modelde asilanma oraninin ve etkinliginin salginin
yayilimini nasil etkiledigi incelenmistir. Modelin grafiklerinden, as1 etkinligi azaldikca
salginin yayilim siddetinin artigini, as1 etkinligi arttik¢a ise salginin yayilim siddetinin
azaldig1 gdzlemlendi. Bu sonug ile ag1 etkinliginin salgin yayiliminda 6nemli bir faktor
oldugunu ve salgin yayilimini durdurmak i¢in bulasiciligida onleyen gii¢lii bir aginin

kullanilmas1 gerektigi belirtilmistir.

Kurulan ilk model i¢in salginin yayiliminda asilanma oraninin etkisi de incelenmistir.
Inceleme sonucunda agilanma orani arttik¢a salgimin daha erken soniimlendigi ve
salgin yayilim siddetinin azaldigi gozlemlenirken, asilanma orami azalttikca ise

salginin yayilim siddetinin arttig1 sonucuna ulagilmistir.

Kurulan iki modelden ikincisi olan modelde karantina ve as1 etkinliginin salgin

yayilimini nasil etkiledigi incelenmistir. Modelin matematiksel analizi yapilirken
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temel lireme sayisinin bulunmasinda yardimei olan yeni nesil yaklasim yontemindan
faydalamilmistir.  Hastaliksiz denge noktasinin yerel kararliligimi belirlemek icin
Routh-Hurwitz yontemi, global kararlilig1 icin ise Liapunov teorisi uygulanmustir.
Ayrica temel tireme sayisinin 1°den kiiciik olmasi icin gerekli olan parametre kosullari

incelenmistir.

Karantina ve as1 etkinligini inceleyen modelin sayisal sonug¢ grafiklerinden asi
etkinligi giiclii iken karantinaya girme orami azaldiinda, salgin daha gec siirede
sontimlendigi gozlemlenirken, karantinaya girme orani arttiginda ise salginin daha
erken siirede soniimlendigi gozlemlenmistir. Bunun sonucunda asi ne kadar etkili
olursa olsun salgini daha erken kontrol altina almak icin karantinanin gerekli olduguna
ulagilmistir.  Aginin etkinligi zayif oldugu durumda ise karantinaya girme oraninin
yiiksek olmasinin salginin yayilma siddetin de azalmaya neden olmustur. Hem as1
etkinligi hem karantina oranlarinin c¢ok diisiik oldugu durumda ise salginin hizli
bir sekilde yayilim gosterirken, her ikisinin yiiksek olmasi durumunun ise salginin
yayilimin1 kontrol etmede en iyi strateji oldugu bu calisma sonucunda ulagilmistir.
Ayrica ag1 ve karantina diginda temasi kontrol eden maske-mesafe gibi uygulamalarin
etkisi de grafiklerle incelenmis ve salgin yayilimini kontrol etmek hatta en kisa siirede
sOniimlenmesi ic¢in giiclii ve etkili as1 ile birlikte maske-mesafe uygulamasinin da

gerektigi belirtilmistir.

Elde ettigimiz sonuglardan motive olarak, gelecekteki bir calisma da as1 etkinligi
azaldiginda ek doz asilama gerekli midir sorusuna cevap aranabilir. Hastalik kaynakli
Olimler caligmada incelenmemistir, ileri bir ¢alisma modeli olarak tasarlanabilir.
Ayrica bu ¢aligma kapsaminda duyarlt bireylerin hepsinin ayni oldugu varsayilmustir.
Yas gruplarina, altta yatan hastaliklara gore asi, karantina, maske-mesafe etkileri ¢cok

daha ayrintili incelenebilir.
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