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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

GENELLESTIRiLMIiS GENISLEMEYEN DONUSUMLERIN SABIT
NOKTALARININ INCELENMESI

Nihan CEBE
Damsman: Prof. Dr. Isa YILDIRIM

Amag: Bu calismada, lineer olmayan dontisiimler i¢in daha genel bir smif olusturarak bu
dontistim siifinin 6zelliklerini ve sabit noktalar ile ilgili baz1 yakinsama sonuglarinin elde
edilmesi amaglanmaktadir.

Yontem: Bu calisma, matematiksel ispat yontemleri kullanilarak yapilmistir.

Bulgular: Mevcut literatiirdeki kaynaklardan hareketle ilk olarak genislemeyen ve (C) sartini
saglayan doniisiim simiflarini iceren Suzuki-(B, ,) sartin1 saglayan doniisiim sinifi tanitilmis ve
baz1 6zellikleri verilmistir. Daha sonra yeni bir iterasyon metodu tanimlanarak, Suzuki-(B, )
sartin1 saglayan doniistimler i¢in bazi giiclii ve zayif yakinsama teoremleri ispatlanmistir. Son
olarak bu doniisim smifini saglayan Ornekler ic¢in literatiirdeki iterasyon metotlar ile bu
calismada tanimlanan iterasyon metodunun farkli baslangic degerleri ve farkli parametreler
secilerek mukayesesi incelenmistir.

Sonug: Literatiir taramasindan ve elde edilen sonuglardan hareketle bu calismanin hangi
calismalara yol gosterebilecegi belirtilmistir.

Anahtar Kelimeler: genellestirilmis genislemeyen doniisiim, sabit nokta, giiclii ve zayif
yakinsama, iterasyon metotlar1
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ABSTRACT

MASTER’S THESIS

EXAMINITION OF FIXED POINT OF GENERALIZED NONEXPANSIVE
MAPPINGS

Nihan CEBE
Supervisor: Prof. Dr. Isa YILDIRIM

Purpose: In this study, it is aimed to define a more general class for nonlinear mappings and
to obtain some convergence results about the properties and fixed points of this mapping class.

Method: This study has been made using mathematical proof methods.

Findings: Based on the works in the existing literature, firstly, the mapping class satisfy
Suzuki-(B, ) condition, which includes nonexpansive and satisfying (C) condition mapping
classes, is introduced and some of its properties are given. Then, a new iteration method is
defined and some strong and weak convergence theorems are proved for mappings satisfying
the Suzuki-(B,,,) condition. Finally, for the examples providing this mapping class, the
comparison of the iteration methods in the literature and the iteration method defined in this
study by choosing different initial values and different parameters were examined.

Results: Based on the literature review and the results obtained, it is stated which studies this
study can lead to.

Keywords: generalized nonexpansive mappings, fixed point, strong and weak convergence,
iteration methods
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KISALTMALAR VE SIMGELER DiZiNi
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: Normlu uzay
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GIRIS

1912 yilinda baglayan ve giiniimiize kadar gelen sabit nokta teorisi ile ilgili ¢alismalar
g6z Oniine alindiginda doniisiim siiflarinin farkli genellestirmeleri pek ¢ok yazar tarafindan
calisilmis ve bu alanda pek ¢ok uygulamalarina deginilmistir. Ozellikle daraltan ve kesin
daraltan gibi doniistim smiflarinin sabit noktalarina yaklasmak ic¢in kullanilan Picard
iterasyonunun geniglemeyen doniisiim ve bunlarin farkli genellestirmeleri i¢in yetersiz olmasi
bu alandaki calismanin artmasina neden olmustur. Buradan hareketle bu calismalar,
genislemeyen doniisiimlerin daha genel siniflarinin olusturulmasi ve Picard iterasyonu yerine

alternatif iterasyon metotlariin kurulmasi tizerine iki yonde gelisme gostermistir.

2008 yilinda Suzuki, genislemeyen doniisiim sinifin1 kapsayan ve (C) sart1 ad1 verilen
bir donilisiim tanim1 vermis ve bu doniigiim siniflari i¢in baz1 yakinsama sonuglari elde etmistir
(Suzuki 2008a). Bu doniisim sinifi, genellestirilmis genislemeyen doniisiim olarak da
bilinmektedir. Daha sonra Falset, Fuster ve Suzuki, Suzuki’nin tanimladigi genislemeyen
doniisiim sinifini genellestirerek (C;) sartint saglayan doniisiim sinifini ifade etmis ve bu sinifla
ilgili baz1 sabit nokta teoremlerini ispatlamistir. Yine aymi yazarlar (E,) sartin1 saglayan
dontigiim sinifin1 tanimlamig ve bu smifla ilgili sabit nokta sonuglarina deginmislerdir (Falset
et al. 2011). 2017 yilinda Pant ve Shukla, genellestirilmis a- genislemeyen doniisiim sinifini
tanimlamiglar ve bununla ilgili baz1 sonuglar elde etmislerdir (Pant and Shukla 2017). 2018
yilinda ise Patir, Goswami ve Mishra yukaridaki doniisiim siniflarindan daha genel olan (By'# )
sartin1 saglayan doniisiim tanimini vermis, bu doniisiimiin sagladig1 bazi 6zellikleri gostermis
ve farkli iterasyon metotlarinin (BV, " ) sartin1 saglayan doniisiimlerin sabit noktasina

yakinsamasi gostermiglerdir (Patir et al. 2018).

2016 yilinda Sahu ve arkadaslar1 ile Thakur ve arkadaslarinin gelistirdikleri
iterasyonlarin diger tlim iterasyonlardan daha hizli sekilde daraltan doniisiimiiniin sabit
noktasina yakinsadigini kanitlamistir (Sahu et al. 2016; Thakur et al. 2016b). 2018 yilinda
Hussein ve arkadagslar1 K iterasyon metodunun ii¢ adimli Picard—S ve iki adimli S iterasyon
metotlarindan daha iyi oldugunu niimerik 6rneklerle ortaya koymuslardir (Hussein et al. 2018).
Bunlara ek olarak iterasyonlarin yakinsama hizi tizerine 2020 yilinda Ali ve Ali ile Abdeljawad,
2021 yilinda Ahmad ve arkadaslari, 2022 yilinda ise Shukla ve arkadaslar1 yukarida tanimlanan
farkli genislemeyen doniisiim siniflari i¢in yeni iterasyon metotlar ortaya koymuslardir (Ali

and Ali 2020; Abdeljawad et al. 2020; Ahmad et al. 2021; Shukla et al. 2022)



Yukaridaki ¢alismalardan hareketle bu tezde, genislemeyen doniisiim smifin1 ve (C)
sartin1 saglayan doniisiim siifin1 kapsayan yeni bir doniisiimiin tanimlanmasi ve bunlarla ilgili
bazi sabit nokta sonuglarinin ifade edilmesi amaglanmaktadir. Bu amagla kuramsal temeller ve
ilgili arastirmalar adli boliimde, temel tanimlara yer verilmistir. Materyal ve metot boliimiinde
ise genislemeyen doniisiim siniflari igin ilgili sabit nokta teoremlerine yer verilmistir. Bulgular
boliimde ilk olarak (C) sartin1 saglayan doniisiimlerden daha genel yeni bir genislemeyen
doniisiim siifi tanimlanmis ve bu siifin bazi 6zellikleri ispatlanmistir. Daha sonra bu doniisiim
smift ile ilgili baz1 6rneklere yer verilmistir. Sonrasinda ise diizglin konveks Banach
uzaylarinda literatiirdeki mevcut iterasyonlardan daha etkili bir iterasyon metodu tanimlanarak
bu doniisiim sinifi i¢in baz1 giiglii ve zayif yakinsama sonuglar1 kanitlanmistir. Son olarak bu
iterasyon ile literatiirdeki diger iterasyonlar arasindaki mukayese yeni tanimlanan doniisiim
siifin1 saglayan niimerik ornekler iizerinde farkli baslangi¢c degeri ve farkli parametreler igin

karsilastirilmistir.



KURAMSAL TEMELLER

Tezin bu boliimiinde, tezin olusumunu saglayan bazi 6nemli tanimlara ve teoremlere yer

verilmistir.

Genel Kavramlar

Tammm 1 (Topolojik Uzay): X bostan farkli bir kiime ve T ailesi ise X in kuvvet

kiimesinin herhangi bir alt ailesi olsun.

(1) @ ve X kiimeleri T nun elemanidir.
(i) 7 ya ait sonlu veya sonsuz sayidaki elemanlarin birlesimi yine T nun elemanidir.
Yani

V] €1 (J sonluya sonsuz) Vi € ] icin A; € T >U;¢; A; € T.

(i) 7 ya ait sonlu sayidaki elemanlarin kesisimi 7 ailesine aittir. Yani,
V] S 1(sonlu) Vi €] icinA; €T =>NicjA; ET.
Yukaridaki aksiyomlar1 saglayan t ailesine, X iizerinde topolojik yap1 ya da topoloji,
(X, 7) ikilisine de topolojik uzay denir (Yiiksel 2014).

Tamim 2 (Normlu Uzay): X bir vektor uzayi olsun ve ||. ||: X = R doniisiimii de her

x € X ve her A € R i¢in asagidaki aksiyomlar1 saglasin:
@ lxl[=0ex=0,
(i) Al Axll = [Alllx]l,

(i) Al +yll < {lxll + Iyl
Bu taktirde ||.|| doniisiimiine bir norm ve (X, [|.|]) ikilisine de normlu uzay denir
(Berinde 2007).

Tamm 3 (Yakinsak Dizi): (X, ||. ||) bir normlu uzay {x,,} bu uzayda bir dizi olsun. n —»
oo igin ||x;,, — x|| = 0 olacak sekilde bir x vektorii varsa (yani her € > 0 igin n = n, oldugunda
lx,, — x|| < € olacak sekilde bir n, sayisi varsa ) {x,} dizisi x e a yakinsaktir denir (Bayraktar

2006).

Tamim 4 (Cauchy Dizisi): (X, [|.|]) bir normlu uzay {x,,} bu uzayda bir dizi olsun.

m,n — oo iken ||x,, — x,|| = 0 ise (yani verilen her € > 0 ve m,n > n, i¢in
”xm - xn” <e¢

olacak sekilde bir n, sayisi varsa) {x,} dizisine Cauchy dizisi denir (Bayraktar 2006).



Tamim 5 (Tam Metrik Uzay): X metrik uzaymndaki her {x,,} Cauchy dizisi yine bu

uzayda bir noktaya yakinsak ise, X uzayma tam metrik uzay denir (Maddox 1988).
Tamm 6 (Banach Uzay): Tam normlu uzaya Banach uzay denir (Maddox 1988).

Tamm 7 (Dual Uzay): X bir normlu uzay1 olsun. X den R ye tanimli tiim lineer siirekli
doniistimlerin kiimesi, bir lineer uzay ve ayni zamanda bir normlu uzaydir. Bu uzaya X in dual

uzay1 denir ve X' ile gosterilir (Berinde 2007).
Tamim 8 (Kuvvetli Yakinsaklik): X bir normlu uzay ve {x,,} de X de bir dizi olsun.
lim ||x,, — x|| = 0 olacak sekilde bir x € X varsa {x,} dizisi x e kuvvetli veya giiglii
n—-oo
yakinsaktir denir ve x,, = x ile gosterilir. Yani kuvvetli yakinsama, norma gore yakinsamadir
(Y1ldirim 2011).
Tanim 9 (Zayif Yakinsaklik): X bir normlu uzay ve {x,} de bu uzayda bir dizi olsun.
Her f € X' igin lim f(x,) = f(x) olacak sekilde bir x € X varsa {x,,} dizisi zayif yakinsaktir
n—-0oo
denir ve x,, = x seklinde gosterilir (Yildirim 2011).

Tamim 10 (Kompakt Kiime): (X, d) bir metrik uzay ve D < X olsun. D kiimesindeki
her {x,,} dizisinin yakinsak bir alt dizisi varsa D ye kompakt kiime denir (Maddox 1989).

Tanimm 11 (Konveks Kiime): D kiimesi, bir reel vektor uzaymin alt kiimesi olsun. D
kiimesinde alinan herhangi iki nokta ¢iftini birlestiren dogru pargasi yine bu kiimede kaliyorsa

D ye konveks kiime denir (Bayraktar 2006).

Tammm 12 (Kesin Konveks Uzay): X bir normlu uzay ve her x,y €S, =
{x € X:||x|| = 1} i¢in x # y olsun. Her A € (0,1) i¢in |[|[Ax + (1 — A)y|| < 1 sart1 saglaniyorsa

X uzayina kesin konveks uzay denir (Berinde 2007).
Ornek 1: X =R" uzayinda asagidaki Oklid normunu diisiinelim. Her x =
(%1, %5, ..., X)) € R™ igin

1

lIxll; = <Zn: xiz>E

i=1

olsun. Dolayisiyla X uzay1 kesin konvekstir (Giirsag 2019).
Tamm 13 (Diizgiin Konveks Uzay): X bir normlu uzay olsun. Ve > 0icin ||x]| <
Lyl < 1ve||lx — y|| = € sartlarim1 saglayan Vx,y € D igin %”x +yll <1 -6

olacak sekilde bir §(¢) > 0 sayisi varsa X e diizgiin konveks uzay denir (Berinde 2007).



Her kesin konveks uzay, dlizgiin konveks uzay1 kapsar.

Ornek 2: Her H Hilbert uzay1 diizgiin konvekstir. Vx,y € H icin paralelkenar

kuralindan,
llx + w117 = 2(llxI1* + [lylI*) = llx — yII?
dir.x # yicinx,y € By = {x € X:||x|| < 1} ve ||x — y|| = € olsun. Buradan

lx + y||* < 4 — &2
elde edilir. 5(¢) =1 — /1 — €2 /4 segilirse
1
Sl <160

elde edilir. Bu durumda H diizgiin konveks uzaydir (Yildirim 2011).

Tammm 14 (UCED): Her x,y € X i¢in [[x IS 1L IylI<1 ve x—y€E{tz:te
[—2,—€]UJg, 2]} olsun. Eger | z =1,z € E ve € € (0,2] i¢in || x + y lI< 2(1 — §) olacak
sekilde &:= 6(g,z) > 0 sayis1 varsa X Banach uzayina her yonde diizgiin konveks (kisaca

UCED) denir (Karapmar and Tas 2011).
Eger X uzay1 UCED ise X kesin konvekstir fakat bunun tersi dogru degildir.
Ornek 3: Birim aralik iizerindeki tiim reel degerli siirekli fonksiyonlarin C[0, 1] uzay,

1
2

IFIl = sup{lF (O} + f IF(0)17de
0

normu ile tanimlansin. Bu durumda C[0, 1] uzayi, kesin konveks uzay olup UCED degildir
(Garkavi 1962).

Tanim 15 (Yar1 Kapahlik): X bir Banach uzay1, D, X in bos olmayan bir alt kiimesi ve
T:D — X bir doniisiim olsun. Eger D igindeki sinirlt her {x,} dizisi x* € D ye zayif yakinsak

ve Tx,, de 0 akuvvetli yakinsak iken Tx = 0 ise T doniisiimiine 0 da yar1 kapali doniisiim denir.

Tamim 16 (Giiclii Yar1 Kapahlik): T: D — X doniisiimi verilsin. Eger D deki her (x,,)
dizisi z € D ye giiglii yakinsiyorsa ve x,, — Tx,, = 0, ise biz I — T doniisiimiine 0, te giicli

yar1 kapalidir deriz. Bu durumda Tz = z olur (Falset et al. 2011).

Tamim 17 (Opial Sart1): X bir Banach uzayi, x € X ve (x,,) dizisi x elamanina zayif

yakinsayan bir dizi olmak tizere her y € X — {x} i¢in

lim inf||x, — y|| = liminf||x,, — x||
n—00 n—0o



ise X Banach uzay1 Opial sartin1 sagliyor denir (Opial 1967).
Yukaridaki Opial sart1 asagidaki sekilde de ifade edilebilir:

limsup||x,, — x|| < limsup||x,, — y||.

n—-oo n—oo
Onerme 1: X Banach uzayin Opial kosulunu saglamasi igin gerek ve yeter sart her x #
0 i¢in
X, — 0 ve liminf||x,|| = 1 = liminf||x, — x|| > 1
n—-oo n—-oo

olmasidir (Agarwal et al. 2009).

Tanim 18 (Sabit Nokta): D bostan farkli bir kiime ve T: D — D doniisiimii verilsin. T
dontistimiiniin sabit noktalar kiimesi Fix(T) = {x € D: Tx = x} dir. Kisaca F(T) ya da Fy ile

gosterilir.

Ornek 4: T:R » R olmak iizere Tx = §+ 2 seklinde tanimlanan donilisim igin
F(T) = {3} diir.

Tamm 19 (Cakisik Nokta): D bostan farkli bir kiime ve T,G: D — D iki doniisiim

olsun. x € D i¢in

(i) Tx = xise x e T operatoriiniin sabit noktasi,
(i) Tx = Gxise x e T ve G nin ¢akisma noktas,
(ili) Tx = Gx = xise x e T ve G nin ortak sabit noktasi
denir (Roldan et al. 2015).
Ornek 5: T:R — R olmak iizere Tx = 2x + 6 seklinde tanimlanan déniisiim igin
F(T) = {—6} dir.
Ornek 6: T, G: R — R ve bir doniisiim olmak iizere Tx = x> —4,Gx =2x —1ise T

ve G nin ¢akisma noktasi1 C. K. = {—1,3} dir.

Ornek 7: T, G: R — R ve bir doniisiim olmak iizere Tx = x> — 7x + 9 ve Gx = x? +

x — 9 olmak lizere T ve G nin ortak sabit noktalar kiimesi F = F(T) n F(G) = {3} diir.
Tanim 20 (Zayif Topoloji): X uzay1 tizerindeki zayif topoloji o (X, X"), X' in 6gelerini
X tzerinde siirekli kilan en zayif topoloji olarak tanimlanir ve w = o(X,X") ile gosterilir

(Caliskan 2013).

Tamm 21 (Zayif Kapah Kiime): Eger D alt kiimesi zay1f topoloji i¢inde kapalr ise X
Banach uzaymin bir D alt kiimesi zayif kapalidir (Agarwal et al. 2009).



Tamm 22 (Zayif Kompakt Kiime): X bir normlu uzay ve D, X in bistan farkl bir alt

kiimesi olsun. Eger D kiimesi zayif topolojiye gore kompakt ise D ye zayif kompakt denir

(Agarwal et al. 2009).

Tamm 23 (Lokal Zayif Kompakt): (X, t) bir topolojik uzay olsun. Eger her x € X i¢gin
x € U ve U c K olacak sekilde U € § varsa (X,d) topolojik uzaymna lokal zayif kompakt
denir (Lopez-Diaz et al. 2004).
Genislemeyen Doniisiimlerin Sabit Noktalar

Bu boliimde genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalar1 ile ilgili bazi temel tanim ve

teoremlere yer verilecektir.

Tamim 24 (Genislemeyen Doniisiim): X bir normlu uzay ve D, X in bostan farkli bir

alt kiimesi olsun. Her x,y € D igin
ITx — Tyll < llx — yll

ise T: D — D doniisiimiine genislemeyen denir (Suzuki 2005).

Ornek 8: T:R - R, T(x) = §+ % seklinde tanimlanan doniistim, Vx,y € X i¢in,

it -1yl < [5+g- (G+g)| = |5 2] = =52 = g e vl < e =1

oldugundan T bir genislemeyen doniisiimdiir.

25 x=4

0, x %4 seklinde tanimlansin. x = 4 ve y =

Ornek 9: T:[0,4] - [0,4], T(x) = {
3.5i¢in |[|[Tx — Ty|| = 2.5 > 0.5 = ||x — y|| oldugundan T doniisiimii genislemeyen doniisiim
degildir.

Teorem 1: D kiimesi H Hilbert uzayimin kapali sinirli konveks bir alt kiimesi ve T: D —

D genislemeyen bir doniisiim olsun. Bu durumda T doniisiimii en az bir sabit noktaya sahiptir

(Berinde 2007).

Teorem 2: D, diizgiin konveks bir Banach uzaymin smurli, kapali ve konveks bir alt
kiimesi ve T: D — D doniisiimii genislemeyen olsun. O halde T doniisiimii bir sabit noktaya

sahiptir (Berinde 2007).

Tanmim 25 (Yar1 Kompakt Doniisiim): H Hilbert uzayr ve D Hilbert uzaymin alt
kiimesi olmak tizere T:D — H doniisiimii verilsin. Eger H daki her {x,} simrl dizisi igin
{Tx, — x,,} glgli yakinsak iken {x,} dizisinin gii¢lii yakimsak bir {xnk} alt dizisi varsa T

dontisiimii yar1 kompakt olarak adlandirilir (Berinde 2007).



Lemma 1: D, bir Hilbert uzaymin sinirhh kapali konveks alt kiimesi ve T:D — D
genislemeyen ve yar1 kompakt bir dontisiim olsun. Bu durumda T nin sabit noktalarinin kiimesi

olan Fr bos olmayan konveks kiimedir (Berinde 2007).

Asagidaki teorem, Krasnoselskij iterasyonu yardimiyla genislemeyen doniisiimlerin

sabit noktalarina yakinsamasi sonucunu igermektedir.

Teorem 3: D, bir Hilbert uzayin sinirli kapali konveks alt kiimesi ve T:D —
D genislemeyen ve yar1 kompakt bir donlisiim olsun. Bu durumda T nin sabit noktalarinin
kiimesi olan F bos olmayan bir konveks kiimedir. Ayrica D de alinan herhangi bir x, ve 0 <
A <1 olmak tiizere herhangi bir sabit A sayisi i¢in olusturulan asagidaki Krasnoselskij

iterasyonu
Xps1 = (1 —ADx, + ATx,,n=0,1,2 ... (2.1)
T nin sabit noktasina gii¢lii yakinsar (Berinde 2007).

Sonu¢ 1: X diizglin konveks Banach uzayr ve D,X in kapali sinirlt konveks bir alt
kiimesi olmak tlizere T: D — D genislemeyen doniisiimii asagidaki iki kosuldan herhangi birini

saglasin:

(i) (I = T) dontisimti D deki kapali kiimeleri X teki kapali kiimelere dontistiiriir.
(i) T dontigimii 0 da yar1 kompakttir.
Boylece yukarida (2.1) ile verilen Krasnoselskij iterasyonu {x,}, T nin sabit noktasina

giiclii yakinsar (Berinde 2007).
Not 1:

1) Sonug 1 deki (i) ve (ii) kosullar1 birbirinden bagimsizdir.

2) Teorem 3 de T nin yari kompakt oldugu varsayimini kaldirirsak, o zaman
Krasnoselskij iterasyonu genel olarak artik giiclii bir sekilde yakinsamaz, ancak
(en azindan) zayif bir sekilde sabit bir noktaya yakinsar. Gelecek teoremde buna

yer verilmistir (Berinde 2007).

Teorem 4 D kiimesi H Hilbert uzaymin sinirh kapali konveks alt kiimesi, T:D — D
geniglemeyen bir doniisiim ve Fr = {p}olsun. Bu durumda (2.1) ile verilen Krasnoselskij

iterasyonu zayi1f sekilde p ye yakinsar. Herhangi bir x, € C igin,
Uixo =p

dir (Berinde 2007)



Not 2: Teorem 4 teki F; = {p} varsayimi daha genel bir sonug elde etmek igin su
sekilde degistirilebilir (Berinde 2007).

Teorem 5: D, bir Hilbert uzaymin smirli kapali konveks alt kiimesi ve T:D — D
genislemeyen bir doniisiim olsun. D deki herhangi bir x, i¢in Krasnoselskij iterasyonu T nin

sabit noktasina zayif yakinsar (Berinde 2007).

Tamm 26 (Quasi Genislemeyen Doniisiim): X bir normlu uzay ve D, E ' in bostan

farkli bir alt kiimesi olmak tizere her x € D ve z € F(T) igin
ITx —z|| < llx — z|
ise T: D — D doniisiimiine quasi genislemeyen denir (Suzuki 2005).

2, x=13

0, x £ 3 olarak tanimlansin.

Ornek 10: T:[0,3] - [0,3] déndisiimii igin T'(x) ={

Agik olarak T doniisiimii x = 0 i¢in sabit noktaya sahiptir ve siirekli degildir. Dolayisiyla
genislemeyen doniisiim de degildir. Ayrica her x,y € [0,4] igin ||T(x)|| < [|x]| oldugundan T

dontisiimii quasi geniglemeyen doniigiim olur.

Sabit noktalar kiimesi bos kiimeden farkli olan her genislemeyen doniisiim ayn1 zamanda bir

quasi geniglemeyen doniigiimdiir.

Lemma 2: X diizgiin konveks bir Banach uzay1 ve D ise X in bir alt kiimesi olmak tizere

T:D — X quasi genislemeyen dontisiimii verilsin. T ye gore T, ortalama operatorii,
Ty(x) =(1—-ADx+ ATx

seklinde tamimlansin. Eger x, € D ve 1 € (0,1) i¢in {T}"(x,)} Krasnoselskij iterasyonu D de

yer aliyorsa, T; doniisiimii x, da asimptotik regiilerdir, yani,
lim [TAH(XO) - T/{H'l(xo)] =0
n—-oo

dir (Berinde 2007).

Lemma 3: X kesin konveks bir Banach uzayi ve D ise X in kapali konveks alt kiimesi

olsun. T: D — X siirekli bir doniisiim ve her x € D\F; ve p € Fy igin
ITx —pll < lIx —pll
ise Fr konveks kiimedir (Berinde 2007).

Picard iterasyonun iki ardigik terimlerini iceren

1
E (xn + Txn)



ortalama dizilerin yakinsamasi tizerine ilk sonuglar Krasnoselskij tarafindan elde edilmistir.
Burada D, diizgiin konveks Banach uzayin kapali sinirli konveks bir alt kiimesi ve T : D —

D genislemeyen ve kompakt bir doniisiim ise (yani, T siirekli ve T (D) goreceli kompakt ise),

1
Xn+1 = E (xn + Txn)

seklinde tanimlanan {x,,} dizisi T nin bir sabit noktasina gii¢lii yakinsar (Berinde 2007).

Schaefer, Krasnoselskij'in sonucunu 1/2 sabitinin A € (0, 1) ile degistirildigi duruma
genisletmis ve bu sekilde (2.1) ile tanimlanan genel Krasnoselskij iterasyonu i¢in ilk sonucu
elde etmistir (Schaefer, 1957). Daha sonra, Edelstein 6nceki sonucu D nin kesin konveks oldugu

duruma genisletmistir (Edelstein 1966).

Browder ve Petryshyn, Krasnoselskij ve Schaefer'in sonuglarini daha da ileri tagiyarak,
asimptotik regiiler olan ve I — T nin smirli kapali kiimeleri kapali kiimelere doniistiirdiigii
genislemeyen T : D — D donilisimii  i¢in Krasnoselskij (ve Picard) iterasyonlarinin

yakinsamasini arastirmislardir (Browder 1967).

Krasnoselskij iterasyon metodunun zayif yakinsamasi ilk olarak Schaefer tarafindan
stirekli genislemeyen doniisiim sinifi i¢in kanitlanmistir (Schaefer 1957). Bu sonucun genel
genislemeyen dontisiimlere genisletilmesi, sirastyla, Browder ve Petryshyn ve Opial tarafindan

iki asamada gergeklestirilmistir (Browder 1966; Opial 1967).

D, kesin konveks X Banach uzayin kapali bir konveks alt kiimesi ve T: D — D genislemeyen

bir doniistim ise, Fr kapali ve konvekstir (Berinde 2007).

X =R?, ||(x, Yl =max{|x|,|y|} biciminde verilmis olsun ve T:R? - R?

dontisimii T'(x, y) = (x, |x|) ile verilmis olsun. Bu durumda,

(1) T genislemeyendir.
(i)  Fr konveks degildir (Berinde 2007).
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MATERYAL VE METOT

Bu kisimda ilk olarak genellestirilmis genislemeyen doniisiimlerin tanimlari, bunlarla
ilgili 6rnekler, baz1 6zellikler ve temel sonuglar verilecektir.
Genellestirilmis Genislemeyen Doniisiimlerin Temel Ozellikleri

Tamm 27: X bir normlu uzay ve D, X in bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Her x,y €
D igin

1
7 llx = Txll < llx = yll iken [ITx = Ty|| < [lx — yll
ise T:D — D doniistimiine (C) sartin1 sagliyor denir (Suzuki 2005).

Lemma 4: Her genislemeyen doniisiim (C) sartint saglar (Suzuki 2008a).

Lemma 5: T doniisiimiiniin (C) sartin1 sagladigini ve bir sabit noktasi oldugunu kabul

edelim. Bu durumda T bir quasi genislemeyen doniisiimdiir. (Suzuki 2008a)

Bazi siirekli olmayan dontistimler de (C) sartini saglayabilir. Asagidaki 6rnek bununla

ilgilidir (Suzuki 2008a).
Ornek 11: T, [0,3] arahiginda bir déniisiim olmak iizere,

0, x#3

Tx:{z, x=3

seklinde tanimlansin. T donlisimii (C) sartin1 saglar, fakat genigslemeyen bir doniisiim
degildir. (Suzuki 2008a)

Coziim 11: x <y ve (x,y) € ([0,3] x [0,3D\((2,3) x {3}) i¢in

ITx =Tyl < llx = yll
olur. Eger x € (2,3) vey = 3 ise
e —Tall =2> 1> llx—yllve s lly =Tyl =1 > [lx -yl

elde edilir. Bu durumda T doniisiimii (C) sartin1 saglar. Ancak T siirekli ve genislemeyen
degildir.

Lemma 6: X bir Banach uzay1 ve D, X in kapali bir alt kiimesi olmak {izere, T

doniistimii (C) sartin1 saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda F(T) kapalidir. Ayrica X
kesin konveks ve D konveks ise F(T) de ayrica konvekstir (Suzuki 2008a).
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Ispat: {z,} dizisi F(T) icinde z € D noktasma yakinsayan bir dizi olsun. n € N i¢in

1
5 lz, — Tz,ll = 0 < llz,, — z|| olur. Buradan

limsupllz, — Tzl = limsupl||Tz, — Tzl
n—oo n—oo
< limsupllz, —z|| =0
n—00

dir. Yani {z,} dizisi Tz ye yakinsar. Dolayisiyla Tz = z dir ve F(T) kapalidir. X in kesin
konveks ve D nin de konveks oldugunu varsayalim. A € (0,1) ve x # y olmak iizere x,y €
F(T) i¢in z: = Ax + (1 — A)y € D dir. O halde,

lx=yll <lx=TzIl+ly-TzI=ITx=TzI+ITy—-TzI
<lx—zl+lly—-zl=llx-yl

dir. X in kesin konveksliginden Tz = pux + (1 — p)y olacak sekilde p € [0,1] vardir. Ciinkii,

A-wlx=ylI=lITx-TzIKlx—=zll=AQA =D llx—=yl

ve

pullx—=ylI=ITy-TzIKly—zll=Allx—yl,

icin 1—pu<1—Aveu < Adir. Buda A = u anlamina gelir. Bu nedenle z € F(T) olur.

Lemma 7: X bir normlu uzay ve D, X in alt kiimesi olmak iizere eger T donlisiimii

(C) sartin1 saghiyorsa x,y € D igin
(i) ITx — T?x|| < |lx — Tx]l,
(i) Sllx—Txll < llx - yll yada 3 |ITx — Tl < ITx -yl
(iii) |ITx =Tyl < |lx = yll yada ||T?x — Ty|| < ||ITx — y|| (Suzuki 2008a).

Lemma 8: T bir doniisiim, X bir Banach uzay ve D, X in siirli konveks alt kiimesi

olsun. T déniistimii (C) sartim saglasin ve x; € D igin D de ki {x,,} dizisi n € N igin,
Xny1 = ATx, + (1 —Dx,,
seklinde tanimlansin. Burada 4, [1/2,1) araliginda bir reel sayidir. Bu durumda
lim [ITx, = xyll = 0

olur (Suzuki 2008a).
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Lemma 9: X bir normlu uzay ve D, X in bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger T

dontisiimii (C) sartin1 sagliyorsa, her x,y € D igin
llx = Tyll < 3lITx — x|l + [[x = yll
dir (Suzuki 2008a).

2011 yilinda Karapinar ve Tas, (C) sartinin bazi genellestirmelerini asagidaki gibi

ifade etmislerdir.
Tamm 28: T, X Banach uzaymin D alt kiimesi iizerine bir doniistim olsun. Her x,y €
D i¢in
1 .
> lx—TxlI<lx—yll iken | Tx — Ty I< M(x,y)

esitsizligi saglaniyorsa T déniisiimiine Suzuki-Cirié-(C) sartim (kisaca, (SCC) sartini)
sagliyor denir.

Burada

M, y)=max{llx—y LIl x=Tx LI Ty—=y LI Tx—=y I, x =Ty I}

dir. Ayrica her x,y € D i¢in,

1
> lx—TxlI<lx—yll iken || Tx —Ty II< N(x,y)

esitsizligi saglanirsa T doniisiimii Suzuki-(KC) kosulunu (kisaca, (SKC) kosulunu) saglar

denir.

Burada

1 1
N(x,y) = max{u x =y 5l =Tl +1 Ty =y WL [ Tx =y I+ x = Ty ||]}

dir (Karapinar and Tas 2011).

Tamim 29: T, bir X Banach uzaymnin D alt kiimesi lizerinde bir doniisiim olsun. Bu

durumda her x, y € D i¢in T doniisiimii asagidaki sartlar1 saglar (Karapiar and Tas 2011).

M Kannan-Suzuki-(C) sart1 (kisaca, (KSC) sart1),

1 1
Ellx—Tx ISIx—yll iken || Tx — Ty ”SE[” Tx—xI+ly—Tyl],
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(i)  Chatterjea-Suzuki-(C) sart1 (kisaca, (CSC) sart1),

1 1
EHX—TX I<Ilx—yIl iken | Tx —Ty "SE[" Tx =yl +llx—Tyll.

Onerme 2: Her genislemeyen déniisiim (SCC) sartin1 saglar (Karapinar and Tas 2011).

Ispat: T, bir X Banach uzaymnm D alt kiimesi iizerinde genislemeyen bir doniisiim
olsun, yani her x,y € D i¢in || Tx — Ty |I<Il x — y || dir. % Il x —Tx I<Il x — y Il oldugunu

kabul edelim. Burada M(x,y) =l x — y |l alinirsa (SCC) kosulunun saglandig1 agiktir. Yani
| Tx — Ty I< M(x,y) =l x — y |l dir. Diger yandan, M(x,y) #llx —y |l igin | x —y I<
M(x,y) olur. Buradan || Tx — Ty I<Il x — y II< M(x,y) i¢in T nin (SCC) sartin1 sagladig1

goriiliir.
Sonug 2: Her genislemeyen doniisiim agagidaki sartlar1 saglar.

(A1) 2l x —Tx ISl x =y Il iken || Tx — Ty I< Ay (x,y) olur. Burada 4, (x,y) =

max{llx —y LI Tx—x I, Ty —y I}

(A2) 2l x = Tx ISl x — y Il iken || Tx — Ty < Az (x,y) olur. Burada A, (x,y) =

max{ll x —y I, Tx —y I, Ty — x I} (Karapinar and Tas 2011).

Onerme 3: Her genislemeyen doniisim (SKC) sartin1 saglar (Karapinar and Tas

2011).

Ispat: T, bir X Banach uzayinmn D alt kiimesi iizerinde genislemeyen bir doniisiim,
yaniherx,y € Di¢in|| Tx — Ty lI<Il x — y |l olsun. % Il x — Tx I<Il x — y Il oldugunu kabul

edelim. N(x,y) =l x — y |l olmasi durumunda || Tx — Ty [I< N(x,y) =Il x — y |l esitsizligi
elde edilir. Aksi durumda N(x,y) #ll x — y Il i¢in, || x — y I< N(x,y) olur. Buradan || Tx —
Ty I<ll x =y I< N(x,y) i¢in T doniisiimiiniin (SKC) sartin1 sagladig goriiliir.

Sonug¢ 3: Her genislemeyen doniisiim asagidaki sartlari saglar.

(A3) % Ilx—TxlI<lx—ylliken || Tx — Ty II< A3(x,y)
dir. Burada As(x,y) = max{ll X—y II,%[II Tx—xI+ITy—y II]} dir.

(A4) % lx—TxlI<lx—yllikenll Tx — Ty I< A4(x,y)
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dir. Burada A,(x,y) = max {ll x =y I3[ Tx = y Il +Il Ty — x I]} dir (Karapmnar and Tas
2011).

Onerme 4: Bir T doniisiimii (SKC) kosulunu sagliyorsa ve bir sabit noktaya sahipse

bu durumda T doniisiimii quasi genislemeyen bir doniisiimdiir (Karapinar and Tas 2011).

Ispat: T doniisiimii X Banach uzaym D alt kiimesi iizerine bir doniisiim olsun ve
(SKC) kosulunu saglasin. T nin bir sabit noktast oldugunu, yani z € F(T) oldugunu kabul

edelim. Bu durumda,
1 .
OZE”Z—TZ ISlz—y |l iken | Tz—Ty II< N(z,y)

dir. Burada

1 1
N(z,y) = max{ll z—=y II,E[II z=TzI+ITy—-y II],E[II Tz—yll+llz=Ty II]}

1 1
= max{ll z—y ||,§ I Ty —y ||,§(|| z—yll+llz—-Ty ||)}-

Eger N(z,y) = %(II z—=yl+llz=Tyll) ise bu durumda lz=TylI=ITz-TyI<
N(z,y) = %(II z=yll+llz=Tyl)olur.Buradan | Tz =Ty lI=ll z—=Ty <l z — y |l elde
edilir.

Eger N(z,y) =Il z— y |l ise ispat tamamlanur.

Eger N(z,y) = % ITy—yI<[ITy—=zIl +ll z—y ll] ise bu durumda

1 1
lz=Tyll=ITz—-Ty IISN(Z,y)=§II Ty—yIISE[II Ty—zIl+lz—yl]

olur. Boylece ll z =Ty lI=Il Tz — Ty I<Il z — y |l ile ispat tamamlanur.

Sonug 4: T doniisiimii agagidaki sartlardan birini sagliyorsa

(1)  (A3)sarti
(i) (A4)sart1
(iii) (KSC) sart1
(iv) (CSC) sart1
ve bu doniisiim bir sabit noktaya sahipse, T doniisiimii quasi genigslemeyen donilistimdiir

(Karapinar and Tas, 2011).
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ve

(i)

Ornek 12: S ve T, [0,4] araliginda asagidaki gibi tanimli iki déniisiim olsun;

0 ,x+#4

Tx={1 , x =4

Bu durumda,

(i) T dontsimi hem (SCC) hem de (SKC) sartin1 saglar. Fakat genislemeyen
dontisiim degildir.

(if) S quasi genislemeyen dontisiimdiir ve F(S) # @ dir. Fakat S doniistimii (SKC)
sartin1 saglamaz (Karapinar and Tas 2011).

Ispat:
Eger x <y ve (x,y) € ([0,4] x [0,4]) \ ((3,4) x {4}) ise bu durumda || Tx —
Ty IS M(x,y) ve | Tx — Ty II< N(x,y) olur. Eger x € (3,4) ve y =4 ise bu
durumda
1 X 1
Ellx—Tx |I=§>1>le—yll ve Elly—Ty I>1>lx—yll

olur. Buradan T doénilisimii (SCC) ve (SKC) sartlarii saglar. T dontisimi  stirekli

olmadigindan, genislemeyen degildir.

(i)

F(S) = {0} # @ ve S doniisiimiiniin quasi genislemeyen oldugu agiktir. Ciinkii,

1 1
SI4=S4l=2<1=l4-3lve IS4~S31=3>2=M(43)

diir. Buradan

1
l4—3I= 1,§[|| 4—-S41+1S3-31]=2,
M(4,3) = max =2

1
E[II S3—=41+I3—-S41]=2

olur, yani S doniisiimii (SKC) sartin1 saglamaz.

Onerme 5: T, X Banach uzayin kapal bir D alt kiimesi {izerine (SKC) sartin1 saglayan

bir doniisiim olsun. Bu durumda her x, y € D i¢in asagidakiler gecerlidir (Karapinar and Tas

2011).
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(1) ITx — T%x|| <l x — Tx |,
(i) va % Il x—TxI<llx—yllyada %iiTx —T2%x|| <l Tx —y |,
(iii) yallTx—TylI< N(x,y)yada|T?x — Ty|| < N(Tx,y) olur.

Burada

1
I x—y II,E[II Tx—x Il +I Ty —yll,
N(x,y) = max

E[II Tx =yl +I Ty —x ]

ve

1
| Tx —y "’E [(IT?x — Tx||+Il Ty — vy ],
N(Tx,y) = max 1
> [IT%x — yli+I Ty — Tx |I]

2012 yilinda Karapinar, Suzuki’'nin (C) sartindan ve yukaridaki tanimlardan yola
cikarak asagidaki tanimlar vermistir (Karapinar 2012b).
Tanmm 30: T, X Banach uzaymnin D alt kiimesi {izerinde taniml1 bir doniisiim olsun.

i) Eger her x,y € D i¢in

> Il x—Tx ISl x—y |l iken

1
| Tx — Ty IISg[IIx—yII I Tx—x 1l +lly — Ty Il],

gerektirmesi saglaniyorsa T dontisimi (RSC) Reich-Suzuki-(C) sartin1 (kisaca, (RSC)

sartini) sagliyor denir.

ii) Eger her x,y € D igin

> Il x—TxlI<lx—y |l iken

1
| Tx — Ty |IS§[||x—y|| I Tx—y Il +ll x— Ty ll],

gerektirmesi saglaniyorsa T doniisiimii (RSCS) Reich-Chatterjea-Suzuki-(C) sartin1 (kisaca,
(RCSC) sartim) sagliyor denir.

iii) Eger her x,y € D i¢in;
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1
2 Il x—Tx <l x—y Il iken

1
| Tx =Ty IISE[llx—yIIHITx—xII Hly—=Ty Il +ITx—=y I+l x=Tyll

gerektirmesi saglaniyorsa T donlisimi (HRSC) Hardy-Rogers-Suzuki-(C) sartini (kisaca,
(HRSC) sartini1) sagliyor denir (Karapinar 2012b).

Onerme 6: Eger T doniisiimii (RSC) sartin1 sagliyorsa ve bir sabit noktaya sahipse,

T doniistimii quasi genislemeyen bir dontisiimdiir (Karapinar 2012b).

Ispat: T doniisiimii X Banach uzaym D alt kiimesi iizerine (RSC) sartin1 saglayan bir
doniisiim olsun. T doniisiimiiniin bir sabit noktasi oldugunu yani z € F(T) oldugunu kabul

edelim. Bu nedenle,

0=-llz=TzI<Iz—y |

iken
| Tz—Ty IIS%[IIz—yII HNTz—zIl+lly—Tyl]
=%[Ilz—yll+lly—Ty II]
S%[Ilz—yll +Hly—zIl+llz=Tyll]
=%[2 ly—zIl+ITz—Tyll]
dir. Boylece l z— Ty lI=I Tz — Ty II<Il z — y |l olur ve ispat tamamlanir.

Onerme 7: Eger T doniisimii (RCSC) kosulunu sagliyorsa ve bir sabit noktaya

sahipse, bu doniisiim quasi genislemeyen doniisimdiir (Karapinar 2012b).

Ispat: T doniisiimii X Banach uzaym D alt kiimesi iizerine (RCSC) sartin1 saglayan bir

doniisiim olsun. T doniisiimiiniin bir sabit oldugunu yani z € F(T) oldugunu kabul edelim.

0==1llz—TzI<Ilz—y Il iken,

ITz—TyllSszMlz=y I+l Tz=y Il +llz—Ty ]

W =Wl =

[2Ily—zI+ITz—Tyl]
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olur.Buradan || z—Ty I=I Tz — Ty II<Il z — y |l elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Onerme 8: Eger T doniisiimii (HRSC) kosulunu sagliyorsa ve bir sabit noktaya

sahipse bu doniisiim quasi genislemeyendir (Karapiar 2012Db).

Ispat: T doniisiimii X Banach uzayin D alt kiimesi iizerine (HRSC) sartin1 saglayan

bir doniisiim olsun. T doniisiimiiniin bir sabit noktasi oldugunu yani z € F(T) oldugunu kabul

edelim. Bu nedenle 0 =~ 1| z — Tz I<Il z — y Il iken,

1
I Tz—-Ty IIég[Ilz—yIH-II Tz—zI
Hly—=Ty NI+ Tz=y Il +llz—=Ty ]

Rlz=—yl+ly—-Tyl+llz—Tyll]
Ilz=yl+ly—zl+llz—Tyll +llz—Tyl]

IA
ul| = Ul = U] =

Bly—zIl+21Tz—Tyll]

olur. Buradan || z — Ty lI=Il Tz — Ty II<Il z — y |l elde edilir ve ispat tamamlanir.

Onerme 9: T doniisiimii X Banach uzayin kapali D alt kiimesi iizerine bir doniisiim

olsun. Eger T doniistimii (RSC) kosulunu sagliyorsa her x,y € D i¢in asagidakiler gecerlidir;
(i) ITx — T?x|l <l x — Tx |,
(i) yas Il x = Tx ISl x — y Il yada 5 |ITx — T2x|| <I Tx — y I,
(i) yall Tx =Ty IS 2 [l x —y Il +Il Tx = x I + Ty — y ] ya da
IT?x — Ty| < %[II Tx —y Il +lIT?x — Tx||+1l Ty — y |I] dir (Karapmar 2012b).

Onerme 10: T déniisiimii X Banach uzayin kapali D alt kiimesi {izerine (RCSC) sartini

saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda her x, y € D i¢in asagidakiler saglanir;
(i) ITx — T2x]l <l x — Tx |l,

(ii) ya% Il x—=TxII<lx—yllyada %HTX —T?x[ <l Tx =y I,
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(i) ya I Tx =Ty I< §[II x—=y I+l Tx—x I+ Ty —y ] ya da [T?x — Ty|| <

Wl

[l Tx —y Il +lIT?x — yli+Il Ty — Tx |l] dir (Karapmar 2012b).

Onerme 11: T doniisiimii X Banach uzayin kapali D alt kiimesi iizerine (HRSC)

sartin1 saglayan bir doniistim olsun. Bu durumda her x, y € D i¢in asagidakiler saglanir;

(i) ITx — T2x|| <ll x — Tx |l
(i) ya % lx—Tx <l x—ylya da%IITx —T?*x| <ITx—y |

(iii) ya | Tx — Ty IISg[le—yII-HI Tx—xN1+HITy—y Il +lITx—-y Il +I Ty —

xl] ya da I T?x —Ty I< %[II Tx —y Il +IIT?x — Txll+I Ty —y | +IT?x — yll+I Ty —
Tx |l] dir (Karapmar 2012b).

Tamim 31: X bir normlu uzay ve D, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger
T:D - X doniigtimii her x,y € D ve u = 1 igin
llx = Tyll < pllx = Tx|| + [|x — yll

esitsizligi sagliyorsa T doniisiimii (E,) sartin1 sagliyor denir. T doniigiimii bazi pu = 1
degerleri i¢in (E,) sartin1 sagladiginda, T doniisiimii (E) sartim sagliyor denir. T:D — X

doniistimii genislemeyen bir doniisiim ise (E;) sartin1 sagladigi agiktir (Falset et al. 2011).
Lemma 10: (C) sartin1 saglayan bir doniisiim (E) sartin1 saglar, fakat bunun tersi her
zaman dogru degildir (Falset et al. 2011).

Ornek 13: X =R ve D = [—1,1] kiimesi iizerinde alisiimis norm tanimli olsun.

T:D — D doniisiimi

-1
T(x)=13 0 S
) X 7
4 ) x )
seklinde tanimlansin. u = —1 ve v = — igin
o~ Tvll = 5|3 - T || =g <3 = e~
veTvli=gmg TP =g=sg=lu-v

olur. Ancak
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3
ITu —Tv| =1 > = lu — vl|

dir. Dolayisiyla T doniistimii (C) sartin1 saglamamaktadir. T dontigiimiiniin (E) sartini

sagladig1 asagida gosterilecektir.

(i)

(ii)

W e [—1,0]\(— i) icin
lu—Tv| < |lu—Tull + ||Tu — Tv||
< |lu—Tull + [lu—7].
u,v € (0,1] igin

lu—Tv|| < ||lu—Tul|l + [|[Tu — Tv||

< lu—Tul| + |_E+Z
4 4

<||lu—=Tull + |lu—-v|

= |lu — Tull + [[u —v||.

i) we[-100\(-3) ve v e (0.1] igin

(iv)

v)

lu—Tv| < |lu—Tul||l + ||Tu — Tv||
v
< ||lu—Tul| + |—u + Z|

<|lu—=Tu||+|—u—v| (u<0vev > 0igin)

= |lu —Tul| + |u — v|.

u € [-1,0]\ (— i) vev € -2 igin
1
= Toll = Ju| < 2u] + |u + Z|

= |lu — Tull + [[u —v||.

u€ (0,1] veve _2 icin
I Il = |<1| | | 1|
u—"Tv uf <-ful+u+

= |lu = Tull + [[u —v||.

Bu durumda T doniisiimii 4 > 1 i¢in (E') kosulunu saglar (Pant and Shukla 2017).

Lemmall: T: D — X doniisiimii (E') sartin1 saglayan bir dontisiim olsun. T doniigiimii

sabit bir noktaya sahip ise quasi genislemeyendir (Falset et al. 2011).

Fakat yukaridaki ifadenin tersi her zaman dogru degildir.
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Ornek 14: T:[-1,1] - [-1,1],

X ins %0
T(x) = 1+|xlsmx' x
0, x=0

doniistimii verilsin. Burada 0 in T doniisiimiiniin sabit noktas1 oldugu kontrol etmek kolaydir.

Her x € [—1,1] i¢in |Tx| < |x| olup T dontisiimii [—1,1] araliginda quasi genislemeyendir.

. . 1
Diger yandan, her n € N i¢in x,, = Ve yp = — alinirsa;

2nn+m/2

|xn B Tynl B Ixn B ynl _ Xn — (yn B xn)
|xn - Txnl |xn - Tan

_ Xn — (yn B xn)
Xp?
1+x,

(1+xn)(2-22)
= — 5 40
Xn

olur. Sonug olarak, T déniisiimii (E) sartin1 [—1,1] araliginda saglamaz (Falset et al. 2011).

Onerme 12: T: D — X doniisiimii D iizerinde (E,) sartin1 saglayan bir doniisiim olsun.

Bu durumda asagidaki ifadeler gecerlidir.

(i) Her x € D igin TD c D ise,
lx —T%x|| < (@ + 1) | x — Tx |l
(i) Her x,y € D igin TD c D ise
I Tx = Ty II< allTx — T2x|+1 Tx — y Il
(i) re(0,1) icin T, =rT + (1 —r)I olarak tanimlanan T,.:D — X donisimi D
tizerinde (E,) sartin1 saglar (Burada I birim doniisiimdiir.) (Falset et al. 2011).
Tamim 32: X bir normlu uzay ve D, X in kapali sinirli ve konveks alt kiime olsun.
Eger T: D — D genislemeyen bir doniisiim ise, ||x,, — Tx,|| = 0 olacak sekilde D kiimesinde
taniml1 bir {x,} dizisi vardir. Bu diziye hemen hemen sabit nokta dizisi veya kisaca a.f.p.s

denir (Falset et al. 2011).

Onerme 13: D, X in sinirh bir alt kiimesi olsun. T:D — D keyfi bir doniisiim olmak

lizere asagidaki ifadelerden en az biri gegerlidir (Falset et al. 2011).

(1) D de T doniisiimii i¢in bir a.f.p.s. vardir.

(i) T doniistimii D iizerinde (E) sartini saglar.
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Teorem 6: X bir Banach uzay1 D, X in bostan farkli bir alt kiimesi ve T:D — X bir

doniisiim olsun. Eger T:D — X donligimi;

(1) X, = z € D olmak tizere D de T doniistimii i¢in bir {x,,} hemen hemen sabit nokta
dizisi vardir,

(i) T doniisiimii D tizerinde (E) sartini saglar,

(iii) (X, |- |]) uzay1 Opial sartini saglar,

sartlarin1 sagliyorsa bu durumda Tz = z dir (Falset et al. 2011).

Lemma 12: X bir Banach uzayi, D, X in bos olmayan sinirli bir alt kiimesi ve T:D —

D herhangi bir doniisiim olsun. Asagidaki ifadelerden en az biri dogrudur.

(i) D kiimesinde T doniisiimil i¢in bir hemen hemen sabit nokta dizisi vardir.

(ii) T dontsiimii D kiimesi tizerinde (E') sartin1 saglar (Falset et al. 2011).

Sonug 5: X Banach uzay1 Opial sartin1 saglasin ve D, X in bostan farkli zayif kapali
bir alt kiimesi olsun. Ayrica T: D — X doniistimii D iizerinde (E) sartin1 saglayan bir doniisiim
olsun. Bu durumda T doniisiimiiniin D de bir sabit noktasinin olmasi igin gerek ve yeter sart

T doniisimiiniin a.f.p.s. 6zelligine sahip olmasidir (Falset et al. 2011).

2011 yilinda Falset, Fuster ve Suzuki (C) sartinin bir genellestirmesi olan (C;) sartini

asagidaki gibi vermislerdir.

Tamm 33: X bir normlu uzay ve D, X in bostan farkli bir alt kiimesi olsun. T: D — X

doniistimii her x,y € D ve 1 € (0,1) igin
Allx = Tx|l < llx = yll ise [ITx = Tyl < |lx — ]

sartin1 sagliyorsa T doniistimiine (C;) sartint sagliyor denir. T doniisiimii;

(i) A= g icin (C) sartin1 saglar.

(i) 0<A, <A, <1ise (C/ll) sarti (C/lz) sartin1 gerektirir.

Asagida ornek (ii) nin tersinin yanlis oldugunu gosterir (Falset et al. 2011).

Ornek 15: T:[0,1] = [0,1] ve 2 € (0,1) olmak iizere

X
E, x#+1
T@)=41+2
- =1
24+ x
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dontigimii verilsin. 0 < A’ < A1 igin T dontisimii (C;) sartim1 saglar ama (C,,) sartini

saglamaz. Ayrica u = (2 + 1)/2 igin (Eu) sartin1 saglar (Falset et al. 2011).

Onerme 14: X bir normlu uzay ve D, X in bir alt kiimesi olsun. T: D — X déniisiimii
baz1 A € (0,1) i¢in (C;) sartin1 sagliyorsa, her r € (4,1) igin T.(x) = rTx + (1 —r)x ile

tanimlanan T,.: D — X doniisiimii (Ca) sartin saglar (Falset et al. 2011).

Lemma 13: D, X Banach uzayin bir alt kiimesi olsun. T: D — X doniigiimii baz1 A €
(0,1) igin (C;) sartim1 saglasin ve {x,} dizisi T doniisiimii i¢in hemen hemen bir sabit nokta

dizisi olsun. Bu durumda lim inf;, |x,, — yll > 0 olan her y € D igin,

limsupllx, — Tyll < limsupllx, — yll

n—oo n—-oo
olur (Falset et al. 2011).

(Cy) tipi genislemeyen dontisiimlerin 6zelliklerinden biri de sabit nokta kiimesinin
yapistyla ilgilidir. Yani Lemma 11 in ispatindan hareketle su ifadeye varilir: T doniistimii, X
Banach uzayin kapali D alt kiimesi iizerine bir donilisiim olsun. Ddniigiimiin baz1 A € (0,1)
icin (C;) kosulunu sagladigini varsayalim. Bu durumda F(T) kapalidir. Ayrica, eger X kesin
konveks ise F(T) de konvekstir (Falset et al. 2011).

Sonug olarak, A # %iqin (Cy) sartinin (E) sartin1 gerektirip gerektirmedigi bilinmiyor.
Aksi taktirde bu durum Lipschitzian doniisiimler i¢in saglanir.

Lemma 14: T:D —» X doniistimii baz1 A € (0,1) i¢in (C;) sartin1 saglayan Lip (T)
Lipschitz sabitli bir Lipschitzian doniisiim olsun. Bu durumda T donisiimi 4 = max([1,1 +

A(Lip(T) — 1)] igin (E,) sartin1 saglar (Falset et al. 2011).

Ispat: Lip(T) < 1ise T déniisiimii (E;) sartim sagladig1 agiktir. Lip(T) > 1 igin u >
1 olur. T déniisiimiiniin E,, sartin1 saglamadigim varsayalim. Bu durumda x,y € D igin

llx — Ty|| > ullx — Tx|| + |[|x — yl| olur. Sonug olarak,
llx = Txll + llx — vl < llx — Tx|| + Lip(T)llx — i
dir.
Buradan
(1 — Dllx = Tx|| < Lip(T) — Dllx =yl
olur. Ayrica (u — 1) = A(Lip(T) — 1) oldugunu biliyoruz. Buradan

Mlx = Tx|l < [lx = ylI
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elde edilir.
T doniistimii (C) sartin1 sagladigi igin ||Tx — Ty|| < ||x — y|| dir. Bu durumda
lx =Tyl < llx = Tx|l + ITx = Tyll < llx = Tx|l + |lx — yli
esitsizligi elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir.
Yukarida tanimlanan genellestirilmis genislemeyen doniisiim siniflarindan hareketle

2017 yilinda Pant ve Shukla, asagidaki genellestirilmis a-genislemeyen doniisiim sinifini

tanimlamustir.

Tamm 34: D, X Banach uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Her x,y € D ve

a €[0,1) i¢cin T: D — D doniisiimii
1
S llx =Tx|l < Jlx =yl
iken
ITx =Tyl < alTx —yll + allTy = x|l + (1 = 2a)|lx =yl (3.1)

gerektirmesini saglhiyorsa T ye genellestirilmis a-genislemeyen doniisiim denir (Pant and

Shukla 2017).

Asagida genellestirilmis a-genislemeyen doniisiimlerin bazi temel o6zellikleri ifade
edilmistir.

Onerme 15: (C) kosulunu saglayan her déniisiim, genellestirilmis a-genislemeyen
dontistimdiir. Fakat tersi her zaman dogru degildir. (Pant and Shukla 2017)

a = 0 degeri i¢in genellestirilmis a-genislemeyen doniisiim (C) kosulunu saglayan

bir doniigiime indirgenir. Bu durumun tersinin dogru olmadig1 agagidaki 6rnekte gosterilmistir.

Ornek 16: D = [0,4], R nin bir alt kiimesi ve bu kiime iizerinde alisilmis norm

tanimlansin. T: D — D doniistimii

0, X +4
T(x)z{z x=4

seklinde verilsin. x € (2,2] ve y = 4 igin,

1
Ellx —Tx|l < llx =yl ve ITx =Tyl =2 > |lx - yll

T donitisiimii (C) sartin1 saglamamaktadir. x € (2,3] ve y = 4 igin
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1
Sy =Tyl < llx = ylive ITx = Tyll > llx = vl

T dontstimii (C) sartin1 saglamamaktadir. Bununla birlikte T donlisimi « Zg i¢in

genellestirilmis a-genislemeyen doniisiimdiir (Pant and Shukla 2017).

Ornek 17: D = {(0,0),(2,0),(0,4), (4,0), (4,5),(5,4)}, R? nin alt kiimesi olsun. X
tizerinde ||(x1, x2) Il = |xq| + |x2| seklinde norm ||.|| tanimlansin. Bu durumda (X, II.|l) bir

Banach uzaydir. T: D — D doniisiimii

T. ((0,0), (2,0),(0,4), (4,0), (4,5), (5,4))
"\(0,0), (0,0), (0,0), (2,0), (4,0),(0,4)

seklinde tanimlansin. a > %ve (x,y) # ((4,5),(54) i¢in

I Tx—Tyll<alTx—yll+allTy—xl+(1—=2a) I x—y

dir. x = (4,5) ve y = (5,4) olmasi durumunda
! I Tx = ! I Ty lI= > > 2 =| I
Slx=Txl=clly—Tyl=3 =|lx—-y

olur. Buradan T genellestirilmis @-genislemeyen doniistimiidiir (Pant and Shukla 2017).

Onerme 16: D, X Banach uzayin bos olmayan alt kiimesi ve T: D — D doniisiimii sabit
noktast y € D olan genellestirilmis a-geniglemeyen bir donilisiim olsun. Bu durumda T

doniistimii quasi genislemeyen doniisiimdiir (Pant and Shukla 2017).

ispat: y € F(T) ve x € D olsun. > Il y — Ty Il= 0 <]l x — y Il oldugundan (3.1) den

ITx—ylI=ITx—Tyll<alTx—yl+alTy—x I +(1—2a) l x—y |l
olur. Buradan,
A-a)lITx=ylI<s@A—-a)llx—yl
dir. Bu durumda (1 — a) > 0 oldugundan || Tx — y II<Il x — y |l elde edilir.

Asagidaki Lemma, genellestirilmis a-genislemeyen doniisiimler igin sabit nokta

kiimesinin yapistyla ilgilidir.
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Lemma 15: D, X Banach uzaymin bos olmayan bir alt kiimesi ve T:D — D

genellestirilmis a-genislemeyen bir doniisiim olmak iizere F (T) kapalidir. Ayrica eger E kesin

konveks ve D konveks ise F(T) de konvekstir (Pant and Shukla 2017).

Lemma 16: D, X Banach uzaymin bos olmayan bir alt kiimesi ve T:D — D

genellestirilmis a-genislemeyen doniisiim olmak iizere x,y € D igin,

()
(i)
(iii)

ITx — T?x|| < |lx — Tx]],
1
ya - llx = Tx|| < |lx — yll yada %IITx —T%x|| < ITx —yll,
yaTx — Ty < allTx — y|l + allx = Ty|l + (1 — 2a)||x — y|l yada [|IT?x —
Tyl < al|lTx — Ty|| + a||T?x — y|| + (1 — 2a)||Tx — y|| dir (Pant and Shukla
2017).

Lemma 17: D, X Banach uzaymin bos olmayan bir alt kiimesi ve T:D — D

genellestirilmis a-genislemeyen doniisiim olmak {izere her x, y € D i¢in,

B+ a)
(1-a)

lx =Tyl < llx = Tx|| + [lx — Il

dir (Pant and Shukla 2017).

Tanim 35: T: D — D doniisiimii verilsin. Her x,y € D igin

1
> Il x =Ty lI<Il x — y Il iken

ITx=Tyll<alTx—xll+allTy—y Il +(1—-2a) lx—y

gerektirmesi saglanacak sekilde bir a € [0,1) sabiti varsa T doniisimiine Reich-Suzuki

genislemeyen doniistim denir (Pandey et al. 2018).

Lemma 18: D, X Banach uzayin bos olmayan alt kiimesi ve T: D — D bir Reich-

Suzuki genislemeyen donilistimii olsun. Bu durumda her x,y € D igin,

()
(i)
(iii)

ITx — T?x|| <ll x — Tx |,
yaillx—Txl<llx—yllyadallTx—T?x| <l Tx—yl,

va ITx=Tyll<alTx—xll+ally—-Tyll+(1—-2a)llx—yIll ya da
IT?x = Tyll < alT?x = Txll + a I Ty —y || +(1 = 2a) Il Tx — y |l dir
(Pandey et al. 2018).
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Lemma 19: D, X Banach uzayin bos olmayan alt kiimesi ve T: D — D Reich-Suzuki

genislemeyen doniisiimii olsun. Bu durumda her x,y € D igin,

lx—T ||<(3+a)|| T Il +1 I
x=Tyls (g )Ix—Tx xX—7y

dir (Pandey et al. 2018).

Asagida, Reich-Suzuki genislemeyen ve genellestirilmis a-genislemeyen doniisiimleri

igeren genellestirilmis a-Reich-Suzuki genislemeyen doniisiim sinifi tanimlanmustir.

Tammm 36: D, X Banach uzayin bos olmayan alt kiimesi ve T: D — D doniisiimi

verilsin. Her x,y € D i¢in

1
3 lx—Tx ISl x—v |l iken || Tx — Tv I< max{P(x,v),Q(x,v)}

gerektirmesi saglanacak sekilde bir & € [0,1) sabiti varsa T doniisiimiine genellestirilmis a-

Reich-Suzuki genislemeyen doniisiim denir. Burada
Px,y)=allTx—xll+tallTy—yll+(1—-2a)lx—y
ve
Q) =allTx—yll+allTy—xl+(1-2a) I x—y |
dir (Pandey et al. 2018).

Lemma 20: D, X Banach uzayin bos olmayan alt kiimesi ve T: D — D genellestirilmis

a-Reich-Suzuki genislemeyen doniisiim olsun. Bu durumda her x,y € D igin,
(i)  NITx—T?x] <llx—Tx |,
(i) yaslx—Txl<llx—ylyadaz|Tx — T2l <I Tx -y I,
(iii) ya | Tx — Ty I< max{P(x,y),Q(x,y)} ya da IT2x — Tyl <

max{P(Tx,y),Q(Tx,y)}
dir (Pandey et al 2018).

Sonu¢ 13: Reich-Suzuki tipi genislemeyen doniigiimler, Suzuki genislemeyen ve

(3.1)-(3.4) i saglayan doniistimlerden daha geneldir. Ayrica Lemma 17, genellestirilmis bir

a-Reich-Suzuki  genigslemeyen doniisimin p = % ile (E) sartim sagladigini

gostermektedir. Bu nedenle genellestirilmis a-genislemeyen, Reich-Suzuki tipi genislemeyen
ve genellestirilmis a-Reich-Suzuki genislemeyen doniisiimler de (E) sartin1 saglayan

doniisiim siifina aittir (Pandey et al. 2018).
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2019 yilinda Atailia ve arkadaslar1 asagidaki genislemeyen donilisim sinifini ifade

etmislerdir:

Tamm 37: D, X Banach uzayin bostan farkli bir alt kiimesi ve T: D — D bir doniisiim

olsun. Her x,y € X i¢in
Blx—TxIlI<lx—yl
iken

I Tx—=Tyll<a; lx—yll +a,(lx=Tx I +ly =Ty Il)
+az;(lx =Tyl +lly—Tx )

gerektirmesi saglanacak sekilde a; + 2a, + 2a; = 1 olmak tlizere a4, @,, a3 € [0,1] ve S €
(0,1) varsa T dontisiimiine genellestirilmis Suzuki tipi daraltan doniisiim denir (Atailia et al.
2019).

Asagidaki onerme, Tanim 37 de ifade edilen doniisiimiin, genellestirilmis a-Reich-

Suzuki genislemeyen doniisiim sinifini igerdigini gostermektedir (Pant et al. 2021).

Onerme 17: Eger T: D — D genellestirilmis Suzuki tipi daraltan ise (8 =% ile), T

genellestirilmis bir a-Reich-Suzuki genislemeyen doniistiimdiir (Pant et al. 2021).

Ispat: T, genellestirilmis Suzuki tipi daraltan oldugu igin,
ITx =Tyl lx—yl+a,(lx—Txl+lly—Ty ) +az(lx—Tyll +lly—Tx )
dir. Asagidaki iki durum g6z oniine alindiginda

@) Ux=Txl+ly=TyID)=Ux—Tyll +lIly—Txl) igin,
ITx—Tyl<a; lx—y Il +(ay +az)(l x = Tx Il +1ly =Ty Il)

olur.

a, + az = a alindiginda a4 + 2a, + 2a3 = 1,a; = 1 — 2a oldugundan yukaridaki

esitsizlik,
I Tx—Tyll<allx—Txll+ally—-Tyll+(1—=2a) I x—y
halini alir.

(i) Mx=TxN+Hly—=TylDH)<Ux=Tyll +lly —Tx |l) igin,
ITx —TyllSa lx—yll +(ay +a;)(lx =Ty Il +lly — Tx II)

dir. Yeniden a, + a3 = @ ve a; = 1 — 2« olarak alindiginda,

ITx=Tyll<alx—Tyll+ally—Tx Il +(1 -2a) llx—y |l
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elde edilir. Buradan,
Px,y)=allTx—xll+allTy—yll+(A-2)lx—y I
ve
Qx,y)=alTx—yll+allTy—xl+(1-2a) I x—y
yazilir. Buradan su sonuca vartlir,
| Tx — Ty I< max{P(x,y),Q(x,y)}.
Bu nedenle, T: D — D genellestirilmis bir a-Reich-Suzuki genislemeyen doniistimdiir.
Asagidaki o6rnek, yukaridaki ifadenin tersinin dogru olmasi gerekmedigini gosterir.

Ornek 18: D = {(0,0),(1,0),(2,0), (3,0), (4,0), (0,5), (5,4)} kiimesi iizerinde R?

deki lI-ll: = (%1, x2) | = |x1| + |x2| normu tanimlansin. Ayrica T: D — D déniisiimii,

T ((0,0), (1,0),(2,0), (3,0), (4,0, (0,5), (5,4)>
"\(0,0), (0,0), (1,0), (2,0), (3,0), (0,0, (0,5)

seklinde verilsin. Her x,y € X ve a > 1% i¢in

| Tx — Ty I< max{P(x,y),Q(x,y)}
oldugu goriilir. Dolayisiyla, T genellestirilmis @-Reich-Suzuki genislemeyen doniigiimdiir.
Bununla birlikte x = (4,0) ve y = (5,4) igin
Bllx—Txll=B<llx—yll=5ve I Tx—-Tyll=8
dir. Buradan,
apllx—yll+a;(lx—=Tx I +Ily =Ty )
+az;(lx =Tyl +ly—Tx II) =5 —3a, + 5a;3
olur. Boylece her a4, a5, a3 € [0,1] icin,
I Tx—=Tyll>a; lx—=yll+a,(lx=Tx I +ly—Tyl)+az(lx=Ty Il +lly —Tx )

yazilir. Bu nedenle T doniisiimii genellestirilmis Suzuki tipi bir daralma degildir (Pant et al.
2021).

Lemma 21: D, X Banach uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi ve 8 € E, 1) olmak

tizere T: D — D doniigiimiiniin genellestirilmis Suzuki tipi bir daraltan oldugunu varsayalim.

Bu durumda,
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2+a;+a, +3a3
1_a2_a3

IIx—TyIIS( )IIx—TxII+IIx—yII

olur (Pant et al. 2021).

Onerme 18: D, X Banach uzaymin bos olmayan bir alt kiimesi ve T:D — D
genellestirilmis Suzuki tipi genellestirilmis bir daraltan olsun. Bu durumda T doniisiimii (E)

sartin1 saglar (Pant et al. 2021).
Tamm 38: X bir normlu uzay, D, X in bos olmayan bir kiimesi ve T:D — X bir
doniisiim olsun. Her x,y € D, y € [0,1], u € [0, %] ve 2u <y igin
Ylix = Tx|l < [lx = yll + plly = Tyl
iken
ITx —Tyll < (X = Y)llx —yll + y(lx — Tyll + lly — TxIl)

gerektirmesi saglaniyorsa T doniistimii (BV,H) sartin1 sagliyor denir. Burada y =u =20

aliirsa bu doniistimiin genislemeyen bir doniisiim oldugu goriliir.
Ayrica eger T doniisimii (C) sartin1 saghyorsa, y = 4 = 0 i¢in (By.u) sartin1 da
saglar. Yani
1 :
S llx = Txll < llx = yllise [ITx = Tyl < [lx =yl
olur. Buradan

ITx =Tyl < (@ =Vllx = yll + pllx = Tyl + [ly — TxI))
yazilir. Fakat bu ifadenin tersi genellikle dogru degildir (Patir et al. 2018).
Ornek 19: T:[0,2] — R olmak iizere

0, X+ 2
T(x)={1 x=2

donlisiimii verilsin. x = 1,2 ve y = 2 igin %IITx —x|| = 0.6 < 0.8 =||x —y|l olur. Fakat

ITx — Tyl =1 « 0.8||x — y|| dir. Dolayisiyla doniisiim (C) sartin1 saglamaz. Diger yandan
x#2vey # 2icin T doniisimiiniiny = 1vepu = %igin (B],,H ) sartin1 sagladig agiktir.
x#2vey=2icin||Tx —Ty| =1 ve

(I =llx =yl + ullx = Tyll + lly — TxI)

=%||x—1||+1()/=1veu=%i(;in)
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>1=|Tx—Ty|l.
dir.x =2 vey # 2 i¢in;
ITx =Tyl =1 <@ =p)llx =yl + ullx = Tyl + lly — TxIl)
(y = 1ve,u=%igin)
olur. Ayrica x = 2, y = 2 ig¢in T doniisiimiiniin y =1 ve u = % olmak tizere (By,” ) sartini
sagladigi agiktir (Patir et al. 2018).

Asagidaki lemma (By,u) sartint saglayan T donlisiimiiniin ayn1 zamanda quasi

genislemeyen oldugunu gostermektedir.

Lemma 22: X bir normlu uzay ve D, X in bostan farkli bir alt kiimesi olsun. T: D — X

doniistimii (By,u ) sartini saglasin. z € F(T) ve her x € D igin
lz—Tx|| < ||z — x|
dir (Patir et al. 2018).

Lemma 23: X bir normlu uzay ve D, X in bostan farkli bir alt kiimesi olsun. T: D — D

doniistimii (By# ) sartin1 saglasin. Her x,y € D ve c € [0,1] igin
(i) ITx — T?x|| < |lx — Tx|| dir.
(i)  Asagidaki (a) ve (b) den az biri saglansin;
@ -llx = Txll < llx =y,
(b) ZIITx = T2x|| < [ITx — y|l.
Bu durumda
(@) kosulu [T = Tyll < (1 = 5) llx = yll + u(llx = Tyl + lly = Tx1]) esitsizligini,
(b) kosulu da [IT2x = Tyl < (1 =) ITx = yll + u(ITx = Tyll + Ily — T?xII)
esitsizligini gerektirir. Ayrica

c
lx = Tyll < B = Ollx = Txll + (1~ 2) Ix ~ ¥l

+uQ2llx = Txll + llx = Tyll + lly — Tx|l + 2|ITx — T?x|])
(Patir et al. 2018).

32



Genellestirilmis Genislemeyen Doniisiimler Icin Sabit Noktalarinin Varhgi

Bu kisimda yukarida 1. Bolimde verilen genellestirilmis genislemeyen doniisiim

siniflarinin sabit noktalarinin varligi ile ilgili baz1 sabit nokta teoremlerine yer verilecektir.
Yakin zamanda Suzuki agagidaki sabit nokta teoremini ispatlamistir:

Teorem 7: (X, d) kompakt metrik uzay ve T, X tizerinde bir doniisiim olsun. Ayrica
herx,y € X igin%d(x, Tx) <d(x,y)ikend(Tx,Ty) < d(x,y) sartt saglansin. Bu durumda

T nin tek sabit noktas1 vardir (Suzuki 2009).

Bu sonug asagidaki iki teoreme dayanmaktadir:

Teorem 8: (X, d) kompakt metrik uzay ve T, X tizerinde bir doniistim olsun. Her x, y €
X igin x # yolmakiizere d( Tx, Ty ) < d(x,y) ise T nin tek bir sabit noktasi vardir (Edelstein
1966).

Teorem 9: [0,1) den (1/2,1] araligina artan olmayan 6 fonksiyonu asagidaki sekilde

tanimlansin;

1 ,0<r<(V5-1)/2
O =41-rr? ,(5-1/2<r<27'/?
(1+n™" 27 <r<1

Bu durumda (X, d) metrik uzayi i¢in asagidakiler gegerlidir,
(i) X tamdir.

(i) X tizerinde asagidaki sartlart saglayan her T doniisiimiiniin bir sabit noktasi vardir.

Her x,y € X i¢in 8(r)d(x,Tx) < d(x,y) iken d(Tx,Ty) < rd(x,y) olacak sekilde
r € [0,1) vardir (Suzuki 2008b).

Teorem 10: D, UCED Banach uzay1 olan X nin zayif kompakt konveks bir alt kiimesi
ve T, D iizerinde bir doniisiim olsun. T nin (C) kosulunu sagladigini varsayalim. Bu durumda

T nin bir sabit noktas1 vardir (Suzuki 2008b).

Teorem 11: X bir Banach uzay, T ve S doniisiimleri D kiizerinde T (D) < S(D) olacak
sekilde kendi lizerine taniml1 doniigiimler olsun. Ayrica S(D) kiimesi E Banach uzayin kapali

konveks alt kiimesi olsun ve T doniisiimii (SKC) sartin1 saglasin. x; € S(D) olmak tizere T (D)
iginde bir {x,} dizisi Sx41 = AT, + (1= 2)Sx,, seklinde tanmlansmn. Burada 1, [5,1)
araligindadir. lim,,_,, ITx, — Sx, |l = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda T ve S nin bir

cakisik noktas1 vardir (Karapinar and Tas 2011).
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Sonu¢ 6: X bir Banach uzay ve T,S: D — X doniistimleri D iizerinde T(D) < S(D)
sartin1 saglasin. Ayrica S(D), E Banach uzayin kapali konveks alt kiimesi olsun. x; € S(D)
ve n € N olmak tizere T(D) iginde Sx,,; = ATx, + (1 — 1)Sx,, seklinde bir {x,,} dizisi
tanimlansin. Burada A, E, 1) araligindadir. lim,,_,, [[Tx,, — Sx, || = 0 oldugunu kabul edelim.

Eger S ve T doniisiimleri asagidakilerden birini sagliyorsa:

1 Il Sx — Sy I,

2l Sx = Tx I<ll Sx — Sy =0 Tx — Ty 1< max {1 ,

2 Y Y [ Sx=Tx Il +1 Ty — Sy II]
2

1 1

> I Sx = Tx IS Sx — Sy = Tx = Ty 1< S [I Sx = Tx | +1 Ty = Sy Il

1 1

> Il Sx —Tx IS Sx — Sy I=>1 Tx — Ty II< E[” Tx =Sy Il +ll Sx =Ty I,

bu durumda T ve S nin bir gakisik noktasi vardir (Karapinar and Tas 2011).

Teorem 12: X bir Banach uzay ve T,S:D — X doniisimleri T(D) < S(D) sartini
saglasin ve S(D), X Banach uzayin zayif kapali konveks ve Opial sartin1 saglayan bir alt

kiimesi olsun. Ayrica her x,y € D igin,

1

3 | Sx — Tx I<ll Sx — Sy I=I Tx — Ty I< N(Sx,Sy)
gerektirmesi saglansin. Burada

1
| Sx — Sy ”'5 [II Sx —=Tx I +I Ty — Sy 1],
N(Sx,Sy) = max
E[” Tx—Sy Il +1l Sx — Ty Il

dir. x; € S(D) ve n € N olmak tizere T (D) iginde Sx,,; = ATx, + (1 — 1)Sx,, seklinde bir
{x,} dizisi tanimlansin. Burada A, E, 1) araligindadir. lim,,_ ITx;,, — Sx,|l = 0 oldugunu
kabul edelim. Bu durumda T ve S nin bir ¢akisik noktasi vardir (Karapinar and Tas 2011).

Teorem 13: D, UCED Banach uzayi1 olan X in zayif kapali konveks bir alt kiimesi ve
T doniigiimii D tlizerine tanimli olsun. Ayrica T doniisiimii (SKC) kosulunu saglasin. x; € D

ven € N olmak tizere x,,; = ATx,, + (1 — 1)x,, seklinde bir {x,, } dizisi tanimlansin. Burada
A, E, 1) araligindadir. lim,,_ . ITx, — x, |l = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda T nin

bir sabit noktas1 vardir (Karapinar and Tas 2011).

Teorem 14: X bir Banach uzay ve T,S:D — X doniisiimleri T(D) < S(D) sartin
saglasin. S(D) kiimesinin X Banach uzayin zayif kapali konveks ve Opial sartin1 saglayan bir

alt kiimesi olsun. Ayrica her x,y € D igin,
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~ Il Sx = Tx II<Il Sx — Sy |
iken
1
| Tx — Ty I< §[|I Sx =Syl +ITx—Sy |l +Il Sx — Ty Il]

oldugunu varsayalim. T(D) ig¢inde x; € S(D) ve n € N olmak iizere Sx,,; = ATx, + (1 —
A)Sx,, seklinde bir {x,} dizisi tanimlansin. Burada A, E, 1) arah@indadir. lim,_ [ITx, —

Sx, |l = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda T ve S nin bir ¢akisik noktas1 vardir (Karapinar
2012Db).

Bu alandaki bu gelismelerden hareketle, 2012 yilinda Karapinar, Suzuki, Edelstein ve
Berinde'nin iyi bilinen sonuglarini literatiirdeki ¢ok sayida ilgili sonuca tamamlamak igin

birlestirdi.

Teorem 15: (X, d) tam metrik uzay ve T: X — X hemen hemen daraltan olsun. Yani

her x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < kd(x,y) + Ld(y,Tx)

esitsizligi saglanacak sekilde bir k € [0,1) ve L > 0 sabitleri var olsun. Bu durumda F(T) =
{x € X:Tx = x} # @ (Berinde 2004).

Teorem 16: (X, d) tam metrik uzay ve T: X — X hemen hemen daraltan olsun. Yani

her x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < kd(x,y) + Ld(x,Tx)

esitsizligi saglanacak sekilde bir k € [0,1) ve L > 0 sabitleri var olsun. Bu durumda

doniisiimiin tek bir sabit noktasi vardir (Berinde 2004).

Teorem 17: (X, d) tam metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X i¢in

x # y ve L > 0 olmak iizere,

1

Ed(x, Tx) <d(x,y)
iken

d(Tx,Ty) < %[d(Tx, x) +d(Ty,y)] + Lmax{d(y,Tx),d(x,Ty),d(x,y)}
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sart1 saglansin. Bu durumda T nin bir sabit noktasi1 vardir (Karapinar 2012a).
Sonug¢ 7: (X, d) tam metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X igin

x # y ve L > 0 olmak iizere,
1
Ed(x, Tx) <d(x,y)
iken
1
= d(Tx,Ty) < 3 [d(Tx,x) + d(Ty,y)] + Lmax{d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,y)}

sart1 saglansin. Bu durumda T nin bir sabit noktasi1 vardir (Karapinar 2012a).

Teorem 18: (X, d) tam metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X igin

x # y ve L > 0 olmak iizere,

%d(x, Tx) <d(x,y)
= d(Tx, Ty) < %[d(Tx, y) +d(Ty,x)] + Lmax{d(y,Tx),d(x,Ty),d(x,y)}

sart1 saglansin. Bu durumda T nin bir sabit noktas vardir (Karapinar 2012a).

Teorem 19: (X, d) tam metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X i¢in

x # y ve L > 0 olmak iizere,

%d(x, Tx) <d(x,y) = d(Tx, Ty) < %[d(x, y)+d(Tx,x) +d(Ty,y)]
+Lmax{d(y,Tx),d(x,Ty),d(x,y)}

sart1 saglansin. Bu durumda T nin bir sabit noktas1 vardir (Karapinar 2012a).
Teorem 20 (X, d) tam metrik uzay ve T: X — X bir doniigiim olsun. Her x, y € X i¢in
1
Ed(x, Tx) <d(x,y)
iken
1

d(Tx,Ty) < < [d(x,y) + d(Tx,x) +d(Ty,y) +d(Tx,y) + d(Ty, x)]

+Lmax{d(y,Tx),d(x,Ty),d(x,y)}

sart1 saglansin. Bu durumda T nin bir sabit noktasi vardir (Karapinar 2012a).
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Banach Teoremine gore, eger X uzayi tam ise, her daraltan doniisiimiin tek bir sabit
noktas1 vardir ve bu nokta X in herhangi bir noktasindaki doniisiimiin tekrarli iterasyonunun
limiti olarak elde edilebilir. Ancak genislemeyen bir doniisiimiin sabit noktaya sahip olmasi
gerekmez. X uzay1 konveks bir yapiya sahip oldugunda bu tiir doniisiimlerin sabit noktasi
olabilir. Daraltan ve genislemeyen doniisiimlerle ilgili sartlarinin daha genel sartlarla
degistirildigi ¢ok farkli ¢aligmalari literatiirde gorebiliriz (Karapinar and Tas 2011; Gregus
1980; Bogin 1976; Ciri¢ 1993).

1976 yilinda Bogin asagidaki sonucu kanitlamistir.
Teorem 21: (X, d) tam metrik uzay ve T: X — X doniisimii
d(Tx,Ty) < ad(x,y) + b[d(x,Tx) + d(y, Ty)] + c[d(x,Ty) + d(y, Tx)] 3.2)

esitsizligini saglasin. Buradaa = 0,b > 0,c > 0ve a + 2b + 2¢ = 1’dir. Budurumda T nin
tek bir sabit noktas1 vardir (Bogin 1976).

Bu sonug 1993 yilinda Ciri¢ ve 1989 yilinda Li tarafindan genellestirilmistir. Gregus, ¢ = 0
ile (3.2) ve (3.3) i saglayan X iizerinde T doniisiim sinifin1 ele aldi ve asagidaki teoremi

kanitlad: (Ciri¢ 1993; Bing-you 1989).

Teorem 22: D, bir X Banach uzaymin bos olmayan kapali bir konveks alt kiimesi ve

T:D — D asagidaki sartlar1 saglayan bir doniisiim olsun. Her x,y € D i¢in
ITx—Tyll<alx—yl+b(lx—=Tx I +lly—Tyl) (3.3)

esitsizligi saglanacak sekilde a > 0,b > 0 sabitleri var olsun. Burada a + 2b = 1 dir. Bu
durumda T nin tek bir sabit noktasi vardir (Gregus 1980).

Asagidaki sonug, Bogin’in teoreminin genellestirmesidir.

Teorem 23: (X, d) tam metrik uzay ve T: X — X asagidaki kosullar1 saglayan bir

doniisiim olsun.
%d(x, Tx) <d(x,y)
iken
d(Tx,Ty) < ad(x,y) + b[d(x,Tx) +d(y,Ty)] + c[d(x,Ty) + d(y,Tx)], (3.4)

a=>0,b>0c>0vea+2b+ 2c =1 dir. Budurumda T nin tek bir sabit noktas1 vardir
(Popescu 2011).

Ornek 20: X = [—1,1] kiimesi iizerinde aligilmis metrik tamimlansin ve T:X — X

doniistimii,
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—x ,x€][0,3/4)VU (3/41]
Tx =<$x/2 ,x€[-1,0)
0 , X =3/4

seklinde verilsin. Bu durumda

(i) T nin tek bir sabit noktas1 vardir.
(if) T dontisimiia = 1/2,b = ¢ = 1/8 igin (3.4) sartin1 saglar yani,
d(x,Tx)/2 <d(x,y) = d(Tx,Ty) < M(x,y),
dir. Burada M (x,y) = %d(x, y) + % [d(x, Tx) +d(y,Ty) +d(x,Ty) + d(y, Tx)] dir.

(iii) T dontisiimii Suzuki'nin Teorem 9 daki kosulunu saglamamaktadir.

(iv) T donisimii a = 1/2,b = ¢ = 1/8 igin Bogin’in (3.2) sartin1 saglamaz (Popescu
2011).

Teorem 24: D, bir UCED X Banach uzaym bos olmayan zayif kapali konveks alt

kiimesi ve T: D — X bir doniisiim olsun. Eger,

a) T, D tzerinde (E) sartin1 saglar ve

b) infllx—Txll:x€eD}=0
ise T doniligiimil bir sabit noktaya sahiptir (Falset et al. 2011).

Sonu¢ 8: X Banach uzay1 Opial sartin1 saglasin ve D, X in bostan farkli zayif kapali
bir alt kiimesi olsun. Ayrica T:D — X doniisimii D lzerinde (E) sartin1 saglayan bir

doniisiim olsun. Bu durumda T doniisiimiiniin D de bir sabit noktasinin olmasi i¢in gerek ve

yeter sart T donlisiimiiniin hemen hemen sabit nokta dizisi 6zelligine sahip olmasidir (Falset

etal. 2011).

Teorem 25: X bir Banach uzay1 ve D, X in bostan farkli zayif kapali konveks bir alt

kiimesi olmak iizere eger T:D — D doniisiimii

(i) T doniisimi S tizerinde (C;) sartini saglar,
@i) (X, |I. 1) Opial sartin1 saglar,
(iif) I — T doniisimii 0, te giiclii yar1 kapalidir,

sartlarini sagliyorsa bu durumda Tz = z dir (Falset et al. 2011).

Teorem 26: D, bir X Banach uzayin konveks bir alt kiimesi olsun. T:D — D
dontisiimii, baz1 1 € (0,1) igin (E) ve (C;) y1 saglayan bir doniisiim olsun. Asagidakilerden

herhangi birinin gecerli oldugunu varsayalim,

a) C zayif kompaktir ve (X, II-Il) Opial sartin1 saglar.
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b) C kompaktir.
c) C zayif kompaktir ve X UCED dir.

Bu durumda T bir sabit noktaya sahiptir (Falset et al. 2011).

Teorem 27: X bir diizglin konveks Banach uzay ve D, X in zayif kapali konveks bir
alt kiimesi olmak tizere T: D — D doniisiimi (By, u ) sartin1 saglasin. Bu durumda T doniisiimii

bir sabit noktaya sahiptir (Patir et al. 2018).

Genellestirilmis Genislemeyen Déniisiimler icin Yakinsama Teoremleri

Teorem 28: T, D iizerine bir doniisiim ve D, X Banach uzayinin kapali konveks bir alt
kiimesi olsun. T doniisiimii (C) sartin1 saglasin. D iginde x; E D,n € Nve 1 € E, 1) olmak
tizere x,,.q, = ATx, + (1 — 1)x, seklinde bir {x,,} dizisi tanimlansin. Bu durumda {x,,} dizisi
T nin bir sabit noktasina gii¢lii yakinsar (Suzuki 2008a).

Teorem 29: T, D iizerine bir doniisiim ve D, X Banach uzayimin zayif kapali konveks
ve Opial sartini saglayan bir alt kiimesi olsun. T déniisiimii (C) sartin1 saglasin D i¢inde x; €
D,neEN ve 1€ [%1) olmak fizere x,,1 = ATx, + (1 — )x, seklinde bir {x,} dizisi
tanimlansin. Bu durumda {x,,} dizisi T nin bir sabit noktasina zayif yakinsar (Suzuki 2008a).

2016 yilinda Thakur, yukaridaki teoremlerde gecen Krasnoselskij iterasyonlarindan

farkli olarak asagidaki iterasyonu (C) sartin1 saglayan doniisiimlerin sabit noktasina

yaklagmak i¢in ifade etmistir.
x, €C,
Xns1 = TV
Yn = T((l - an)xn + anzn)
Zpn = (1- .Bn)xn + BnTxy

Burada {a,} ve {8, } dizis (0,1) araliginda reel dizilerdir (Thakur et al. 2016a).

(3.5)

Asagida bu iterasyon yardimiyla elde edilmis bazi sonuglara yer verilecektir.

Lemma 24: D, X Banach uzayin bos olmayan kapali bir konveks alt kiimesi ve sabit
noktalar kiimesi bos kiimeden farkli olan T:D — D doniisiimii (C) sartin1 saglayan bir
dontisiim olsun. p € F(T) ve (3.5) tarafindan tanimlanan {x,,} dizisi i¢in lim,_ [lx, — pll
vardir (Thakur et al. 2016a).

Teorem 30: D, diizgiin konveks X Banach uzaym bos olmayan kapal1 bir konveks alt
kiimesi olsun ve T: D — D doniisiimii (C) sartin1 saglasin. Rastgele segilen x; € D igin {x,}

dizisi tim n > 1 i¢in (3.5) tarafindan tretilsin. Burada {a,} ve {8,} dizileri0 <a < b <1
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sartin1 saglayan a, b i¢in [a, b] araligindaki reel say1 dizileridir. Bu durumda F(T) # @ olmasi
icin gerek ve yeter sart {x,} dizisinin sinirh ve lim,,_,o ITx,, — x|l = 0 olmasidir (Thakur et

al. 2016a).

Teorem 31: D, Opial 6zelligine sahip diizgiin konveks bir X Banach uzayin bos
olmayan kapali bir konveks alt kiimesi olsun. T ve {x,}, Teorem 30 daki gibi tanimlansin ve
F(T) # @ olsun. Bu durumda {x,,} dizisi T nin sabit noktasina zayif yakinsar (Thakur et al.
2016a).

Teorem 32: D, diizgiin konveks bir X Banach uzayin bos olmayan kompakt konveks
alt kiimesi olsun. T ve {x,}, Teorem 30 daki gibi tanimlansin. Bu durumda {x,,} dizisi T nin

sabit noktasina gii¢lii yakinsar (Thakur et al. 2016a).

Yukaridaki kullanilan iterasyon metotlarindan daha etkili bir iterasyon metodu

tanimlamak i¢in Ullah ve Arsad asagidaki tanim1 vermislerdir.
"M iterasyon Metodu" olarak bilinen bu metot su sekilde tanimlanmaistir:

Xo €EC
Zp =1 —ap)x, + a,Tx,
Yn=Tzy
Xn+1 = TYn

(3.6)

(Ullah and Arsad 2018).
Ullah ve Arsad, bu metodu kullanarak asagidaki sonuglari elde etmislerdir.

Lemma 25: D, bir X Banach uzaym bos olmayan kapali bir konveks alt kiimesi olsun
ve T: D — D doniistimi F(T) # @ ile Suzuki genellestirilmis genislemeyen doniisiim olsun.
Rastgele segilen x, € D i¢gin, {x,} dizisi (3.6) tarafindan iiretilsin. Bu durumda herhangi bir

p € F(T) i¢in lim,,_,4 llx, — pll mevcuttur (Ullah and Arsad 2018).

Teorem 33: D, bir X diizgiin konveks Banach uzayin bos olmayan kapali bir konveks
ve Opial 6zelligini saglayan alt kiimesi ve T: D — D donisimii F(T) # @ ile birlikte Suzuki
genellestirilmis genislemeyen doniisiim olsun. Rastgele segilen x, € D igin, {x,,} dizisi tim
n = 1 i¢in (3.6) tarafindan iiretilsin ve {a,} ve {B,} dizileri 0 < a < b < 1 olacak sekilde
a, b igin [a, b] araliginda reel say1 dizileri olsun. Bu durumda {x,} dizisi T nin bir sabit
noktasina zayif yakinsar (Ullah and Arsad 2018).

Teorem 34: D, bir X diizgiin konveks Banach uzayin bos olmayan kapali bir konveks
alt kiimesi ve T: D — D doniisimii Suzuki genellestirilmis genislemeyen doniisiim olsun.

Rastgele segilen x, € D igin, {x,,} dizisi tim n > 1 i¢in (3.6) tarafindan tiretilsin. Burada
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{an}ve{B,}dizileri0 < a < b < 1 olmak izere a, b i¢in [a, b] araliginda reel say1 dizileridir.

Bu durumda {x,,} dizisi T nin bir sabit noktasina gii¢lii yakinsar (Ullah and Arsad 2018).

Son zamanlarda, Sahu ve arkadaslar1 ile Thakur ve arkadaslar1 diizgiin konveks Banach
uzayinda genislemeyen doniisiimler i¢in asagidaki ayni iterasyon semasini tanitti:

(x=x1€C,

Xne1 = A —a)Tz, + a, Ty, (37)
Yn = (1 - bn)Zn + bnTZn' l

zp = (1 —c)xy + ¢, Tx,,n €N,
Burada {a,}, {b,,} ve {c,} dizileri (0,1) araligindadir. Yazarlar, bu iterasyonun diger

tiim iterasyonlardan daha hizli sekilde daraltan doniisiimiiniin sabit noktasina yakinsadigini

kanitladilar (Sahu et al. 2016; Thakur et al. 2016b).

Lemma 26: D, diizgiin konveks bir X Banach uzayin bos olmayan, kapali ve konveks
bir alt kiimesi ve T: D — D, F(T) # @ ile Suzuki'nin genellestirilmis genislemeyen doniisiimii
olsun. {x,} dizisi (3.7) iterasyonuyla tanimlansin. Bu durumda tim p € F(T) igin
lim,,_, o lIx;, — pll vardir (Ali et al. 2019).

Lemma 27: D, diizgiin konveks bir X Banach uzayin bos olmayan, kapali ve konveks
bir alt kiimesi ve T: D — D, Suzuki'nin genellestirilmis genislemeyen doniistimii olsun. {x,,}
dizisi (3.7) iterasyonu ile tanimlanan bir dizi olsun. Bu durumda F(T) # @ olmasi i¢in gerek

ve yeter sart {x,} dizisinin smirl ve lim,,_,,, ITx;,, — x|l = 0 olmasidir (Ali et al. 2019).

Teorem 35: D, diizgiin konveks X Banach uzayin bos olmayan, kapali ve konveks bir
alt kiimesi ve T: D — D Suzuki'nin genellestirilmis genislemeyen bir dontisiimii olsun. {x,,}
dizisi (3.7) iterasyonu ile tanimlanan bir dizi olsun. Ayrica X in Opial sartin1 sagladigini

varsayalim. Bu durumda {x,,} dizisi T nin sabit noktasina zayif yakinsar. (Ali et al. 2019)

Teorem 36: D, diizgiin konveks bir X Banach uzaym bos olmayan, kompakt ve
konveks bir alt kiimesi olsun. T doniistimii ve {x,} dizisi Lemma 27 deki gibi tanimlansin.

Bu durumda {x,,} dizisi T nin bir sabit noktasina gii¢lii yakinsar (Ali et al. 2019).

1974 yilinda Senter ve Dotson asagidaki gibi tanimlanan (I) kosulunu saglayan

dontisiim kavramini tanitmistir.

Tanmim 39: Eger herr > 0, herx € D, h(0) = 0ve h(r) > 0 olmak iizere, d(x, Tx) =
h(d(x, F(T))) sartin1 saglayacak sekilde h : [0, ) — [0, ) azalmayan bir h fonksiyonu
varsa T doniigiimii D tizerinde (1) sartini sagliyor denir. Burada d(x, F(T)) = inf{d(x,p):p €
F(T)} dir (Senter and Dotson 1974).

Asagida (I) kosulu kullanilarak gii¢lii yakinsama sonucu ispatlanmistir.
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Teorem 37: D, diizgiin konveks bir X Banach uzayin bos olmayan kapali ve konveks
bir alt kiimesi ve T: D — D, (I) kosulunu saglayan genellestirilmis genislemeyen doniisiim
olsun. Buradan (3.7) iterasyonu ile tanimlanan {x,} dizisi T nin bir sabit noktasina gii¢lii
yakinsar (Ali et al. 2019).

Teorem 38: T, bir X Banach uzaymin D kompakt konveks alt kiimesi {izerinde bir
dontisiim olsun ve (SKC) kosulunu saglasin. D iginde bir {x,} dizisi x; € D ve n € N i¢in
Xn41 = ATx, + (1 — A)x, olarak tanimlansin. Burada A sabiti, E, 1) araligindadir.
lim, o ITx, —x,ll =0 oldugunu varsayalim. Bu durumda {x,} dizisi T nin bir sabit
noktasina gili¢lii yakinsar (Karapinar and Tas 2011).

Sonu¢ 9: T, X Banach uzaymin kompakt konveks bir D alt kiimesi lizerinde bir
donilisiim olsun. D i¢inde bir {x,} dizisi x, € D ve n € N i¢in x,,.1 = ATx, + (1 — D)x,
olarak tanimlansin. lim,_ ITx,, — x,|l = 0 oldugunu varsayalim. Eger T asagidakilerden

birini sagliyorsa:

(1) (A3) sarts,
(2) (KSC) sartt,
(3) (CSC) sarti,

bu durumda {x,,} dizisi T nin bir sabit noktasina giiglii yakinsar (Karapinar and Tas 2011).

Sonug¢ 10: T, Opial 6zelligine sahip bir X Banach uzaymin D alt kiimesi {izerinde bir

doniisiim olsun ve asagidakilerden birini saglasin:

(1) (A3) sarts,
(2) (KSC) sartt,
(3) (CSC) sartu.

Eger {x,,} dizisi z ye zayif yakinsiyorsa ve lim,_, [ITx, — x,|l = 0 ise bu durumda

Tz = zolur. Yani I — T sifirda yar1 kapalidir (Karapinar and Tas 2011).

Teorem 39: T, Opial 6zelligine sahip ve (SKC) sartin1 saglayan bir X Banach uzayinin

zayif kompakt konveks bir D alt kiimesi tizerinde bir doniisiim olsun. D iginde bir {x,,} dizisi
neN ve 1€ E, 1) olmak iizere x,,; = ATx, + (1 — 1)x,, seklinde tanimlansin. Ayrica

lim, e ITx, — x,ll = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda {x,} dizisi T nin bir sabit

noktasina zayif yakinsar (Karapinar and Tas 2011).

Sonu¢ 11: T, X Banach uzayinin kompakt konveks alt kiimesi olan D iizerinde bir

donilisiim olsun. D i¢inde bir {x,} dizisin € N ve 1 € E, 1) olmak tizere x,,; = ATx, +
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(1 — )x,, seklinde tanimlansin. Ayrica lim,,_,o, ITx, — x,|l = 0 oldugunu varsayalim. Eger
T doniisiimii asagidakilerden birini sagliyorsa:

1 (RCSC) sart,

2 (HRSC) sart,
bu durumda {x,,} dizisi T nin bir sabit noktasina giiglii yakinsar (Karapinar 2012b).

Teorem 40: T, Opial 6zelligine sahip ve (RSC) sartin1 saglayan X Banach uzayimnin
zay1f kompakt konveks D alt kiimesi tizerinde bir dontisiim olsun. D iginde bir {x,,} dizisin €
N ve 1€ E, 1) olmak iizere x,41; = ATx, + (1 —A)x, scklinde tanimlansin. Ayrica
lim,,_, [ITx, — x, |l = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda {x,} dizisi T nin sabit noktasina

zayif yakinsar (Karapinar 2012b).

Sonug 12: T, Opial 6zelligine sahip X Banach uzaymin zayif kompakt konveks bir D

alt kiimesi lizerinde bir doniisiim olsun ve asagidakilerden birini saglasin,

1 (RSSC) sarti,
2 (HRSC) sarti.

D iginde bir {x,} dizisi n € N ve 2 € [2,1) olmak fizere x4y = AT, + (1 = Dty
seklinde tanimlansin. Ayrica lim,,_,, ITx;,, — X, || = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda {x,, }

dizisi T nin bir sabit noktasina zayif yakinsar (Karapinar 2012b).

Teorem 41: T, bir X Banach uzayin lokal zayif kompakt konveks alt kiimesi olan D
tizerinde bir doniisiim olsun. X in Opial kosulunu sagladigini, T nin bazi A € (0,1) igin (Cy)
sartin1 sagladigini ve T nin bir sabit noktasi oldugunu varsayalim. D de bir {x,,} dizisin € N
ve x; € D igin

Xn1 = UTxn + (1 = )xy
seklinde tanimlansin. Burada p, [4,1) araligindadir. Bu durumda {x,} dizisi T nin sabit

noktasina zayif yakinsar (Falset et al. 2011).
Teorem 42: D, diizgiin konveks X Banach uzaym bos olmayan kapali konveks alt
kiimesi ve T: D — D genellestirilmis a-genislemeyen bir doniisiim olsun. {x,} dizisi,

x; EK
Xnt+1 = 1- ﬁn)T(xn) + ﬁnT(yn) (3.8)
Yn =1 =¥)xn + ¥aT(xp), n €N,

seklinde tanimlansin. Bu durumda F(T) # @ olmasi igin gerek ve yeter sart {x,,} dizisinin
siirh ve lim,, o IIT (x,) — x, 1l = 0 olmasidir (Pant and Shukla 2017).
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Teorem 43: X diizgiin konveks Banach uzay1 ve K, T ve {x,} yukaridaki teoremde ki

gibi tanimlansin. Asagidaki kosullardan herhangi birinin gegerli oldugunu varsayalim:
(@) X, Opial'in 6zelligini saglar;
(b) X in bir Fréchet diferansiyel normu vardir ve I — T sifirda yar1 kapalidir.

Eger F(T) # @ ise {x,} dizisi T nin bir sabit noktasina zayif yakinsar (Pant and Shukla
2017).

Teorem 44: D bir X Banach uzayinin bos olmayan kapali bir konveks alt kiimesi ve
T:D — D doniigimi F(T) # @ ile genellestirilmis a-genislemeyen olsun. Ayrica {x,,} dizisi
(3.8) deki gibi tanimlansin. Eger lim inf,,_ . d(x,, F(T)) = 0 ise {x,} dizisi T nin sabit
noktasina gii¢lii bir sekilde yakinsar (Pant and Shukla 2017).

Teorem 45: D, Opial 6zelligine sahip X Banach uzayin bos olmayan bir alt kiimesi

olsun. T, D tlizerinde (BWL ) kosulunu saglayan bir déniisiim olsun. Eger {x,,} dizisi
(i) {x,}, z ye zayif yakinsar.
(ii) limy 0 IT X, — xpll = O,

sartlarin1 sagliyorsa bu durumda Tz = z olur (Mishra et al. 2018).

Ornek 21: [? lineer uzayinin bir D alt kiimesi asagidaki gibi verilsin

1
D = {{xn} € P:|xq] < 5% = ovj + 1}.
{a,} dizisi ise

1 2 n
a, = {5,0,0,0 } a, = {5,0,0, } = {n—ﬂ,o,o .}

seklinde tamimlansin. Burada {a,} dizisi z = {1,0,0 ...} ye yakinsar. T: D — D doniisiimii
T({a,}) = T({x4,0,0...}) = {x2,0,0 ...} ile tanimlansin.
X, ={x,0,0..},Y; = {y1,0,0..} € D alalim. Buradan

ITX, = TV, = {xf — ¥7,0,0,.. 31,
= |xf — ¥1l
< (Ixal + ly2Dlxy = y1l
<l =yl =10X, - v,

olur. Dolayisiyla, T genislemeyendir ve dolayisiyla (By,# ) kosulunu saglar.

Tekrar,
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yazilir. Boylece, Teorem 45 in tiim kosullar1 saglanmis olur. Dolayisiyla, Tz = z dir (z =
{1,0,0...}, T nin bir sabit noktasidir.) (Mishra et al. 2018).

Teorem 46: D, Opial 6zelligine sahip X Banach uzayin zayif kompakt konveks bir alt
kiimesi ve T,D {lizerinde (By,ﬂ) sartin1 saglayan bir doniisiim olsun ve asagidaki gibi

tanimlanan {x,,} dizisi olsun
Xns1 = ATx, + (1 — Dx,,.
Bu durumda {x,,} dizisi T nin sabit noktasina zayif yakinsar (Mishra et al. 2018).

2018 yilinda Mishra, asagidaki Mann iterasyon semasinin yakinsamasi ile ilgili bazi

sonuglar vermistir.

Xy € X,
VYo = anTxy + (1 — ap)xy, (3.9)
Xnt1 = PnTyn + (1 - ﬁn)yn-

Lemma 28: D, bir X Banach uzaym bos olmayan kapali ve konveks bir alt kiimesi ve
T, D tzerinde (By,ﬂ ) sartin1 saglayan bir doniigim olsun. {x,} dizisi yukaridaki (3.9)
tarafindan tanimlansin. Bu durumda z € F(T) i¢in lim,,_ llx,, — z|l mevcuttur (Mishra et al.
2018).

Teorem 47: D, bir X Banach uzayin bos olmayan kapali ve konveks bir alt kiimesi ve
T, D {izerinde (By_#) kosulunu saglayan bir doniisiim olsun. {x,} dizisi yukaridaki (3.9)
tarafindan tanimlansin. Bu durumda F(T) # @ olmasi igin gerek ve yeter sart {x,} dizisinin

siirlt ve lim,,_, o, ITx,, — x|l = 0 olmasidir (Mishra et al. 2018).

Ayni yazarlar tarafindan daha sonra asagidaki genisletilmis Picard-Mann hibrit

iterasyon semasi ele alinmaistir:

( X € X,
Yn = (1 = bp)xy + bpTxy,
Zp = (1 = ap)xn + anTyy, (3.10)
Xn+1 = TZy.
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Lemma 29: T, X Banach uzaymnin bos olmayan kapali ve konveks bir D alt kiimesi
tizerinde bir doniisiim olsun. x, € D, 0 < a,, b, < 1 olmak iizere (3.10) iterasyon semasi ile
D de bir {x,,} dizisi tanimlansin. Bu durumda her z € F(T) i¢in lim,,_, llx;, — z|| limiti vardir

(Mishra et al. 2018).

Teorem 48: T, diizgiin konveks X Banach uzayin bos olmayan kapali ve konveks alt
kiimesi D tizerinde bir doniistim olsun. T, D iizerinde (By,u ) sartin1 saglasin. 0 < a,, b, <1
ve lim,,_,, a, = k(# 0) olmak tizere {x,,} dizisi D de (3.10) iterasyon semasi ile tanimlansin.
Bu durumda F(T) # @ olmasi i¢in gerek ve yeter sart {x,} dizisinin sl ve
lim,,_, o ITx,, — x,Il = 0 olmasidir (Mishra et al. 2018).

Gectigimiz yillarda Hussain ve arkadaslar1 K iterasyon metodu olarak adlandirilan

asagidaki yeni iterasyon metodunu tanimlamislardir:

X, €D

Yo = (1 = by)x, + b, Txy, (3.11)
Zy = T((1 — ap)Txn + anTyy), :

Xpy1 =Tzy,n = 1.
Burada {a,,} ve {b,,} dizileri (0,1) araligindadir (Hussein et al. 2018).

Bu yazarlar yukaridaki iterasyon metodunu kullanarak Suzuki genellestirilmis
genislemeyen doniisiim sinifi i¢in bazi1 zayif ve giiclii yakinsama sonuglarini kanitlamiglardir.
Ayrica, K iterasyon metodunun {i¢ adimli Picard—S ve iki adiml1 S iterasyon siirecinden daha

iyi oldugunu niimerik 6rneklerle gostermislerdir (Ullah et al. 2020).

Teorem 49: D, Opial 6zelligine sahip bir diizglin konveks Banach uzayr X in bos
olmayan kapali bir konveks alt kiimesi ve T: D — D, F(T) # @ ile (By'#) sartini saglayan bir

dontisiim olsun. Bu durumda (3.11) tarafindan tiretilen {x,,} dizisi F(T) nin bir elemanina

zayif yakinsar (Ullah et al. 2020).

Teorem 50: D, diizgiin konveks Banach uzay1 X in bos olmayan kapali bir konveks alt
kiimesi ve T:D — D (By,ﬂ) sartin1 saglayan bir doniisim olsun. Eger F(T) # @ ve
liminf,_, d(x,, F(T)) = 0 ise (3.11) tarafindan tretilen {x,} dizisi T nin sabit noktasina

giiclii yakinsar (Ullah et al. 2020).

Teorem 51: D, diizgiin konveks Banach uzay1 X in bos olmayan kapali bir konveks alt

kiimesi ve T:D —» D F(T) # @ ile (By,ﬂ) sartin1 saglayan bir doniisiim olsun. Ayrica {x,}
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dizisi (3.11) tarafindan tanimlansin. Eger T doniisiimii (1) kosulunu sagliyorsa, {x,,} dizisi T

nin sabit noktasina gii¢lii yakinsar (Ullah et al. 2020).
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ARASTIRMA BULGULARI

Bu kisimda, ilk olarak (C) sartin1 saglayan yeni bir genislemeyen doniisiim sinifi
tanimlayacagiz ve bu smifin bazi Ozelliklerini verecegiz. Bu smif (C) sartini saglayan
dontistimlerden daha geneldir ve (By, #) sartin1 saglayan doniisiim sinifindan bagimsizdir. ikinci

olarak, yeni bir iterasyon algoritmasi tanimlayacagiz ve diizgiin konveks Banach uzaylarinda
bu doniisiim simifi i¢in baz1 zayif ve giiclii yakinsama sonuglarini ispatlayacagiz. Son olarak,
tanimladigimiz donlisiim sinift i¢in ornekler vererek ele aldigimiz iterasyon metotlart ile
literatlirdeki diger iterasyon metotlarinin karsilastirmasini bu 6rnekler tizerinde gosterecegiz.

Burada elde ettigimiz sonuglar bir makale haline getirilerek uygun bir dergiye génderilmistir.

Tezin farkli kisimlarinda degindigimiz literatiir calismalarindan hareketle simdi
asagidaki temel sonuclarimizi ifade edecegiz. Bunun i¢in ilk olarak asagidaki doniigiim sinifini

olusturacagiz.
Tamm 40 : D kiimesi, X Banach uzayin bos olmayan bir alt kiimesi ve y € (0,1] ve
uE€ [0, %] icin 2u < y olsun. T: D — X doniisiimii D deki tiim x, y i¢in,
YlIix=TxlIslx—=yl+ully—=Tyl
iken
ITx—=Tyll<A—-y)lx—yl+u(llx—Txll +lly—Tyll)

ise bu doniisiim D iizerinde Suzuki-(B, ,) sartin1 sagliyor denir. Notasyonlar1 biraz daha

basitlestirmek i¢in Suzuki-(B,, ,) sartin1 bundan sonra kisaca (SB) sart1 seklinde ifade edecegiz.
Bu sinif y = p = 0 i¢in genislemeyen doniisiim sinifini igerir. Ayrica, eger bir doniisiim
(C) sartin1 sagliyorsa, o zaman y = u = 0 i¢in (SB) sartin1 saglayacaktir. (C) sart1 i¢in

1
> Ix—TxlIslx—=ylI=1Tx =Ty lI<lx—yl

olur ve buradan y = u = 0 igin
ITx—TyI<sA—-y)lIx—yl+ullx—Tx Il +lly —Ty )
oldugu agiktir.
Asagidaki 6rnekte bunun tersinin dogru olmadigini gosterecegiz.

Ornek 22: T:[3,6] — R déniisiimiinii
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rw=f 13I8
seklinde tanimlayalim. Doniisiimiin tanim kiimesinden x = 5.1 ve y = 6 elemanlarini alalim.
Bu durumda,
1
§|TX—X| =0.05<09 = |x—y|
olur.

Diger yandan |Tx — Ty| = 1 £ 0.9 = |x — y| dir. Bu nedenle, T doniistiimii (C) sartini

saglamaz.

Bir diger durumu goz 6niine alalim. Yani x # 6 ve y # 6 olsun. T doniisiimiiniin y = 1

veu = % icin (SB) sartin1 sagladig agiktir.

Simdi ise x # 6,y = 6 oldugu varsayalim. Buradan,

ITx —Ty|=1
ve
A =wlx =yl +plx =Tx| + |y =Ty
1 1
=§(|x—5| +2) (y =1u =3 igin)
>1=|Tx —Ty]|
elde edilir.

Eger x = 6 ve y # 6 alinirsa,
ITx =Tyl =1 <A -p)lx—yl+ulx—Tx|+ |y =Tyl
1 1. .
=2@+ly-5) (y=1u=7icn)
yazilir.
Sonolarak x = 2vey = 2 alinirsa, T dontiglimiiy = 1veu = %igin (SB) sartin1 saglar.

Asagidaki lemmada (SB) sartin1 saglayan bir T doniligiimiiniin ayn1 zamanda quasi-

genislemeyen bir doniisiim oldugu gosterilmistir.
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Lemma 30 : D kiimesi, X Banach uzayinn bos olmayan bir alt kiimesi olsun ve T: D —
X dontigimii (SB) sartin1 saglasin. Eger z noktas1 T doniisiimiiniin D deki bir sabit noktasi ise,

0 zaman tiim x € D ig¢in,
ITx—TzI<lx—zIl
dir.
Ispat: T doniisiimii (SB) sartim sagladig igin
yllz=TzI=0<lz—xl+ullx—TxI
olur. Yine ayni1 sart kullanilarak
NTx—=TzISA=-pY)lz=xl+u(lx—=TxNI +llz—=Tz )

=A-lz=—xll+ullx—TxI
<A-pYlz=—xl+ullx=zll+llz—Tx 1)

yazilir. Buradan

1—y+,u)

Tx =Tz |I<
I Tx z||_( .

Il x—2zIl

<lx—=zI
elde edilir. Boylece T doniisiimiiniin quasi genislemeyen oldugu goriiliir.
Asagida (SB) sartini saglayan doniisiimlerin bazi temel 6zellikleri verilmistir.

Onerme 19: D kiimesi, X Banach uzayin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Ayrica

T:D — D doniistimii D tizerinde (SB) sartin1 saglasin. Her x,y € D ve ¢ € (0,1] i¢in,
(i) [ITx — T2x|| <Il x — Tx | dir.
(i1) Asagidaki (a) ve (b) maddelerinden en az biri saglanir.
(a) % lx—Tx <l x—yl,
(0) ZITx — T2x|| <I Tx = y I
Eger yukaridaki (a) sart1 saglanirsa
c
I Tx =Ty 1< (1 =2) hx =y I+l x = Tx I+l y =Ty 1),

(b) sart1 saglanirsa

c
172 = Tyll < (1 =) 1 Tx = y Il +u(l T2x = Ty I +lly = Ty 1D,
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esitsizlikleri gegerli olur.
(i)l x =Ty IS BG—c)lx=Tx l+(1=5)Ix =y I +p(2 Il x = Tx |
Hlx =Ty I+l y = Tx | + 2||Tx — T?x]|)
dir.
Ispat: (i) Her x € D igin,
yllx=Tx ISl x —Tx || +u||Tx — T?x||
dir. Buradan (SB) sartinda y yerine Tx yazildiginda,
ITx —T?x|l < (1 —y) Il x = Tx I| +u(llx — Tx|| + |Tx — T?x||)
<A-y+wpllx—Txll +ullTx — T%x||

elde edilir. Bu ise

1—y+
ITx — T2l < — B x — Tx |

1-u

<lx—Tx |l

olmasini gerektirir.

(ii) Bu esitsizliklerin tersinin dogru oldugunu kabul edelim Yani her x,y € D i¢in
“llx—Tx >l x —y llve Z|ITx — T?x|| > Tx — y

oldugunu varsayalim. Buradan,
lx—TxlISlx—yll+lly—TxI

c c
<§ Il x—Tx |l +E||TX—T2x||

C
< le—Tx|I+§IIx—TxII

N O

<lx—TxI
yazilir. Dolayisiyla
Il —Tx I<ll x —Tx I,
olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde (ii) deki (a) ve (b) esitsizliklerinden en az biri dogrudur.
(i) Uggen esitsizliginden
lx—TyI<Ix—Tx |+l Tx—Ty

yazilir. Eger (i1) deki (a) gecerli ise,
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C
Hx—ﬁMEHx—TxH+@—5)Hx—yH+MHx—ﬂHMNy—TyM
<@B-0)llx=TxI +(1—£) lx—yl
2
+u I x—=Tx Il +ll x = Ty Il +ll y — Tx | +2||Tx — Tx||)
olur.
Eger (i1) deki (b) gegerli ise,
I x =Ty Il x — Tx | +lITx — T?x|| + ||T?x — Ty||
C
<l x = Tx I+ (1= 2) 1 Tx = Il +ul x = Tx | +[Tx = T2x])
¢ 2
+(1=5) 1 T2 =y 1 +(lITx = T2 + lly = Ty 1)
=(3—®Hx—TxH+@—£)Hx—YH
2
+u(llx — Tx|l + 2[ITx — T?x|| + |ly — Tx|| + ITx — x|[+l x = Ty II)
=@-)lx—Txl+(1-2)lIx—yl
2
+uQRlIlx—Tx Il +lx =Tyl +l y — Tx | +2||Tx — T*x]||)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Yukarida verdigimiz (SB) sartin1 saglayan doniislim tanimindan hareketle simdi

asagidaki ikinci tanimi ifade edecegiz.
Tamim 41: D kiimesi, X Banach uzayin bos olmayan bir alt kiimesi ve y € (0,1] veu €
[O, %] icin 2u < y olsun. Eger T: D — X doniistimii D deki her x, y igin,
YlIlx—TxISlx—yl+ully—-Tyl
iken
I Tx — Ty II< max{P,(x,y), Qy (x,y)},

gerektirmesini sagliyorsa T doniisiimii D {lizerinde genellestirilmis Suziki-(B,,) sartini

sagliyor denir. Burada

Px,y)=A-py)lx—yl+ullx—Tx Il +lly—Tyl)

ve

Q) =A = Ix=yl+u(lx =Tyl +Ily—Tx )

dir.

52



Onerme 20: D kiimesi X Banach uzaym bos olmayan bir alt kiimesi ve T:D — D
doniisiimii D tizerinde genellestirilmis (SB) sartini saglasin. Boylece her x,y € D ve c € (0,1]
i¢in,

(i) ITx = T2x]| <Il x — Tx Il dir.

(11) Asagidaki esitsizliklerden en az biri saglanir:

(a) % lx—TxlI<lx—yl,

B) SITx = T2l <l Tx =y I

Eger yukaridaki (a) sart1 saglanirsa

| Tx — Ty II< max {P%(x, y), Q%(x, Y)}

ve eger (b) sart1 saglanirsa

I72x = Tyl < max {Pe(Tx,3), Qe(T,»)]
2 2
dir.
(ilx=TylI<@B=c)llx=TxI +(1—§) lx—y Il +u2ll x—Tx |l

+lx =Tyl +ll y — Tx Il + 2||Tx — T?x|]).

Ispat: Bu ispat, Lemma 31 in ispatindan benzer sekilde elde edilir.

Yakinsama Analizi

Asagida, bu boliimde kullanilacak bazi iterasyon metotlari, tanimlar ve ilgili lemmalar

yer almaktadir.

T, X normlu uzaymin bos olmayan konveks bir D alt kiimesi {lizerinde bir doniisiim

olsun. Herhangi bir x; € D ve {a,}, {B»} € (0,1] i¢in,

* Ali ve Ali (Ali and Ali 2020)
Zn = T((l - .Bn)xn + .BnTxn)

Yn=Tzy (4.1)
Xns1 = Tyn
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» Ahmad et al. (Ahmad et al. 2021)

Zn = (1 - ﬁn)xn + ﬁnTxn
Yo =1 —a,)Tz, + a,T?z, 4.2)
Xn+1 = Tyn

» Abdeljawad et al. (Abdeljawad et al. 2020)

Zn = 1- ﬁn)xn + BnTxp,
Yn = Tz, (4.3
Xn+1 = T((l - an)Txn + anTyn)r

» Shukla et al. (Shukla et al. 2022)

{yn = (1 —ap)x, + a,Tx,

4.4
Xnt+1 = Tkyn ( )

burada k sabit bir dogal sayidir.

Tanim 42: X bir Banach uzay1 ve D kiimesi X in bostan farkli bir alt kiimesi olsun.
Ayrica {x,} dizisinin X de sinirl bir dizi oldugunu kabul edelim. Her x € X igin,

(i) r(x, {x,}) = limsup,,_||x — x, || ifadesine {x,,} dizisinin x te asimptotik yarigapi,

(i) r(D {x,}) = inf{r(x, {x,}): x € D} ye {x,,} dizisinin D ye gére asimptotik yarigapi,

@iy ADfx,}) ={x € C:r(x,{x,}) =r(D,{x,})} ye ise {x,} dizisinin D ye gore
asimptotik merkezi denir.

Eger X uzay: diizgiin konveks ise A(D,{x,}) kimesi tek noktadan olusur. Ayrica

A(D,{x,}), D kiimesinin konveks ve zayif kompakt olmasi sartiyla bos olmayan konveks bir

kiimedir (Takahashi, 2000 ; Agarwal et al. 2009).

Lemma 31: X diizgiin konveks bir Banach uzay1 ve {a,} timn > 1i¢in0 < a < a, <
b < 1 kosulunu saglayan herhangi bir dizi olsun. Ayrica X deki {x,} ve {y,} dizileri ise

asagidaki kosullar1 saglasin: bazi d > 0 i¢in

limsup||x,|| < d

n—-oo

limsup||y,|l < d

n—-oo

ve
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limsup||(1 — ay)x, + a, |l = d.

n—oo

Bu taktirde lim,,_, o [|x,, — ¥l = 0 olur (Schu 1991).

Yukaridaki ve literatiirdeki iterasyon metotlar1 dikkate alinarak, bu bdliimde yeni bir
iterasyon metodu tanimlayacagiz ve diizgiin konveks Banach uzaylarda (SB) sartin1 saglayan
doniisiimler igin bazi zayif ve giiclii yakinsama sonuglarini ispatlayacagiz. Ayrica (SB) sartini
saglayan bir doniisiim i¢in, ifade ettigimiz iterasyon metodu ile diger iterasyon metotlarinin

farkli baglangic degerleri ve farkli dizi se¢imlerine bagli olarak karsilastirilmasi sunulacaktir.

Iterasyon metodumuz asagidaki gibidir:

Zpn = Tk((]- = Bn)xn + BnT(xn))
yn = TH((1 = @) T2 (z,) + @ T (z)) (45)
Xn+1 = Tkyn-

Burada {a,,} ve {,} dizileri [0,1] araligindadir ve k sabit bir dogal sayidir.

Lemma 32: D kiimesi, X Banach uzaym bos olmayan kapali bir konveks alt kiimesi
olsun ve T doniigiimii D kiimesi tizerinde F(T) # @ ile (SB) sartin1 saglasin. Eger {x,,} dizisi

(4.5) ile tanimlanirsa, bu durumda her q € F(T) igin lim,,_,. ||x;, — q|| limiti vardir.
Ispat: g nun T nin bir sabit noktasi oldugunu varsayalim. (4.5) ve Lemma 30 dan
Iz, = qll = IT*[(1 = Br)xn + BnTxn] — qll (4.6)
= [IT*[(1 = B)xn + BuTxn] — T*qll
< I = Bxn + BnTxy —qll
< (1= Bllxn — qll + BallTxy — qll
< (= Bllxn = gll + Bullxn — qll < llxn —qll,
ve
Iy = qll = IT*[(1 — @)T* 2, + @ T*z,] — qll (4.7)
= IT*[(1 = ) T* 2, + @, T*2,] — THqll
< (A - a)T* 'z, + @, T 2, — qll

< (1 - allzn — qll + anliT*z, — 4l
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< (@ =an)lizy = qll + anllz, — qll < iz, — 4l

elde edilir. Tekrar (4.5) ve Lemma 30 kullanilirsa

lxns1 — qll = IT*y, — qll (4.8)
= ||IT*y, — T*ql|
< llyn —qll

yazilir. Eger (4.6), (4.7) ve (4.8) i birlestirirsek
IXn+1 = qll < llyn = qll < llzn — 4l (4.9)
< llxn — 4l
olur. Bu nedenle, {||x,, — ql|} alttan sinirl ve artmayan bir dizidir. Dolayisiyla her g € F(T)
icin lim,,_, . ||x;, — q|| limiti vardir.

Teorem 52: D kiimesi, diizglin konveks X Banach uzaymnin bos olmayan kapali bir
konveks alt kiimesi olsun. Ayrica T doniigtimiiniin D kiimesi tizerinde F (T") # @ ile (SB) sartin1
sagladigim varsayalim ve {x,,} dizisi (4.5) deki gibi tanimlansin. T nin sabit noktalar kiimesinin
bos kiimeden farkli olmasi i¢in gerek ve yeter sart {x,} dizisinin sinirlt ve limy,_o||Tx, —

X, |l = 0 olmasidir.

Ispat: F(T) # @ ve q € F(T) olsun. Lemma 32 den lim,,_,o,||x, — ql| var oldugunu ve

{x,} dizisnin alttan sinirli oldugunu biliyoruz. Varsayalim ki,

lim [lx, — gl =1 (4.10)
n—>0o
olsun. (4.6) ve (4.10) dan,
limsup||z, — ql| < limsup||x, — ql| = (4.11)
n—-oo n—->oo

elde edilir. Lemma 30 ve (4.11) kullanilirsa,

limsup||Tx,, — q|| < limsup||x, — gl =1 (4.12)
n—oo n—»oo
elde edilir. (4.5) den,
Xn+1 = qll = IT*y, — qll (4.13)
< llyn — 4l

= ”Tk[(l - an)Tk_lzn + anTan] - CI||
< ”(1 - an)Tk_lzn + anTan - CI”
< (1 - an)”Zn - Q|| + an”Zn - q”

< llzn, — 4l
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olur. Bu nedenle,

[ < limsup||z, — ql| (4.14)

n—-oo

dur. (4.11) ve (4.14) kullanildiginda,
l = lim ||z, —ql|
n—-oo
= rlll_r)rolo”Tk[(l - ﬁn)xn + ,BnTxn] - q”

< 7111—{?0”(1 - ﬁn)xn + ﬁnTxn - q”

111_{'{)10”(1 - ﬁn)(xn - CI) + Bn(Txn - CI)”

lim [(1 = B)llxn = qll + BullTxn — qll]
< lim [(1 = B)llxn — qll + Bnllxn — qll]
=1

yazilir. Boylece,

111_5{;10”(1 > ﬁn)(xn F CI) + ﬁn(Txn - CI)” =1 (4-15)

olur. (4.11), (4.12), (4.15) ve Lemma 31 den,

lim ||Tx, —x,|]| =0 (4.16)
n—-oo
elde edilir. Aksine g € A(D, {x,,}) oldugunu kabul edelim. Onerme 19 (i) ve (iii) kullanilirsa,

limsup||x, — Tq|| < limsup [(3 —o) lx, —Tx, Il + (1 — g) Il x, —qll (4.17)

n—-oo n—-oo

2l xy = Txp | +ll xy —Tq Il +1l g — Txp, |l

+2”Txn - szn”)]

< (B —-o)limsup ll x, = Tx, Il + (1 — g) limsup Il x, — q |l

n—-oo n—-co

+up(2limsup Il x, — Tx, | +limsup || x,, — Tq |l

n—-oo n—-oo

+limsup(ll g — x, | +||x, — Tx, 1) + 2limsup||x,, — Tx,||

n—-oo n—-oo

elde edilir. Bu ise
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c
(1 — wlimsup||x,, — Tq|l < (1 —3 + ,u) limsup || x, — q |l

n—oo n—-oo

anlamina gelir. Bu durumda,

den

limsup||x, — Tq|| < limsup Il x, —q |l

n—-oo 1 - n—co

<limsup |l x, — q |l,

n—-oo

olur yani, r(Tq, {x,}) < r(q,{x,}) dir. Bu nedenle Tq € A(D, {x,}) dir. D diizgiin konveks

Banach uzay oldugundan Tq = q olur.

Teorem 53: D kiimesi, Opial 6zelligine sahip X Banach uzayinin bos olmayan bir alt
kiimesi ve T doniisltimii, D kiimesi iizerinde (SB) sartin1 saglayan kendi iizerine doniisiim olsun.

Eger X igindeki {x,,} dizisi asagidaki sartlar1 sagliyorsa
(i) {x,,} dizisi q ya zayif yakinsar,
(i) im0 [| T2, — || = 0,

bu durumda Tq = q dur.

Ispat: Onerme 20 (ii) de y = %, c € (0,1] i¢in

Ylixn = Txull < Ml —qll < llxp —qll + g —Tq ll
olur. Dolayisiyla, (SB) sartindan,
ITx, — Tqll < (1 = Y)lxn — qll + ulllxy, — Tx,ll + llg — Tql)
elde edilir. Buradan,
”xn - an < ”xn - Txn” + ”Txn - Tq”
< ”xn - Txn” + (1 - ]/)”Xn - CI||
+ulllxn = Txpll + llg — TqlD

< (1 - )/)”xn - CI” + .u”xn - Txn”
+u(llg — xpll + llx, — Tqll)

olur ve

(1 =wllxp = Tqll < (1 + Wllxn = Txull + 1 =y + @lx5 — 4l (4.18)
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yazilir. n — oo i¢in limit alinir ve (ii) kullanilirsa,

I = Tqll € 2 i = gl
< llxn — 4l
elde edilir. Bu durumda
liminfllx, — Tql| < liminflix, — q] (4.19)

dur. Varsayalim ki Tq # q olsun. {x,} dizisi q ya zayif yakinsadigindan, Opial 6zelliginden
dolay1

liminfl||x,, — q|| < liminfl||x,, — Tqll,
n—oo n—oo

olur ve bu (4.19) ile ¢elisir. Bu nedenle Tq = q dur.

Teorem 54: D kiimesi, Opial 6zelligine sahip diizgiin konveks X Banach uzaymin
bostan farkli kapali konveks alt kiimesi olsun.T:D — D doniisiimii, F(T) # @ icin (SB)

sartin1 sagliyorsa, (4.5) ten elde dilen {x,} dizisi T nin sabit noktasina zayif yakinsar.

Ispat: Teorem 52 den, {x,} dizisinin sirh oldugunu ve lim,_||Tx, — x,|| = 0
oldugunu biliyoruz. X diizgiin konveks oldugundan yansiyandir. Boylece, x,,, = g, € D olacak
sekilde {x,,} dizisinin {x,,} alt dizisi mevcuttur. Teorem 53 ii kullanarak g, € F(T) elde

ederiz. Simdi, {x,,} dizisinin g, noktasina zayif yakinsadigini gésterecegiz. Bunun tersini kabul

edelim, yani {x,} dizisi q, e zayif yakinsak olmasin. O zaman, {x,} dizisinin g, # g, olacak
sekilde ve g, € D ye zayif yakinsayan bir {xnj} alt dizisi vardir. Yine Teorem 53 i kullanarak

q, € F(T) oldugunu sdyleyebiliriz. Lemma 32 ve Opial 6zelliginden

lim ||, — ¢4]| = lim||x,,, — ¢4 || < lim||x,, — q2]|
n—-oo -0 =00
= lim [|x, — q;|| = lim ||xnj - QZ”
n-oo j—oo
< lim ||, = @] = lim [l — q
j—oo n—oo

elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. Yani, q; = q, olurve {x,} dizisi g, € F(T) ye zayif yakinsar.
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Teorem 55: D kiimesi, diizgiin konveks X Banach uzaym bostan farkli kapali ve
konveks bir alt kiimesi olsun. T: D — D doniisiimii F(T) # @ ile (SB) sartin1 saglasin ve {x,}
dizisi (4.5) teki gibi tanimlansin. Bu durumda {x,} dizisinin F(T) nin bir elemanina
yakinsamasi igin gerek ve yeter sart liminf,_.d(x, F(T)) =0 veya limsup,_

d(x,, F(T)) = 0 olmasidur.

Ispat: Teoremdeki gereklilik sart1 aciktir. Tersine, liminf,,_,,,d(x,, F(T)) =0 ve q €
F(T) oldugunu varsayalim. Lemma 32 yi kullanarak, her q € F(T) igin lim,_]||x, — qll
limitinin oldugunu biliyoruz. Bu nedenle lim,,_,,d(x,,, F(T)) = 0 olur. Simdi, {x,,} dizisinin
D de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterecegiz. lim,,_,d(x,, F(f)) = 0 oldugundan, € > 0

olmak tizere, her n > n, igin
€
A F(T)) < 5
olacak sekilde ny € N vardir. Bu ise
_ €
inflllxn —qll:q € F(T)} <3
anlamina gelir. Yani, inf{”xn0 — q||: q € F(T)} < 2 dir. Bu nedenle ||xn0 — q|| < &£/2 olacak
sekilde q € F(T) vardir. O halde m,n > n, igin,
”xn+m - yn” < ”xn+m - CI” + ”xn - q”

< [beny = all + llxn, = all = 2flxn, —all <&

yazilir. Bu da {x,} dizisinin D de bir Cauchy dizisi oldugunu gésterir. D kiimesi, X Banach
uzayin kapali alt kiimesi oldugundan, lim,,_,.x;,, = p olacak sekilde bir p € D noktas1 vardir.
lim,,_,,d(xp, F(T)) = 0 oldugundan d(p, F(T)) = 0 elde edilir. F(T) nin kapaliligi, Lemma
30 dan gelir. Dolayisiyla p € F(T) olur.

Simdi (1) sartin1 kullanarak asagidaki teoremi ispatlayacagiz.

Teorem 56: D kiimesi, diizgiin konveks X Banach uzaym bostan farkli kapali ve
konveks bir alt kiimesi olsun. T: D — D dontisiimii F(T) # @ i¢in (SB) sartin1 saglasin ve {x,,}
dizisi (4.5) teki gibi tanimlansin. Eger T doniisiimii (/) sartin1 saglarsa {x,,} dizisi F(T) nin bir

elemanina gii¢lii yakinsar.
Ispat: Teorem 52 den

lim ||Tx, —x,|| =0
n—00

oldugunu biliyoruz. Boylece, (I) sartin1 kullanarak
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limd(x,, F(T)) =0
n—->oo

elde ederiz. Teorem 55 in hipotezindeki sartlar saglandigindan, {x,} dizisi T doniisiimiiniin

sabit noktasina gii¢lii yakinsar.

Son olarak, (SB) sartin1 saglayan ancak (C) sartin1 saglamayan bir doniisiim Ornegi
verecegiz. Verilen 6rnekte, yeni iterasyon yontemi olan (4.5) in diger iterasyon yontemlerine

gore daha kullanigl oldugunu gosterilecektir.

Ornek 23: Alisiimis norm ile verilen X = R ve D = [5,7] olsun. T: D — D doniisiimii

her x € C igin,

3x+6
Tx=1"272 x € [5,7)
6 , x=17

seklinde tanimlansin. Eger x = 6,8 ve y = 7 alinirsa

1 1

> |x — Tx| = > 16,8 —6,6] =0,1

<|x—y|=0,2

olur. Diger yandan,

|Tx —Ty| =0,6 > 0,2 =|x—y|
dir. Dolayisiyla T doniisiimii (C) sartin1 saglamaz.
Simdi T doniislimiiniin y = 1 ve u = % icin (SB) sartin1 sagladigini gosterecegiz.

1. Durum: x,y € [5,7) igin,

A=-pYx =yl +u(lx—Tx| + |y —Tyl)

_ i _ 3x+6 _ 3y+6
- 4(|x 4 | + |y 4 |)

— 3 [x=8 y-6
_4(|4|+|4|)

Ay
41 4

=|Tx —Ty|
dir.

2. Durum: x € [5,7) ve y = 7 igin,

3x+6 x—6
T =Tyl = |=5— - 6| = 3]
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ve

4

& < <7:>—1<x—6<1:>’x—6| 1
=X 4 =71 =% 4 | =

elde edilir. Yukaridaki islemleri birlestirirsek
IT T|—3’x_6‘<3
XTIIES T =

yazilir. Bununla birlikte

A-YIx =yl +ullx—Tx|[+ |y —Tyl)

=2(x=ZH +17 -6

2]+
> |Tx —Ty|
olur.
3. Durum: x = y = 7 igin,
A =Px—yl+ulx—Tx|+ |y - Tyl
=2(17 -6l +17 - 6])
>0=|Tx—Ty|

dir. Dolayistyla T dontistimii (SBy3,4) sartini saglar.
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Tablo 1. iterasyon Hizlarmin Karsilastirilmasi

Iterasyonlar

Baslangi¢ Noktalari

i 1
an = 10 Bn = z
(i+2) 9 (i+4)3

x1 = 5 (Sekill)

x; = 6.9 (Sekil2)

k = 1ig¢in (4.5) iterasyonu

X, = 5.642650772

X, = 6.321614305

Xs50 = 5.999999999

X50 = 6.000000002

Xg3 = 6.000000000

X, = 6000000000

(4.1) iterasyonu

X, = 5.614194805

X, = 6.347224675

Xso = 5.999999998

Xs0 = 6.000000002

X200 = 5.999999998

X200 = 6.000000002

(4.2) iterasyonu

X, = 5.523534363

x; = 6.428819074

Xs50 = 5.999999998

X50 = 6.000000002

X108 = 6.000000000

X200 = 6.000000001

(4.3) iterasyonu

X, = 5.489630159

X, = 6.459332856

Xs0 = 5.999999997

X50 = 6.000000002

Xsg = 5.999999999

X200 = 5.999999998

k = 1ig¢in (4.4) iterasyonu

x, = 5.305318009

X, = 6.625213791

Xs0 = 5.999999998

X50 = 6.000000002

X200 = 5.999999998

X200 = 6.000000002

[ (.5)

(@D — 4.2) — (43) — (44)] [ (4.5

6.5

@1 — (42) @3) — (a4)

551

551

Sekil 1. Iterasyonlarin grafigi 1

x

Sekil 2. Iterasyonlarin grafigi 2
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Tablo 2. iterasyon Hizlarmmn Karsilastirilmas:

Iterasyonlar

Baslangi¢ Noktalar1

WIN|

(i+4)

x; = 5 (Sekil3)

x; = 6.9 (Sekil4)

k = 2igin (4.5) iterasyonu

x, = 5.886932470

x, = 6.101760776

X4 = 6.000000000

Xs0 = 6.000000002

xs; = 6.000000000

(4.1) iterasyonu

X, = 5.614194805

X, = 6.347224675

Xso = 5.999999998

X50 = 6.000000002

X200 = 5.999999998

X200 = 6.000000002

(4.2) iterasyonu

X, = 5.523534363

x, = 6.428819074

Xso = 5.999999998

Xs0 = 6.000000002

X, = 6.000000000

X300 = 6.000000001

(4.3) iterasyonu

x, = 5.489630159

X, = 6.459332856

Xs50 = 5.999999997

Xs0 = 6.000000002

X200 = 5.999999998

X200 = 5.999999998

k = 2i¢in (4.4) iterasyonu

x, = 5.478988507

X, = 6.468910344

Xs50 = 5.999999998

Xs0 = 6.000000002

X200 = 5.999999998

X200 = 6.000000002

[ (.5) @1 (.2)

(4.3) — (4] [ (4.5

(1) — (42) @.3) — (a4)

6.5

6.5

551

551

Sekil 3. iterasyonlarm grafigi 3

Sekil 4. iterasyonlarmn grafigi 4
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Tablo 3. iterasyon Hizlarmin Karsilastirilmasi
Iterasyonlar

Baslangi¢ Noktalari
a, = i - B = 1 . x; = 5 (Sekil5) x1 = 6.9 (Sekil6)
(i+2)9 (i+4)3
X, = 5.964224727

x, = 6.032197745
k = 3igin (4.5) iterasyonu X590 = 6.000000000

Xso = 6.000000001

Xg; = 6.000000000

x, = 5.614194805 X, = 6.347224675
(4.1) iterasyonu

Xs0 = 5.999999998

X50 = 6.000000002

X200 = 5.999999998

x, = 5.523534363 X, = 6428819074
(4.2) iterasyonu

Xso = 5.999999998

X200 = 6.000000002

Xs0 = 6.000000002

X, = 6.000000000 X200 = 6.000000001

x, = 5.489630159 X, = 6.459332856
(4.3) iterasyonu

Xs50 = 5.999999997

Xs0 = 6.000000002

X200 = 5.999999998 X200 = 5.999999998

X, = 5.609241380 X, = 6.351682758
k = 3igin (4.4) iterasyonu X590 = 5.999999998

Xs0 = 6.000000001

X200 = 5.999999998 X200 = 6.000000001

| (4.5) (4.1) —— (42) —— (4.3) — 44)]
7-

| (4.5) (40— (42) — (4.3) — #4)]
7-

559

55

Sekil 5. iterasyonlarin grafigi 5 Sekil 6. iterasyonlarin grafigi 6
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Tablo 4. iterasyon Hizlarmin Karsilastirilmasi
Iterasyonlar Baslangic Noktalar
a, = —— B = — x, = 5 (Sekil7) x; = 6.9 (Sekil8)
(i+2)° (i+4)3
X, = 6.010187568

x, = 5.988680480

k = 4igin (4.5) iterasyonu X = 6.000000000

X5 = 6.000000001

Xg; = 6.000000000

X, = 5.614194805

X, = 6.347224675

(4.1) iterasyonu X590 = 5.999999998

X50 = 6.000000002

X200 = 5.999999998

X200 = 6.000000002

X, = 5.523534363

x, = 6.428819074

(4.2) iterasyonu X590 = 5.999999998

Xs0 = 6.000000002

X, = 6.000000000

X300 = 6.000000001
x, = 6459332856

x, = 5.489630159

(4.3) iterasyonu X509 = 5.999999997

Xs0 = 6.000000002

X200 = 5.999999998

X200 = 5.999999998
x; = 6.263762068

x, = 5.706931035

k = 4 i¢in (4.4) iterasyonu X509 = 5.999999998

Xs0 = 6.000000002

X200 = 5.999999998

X200 = 6.000000002

(#5) 1)

(@.3) — (a9

4.2}

(43) — (44| |
-

[ (.5) @1 (.2)

6.5+

551

Sekil 7. Iterasyonlarin grafigi 7
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SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, genislemeyen ve (C) sartin1 saglayan doniistim siniflarini kapsayan
daha genel bir doniisiim sinifi ifade edilmis ve bu simf Suzuki-(B, ) sartim saglayan doniisiim
olarak adlandirilmistir. Once bu doniisiim sinifinin temel zellikleri verilmis ve daha sonra
literatiirdeki iterasyon metotlarindan daha etkili olan yeni bir iterasyon metodu tanimlanarak bu
doniistim smifi i¢in bazi zayif ve gii¢lii yakinsama teoremleri kanitlanmistir. Son olarak ise
Suzuki-(By,,) sartim saglayan doniisiimler i¢in niimerik Ornekler verilerek iterasyonlarin
mukayesesi yapilmistir. Bu caligmadan hareketle, arastirmacilar i¢in asagidaki oneriler ifade
edilmistir:

1) Bu tezde ifade edilen iterasyon metodundan hareketle daha etkili bir iterasyon
metodunun Suzuki-(B,,,) sartin1 saglayan doniisiimlerin sabit noktalara yaklagimi
incelenebilir.  Ayrica farkli niimerik Ornekler tiizerinden iterasyonlarin
karsilastirilmasi yapilabilir.

2) Suzuki-(B, ) sartin1 saglayan doniisiim sinifindan daha genel bir sinif olusturularak
bunun 6zellikleri ve diger doniisiim siniflari ile olan baglantilari arastirilabilir.

3) Cok degerli Suzuki-(B, ) sartin1 saglayan doniisiim sinifi tammlanarak bu simif i¢in

bazi temel 6zellikler ve yakinsama teoremleri incelenebilir.
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