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ÖZET 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

GENELLEŞTİRİLMİŞ GENİŞLEMEYEN DÖNÜŞÜMLERİN SABİT 

NOKTALARININ İNCELENMESİ 

Nihan ÇEBE 

Danışman: Prof. Dr. İsa YILDIRIM 

Amaç: Bu çalışmada, lineer olmayan dönüşümler için daha genel bir sınıf oluşturarak bu 

dönüşüm sınıfının özelliklerini ve sabit noktaları ile ilgili bazı yakınsama sonuçlarının elde 

edilmesi amaçlanmaktadır. 

Yöntem: Bu çalışma, matematiksel ispat yöntemleri kullanılarak yapılmıştır. 

Bulgular: Mevcut literatürdeki kaynaklardan hareketle ilk olarak genişlemeyen ve (𝐶) şartını 

sağlayan dönüşüm sınıflarını içeren Suzuki-(𝐵𝛾,𝜇) şartını sağlayan dönüşüm sınıfı tanıtılmış ve 

bazı özellikleri verilmiştir. Daha sonra yeni bir iterasyon metodu tanımlanarak, Suzuki-(𝐵𝛾,𝜇) 
şartını sağlayan dönüşümler için bazı güçlü ve zayıf yakınsama teoremleri ispatlanmıştır. Son 

olarak bu dönüşüm sınıfını sağlayan örnekler için literatürdeki iterasyon metotları ile bu 

çalışmada tanımlanan iterasyon metodunun farklı başlangıç değerleri ve farklı parametreler 

seçilerek mukayesesi incelenmiştir. 

Sonuç: Literatür taramasından ve elde edilen sonuçlardan hareketle bu çalışmanın hangi 

çalışmalara yol gösterebileceği belirtilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: genelleştirilmiş genişlemeyen dönüşüm, sabit nokta, güçlü ve zayıf 

yakınsama, iterasyon metotları 
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ABSTRACT 

MASTER’S THESIS 

EXAMINITION OF FIXED POINT OF GENERALIZED NONEXPANSIVE 

MAPPINGS 

Nihan ÇEBE 

Supervisor: Prof. Dr. İsa YILDIRIM 

Purpose: In this study, it is aimed to define a more general class for nonlinear mappings and 

to obtain some convergence results about the properties and fixed points of this mapping class. 

Method: This study has been made using mathematical proof methods. 

Findings: Based on the works in the existing literature, firstly, the mapping class satisfy 

Suzuki-(𝐵𝛾,𝜇) condition, which includes nonexpansive and satisfying (𝐶) condition mapping 

classes, is introduced and some of its properties are given. Then, a new iteration method is 

defined and some strong and weak convergence theorems are proved for mappings satisfying 

the Suzuki-(𝐵𝛾,𝜇) condition. Finally, for the examples providing this mapping class, the 

comparison of the iteration methods in the literature and the iteration method defined in this 

study by choosing different initial values and different parameters were examined. 

Results: Based on the literature review and the results obtained, it is stated which studies this 

study can lead to. 

Keywords:  generalized nonexpansive mappings, fixed point, strong and weak convergence, 

iteration methods  
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GİRİŞ 

1912 yılında başlayan ve günümüze kadar gelen sabit nokta teorisi ile ilgili çalışmalar 

göz önüne alındığında dönüşüm sınıflarının farklı genelleştirmeleri pek çok yazar tarafından 

çalışılmış ve bu alanda pek çok uygulamalarına değinilmiştir. Özellikle daraltan ve kesin 

daraltan gibi dönüşüm sınıflarının sabit noktalarına yaklaşmak için kullanılan Picard 

iterasyonunun genişlemeyen dönüşüm ve bunların farklı genelleştirmeleri için yetersiz olması 

bu alandaki çalışmanın artmasına neden olmuştur. Buradan hareketle bu çalışmalar, 

genişlemeyen dönüşümlerin daha genel sınıflarının oluşturulması ve Picard iterasyonu yerine 

alternatif iterasyon metotlarının kurulması üzerine iki yönde gelişme göstermiştir. 

2008 yılında Suzuki, genişlemeyen dönüşüm sınıfını kapsayan ve (𝐶) şartı adı verilen 

bir dönüşüm tanımı vermiş ve bu dönüşüm sınıfları için bazı yakınsama sonuçları elde etmiştir 

(Suzuki 2008a). Bu dönüşüm sınıfı, genelleştirilmiş genişlemeyen dönüşüm olarak da 

bilinmektedir. Daha sonra Falset, Fuster ve Suzuki, Suzuki’nin tanımladığı genişlemeyen 

dönüşüm sınıfını genelleştirerek (𝐶𝜆) şartını sağlayan dönüşüm sınıfını ifade etmiş ve bu sınıfla 

ilgili bazı sabit nokta teoremlerini ispatlamıştır. Yine aynı yazarlar (𝐸𝜇) şartını sağlayan 

dönüşüm sınıfını tanımlamış ve bu sınıfla ilgili sabit nokta sonuçlarına değinmişlerdir (Falset 

et al. 2011). 2017 yılında Pant ve Shukla, genelleştirilmiş 𝛼- genişlemeyen dönüşüm sınıfını 

tanımlamışlar ve bununla ilgili bazı sonuçlar elde etmişlerdir (Pant and Shukla 2017). 2018 

yılında ise Patir, Goswami ve Mishra yukarıdaki dönüşüm sınıflarından daha genel olan (𝐵𝛾,𝜇 ) 

şartını sağlayan dönüşüm tanımını vermiş, bu dönüşümün sağladığı bazı özellikleri göstermiş 

ve farklı iterasyon metotlarının (𝐵𝛾,𝜇 ) şartını sağlayan dönüşümlerin sabit noktasına 

yakınsaması göstermişlerdir (Patir et al. 2018). 

 2016 yılında Sahu ve arkadaşları ile Thakur ve arkadaşlarının geliştirdikleri 

iterasyonların diğer tüm iterasyonlardan daha hızlı şekilde daraltan dönüşümünün sabit 

noktasına yakınsadığını kanıtlamıştır (Sahu et al. 2016; Thakur et al. 2016b). 2018 yılında 

Hussein ve arkadaşları 𝐾 iterasyon metodunun üç adımlı Picard−𝑆 ve iki adımlı 𝑆 iterasyon 

metotlarından daha iyi olduğunu nümerik örneklerle ortaya koymuşlardır (Hussein et al. 2018). 

Bunlara ek olarak iterasyonların yakınsama hızı üzerine 2020 yılında Ali ve Ali ile Abdeljawad, 

2021 yılında Ahmad ve arkadaşları, 2022 yılında ise Shukla ve arkadaşları yukarıda tanımlanan 

farklı genişlemeyen dönüşüm sınıfları için yeni iterasyon metotları ortaya koymuşlardır (Ali 

and Ali 2020; Abdeljawad et al. 2020; Ahmad et al. 2021; Shukla et al. 2022) 
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Yukarıdaki çalışmalardan hareketle bu tezde, genişlemeyen dönüşüm sınıfını ve (𝐶) 

şartını sağlayan dönüşüm sınıfını kapsayan yeni bir dönüşümün tanımlanması ve bunlarla ilgili 

bazı sabit nokta sonuçlarının ifade edilmesi amaçlanmaktadır. Bu amaçla kuramsal temeller ve 

ilgili araştırmalar adlı bölümde, temel tanımlara yer verilmiştir. Materyal ve metot bölümünde 

ise genişlemeyen dönüşüm sınıfları için ilgili sabit nokta teoremlerine yer verilmiştir. Bulgular 

bölümde ilk olarak (𝐶) şartını sağlayan dönüşümlerden daha genel yeni bir genişlemeyen 

dönüşüm sınıfı tanımlanmış ve bu sınıfın bazı özellikleri ispatlanmıştır. Daha sonra bu dönüşüm 

sınıfı ile ilgili bazı örneklere yer verilmiştir. Sonrasında ise düzgün konveks Banach 

uzaylarında literatürdeki mevcut iterasyonlardan daha etkili bir iterasyon metodu tanımlanarak 

bu dönüşüm sınıfı için bazı güçlü ve zayıf yakınsama sonuçları kanıtlanmıştır. Son olarak bu 

iterasyon ile literatürdeki diğer iterasyonlar arasındaki mukayese yeni tanımlanan dönüşüm 

sınıfını sağlayan nümerik örnekler üzerinde farklı başlangıç değeri ve farklı parametreler için 

karşılaştırılmıştır. 
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KURAMSAL TEMELLER 

Tezin bu bölümünde, tezin oluşumunu sağlayan bazı önemli tanımlara ve teoremlere yer 

verilmiştir. 

Genel Kavramlar 

Tanım 1 (Topolojik Uzay): 𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝜏 ailesi ise 𝑋 in kuvvet 

kümesinin herhangi bir alt ailesi olsun. 

(i) ∅ ve 𝑋 kümeleri 𝜏 nun elemanıdır. 

(ii) 𝜏 ya ait sonlu veya sonsuz sayıdaki elemanların birleşimi yine 𝜏 nun elemanıdır. 

Yani 

∀𝐽 ⊆ 𝐼 (𝐽 𝑠𝑜𝑛𝑙𝑢 𝑦𝑎 𝑠𝑜𝑛𝑠𝑢𝑧) ∀𝑖 ∈ 𝐽 𝑖ç𝑖𝑛 𝐴𝑖 ∈ 𝜏 ⇒∪𝑖∈𝑗 𝐴𝑖 ∈ 𝜏. 

(iii) 𝜏 ya ait sonlu sayıdaki elemanların kesişimi 𝜏 ailesine aittir. Yani, 

∀𝐽 ⊆ 𝐼 (𝐽 𝑠𝑜𝑛𝑙𝑢) ∀𝑖 ∈ 𝐽 𝑖ç𝑖𝑛 𝐴𝑖 ∈ 𝜏 ⇒∩𝑖∈𝑗 𝐴𝑖 ∈ 𝜏. 

Yukarıdaki aksiyomları sağlayan 𝜏 ailesine, 𝑋 üzerinde topolojik yapı ya da topoloji, 

(𝑋, 𝜏) ikilisine de topolojik uzay denir (Yüksel 2014).  

Tanım 2 (Normlu Uzay): 𝑋 bir vektör uzayı olsun ve ‖. ‖: 𝑋 → ℝ  dönüşümü de her 

𝑥 ∈ 𝑋 ve her 𝜆 ∈ ℝ için aşağıdaki aksiyomları sağlasın: 

(i) ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 0, 

(ii) ‖𝜆𝑥‖ = |𝜆|‖𝑥‖, 

(iii) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. 

Bu taktirde ‖. ‖ dönüşümüne bir norm ve (𝑋, ‖. ‖) ikilisine de normlu uzay denir 

(Berinde 2007). 

Tanım 3 (Yakınsak Dizi): (𝑋, ‖. ‖) bir normlu uzay {𝑥𝑛} bu uzayda bir dizi olsun. 𝑛 →

∞ için ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ → 0 olacak şekilde bir 𝑥 vektörü varsa (yani her 𝜀 > 0 için 𝑛 ≥ 𝑛0 olduğunda 

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 sayısı varsa ) {𝑥𝑛} dizisi 𝑥 e a yakınsaktır denir (Bayraktar 

2006).  

Tanım 4 (Cauchy Dizisi): (𝑋, ‖. ‖) bir normlu uzay {𝑥𝑛} bu uzayda bir dizi olsun. 

𝑚, 𝑛 → ∞ iken ‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ → 0 ise (yani verilen her 𝜀 > 0 ve 𝑚, 𝑛 > 𝑛0 için 

‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ < 𝜀 

olacak şekilde bir 𝑛0 sayısı varsa) {𝑥𝑛} dizisine Cauchy dizisi denir (Bayraktar 2006). 
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Tanım 5 (Tam Metrik Uzay): 𝑋 metrik uzayındaki her {𝑥𝑛} Cauchy dizisi yine bu 

uzayda bir noktaya yakınsak ise, 𝑋 uzayına tam metrik uzay denir (Maddox 1988). 

Tanım 6 (Banach Uzay): Tam normlu uzaya Banach uzay denir (Maddox 1988). 

Tanım 7 (Dual Uzay): 𝑋 bir normlu uzayı olsun. 𝑋 den ℝ ye tanımlı tüm lineer sürekli 

dönüşümlerin kümesi, bir lineer uzay ve aynı zamanda bir normlu uzaydır. Bu uzaya 𝑋 in dual 

uzayı denir ve 𝑋′ ile gösterilir (Berinde 2007). 

Tanım 8 (Kuvvetli Yakınsaklık): 𝑋 bir normlu uzay ve {𝑥𝑛} de 𝑋 de bir dizi olsun. 

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ = 0 olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa {𝑥𝑛} dizisi 𝑥 e kuvvetli veya güçlü 

yakınsaktır denir ve 𝑥𝑛 → 𝑥 ile gösterilir. Yani kuvvetli yakınsama, norma göre yakınsamadır 

(Yıldırım 2011). 

Tanım 9 (Zayıf Yakınsaklık): 𝑋 bir normlu uzay ve {𝑥𝑛} de bu uzayda bir dizi olsun. 

Her 𝑓 ∈ 𝑋′ için lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥) olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa {𝑥𝑛} dizisi zayıf yakınsaktır 

denir ve 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥 şeklinde gösterilir (Yıldırım 2011). 

Tanım 10 (Kompakt Küme): (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝐷 ⊂  𝑋 olsun. 𝐷 kümesindeki  

her {𝑥𝑛} dizisinin yakınsak bir alt dizisi varsa 𝐷 ye kompakt küme denir (Maddox 1989). 

Tanım 11 (Konveks Küme): 𝐷 kümesi, bir reel vektör uzayının alt kümesi olsun. 𝐷 

kümesinde alınan herhangi iki nokta çiftini birleştiren doğru parçası yine bu kümede kalıyorsa 

𝐷 ye konveks küme denir (Bayraktar 2006). 

Tanım 12 (Kesin Konveks Uzay): 𝑋 bir normlu uzay ve her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑥 =

{𝑥 ∈ 𝑋: ‖𝑥‖ = 1} için 𝑥 ≠ 𝑦 olsun. Her 𝜆 ∈ (0,1) için ‖𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦‖ < 1 şartı sağlanıyorsa 

𝑋 uzayına kesin konveks uzay denir (Berinde 2007). 

Örnek 1: 𝑋 = ℝ𝑛 uzayında aşağıdaki Öklid normunu düşünelim. Her 𝑥 =

(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ
𝑛 için 

‖𝑥‖2 = (∑𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖=1

)

1
2

 

olsun. Dolayısıyla 𝑋 uzayı kesin konvekstir (Gürsaç 2019). 

Tanım 13 (Düzgün Konveks Uzay): 𝑋 bir normlu uzay olsun. ∀𝜀 >  0 için ‖𝑥‖  ≤

 1, ‖𝑦‖  ≤  1 ve ‖𝑥 −  𝑦‖  ≥  𝜀 şartlarını sağlayan ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için 
1

2
‖𝑥 +  𝑦‖  ≤  1 −  𝛿(𝜀) 

olacak şekilde bir 𝛿(𝜀)  >  0 sayısı varsa 𝑋 e düzgün konveks uzay denir (Berinde 2007). 
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Her kesin konveks uzay, düzgün konveks uzayı kapsar. 

Örnek 2: Her 𝐻 Hilbert uzayı düzgün konvekstir. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 için paralelkenar 

kuralından, 

‖𝑥 + 𝑦‖2 = 2(‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2) − ‖𝑥 − 𝑦‖2 

dir. 𝑥 ≠ 𝑦 için 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝐻 = {𝑥 ∈ 𝑋: ‖𝑥‖ < 1} ve ‖𝑥 − 𝑦‖ ≥ 𝜀 olsun. Buradan 

‖𝑥 + 𝑦‖2 ≤ 4 − 𝜀2 

elde edilir. 𝛿(𝜀) = 1 − √1 − 𝜀2/4  seçilirse  

1

2
‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ 1 − 𝛿(𝜀) 

elde edilir. Bu durumda 𝐻 düzgün konveks uzaydır (Yıldırım 2011). 

Tanım 14 (UCED): Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için ∥ 𝑥 ∥≤ 1, ∥ 𝑦 ∥≤ 1 ve 𝑥 − 𝑦 ∈ {𝑡𝑧: 𝑡 ∈

[−2,−𝜀] ∪ [𝜀, 2]} olsun. Eğer ∥ 𝑧 ∥= 1, 𝑧 ∈ 𝐸 ve 𝜀 ∈ (0,2] için ∥ 𝑥 + 𝑦 ∥≤ 2(1 − 𝛿) olacak 

şekilde  𝛿:= 𝛿(𝜀, 𝑧) > 0 sayısı varsa 𝑋 Banach uzayına her yönde düzgün konveks (kısaca 

UCED) denir (Karapınar and Taş 2011). 

Eğer 𝑋 uzayı UCED ise 𝑋 kesin konvekstir fakat bunun tersi doğru değildir. 

Örnek 3: Birim aralık üzerindeki tüm reel değerli sürekli fonksiyonların 𝐶[0, 1] uzayı, 

‖𝑓‖ = 𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝑡)|} + (∫|𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡

1

0

)

1
2

 

normu ile tanımlansın. Bu durumda 𝐶[0, 1] uzayı, kesin konveks uzay olup UCED değildir 

(Garkavi 1962). 

Tanım 15 (Yarı Kapalılık): 𝑋 bir Banach uzayı, 𝐷, 𝑋 in boş olmayan bir alt kümesi ve 

𝑇:𝐷 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Eğer 𝐷 içindeki sınırlı her {𝑥𝑛} dizisi 𝑥∗ ∈ 𝐷 ye zayıf yakınsak 

ve 𝑇𝑥𝑛 de 0 a kuvvetli yakınsak iken 𝑇𝑥 = 0 ise 𝑇 dönüşümüne 0 da yarı kapalı dönüşüm denir. 

Tanım 16 (Güçlü Yarı Kapalılık): 𝑇:𝐷 → 𝑋 dönüşümü verilsin. Eğer 𝐷 deki her (𝑥𝑛) 

dizisi 𝑧 ∈ 𝐷 ye güçlü yakınsıyorsa ve 𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛 → 0𝑥  ise biz  𝐼 − 𝑇 dönüşümüne 0𝑥 te güçlü 

yarı kapalıdır deriz. Bu durumda 𝑇𝑧 = 𝑧  olur (Falset et al. 2011). 

Tanım 17 (Opial Şartı): 𝑋 bir Banach uzayı, 𝑥 ∈ 𝑋 ve (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 elamanına zayıf 

yakınsayan bir dizi olmak üzere her  𝑦 ∈ 𝑋 − {𝑥} için 

lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓‖𝑥𝑛 − 𝑦‖ ≥ liminf
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ 



 

6 

ise 𝑋 Banach uzayı Opial şartını sağlıyor denir (Opial 1967). 

Yukarıdaki Opial şartı aşağıdaki şekilde de ifade edilebilir: 

limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑦‖. 

Önerme 1: 𝑋 Banach uzayın Opial koşulunu sağlaması için gerek ve yeter şart her 𝑥 ≠

0 için 

𝑥𝑛 ⇀ 0 ve liminf
𝑛→∞

‖𝑥𝑛‖ = 1 ⇒ liminf
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ > 1     

olmasıdır (Agarwal et al. 2009). 

Tanım 18 (Sabit Nokta): 𝐷 boştan farklı bir küme ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümü verilsin. 𝑇 

dönüşümünün sabit noktalar kümesi 𝐹𝑖𝑥(𝑇) = {𝑥 ∈ 𝐷: 𝑇𝑥 = 𝑥} dir. Kısaca 𝐹(𝑇) ya da 𝐹𝑇 ile 

gösterilir. 

Örnek 4: 𝑇:ℝ → ℝ olmak üzere 𝑇𝑥 =  
𝑥

3
+ 2 şeklinde tanımlanan dönüşüm için 

𝐹(𝑇) = {3} dür. 

Tanım 19 (Çakışık Nokta): 𝐷 boştan farklı bir küme ve 𝑇, 𝐺: 𝐷 → 𝐷 iki dönüşüm 

olsun. 𝑥 ∈ 𝐷 için 

(i) 𝑇𝑥 =  𝑥 ise 𝑥 e  𝑇 operatörünün sabit noktası, 

(ii) 𝑇𝑥 =  𝐺𝑥 ise 𝑥 e 𝑇 ve 𝐺 nin çakışma noktası, 

(iii) 𝑇𝑥 =  𝐺𝑥 =  𝑥 ise 𝑥 e 𝑇 ve 𝐺 nin ortak sabit noktası 

denir (Roldán et al. 2015). 

Örnek 5: 𝑇:ℝ → ℝ olmak üzere 𝑇𝑥 =  2𝑥 + 6 şeklinde tanımlanan dönüşüm için 

𝐹(𝑇) = {−6} dır. 

Örnek 6: 𝑇, 𝐺: ℝ → ℝ ve bir dönüşüm olmak üzere 𝑇𝑥 =  𝑥2 − 4 , 𝐺𝑥 = 2𝑥 − 1 ise 𝑇 

ve 𝐺 nin çakışma noktası Ç. 𝐾. = {−1,3} dir. 

Örnek 7: 𝑇, 𝐺: ℝ → ℝ ve bir dönüşüm olmak üzere 𝑇𝑥 = 𝑥2 − 7𝑥 + 9 ve 𝐺𝑥 = 𝑥2 +

𝑥 − 9 olmak üzere 𝑇 ve 𝐺 nin ortak sabit noktalar kümesi 𝐹 = 𝐹(𝑇) ∩ 𝐹(𝐺) = {3} dür. 

Tanım 20 (Zayıf Topoloji): 𝑋 uzayı üzerindeki zayıf topoloji 𝜎(𝑋, 𝑋′), 𝑋′ in öğelerini 

𝑋 üzerinde sürekli kılan en zayıf topoloji olarak tanımlanır ve 𝑤 = 𝜎(𝑋, 𝑋′) ile gösterilir 

(Çalışkan 2013). 

Tanım 21 (Zayıf Kapalı Küme): Eğer 𝐷 alt kümesi zayıf topoloji içinde kapalı ise 𝑋 

Banach uzayının bir 𝐷 alt kümesi zayıf kapalıdır (Agarwal et al. 2009). 
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Tanım 22 (Zayıf Kompakt Küme): 𝑋 bir normlu uzay ve 𝐷, 𝑋 in bıştan farklı bir alt 

kümesi olsun. Eğer 𝐷 kümesi zayıf topolojiye göre kompakt ise 𝐷 ye zayıf kompakt denir 

(Agarwal et al. 2009). 

Tanım 23 (Lokal Zayıf Kompakt): (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun. Eğer her 𝑥 ∈ 𝑋 için 

𝑥 ∈ 𝑈 ve 𝑈 ⊂ 𝐾 olacak şekilde 𝑈 ∈ 𝛿  varsa  (𝑋, 𝛿) topolojik uzayına lokal zayıf kompakt 

denir (López-Díaz et al. 2004). 

Genişlemeyen Dönüşümlerin Sabit Noktaları 

Bu bölümde genişlemeyen dönüşümlerin sabit noktaları ile ilgili bazı temel tanım ve 

teoremlere yer verilecektir. 

Tanım 24 (Genişlemeyen Dönüşüm):  𝑋 bir normlu uzay ve 𝐷, 𝑋 in boştan farklı bir 

alt kümesi olsun. Her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ 

ise 𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümüne genişlemeyen denir (Suzuki 2005). 

Örnek 8: 𝑇:ℝ → ℝ, 𝑇(𝑥) =
𝑥

2
+
1

5
 şeklinde tanımlanan dönüşüm, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ ‖
𝑥

5
+
1

5
− (

𝑦

5
+
1

5
)‖ = ‖

𝑥

5
−
𝑦

5
‖ = ‖

𝑥 − 𝑦

5
‖ =

1

5
‖𝑥 − 𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ 

olduğundan 𝑇 bir genişlemeyen dönüşümdür. 

Örnek 9: 𝑇: [0,4] → [0,4], 𝑇(𝑥) = {
2.5, 𝑥 = 4
0, 𝑥 ≠ 4

  şeklinde tanımlansın. 𝑥 = 4 ve 𝑦 =

3.5 için ‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ = 2.5 > 0.5 = ‖𝑥 − 𝑦‖ olduğundan 𝑇 dönüşümü genişlemeyen dönüşüm 

değildir. 

Teorem 1: 𝐷 kümesi 𝐻 Hilbert uzayının kapalı sınırlı konveks bir alt kümesi ve 𝑇:𝐷 →

𝐷 genişlemeyen bir dönüşüm olsun. Bu durumda 𝑇 dönüşümü en az bir sabit noktaya sahiptir 

(Berinde 2007). 

Teorem 2: 𝐷, düzgün konveks bir Banach uzayının sınırlı, kapalı ve konveks bir alt 

kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümü genişlemeyen olsun. O halde 𝑇 dönüşümü bir sabit noktaya 

sahiptir (Berinde 2007). 

Tanım 25 (Yarı Kompakt Dönüşüm): 𝐻 Hilbert uzayı ve 𝐷 Hilbert uzayının alt 

kümesi olmak üzere 𝑇:𝐷 →  𝐻 dönüşümü verilsin. Eğer 𝐻 daki her {𝑥𝑛} sınırlı dizisi için 

{𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛} güçlü yakınsak iken {𝑥𝑛} dizisinin güçlü yakınsak bir {𝑥𝑛𝑘} alt dizisi varsa 𝑇 

dönüşümü yarı kompakt olarak adlandırılır (Berinde 2007). 
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Lemma 1: 𝐷, bir Hilbert uzayının sınırlı kapalı konveks alt kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 

genişlemeyen ve yarı kompakt bir dönüşüm olsun. Bu durumda 𝑇 nin sabit noktalarının kümesi 

olan 𝐹𝑇 boş olmayan konveks kümedir (Berinde 2007). 

Aşağıdaki teorem, Krasnoselskij iterasyonu yardımıyla genişlemeyen dönüşümlerin 

sabit noktalarına yakınsaması sonucunu içermektedir. 

Teorem 3: 𝐷, bir Hilbert uzayın sınırlı kapalı konveks alt kümesi ve 𝑇:𝐷 →

𝐷 genişlemeyen ve yarı kompakt bir dönüşüm olsun. Bu durumda 𝑇 nin sabit noktalarının 

kümesi olan 𝐹𝑇 boş olmayan bir konveks kümedir. Ayrıca 𝐷 de alınan herhangi bir 𝑥0 ve 0 <

𝜆 < 1 olmak üzere herhangi bir sabit 𝜆 sayısı için oluşturulan aşağıdaki Krasnoselskij 

iterasyonu 

                                    𝑥𝑛+1 = (1 − 𝜆)𝑥𝑛 + 𝜆𝑇𝑥𝑛, 𝑛 = 0,1,2…          (2.1) 

𝑇 nin sabit noktasına güçlü yakınsar (Berinde 2007). 

Sonuç 1: 𝑋 düzgün konveks Banach uzayı ve 𝐷, 𝑋 in kapalı sınırlı konveks bir alt 

kümesi olmak üzere 𝑇:𝐷 → 𝐷 genişlemeyen dönüşümü aşağıdaki iki koşuldan herhangi birini 

sağlasın: 

(i) (𝐼 − 𝑇) dönüşümü 𝐷 deki kapalı kümeleri 𝑋 teki kapalı kümelere dönüştürür. 

(ii) 𝑇 dönüşümü 0 da yarı kompakttır. 

Böylece yukarıda (2.1) ile verilen Krasnoselskij iterasyonu {𝑥𝑛}, 𝑇 nin sabit noktasına 

güçlü yakınsar (Berinde 2007). 

Not 1: 

1) Sonuç 1 deki (i) ve (ii) koşulları birbirinden bağımsızdır. 

2) Teorem 3 de 𝑇 nin yarı kompakt olduğu varsayımını kaldırırsak, o zaman 

Krasnoselskij iterasyonu genel olarak artık güçlü bir şekilde yakınsamaz, ancak 

(en azından) zayıf bir şekilde sabit bir noktaya yakınsar. Gelecek teoremde buna 

yer verilmiştir (Berinde 2007). 

Teorem 4 𝐷 kümesi 𝐻 Hilbert uzayının sınırlı kapalı konveks alt kümesi,  𝑇: 𝐷 → 𝐷 

genişlemeyen bir dönüşüm ve 𝐹𝑇  =  {𝑝} olsun. Bu durumda (2.1) ile verilen Krasnoselskij 

iterasyonu zayıf şekilde 𝑝 ye yakınsar. Herhangi bir 𝑥0 ∈ 𝐶 için, 

𝑈𝜆
𝑛𝑥𝑜 ⇀ 𝑝 

dir (Berinde 2007) 
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Not 2: Teorem 4 teki 𝐹𝑇  =  {𝑝} varsayımı daha genel bir sonuç elde etmek için şu 

şekilde değiştirilebilir (Berinde 2007). 

Teorem 5: 𝐷, bir Hilbert uzayının sınırlı kapalı konveks alt kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 

genişlemeyen bir dönüşüm olsun. 𝐷 deki herhangi bir 𝑥0 için Krasnoselskij iterasyonu 𝑇 nin 

sabit noktasına zayıf yakınsar (Berinde 2007). 

Tanım 26 (Quasi Genişlemeyen Dönüşüm):  𝑋 bir normlu uzay ve 𝐷, 𝐸
 
' in boştan 

farklı bir alt kümesi olmak üzere her 𝑥 ∈ 𝐷  ve 𝑧 ∈ 𝐹(𝑇)  için 

‖𝑇𝑥 − 𝑧‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑧‖ 

ise 𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümüne quasi genişlemeyen denir (Suzuki 2005). 

Örnek 10: 𝑇: [0,3] → [0,3] dönüşümü için 𝑇(𝑥) = {
2, 𝑥 = 3
0, 𝑥 ≠ 3

   olarak tanımlansın. 

Açık olarak 𝑇 dönüşümü 𝑥 = 0 için sabit noktaya sahiptir ve sürekli değildir. Dolayısıyla 

genişlemeyen dönüşüm de değildir. Ayrıca her 𝑥, 𝑦 ∈ [0,4] için ‖𝑇(𝑥)‖ ≤ ‖𝑥‖ olduğundan 𝑇 

dönüşümü quasi genişlemeyen dönüşüm olur. 

Sabit noktalar kümesi boş kümeden farklı olan her genişlemeyen dönüşüm aynı zamanda bir 

quasi genişlemeyen dönüşümdür. 

Lemma 2: 𝑋 düzgün konveks bir Banach uzayı ve 𝐷 ise 𝑋 in bir alt kümesi olmak üzere 

𝑇:𝐷 → 𝑋 quasi genişlemeyen dönüşümü verilsin. 𝑇 ye göre  𝑇𝜆  ortalama operatörü, 

𝑇𝜆(𝑥) = (1 − 𝜆)𝑥 + 𝜆𝑇𝑥 

şeklinde tanımlansın. Eğer 𝑥0 ∈ 𝐷 ve 𝜆 ∈ (0,1) için {𝑇𝜆
𝑛(𝑥0)} Krasnoselskij iterasyonu 𝐷 de 

yer alıyorsa, 𝑇𝜆 dönüşümü 𝑥0 da asimptotik regülerdir, yani, 

lim
𝑛→∞

[𝑇𝜆
𝑛(𝑥0) − 𝑇𝜆

𝑛+1(𝑥0)] = 0 

dır (Berinde 2007). 

Lemma 3: 𝑋 kesin konveks bir Banach uzayı ve 𝐷 ise 𝑋 in kapalı konveks alt kümesi 

olsun. 𝑇:𝐷 → 𝑋 sürekli bir dönüşüm ve her 𝑥 ∈ 𝐷\𝐹𝑇  ve 𝑝 ∈ 𝐹𝑇 için 

‖𝑇𝑥 − 𝑝‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑝‖ 

ise 𝐹𝑇 konveks kümedir (Berinde 2007). 

Picard iterasyonun iki ardışık terimlerini içeren 

1

2
(𝑥𝑛 + 𝑇𝑥𝑛) 
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ortalama dizilerin yakınsaması üzerine ilk sonuçlar Krasnoselskij tarafından elde edilmiştir. 

Burada 𝐷, düzgün konveks Banach uzayın kapalı sınırlı konveks bir alt kümesi ve 𝑇 ∶  𝐷 →

 𝐷 genişlemeyen ve kompakt bir dönüşüm ise (yani, 𝑇 sürekli ve 𝑇(𝐷) göreceli kompakt ise),  

𝑥𝑛+1 =
1

2
(𝑥𝑛 + 𝑇𝑥𝑛) 

şeklinde tanımlanan {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin bir sabit noktasına güçlü yakınsar (Berinde 2007). 

Schaefer, Krasnoselskij'in sonucunu 1/2 sabitinin 𝜆 ∈  (0, 1) ile değiştirildiği duruma 

genişletmiş ve bu şekilde (2.1) ile tanımlanan genel Krasnoselskij iterasyonu için ilk sonucu 

elde etmiştir (Schaefer, 1957). Daha sonra, Edelstein önceki sonucu 𝐷 nin kesin konveks olduğu 

duruma genişletmiştir (Edelstein 1966). 

Browder ve Petryshyn, Krasnoselskij ve Schaefer'in sonuçlarını daha da ileri taşıyarak, 

asimptotik regüler olan ve 𝐼 − 𝑇 nin sınırlı kapalı kümeleri kapalı kümelere dönüştürdüğü 

genişlemeyen 𝑇 ∶  𝐷 → 𝐷 dönüşümü için Krasnoselskij (ve Picard) iterasyonlarının 

yakınsamasını araştırmışlardır (Browder 1967). 

Krasnoselskij iterasyon metodunun zayıf yakınsaması ilk olarak Schaefer tarafından 

sürekli genişlemeyen dönüşüm sınıfı için kanıtlanmıştır (Schaefer 1957). Bu sonucun genel 

genişlemeyen dönüşümlere genişletilmesi, sırasıyla, Browder ve Petryshyn ve Opial tarafından 

iki aşamada gerçekleştirilmiştir (Browder 1966; Opial 1967). 

𝐷, kesin konveks 𝑋 Banach uzayın kapalı bir konveks alt kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 genişlemeyen 

bir dönüşüm ise, 𝐹𝑇 kapalı ve konvekstir (Berinde 2007). 

𝑋 = ℝ2, ‖(𝑥, 𝑦)‖∞ = 𝑚𝑎𝑥{|𝑥|, |𝑦|} biçiminde verilmiş olsun ve 𝑇:ℝ2 → ℝ2 

dönüşümü 𝑇(𝑥, 𝑦) = (𝑥, |𝑥|) ile verilmiş olsun. Bu durumda, 

(i) 𝑇 genişlemeyendir. 

(ii) 𝐹𝑇 konveks değildir (Berinde 2007). 
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MATERYAL VE METOT 

Bu kısımda ilk olarak genelleştirilmiş genişlemeyen dönüşümlerin tanımları, bunlarla 

ilgili örnekler, bazı özellikler ve temel sonuçlar verilecektir. 

Genelleştirilmiş Genişlemeyen Dönüşümlerin Temel Özellikleri 

Tanım 27: 𝑋 bir normlu uzay ve 𝐷, 𝑋 in boştan farklı bir alt kümesi olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈

𝐷  için 

1

2
 ‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ iken ‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ 

ise 𝑇:𝐷 → 𝐷  dönüşümüne (𝐶) şartını sağlıyor denir (Suzuki 2005). 

Lemma 4: Her genişlemeyen dönüşüm (𝐶) şartını sağlar (Suzuki 2008a). 

Lemma 5:  𝑇 dönüşümünün (𝐶) şartını sağladığını ve bir sabit noktası olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda 𝑇 bir quasi genişlemeyen dönüşümdür. (Suzuki 2008a) 

Bazı sürekli olmayan dönüşümler de (𝐶) şartını sağlayabilir. Aşağıdaki örnek bununla 

ilgilidir (Suzuki 2008a). 

Örnek 11:  𝑇, [0,3] aralığında bir dönüşüm olmak üzere, 

𝑇𝑥 = {
0, 𝑥 ≠ 3
2, 𝑥 = 3

 

şeklinde tanımlansın. 𝑇 dönüşümü (𝐶) şartını sağlar, fakat genişlemeyen bir dönüşüm 

değildir. (Suzuki 2008a) 

Çözüm 11:  x < y ve (𝑥, 𝑦) ∈ ([0,3] × [0,3])\((2,3) × {3}) için 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ 

olur. Eğer 𝑥 ∈ (2,3) ve 𝑦 = 3 ise 

1

2
‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ =

𝑥

2
> 1 > ‖𝑥 − 𝑦‖ ve  

1

2
‖𝑦 − 𝑇𝑦‖ = 1 > ‖𝑥 − 𝑦‖ 

elde edilir. Bu durumda 𝑇 dönüşümü (𝐶) şartını sağlar. Ancak 𝑇 sürekli ve genişlemeyen 

değildir. 

Lemma 6: 𝑋 bir Banach uzayı ve 𝐷, 𝑋 in kapalı bir alt kümesi olmak üzere, 𝑇 

dönüşümü (𝐶)  şartını sağlayan bir dönüşüm olsun. Bu durumda 𝐹(𝑇) kapalıdır. Ayrıca 𝑋 

kesin konveks ve 𝐷 konveks ise 𝐹(𝑇) de ayrıca konvekstir (Suzuki 2008a). 
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İspat: {𝑧𝑛} dizisi 𝐹(𝑇) içinde 𝑧 ∈ 𝐷 noktasına yakınsayan bir dizi olsun. 𝑛 ∈ ℕ için 

1

2
∥∥𝑧𝑛 − 𝑇𝑧𝑛∥∥ = 0 ⩽ ∥∥𝑧𝑛 − 𝑧∥∥ olur. Buradan 

lim sup
𝑛→∞

 ∥∥𝑧𝑛 − 𝑇𝑧∥∥  = lim sup
𝑛→∞

 ∥∥𝑇𝑧𝑛 − 𝑇𝑧∥∥

 ⩽ lim sup
𝑛→∞

 ∥∥𝑧𝑛 − 𝑧∥∥ = 0
 

dır. Yani {𝑧𝑛} dizisi 𝑇𝑧 ye yakınsar. Dolayısıyla 𝑇𝑧 = 𝑧 dir ve 𝐹(𝑇) kapalıdır. 𝑋 in kesin 

konveks ve 𝐷 nin de konveks olduğunu varsayalım. 𝜆 ∈ (0,1) ve 𝑥 ≠ 𝑦 olmak üzere 𝑥, 𝑦 ∈

𝐹(𝑇) için 𝑧:= 𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦 ∈ 𝐷 dir. O halde, 

∥ 𝑥 − 𝑦 ∥  ⩽∥ 𝑥 − 𝑇𝑧 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑧 ∥=∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑧 ∥ +∥ 𝑇𝑦 − 𝑇𝑧 ∥

 ⩽∥ 𝑥 − 𝑧 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑧 ∥=∥ 𝑥 − 𝑦 ∥
 

dir. 𝑋 in kesin konveksliğinden 𝑇𝑧 = 𝜇𝑥 + (1 − 𝜇)𝑦 olacak şekilde 𝜇 ∈ [0,1] vardır. Çünkü, 

(1 − 𝜇) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥=∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑧 ∥⩽∥ 𝑥 − 𝑧 ∥= (1 − 𝜆) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

ve  

𝜇 ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥=∥ 𝑇𝑦 − 𝑇𝑧 ∥⩽∥ 𝑦 − 𝑧 ∥= 𝜆 ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥, 

için  1 − 𝜇 ⩽ 1 − 𝜆 ve 𝜇 ⩽ 𝜆 dır. Bu da 𝜆 = 𝜇 anlamına gelir. Bu nedenle 𝑧 ∈ 𝐹(𝑇) olur. 

Lemma 7:  𝑋 bir normlu uzay ve 𝐷, 𝑋 in alt kümesi olmak üzere eğer 𝑇 dönüşümü 

(𝐶)  şartını sağlıyorsa 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷  için 

(i)  ‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑇𝑥‖, 

(ii) 
1

2
‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ 𝑦𝑎 𝑑𝑎 

1

2
‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ ≤ ‖𝑇𝑥 − 𝑦‖ , 

(iii) ‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ 𝑦𝑎 𝑑𝑎 ‖𝑇2𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ ‖𝑇𝑥 − 𝑦‖ (Suzuki 2008a). 

 

Lemma 8: 𝑇 bir dönüşüm, 𝑋 bir Banach uzay ve 𝐷, 𝑋 in sınırlı konveks alt kümesi 

olsun. 𝑇 dönüşümü (𝐶) şartını sağlasın ve 𝑥1 ∈ 𝐷 için 𝐷 de ki {𝑥𝑛} dizisi 𝑛 ∈ ℕ için, 

𝑥𝑛+1 = 𝜆𝑇𝑥𝑛 + (1 − 𝜆)𝑥𝑛 

şeklinde tanımlansın. Burada 𝜆, [1/2,1) aralığında bir reel sayıdır. Bu durumda 

lim
𝑛→∞

 ∥∥𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛∥∥ = 0 

olur (Suzuki 2008a). 
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Lemma 9:  𝑋 bir normlu uzay ve 𝐷, 𝑋 in boştan farklı bir alt kümesi olsun. Eğer 𝑇 

dönüşümü (𝐶) şartını sağlıyorsa, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için 

‖𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ 3‖𝑇𝑥 − 𝑥‖ + ‖𝑥 − 𝑦‖ 

dir (Suzuki 2008a). 

2011 yılında Karapınar ve Taş, (𝐶) şartının bazı genelleştirmelerini aşağıdaki gibi 

ifade etmişlerdir.  

Tanım 28: 𝑇, 𝑋 Banach uzayının 𝐷 alt kümesi üzerine bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈

𝐷 için 

1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥   iken ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝑀(𝑥, 𝑦) 

eşitsizliği sağlanıyorsa 𝑇 dönüşümüne Suzuki-Ćirić-(𝐶) şartını (kısaca, (SCC) şartını) 

sağlıyor denir. 

Burada  

𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{∥ 𝑥 − 𝑦 ∥, ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥, ∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥, ∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥, ∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥} 

dir. Ayrıca her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için, 

1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥   iken ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝑁(𝑥, 𝑦) 

eşitsizliği sağlanırsa 𝑇 dönüşümü Suzuki-(KC) koşulunu (kısaca, (SKC) koşulunu) sağlar 

denir. 

Burada 

𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥 {∥ 𝑥 − 𝑦 ∥,
1

2
[∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥],

1

2
[∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥]} 

dir (Karapınar and Taş 2011). 

Tanım 29: 𝑇, bir 𝑋 Banach uzayının 𝐷 alt kümesi üzerinde bir dönüşüm olsun. Bu 

durumda her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için 𝑇 dönüşümü aşağıdaki şartları sağlar (Karapınar and Taş 2011). 

(i) Kannan-Suzuki-(C) şartı (kısaca, (KSC) şartı), 

1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥   iken ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤

1

2
[∥ 𝑇𝑥 − 𝑥 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥], 
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(ii) Chatterjea-Suzuki-(C) şartı (kısaca, (CSC) şartı), 

1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥   iken ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤

1

2
[∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥]. 

Önerme 2: Her genişlemeyen dönüşüm (SCC) şartını sağlar (Karapınar and Taş 2011). 

İspat: 𝑇, bir 𝑋 Banach uzayının 𝐷 alt kümesi üzerinde genişlemeyen bir dönüşüm 

olsun, yani her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ dir. 
1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ olduğunu 

kabul edelim. Burada 𝑀(𝑥, 𝑦) =∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ alınırsa (SCC) koşulunun sağlandığı açıktır. Yani 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝑀(𝑥, 𝑦) =∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ dir. Diğer yandan, 𝑀(𝑥, 𝑦) ≠∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ için ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥≤

𝑀(𝑥, 𝑦) olur. Buradan ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥≤ 𝑀(𝑥, 𝑦) için 𝑇 nin (SCC) şartını sağladığı 

görülür.  

Sonuç 2: Her genişlemeyen dönüşüm aşağıdaki şartları sağlar. 

(A1) 
1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ iken ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝐴1(𝑥, 𝑦) olur. Burada 𝐴1(𝑥, 𝑦) =

𝑚𝑎𝑥{∥ 𝑥 − 𝑦 ∥, ∥ 𝑇𝑥 − 𝑥 ∥, ∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥} 

(A2) 
1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ iken ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝐴2(𝑥, 𝑦) olur. Burada 𝐴2(𝑥, 𝑦) =

max{∥ 𝑥 − 𝑦 ∥, ∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥, ∥ 𝑇𝑦 − 𝑥 ∥} (Karapınar and Taş 2011). 

Önerme 3: Her genişlemeyen dönüşüm (SKC) şartını sağlar (Karapınar and Taş 

2011). 

İspat: 𝑇, bir 𝑋 Banach uzayının 𝐷 alt kümesi üzerinde genişlemeyen bir dönüşüm, 

yani her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ olsun.  
1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ olduğunu kabul 

edelim. 𝑁(𝑥, 𝑦) =∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ olması durumunda ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝑁(𝑥, 𝑦) =∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ eşitsizliği 

elde edilir. Aksi durumda 𝑁(𝑥, 𝑦) ≠∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ için, ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥≤ 𝑁(𝑥, 𝑦) olur. Buradan ∥ 𝑇𝑥 −

𝑇𝑦 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥≤ 𝑁(𝑥, 𝑦) için 𝑇 dönüşümünün (SKC) şartını sağladığı görülür. 

Sonuç 3: Her genişlemeyen dönüşüm aşağıdaki şartları sağlar. 

(A3) 
1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ iken ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝐴3(𝑥, 𝑦) 

dir. Burada  𝐴3(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥 {∥ 𝑥 − 𝑦 ∥,
1

2
[∥ 𝑇𝑥 − 𝑥 ∥ +∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥]}  dir. 

(A4) 
1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ iken ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝐴4(𝑥, 𝑦) 
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dir. Burada  𝐴4(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥 {∥ 𝑥 − 𝑦 ∥,
1

2
[∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑇𝑦 − 𝑥 ∥]} dir (Karapınar and Taş 

2011). 

Önerme 4: Bir 𝑇 dönüşümü (SKC) koşulunu sağlıyorsa ve bir sabit noktaya sahipse 

bu durumda 𝑇 dönüşümü quasi genişlemeyen bir dönüşümdür (Karapınar and Taş 2011). 

İspat: 𝑇 dönüşümü 𝑋 Banach uzayın 𝐷 alt kümesi üzerine bir dönüşüm olsun ve 

(SKC) koşulunu sağlasın. 𝑇 nin bir sabit noktası olduğunu, yani 𝑧 ∈ 𝐹(𝑇) olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda, 

0 =
1

2
∥ 𝑧 − 𝑇𝑧 ∥≤∥ 𝑧 − 𝑦 ∥   iken ∥ 𝑇𝑧 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝑁(𝑧, 𝑦) 

dir. Burada 

𝑁(𝑧, 𝑦)  = 𝑚𝑎𝑥 {∥ 𝑧 − 𝑦 ∥,
1

2
[∥ 𝑧 − 𝑇𝑧 ∥ +∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥],

1

2
[∥ 𝑇𝑧 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑧 − 𝑇𝑦 ∥]}

 = 𝑚𝑎𝑥 {∥ 𝑧 − 𝑦 ∥,
1

2
∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥,

1

2
(∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑧 − 𝑇𝑦 ∥)} .

 

Eğer 𝑁(𝑧, 𝑦) =
1

2
(∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑧 − 𝑇𝑦 ∥) ise bu durumda ∥ 𝑧 − 𝑇𝑦 ∥=∥ 𝑇𝑧 − 𝑇𝑦 ∥≤

𝑁(𝑧, 𝑦) =
1

2
(∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑧 − 𝑇𝑦 ∥) olur. Buradan ∥ 𝑇𝑧 − 𝑇𝑦 ∥=∥ 𝑧 − 𝑇𝑦 ∥≤∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ elde 

edilir. 

Eğer 𝑁(𝑧, 𝑦) =∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ ise ispat tamamlanır. 

Eğer 𝑁(𝑧, 𝑦) =
1

2
∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥≤ [∥ 𝑇𝑦 − 𝑧 ∥ +∥ 𝑧 − 𝑦 ∥] ise bu durumda 

∥ 𝑧 − 𝑇𝑦 ∥=∥ 𝑇𝑧 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝑁(𝑧, 𝑦) =
1

2
∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥≤

1

2
[∥ 𝑇𝑦 − 𝑧 ∥ +∥ 𝑧 − 𝑦 ∥] 

olur. Böylece ∥ 𝑧 − 𝑇𝑦 ∥=∥ 𝑇𝑧 − 𝑇𝑦 ∥≤∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ ile ispat tamamlanır. 

Sonuç 4:  𝑇 dönüşümü aşağıdaki şartlardan birini sağlıyorsa 

(i) (A3) şartı 

(ii) (A4) şartı 

(iii) (KSC) şartı 

(iv) (CSC) şartı 

ve bu dönüşüm bir sabit noktaya sahipse, 𝑇 dönüşümü quasi genişlemeyen dönüşümdür 

(Karapınar and Taş, 2011). 
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Örnek 12: 𝑆 ve 𝑇, [0,4] aralığında aşağıdaki gibi tanımlı iki dönüşüm olsun; 

𝑇𝑥 = {
0 ,  𝑥 ≠ 4
1 ,  𝑥 = 4

  

ve 

 𝑆𝑥 = {
0  ,  𝑥 ≠ 4
3  ,  𝑥 = 4.

 

Bu durumda, 

(i) 𝑇 dönüşümü hem (SCC) hem de (SKC) şartını sağlar. Fakat genişlemeyen 

dönüşüm değildir. 

(ii) 𝑆 quasi genişlemeyen dönüşümdür ve 𝐹(𝑆) ≠ ∅ dir. Fakat 𝑆 dönüşümü (SKC) 

şartını sağlamaz (Karapınar and Taş 2011). 

İspat: 

(i) Eğer 𝑥 < 𝑦 ve (𝑥, 𝑦) ∈ ([0,4] × [0,4]) ∖ ((3,4) × {4}) ise bu durumda ∥ 𝑇𝑥 −

𝑇𝑦 ∥≤ 𝑀(𝑥, 𝑦) ve ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝑁(𝑥, 𝑦) olur. Eğer 𝑥 ∈ (3,4) ve 𝑦 = 4 ise bu 

durumda 

1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥=

𝑥

2
> 1 >∥ 𝑥 − 𝑦 ∥  ve 

1

2
∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥> 1 >∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

olur. Buradan 𝑇 dönüşümü (SCC) ve (SKC) şartlarını sağlar. 𝑇 dönüşümü sürekli 

olmadığından, genişlemeyen değildir. 

(ii) 𝐹(𝑆) = {0} ≠ ∅ ve 𝑆 dönüşümünün quasi genişlemeyen olduğu açıktır. Çünkü, 

1

2
∥ 4 − 𝑆4 ∥=

1

2
≤ 1 =∥ 4 − 3 ∥ ve ∥ 𝑆4 − 𝑆3 ∥= 3 > 2 = 𝑀(4,3) 

dür. Buradan 

𝑀(4,3) = 𝑚𝑎𝑥 {
∥ 4 − 3 ∥= 1,

1

2
[∥ 4 − 𝑆4 ∥ +∥ 𝑆3 − 3 ∥] = 2,

1

2
[∥ 𝑆3 − 4 ∥ +∥ 3 − 𝑆4 ∥] = 2

} = 2 

olur, yani 𝑆 dönüşümü (SKC) şartını sağlamaz. 

Önerme 5: 𝑇, 𝑋 Banach uzayın kapalı bir 𝐷 alt kümesi üzerine (SKC) şartını sağlayan 

bir dönüşüm olsun. Bu durumda her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için aşağıdakiler geçerlidir (Karapınar and Taş 

2011). 
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(i) ∥∥𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥∥∥ ≤∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥, 

(ii) ya  
1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ ya da  

1

2
∥∥𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥∥∥ ≤∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥, 

(iii) ya ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝑁(𝑥, 𝑦) ya da ∥∥𝑇2𝑥 − 𝑇𝑦∥∥ ≤ 𝑁(𝑇𝑥, 𝑦) olur.  

Burada 

𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥 {
∥ 𝑥 − 𝑦 ∥,

1

2
[∥ 𝑇𝑥 − 𝑥 ∥ +∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥],

1

2
[∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑇𝑦 − 𝑥 ∥]

}  
 

ve 

𝑁(𝑇𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥 {
∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥,

1

2
[∥∥𝑇2𝑥 − 𝑇𝑥∥∥+∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥],

1

2
[∥∥𝑇2𝑥 − 𝑦∥∥+∥ 𝑇𝑦 − 𝑇𝑥 ∥]

}. 

 

2012 yılında Karapınar, Suzuki’nin (𝐶) şartından ve yukarıdaki tanımlardan yola 

çıkarak aşağıdaki tanımlar vermiştir (Karapınar 2012b). 

Tanım 30:  𝑇, 𝑋 Banach uzayının 𝐷 alt kümesi üzerinde tanımlı bir dönüşüm olsun.  

i) Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için 

1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥  iken

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤
1

3
[∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑇𝑥 − 𝑥 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥],

 

gerektirmesi sağlanıyorsa 𝑇 dönüşümü (RSC) Reich-Suzuki-(𝐶) şartını (kısaca, (𝑅𝑆𝐶) 

şartını) sağlıyor denir. 

ii) Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için 

1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥  iken 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤
1

3
[∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥],

 

gerektirmesi sağlanıyorsa 𝑇 dönüşümü (RSCS) Reich-Chatterjea-Suzuki-(𝐶) şartını (kısaca, 

(𝑅𝐶𝑆𝐶) şartını) sağlıyor denir. 

iii) Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için; 
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1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥  iken 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤
1

5
[∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑇𝑥 − 𝑥 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥ +∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥]

 

gerektirmesi sağlanıyorsa 𝑇 dönüşümü (HRSC) Hardy-Rogers-Suzuki-(𝐶) şartını (kısaca, 

(HRSC) şartını) sağlıyor denir (Karapınar 2012b). 

Önerme 6: Eğer 𝑇 dönüşümü (RSC) şartını sağlıyorsa ve bir sabit noktaya sahipse, 

𝑇 dönüşümü quasi genişlemeyen bir dönüşümdür (Karapınar 2012b). 

İspat: 𝑇 dönüşümü 𝑋 Banach uzayın 𝐷 alt kümesi üzerine (RSC) şartını sağlayan bir 

dönüşüm olsun. 𝑇 dönüşümünün bir sabit noktası olduğunu yani 𝑧 ∈ 𝐹(𝑇) olduğunu kabul 

edelim. Bu nedenle, 

0 =
1

2
∥ 𝑧 − 𝑇𝑧 ∥≤∥ 𝑧 − 𝑦 ∥  

iken 

 ∥ 𝑇𝑧 − 𝑇𝑦 ∥≤
1

3
[∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑇𝑧 − 𝑧 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥]

                       =
1

3
[∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥]

                       ≤
1

3
[∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑧 ∥ +∥ 𝑧 − 𝑇𝑦 ∥]

                       =
1

3
[2 ∥ 𝑦 − 𝑧 ∥ +∥ 𝑇𝑧 − 𝑇𝑦 ∥]

 

dir. Böylece ∥ 𝑧 − 𝑇𝑦 ∥=∥ 𝑇𝑧 − 𝑇𝑦 ∥≤∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ olur ve ispat tamamlanır. 

Önerme 7: Eğer 𝑇 dönüşümü (RCSC) koşulunu sağlıyorsa ve bir sabit noktaya 

sahipse, bu dönüşüm quasi genişlemeyen dönüşümdür (Karapınar 2012b). 

 

İspat: 𝑇 dönüşümü 𝑋 Banach uzayın 𝐷 alt kümesi üzerine (RCSC) şartını sağlayan bir 

dönüşüm olsun. 𝑇 dönüşümünün bir sabit olduğunu yani 𝑧 ∈ 𝐹(𝑇) olduğunu kabul edelim. 

0 =
1

2
∥ 𝑧 − 𝑇𝑧 ∥≤∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ iken, 

 ∥ 𝑇𝑧 − 𝑇𝑦 ∥≤
1

3
[∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑇𝑧 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑧 − 𝑇𝑦 ∥]

                        =
1

3
[2 ∥ 𝑦 − 𝑧 ∥ +∥ 𝑇𝑧 − 𝑇𝑦 ∥]
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olur. Buradan ∥ 𝑧 − 𝑇𝑦 ∥=∥ 𝑇𝑧 − 𝑇𝑦 ∥≤∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 

Önerme 8: Eğer 𝑇 dönüşümü (HRSC) koşulunu sağlıyorsa ve bir sabit noktaya 

sahipse bu dönüşüm quasi genişlemeyendir (Karapınar 2012b). 

İspat:  𝑇 dönüşümü 𝑋 Banach uzayın 𝐷 alt kümesi üzerine (HRSC) şartını sağlayan 

bir dönüşüm olsun. 𝑇 dönüşümünün bir sabit noktası olduğunu yani 𝑧 ∈ 𝐹(𝑇) olduğunu kabul 

edelim. Bu nedenle 0 =
1

2
∥ 𝑧 − 𝑇𝑧 ∥≤∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ iken, 

 ∥ 𝑇𝑧 − 𝑇𝑦 ∥≤
1

5
[∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑇𝑧 − 𝑧 ∥

                       +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥ +∥ 𝑇𝑧 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑧 − 𝑇𝑦 ∥]

                       =
1

5
[2 ∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥ +∥ 𝑧 − 𝑇𝑦 ∥]

                       ≤
1

5
[2 ∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑧 ∥ +∥ 𝑧 − 𝑇𝑦 ∥ +∥ 𝑧 − 𝑇𝑦 ∥]

                       =
1

5
[3 ∥ 𝑦 − 𝑧 ∥ +2 ∥ 𝑇𝑧 − 𝑇𝑦 ∥]

 

olur. Buradan ∥ 𝑧 − 𝑇𝑦 ∥=∥ 𝑇𝑧 − 𝑇𝑦 ∥≤∥ 𝑧 − 𝑦 ∥ elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Önerme 9: 𝑇 dönüşümü 𝑋 Banach uzayın kapalı 𝐷 alt kümesi üzerine bir dönüşüm 

olsun. Eğer 𝑇 dönüşümü (RSC) koşulunu sağlıyorsa her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için aşağıdakiler geçerlidir; 

(i) ∥∥𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥∥∥ ≤∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥, 

(ii) ya 
1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ ya da  

1

2
∥∥𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥∥∥ ≤∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥, 

(iii) ya ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤
1

3
[∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑇𝑥 − 𝑥 ∥ +∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥] ya da 

∥∥𝑇2𝑥 − 𝑇𝑦∥∥ ≤
1

3
[∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ +∥∥𝑇2𝑥 − 𝑇𝑥∥∥+∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥] dir (Karapınar 2012b). 

Önerme 10: 𝑇 dönüşümü 𝑋 Banach uzayın kapalı 𝐷 alt kümesi üzerine (RCSC) şartını 

sağlayan bir dönüşüm olsun. Bu durumda her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için aşağıdakiler sağlanır; 

(i) ∥∥𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥∥∥ ≤∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥, 

(ii) ya 
1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ ya da  

1

2
∥∥𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥∥∥ ≤∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥, 
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(iii) ya ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤
1

3
[∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑇𝑥 − 𝑥 ∥ +∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥] ya da ∥∥𝑇2𝑥 − 𝑇𝑦∥∥ ≤

1

3
[∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ +∥∥𝑇2𝑥 − 𝑦∥∥+∥ 𝑇𝑦 − 𝑇𝑥 ∥] dir (Karapınar 2012b). 

Önerme 11: 𝑇 dönüşümü 𝑋  Banach uzayın kapalı 𝐷 alt kümesi üzerine (HRSC) 

şartını sağlayan bir dönüşüm olsun. Bu durumda her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için aşağıdakiler sağlanır;  

(i) ∥∥𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥∥∥ ≤∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ 

(ii) ya  
1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ ya da 

1

2
∥∥𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥∥∥ ≤∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ 

(iii) ya ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤
1

5
[∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑇𝑥 − 𝑥 ∥ +∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑇𝑦 −

𝑥 ∥] ya da ∥ 𝑇2𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤
1

5
[∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ +∥∥𝑇2𝑥 − 𝑇𝑥∥∥+∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥ +∥∥𝑇2𝑥 − 𝑦∥∥+∥ 𝑇𝑦 −

𝑇𝑥 ∥] dir (Karapınar 2012b).  

Tanım 31:  𝑋 bir normlu uzay ve 𝐷, 𝑋 in boş olmayan bir alt kümesi olsun. Eğer 

𝑇:𝐷 → 𝑋   dönüşümü her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 ve 𝜇 ≥ 1 için 

‖𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ 𝜇‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ + ‖𝑥 − 𝑦‖ 

eşitsizliği sağlıyorsa 𝑇 dönüşümü  (𝐸𝜇) şartını sağlıyor denir. 𝑇  dönüşümü bazı 𝜇 ≥ 1 

değerleri için (𝐸𝜇) şartını sağladığında, 𝑇 dönüşümü (𝐸) şartını sağlıyor denir.  𝑇:𝐷 → 𝑋 

dönüşümü genişlemeyen bir dönüşüm ise (𝐸1) şartını sağladığı açıktır (Falset et al. 2011). 

Lemma 10: (𝐶) şartını sağlayan bir dönüşüm (𝐸) şartını sağlar, fakat bunun tersi her 

zaman doğru değildir (Falset et al. 2011). 

Örnek 13: 𝑋 = ℝ ve 𝐷 = [−1,1] kümesi üzerinde alışılmış norm tanımlı olsun. 

𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümü  

𝑇(𝑥) =

{
 
 

 
 −𝑥, 𝑥 ∈ [−1,0]\ {

−1

4
}

0 ,         𝑥 =
−1

4
−𝑥

4
 ,              𝑥 ∈ (0,1]       

 

şeklinde tanımlansın. 𝑢 = −1 ve 𝑣 =
−1

4
  için 

1

2
‖𝑣 − 𝑇𝑣‖ =

1

2
‖−

1

4
− 𝑇(−

1

4
)‖ =

1

8
≤
3

4
= ‖𝑢 − 𝑣‖ 

olur. Ancak 
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‖𝑇𝑢 − 𝑇𝑣‖ = 1 >
3

4
= ‖𝑢 − 𝑣‖ 

dir. Dolayısıyla 𝑇 dönüşümü (𝐶) şartını sağlamamaktadır. 𝑇 dönüşümünün (𝐸) şartını 

sağladığı aşağıda gösterilecektir. 

(i) 𝑢, 𝑣 ∈ [−1,0]\ (−
1

4
)  için 

‖𝑢 − 𝑇𝑣‖ ≤ ‖𝑢 − 𝑇𝑢‖ + ‖𝑇𝑢 − 𝑇𝑣‖  

                                           ≤ ‖𝑢 − 𝑇𝑢‖ + ‖𝑢 − 𝑣‖. 

(ii) 𝑢, 𝑣 ∈ (0,1] için 

‖𝑢 − 𝑇𝑣‖ ≤ ‖𝑢 − 𝑇𝑢‖ + ‖𝑇𝑢 − 𝑇𝑣‖ 

                                            ≤ ‖𝑢 − 𝑇𝑢‖ + |−
𝑢

4
+
𝑣

4
| 

                                            ≤ ‖𝑢 − 𝑇𝑢‖ + |𝑢 − 𝑣| 

                                            = ‖𝑢 − 𝑇𝑢‖ + ‖𝑢 − 𝑣‖. 

(iii) 𝑢 ∈ [−1,0]\ (−
1

4
)  ve  𝑣 ∈ (0,1]  için 

                                       ‖𝑢 − 𝑇𝑣‖ ≤ ‖𝑢 − 𝑇𝑢‖ + ‖𝑇𝑢 − 𝑇𝑣‖ 

≤ ‖𝑢 − 𝑇𝑢‖ + |−𝑢 +
𝑣

4
| 

                                             ≤ ‖𝑢 − 𝑇𝑢‖ + | − 𝑢 − 𝑣|  (𝑢 ≤ 0 𝑣𝑒 𝑣 > 0 için) 

                                                    = ‖𝑢 − 𝑇𝑢‖ + |𝑢 − 𝑣|. 

(iv) 𝑢 ∈ [−1,0]\ (−
1

4
)   ve 𝑣 ∈ −

1

4
   için 

‖𝑢 − 𝑇𝑣‖ = |𝑢| ≤ 2|𝑢| + |𝑢 +
1

4
| 

                                                    = ‖𝑢 − 𝑇𝑢‖ + ‖𝑢 − 𝑣‖. 

(v) 𝑢 ∈ (0,1]   ve 𝑣 ∈ −
1

4
   için 

‖𝑢 − 𝑇𝑣‖ = |𝑢| ≤
5

4
|𝑢| + |𝑢 +

1

4
| 

                                                    = ‖𝑢 − 𝑇𝑢‖ + ‖𝑢 − 𝑣‖. 

Bu durumda 𝑇 dönüşümü 𝜇 ≥ 1 için (𝐸) koşulunu sağlar (Pant and Shukla 2017). 

Lemma 11: 𝑇:𝐷 → 𝑋 dönüşümü (𝐸) şartını sağlayan bir dönüşüm olsun. 𝑇 dönüşümü 

sabit bir noktaya sahip ise quasi genişlemeyendir (Falset et al. 2011). 

Fakat yukarıdaki ifadenin tersi her zaman doğru değildir. 
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Örnek 14:  𝑇: [−1,1] → [−1,1], 

𝑇(𝑥) = {

𝑥

1 + |𝑥|
sin 

1

𝑥
, 𝑥 ≠ 0

0, 𝑥 = 0

 

dönüşümü verilsin. Burada 0 ın 𝑇 dönüşümünün sabit noktası olduğu kontrol etmek kolaydır. 

Her 𝑥 ∈ [−1,1] için |𝑇𝑥| ≤ |𝑥| olup 𝑇 dönüşümü [−1,1] aralığında quasi genişlemeyendir.  

Diğer yandan, her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑥𝑛 =
1

2𝜋𝑛+𝜋/2
 ve 𝑦𝑛 =

1

2𝜋𝑛
 alınırsa; 

|𝑥𝑛 − 𝑇𝑦𝑛| − |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|

|𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛|
=
𝑥𝑛 − (𝑦𝑛 − 𝑥𝑛)

|𝑥𝑛 − 𝑇xn|
 

                                                    =  
𝑥𝑛 − (𝑦𝑛 − 𝑥𝑛)

𝑥𝑛2

1 + 𝑥𝑛

 

                                         = 
(1+𝑥𝑛)(2−

𝑦𝑛
𝑥𝑛
)

𝑥𝑛
 → +∞ 

olur. Sonuç olarak, 𝑇 dönüşümü (𝐸) şartını [−1,1] aralığında sağlamaz (Falset et al. 2011). 

Önerme 12: 𝑇:𝐷 → 𝑋 dönüşümü 𝐷 üzerinde (𝐸𝛼) şartını sağlayan bir dönüşüm olsun. 

Bu durumda aşağıdaki ifadeler geçerlidir. 

(i) Her 𝑥 ∈ 𝐷 için 𝑇𝐷 ⊂ 𝐷 ise, 

∥∥𝑥 − 𝑇2𝑥∥∥ ⩽ (𝛼 + 1) ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥. 

(ii) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için 𝑇𝐷 ⊂ 𝐷 ise 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥⩽ 𝛼∥∥𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥∥∥+∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥. 

(iii) 𝑟 ∈ (0,1) için 𝑇𝑟 = 𝑟𝑇 + (1 − 𝑟)𝐼 olarak tanımlanan 𝑇𝑟: 𝐷 → 𝑋 dönüşümü 𝐷 

üzerinde (𝐸𝛼) şartını sağlar (Burada 𝐼 birim dönüşümdür.) (Falset et al. 2011). 

Tanım 32:  𝑋 bir normlu uzay ve 𝐷, 𝑋 in kapalı sınırlı ve konveks alt küme olsun. 

Eğer 𝑇: 𝐷 → 𝐷 genişlemeyen bir dönüşüm ise, ‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖ → 0  olacak şekilde 𝐷 kümesinde 

tanımlı bir {𝑥𝑛} dizisi vardır. Bu diziye hemen hemen sabit nokta dizisi veya kısaca a.f.p.s 

denir (Falset et al. 2011). 

Önerme 13:  𝐷, 𝑋 in sınırlı bir alt kümesi olsun. 𝑇:𝐷 → 𝐷 keyfi bir dönüşüm olmak 

üzere aşağıdaki ifadelerden en az biri geçerlidir (Falset et al. 2011). 

(i) 𝐷 de 𝑇 dönüşümü için bir a.f.p.s. vardır. 

(ii) 𝑇 dönüşümü 𝐷 üzerinde (𝐸) şartını sağlar. 
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Teorem 6: 𝑋 bir Banach uzayı 𝐷, 𝑋 in boştan farklı bir alt kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝑋  bir 

dönüşüm olsun. Eğer  𝑇:𝐷 → 𝑋 dönüşümü; 

(i) 𝑥𝑛 → 𝑧 ∈ 𝐷 olmak üzere 𝐷 de 𝑇 dönüşümü için bir {𝑥𝑛} hemen hemen sabit nokta 

dizisi vardır,  

(ii) 𝑇 dönüşümü 𝐷 üzerinde (𝐸) şartını sağlar, 

(iii) (𝑋, ‖. ‖) uzayı Opial şartını sağlar, 

şartlarını sağlıyorsa bu durumda 𝑇𝑧 = 𝑧  dir (Falset et al. 2011). 

Lemma 12: 𝑋 bir Banach uzayı, 𝐷, 𝑋 in boş olmayan sınırlı bir alt kümesi ve   𝑇:𝐷 →

𝐷  herhangi bir dönüşüm olsun. Aşağıdaki ifadelerden en az biri doğrudur. 

(i) 𝐷 kümesinde 𝑇 dönüşümü için bir hemen hemen sabit nokta dizisi vardır. 

(ii) 𝑇 dönüşümü 𝐷 kümesi üzerinde (𝐸) şartını sağlar  (Falset et al. 2011). 

 

Sonuç 5: 𝑋 Banach uzayı Opial şartını sağlasın ve 𝐷, 𝑋 in boştan farklı zayıf kapalı 

bir alt kümesi olsun. Ayrıca  𝑇:𝐷 → 𝑋 dönüşümü 𝐷 üzerinde (𝐸) şartını sağlayan bir dönüşüm 

olsun. Bu durumda 𝑇 dönüşümünün 𝐷 de bir sabit noktasının olması için gerek ve yeter şart 

𝑇 dönüşümünün a.f.p.s. özelliğine sahip olmasıdır (Falset et al. 2011). 

2011 yılında Falset, Fuster ve Suzuki (𝐶) şartının bir genelleştirmesi olan (𝐶𝜆) şartını 

aşağıdaki gibi vermişlerdir. 

Tanım 33: 𝑋 bir normlu uzay ve 𝐷, 𝑋 in boştan farklı bir alt kümesi olsun. 𝑇:𝐷 → 𝑋 

dönüşümü her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷  ve 𝜆 ∈ (0,1) için  

𝜆‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ ise ‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ 

şartını sağlıyorsa 𝑇 dönüşümüne (𝐶𝜆) şartını sağlıyor denir. 𝑇 dönüşümü; 

(i)  𝜆 =
1

2
  için (𝐶) şartını sağlar. 

(ii)  0 < 𝜆1 < 𝜆2 < 1 ise (𝐶𝜆1) şartı (𝐶𝜆2) şartını gerektirir.  

 

Aşağıda örnek (ii) nin tersinin yanlış olduğunu gösterir (Falset et al. 2011). 

Örnek 15: 𝑇: [0,1] → [0,1] ve  𝜆 ∈ (0,1) olmak üzere 

𝑇(𝑥) = {

𝑥

2
, 𝑥 ≠ 1

1 + 𝜆

2 + 𝜆
, 𝑥 = 1
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dönüşümü verilsin. 0 < 𝜆′ < 𝜆  için 𝑇 dönüşümü (𝐶𝜆) şartını sağlar ama (𝐶𝜆′) şartını 

sağlamaz. Ayrıca 𝜇 = (2 + 𝜆)/2 için (𝐸𝜇) şartını sağlar (Falset et al. 2011). 

Önerme 14: 𝑋 bir normlu uzay ve 𝐷, 𝑋 in bir alt kümesi olsun. 𝑇:𝐷 → 𝑋  dönüşümü 

bazı 𝜆 ∈ (0,1) için (𝐶𝜆) şartını sağlıyorsa, her 𝑟 ∈ (𝜆, 1)  için 𝑇𝑟(𝑥) = 𝑟𝑇𝑥 + (1 − 𝑟)𝑥   ile 

tanımlanan 𝑇𝑟: 𝐷 → 𝑋  dönüşümü (𝐶𝜆
𝑟

)  şartını sağlar (Falset et al. 2011). 

Lemma 13: 𝐷, 𝑋 Banach uzayın bir alt kümesi olsun. 𝑇:𝐷 → 𝑋 dönüşümü bazı 𝜆 ∈

(0,1) için (𝐶𝜆) şartını sağlasın ve {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 dönüşümü için hemen hemen bir sabit nokta 

dizisi olsun. Bu durumda lim inf𝑛  ∥∥𝑥𝑛 − 𝑦∥∥ > 0 olan her 𝑦 ∈ 𝐷 için, 

lim sup
𝑛→∞

 ∥∥𝑥𝑛 − 𝑇𝑦∥∥ ⩽ lim sup
𝑛→∞

 ∥∥𝑥𝑛 − 𝑦∥∥ 

olur (Falset et al. 2011). 

(𝐶𝜆) tipi genişlemeyen dönüşümlerin özelliklerinden biri de sabit nokta kümesinin 

yapısıyla ilgilidir. Yani Lemma 11 in ispatından hareketle şu ifadeye varılır: 𝑇 dönüşümü, 𝑋 

Banach uzayın kapalı 𝐷 alt kümesi üzerine bir dönüşüm olsun. Dönüşümün bazı 𝜆 ∈ (0,1) 

için (𝐶𝜆) koşulunu sağladığını varsayalım. Bu durumda 𝐹(𝑇)  kapalıdır. Ayrıca, eğer 𝑋 kesin 

konveks ise 𝐹(𝑇) de konvekstir (Falset et al. 2011). 

Sonuç olarak, 𝜆 ≠
1

2
 için (𝐶𝜆) şartının (𝐸) şartını gerektirip gerektirmediği bilinmiyor. 

Aksi taktirde bu durum Lipschitzian dönüşümler için sağlanır. 

Lemma 14: 𝑇:𝐷 → 𝑋   dönüşümü bazı 𝜆 ∈ (0,1)  için (𝐶𝜆) şartını sağlayan 𝐿𝑖𝑝 ( ) 

Lipschitz sabitli bir Lipschitzian dönüşüm olsun. Bu durumda 𝑇 dönüşümü 𝜇 = 𝑚𝑎𝑥 [1, 1 +

𝜆(𝐿𝑖𝑝(𝑇) − 1)] için  (𝐸𝜇) şartını sağlar (Falset et al. 2011). 

İspat:  𝐿𝑖𝑝(𝑇) ≤ 1 ise 𝑇 dönüşümü (𝐸1) şartını sağladığı açıktır. 𝐿𝑖𝑝(𝑇) > 1 için 𝜇 >

1 olur. 𝑇 dönüşümünün 𝐸𝜇 şartını sağlamadığını varsayalım. Bu durumda 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için 

‖𝑥 − 𝑇𝑦‖ > 𝜇‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ + ‖𝑥 − 𝑦‖ olur. Sonuç olarak, 

𝜇‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ + ‖𝑥 − 𝑦‖ < ‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ + 𝐿𝑖𝑝(𝑇)‖𝑥 − 𝑦‖ 

dir.  

Buradan 

(𝜇 − 1)‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ < (𝐿𝑖𝑝(𝑇) − 1)‖𝑥 − 𝑦‖ 

olur. Ayrıca (𝜇 − 1) = 𝜆(𝐿𝑖𝑝(𝑇) − 1) olduğunu biliyoruz. Buradan 

λ‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ < ‖𝑥 − 𝑦‖ 
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elde edilir. 

𝑇 dönüşümü (𝐶𝜆) şartını sağladığı için ‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ dir. Bu durumda 

‖𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ + ‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ + ‖𝑥 − 𝑦‖ 

eşitsizliği elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. 

Yukarıda tanımlanan genelleştirilmiş genişlemeyen dönüşüm sınıflarından hareketle 

2017 yılında Pant ve Shukla, aşağıdaki genelleştirilmiş 𝛼-genişlemeyen dönüşüm sınıfını 

tanımlamıştır. 

Tanım 34: 𝐷, 𝑋 Banach uzayının boş olmayan bir alt kümesi olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 ve 

𝛼 ∈ [0,1) için 𝑇: 𝐷 → 𝐷 dönüşümü 

1

2
‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖   

iken 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ 𝛼‖𝑇𝑥 − 𝑦‖ + 𝛼‖𝑇𝑦 − 𝑥‖ + (1 − 2𝛼)‖𝑥 − 𝑦‖       (3.1)                                                                                        

gerektirmesini sağlıyorsa 𝑇 ye genelleştirilmiş 𝛼-genişlemeyen dönüşüm denir (Pant and 

Shukla 2017). 

Aşağıda genelleştirilmiş 𝛼-genişlemeyen dönüşümlerin bazı temel özellikleri ifade 

edilmiştir. 

Önerme 15: (𝐶) koşulunu sağlayan her dönüşüm, genelleştirilmiş 𝛼-genişlemeyen 

dönüşümdür. Fakat tersi her zaman doğru değildir. (Pant and Shukla 2017) 

 𝛼 = 0 değeri için genelleştirilmiş 𝛼-genişlemeyen dönüşüm (𝐶) koşulunu sağlayan 

bir dönüşüme indirgenir. Bu durumun tersinin doğru olmadığı aşağıdaki örnekte gösterilmiştir. 

Örnek 16: 𝐷 = [0,4], ℝ nin bir alt kümesi ve bu küme üzerinde alışılmış norm 

tanımlansın. 𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümü 

𝑇(𝑥) = {
0, 𝑥 ≠ 4
2, 𝑥 = 4

 

şeklinde verilsin. 𝑥 ∈ (2,
8

3
] ve 𝑦 = 4 için, 

1

2
‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ ve ‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ = 2 > ‖𝑥 − 𝑦‖ 

𝑇 dönüşümü (𝐶) şartını sağlamamaktadır. 𝑥 ∈ (2,3]  ve 𝑦 = 4 için 
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1

2
‖𝑦 − 𝑇𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ ve ‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ > ‖𝑥 − 𝑦‖ 

𝑇 dönüşümü (𝐶) şartını sağlamamaktadır. Bununla birlikte 𝑇 dönüşümü 𝛼 ≥
1

3
 için 

genelleştirilmiş 𝛼-genişlemeyen dönüşümdür (Pant and Shukla 2017). 

Örnek 17: 𝐷 = {(0,0), (2,0), (0,4), (4,0), (4,5), (5,4)}, ℝ2 nin alt kümesi olsun. 𝑋 

üzerinde ∥∥(𝑥1, 𝑥2)∥∥ = |𝑥1| + |𝑥2| şeklinde norm ∥.∥ tanımlansın. Bu durumda (𝑋, ∥.∥) bir 

Banach uzaydır. 𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümü 

𝑇: (
(0,0), (2,0), (0,4), (4,0), (4,5), (5,4)
(0,0), (0,0), (0,0), (2,0), (4,0), (0,4)

) 

şeklinde tanımlansın. 𝛼 ≥
1

5
 ve (𝑥, 𝑦) ≠ ((4,5), (5,4) için 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝛼 ∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ +𝛼 ∥ 𝑇𝑦 − 𝑥 ∥ +(1 − 2𝛼) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

dir. 𝑥 = (4,5) ve 𝑦 = (5,4) olması durumunda 

1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥=

1

2
∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥=

5

2
> 2 =∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

olur. Buradan 𝑇 genelleştirilmiş 𝛼-genişlemeyen dönüşümüdür (Pant and Shukla 2017). 

Önerme 16: 𝐷, 𝑋 Banach uzayın boş olmayan alt kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümü sabit 

noktası 𝑦 ∈ 𝐷 olan genelleştirilmiş 𝛼-genişlemeyen bir dönüşüm olsun. Bu durumda 𝑇 

dönüşümü quasi genişlemeyen dönüşümdür (Pant and Shukla 2017). 

İspat: 𝑦 ∈ 𝐹(𝑇) ve 𝑥 ∈ 𝐷 olsun. 
1

2
∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥= 0 ≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ olduğundan (3.1) den 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥=∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝛼 ∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ +𝛼 ∥ 𝑇𝑦 − 𝑥 ∥ +(1 − 2𝛼) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

olur. Buradan, 

(1 − 𝛼) ∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥≤ (1 − 𝛼) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

dir. Bu durumda (1 − 𝛼) > 0 olduğundan ∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ elde edilir. 

Aşağıdaki Lemma, genelleştirilmiş 𝛼-genişlemeyen dönüşümler için sabit nokta 

kümesinin yapısıyla ilgilidir. 
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Lemma 15: 𝐷, 𝑋 Banach uzayının boş olmayan bir alt kümesi ve 𝑇: 𝐷 → 𝐷 

genelleştirilmiş 𝛼-genişlemeyen bir dönüşüm olmak üzere 𝐹(𝑇) kapalıdır. Ayrıca eğer 𝐸 kesin 

konveks ve 𝐷 konveks ise 𝐹(𝑇) de konvekstir (Pant and Shukla 2017). 

Lemma 16: 𝐷, 𝑋 Banach uzayının boş olmayan bir alt kümesi ve  𝑇: 𝐷 → 𝐷 

genelleştirilmiş 𝛼-genişlemeyen dönüşüm olmak üzere 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için, 

(i) ‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑇𝑥‖, 

(ii) ya 
1

2
‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ ya da 

1

2
‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ ≤ ‖𝑇𝑥 − 𝑦‖, 

(iii) ya 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ≤ 𝛼‖𝑇𝑥 − 𝑦‖ + 𝛼‖𝑥 − 𝑇𝑦‖ + (1 − 2𝛼)‖𝑥 − 𝑦‖ ya da ‖𝑇2𝑥 −

𝑇𝑦‖ ≤ 𝛼‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ + 𝛼‖𝑇2𝑥 − 𝑦‖ + (1 − 2𝛼)‖𝑇𝑥 − 𝑦‖ dir (Pant and Shukla 

2017). 

Lemma 17: 𝐷, 𝑋 Banach uzayının boş olmayan bir alt kümesi ve  𝑇: 𝐷 → 𝐷 

genelleştirilmiş 𝛼-genişlemeyen dönüşüm olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için, 

‖𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤
(3 + 𝛼)

(1 − 𝛼)
‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ + ‖𝑥 − 𝑦‖ 

dir (Pant and Shukla 2017). 

Tanım 35: 𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümü verilsin. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için  

1

2
∥ 𝑥 − 𝑇y ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ iken  

∥ 𝑇x − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝛼 ∥ 𝑇x − 𝑥 ∥ +𝛼 ∥ 𝑇y − 𝑦 ∥ +(1 − 2𝛼) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥
 

gerektirmesi sağlanacak şekilde bir 𝛼 ∈ [0,1) sabiti varsa 𝑇 dönüşümüne Reich-Suzuki 

genişlemeyen dönüşüm denir (Pandey et al. 2018). 

Lemma 18: 𝐷, 𝑋 Banach uzayın boş olmayan alt kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 bir Reich-

Suzuki genişlemeyen dönüşümü olsun. Bu durumda her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için,  

(i) ∥∥𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥∥∥ ≤∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥, 

(ii) ya 
1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ ya da 

1

2
∥∥𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥∥∥ ≤∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥, 

(iii) ya ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝛼 ∥ 𝑇𝑥 − 𝑥 ∥ +𝛼 ∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥ +(1 − 2𝛼) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ ya da 

∥∥𝑇2𝑥 − 𝑇𝑦∥∥ ≤ 𝛼∥∥𝑇2𝑥 − 𝑇𝑥∥∥ + 𝛼 ∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥ +(1 − 2𝛼) ∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ dir 

(Pandey et al. 2018). 
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Lemma 19: 𝐷, 𝑋 Banach uzayın boş olmayan alt kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 Reich-Suzuki 

genişlemeyen dönüşümü olsun. Bu durumda her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için,  

∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ (
3 + 𝛼

1 − 𝛼
) ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

dir (Pandey et al. 2018). 

Aşağıda, Reich-Suzuki genişlemeyen ve genelleştirilmiş 𝛼-genişlemeyen dönüşümleri 

içeren genelleştirilmiş 𝛼-Reich-Suzuki genişlemeyen dönüşüm sınıfı tanımlanmıştır. 

Tanım 36: 𝐷, 𝑋 Banach uzayın boş olmayan alt kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümü 

verilsin. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için  

1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑣 ∥  iken ∥ 𝑇x − 𝑇𝑣 ∥≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑃(𝑥, 𝑣), 𝑄(𝑥, 𝑣)} 

gerektirmesi sağlanacak şekilde bir 𝛼 ∈ [0,1) sabiti varsa 𝑇 dönüşümüne genelleştirilmiş 𝛼-

Reich-Suzuki genişlemeyen dönüşüm denir. Burada  

𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝛼 ∥ 𝑇𝑥 − 𝑥 ∥ +𝛼 ∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥ +(1 − 2𝛼) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

ve 

𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝛼 ∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ +𝛼 ∥ 𝑇𝑦 − 𝑥 ∥ +(1 − 2𝛼) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

dir (Pandey et al. 2018). 

Lemma 20: 𝐷, 𝑋 Banach uzayın boş olmayan alt kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 genelleştirilmiş 

𝛼-Reich-Suzuki genişlemeyen dönüşüm olsun. Bu durumda her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için,  

(i) ∥∥𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥∥∥ ≤∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥, 

(ii) ya  
1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ ya da 

1

2
∥∥𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥∥∥ ≤∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥, 

(iii) ya ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦)} ya da ∥∥𝑇2𝑥 − 𝑇𝑦∥∥ ≤

𝑚𝑎𝑥{𝑃(𝑇𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑇𝑥, 𝑦)} 

dir (Pandey et al 2018). 

Sonuç 13: Reich-Suzuki tipi genişlemeyen dönüşümler, Suzuki genişlemeyen ve 

(3.1)-(3.4) ü sağlayan dönüşümlerden daha geneldir. Ayrıca Lemma 17, genelleştirilmiş bir 

𝛼-Reich-Suzuki genişlemeyen dönüşümün 𝜇 =
(3+𝛼)

(1−𝛼)
 ile (𝐸) şartını sağladığını 

göstermektedir. Bu nedenle genelleştirilmiş 𝛼-genişlemeyen, Reich-Suzuki tipi genişlemeyen 

ve genelleştirilmiş 𝛼-Reich-Suzuki genişlemeyen dönüşümler de (𝐸) şartını sağlayan 

dönüşüm sınıfına aittir (Pandey et al. 2018). 
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2019 yılında Atailia ve arkadaşları aşağıdaki genişlemeyen dönüşüm sınıfını ifade 

etmişlerdir: 

Tanım 37: 𝐷, 𝑋 Banach uzayın boştan farklı bir alt kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 bir dönüşüm 

olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için  

𝛽 ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

iken 

 ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝛼1 ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +𝛼2(∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥)
+𝛼3(∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑥 ∥)

 

gerektirmesi sağlanacak şekilde 𝛼1 + 2𝛼2 + 2𝛼3 = 1 olmak üzere  𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 ∈ [0,1] ve 𝛽 ∈

(0,1) varsa 𝑇 dönüşümüne genelleştirilmiş Suzuki tipi daraltan dönüşüm denir (Atailia et al. 

2019). 

Aşağıdaki önerme, Tanım 37 de ifade edilen dönüşümün, genelleştirilmiş α-Reich-

Suzuki genişlemeyen dönüşüm sınıfını içerdiğini göstermektedir (Pant et al. 2021). 

Önerme 17: Eğer 𝑇:𝐷 → 𝐷 genelleştirilmiş Suzuki tipi daraltan ise (𝛽 =
1

2
 ile),  𝑇 

genelleştirilmiş bir 𝛼-Reich-Suzuki genişlemeyen dönüşümdür (Pant et al. 2021). 

 

İspat: 𝑇, genelleştirilmiş Suzuki tipi daraltan olduğu için, 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝛼1 ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +𝛼2(∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥) + 𝛼3(∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑥 ∥) 

dir. Aşağıdaki iki durum göz önüne alındığında 

(i) (∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥) ≥ (∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑥 ∥) için, 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝛼1 ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +(𝛼2 + 𝛼3)(∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥) 

olur. 

𝛼2 + 𝛼3 = 𝛼 alındığında 𝛼1 + 2𝛼2 + 2𝛼3 = 1, 𝛼1 = 1 − 2𝛼 olduğundan yukarıdaki 

eşitsizlik, 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝛼 ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +𝛼 ∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥ +(1 − 2𝛼) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

halini alır. 

(ii) (∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥) < (∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑥 ∥) için, 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝛼1 ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +(𝛼2 + 𝛼3)(∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑥 ∥) 

dir. Yeniden 𝛼2 + 𝛼3 = 𝛼 ve 𝛼1 = 1 − 2𝛼 olarak alındığında, 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝛼 ∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥ +𝛼 ∥ 𝑦 − 𝑇𝑥 ∥ +(1 − 2𝛼) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 
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elde edilir. Buradan, 

𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝛼 ∥ 𝑇𝑥 − 𝑥 ∥ +𝛼 ∥ 𝑇𝑦 − 𝑦 ∥ +(1 − 2𝛼) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

ve 

𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝛼 ∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ +𝛼 ∥ 𝑇𝑦 − 𝑥 ∥ +(1 − 2𝛼) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

yazılır. Buradan şu sonuca varılır, 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦)}. 

Bu nedenle, 𝑇:𝐷 → 𝐷 genelleştirilmiş bir 𝛼-Reich-Suzuki genişlemeyen dönüşümdür. 

Aşağıdaki örnek, yukarıdaki ifadenin tersinin doğru olması gerekmediğini gösterir. 

Örnek 18: 𝐷 = {(0,0), (1,0), (2,0), (3,0), (4,0), (0,5), (5,4)} kümesi üzerinde ℝ2 

deki ∥⋅∥: = ∥∥(𝑥1, 𝑥2)∥∥ = |𝑥1| + |𝑥2| normu tanımlansın. Ayrıca 𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümü, 

𝑇: (
(0,0), (1,0), (2,0), (3,0), (4,0), (0,5), (5,4)
(0,0), (0,0), (1,0), (2,0), (3,0), (0,0), (0,5)

) 

şeklinde verilsin. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝛼 ≥
6

10
  için  

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦)} 

olduğu görülür. Dolayısıyla, 𝑇 genelleştirilmiş 𝛼-Reich-Suzuki genişlemeyen dönüşümdür. 

Bununla birlikte 𝑥 = (4,0) ve 𝑦 = (5,4) için 

𝛽 ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥= 𝛽 ≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥= 5, ve ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥= 8 

dir. Buradan, 

𝛼1 ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +𝛼2(∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥) 

+𝛼3(∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑥 ∥) = 5 − 3𝛼2 + 5𝛼3 

olur. Böylece her 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 ∈ [0,1] için, 

 ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥> 𝛼1 ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +𝛼2(∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥) + 𝛼3(∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑥 ∥) 

yazılır. Bu nedenle 𝑇 dönüşümü genelleştirilmiş Suzuki tipi bir daralma değildir (Pant et al. 

2021). 

Lemma 21: 𝐷, 𝑋 Banach uzayının boş olmayan bir alt kümesi ve 𝛽 ∈ [
1

2
, 1) olmak 

üzere 𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümünün genelleştirilmiş Suzuki tipi bir daraltan olduğunu varsayalım. 

Bu durumda,  
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∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ (
2 + 𝛼1 + 𝛼2 + 3𝛼3

1 − 𝛼2 − 𝛼3
) ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

olur (Pant et al. 2021). 

Önerme 18: 𝐷, 𝑋 Banach uzayının boş olmayan bir alt kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 

genelleştirilmiş Suzuki tipi genelleştirilmiş bir daraltan olsun. Bu durumda 𝑇 dönüşümü (𝐸) 

şartını sağlar (Pant et al. 2021). 

Tanım 38:  𝑋 bir normlu uzay, 𝐷, 𝑋 in boş olmayan bir kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝑋  bir 

dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷, 𝛾 ∈ [0,1],  𝜇 ∈ [0,
1

2
] ve 2𝜇 ≤ 𝛾 için  

𝛾‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ + 𝜇‖𝑦 − 𝑇𝑦‖  

iken 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ (1 − 𝛾)‖𝑥 − 𝑦‖ + 𝛾(‖𝑥 − 𝑇𝑦‖ + ‖𝑦 − 𝑇𝑥‖) 

gerektirmesi sağlanıyorsa 𝑇 dönüşümü (𝐵𝛾,𝜇 ) şartını sağlıyor denir. Burada 𝛾 = 𝜇 = 0 

alınırsa bu dönüşümün genişlemeyen bir dönüşüm olduğu görülür. 

Ayrıca eğer 𝑇 dönüşümü (𝐶) şartını sağlıyorsa, 𝛾 = 𝜇 = 0 için (𝐵𝛾,𝜇 ) şartını da 

sağlar. Yani  

1

2
‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ ise ‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ 

olur. Buradan 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ (1 − 𝛾)‖𝑥 − 𝑦‖ + 𝜇(‖𝑥 − 𝑇𝑦‖ + ‖𝑦 − 𝑇𝑥‖) 

yazılır. Fakat bu ifadenin tersi genellikle doğru değildir (Patir et al. 2018). 

Örnek 19:  𝑇: [0,2]  → ℝ olmak üzere 

𝑇(𝑥) = {
0, 𝑥 ≠ 2
1, 𝑥 = 2

 

dönüşümü verilsin. 𝑥 = 1,2 ve 𝑦 = 2 için 
1

2
‖𝑇𝑥 − 𝑥‖ = 0.6 < 0.8 = ‖𝑥 − 𝑦‖ olur. Fakat 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ = 1 ≮ 0.8‖𝑥 − 𝑦‖ dir. Dolayısıyla dönüşüm (𝐶) şartını sağlamaz. Diğer yandan 

𝑥 ≠ 2 ve 𝑦 ≠ 2 için 𝑇 dönüşümünün 𝛾 = 1 ve 𝜇 =
1

2
 için (𝐵𝛾,𝜇 ) şartını sağladığı açıktır. 

𝑥 ≠ 2 ve 𝑦 = 2 için ‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ = 1 ve 

(1 − 𝛾)‖𝑥 − 𝑦‖ + 𝜇(‖𝑥 − 𝑇𝑦‖ + ‖𝑦 − 𝑇𝑥‖) 

                          =
1

2
‖𝑥 − 1‖ + 1 (𝛾 = 1 ve 𝜇 =

1

2
 𝑖ç𝑖𝑛) 
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                          > 1 = ‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖. 

dir. 𝑥 = 2 ve 𝑦 ≠ 2 için;  

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ = 1 < (1 − 𝛾)‖𝑥 − 𝑦‖ + 𝜇(‖𝑥 − 𝑇𝑦‖ + ‖𝑦 − 𝑇𝑥‖)  

(𝛾 = 1 ve 𝜇 =
1

2
 için) 

olur. Ayrıca 𝑥 = 2, 𝑦 = 2 için 𝑇 dönüşümünün 𝛾 = 1 ve 𝜇 =
1

2
 olmak üzere (𝐵𝛾,𝜇 ) şartını 

sağladığı açıktır (Patir et al. 2018). 

Aşağıdaki lemma (𝐵𝛾,𝜇 ) şartını sağlayan 𝑇 dönüşümünün aynı zamanda quasi 

genişlemeyen olduğunu göstermektedir. 

Lemma 22:  𝑋 bir normlu uzay ve 𝐷, 𝑋 in boştan farklı bir alt kümesi olsun. 𝑇: 𝐷 → 𝑋 

dönüşümü (𝐵𝛾,𝜇 ) şartını sağlasın.  𝑧 ∈ 𝐹(𝑇) ve her 𝑥 ∈ 𝐷 için 

‖𝑧 − 𝑇𝑥‖ ≤ ‖𝑧 − 𝑥‖ 

dir (Patir et al. 2018). 

Lemma 23: 𝑋 bir normlu uzay ve 𝐷, 𝑋 in boştan farklı bir alt kümesi olsun. 𝑇: 𝐷 → 𝐷 

dönüşümü (𝐵𝛾,𝜇 ) şartını sağlasın. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 ve 𝑐 ∈ [0,1] için 

(i) ‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ dir. 

(ii) Aşağıdaki (a) ve (b) den az biri sağlansın; 

(a) 
𝑐

2
‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖,  

(b) 
𝑐

2
‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ ≤ ‖𝑇𝑥 − 𝑦‖. 

Bu durumda  

(a) koşulu ‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ (1 −
𝑐

2
) ‖𝑥 − 𝑦‖ + 𝜇(‖𝑥 − 𝑇𝑦‖ + ‖𝑦 − 𝑇𝑥‖) eşitsizliğini, 

(b) koşulu da ‖𝑇2𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ (1 −
𝑐

2
) ‖𝑇𝑥 − 𝑦‖ + 𝜇(‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ + ‖𝑦 − 𝑇2𝑥‖)  

eşitsizliğini gerektirir. Ayrıca 

‖𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ (3 − 𝑐)‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ + (1 −
𝑐

2
) ‖𝑥 − 𝑦‖ 

                                        +𝜇(2‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ + ‖𝑥 − 𝑇𝑦‖ + ‖𝑦 − 𝑇𝑥‖ + 2‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖) 

(Patir et al. 2018). 
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Genelleştirilmiş Genişlemeyen Dönüşümler İçin Sabit Noktalarının Varlığı  

Bu kısımda yukarıda 1. Bölümde verilen genelleştirilmiş genişlemeyen dönüşüm 

sınıflarının sabit noktalarının varlığı ile ilgili bazı sabit nokta teoremlerine yer verilecektir. 

Yakın zamanda Suzuki aşağıdaki sabit nokta teoremini ispatlamıştır: 

Teorem 7: (𝑋, 𝑑) kompakt metrik uzay ve 𝑇, 𝑋 üzerinde bir dönüşüm olsun. Ayrıca 

her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 
1

2
𝑑(𝑥, 𝑇𝑥)  < 𝑑(𝑥, 𝑦) iken 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) < 𝑑(𝑥, 𝑦) şartı sağlansın. Bu durumda 

𝑇 nin tek sabit noktası vardır (Suzuki 2009). 

 

Bu sonuç aşağıdaki iki teoreme dayanmaktadır: 

Teorem 8: (𝑋, 𝑑) kompakt metrik uzay ve 𝑇, 𝑋 üzerinde bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈

𝑋 için 𝑥 ≠ 𝑦 olmak üzere 𝑑( 𝑇𝑥, 𝑇𝑦 ) < 𝑑(𝑥, 𝑦) ise 𝑇 nin tek bir sabit noktası vardır (Edelstein 

1966). 

Teorem 9: [0,1) den (1/2,1] aralığına artan olmayan 𝜃 fonksiyonu aşağıdaki şekilde 

tanımlansın; 

𝜃(𝑟) = {

1  , 0 ≤ 𝑟 ≤ (√5 − 1)/2

(1 − 𝑟)𝑟−2  , (√5 − 1)/2 ≤ 𝑟 ≤ 2−1/2

(1 + 𝑟)−1  , 2−1/2 ≤ 𝑟 < 1.

 

Bu durumda (𝑋, 𝑑) metrik uzayı için aşağıdakiler geçerlidir, 

(i) 𝑋 tamdır. 

(ii) 𝑋 üzerinde aşağıdaki şartları sağlayan her 𝑇 dönüşümünün bir sabit noktası vardır. 

Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝜃(𝑟)𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) iken 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑟𝑑(𝑥, 𝑦) olacak şekilde 

𝑟 ∈ [0,1) vardır (Suzuki 2008b). 

Teorem 10: 𝐷, UCED Banach uzayı olan 𝑋 nin zayıf kompakt konveks bir alt kümesi 

ve 𝑇, 𝐷 üzerinde bir dönüşüm olsun. 𝑇 nin (𝐶) koşulunu sağladığını varsayalım. Bu durumda 

𝑇 nin bir sabit noktası vardır (Suzuki 2008b). 

Teorem 11: 𝑋 bir Banach uzay, 𝑇 ve 𝑆 dönüşümleri 𝐷 küzerinde 𝑇(𝐷) ⊂ 𝑆(𝐷) olacak 

şekilde kendi üzerine tanımlı dönüşümler olsun. Ayrıca 𝑆(𝐷) kümesi 𝐸 Banach uzayın kapalı 

konveks alt kümesi olsun ve 𝑇 dönüşümü (SKC) şartını sağlasın. 𝑥1 ∈ 𝑆(𝐷) olmak üzere 𝑇(𝐷) 

içinde bir {𝑥𝑛} dizisi 𝑆𝑥𝑛+1 = 𝜆𝑇𝑥𝑛 + (1 − 𝜆)𝑆𝑥𝑛 şeklinde tanımlansın. Burada 𝜆, [
1

2
, 1) 

aralığındadır. lim𝑛→∞  ∥∥𝑇𝑥𝑛 − 𝑆𝑥𝑛∥∥ = 0 olduğunu kabul edelim. Bu durumda 𝑇 ve 𝑆 nin bir 

çakışık noktası vardır (Karapınar and Taş 2011). 
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Sonuç 6: 𝑋 bir Banach uzay ve 𝑇, 𝑆: 𝐷 → 𝑋 dönüşümleri 𝐷 üzerinde 𝑇(𝐷) ⊂ 𝑆(𝐷) 

şartını sağlasın. Ayrıca 𝑆(𝐷), 𝐸 Banach uzayın kapalı konveks alt kümesi olsun. 𝑥1 ∈ 𝑆(𝐷) 

ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere 𝑇(𝐷) içinde  𝑆𝑥𝑛+1 = 𝜆𝑇𝑥𝑛 + (1 − 𝜆)𝑆𝑥𝑛 şeklinde bir {𝑥𝑛} dizisi 

tanımlansın. Burada 𝜆, [
1

2
, 1) aralığındadır. lim𝑛→∞  ∥∥𝑇𝑥𝑛 − 𝑆𝑥𝑛∥∥ = 0 olduğunu kabul edelim. 

Eğer 𝑆 ve 𝑇 dönüşümleri aşağıdakilerden birini sağlıyorsa: 

1

2
∥ 𝑆𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑆𝑥 − 𝑆𝑦 ∥⇒∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝑚𝑎𝑥 {

∥ 𝑆𝑥 − 𝑆𝑦 ∥,
1

2
[∥ 𝑆𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑇𝑦 − 𝑆𝑦 ∥]

} ,

1

2
∥ 𝑆𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑆𝑥 − 𝑆𝑦 ∥⇒∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤

1

2
[∥ 𝑆𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑇𝑦 − 𝑆𝑦 ∥],

1

2
∥ 𝑆𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑆𝑥 − 𝑆𝑦 ∥⇒∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤

1

2
[∥ 𝑇𝑥 − 𝑆𝑦 ∥ +∥ 𝑆𝑥 − 𝑇𝑦 ∥],

 

bu durumda 𝑇 ve 𝑆 nin bir çakışık noktası vardır (Karapınar and Taş 2011). 

Teorem 12: 𝑋 bir Banach uzay ve 𝑇, 𝑆: 𝐷 → 𝑋 dönüşümleri 𝑇(𝐷) ⊂ 𝑆(𝐷) şartını 

sağlasın ve 𝑆(𝐷), 𝑋 Banach uzayın zayıf kapalı konveks ve Opial şartını sağlayan bir alt 

kümesi olsun. Ayrıca her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için, 

1

2
∥ 𝑆𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑆𝑥 − 𝑆𝑦 ∥⇒∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝑁(𝑆𝑥, 𝑆𝑦) 

gerektirmesi sağlansın. Burada 

𝑁(𝑆𝑥, 𝑆𝑦) = 𝑚𝑎𝑥 {
∥ 𝑆𝑥 − 𝑆𝑦 ∥,

1

2
[∥ 𝑆𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑇𝑦 − 𝑆𝑦 ∥],

1

2
[∥ 𝑇𝑥 − 𝑆𝑦 ∥ +∥ 𝑆𝑥 − 𝑇𝑦 ∥]

} 

dir. 𝑥1 ∈ 𝑆(𝐷) ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere 𝑇(𝐷) içinde  𝑆𝑥𝑛+1 = 𝜆𝑇𝑥𝑛 + (1 − 𝜆)𝑆𝑥𝑛 şeklinde bir 

{𝑥𝑛} dizisi tanımlansın. Burada 𝜆, [
1

2
, 1) aralığındadır.  lim𝑛→∞  ∥∥𝑇𝑥𝑛 − 𝑆𝑥𝑛∥∥ = 0 olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda 𝑇 ve 𝑆 nin bir çakışık noktası vardır (Karapınar and Taş 2011). 

Teorem 13: 𝐷, UCED Banach uzayı olan 𝑋 in zayıf kapalı konveks bir alt kümesi ve 

𝑇 dönüşümü 𝐷 üzerine tanımlı olsun. Ayrıca 𝑇 dönüşümü (𝑆𝐾𝐶) koşulunu sağlasın. 𝑥1 ∈ 𝐷 

ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere  𝑥𝑛+1 = 𝜆𝑇𝑥𝑛 + (1 − 𝜆)𝑥𝑛 şeklinde bir {𝑥𝑛} dizisi tanımlansın. Burada 

𝜆, [
1

2
, 1) aralığındadır.  lim𝑛→∞  ∥∥𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛∥∥ = 0 olduğunu kabul edelim. Bu durumda 𝑇 nin 

bir sabit noktası vardır (Karapınar and Taş 2011). 

Teorem 14: 𝑋 bir Banach uzay ve 𝑇, 𝑆: 𝐷 → 𝑋 dönüşümleri 𝑇(𝐷) ⊂ 𝑆(𝐷) şartını 

sağlasın. 𝑆(𝐷) kümesinin 𝑋 Banach uzayın zayıf kapalı konveks ve Opial şartını sağlayan bir 

alt kümesi olsun. Ayrıca her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için, 
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1

2
∥ 𝑆𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑆𝑥 − 𝑆𝑦 ∥  

iken 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤
1

3
[∥ 𝑆𝑥 − 𝑆𝑦 ∥ +∥ 𝑇𝑥 − 𝑆𝑦 ∥ +∥ 𝑆𝑥 − 𝑇𝑦 ∥] 

olduğunu varsayalım. 𝑇(𝐷) içinde 𝑥1 ∈ 𝑆(𝐷) ve 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere  𝑆𝑥𝑛+1 = 𝜆𝑇𝑥𝑛 + (1 −

𝜆)𝑆𝑥𝑛 şeklinde bir {𝑥𝑛} dizisi tanımlansın. Burada 𝜆, [
1

2
, 1) aralığındadır.  lim𝑛→∞  ∥∥𝑇𝑥𝑛 −

𝑆𝑥𝑛∥∥ = 0 olduğunu kabul edelim. Bu durumda 𝑇 ve 𝑆 nin bir çakışık noktası vardır (Karapınar 

2012b). 

Bu alandaki bu gelişmelerden hareketle, 2012 yılında Karapınar, Suzuki, Edelstein ve 

Berinde'nin iyi bilinen sonuçlarını literatürdeki çok sayıda ilgili sonuca tamamlamak için 

birleştirdi. 

 Teorem 15: (𝑋, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 hemen hemen daraltan olsun. Yani 

her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝐿𝑑(𝑦, 𝑇𝑥) 

eşitsizliği sağlanacak şekilde bir 𝑘 ∈ [0,1) ve 𝐿 ≥ 0 sabitleri var olsun. Bu durumda 𝐹(𝑇) =

{𝑥 ∈ 𝑋: 𝑇𝑥 = 𝑥} ≠ ∅ (Berinde 2004). 

 

Teorem 16: (𝑋, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 hemen hemen daraltan olsun. Yani 

her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝐿𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) 

eşitsizliği sağlanacak şekilde bir 𝑘 ∈ [0,1) ve 𝐿 ≥ 0 sabitleri var olsun. Bu durumda 

dönüşümün tek bir sabit noktası vardır (Berinde 2004). 

 

Teorem 17: (𝑋, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋  bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑥 ≠ 𝑦 ve 𝐿 > 0 olmak üzere, 

1

2
𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) < 𝑑(𝑥, 𝑦) 

iken 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) <
1

2
[𝑑(𝑇𝑥, 𝑥) + 𝑑(𝑇𝑦, 𝑦)] + 𝐿𝑚𝑎𝑥{𝑑(𝑦, 𝑇𝑥), 𝑑(𝑥, 𝑇𝑦), 𝑑(𝑥, 𝑦)} 
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şartı sağlansın. Bu durumda 𝑇 nin bir sabit noktası vardır (Karapınar 2012a). 

Sonuç 7: (𝑋, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋  bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑥 ≠ 𝑦 ve 𝐿 > 0 olmak üzere, 

1

2
𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) < 𝑑(𝑥, 𝑦) 

iken 

⇒ 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) <
1

2
[𝑑(𝑇𝑥, 𝑥) + 𝑑(𝑇𝑦, 𝑦)] + 𝐿𝑚𝑎𝑥{𝑑(𝑥, 𝑇𝑥), 𝑑(𝑦, 𝑇𝑦), 𝑑(𝑥, 𝑦)} 

şartı sağlansın. Bu durumda 𝑇 nin bir sabit noktası vardır (Karapınar 2012a). 

Teorem 18: (𝑋, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋  bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑥 ≠ 𝑦 ve 𝐿 > 0 olmak üzere, 

1

2
𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) < 𝑑(𝑥, 𝑦)

 ⇒ 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) <
1

2
[𝑑(𝑇𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑇𝑦, 𝑥)] + 𝐿𝑚𝑎𝑥{𝑑(𝑦, 𝑇𝑥), 𝑑(𝑥, 𝑇𝑦), 𝑑(𝑥, 𝑦)}

 

şartı sağlansın. Bu durumda 𝑇 nin bir sabit noktası vardır (Karapınar 2012a). 

Teorem 19: (𝑋, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋  bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑥 ≠ 𝑦 ve 𝐿 > 0 olmak üzere, 

1

2
𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) < 𝑑(𝑥, 𝑦) ⇒ 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) <

1

3
[𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑇𝑥, 𝑥) + 𝑑(𝑇𝑦, 𝑦)]

 +𝐿𝑚𝑎𝑥{𝑑(𝑦, 𝑇𝑥), 𝑑(𝑥, 𝑇𝑦), 𝑑(𝑥, 𝑦)}
 

şartı sağlansın. Bu durumda 𝑇 nin bir sabit noktası vardır (Karapınar 2012a). 

Teorem 20 (𝑋, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋  bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

1

2
𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) < 𝑑(𝑥, 𝑦) 

iken 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) <
1

5
[𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑇𝑥, 𝑥) + 𝑑(𝑇𝑦, 𝑦) + 𝑑(𝑇𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑇𝑦, 𝑥)] 

+𝐿𝑚𝑎𝑥{𝑑(𝑦, 𝑇𝑥), 𝑑(𝑥, 𝑇𝑦), 𝑑(𝑥, 𝑦)} 

şartı sağlansın. Bu durumda 𝑇 nin bir sabit noktası vardır (Karapınar 2012a). 
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Banach Teoremine göre, eğer 𝑋 uzayı tam ise, her daraltan dönüşümün tek bir sabit 

noktası vardır ve bu nokta 𝑋 in herhangi bir noktasındaki dönüşümün tekrarlı iterasyonunun 

limiti olarak elde edilebilir. Ancak genişlemeyen bir dönüşümün sabit noktaya sahip olması 

gerekmez. 𝑋 uzayı konveks bir yapıya sahip olduğunda bu tür dönüşümlerin sabit noktası 

olabilir. Daraltan ve genişlemeyen dönüşümlerle ilgili şartlarının daha genel şartlarla 

değiştirildiği çok farklı çalışmaları literatürde görebiliriz (Karapınar and Taş 2011; Greguš 

1980; Bogin 1976; Ćirić 1993).  

1976 yılında Bogin aşağıdaki sonucu kanıtlamıştır. 

Teorem 21: (𝑋, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü 

           𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑎𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑏[𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) + 𝑑(𝑦, 𝑇𝑦)] + 𝑐[𝑑(𝑥, 𝑇𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑇𝑥)]         (3.2) 

eşitsizliğini sağlasın. Burada 𝑎 ≥ 0, 𝑏 > 0, 𝑐 > 0 ve 𝑎 + 2𝑏 + 2𝑐 = 1’dir.  Bu durumda 𝑇 nin 

tek bir sabit noktası vardır (Bogin 1976). 

Bu sonuç 1993 yılında Ćirić ve 1989 yılında Li tarafından genelleştirilmiştir. Greguš, 𝑐 = 0 

ile (3.2) ve (3.3) ü sağlayan 𝑋 üzerinde 𝑇 dönüşüm sınıfını ele aldı ve aşağıdaki teoremi 

kanıtladı (Ćirić 1993; Bing-you 1989). 

Teorem 22: 𝐷, bir 𝑋 Banach uzayının boş olmayan kapalı bir konveks alt kümesi ve 

𝑇:𝐷 → 𝐷 aşağıdaki şartları sağlayan bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için  

                 ∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝑎 ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +𝑏(∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥)                    (3.3) 

eşitsizliği sağlanacak şekilde 𝑎 > 0, 𝑏 > 0 sabitleri var olsun. Burada 𝑎 + 2𝑏 = 1 dir. Bu 

durumda 𝑇 nin tek bir sabit noktası vardır (Greguš 1980). 

Aşağıdaki sonuç, Bogin’in teoreminin genelleştirmesidir. 

Teorem 23: (𝑋, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 aşağıdaki koşulları sağlayan bir 

dönüşüm olsun. 

1

2
𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

iken 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑎𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑏[𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) + 𝑑(𝑦, 𝑇𝑦)] + 𝑐[𝑑(𝑥, 𝑇𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑇𝑥)],       (3.4)      

𝑎 ≥ 0, 𝑏 > 0, 𝑐 > 0 ve 𝑎 + 2𝑏 + 2𝑐 = 1 dir. Bu durumda 𝑇 nin tek bir sabit noktası vardır 

(Popescu 2011). 

Örnek 20: 𝑋 = [−1,1] kümesi üzerinde alışılmış metrik tanımlansın ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 

dönüşümü, 
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𝑇𝑥 = {

−𝑥  , 𝑥 ∈ [0,3/4) ∪ (3/4,1]
𝑥/2  , 𝑥 ∈ [−1,0)
0  , 𝑥 = 3/4

 

şeklinde verilsin. Bu durumda 

(i) 𝑇 nin tek bir sabit noktası vardır. 

(ii) 𝑇 dönüşümü 𝑎 = 1/2, 𝑏 = 𝑐 = 1/8 için (3.4) şartını sağlar yani, 

𝑑(𝑥, 𝑇𝑥)/2 ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) ⇒ 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑀(𝑥, 𝑦), 

dir. Burada 𝑀(𝑥, 𝑦) =
1

2
𝑑(𝑥, 𝑦) +

1

8
[𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) + 𝑑(𝑦, 𝑇𝑦) + 𝑑(𝑥, 𝑇𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑇𝑥)] dir. 

(iii) 𝑇 dönüşümü Suzuki'nin Teorem 9 daki koşulunu sağlamamaktadır. 

(iv) 𝑇 dönüşümü 𝑎 = 1/2, 𝑏 = 𝑐 = 1/8 için Bogin’in (3.2) şartını sağlamaz (Popescu 

2011). 

Teorem 24: 𝐷, bir UCED 𝑋 Banach uzayın boş olmayan zayıf kapalı konveks alt 

kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Eğer, 

a) 𝑇, 𝐷 üzerinde (𝐸) şartını sağlar ve 

b) 𝑖𝑛𝑓{∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥: 𝑥 ∈ 𝐷} = 0 

ise 𝑇 dönüşümü bir sabit noktaya sahiptir (Falset et al. 2011). 

Sonuç 8:  𝑋 Banach uzayı Opial şartını sağlasın ve 𝐷, 𝑋 in boştan farklı zayıf kapalı 

bir alt kümesi olsun. Ayrıca  𝑇:𝐷 → 𝑋  dönüşümü 𝐷 üzerinde (𝐸) şartını sağlayan bir 

dönüşüm olsun. Bu durumda 𝑇 dönüşümünün 𝐷 de bir sabit noktasının olması için gerek ve 

yeter şart 𝑇 dönüşümünün hemen hemen sabit nokta dizisi özelliğine sahip olmasıdır (Falset 

et al. 2011). 

Teorem 25: 𝑋 bir Banach uzayı ve 𝐷, 𝑋 in boştan farklı zayıf kapalı konveks bir alt 

kümesi olmak üzere eğer  𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümü 

(i) 𝑇 dönüşümü 𝑆 üzerinde (𝐶𝜆)  şartını sağlar, 

(ii) (𝑋, ‖. ‖) Opial şartını sağlar, 

(iii) 𝐼 − 𝑇 dönüşümü 0𝑥  te güçlü yarı kapalıdır, 

şartlarını sağlıyorsa bu durumda 𝑇𝑧 = 𝑧 dir (Falset et al. 2011). 

Teorem 26: 𝐷, bir 𝑋 Banach uzayın konveks bir alt kümesi olsun. 𝑇:𝐷 → 𝐷 

dönüşümü, bazı 𝜆 ∈ (0,1) için (𝐸) ve (𝐶𝜆) yı sağlayan bir dönüşüm olsun. Aşağıdakilerden 

herhangi birinin geçerli olduğunu varsayalım, 

a) 𝐶 zayıf kompaktır ve (𝑋, ∥⋅∥) Opial şartını sağlar. 
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b) 𝐶 kompaktır. 

c) 𝐶 zayıf kompaktır ve 𝑋 UCED dir.  

Bu durumda 𝑇 bir sabit noktaya sahiptir (Falset et al. 2011). 

Teorem 27: 𝑋 bir düzgün konveks Banach uzay ve 𝐷, 𝑋 in zayıf kapalı konveks bir 

alt kümesi olmak üzere 𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümü (𝐵𝛾,𝜇 ) şartını sağlasın. Bu durumda 𝑇 dönüşümü 

bir sabit noktaya sahiptir (Patir et al. 2018). 

Genelleştirilmiş Genişlemeyen Dönüşümler İçin Yakınsama Teoremleri 

Teorem 28: 𝑇, 𝐷 üzerine bir dönüşüm ve 𝐷, 𝑋 Banach uzayının kapalı konveks bir alt 

kümesi olsun. 𝑇 dönüşümü (𝐶) şartını sağlasın. 𝐷 içinde 𝑥1 ∈ 𝐷, 𝑛 ∈ ℕ ve 𝜆 ∈ [
1

2
, 1) olmak 

üzere  𝑥𝑛+1 = 𝜆𝑇𝑥𝑛 + (1 − 𝜆)𝑥𝑛 şeklinde bir {𝑥𝑛} dizisi tanımlansın. Bu durumda {𝑥𝑛}  dizisi 

𝑇 nin bir sabit noktasına güçlü yakınsar (Suzuki 2008a). 

Teorem 29: 𝑇, 𝐷 üzerine bir dönüşüm ve 𝐷, 𝑋 Banach uzayının zayıf kapalı konveks 

ve Opial şartını sağlayan bir alt kümesi olsun. 𝑇 dönüşümü (𝐶) şartını sağlasın 𝐷 içinde 𝑥1 ∈

𝐷, 𝑛 ∈ ℕ ve 𝜆 ∈ [
1

2
, 1) olmak üzere  𝑥𝑛+1 = 𝜆𝑇𝑥𝑛 + (1 − 𝜆)𝑥𝑛 şeklinde bir {𝑥𝑛} dizisi 

tanımlansın. Bu durumda {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin bir sabit noktasına zayıf yakınsar (Suzuki 2008a). 

2016 yılında Thakur, yukarıdaki teoremlerde geçen Krasnoselskij iterasyonlarından 

farklı olarak aşağıdaki iterasyonu (𝐶) şartını sağlayan dönüşümlerin sabit noktasına 

yaklaşmak için ifade etmiştir. 

                                  

{
 

 
𝑥1 ∈ 𝐶,

𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑦𝑛
𝑦𝑛 = 𝑇((1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑧𝑛)

𝑧𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛

                                                  (3.5)    

Burada {𝛼𝑛} ve {𝛽𝑛} dizis (0,1) aralığında reel dizilerdir (Thakur et al. 2016a). 

Aşağıda bu iterasyon yardımıyla elde edilmiş bazı sonuçlara yer verilecektir. 

Lemma 24: 𝐷, 𝑋 Banach uzayın boş olmayan kapalı bir konveks alt kümesi ve sabit 

noktalar kümesi boş kümeden farklı olan 𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümü (𝐶) şartını sağlayan bir 

dönüşüm olsun. 𝑝 ∈ 𝐹(𝑇) ve (3.5) tarafından tanımlanan {𝑥𝑛} dizisi için lim𝑛→∞  ∥∥𝑥𝑛 − 𝑝∥∥ 

vardır (Thakur et al. 2016a). 

Teorem 30: 𝐷, düzgün konveks 𝑋 Banach uzayın boş olmayan kapalı bir konveks alt 

kümesi olsun ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümü (𝐶) şartını sağlasın. Rastgele seçilen 𝑥1 ∈ 𝐷 için  {𝑥𝑛} 

dizisi tüm 𝑛 ≥ 1 için (3.5) tarafından üretilsin. Burada {𝛼𝑛} ve {𝛽𝑛} dizileri 0 < 𝑎 ≤ 𝑏 < 1 
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şartını sağlayan 𝑎, 𝑏 için [𝑎, 𝑏] aralığındaki reel sayı dizileridir. Bu durumda 𝐹(𝑇) ≠ ∅ olması 

için gerek ve yeter şart {𝑥𝑛} dizisinin sınırlı ve lim𝑛→∞  ∥∥𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛∥∥ = 0 olmasıdır (Thakur et 

al. 2016a). 

Teorem 31: 𝐷, Opial özelliğine sahip düzgün konveks bir 𝑋 Banach uzayın boş 

olmayan kapalı bir konveks alt kümesi olsun. 𝑇 ve  {𝑥𝑛}, Teorem 30 daki gibi tanımlansın ve 

𝐹(𝑇) ≠ ∅ olsun. Bu durumda {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin sabit noktasına zayıf yakınsar (Thakur et al. 

2016a). 

Teorem 32: 𝐷, düzgün konveks bir 𝑋 Banach uzayın boş olmayan kompakt konveks 

alt kümesi olsun. 𝑇 ve  {𝑥𝑛}, Teorem 30 daki gibi tanımlansın. Bu durumda {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin 

sabit noktasına güçlü yakınsar (Thakur et al. 2016a). 

Yukarıdaki kullanılan iterasyon metotlarından daha etkili bir iterasyon metodu 

tanımlamak için Ullah ve Arsad aşağıdaki tanımı vermişlerdir. 

"M iterasyon Metodu" olarak bilinen bu metot şu şekilde tanımlanmıştır:  

                                       {

𝑥0 ∈ 𝐶

𝑧𝑛 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑥𝑛
𝑦𝑛 = 𝑇𝑧𝑛
𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑦𝑛

                                                        (3.6) 

(Ullah and Arsad 2018). 

Ullah ve Arsad, bu metodu kullanarak aşağıdaki sonuçları elde etmişlerdir. 

Lemma 25: 𝐷, bir 𝑋 Banach uzayın boş olmayan kapalı bir konveks alt kümesi olsun 

ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümü 𝐹(𝑇) ≠ ∅ ile Suzuki genelleştirilmiş genişlemeyen dönüşüm olsun. 

Rastgele seçilen 𝑥0 ∈ 𝐷 için, {𝑥𝑛} dizisi (3.6) tarafından üretilsin. Bu durumda herhangi bir 

𝑝 ∈ 𝐹(𝑇) için lim𝑛→∞  ∥∥𝑥𝑛 − 𝑝∥∥ mevcuttur (Ullah and Arsad 2018). 

Teorem 33: 𝐷, bir 𝑋 düzgün konveks Banach uzayın boş olmayan kapalı bir konveks 

ve Opial özelliğini sağlayan alt kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümü 𝐹(𝑇) ≠ ∅ ile birlikte Suzuki 

genelleştirilmiş genişlemeyen dönüşüm olsun. Rastgele seçilen 𝑥0 ∈ 𝐷 için, {𝑥𝑛}  dizisi tüm 

𝑛 ≥ 1 için (3.6) tarafından üretilsin ve {𝛼𝑛} ve {𝛽𝑛} dizileri 0 < 𝑎 ≤ 𝑏 < 1 olacak şekilde 

𝑎, 𝑏 için [𝑎, 𝑏] aralığında reel sayı dizileri olsun. Bu durumda {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin bir sabit 

noktasına zayıf yakınsar (Ullah and Arsad 2018). 

Teorem 34: 𝐷, bir 𝑋 düzgün konveks Banach uzayın boş olmayan kapalı bir konveks 

alt kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümü Suzuki genelleştirilmiş genişlemeyen dönüşüm olsun. 

Rastgele seçilen 𝑥0 ∈ 𝐷 için, {𝑥𝑛}  dizisi tüm 𝑛 ≥ 1 için (3.6) tarafından üretilsin. Burada 
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{𝛼𝑛} ve {𝛽𝑛} dizileri 0 < 𝑎 ≤ 𝑏 < 1 olmak üzere 𝑎, 𝑏 için [𝑎, 𝑏] aralığında reel sayı dizileridir. 

Bu durumda {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin bir sabit noktasına güçlü yakınsar (Ullah and Arsad 2018). 

Son zamanlarda, Sahu ve arkadaşları ile Thakur ve arkadaşları düzgün konveks Banach 

uzayında genişlemeyen dönüşümler için aşağıdaki aynı iterasyon şemasını tanıttı: 

                                      

{
 

 
𝑥 = 𝑥1 ∈ 𝐶,

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝑎𝑛)𝑇𝑧𝑛 + 𝑎𝑛𝑇𝑦𝑛,

𝑦𝑛 = (1 − 𝑏𝑛)𝑧𝑛 + 𝑏𝑛𝑇𝑧𝑛,

𝑧𝑛 = (1 − 𝑐𝑛)𝑥𝑛 + 𝑐𝑛𝑇𝑥𝑛, 𝑛 ∈ ℕ.

                                                             (3.7)     

Burada {𝑎𝑛}, {𝑏𝑛} ve {𝑐𝑛} dizileri (0,1) aralığındadır. Yazarlar, bu iterasyonun diğer 

tüm iterasyonlardan daha hızlı şekilde daraltan dönüşümünün sabit noktasına yakınsadığını 

kanıtladılar (Sahu et al. 2016; Thakur et al. 2016b). 

Lemma 26: 𝐷, düzgün konveks bir 𝑋 Banach uzayın boş olmayan, kapalı ve konveks 

bir alt kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷, 𝐹(𝑇) ≠ ∅ ile Suzuki'nin genelleştirilmiş genişlemeyen dönüşümü 

olsun. {𝑥𝑛} dizisi (3.7) iterasyonuyla tanımlansın. Bu durumda tüm 𝑝 ∈ 𝐹(𝑇) için 

lim𝑛→∞  ∥∥𝑥𝑛 − 𝑝∥∥ vardır (Ali et al. 2019). 

Lemma 27: 𝐷, düzgün konveks bir 𝑋 Banach uzayın boş olmayan, kapalı ve konveks 

bir alt kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷, Suzuki'nin genelleştirilmiş genişlemeyen dönüşümü olsun. {𝑥𝑛} 

dizisi (3.7) iterasyonu ile tanımlanan bir dizi olsun. Bu durumda 𝐹(𝑇) ≠ ∅ olması için gerek 

ve yeter şart {𝑥𝑛} dizisinin sınırlı ve lim𝑛→∞  ∥∥𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛∥∥ = 0 olmasıdır (Ali et al. 2019). 

Teorem 35: 𝐷, düzgün konveks 𝑋 Banach uzayın boş olmayan, kapalı ve konveks bir 

alt kümesi ve 𝑇: 𝐷 → 𝐷 Suzuki'nin genelleştirilmiş genişlemeyen bir dönüşümü olsun. {𝑥𝑛} 

dizisi (3.7) iterasyonu ile tanımlanan bir dizi olsun. Ayrıca 𝑋 in Opial şartını sağladığını 

varsayalım. Bu durumda {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin sabit noktasına zayıf yakınsar. (Ali et al. 2019) 

Teorem 36: 𝐷, düzgün konveks bir 𝑋 Banach uzayın boş olmayan, kompakt ve 

konveks bir alt kümesi olsun. 𝑇 dönüşümü ve  {𝑥𝑛} dizisi Lemma 27 deki gibi tanımlansın. 

Bu durumda {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin bir sabit noktasına güçlü yakınsar (Ali et al. 2019). 

1974 yılında Senter ve Dotson aşağıdaki gibi tanımlanan (𝐼) koşulunu sağlayan 

dönüşüm kavramını tanıtmıştır. 

Tanım 39: Eğer her 𝑟 > 0, her 𝑥 ∈ 𝐷,  ℎ(0) = 0 ve ℎ(𝑟) > 0 olmak üzere, 𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) ≥

ℎ(𝑑(𝑥, 𝐹(𝑇))) şartını sağlayacak şekilde ℎ : [0,∞) → [0,∞) azalmayan bir ℎ fonksiyonu 

varsa 𝑇 dönüşümü 𝐷 üzerinde (𝐼) şartını sağlıyor denir. Burada 𝑑(𝑥, 𝐹(𝑇)) = inf{𝑑(𝑥, 𝑝): 𝑝 ∈

𝐹(𝑇)} dir (Senter and Dotson 1974). 

Aşağıda (𝐼) koşulu kullanılarak güçlü yakınsama sonucu ispatlanmıştır. 
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Teorem 37: 𝐷, düzgün konveks bir 𝑋 Banach uzayın boş olmayan kapalı ve konveks 

bir alt kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷, (𝐼) koşulunu sağlayan genelleştirilmiş genişlemeyen dönüşüm 

olsun. Buradan (3.7) iterasyonu ile tanımlanan {𝑥𝑛}  dizisi 𝑇 nin bir sabit noktasına güçlü 

yakınsar (Ali et al. 2019). 

Teorem 38: 𝑇, bir 𝑋 Banach uzayının 𝐷 kompakt konveks alt kümesi üzerinde bir 

dönüşüm olsun ve (SKC) koşulunu sağlasın. 𝐷 içinde bir {𝑥𝑛} dizisi 𝑥1 ∈ 𝐷 ve 𝑛 ∈ ℕ için  

𝑥𝑛+1 = 𝜆𝑇𝑥𝑛 + (1 − 𝜆)𝑥𝑛 olarak tanımlansın. Burada 𝜆 sabiti, [
1

2
, 1) aralığındadır. 

lim𝑛→∞  ∥∥𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛∥∥ = 0  olduğunu varsayalım. Bu durumda {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin bir sabit 

noktasına güçlü yakınsar (Karapınar and Taş 2011). 

Sonuç 9: 𝑇, 𝑋 Banach uzayının kompakt konveks bir 𝐷 alt kümesi üzerinde bir 

dönüşüm olsun. 𝐷 içinde bir {𝑥𝑛} dizisi 𝑥1 ∈ 𝐷 ve 𝑛 ∈ ℕ için  𝑥𝑛+1 = 𝜆𝑇𝑥𝑛 + (1 − 𝜆)𝑥𝑛 

olarak tanımlansın. lim𝑛→∞  ∥∥𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛∥∥ = 0  olduğunu varsayalım. Eğer 𝑇 aşağıdakilerden 

birini sağlıyorsa: 

(1) (A3) şartı, 

(2) (KSC) şartı, 

(3) (CSC) şartı, 

bu durumda {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin bir sabit noktasına güçlü yakınsar (Karapınar and Taş 2011). 

Sonuç 10: 𝑇, Opial özelliğine sahip bir 𝑋 Banach uzayının 𝐷 alt kümesi üzerinde bir 

dönüşüm olsun ve aşağıdakilerden birini sağlasın: 

(1) (A3) şartı, 

(2) (KSC) şartı, 

(3) (CSC) şartı. 

Eğer {𝑥𝑛} dizisi 𝑧 ye zayıf yakınsıyorsa ve lim𝑛→∞  ∥∥𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛∥∥ = 0 ise bu durumda 

𝑇𝑧 = 𝑧 olur. Yani 𝐼 − 𝑇 sıfırda yarı kapalıdır (Karapınar and Taş 2011). 

Teorem 39: 𝑇, Opial özelliğine sahip ve (SKC) şartını sağlayan bir 𝑋 Banach uzayının 

zayıf kompakt konveks bir 𝐷 alt kümesi üzerinde bir dönüşüm olsun. 𝐷 içinde bir {𝑥𝑛} dizisi 

𝑛 ∈ ℕ ve 𝜆 ∈ [
1

2
, 1) olmak üzere 𝑥𝑛+1 = 𝜆𝑇𝑥𝑛 + (1 − 𝜆)𝑥𝑛 şeklinde tanımlansın. Ayrıca 

lim𝑛→∞  ∥∥𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛∥∥ = 0 olduğunu varsayalım. Bu durumda {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin bir sabit 

noktasına zayıf yakınsar (Karapınar and Taş 2011). 

Sonuç 11: 𝑇, 𝑋 Banach uzayının kompakt konveks alt kümesi olan 𝐷 üzerinde bir 

dönüşüm olsun. 𝐷 içinde bir {𝑥𝑛} dizisi 𝑛 ∈ ℕ ve 𝜆 ∈ [
1

2
, 1) olmak üzere 𝑥𝑛+1 = 𝜆𝑇𝑥𝑛 +



 

43 

(1 − 𝜆)𝑥𝑛 şeklinde tanımlansın. Ayrıca lim𝑛→∞  ∥∥𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛∥∥ = 0 olduğunu varsayalım. Eğer 

𝑇 dönüşümü aşağıdakilerden birini sağlıyorsa: 

1 (𝑅𝐶𝑆𝐶) şartı, 

2 (HRSC) şartı, 

bu durumda {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin bir sabit noktasına güçlü yakınsar (Karapınar 2012b). 

Teorem 40: 𝑇, Opial özelliğine sahip ve (RSC) şartını sağlayan 𝑋 Banach uzayının 

zayıf kompakt konveks 𝐷 alt kümesi üzerinde bir dönüşüm olsun. 𝐷 içinde bir {𝑥𝑛} dizisi 𝑛 ∈

ℕ ve 𝜆 ∈ [
1

2
, 1) olmak üzere 𝑥𝑛+1 = 𝜆𝑇𝑥𝑛 + (1 − 𝜆)𝑥𝑛 şeklinde tanımlansın. Ayrıca 

lim𝑛→∞  ∥∥𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛∥∥ = 0 olduğunu varsayalım. Bu durumda {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin sabit noktasına 

zayıf yakınsar (Karapınar 2012b). 

Sonuç 12: 𝑇, Opial özelliğine sahip 𝑋 Banach uzayının zayıf kompakt konveks bir 𝐷 

alt kümesi üzerinde bir dönüşüm olsun ve aşağıdakilerden birini sağlasın, 

1  (RSSC) şartı, 

2 (HRSC) şartı. 

𝐷 içinde bir {𝑥𝑛} dizisi 𝑛 ∈ ℕ ve 𝜆 ∈ [
1

2
, 1) olmak üzere 𝑥𝑛+1 = 𝜆𝑇𝑥𝑛 + (1 − 𝜆)𝑥𝑛 

şeklinde tanımlansın. Ayrıca lim𝑛→∞  ∥∥𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛∥∥ = 0 olduğunu varsayalım. Bu durumda {𝑥𝑛} 

dizisi 𝑇 nin bir sabit noktasına zayıf yakınsar (Karapınar 2012b). 

Teorem 41:  𝑇, bir 𝑋 Banach uzayın lokal zayıf kompakt konveks alt kümesi olan 𝐷 

üzerinde bir dönüşüm olsun. 𝑋 in Opial koşulunu sağladığını, 𝑇 nin bazı 𝜆 ∈ (0,1) için (𝐶𝜆) 

şartını sağladığını ve 𝑇 nin bir sabit noktası olduğunu varsayalım. 𝐷 de bir {𝑥𝑛} dizisi 𝑛 ∈ ℕ 

ve 𝑥1 ∈ 𝐷 için  

𝑥𝑛+1 = 𝜇𝑇𝑥𝑛 + (1 − 𝜇)𝑥𝑛 

şeklinde tanımlansın. Burada 𝜇, [𝜆, 1) aralığındadır. Bu durumda {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin sabit 

noktasına zayıf yakınsar (Falset et al. 2011). 

Teorem 42: 𝐷, düzgün konveks 𝑋 Banach uzayın boş olmayan kapalı konveks alt 

kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 genelleştirilmiş 𝛼-genişlemeyen bir dönüşüm olsun. {𝑥𝑛} dizisi, 

                                    {

𝑥1 ∈ 𝐾

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛽𝑛)𝑇(𝑥𝑛) + 𝛽𝑛𝑇(𝑦𝑛)

𝑦𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇(𝑥𝑛),  𝑛 ∈ ℕ.
 (3.8) 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda 𝐹(𝑇) ≠ ∅ olması için gerek ve yeter şart {𝑥𝑛} dizisinin 

sınırlı ve lim𝑛→∞  ∥∥𝑇(𝑥𝑛) − 𝑥𝑛∥∥ = 0 olmasıdır (Pant and Shukla 2017). 
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Teorem 43: 𝑋 düzgün konveks Banach uzayı ve 𝐾, 𝑇 ve {𝑥𝑛} yukarıdaki teoremde ki 

gibi tanımlansın. Aşağıdaki koşullardan herhangi birinin geçerli olduğunu varsayalım: 

(a) 𝑋, Opial'ın özelliğini sağlar; 

(b) 𝑋 in bir Fréchet diferansiyel normu vardır ve 𝐼 − 𝑇 sıfırda yarı kapalıdır.  

Eğer 𝐹(𝑇) ≠ ∅ ise {𝑥𝑛}  dizisi 𝑇 nin bir sabit noktasına zayıf yakınsar (Pant and Shukla 

2017). 

Teorem 44: 𝐷 bir 𝑋 Banach uzayının boş olmayan kapalı bir konveks alt kümesi ve 

𝑇:𝐷 → 𝐷 dönüşümü 𝐹(𝑇) ≠ ∅  ile genelleştirilmiş 𝛼-genişlemeyen olsun. Ayrıca {𝑥𝑛} dizisi 

(3.8) deki gibi tanımlansın. Eğer lim inf𝑛→∞ 𝑑(𝑥𝑛, 𝐹(𝑇)) = 0 ise {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin sabit 

noktasına güçlü bir şekilde yakınsar (Pant and Shukla 2017). 

Teorem 45: 𝐷, Opial özelliğine sahip 𝑋 Banach uzayın boş olmayan bir alt kümesi 

olsun. 𝑇, 𝐷 üzerinde (𝐵𝛾,𝜇 ) koşulunu sağlayan bir dönüşüm olsun. Eğer {𝑥𝑛} dizisi 

(i) {𝑥𝑛}, 𝑧 ye zayıf yakınsar. 

(ii) lim𝑛→∞  ∥∥𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛∥∥ = 0, 

şartlarını sağlıyorsa bu durumda 𝑇𝑧 = 𝑧 olur (Mishra et al. 2018). 

Örnek 21:  𝑙𝑝 lineer uzayının bir  𝐷 alt kümesi aşağıdaki gibi verilsin 

𝐷 = {{𝑥𝑛} ∈ 𝑙
𝑝: |𝑥1| ≤

1

2
, 𝑥𝑗 = 0 ∀𝑗 ≠ 1}. 

{𝑎𝑛} dizisi ise 

𝑎1 = {
1

2
, 0,0,0… } ,  𝑎2 = {

2

3
, 0,0, … }  ⋯  𝑎𝑛+1 = {

𝑛

𝑛 + 1
, 0,0… } 

şeklinde tanımlansın. Burada {𝑎𝑛} dizisi 𝑧 = {1,0,0… } ye yakınsar. 𝑇:𝐷 ⟶ 𝐷 dönüşümü 

𝑇({𝑎𝑛}) = 𝑇({𝑥1, 0,0… }) = {𝑥1
2, 0,0… } ile tanımlansın. 

𝑋1 = {𝑥1, 0,0… }, 𝑌1 = {𝑦1, 0,0… } ∈ 𝐷 alalım. Buradan  

∥∥𝑇𝑋1 − 𝑇𝑌1∥∥𝑝 = ∥∥{𝑥1
2 − 𝑦1

2, 0,0, … }∥∥𝑝 

= |𝑥1
2 − 𝑦1

2| 

≤ (|𝑥1| + |𝑦1|)|𝑥1 − 𝑦1| 

≤ |𝑥1 − 𝑦1| = ∥∥𝑋1 − 𝑌1∥∥𝑝 

olur. Dolayısıyla, 𝑇 genişlemeyendir ve dolayısıyla (𝐵𝛾,𝜇 ) koşulunu sağlar. 

Tekrar, 
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lim
𝑛→∞

 ∥∥𝑇𝑋𝑛 − 𝑋𝑛∥∥𝑝 = lim
𝑛→∞

 
∥
∥
∥
{(

𝑛

𝑛 + 1
)
2

− (
𝑛

𝑛 + 1
) , 0,0…… }

∥
∥
∥

𝑝
 

= lim
𝑛→∞

  |(
𝑛

𝑛 + 1
)
2

− (
𝑛

𝑛 + 1
)| 

= 0 

yazılır. Böylece, Teorem 45 in tüm koşulları sağlanmış olur. Dolayısıyla, 𝑇𝑧 = 𝑧 dir (𝑧 =

 {1,0,0. . . }, 𝑇 nin bir sabit noktasıdır.) (Mishra et al. 2018). 

Teorem 46: 𝐷, Opial özelliğine sahip 𝑋 Banach uzayın zayıf kompakt konveks bir alt 

kümesi ve 𝑇, 𝐷 üzerinde (𝐵𝛾,𝜇 ) şartını sağlayan bir dönüşüm olsun ve aşağıdaki gibi 

tanımlanan {𝑥𝑛} dizisi olsun 

𝑥𝑛+1 = 𝜆𝑇𝑥𝑛 + (1 − 𝜆)𝑥𝑛. 

Bu durumda {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin sabit noktasına zayıf yakınsar (Mishra et al. 2018). 

2018 yılında Mishra, aşağıdaki Mann iterasyon şemasının yakınsaması ile ilgili bazı 

sonuçlar vermiştir.  

                              {

𝑥0 ∈ 𝑋,

𝑦𝑛 = 𝛼𝑛𝑇𝑥𝑛 + (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛,

𝑥𝑛+1 = 𝛽𝑛𝑇𝑦𝑛 + (1 − 𝛽𝑛)𝑦𝑛.
                                         (3.9) 

Lemma 28: 𝐷, bir 𝑋 Banach uzayın boş olmayan kapalı ve konveks bir alt kümesi ve 

𝑇, 𝐷 üzerinde (𝐵𝛾,𝜇 ) şartını sağlayan bir dönüşüm olsun. {𝑥𝑛} dizisi yukarıdaki (3.9) 

tarafından tanımlansın. Bu durumda 𝑧 ∈ 𝐹(𝑇) için  lim𝑛→∞  ∥∥𝑥𝑛 − 𝑧∥∥ mevcuttur (Mishra et al. 

2018). 

Teorem 47: 𝐷, bir 𝑋 Banach uzayın boş olmayan kapalı ve konveks bir alt kümesi ve 

𝑇, 𝐷 üzerinde (𝐵𝛾,𝜇 ) koşulunu sağlayan bir dönüşüm olsun. {𝑥𝑛} dizisi yukarıdaki (3.9) 

tarafından tanımlansın. Bu durumda 𝐹(𝑇) ≠ ∅ olması için gerek ve yeter şart {𝑥𝑛} dizisinin 

sınırlı ve lim𝑛→∞  ∥∥𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛∥∥ = 0 olmasıdır (Mishra et al. 2018). 

Aynı yazarlar tarafından daha sonra aşağıdaki genişletilmiş Picard-Mann hibrit 

iterasyon şeması ele alınmıştır: 

                                   

{
 
 

 
 

𝑥0 ∈ 𝑋,

  𝑦𝑛 = (1 − 𝑏𝑛)𝑥𝑛 + 𝑏𝑛𝑇𝑥𝑛,

   𝑧𝑛 = (1 − 𝑎𝑛)𝑥𝑛 + 𝑎𝑛𝑇𝑦𝑛,

𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑧𝑛.

   (3.10) 
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Lemma 29: 𝑇, 𝑋 Banach uzayının boş olmayan kapalı ve konveks bir 𝐷 alt kümesi 

üzerinde bir dönüşüm olsun. 𝑥0 ∈ 𝐷, 0 < 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 < 1 olmak üzere (3.10) iterasyon şeması ile 

𝐷 de bir {𝑥𝑛}  dizisi tanımlansın. Bu durumda her 𝑧 ∈ 𝐹(𝑇) için lim𝑛→∞  ∥∥𝑥𝑛 − 𝑧∥∥ limiti vardır 

(Mishra et al. 2018). 

Teorem 48: 𝑇, düzgün konveks 𝑋 Banach uzayın boş olmayan kapalı ve konveks alt 

kümesi 𝐷 üzerinde bir dönüşüm olsun. 𝑇, 𝐷 üzerinde (𝐵𝛾,𝜇 ) şartını sağlasın. 0 < 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 < 1 

ve lim𝑛→∞  𝑎𝑛 = 𝑘(≠ 0) olmak üzere {𝑥𝑛} dizisi 𝐷 de (3.10) iterasyon şeması ile tanımlansın. 

Bu durumda 𝐹(𝑇) ≠ ∅ olması için gerek ve yeter şart {𝑥𝑛} dizisinin sınırlı ve 

lim𝑛→∞  ∥∥𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛∥∥ = 0 olmasıdır (Mishra et al. 2018). 

Geçtiğimiz yıllarda Hussain ve arkadaşları 𝐾 iterasyon metodu olarak adlandırılan 

aşağıdaki yeni iterasyon metodunu tanımlamışlardır: 

                                     

{
 

 
𝑥1 ∈ 𝐷

𝑦𝑛 = (1 − 𝑏𝑛)𝑥𝑛 + 𝑏𝑛𝑇𝑥𝑛,

𝑧𝑛 = 𝑇((1 − 𝑎𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝑎𝑛𝑇𝑦𝑛),

𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑧𝑛, 𝑛 ≥ 1.

                                             (3.11) 

Burada {𝑎𝑛} ve {𝑏𝑛} dizileri (0,1) aralığındadır (Hussein et al. 2018). 

Bu yazarlar yukarıdaki iterasyon metodunu kullanarak Suzuki genelleştirilmiş 

genişlemeyen dönüşüm sınıfı için bazı zayıf ve güçlü yakınsama sonuçlarını kanıtlamışlardır. 

Ayrıca, 𝐾 iterasyon metodunun üç adımlı Picard−𝑆 ve iki adımlı 𝑆 iterasyon sürecinden daha 

iyi olduğunu nümerik örneklerle göstermişlerdir (Ullah et al. 2020). 

Teorem 49: 𝐷, Opial özelliğine sahip bir düzgün konveks Banach uzayı 𝑋 in boş 

olmayan kapalı bir konveks alt kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷, 𝐹(𝑇) ≠ ∅ ile (𝐵𝛾,𝜇)  şartını sağlayan bir 

dönüşüm olsun. Bu durumda (3.11) tarafından üretilen {𝑥𝑛} dizisi  𝐹(𝑇) nin bir elemanına 

zayıf yakınsar (Ullah et al. 2020). 

Teorem 50: 𝐷, düzgün konveks Banach uzayı 𝑋 in boş olmayan kapalı bir konveks alt 

kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 (𝐵𝛾,𝜇) şartını sağlayan bir dönüşüm olsun. Eğer 𝐹(𝑇) ≠ ∅ ve 

lim inf𝑛→∞  𝑑(𝑥𝑛, 𝐹(𝑇)) = 0 ise (3.11) tarafından üretilen {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin sabit noktasına 

güçlü yakınsar (Ullah et al. 2020). 

Teorem 51: 𝐷, düzgün konveks Banach uzayı 𝑋 in boş olmayan kapalı bir konveks alt 

kümesi ve 𝑇:𝐷 → 𝐷 𝐹(𝑇) ≠ ∅ ile (𝐵𝛾,𝜇) şartını sağlayan bir dönüşüm olsun. Ayrıca {𝑥𝑛} 
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dizisi (3.11) tarafından tanımlansın. Eğer 𝑇 dönüşümü (𝐼) koşulunu sağlıyorsa, {𝑥𝑛} dizisi  𝑇 

nin sabit noktasına güçlü yakınsar (Ullah et al. 2020). 
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ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu kısımda, ilk olarak (𝐶) şartını sağlayan yeni bir genişlemeyen dönüşüm sınıfı 

tanımlayacağız ve bu sınıfın bazı özelliklerini vereceğiz. Bu sınıf (𝐶) şartını sağlayan 

dönüşümlerden daha geneldir ve (𝐵𝛾,𝜇) şartını sağlayan dönüşüm sınıfından bağımsızdır. İkinci 

olarak, yeni bir iterasyon algoritması tanımlayacağız ve düzgün konveks Banach uzaylarında 

bu dönüşüm sınıfı için bazı zayıf ve güçlü yakınsama sonuçlarını ispatlayacağız. Son olarak, 

tanımladığımız dönüşüm sınıfı için örnekler vererek ele aldığımız iterasyon metotları ile 

literatürdeki diğer iterasyon metotlarının karşılaştırmasını bu örnekler üzerinde göstereceğiz. 

Burada elde ettiğimiz sonuçlar bir makale haline getirilerek uygun bir dergiye gönderilmiştir. 

Tezin farklı kısımlarında değindiğimiz literatür çalışmalarından hareketle şimdi 

aşağıdaki temel sonuçlarımızı ifade edeceğiz. Bunun için ilk olarak aşağıdaki dönüşüm sınıfını 

oluşturacağız. 

Tanım 40 : 𝐷 kümesi, 𝑋 Banach uzayın boş olmayan bir alt kümesi ve  𝛾 ∈ (0,1] ve 

𝜇 ∈ [0,
1

2
] için 2𝜇 ≤ 𝛾 olsun.  𝑇:𝐷 ⟶ 𝑋 dönüşümü 𝐷 deki tüm 𝑥, 𝑦 için, 

𝛾 ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +𝜇 ∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥ 

iken  

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ (1 − 𝛾) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +𝜇(∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥) 

ise bu  dönüşüm 𝐷 üzerinde Suzuki-(𝐵𝛾,𝜇) şartını sağlıyor denir. Notasyonları biraz daha 

basitleştirmek için Suzuki-(𝐵𝛾,𝜇) şartını bundan sonra kısaca (𝑆𝐵) şartı şeklinde ifade edeceğiz. 

Bu sınıf 𝛾 = 𝜇 = 0 için genişlemeyen dönüşüm sınıfını içerir. Ayrıca, eğer bir dönüşüm 

(𝐶) şartını sağlıyorsa, o zaman 𝛾 = 𝜇 = 0 için (𝑆𝐵) şartını sağlayacaktır. (𝐶) şartı için 

1

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥⇒∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

olur ve buradan 𝛾 = 𝜇 = 0 için 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ (1 − 𝛾) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +𝜇(∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥) 

olduğu açıktır. 

Aşağıdaki örnekte bunun tersinin doğru olmadığını göstereceğiz. 

Örnek 22:  𝑇: [3,6] ⟶ ℝ  dönüşümünü 
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𝑇(𝑥) = {
5 , 𝑥 ≠ 6
4 , 𝑥 = 6

 

şeklinde tanımlayalım. Dönüşümün tanım kümesinden 𝑥 = 5.1 ve 𝑦 = 6 elemanlarını alalım. 

Bu durumda,  

1

2
|𝑇𝑥 − 𝑥| = 0.05 < 0.9 = |𝑥 − 𝑦| 

olur. 

Diğer yandan |𝑇𝑥 − 𝑇𝑦| = 1 < 0.9 = |𝑥 − 𝑦| dir. Bu nedenle, 𝑇 dönüşümü (𝐶) şartını 

sağlamaz. 

Bir diğer durumu göz önüne alalım. Yani 𝑥 ≠ 6 ve 𝑦 ≠ 6 olsun. 𝑇 dönüşümünün 𝛾 = 1 

ve 𝜇 =
1

2
 için (𝑆𝐵) şartını sağladığı açıktır. 

Şimdi ise 𝑥 ≠ 6, 𝑦 = 6 olduğu varsayalım. Buradan, 

|𝑇𝑥 − 𝑇𝑦| = 1 

ve 

(1 − 𝛾)|𝑥 − 𝑦| + 𝜇(|𝑥 − 𝑇𝑥| + |𝑦 − 𝑇𝑦| 

=
1

2
(|𝑥 − 5| + 2)    (𝛾 = 1, 𝜇 =

1

2
 için) 

                                          > 1 = |𝑇𝑥 − 𝑇𝑦| 

elde edilir. 

Eğer 𝑥 = 6 ve 𝑦 ≠ 6 alınırsa, 

|𝑇𝑥 − 𝑇𝑦| = 1 < (1 − 𝛾)|𝑥 − 𝑦| + 𝜇(|𝑥 − 𝑇𝑥| + |𝑦 − 𝑇𝑦| 

                     =
1

2
(2 + |𝑦 − 5|)  (𝛾 = 1, 𝜇 =

1

2
 için) 

yazılır. 

Son olarak 𝑥 = 2 ve 𝑦 = 2 alınırsa, 𝑇 dönüşümü 𝛾 = 1 ve 𝜇 =
1

2
 için (𝑆𝐵) şartını sağlar.  

Aşağıdaki lemmada (𝑆𝐵) şartını sağlayan bir 𝑇 dönüşümünün aynı zamanda quasi-

genişlemeyen bir dönüşüm olduğu gösterilmiştir.  
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Lemma 30 : 𝐷 kümesi, 𝑋 Banach uzayınn boş olmayan bir alt kümesi olsun ve 𝑇:𝐷 ⟶

𝑋 dönüşümü (𝑆𝐵) şartını sağlasın. Eğer 𝑧 noktası 𝑇 dönüşümünün 𝐷 deki bir sabit noktası ise, 

o zaman tüm 𝑥 ∈ 𝐷 için, 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑧 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑧 ∥ 

dir. 

İspat:  𝑇 dönüşümü (𝑆𝐵) şartını sağladığı için 

𝛾 ∥ 𝑧 − 𝑇𝑧 ∥= 0 ≤∥ 𝑧 − 𝑥 ∥ +𝜇 ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ 

olur. Yine aynı şart kullanılarak 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑧 ∥≤ (1 − 𝛾) ∥ 𝑧 − 𝑥 ∥ +𝜇(∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑧 − 𝑇𝑧 ∥) 

                    = (1 − 𝛾) ∥ 𝑧 − 𝑥 ∥ +𝜇 ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ 

                     ≤ (1 − 𝛾) ∥ 𝑧 − 𝑥 ∥ +𝜇(∥ 𝑥 − 𝑧 ∥ +∥ 𝑧 − 𝑇𝑥 ∥) 

yazılır. Buradan  

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑧 ∥≤ (
1 − 𝛾 + 𝜇

1 − 𝜇
) ∥ 𝑥 − 𝑧 ∥ 

≤∥ 𝑥 − 𝑧 ∥     

elde edilir. Böylece 𝑇 dönüşümünün quasi genişlemeyen olduğu görülür.  

Aşağıda (𝑆𝐵) şartını sağlayan dönüşümlerin bazı temel özellikleri verilmiştir. 

Önerme 19:  𝐷 kümesi, 𝑋 Banach uzayın boş olmayan bir alt kümesi olsun. Ayrıca 

𝑇:𝐷 ⟶ 𝐷 dönüşümü 𝐷 üzerinde (𝑆𝐵) şartını sağlasın. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 ve 𝑐 ∈ (0,1] için,  

(i) ‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ ≤∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ dir. 

(ii) Aşağıdaki (a) ve (b) maddelerinden en az biri sağlanır. 

(a) 
𝑐

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥, 

(b) 
𝑐

2
‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ ≤∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥. 

Eğer yukarıdaki (a) şartı sağlanırsa 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ (1 −
𝑐

2
) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +𝜇(∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥), 

(b) şartı sağlanırsa 

‖𝑇2𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ (1 −
𝑐

2
) ∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ +𝜇(∥ 𝑇2𝑥 − 𝑇𝑦 ∥ +‖𝑦 − 𝑇𝑦‖), 
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eşitsizlikleri geçerli olur. 

(iii) ∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ (3 − 𝑐) ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +(1 −
𝑐

2
) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +𝜇(2 ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ 

                         +∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑥 ∥ + 2‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖)  

dir. 

İspat: (i) Her 𝑥 ∈ 𝐷 için, 

 𝛾 ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +𝜇‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ 

dir. Buradan (𝑆𝐵) şartında 𝑦 yerine 𝑇𝑥 yazıldığında, 

 ‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ ≤ (1 − 𝛾) ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +𝜇(‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ + ‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖) 

 ≤ (1 − 𝛾 + 𝜇) ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +𝜇‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ 

elde edilir. Bu ise  

‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ ≤
1 − 𝛾 + 𝜇

1 − 𝜇
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ 

≤∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ 

olmasını gerektirir. 

(ii) Bu eşitsizliklerin tersinin doğru olduğunu kabul edelim Yani her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 için  

𝑐

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥>∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ ve  

𝑐

2
‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ >∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ 

olduğunu varsayalım. Buradan, 

∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑥 ∥ 

<
𝑐

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +

𝑐

2
‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ 

≤
𝑐

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +

𝑐

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ 

≤∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ 

yazılır. Dolayısıyla 

 ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥<∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥, 

olur ki bu bir çelişkidir. O halde (ii) deki (a) ve (b) eşitsizliklerinden en az biri doğrudur. 

(iii) Üçgen eşitsizliğinden 

∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥ 

yazılır. Eğer (ii) deki (a) geçerli ise, 
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∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ + (1 −
𝑐

2
) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +𝜇(∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥) 

≤ (3 − 𝑐) ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +(1 −
𝑐

2
) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

+𝜇(2 ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑥 ∥ +2‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖) 

olur. 

Eğer (ii) deki (b) geçerli ise, 

∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ + ‖𝑇2𝑥 − 𝑇𝑦‖ 

≤∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +(1 −
𝑐

2
) ∥ 𝑇𝑥 − 𝑥 ∥ +𝜇(∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖) 

+(1 −
𝑐

2
) ∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥ +𝜇(‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ + ‖𝑦 − 𝑇𝑦‖) 

= (3 − 𝑐) ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +(1 −
𝑐

2
) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

+𝜇(‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ + 2‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ + ‖𝑦 − 𝑇𝑥‖ + ‖𝑇𝑥 − 𝑥‖+∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥) 

= (3 − 𝑐) ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +(1 −
𝑐

2
) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ 

+𝜇(2 ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑥 ∥ +2‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Yukarıda verdiğimiz (𝑆𝐵) şartını sağlayan dönüşüm tanımından hareketle şimdi 

aşağıdaki ikinci tanımı ifade edeceğiz.  

Tanım 41: 𝐷 kümesi, 𝑋 Banach uzayın boş olmayan bir alt kümesi ve  𝛾 ∈ (0,1] ve 𝜇 ∈ 

[0,
1

2
] için 2𝜇 ≤ 𝛾 olsun. Eğer  𝑇:𝐷 ⟶ 𝑋 dönüşümü 𝐷 deki her 𝑥, 𝑦 için, 

𝛾 ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +𝜇 ∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥ 

iken 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑃𝛾(𝑥, 𝑦), 𝑄𝛾(𝑥, 𝑦)}, 

gerektirmesini sağlıyorsa 𝑇  dönüşümü 𝐷 üzerinde genelleştirilmiş Suziki-(𝐵𝛾,𝜇) şartını 

sağlıyor denir. Burada 

𝑃𝛾(𝑥, 𝑦) = (1 − 𝛾) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +𝜇(∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑦 ∥) 

ve 

𝑄𝛾(𝑥, 𝑦) = (1 − 𝛾) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +𝜇(∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑥 ∥) 

dir. 
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Önerme 20: 𝐷 kümesi 𝑋 Banach uzayın boş olmayan bir alt kümesi ve 𝑇:𝐷 ⟶ 𝐷  

dönüşümü 𝐷 üzerinde genelleştirilmiş (𝑆𝐵) şartını sağlasın. Böylece her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 ve 𝑐 ∈ (0,1] 

için, 

(i) ‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ ≤∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ dir. 

(ii) Aşağıdaki eşitsizliklerden en az biri sağlanır: 

(a) 
𝑐

2
∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥, 

(b) 
𝑐

2
‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖ ≤∥ 𝑇𝑥 − 𝑦 ∥. 

Eğer yukarıdaki (a) şartı sağlanırsa 

∥ 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ 𝑚𝑎𝑥 {𝑃𝑐
2
(𝑥, 𝑦), 𝑄𝑐

2
(𝑥, 𝑦)} 

ve eğer (b) şartı sağlanırsa 

‖𝑇2𝑥 − 𝑇𝑦‖ ≤ 𝑚𝑎𝑥 {𝑃𝑐
2
(𝑇𝑥, 𝑦), 𝑄𝑐

2
(𝑇𝑥, 𝑦)} 

dir. 

(iii) ∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥≤ (3 − 𝑐) ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ +(1 −
𝑐

2
) ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ +𝜇(2 ∥ 𝑥 − 𝑇𝑥 ∥ 

                         +∥ 𝑥 − 𝑇𝑦 ∥ +∥ 𝑦 − 𝑇𝑥 ∥ + 2‖𝑇𝑥 − 𝑇2𝑥‖). 

İspat: Bu ispat, Lemma 31 in ispatından benzer şekilde elde edilir. 

Yakınsama Analizi 

Aşağıda, bu bölümde kullanılacak bazı iterasyon metotları, tanımlar ve ilgili lemmalar 

yer almaktadır.  

𝑇, 𝑋 normlu uzayının boş olmayan konveks bir 𝐷 alt kümesi üzerinde bir dönüşüm 

olsun. Herhangi bir 𝑥1 ∈ 𝐷 ve {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛} ⊆ (0,1] için, 

• Ali ve Ali (Ali and Ali 2020) 

                                              {
𝑧𝑛 = 𝑇((1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛)

𝑦𝑛 = 𝑇𝑧𝑛
𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑦𝑛

  (4.1) 
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• Ahmad et al. (Ahmad et al. 2021) 

 

 {

𝑧𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛
𝑦𝑛 = (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑧𝑛 + 𝛼𝑛𝑇

2𝑧𝑛
𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑦𝑛

 (4.2) 

    • Abdeljawad et al. (Abdeljawad et al. 2020) 

 {

𝑧𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛,
𝑦𝑛 = 𝑇𝑧𝑛,

𝑥𝑛+1 = 𝑇((1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛),
 (4.3) 

 

    • Shukla et al. (Shukla et al. 2022) 

 {
𝑦𝑛 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑥𝑛
𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑘𝑦𝑛

 (4.4) 

 

burada 𝑘 sabit bir doğal sayıdır. 

Tanım 42: 𝑋 bir Banach uzayı ve 𝐷 kümesi 𝑋 in boştan farklı bir alt kümesi olsun. 

Ayrıca {𝑥𝑛} dizisinin 𝑋 de sınırlı bir dizi olduğunu kabul edelim. Her 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

(i) 𝑟(𝑥, {𝑥𝑛}) = limsup𝑛→∞‖𝑥 − 𝑥𝑛‖ ifadesine {𝑥𝑛} dizisinin 𝑥 te asimptotik yarıçapı, 

(ii) 𝑟(𝐷,{𝑥𝑛}) = inf{𝑟(𝑥, {𝑥𝑛}): 𝑥 ∈ 𝐷} ye {𝑥𝑛} dizisinin 𝐷 ye göre asimptotik yarıçapı, 

(iii) 𝐴(𝐷,{𝑥𝑛}) = {𝑥 ∈ 𝐶: 𝑟(𝑥, {𝑥𝑛}) = 𝑟(𝐷, {𝑥𝑛})} ye ise {𝑥𝑛} dizisinin 𝐷 ye göre 

asimptotik merkezi denir. 

Eğer 𝑋 uzayı düzgün konveks ise 𝐴(𝐷, {𝑥𝑛})  kümesi tek noktadan oluşur. Ayrıca 

𝐴(𝐷, {𝑥𝑛}), 𝐷 kümesinin konveks ve zayıf kompakt olması şartıyla boş olmayan konveks bir 

kümedir (Takahashi, 2000 ; Agarwal et al. 2009). 

Lemma 31: 𝑋 düzgün konveks bir Banach uzayı ve {𝛼𝑛} tüm 𝑛 ≥ 1 için 0 < 𝑎 ≤ 𝛼𝑛 ≤

𝑏 < 1 koşulunu sağlayan herhangi bir dizi olsun. Ayrıca 𝑋 deki  {𝑥𝑛} ve {𝑦𝑛} dizileri ise 

aşağıdaki koşulları sağlasın: bazı 𝑑 ≥ 0 için 

limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛‖ ≤ 𝑑 

limsup
𝑛→∞

‖𝑦𝑛‖ ≤ 𝑑 

ve  
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limsup
𝑛→∞

‖(1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑦𝑛‖ = 𝑑. 

 

Bu taktirde lim𝑛→∞‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ = 0 olur (Schu 1991). 

Yukarıdaki ve literatürdeki iterasyon metotları dikkate alınarak, bu bölümde yeni bir 

iterasyon metodu tanımlayacağız ve düzgün konveks Banach uzaylarda (𝑆𝐵) şartını sağlayan 

dönüşümler için bazı zayıf ve güçlü yakınsama sonuçlarını ispatlayacağız. Ayrıca (𝑆𝐵) şartını 

sağlayan bir dönüşüm için, ifade ettiğimiz iterasyon metodu ile diğer iterasyon metotlarının 

farklı başlangıç değerleri ve farklı dizi seçimlerine bağlı olarak karşılaştırılması sunulacaktır.  

İterasyon metodumuz aşağıdaki gibidir:  

 

                           {

𝑧𝑛 = 𝑇
𝑘((1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇(𝑥𝑛))

𝑦𝑛 = 𝑇𝑘((1 − 𝛼𝑛)𝑇
𝑘−1(𝑧𝑛) + 𝛼𝑛𝑇

𝑘(𝑧𝑛))

𝑥𝑛+1 = 𝑇
𝑘𝑦𝑛.

                                  (4.5)            

Burada {𝛼𝑛} ve {𝛽𝑛} dizileri [0,1] aralığındadır ve 𝑘 sabit bir doğal sayıdır. 

Lemma 32:  𝐷 kümesi, 𝑋 Banach uzayın boş olmayan kapalı bir konveks alt kümesi 

olsun ve 𝑇 dönüşümü 𝐷 kümesi üzerinde 𝐹(𝑇) ≠ ∅ ile (𝑆𝐵) şartını sağlasın. Eğer {𝑥𝑛} dizisi 

(4.5) ile tanımlanırsa, bu durumda her 𝑞 ∈ 𝐹(𝑇) için 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞‖𝑥𝑛 − 𝑞‖  limiti vardır. 

İspat: 𝑞 nun 𝑇 nin bir sabit noktası olduğunu varsayalım. (4.5) ve Lemma 30 dan 

      ‖𝑧𝑛 − 𝑞‖ = ‖𝑇
𝑘[(1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛] − 𝑞‖ (4.6) 

                      = ‖𝑇𝑘[(1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛] − 𝑇
𝑘𝑞‖ 

                            ≤ ‖(1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

                      ≤ (1 − 𝛽𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ + 𝛽𝑛‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

                                     ≤ (1 − 𝛽𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑞‖, 

ve 

         ‖𝑦𝑛 − 𝑞‖ = ‖𝑇𝑘[(1 − 𝛼𝑛)𝑇
𝑘−1𝑧𝑛 + 𝛼𝑛𝑇

𝑘𝑧𝑛] − 𝑞‖ (4.7) 

                        = ‖𝑇𝑘[(1 − 𝛼𝑛)𝑇
𝑘−1𝑧𝑛 + 𝛼𝑛𝑇

𝑘𝑧𝑛] − 𝑇
𝑘𝑞‖ 

                        ≤ ‖(1 − 𝛼𝑛)𝑇
𝑘−1𝑧𝑛 + 𝛼𝑛𝑇

𝑘𝑧𝑛 − 𝑞‖ 

                        ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑧𝑛 − 𝑞‖ + 𝛼𝑛‖𝑇
𝑘𝑧𝑛 − 𝑞‖ 
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                        ≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑧𝑛 − 𝑞‖ + 𝛼𝑛‖𝑧𝑛 − 𝑞‖ ≤ ‖𝑧𝑛 − 𝑞‖ 

elde edilir. Tekrar (4.5) ve Lemma 30 kullanılırsa 

                      ‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖ = ‖𝑇
𝑘𝑦𝑛 − 𝑞‖ (4.8) 

                                          = ‖𝑇𝑘𝑦𝑛 − 𝑇
𝑘𝑞‖ 

                                          ≤ ‖𝑦𝑛 − 𝑞‖ 

yazılır. Eğer (4.6), (4.7) ve (4.8) i birleştirirsek  

                           ‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖ ≤ ‖𝑦𝑛 − 𝑞‖ ≤ ‖𝑧𝑛 − 𝑞‖ (4.9) 

                                                       ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

olur. Bu nedenle, {‖𝑥𝑛 − 𝑞‖}  alttan sınırlı ve artmayan bir dizidir. Dolayısıyla her 𝑞 ∈ 𝐹(𝑇) 

için lim𝑛→∞‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ limiti vardır. 

Teorem 52: 𝐷 kümesi, düzgün konveks 𝑋 Banach uzayının boş olmayan kapalı bir 

konveks alt kümesi olsun. Ayrıca 𝑇 dönüşümünün 𝐷 kümesi üzerinde 𝐹(𝑇) ≠ ∅ ile (𝑆𝐵) şartını 

sağladığını varsayalım ve {𝑥𝑛} dizisi (4.5) deki gibi tanımlansın. 𝑇 nin sabit noktalar kümesinin 

boş kümeden farklı olması için gerek ve yeter şart {𝑥𝑛} dizisinin sınırlı ve 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞‖𝑇𝑥𝑛 −

𝑥𝑛‖ = 0  olmasıdır. 

İspat: 𝐹(𝑇) ≠ ∅ ve 𝑞 ∈ 𝐹(𝑇) olsun. Lemma 32 den  lim𝑛→∞‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ var olduğunu ve 

{𝑥𝑛} dizisnin alttan sınırlı olduğunu biliyoruz. Varsayalım ki, 

 lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ = 𝑙 (4.10) 

olsun. (4.6) ve (4.10) dan, 

 limsup
𝑛→∞

‖𝑧𝑛 − 𝑞‖ ≤ limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ = 𝑙 (4.11) 

elde edilir. Lemma 30 ve (4.11) kullanılırsa, 

 limsup
𝑛→∞

‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑞‖ ≤ limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ = 𝑙 (4.12) 

elde edilir. (4.5) den, 

                                ‖𝑥𝑛+1 − 𝑞‖ = ‖𝑇
𝑘𝑦𝑛 − 𝑞‖                                                                           (4.13) 

≤ ‖𝑦𝑛 − 𝑞‖ 

= ‖𝑇𝑘[(1 − 𝛼𝑛)𝑇
𝑘−1𝑧𝑛 + 𝛼𝑛𝑇

𝑘𝑧𝑛] − 𝑞‖ 

≤ ‖(1 − 𝛼𝑛)𝑇
𝑘−1𝑧𝑛 + 𝛼𝑛𝑇

𝑘𝑧𝑛 − 𝑞‖ 

≤ (1 − 𝛼𝑛)‖𝑧𝑛 − 𝑞‖ + 𝛼𝑛‖𝑧𝑛 − 𝑞‖ 

≤ ‖𝑧𝑛 − 𝑞‖ 
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olur. Bu nedenle, 

 𝑙 ≤ limsup
𝑛→∞

‖𝑧𝑛 − 𝑞‖ (4.14) 

dur. (4.11) ve (4.14) kullanıldığında, 

𝑙 = lim
𝑛→∞

‖𝑧𝑛 − 𝑞‖ 

                                       = lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑘[(1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛] − 𝑞‖ 

                                       ≤ lim
𝑛→∞

‖(1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

                                       = lim
𝑛→∞

‖(1 − 𝛽𝑛)(𝑥𝑛 − 𝑞) + 𝛽𝑛(𝑇𝑥𝑛 − 𝑞)‖ 

                                       = lim
𝑛→∞

[(1 − 𝛽𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ + 𝛽𝑛‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑞‖] 

                                                   ≤ lim
𝑛→∞

[(1 − 𝛽𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑞‖] 

                                                   = 𝑙 

yazılır. Böylece, 

 lim
𝑛→∞

‖(1 − 𝛽𝑛)(𝑥𝑛 − 𝑞) + 𝛽𝑛(𝑇𝑥𝑛 − 𝑞)‖ = 𝑙 (4.15) 

 

olur. (4.11), (4.12), (4.15) ve Lemma 31 den,  

                                      lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0                                                       (4.16) 

elde edilir. Aksine 𝑞 ∈ 𝐴(𝐷, {𝑥𝑛}) olduğunu kabul edelim. Önerme 19 (i) ve (iii) kullanılırsa,  

limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑞‖ ≤ limsup
𝑛→∞

[(3 − 𝑐) ∥ 𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛 ∥ +(1 −
𝑐

2
) ∥ 𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ (4.17) 

                   +𝜇(2 ∥ 𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛 ∥ +∥ 𝑥𝑛 − 𝑇𝑞 ∥ +∥ 𝑞 − 𝑇𝑥𝑛 ∥ 

                   +2‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇
2𝑥𝑛‖)] 

                    ≤ (3 − 𝑐)limsup
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛 ∥ + (1 −
𝑐

2
) limsup

𝑛→∞
∥ 𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ 

                    +𝜇(2limsup
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛 ∥ +limsup
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑇𝑞 ∥ 

                    +limsup
𝑛→∞

(∥ 𝑞 − 𝑥𝑛 ∥ +‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖) + 2limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖ 

elde edilir. Bu ise 
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(1 − 𝜇)limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑞‖ ≤ (1 −
𝑐

2
+ 𝜇) limsup

𝑛→∞
∥ 𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ 

anlamına gelir. Bu durumda, 

2𝜇 ≤ 𝛾 =
𝑐

2
  için  

1−
𝑐

2
+𝜇

1−𝜇
≤ 1 

den  

limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑞‖ ≤ (
1 −

𝑐
2 + 𝜇

1 − 𝜇
) limsup

𝑛→∞
∥ 𝑥𝑛 − 𝑞 ∥ 

         ≤ limsup
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑞 ∥, 

olur yani, 𝑟(𝑇𝑞, {𝑥𝑛}) ≤ 𝑟(𝑞, {𝑥𝑛}) dir. Bu nedenle 𝑇𝑞 ∈ 𝐴(𝐷, {𝑥𝑛}) dir. 𝐷 düzgün konveks 

Banach uzay olduğundan 𝑇𝑞 = 𝑞 olur. 

Teorem 53:  𝐷 kümesi, Opial özelliğine sahip 𝑋 Banach uzayının boş olmayan bir alt 

kümesi ve 𝑇 dönüşümü, 𝐷 kümesi üzerinde (𝑆𝐵) şartını sağlayan kendi üzerine dönüşüm olsun. 

Eğer 𝑋 içindeki {𝑥𝑛} dizisi aşağıdaki şartları sağlıyorsa 

(i) {𝑥𝑛} dizisi 𝑞 ya zayıf yakınsar, 

(ii) lim𝑛→∞‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0, 

bu durumda 𝑇𝑞 = 𝑞 dur. 

İspat:  Önerme 20 (ii) de 𝛾 =
𝑐

2
, 𝑐 ∈ (0,1] için 

𝛾‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖ ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ + 𝜇 ∥ 𝑞 − 𝑇𝑞 ∥ 

olur. Dolayısıyla, (𝑆𝐵) şartından,  

‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑞‖ ≤ (1 − 𝛾)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ + 𝜇(‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖ + ‖𝑞 − 𝑇𝑞‖) 

elde edilir. Buradan, 

‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑞‖ ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖ + ‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑇𝑞‖ 

≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖ + (1 − 𝛾)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

+𝜇(‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖ + ‖𝑞 − 𝑇𝑞‖) 

≤ (1 − 𝛾)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ + 𝜇‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖ 

+𝜇(‖𝑞 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑞‖) 

olur ve  

       (1 − 𝜇)‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑞‖ ≤ (1 + 𝜇)‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑥𝑛‖ + (1 − 𝛾 + 𝜇)‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ (4.18) 



 

59 

 

yazılır. 𝑛 ⟶ ∞ için limit alınır ve (ii) kullanılırsa, 

‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑞‖ ≤
1 − 𝛾 + 𝜇

1 − 𝜇
‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

                                          ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

elde edilir. Bu durumda 

                                 liminf
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑞‖ ≤ liminf
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑞‖                        (4.19) 

 

dur. Varsayalım ki 𝑇𝑞 ≠ 𝑞 olsun. {𝑥𝑛}  dizisi 𝑞 ya zayıf yakınsadığından, Opial özelliğinden 

dolayı 

liminf
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ < liminf
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑇𝑞‖, 

 

olur ve bu (4.19) ile çelişir. Bu nedenle 𝑇𝑞 = 𝑞 dur.  

Teorem 54: 𝐷 kümesi, Opial özelliğine sahip düzgün konveks 𝑋 Banach uzayının 

boştan farklı kapalı konveks alt kümesi olsun. 𝑇: 𝐷 ⟶ 𝐷 dönüşümü, 𝐹(𝑇) ≠ ∅  için (𝑆𝐵) 

şartını sağlıyorsa, (4.5) ten elde dilen  {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 nin sabit noktasına zayıf yakınsar. 

İspat: Teorem 52 den, {𝑥𝑛} dizisinin sınırlı olduğunu ve lim𝑛→∞‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 

olduğunu biliyoruz. 𝑋 düzgün konveks olduğundan yansıyandır. Böylece, 𝑥𝑛𝑖 ⇀ 𝑞1 ∈ 𝐷 olacak 

şekilde {𝑥𝑛}  dizisinin {𝑥𝑛𝑖}  alt dizisi mevcuttur. Teorem 53 ü kullanarak 𝑞1 ∈ 𝐹(𝑇) elde 

ederiz. Şimdi, {𝑥𝑛} dizisinin 𝑞1 noktasına zayıf yakınsadığını göstereceğiz. Bunun tersini kabul 

edelim, yani {𝑥𝑛} dizisi 𝑞1 e zayıf yakınsak olmasın. O zaman, {𝑥𝑛} dizisinin 𝑞2 ≠ 𝑞1 olacak 

şekilde  ve 𝑞2 ∈ 𝐷  ye zayıf yakınsayan bir {𝑥𝑛𝑗} alt dizisi vardır. Yine Teorem 53 ü kullanarak 

𝑞2 ∈ 𝐹(𝑇) olduğunu söyleyebiliriz. Lemma 32 ve Opial özelliğinden 

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑞1‖ = lim
𝑖→∞

‖𝑥𝑛𝑖 − 𝑞1‖ < lim
𝑖→∞

‖𝑥𝑛𝑖 − 𝑞2‖ 

= lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑞2‖ = lim
𝑗→∞

‖𝑥𝑛𝑗 − 𝑞2‖ 

< lim
𝑗→∞

‖𝑥𝑛𝑗 − 𝑞1‖ = lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑞1‖ 

elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. Yani, 𝑞1 = 𝑞2 olur ve  {𝑥𝑛}  dizisi 𝑞1 ∈ 𝐹(𝑇) ye zayıf yakınsar.  
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Teorem 55: 𝐷 kümesi, düzgün konveks 𝑋 Banach uzayın boştan farklı kapalı ve 

konveks bir alt kümesi olsun. 𝑇:𝐷 ⟶ 𝐷 dönüşümü 𝐹(𝑇) ≠ ∅ ile (𝑆𝐵) şartını sağlasın ve {𝑥𝑛} 

dizisi (4.5) teki gibi tanımlansın. Bu durumda {𝑥𝑛} dizisinin 𝐹(𝑇) nin bir elemanına 

yakınsaması için gerek ve yeter şart 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝐹(𝑇)) = 0 veya 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝑛→∞ 

𝑑(𝑥𝑛, 𝐹(𝑇)) = 0 olmasıdır. 

İspat: Teoremdeki gereklilik şartı açıktır. Tersine, liminf𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝐹(𝑇)) = 0  ve 𝑞 ∈

𝐹(𝑇) olduğunu varsayalım. Lemma 32 yi kullanarak, her 𝑞 ∈ 𝐹(𝑇) için lim𝑛→∞‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

limitinin olduğunu biliyoruz. Bu nedenle lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝐹(𝑇)) = 0 olur. Şimdi, {𝑥𝑛} dizisinin 

𝐷 de bir Cauchy dizisi olduğunu göstereceğiz. lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝐹(𝑓)) = 0 olduğundan, 𝜀 > 0 

olmak üzere, her 𝑛 ≥ 𝑛0 için  

𝑑(𝑥𝑛, 𝐹(𝑇)) <
𝜀

2
 

olacak şekilde 𝑛0 ∈ ℕ vardır. Bu ise 

𝑖𝑛𝑓{‖𝑥𝑛 − 𝑞‖: 𝑞 ∈ 𝐹(𝑇)} <
𝜀

2
 

anlamına gelir. Yani, 𝑖𝑛𝑓{‖𝑥𝑛0 − 𝑞‖: 𝑞 ∈ 𝐹(𝑇)} <
𝜀

2
 dir. Bu nedenle ‖𝑥𝑛0 − 𝑞‖ < 𝜀/2 olacak 

şekilde 𝑞 ∈ 𝐹(𝑇) vardır. O halde 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 için, 

‖𝑥𝑛+𝑚 − 𝑦𝑛‖ ≤ ‖𝑥𝑛+𝑚 − 𝑞‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑞‖ 

                                          ≤ ‖𝑥𝑛0 − 𝑞‖ + ‖𝑥𝑛0 − 𝑞‖ = 2‖𝑥𝑛0 − 𝑞‖ < 𝜀 

yazılır. Bu da {𝑥𝑛} dizisinin 𝐷 de bir Cauchy dizisi olduğunu gösterir. 𝐷 kümesi, 𝑋 Banach 

uzayın kapalı alt kümesi olduğundan, lim𝑛→∞𝑥𝑛 = 𝑝 olacak şekilde bir 𝑝 ∈ 𝐷 noktası vardır. 

lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝐹(𝑇)) = 0 olduğundan 𝑑(𝑝, 𝐹(𝑇)) = 0 elde edilir. 𝐹(𝑇) nin kapalılığı, Lemma 

30 dan gelir. Dolayısıyla  𝑝 ∈ 𝐹(𝑇) olur. 

Şimdi (𝐼) şartını kullanarak aşağıdaki teoremi ispatlayacağız. 

Teorem 56:  𝐷 kümesi, düzgün konveks 𝑋 Banach uzayın boştan farklı kapalı ve 

konveks bir alt kümesi olsun. 𝑇:𝐷 ⟶ 𝐷 dönüşümü 𝐹(𝑇) ≠ ∅ için (SB) şartını sağlasın ve {𝑥𝑛} 

dizisi (4.5) teki gibi tanımlansın. Eğer 𝑇 dönüşümü (𝐼) şartını sağlarsa {𝑥𝑛}  dizisi 𝐹(𝑇) nin bir 

elemanına güçlü yakınsar. 

İspat: Teorem 52 den  

lim
𝑛→∞

‖𝑇𝑥𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 

olduğunu biliyoruz. Böylece, (𝐼) şartını kullanarak  
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lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝐹(𝑇)) = 0 

elde ederiz. Teorem 55 in hipotezindeki şartlar sağlandığından, {𝑥𝑛} dizisi 𝑇 dönüşümünün 

sabit noktasına güçlü yakınsar. 

Son olarak, (𝑆𝐵) şartını sağlayan ancak (𝐶) şartını sağlamayan bir dönüşüm örneği 

vereceğiz. Verilen örnekte, yeni iterasyon yöntemi olan (4.5) in diğer iterasyon yöntemlerine 

göre daha kullanışlı olduğunu gösterilecektir. 

Örnek 23: Alışılmış norm ile verilen 𝑋 = ℝ  ve 𝐷 = [5,7] olsun. 𝑇:𝐷 ⟶ 𝐷 dönüşümü 

her 𝑥 ∈ 𝐶 için, 

𝑇𝑥 = {
3𝑥 + 6

4
,        𝑥 ∈ [5,7)

      6     ,          𝑥 = 7
 

şeklinde tanımlansın. Eğer 𝑥 = 6,8 ve 𝑦 = 7 alınırsa 

1

2
|𝑥 − 𝑇𝑥| =

1

2
|6,8 − 6,6| = 0,1 

< |𝑥 − 𝑦| = 0,2 

olur. Diğer yandan, 

|𝑇𝑥 − 𝑇𝑦| = 0,6 > 0,2 = |𝑥 − 𝑦| 

dir. Dolayısıyla 𝑇 dönüşümü (𝐶) şartını sağlamaz. 

Şimdi 𝑇 dönüşümünün 𝛾 = 1 ve 𝜇 =
3

4
 için (𝑆𝐵) şartını sağladığını göstereceğiz. 

1. Durum:  𝑥, 𝑦 ∈ [5,7) için, 

(1 − 𝛾)|𝑥 − 𝑦| + 𝜇(|𝑥 − 𝑇𝑥| + |𝑦 − 𝑇𝑦|) 

                  =
3

4
(|𝑥 −

3𝑥+6

4
| + |𝑦 −

3𝑦+6

4
|) 

                  =
3

4
(|
𝑥−6

4
| + |

𝑦−6

4
|) 

                  ≥
3

4
|
𝑥−𝑦

4
| 

                  = |𝑇𝑥 − 𝑇𝑦| 

dir. 

2. Durum:  𝑥 ∈ [5,7) ve 𝑦 = 7 için, 

|𝑇𝑥 − 𝑇𝑦| = |
3𝑥 + 6

4
− 6| = 3 |

𝑥 − 6

4
| 



 

62 

ve 

5 ≤ 𝑥 < 7 ⇒
−1

4
≤
𝑥 − 6

4
≤
1

4
⇒ |

𝑥 − 6

4
| ≤

1

4
 

elde edilir. Yukarıdaki işlemleri birleştirirsek 

|𝑇𝑥 − 𝑇𝑦| = 3 |
𝑥 − 6

4
| ≤

3

4
 

yazılır. Bununla birlikte 

(1 − 𝛾)|𝑥 − 𝑦| + 𝜇(|𝑥 − 𝑇𝑥| + |𝑦 − 𝑇𝑦|) 

                =
3

4
(|𝑥 −

3𝑥+6

4
| + |7 − 6|) 

                =
3

4
|
𝑥−6

4
| +

3

4
 

                ≥ |𝑇𝑥 − 𝑇𝑦| 

olur. 

3. Durum: 𝑥 = 𝑦 = 7 için, 

(1 − 𝛾)|𝑥 − 𝑦| + 𝜇(|𝑥 − 𝑇𝑥| + |𝑦 − 𝑇𝑦|) 

                 =
3

4
(|7 − 6| + |7 − 6|) 

                 ≥ 0 = |𝑇𝑥 − 𝑇𝑦| 

dir. Dolayısıyla 𝑇 dönüşümü (𝑆𝐵1,3/4) şartını sağlar. 
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Tablo 1. İterasyon Hızlarının Karşılaştırılması 

İterasyonlar                                     Başlangıç Noktaları 

𝛼𝑛 =
𝑖

(𝑖+2)
10
9

            𝛽𝑛 = 
1

(𝑖+4)
2
3

 𝑥1 = 5 (Ş𝑒𝑘𝑖𝑙1) 𝑥1 = 6.9 (Ş𝑒𝑘𝑖𝑙2) 

𝑘 =  1 için (4.5) iterasyonu 

𝑥2 = 5.642650772 𝑥2 = 6.321614305 

𝑥50 = 5.999999999 𝑥50 = 6.000000002 

𝑥63 = 6.000000000 𝑥74 = 6.000000000 

(4.1) iterasyonu  

𝑥2 = 5.614194805 𝑥2 = 6.347224675 

𝑥50 = 5.999999998 𝑥50 = 6.000000002 

𝑥200 = 5.999999998 𝑥200 = 6.000000002 

(4.2) iterasyonu 

𝑥2 = 5.523534363 𝑥2 = 6.428819074 

𝑥50 = 5.999999998 𝑥50 = 6.000000002 

𝑥108 = 6.000000000 𝑥200 = 6.000000001 

(4.3) iterasyonu 

𝑥2 = 5.489630159 𝑥2 = 6.459332856 

𝑥50 = 5.999999997 𝑥50 = 6.000000002 

𝑥58 = 5.999999999 𝑥200 = 5.999999998 

𝑘 =  1 için (4.4) iterasyonu 

𝑥2 = 5.305318009 𝑥2 = 6.625213791 

𝑥50 = 5.999999998 𝑥50 = 6.000000002 

𝑥200 = 5.999999998 𝑥200 = 6.000000002 

 

  

        Şekil 1. İterasyonların grafiği 1         Şekil 2. İterasyonların grafiği 2 
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Tablo 2. İterasyon Hızlarının Karşılaştırılması 

İterasyonlar                                   Başlangıç Noktaları 

 

𝛼𝑛 =
𝑖

(𝑖+2)
10
9

            𝛽𝑛 = 
1

(𝑖+4)
2
3

 

 

𝑥1 = 5 (Ş𝑒𝑘𝑖𝑙3) 

 

𝑥1 = 6.9 (Ş𝑒𝑘𝑖𝑙4) 

𝑘 =  2 için (4.5) iterasyonu 

𝑥2 = 5.886932470 𝑥2 = 6.101760776 

𝑥46 = 6.000000000 𝑥50 = 6.000000002 

 𝑥51 = 6.000000000 

(4.1) iterasyonu 

𝑥2 = 5.614194805 𝑥2 = 6.347224675 

𝑥50 = 5.999999998 𝑥50 = 6.000000002 

𝑥200 = 5.999999998 𝑥200 = 6.000000002 

(4.2) iterasyonu 

𝑥2 = 5.523534363 𝑥2 = 6.428819074 

𝑥50 = 5.999999998 𝑥50 = 6.000000002 

𝑥72 = 6.000000000 𝑥200 = 6.000000001 

(4.3) iterasyonu 

𝑥2 = 5.489630159 𝑥2 = 6.459332856 

𝑥50 = 5.999999997 𝑥50 = 6.000000002 

𝑥200 = 5.999999998 𝑥200 = 5.999999998 

𝑘 =  2 için (4.4) iterasyonu 

𝑥2 = 5.478988507 𝑥2 = 6.468910344 

𝑥50 = 5.999999998 𝑥50 = 6.000000002 

𝑥200 = 5.999999998 𝑥200 = 6.000000002 

 

 

  

        Şekil 3. İterasyonların grafiği 3         Şekil 4. İterasyonların grafiği 4 
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Tablo 3. İterasyon Hızlarının Karşılaştırılması 

İterasyonlar                                     Başlangıç Noktaları 

 

𝛼𝑛 =
𝑖

(𝑖+2)
10
9

            𝛽𝑛 = 
1

(𝑖+4)
2
3

 

 

𝑥1 = 5 (Ş𝑒𝑘𝑖𝑙5) 

 

𝑥1 = 6.9 (Ş𝑒𝑘𝑖𝑙6) 

𝑘 =  3 için (4.5) iterasyonu 

𝑥2 = 5.964224727 𝑥2 = 6.032197745 

𝑥50 = 6.000000000 𝑥50 = 6.000000001 

 𝑥62 = 6.000000000 

(4.1) iterasyonu 

𝑥2 = 5.614194805 𝑥2 = 6.347224675 

𝑥50 = 5.999999998 𝑥50 = 6.000000002 

𝑥200 = 5.999999998 𝑥200 = 6.000000002 

(4.2) iterasyonu 

𝑥2 = 5.523534363 𝑥2 = 6.428819074 

𝑥50 = 5.999999998 𝑥50 = 6.000000002 

𝑥72 = 6.000000000 𝑥200 = 6.000000001 

(4.3) iterasyonu 

𝑥2 = 5.489630159 𝑥2 = 6.459332856 

𝑥50 = 5.999999997 𝑥50 = 6.000000002 

𝑥200 = 5.999999998 𝑥200 = 5.999999998 

𝑘 =  3 için (4.4) iterasyonu 

𝑥2 = 5.609241380 𝑥2 = 6.351682758 

𝑥50 = 5.999999998 𝑥50 = 6.000000001 

𝑥200 = 5.999999998 𝑥200 = 6.000000001 

 

  

       Şekil 5. İterasyonların grafiği 5         Şekil 6. İterasyonların grafiği 6 
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Tablo 4. İterasyon Hızlarının Karşılaştırılması 

İterasyonlar                                  Başlangıç Noktaları 

 

𝛼𝑛 =
𝑖

(𝑖+2)
10
9

            𝛽𝑛 = 
1

(𝑖+4)
2
3

 

 

𝑥1 = 5 (Ş𝑒𝑘𝑖𝑙7) 

 

𝑥1 = 6.9 (Ş𝑒𝑘𝑖𝑙8) 

𝑘 =  4 için (4.5) iterasyonu 

𝑥2 = 5.988680480 𝑥2 = 6.010187568 

𝑥6 = 6.000000000 𝑥50 = 6.000000001 

 𝑥62 = 6.000000000 

(4.1) iterasyonu 

𝑥2 = 5.614194805 𝑥2 = 6.347224675 

𝑥50 = 5.999999998 𝑥50 = 6.000000002 

𝑥200 = 5.999999998 𝑥200 = 6.000000002 

(4.2) iterasyonu 

𝑥2 = 5.523534363 𝑥2 = 6.428819074 

𝑥50 = 5.999999998 𝑥50 = 6.000000002 

𝑥72 = 6.000000000 𝑥200 = 6.000000001 

(4.3) iterasyonu 

𝑥2 = 5.489630159 𝑥2 = 6.459332856 

𝑥50 = 5.999999997 𝑥50 = 6.000000002 

𝑥200 = 5.999999998 𝑥200 = 5.999999998 

𝑘 =  4 için (4.4) iterasyonu 

𝑥2 = 5.706931035 𝑥2 = 6.263762068 

𝑥50 = 5.999999998 𝑥50 = 6.000000002 

𝑥200 = 5.999999998 𝑥200 = 6.000000002 

 

 

 

 

       Şekil 7. İterasyonların grafiği 7         Şekil 8. İterasyonların grafiği 8 
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SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında, genişlemeyen ve (𝐶) şartını sağlayan dönüşüm sınıflarını kapsayan 

daha genel bir dönüşüm sınıfı ifade edilmiş ve bu sınıf Suzuki-(𝐵𝛾,𝜇) şartını sağlayan dönüşüm 

olarak adlandırılmıştır. Önce bu dönüşüm sınıfının temel özellikleri verilmiş ve daha sonra 

literatürdeki iterasyon metotlarından daha etkili olan yeni bir iterasyon metodu tanımlanarak bu 

dönüşüm sınıfı için bazı zayıf ve güçlü yakınsama teoremleri kanıtlanmıştır. Son olarak ise 

Suzuki-(𝐵𝛾,𝜇) şartını sağlayan dönüşümler için nümerik örnekler verilerek iterasyonların 

mukayesesi yapılmıştır. Bu çalışmadan hareketle, araştırmacılar için aşağıdaki öneriler ifade 

edilmiştir: 

1) Bu tezde ifade edilen iterasyon metodundan hareketle daha etkili bir iterasyon 

metodunun Suzuki-(𝐵𝛾,𝜇) şartını sağlayan dönüşümlerin sabit noktalarına yaklaşımı 

incelenebilir. Ayrıca farklı nümerik örnekler üzerinden iterasyonların 

karşılaştırılması yapılabilir. 

2) Suzuki-(𝐵𝛾,𝜇) şartını sağlayan dönüşüm sınıfından daha genel bir sınıf oluşturularak 

bunun özellikleri ve diğer dönüşüm sınıfları ile olan bağlantıları araştırılabilir.  

3) Çok değerli Suzuki-(𝐵𝛾,𝜇) şartını sağlayan dönüşüm sınıfı tanımlanarak bu sınıf için 

bazı temel özellikler ve yakınsama teoremleri incelenebilir.  
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