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Bu tez calismasinda, balans sayilarini veren Diofant denklemde birtakim diizenlemeler
yapilmak suretiyle elde edilen Diofant denklem kullanilarak olusturulan sift balans sayilari
incelenmistir. Bu tez ¢aligmasi bes boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, bu ¢alismada kullanilan tam say:1 dizilerinin tanimlar1 ve bazi cebirsel
ozellikleri verilmistir.

Ikinci boliimde, balans, Lucas-balans, hemen hemen balans ve sift balans sayilar ile ilgili
temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Uciincii  boliimde, bu c¢alismada kullanilan kaynaklara ve calismanin olusmasinda
yararlanilan yontemlere yer verilmistir.

Doérdiincii bolimde ise, 3-sift balans sayilari iizerine ayrintili bir inceleme yapilarak bu
sayilara ait 0zgiin cebirsel 6zdeslikler elde edilmistir. Ayrica 3-sift Lucas-balans sayilar
tanimlanarak bu sayilarla ilgili birtakim cebirsel 6zelliklere yer verilmistir.

Besinci boliimde, elde edilen bulgularin degerlendirmesi yapilmustir.
Haziran 2023, 67 sayfa.

Anahtar kelimeler: Balans sayilari, hemen hemen balans sayilari, sift balans sayilari.
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1. GIRIS

Pisa’da dogan Leonardo Fibonacci, yasadigi donemde (1170-1250) yaptig1 calismalarla
Avrupa’nin en 6nemli matematikcilerinden biri olmugtur. Matematik caligmalar1 diginda
yasantis1 hakkinda ayrintili bilgi sahibi olamadigimiz Fibonacci’nin en c¢ok bilinen
calismas1 Liber Abaci (1202) kitabidir. Fibonacci, bu kitabinda, Hint-Arap rakamlarini,
10’1u say1 sistemini ve dort islemi anlatmistir. Boylece Avrupa, Hint-Arap rakamlariyla
tanismustir. Fibonacci, bir diger ¢alismasi olan Liber Quadratorum (1225) kitabinda, Diofant
Denklemler iizerine arastirmalar yapmistir ve bu arastirmalar Sayilar Kurami’na oldukca
katki saglamistir. Bunun yani sira Fibonacci, Liber Abaci kitabinda, tavsan problemi olarak
ortaya koydugu problemin neticesinde elde etti§i tam say1 dizisi ile tanminmaktadir. Bu
problem sudur: Kapali bir alana konulan biri disi ve digeri erkek olacak sekilde bir cift tavsan
oldugu varsayilsin. Hicbir tavsanin 6lmedigi ve dogan tavsanlarin bir ay sonra lireyebilecek
erginlige ulagip bu ayi takip eden ayin sonunda iiredigi kabul edilirse, bir yilin sonunda bu

ortamda bulunan tavsan cifti sayisi nedir?

Tablo 1.1: Tavsan Cifti Sayisi.

Ay 112(3(4,5(6] 789 |10|11]| 12
Tavsan Cifti Sayist | 1 |1 23|58 | 13|21 |34 ]55]89 | 144

Yukaridaki tablodan goriilecegi iizere, 1,1,2,3,5,8,--- seklinde devam eden bu diziye
Fibonacci’nin adi verilmistir ve bu dizi tam say1 dizileri icerisinde 6nemli bir yere sahip

olmustur. Fibonacci dizisini incelemeden Once, tam say1 dizilerinden bahsederken siklikla

kullanilan terimler olan rekiirans bagintisi ve Binet formiilii tanimin1 verelim.

¢i (1 <i<k) ler reel sayilar ve ¢ # 0 olmak tizere, k. mertebeden sabit katsayili bir lineer

homojen rekiirans bagintisi,

ap = C1ap—1 +C2ap—2 + -+ CpAp—k

dir [1]. Baglangi¢ degerleri ve rekiirans bagintisi bilindiginde bir tam say1 dizisinin biitiin

terimleri belirlenebilir.



Binet formiilii ise tam say1 dizilerinin karakteristik denkleminin kokleri yardimu ile elde edilir

ve dizinin n. teriminin elde edilmesinde kolaylik saglar.
Simdi bu bilgiler 1s181nda Fibonacci dizisini inceleyelim.

F,, n. Fibonacci sayisi ve Fy =0, F; = 1 olmak iizere, Fibonacci dizisinin rekiirans bagintisi,
Fopr =F+Fy (n>1)
dir [2].
Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi,
X —x—1=0

olup bu karakteristik denklemin kokleri A; ve A, ile gosterilirse, A} = 1+2ﬁ ve b = 5=

dir. Buradan, Fibonacci dizisinin Binet formiili,

_M-x
A=A

Fy

dir [3].

Fibonacci dizisi gibi iinlii olan bir bagka tam say1 dizisi de Fransiz matematik¢i Eduard Lucas
tarafindan tanimlanan Lucas dizisidir. Lucas dizisi ile Fibonacci dizisinin rekiirans bagintilari

ayn1 fakat baglangi¢ kosullar: farklidur.

Ly, n. Lucas sayis1 ve Ly = 2, L} = 1 olmak iizere, Lucas dizisinin rekiirans bagintisi,

Ln+1 =Ly+Ly (nZ 1)

dir. Lucas dizisinin Binet formiilii ise, A; = # ve A = 1_2\/5 olmak iizere,

L=+

dir.

Fibonacci ve Lucas dizilerinden baska pek c¢ok tam sayr dizisi vardir. Bu tezde



yararlanacagimiz tam say1 dizilerinden ikisi, ticgensel say1 ve kare licgensel say1 dizileridir.

n bir pozitif tam say1 olmak iizere "("Z—H) seklinde yazilabilen sayilara iicgensel say1 ve bu

sayilarin olusturdugu diziye licgensel say1 dizisi denir [4].

T,, n. iicgensel say1 ve 71 = 1 olmak iizere, iicgensel say1 dizisinin rekiirans bagintisi,
T =T, +(n+1) (n>1)

dir. Ucgensel sayilara 6rnek olarak 1,3,6, 10 sayilar verilebilir.

Tam kare olan tiggensel sayilara kare tiggensel say1 ve bu sayilarin olusturdugu diziye kare

ticgensel say1 dizisi denir [4].

Sn, n. kare tiggensel say1 ve 1 = 1, S = 36 olmak iizere, kare licgensel say1 dizisinin
rekiirans bagintisi,

Snt1 =348, —Sp—1+2 (n>2)
dir. Kare ticgensel sayilara ornek olarak, 1,36, 1225 sayilar verilebilir.

Behera ve Panda [5] tarafindan tanimlanan, iicgensel ve kare licgensel sayilar ile dogrudan

iligkili olan, balans sayilarini inceleyelim. Balans sayilar1 asagidaki sekilde tantmlanmustir:

n ve r pozitif tam sayilar olmak iizere,
142434+ (m—1)=n+1)+n+2)+--+(n+r)

Diofant denklemini saglayan n sayisina balans sayisi, r sayisina ise n balans sayisina karsilik

gelen balansir (dengeleyici) denir.

B, n. balans sayis1 ve B = 1, B, = 6 olmak iizere, balans say1 dizisinin rekiirans bagintisi,
Byy1=6B,—B, (l’l > 2)

dir [4].



Balans sayilarina bagh olarak Lucas-balans sayilari, Ray [4] tarafindan asagidaki sekilde

tanimlanmugtir:
B,, n. balans sayis1 olmak iizere, C, = \/8B2 + 1 sayisina n. Lucas-balans sayisi denir.

Panda ve Ray [6], balans sayilarinin gergekledigi Diofant denkleme benzer baska bir Diofant

denklem kullanilarak elde edilen kobalans sayilarin1 agsagidaki sekilde tanimlamislardir:

n ve r pozitif tam sayilar olmak iizere,

14243+ +n=(n+1)+(n+2)+-+ (n+r)

Diofant denklemini saglayan n sayisina kobalans sayisi, r sayisina ise n kobalans sayisina

karsilik gelen kobalansir denir.

b, n. kobalans sayist ve by = 0, b, = 2 olmak lizere, kobalans say1 dizisinin rekiirans
bagintisi,

b1 =6by—by1+2  (n>2)
dir [6].

Kobalans sayilarina bagh olarak Lucas-kobalans sayilari, Ray [4] tarafindan asagidaki

sekilde tanimlanmugtir:

by, n. kobalans sayisi olmak iizere, ¢, = \/8b2 +8b, + 1 sayisina n. Lucas-kobalans sayisi

denir.

Balans sayilar1 tizerine pek ¢ok farkli ¢alisma mevcuttur. Liptai [7] ¢alismasinda Lucas
say1 dizisi i¢inde balans sayis1 olmadigini kanitlamigtir. Kovdcs, Liptai ve Olajos [8], (a,b)
balans sayilarii tanimlamiglar ve bu sayilar ile ilgili cesitli teoremler elde etmislerdir.
Dash, Ota ve Dash [9], #-balans sayilarin1 tanimlayarak bu sayilarin cebirsel 6zelliklerini
incelemiglerdir. Panda ve Davala [10], miikemmel balans sayilari ile ilgili ¢calismalarinda,
balans say1 dizisindeki mitkemmel sayilar1 arastirmiglardir. Rout and Panda [11], k-bosluk

balans sayilarimi detayli incelemislerdir.



Panda ve Panda [12] nin, balans say1 dizisi ile iligkili olarak tanimlamis olduklar1 bir bagka

tam say1 dizisi hemen hemen balans say1 dizisidir ve tanimi asagidaki gibidir:

n bir pozitif tam say1 olmak iizere,

{4+ D) +0m+2)++m+r)} {14243+ 4+ (n—-1D} =1 (1.1)

Diofant denklemini saglayan n sayisina hemen hemen balans sayisi, r pozitif tam sayisina

ise n hemen hemen balans sayisina karsilik gelen hemen hemen balansir denir.

(1.1) Diofant denklemi, asagidaki gibi iki Diofant denklem halinde yazilabilir:

{(n+1)+n+2)+-+n+r)}—{14243+---+(n—1)} =1 (1.2)
{(n+1)+n+2)+--+nm+r)}—{1+24+3+-+n—-1)}=—-1 (1.3)
(1.2) Diofant denklemini saglayan » pozitif tam sayisina birinci tiirden hemen hemen balans

sayis1 denir ve Aj-balans sayisi olarak ifade edilir; r pozitif tam sayisina ise, birinci tiirden

hemen hemen balansir denir ve Aj-balansir olarak ifade edilir.

(1.3) Diofant denklemini saglayan n pozitif tam sayisina ikinci tiirden hemen hemen balans
say1s1 denir ve Ap-balans sayisi olarak ifade edilir; r pozitif tam sayisina ise, ikinci tiirden

hemen hemen balansir denir ve A,-balansir olarak ifade edilir.

Daha sonra Rayaguru, Davala ve Panda [13], sift balans sayilarini tanimlamislar ve
bu sayilarin balans sayilariyla iliskilerini gostererek birtakim cebirsel 6zdeslikler elde

etmislerdir. Sift balans sayilarinin tanimi asagidaki gibidir:

k sabit bir pozitif tam say1 olmak iizere,

(k+1)+ (k+2) 4+ x—1)=@x+1)+@x+2) 4+ (x+7r)

Diofant denklemini saglayan x pozitif tam sayisina k-sift balans sayisi, r pozitif tam sayisina

da x k-sift balans sayisina karsilik gelen k-sift balansir denir.



Bu tezin genel kisimlar boliimiinde, tezin olusturulmasinda yararlanilan bazi 6n bilgiler
verildikten sonra, balans sayilari, Lucas-balans sayilari, hemen hemen balans sayilari
tanimlar1 verilmis ve bu sayilara ait birtakim cebirsel bagintilar gosterilmistir. Daha sonra,
literatiire 2020 yilinda girmis olan sift balans sayilarinin tanimi verilmis ve k = 1,2,3

degerleri icin sift balans sayilarini veren Diofant denklemin ¢6ziim siniflar1 gosterilmistir.

Tezin bulgular boliimiinde ise 3-sift balans sayilari ele alinmistir. Bu sayilar ile ilgili 6zgiin
teoremler elde edilmis ve 3-sift balans sayilarini iireten fonksiyonlar bulunmustur. 3-gift
balans sayilari ile balans sayilari, Lucas-balans sayilar1 ve hemen hemen balans sayilari
arasinda birtakim cebirsel iligkiler elde edilmistir. Ayrica 3-sift balans sayilarina baglh olarak
3-sift Lucas-balans sayilar1 tanimlanmig ve 3-gift Lucas-balans sayilar1 i¢in gecerli olan

birtakim cebirsel 6zdeslikler elde edilmigtir.



2. GENEL KISIMLAR

Bu boliimde, tezin bulgular kisminda elde edilen teoremlerin ispatlarinda kullanacagimiz

bazi tanim, teorem ve sonuglar verilmistir.

2.1. ON BILGILER

Bu alt boliimde, gerek bu boliimiin diger kistmlarinda gerekse bulgular boliimiinde kullanilan

bazi tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tanim 2.1.1. d tam kare olmayan bir pozitif tam say1, k bir tam say1 olmak iizere,
x?> —dy* = F1 seklindeki Diofant denkleme Pell Denklemi, x> — dy? = k denklemine ise
genel Pell Denklemi denir [14].

x? —dy* = 1 denklemi incelendiginde, pozitif ve tam kare olmayan her d degeri icin (F1,0)
bu denklemi gerceklediginden bu ¢oziime asikar ¢oziim denir. Bir Pell denkleminin agsikar
¢Oziimii olmayan en kii¢iik (x,y) pozitif tam say1 ¢oziimiine denklemin temel ¢6ziimii denir

ve denklemin diger tiim tam say1 ¢oziimleri, temel ¢6ziim kullanilarak bulunur.

Teorem 2.1.1. x> — dy> = 1 Pell denkleminin temel ¢6ziimii, (a,B) olsun. O halde,

(x1,y1) = (&, B) ve Pell denkleminin tiim ¢6ziimleri, n > 1 igin (x,,y,) olmak iizere,

Xy +yVd = (o4 BVd)"

dir [15].

Teorem 2.1.2. x ve y pozitif tam sayilar olmak iizere (x,,y,), x> —dy> = (—1)" Pell
denkleminin herhangi bir ¢6ziimii olsun. Bu taktirde, (xj,y;) = (o, 3) Pell denkleminin

temel ¢Oziimii olmak iizere,

Xn x1 dyr| [xp—1

Yn yi xi Yn—1

dir [15].



Teorem 2.1.3. x> — dy?> = 1 Pell denkleminin temel c¢oziimii (a,B) ve x> —dy* = k

denkleminin temel ¢oziimii (u,v) olsun. k > 0 olmak iizere,

O<]u|§\/@ ve Ogvgﬁﬂﬁ

dir [15].

Teorem 2.1.4. x> — dy> = 1 Pell denkleminin temel ¢oziimii, («,f) ve x> —dy*> =k

denkleminin temel ¢oziimii, («,v) olsun. k < 0 olmak iizere,

0§|M|S\/w ve O<V§ﬁ“%

dir [15].

Teorem 2.1.5. x*> —dy? = N genel Pell denkleminin bir K sinifinin temel ¢oziimii u; +viv/d
ve x2 — dy* = 1 Pell denkleminin temel ¢oziimii ise x; +y;v/d olsun. n pozitif bir tam say1 ve
x? —dy* = N genel Pell denkleminin K sinifina ait tiim pozitif tam say1 ¢oziimleri u, 4+ v,v/d

olmak tlizere,

Up+1 +Vn+1\/3 = (ug +V1\/3)(X1 +y1\/3)”

dir [16].



2.2. BALANS VE LUCAS-BALANS SAYILARI

Bu alt boliimde, balans ve Lucas-balans sayilarinin tanimlari, Binet formiilleri ve rekiirans
bagintilar1 verilmistir. Bu sayilarin sagladiklar1 bazi1 cebirsel 6zdeslikler ve bu sayilar

arasindaki birtakim cebirsel iligkiler gosterilmistir.

Tamim 2.2.1. n ve r pozitif tam sayilar olmak iizere,
1424344 (n—1)=n+1)+0n+2)+-+(n+r) 2.1)

Diofant denklemini saglayan n sayisina balans sayist, r sayisina ise n balans sayisina karsilik

gelen balansir (dengeleyici) denir [5].

(2.1) Diofant denklemi diizenlenirse,
Thn 1+ Ty =Tayr (2.2)

elde edilir. Boylece, ardisik iki liggensel sayinin toplami olarak yazilabilen iigcgensel sayilar

ile balans sayilar1 arasinda bir iligki oldugu goriiliir.
(2.2) esitligi diizenlenirse,

(n—1)n nn+1) (n+r)(n+r+1)

2+2_2

2 (n+r)(i;+r+1) 23)

elde edilir. Boylece, balans sayilarimin kare iicgensel sayilarin karekokii olarak ifade

edilebilecegi goriiliir.
(2.3) denklemi r ye gore ¢oziiliirse,

(2n+1)+v8n?+1
2

=

(2.4)

bulunur [4].
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(2.4) esitliginden asagidaki sonuca ulagilir.

Sonuc 2.2.1. n pozitif tam sayisinin balans sayisi olmas icin gerek ve yeter kosul 812 + 1

sayisinin bir tam kare olmasidir [4].

(2.1) Diofant denklemini saglayan en kii¢iik sayinin 6 oldugu acik olmakla birlikte, Behera
ve Panda, n = 1 icin, 8n% + 1 sayis1 bir tam kare oldugundan 1 sayisinin da bir balans sayisi

olarak kabul edilebilecegini ifade etmislerdir [5].

Teorem 2.2.1. B,, n. balans sayisi, o = 3 + V8 ve oy = 3 — +/8 olmak iizere, balans

sayilarinin Binet formiilii,
n n
_o -0

B, =
28
dir [4].

Ispat. x bir balans sayisi olsun. O halde, Sonug 2.2.1 den, 8x> + 1 = y? olacak sekilde bir
y pozitif tam sayis1 vardir. Bu esitlik diizenlenirse, y> — 8x> = 1 Pell denklemi elde edilir.
Bu denklemin temel ¢oziimii x = 1, y = 3 olmak iizere, Teorem 2.1.1 den denklemin genel
¢Ozumii,

Ya+x,V/8=(3+V8)" (2.5)

dir. (2.5) ten,
Yn—xnV8=(3-+/8)" (2.6)

elde edilir.
(2.5) ve (2.6) esitliklerinden,

(VR (- VB
n— 2\/§

elde edilir. Buradan,
(3+/8)" —(3—/8)"
2v/8

dir. Boylece, o =3 + V8 ve o =3— /8 olmak izere, balans sayilarinin Binet formiilii,

B, =

n n
_oG %

2V38

B,

dir.
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Teorem 2.2.2. B,, n. balans sayis1 ve By = 1 ve B, = 6 olmak {izere, balans say1 dizisinin
rekiirans bagintisi,

Bn+1 = 6Bn —Bn,1 (I’l 2 2)

dir [4].

Ispat. Teorem 2.2.1 den,

_ (XEH—] N Otfl_l . ag—l
248 2/8

af(ar+ o) —al (o + o)

2V38

O:n—i-l
n+1 n—1

= 6B,
dir. Buradan,
By = 6B, — B, 1

elde edilir.

Teorem 2.2.3. B,, n. balans sayisi olmak iizere,
By=1+4B, 1Byy1 (n2>2)

dir [4].
Ispat. Ispat: timevarim yontemi ile yapalim.

n =2 i¢in B% = 1+ B;B3 = 36 oldugundan iddia dogrudur. n = k icin iddia dogru olsun.

Simdi, n = k+ 1 icin iddianin dogru oldugunu gosterelim. Teorem 2.2.2 den,

Bi,i = Bii1Bi
= (6Br—Bi—1)Bis1
= 6BiBri1— Br-1Bi11
= 6BiByy —Bi+1
= Bi(6Byy1 —Bi) +1

= BiBii2+1

bulunur. Boylece, iddianin n = k41 i¢in dogru oldugu gosterilmis olur.
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Teorem 2.2.4. Herhangi m ve n pozitif tam sayilari i¢in,
Bm+n = BmBn+l — By 1By

dir [4].

Ispat. Ispat: timevarim yontemi ile yapalim.

n =1 i¢in, By,+1 = BpBy — B;,—1B1 = 6B, — B;,—1 oldugundan iddia dogrudur. n < k icin
iddia dogru olsun. Simdi, n = k+ 1 i¢in iddianin dogru oldugunu gosterelim. Teorem 2.2.2

den,

Buikr1 = OBk — Bnir-1
= 6(BuBiy1 — Bn-1Bi) — (BuBk — B—1Bi—1)
= Bu(6Biy1 —Bi) — Bin1(6Br —Bik_1)

= BmBii2— Bn—1Bi+1

bulunur. Boylece, iddianin n = k+ 1 i¢in dogru oldugu gosterilmis olur.

Sonug 2.2.2. Herhangi bir n pozitif tam sayis1 i¢in,

i) Ba,_ = B> — B?

n—1

ll) BZn = Bn (Bn—i-l - Bn—l)

dir [4].

Ispat. Teorem 2.2.3 ve Teorem 2.2.4 ten,

Byy—1 = Bu-1Bpt1—Bu-2By
2 2

= (Bn_l)_(Bn—l_l)

2 2

— B2-B

n—1

elde edilir.
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Teorem 2.2.4 ten,

B2n - BanJrl_anan

— Bn(Bn—H - Bn—l)

bulunur.

Teorem 2.2.5. x bir balans sayis1 olmak iizere,
f(x)=3x+v8x2+1

x sayisindan hemen sonra gelen balans sayisidir [4].

Ispat. x bir balans sayis1 olsun, f(x) fonksiyonunun bir balans say1st oldugunu gosterelim.

Sonug 2.2.1 den 8x% + 1 bir tam karedir. Eger,
8f(x)>+1=8(3x+V8x2+1)>+1

ifadesinin bir tam kare oldugu gosterilirse f(x) sayisinin bir balans sayisi oldugu gosterilmis

olur.

8F(x)>+1 = 83x+vV8x2+1)2+1
= 892 +8 2+ 1+6xv/8x2+1)+1
= 136x2+9+48x\/8x2 + 1
= (8x—|—3\/m>2

oldugundan 8f(x)? + 1 sayisinin tam kare oldugu gosterilmis olur. Sonug olarak, f(x) bir

balans sayisidir.

Simdi f(x) balans sayisinin, x sayisindan hemen sonra gelen balans sayisi oldugunu

gosterelim.
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Teorem 2.2.2 den,

Bn+1 = 6B,—B,
= 3B,+(3B,—By_1) 2.7)

yazilir. Teorem 2.2.2 ve Teorem 2.2.3 kullanilarak,

(3B,—B,_1)> = 9B>+B2 | —6B,B, |

n—1

= 935 +Br21—1 - (BnJrl +Bn71)Bn71

= 9B, — B, 1By
— 9B -B2+1
= 8B2+1

elde edilir. Buradan, 3B, — B, = \/8B2 + 1 yazlabilir. Boylece, (2.7) esitliginden,

Bu+1 =3B, +1/8B%+1

elde edilir. B,, = x olarak alinirsa,

By =3x+V8x2+1

elde edilir ve boylece f(x) = B, oldugu gosterilmis olur.

Teorem 2.2.6. x bir balans sayisi olmak iizere,
g(x) =3x—v/8x2+1

x sayisindan hemen Once gelen balans sayisidir [4].

Ispat. x bir balans sayis1 olsun, g(x) fonksiyonunun bir balans sayist oldugunu gosterelim.

Sonug 2.2.1 den 8x? + 1 bir tam karedir. Eger,

8g(x)>+1=80Bx—V8x2+1)2+1

ifadesinin bir tam kare oldugu gosterilirse g(x) sayisinin bir balans sayis1 oldugu gosterilir.
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8g(x)>+1 = 8(3x—\/8x27+1)2+1
= 8(9x2+82+1—6xV/8x2+1)+1
= 8(17%+1—6xV/8x2 +1)+1
= 1362 +9—48x\/8x2 + 1
= (8x—3x\/8x2+ 1)

oldugundan 8g(x)% 4 1 sayisinin tam kare oldugu gosterilmis olur. Sonug olarak, g(x) bir

balans sayisidir.

Simdi g(x) balans sayisinin x sayisindan hemen Once gelen balans sayisi oldugunu
gosterelim.
f(x) = 3x+v8x2+1 fonksiyonunda x balans sayisi yerine g(x) = 3x — v/8x2 + 1 balans

sayisin1 yazalim.

fBx—V8x2+1) = 3(3x—\/8x2—|—1)+\/8(3x—\/8x2+1)2—|—1
= 9x—3\/8x2+1+\/(—8x+3\/8x2+1)2
= Ox—3v8x2+1—-8x+3v8x2+1

= X

x = By, olarak alinirsa, f(g(B,)) = B, ve buradan da g(B,) = B,_; elde edilir. Boylece,

B,_1 =3B,—/8B2+1

oldugu gosterilmis olur.

Tamm 2.2.2. x bir balans sayis1 olmak iizere, v/8x% + 1 sayisina Lucas-balans sayis1 denir.

n. Lucas-balans sayis1 C, = \/8B2 + 1 ile gosterilir [4].
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Teorem 2.2.7. C,, n. Lucas-balans sayisi ve C; = 3, C; = 17 olmak {izere, Lucas-balans say1

dizisinin rekiirans bagintisi,

dir [4].

Ispat. Teorem 2.2.5 ten,

:

C2., = 8(3B,+/8B2+1)*+1

{

— 8(17B+6B,y\/8B2+1+4+1)+1

:

— 136B2+48B,\/8B2+1+9

= (34/8B2+148B,)?

= (3C,+8B,)?

elde edilir. Buradan,

Cnh+1 =3C,+ 8B, (2.8)

yazilir. Teorem 2.2.6 dan,

:

C2, = 8(3B,—/8B2+1)*+1

:

— 8(17B>—6B,y/8B2+1+1)+1

:

— 136B% —48B,\/8B2+1+9

= (34/8B2+1-8B,)*

= (3C,—8B,)?

elde edilir. Buradan,

Ch-1=3C,—8B, (2.9)

yazilir. (2.8) ve (2.9) esitliklerinden,
Cn+1 =6C,—Cy 1

elde edilir.
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Teorem 2.2.8. C,, n. Lucas-balans sayis1 ve o = 3 + V3, o0 =3— /8 olmak iizere,

Lucas-balans sayilarinin Binet formiilii,
C of + o
" 2

dir [4].

ispat. Teorem 2.2.5 ten, C, = B, 11 — 3B,, olup Teorem 2.2.1 kullanilarak,

c, — 051n+l—a£l+]_306{1—065’
2v8 2v8
_of(on—3)—af(0n—3)
— 75
_ (o rap)v8
— N
_ oty
= 4=

elde edilir.

Teorem 2.2.9. m ve n pozitif tam sayilar olmak iizere,

i) Byin = BuCp—+CnBy
ii)  Cpin = CnCp+ 8BmBy,

dir [4].

ispat. Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.2.8 den,

Co+ V8B, = af (2.10)

bulunur. Buradan,

a?a{n = (Cn + \/an) (Cm + \/gBm)
= CyuCy—+ V8CyBy + V8B,,Cp + 8BBy,
= CpCp+ V8(B,uCy+CuBy) +8B,B,

elde edilir.
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(2.10) dan,
a{n—i—n = Cipgn + \/gBm—O—n

oldugundan,

Cm+n + \/gBern — Can + \/§<Bmcn + CmBn) + 8BmBn

bulunur. Boylece, Gy, = C,,C, + 8B, B, ve By = B, Cy + Cy By, elde edilir.
Sonuc 2.2.3. n pozitif bir tam say1 olmak iizere,

i) By, =2B,C,
ii) Cy,=C?>+8B2

dir [4].
ispat. Teorem 2.2.9 1) ve ii) de m = n alinirsa,

B>, =2B,C, ve C,=C>+8B>

elde edilir.

Teorem 2.2.10. m,n pozitif tam sayilar ve m > n olmak iizere,
i) By—n =BGy — CuBy,
ii) Cp_n=CnCy,—8ByB,
dir [4].
ispat. Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.2.8 den,

C,— V8B, =0} (2.11)

elde edilir. Buradan ve o, " = of esitliginden,
@ = oo
= (Cn—V8By)(Cy+V8By,)
= CuCy—8B,B, — V8(ByuCp— CBy)

elde edilir.



19

(2.11) den,
O‘én_n =Cn—n— \/gBm—n

oldugundan,

Cnn— \/gBmfn =CyCy —8ByB,, — \/g(Ban - CmBn)

bulunur. Boylece, C,—, = C,,C, —8B,B, ve B,_, = B,C,—C,B, elde edilir.
Teorem 2.2.11. n,r pozitif tam sayilar ve n > r olmak tizere,
Bn+an7r = (Bn + Br) (Bn - Br)

dir [4].

ispat. Teorem 2.2.9 1) ve Teorem 2.2.10 i) den,

BuirBur = (BuCr+CyB,)(BuCr—CyBy)
= BXC?-C2B?
= B%(8B*+1)—(8B%>+1)B?
= B2-B?

= (Bn + Br) (Bn - Br)

elde edilir.
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2.3. HEMEN HEMEN BALANS SAYILARI

Bu alt boliimde, Panda ve Panda [12] nin hemen hemen balans sayilar1 iizerine yaptiklari

calismada yer alan birtkim tanim ve teoremler verilmistir.

Tamim 2.3.1. n,r pozitif tam sayilar olmak iizere,

{4+ +0m+2)++m+r)} {14243+ +(n—-1} =1 (2.12)

Diofant denklemini saglayan n sayisina hemen hemen balans sayisi, r sayisina ise n hemen

hemen balans sayisina karsilik gelen hemen hemen balansir denir.

(2.12) Diofant denklemi asagidaki gibi iki Diofant denklem seklinde yazilabilir:

{n+D+m+2)++m+r)} {14243+ +m-1)}=1 (2.13)
{n+D)+m+2)+-+mtr))—{1+243 4+ +(n-D}=—-1 (2.14)

(2.13) Diofant denklemini saglayan n sayisina birinci tiirden hemen hemen balans sayisi, r
sayisina ise, birinci tiirden hemen hemen balansir denir. Birinci tiirden hemen hemen balans

sayilar1 Aj-balans sayilar1 olarak da adlandirilir.

(2.14) Diofant denklemini saglayan n sayisina ikinci tiirden hemen hemen balans sayisi, r
sayisina ise, ikinci tiirden hemen hemen balansir denir. Ikinci tiirden hemen hemen balans
sayilar1 Ap-balans sayilari olarak da adlandirilir.

(2.13) Diofant denklemi diizenlenirse,

n2+1:(n+r)(r;+r+1) (2.15)

elde edilir. (2.15) denklemi r ye gore ¢oziiliirse,

—_ 2
. (2n-|—1);-\/8n +9 (2.16)

bulunur.

(2.16) esitliginden asagidaki sonuca ulagilir.

Sonug 2.3.1. n pozitif tam sayisinin bir Aj-balans sayis1 olmas i¢in gerek ve yeter kosul

8n” 4+ 9 sayisinin tam kare olmasidir.
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(2.13) Diofant denklemi icin yukarida yapilan benzer islemler (2.14) Diofant denklemi i¢in

de yapilirsa,
1
g tnletrel) 2.17)
2
elde edilir. (2.17) denklemi r ye gore c¢oziiliirse,
—(2n+1)+V8n2 -7
p 22t D+ VEn (2.18)

2

bulunur.

(2.18) esitliginden asagidaki sonuca ulagilir.

Sonuc¢ 2.3.2. n > 2 olmak iizere n pozitif tam sayisinin bir A;-balans sayis1 olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul 8n> — 7 sayisinin tam kare olmasidur.

Teorem 2.3.1. 8x° +9 = y?> Diofant denkleminin pozitif tam say1 ¢oziimleri n > 1 olmak

tizere, x = 3B, ve y=3C, dir.

Ispat. x > 2 olmak iizere, x bir A;-balans sayisi olsun. Sonug 2.3.1 den 8x* + 9 = y? olacak

sekilde pozitif bir y tam sayis1 vardir.

x =0 (mod 3) tiir. Ciinkii x = F1 (mod 3) olursa 8x2+9 = —1 (mod 3) ve buradan da
y?> = —1 (mod 3) elde edilir. Bu ise —1 in modiilo 3 kuadratik non-rezidii olmastyla celisir.
O halde, x = 0 (mod 3) ve sonug olarak y = 0 (mod 3) tiir. Boylece, u ve v pozitif tam sayilar

olmak iizere, x = 3u ve y = 3v yazilabilir.

8x% +9 = y? den 8u? + 1 = v? elde edilir. O halde, Sonug 2.2.1 den u says1 bir balans sayisi

ve v say1s1 bir Lucas-balans sayisidir. Sonug olarak n > 0 i¢in,
x=3B, ve y=3C,

dir.

Tezin bundan sonraki kisminda, n. Aj-balans sayisi U,, n. Aj-balans sayisi V), ile
gosterilecektir. Yukaridaki teorem ile tiim Aj-balans sayilarmin U, = 3B, formunda

verilebilecegi goriiliir.
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Sonuc 2.3.3. U, n. A-balans sayist ve o =3 +2v/2, o =3— 2+/2 olmak iizere, Aqp-balans

sayilariin Binet formiilii,
n n
_ 2% %

U,=3
" 4\/§
dir.

U, = 3B, oldugundan, balans sayilarinin Binet formiilii kullanilarak kolayca elde edilir.

Teorem 2.3.2. U,, n. Ai-balans sayis1 ve Uy = 0, U; = 3 olmak iizere, A;-balans sayilarinin
rekiirans bagintisi,

Uyr1=6U,—U,_ (n > 1)

dir.

Ispat. U, = 3B, oldugundan, balans sayilarmin rekiirans bagintis1 kullamlarak kolayca elde

edilir.

Teorem 2.3.3. 8x*> —7 = y? Diofant denkleminin ¢oziimleri, pozitif tam sayilarda iki sinif
olusturur. n > 1 olmak iizere, ilk ¢6ziim sinifi (x,y) = (B, — 2B,—1,C, —2C,—1) ve ikinci

¢oziim smifi (x,y) = (2B, — B,—1,2C, — C,,—1 ) dir.

Ispat. x bir A»-balans sayis1 olmak iizere, Sonug 2.3.2 den 8x% — 7 = y? olacak sekilde pozitif
bir y tam sayis1 vardir. Bu esitlik diizenlenirse, y> — 8x> = —7 genel Pell denklemi elde edilir.
y?> — 8x? = 1 Pell denkleminin temel ¢oziimii (3,1) ve y? — 8x% = —7 genel Pell denkleminin
temel ¢oziimleri ise (1,1) ve (5,2) oldugundan Teorem 2.1.5 ten birinci ¢oziim sinifi i¢in
genel ¢coziim,

Yn+V8x, = (1+V8)(3+V8)"! (n>1) (2.19)
ve ikinci ¢Oziim sinifi i¢in genel ¢oziim,
¥4+ V8x, = (54+2v8)(3+8)"! (n>1) (2.20)

seklindedir. (2.19) ve (2.20) esitliklerinden,

_ (3+\/§)n—|—(3—\/§)”_2(3+\/§)n—1+(3_\/g)n_1
n = NG e
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(B+V8)"+(3-V8)" _(3+V8)"'+(3-V8)"!

Yn = 2 2 5
¥ _2(3+\/§)n—(3—\/§)” B (3+\/§)n—1 _<3_\/§)n—l
g BHVEHG-VE) VBT (VR

elde edilir.

Yukanidaki esitlikler, balans ve Lucas-balans sayilarinin Binet formiilleri kullanilarak

diizenlenirse,

Xn=Bn—2Bp1 , Yyn=Cn—2C, (2.21)
X, =2B,—B,1 , ¥,=2C,—Cyi (2.22)
elde edilir.
(2.21), (2.22) esitliklerinden V>, = B, —2B,_1 ve V», = 2B,, — B,,_1 aliip Teorem 2.2.6

kullanilarak,

Von—1 =2C, — 5B, (2.23)
Von =Cp — By (2.24)

elde edilir.

Sonug 2.3.4. n pozitif bir tam say1 olmak iizere,

Vont1 =G+ By
dir.
ispat. (2.23), Teorem 2.2.5 ve Teorem 2.2.6 kullanilarak,

Vone1 = 2Ci+1 — 5By
- 2<3Bn—|—l —Bn) - SBn+1
= Bnyi —2B,

= C,+By

elde edilir.



24

Teorem 2.3.4. x bir A-balans sayis1 olmak {izere,
fx)=3x+v8x2+9

x sayisindan hemen sonra gelen A;-balans sayisidir.

Ispat. y bir balans sayis1 olsun. Teorem 2.2.5 ten y sayisindan hemen sonra gelen balans

say1s1 3y + /8y? + 1 dir. x bir A{-balans sayis1 olsun. O halde, x = 3y yazilabilir. Buradan,

3x+V8x24+9 = 9y++/722+9
= 33y+ V8’ +1)

elde edilir.

Teorem 2.3.5. V,, n. Ay-balans sayis1 ve Vo =1, V| =1, V, = 2, V3 = 4 olmak iizere,

Aj-balans sayilarinin rekiirans bagintisi,
Vigo =6V, —V,» (n>2)
dir.
Teorem 2.3.6. n pozitif bir tam say1 ve o; = 3 +2v/2, o = 3 — 2+/2 olmak iizere,

(2v2-1)of +(2v2+1)og
42

2vV2+ o' —(2v2— 1)y ™!
42

V2n =

Vo1 =

dir.
Ispat. Balans ve Lucas-balans sayilarinin Binet formiilleri kullanilarak kolayca elde edilir.
Teorem 2.3.7. n pozitif bir tam say1 olmak iizere,

U, = 2V2n —Von1

dir.
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Ayrica,
B, — 2Vou —Vanq
3
Cn _ 5V2n - V2n—1
3
tur.
ispat. (2.23) ve (2.24) esitliklerinden,
2V, — Vo, 5Va, — Vo,
B, — 2 2n—1 e C, = 2 2n—1
3 3
elde edilir. U, = 3B, oldugundan,
Uy =2V2, — Vo1

bulunur.
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2.4. SIFT BALANS SAYILARI

Bu alt bolimde, Rayaguru, Davala ve Panda [13] nin sift balans sayilar1 iizerine

arastirmalarini iceren calismada yer alan tamim ve teoremler verilmistir.

Tanim 2.4.1. £ sabit bir pozitif tam say1 olmak lizere,
k+1D)+k+2)4 4+ x—1)=x+D)+x+2) 4+ (x+7) (2.25)

Diofant denklemini saglayan x pozitif tam sayisina k-sift balans sayisi ve r pozitif tam

sayisina da k-sift balansir denir.

(2.25) Diofant denkleminden,

(x—1Dx—k(k+1)=(x+r)(x+r+1)—x(x+1) (2.26)

elde edilir. (2.26) denklemi r ye gore ¢oziiliirse,

A 2 _AR2
4 (2x+1)+\/8; 47 =4k +1 227)

bulunur.

(2.27) esitliginden asagidaki sonuca ulagilir.

Sonuc 2.4.1. x sayisinin bir k-sift balans sayis1 olmasi igin gerek ve yeter kosul 8x% — 4k> —

4k + 1 sayisinin bir tam kare olmasidir.

Teorem 2.4.1. k£ > 1 olmak iizere,
(k+1)+(k+2)+-4+x—1)= (x+ 1)+ (x+2) 4+ + (x+7)

Diofant denklemini saglayan x de8erlerinin ait oldugu ¢oziim siniflar1 birden fazla olabilir.

Bu ¢6ziim siniflarindan iki tanesi,
kCi + (2]( — I)Bi ve kci+1 — (2]{— I)BiJrl (i Z 1)

dir.
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Ispat. x bir k-sift balans sayisi olsun. Sonug¢ 2.4.1 den 8x> — 4k*> — 4k + 1 sayis1 bir tam
karedir. O halde,

(2k — 1)%x* = k*(8x% — 4k> — 4k + 1) (mod 4k* + 4k — 1)

yazilabilir. Buradan,

(2k — 1)x = £k\/8x2 — 4k2 — 4k + 1 (mod 4k> + 4k — 1) (2.28)
elde edilir. (2.28) den, ZAXHhSU_AEUAL oy GEDbyBE AEHET ayilan birer
dogal sayidir.

2 2
q (2k — 1)x+kv/8x2 — 4k2 — 4k + 1 | 8kxt (2k—1)V/8x2 — 4k? — 4k + 1
4k2 + 4k — 1 P 4k% + 4k — 1
oldugundan

8kx + (2k — 1)v/8x2 — 4k2 — 4k + 1 > 8kx — (2k — 1)v/8x2 — 4k? — 4k + 1
4214k —1 J 42 4k—1

say1s1 bir Lucas-balans sayisidir. O halde, C = v/8B2 + 1 olmak iizere,

c— 8kx =4 (2k — 1)v/8x2 — 4k2 — 4k + 1
N 4k + 4k —1

yazilabilir. Bu esitlik diizenlendiginde,
[8x — (4% + 4k — 1)C]° = (2k — 1)2(8x2 — 4k> — 4k + 1)
bulunur. Buradan,
8x% — 16Ckx + (4k? + 4k — 1)C? + (4k* —4k+1) =0

kuadratik denklemi elde edilir. Bu denklem x e gore c¢oziildiigiinde,

x=kC+(2k—1)B
elde edilir.
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Ayrica,
8 [kC + (2k — 1)B]* — 4k* — 4k + 1 = [8Bk & (2k — 1)C*

olup 8 [kC £ (2k — 1)B]2 — 4k? — 4k + 1 sayisinin bir tam kare say1 oldugu goriiliir.

Boylece, i > 1 icin, k-sift balans sayilarinin gercekledigi Diofant denklemin iki ¢6ziim sinifi
sirastyla,

kCi+ (2k—1)B; ve kCit1— (2k—1)B;y
olur .
Simdi k = 1,2, 3 icin k-sift balans sayilari ile ilgili temel bilgilere yer verelim.
1-Sift Balans Sayilar

(2.25) Diofant denklemi k£ = 1 i¢in yeniden diizenlenirse,
{x+D)+x+2)+-+x+r}—{1+24+3+4+---+(x—1)} =—1

elde edilir. Bu Diofant denklemini saglayan x pozitif tam sayisina 1-gift balans sayisi, r

pozitif tam sayisina ise 1-sift balansir denir.

Elde edilen bu Diofant denklem, (2.14) Diofant denklemiyle aymidir. Dolayisiyla 1-sift
balans sayilarindan olusan dizinin A,-balans sayilarindan olusan dizi ile cakistigr goriiliir.

1-sift balans sayilarinin ¢oziim siniflari,
B;—2B;_1 ve 2B;,—B;_; (i>1)
dir. Sonug 2.3.4 ve (2.24) ten,
{Ci+B;,Cit1—Biy1 1 i>1}

kiimesi, 1-gift balans sayilarindan olusan dizinin tiim terimlerini verir.
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2-Sift Balans Sayilar

(2.25) Diofant denklemi k = 2 i¢in yeniden diizenlenirse,
3tdt o+ (x—1)=x+1)+@x+2)+ -+ (x+7r)

elde edilir. Bu Diofant denklemini saglayan x pozitif tam sayisina 2-sift balans sayisi, r

pozitif tam sayisina ise 2-sift balansir denir.

Asagidaki 6rnekler 9, 16, 52 sayilarinin 2-sift balans sayis1 ve 3, 6, 21 sayilarinin da bu 2-sift

balans sayilarina karsilik gelen 2-sift balansir olduklarini gosterir.

(1) 34+4+---+8=10+11+12

(2)3+4+-+15=17T+18+---+22

(3)3+4+---4+51=53+54+---4+73
x bir 2-sift balans sayis1 ise Sonug 2.4.1 den 8x? — 23 sayis1 bir tam karedir.
Teorem 2.4.1 den 2-sift balans sayilarinin gercekledigi Diofant denklemin ¢6ziim siniflari,
2C;i+3B; ve 2Ciy1—3Bj1 (i>1)
dir.
3-Sift Balans Sayilari

(2.25) Diofant denklemi k£ = 3 i¢in yeniden diizenlenirse,
44+ x—=1)=x+1)+x+2)+--+(x+7r)

elde edilir. Bu Diofant denklemini saglayan x pozitif tam sayisina 3-gift balans sayisi, r

pozitif tam sayisina ise 3-sift balansir denir.
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Asagidaki ornek, 14 sayisinin bir 3-sift balans sayis1 ve 5 sayisinin ise bu 3-gift balans

sayisina karsilik gelen bir 3-sift balansir oldugunu gostermektedir.
445+ 4+13=15+16+---+19

3-sift balans sayilarina ait Diofant denklemi saglayan en kiiciik pozitif tam say1 14 tiir.
x bir 3-sift balans sayis1 ise Sonug 2.4.1 den 8x> — 47 sayis1 bir tam karedir.

Teorem 2.4.1 den 3-sift balans sayilarinin gercekledigi Diofant denklemin ¢6ziim siniflari,
3C;+5B; ve 3Cii1—5Bjy (i > 1)

dir.
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu tez calismasinda, kaynaklar kisminda belirtilen kitap ve makalelerden faydalanilmistir.
Bulgular boliimiindeki ispatlarda, Ray [4], Panda ve Panda [12] nin ¢calismalarinda kullanilan
tekniklerden yararlamilmigtir. Balans ve Lucas-balans sayilar arasindaki iligkilerden
yola cikilarak 3-sift balans sayilar1 kullanilmak suretiyle, 3-gsift Lucas-balans sayilari
tanimlanmugtir. Rayaguru, Davala ve Panda [13] nin calismalarindaki teoremler 1s181inda

3-sift balans ve 3-sift Lucas-balans sayilari i¢in gecerli olan 0zgiin teoremler elde edilmistir.
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4. BULGULAR

Bu boliimde, 3-sift balans sayilar1 incelenmis ve bu sayilarla ilgili elde edilen teorem ve
sonuclar sunulmustur. Tek ve ¢ift indisli bir 3-sift balans sayisinin, kendisinden hemen 6nce
veya hemen sonra gelen tek ve ¢ift indisli 3-sift balans sayis1 kullanilarak bulunabilecegi
gosterilmigtir. Balans sayilarini kullanarak 3-gift balans sayilarini iireten fonksiyonlar elde
edilmigtir. Tek ve ¢ift indisli 3-sift balans sayilar1 ile birinci ve ikinci tiirden hemen hemen
balans sayilar1 arasinda birtakim cebirsel 6zdeslikler elde edilmistir. 3-sift balans sayilarina
benzer sekilde, tek ve cift indisli 3-sift Lucas-balans sayilar1 tanimlanmistir ve bu sayilarla

ilgili bazi cebirsel 0zdeslikler elde edilmistir.

Tezin bu kisminda, n. 3-sift balans sayisi B, (3) ile gosterilmistir.

4.1. 3-SIFT BALANS SAYILARI

Bu alt boliimde, 3-sift balans sayilar ile ilgili 6zgiin teorem ve sonuglar elde edilmistir.

4.1.1. 3-Sift Balans Sayilarimn Baz1 Cebirsel Ozellikleri

Bu kisimda, ilk olarak 3-sift balans sayilarin gercekledigi Diofant denklemin ¢oziim siniflari

elde edilmistir. Daha sonra 3-sift balans sayilarinin birtakim cebirsel 6zellikleri incelenmistir.

Teorem 4.1.1.1. 3-sift balans sayilariin gercekledigi Diofant denklemin tam olarak iki tane

¢oziim sinifi vardir. Bu ¢oziim siniflari,
{3C,+5B,, 3Cy+1—5Bpy1 : n>1}

dir.

Ispat. x bir 3-sift balans sayis1 olsun. O halde, Sonug 2.4.1 den, 8x> — 47 = y? olacak sekilde
pozitif bir y tam sayis1 vardir. Buradan, y> — 8x> = —47 genel Pell denklemi elde edilir.
Boylece 3-sift balans sayilarini elde etmeye dair yapilan bu arastirma, y> — 8x> = —47 genel

Pell denkleminin ¢6ziim siniflarin1 bulmaya doniisiir.
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O halde bu denklemin genel ¢oziimleri (u,,v,) olmak iizere, bu ¢ztimleri bulahm.

y2 — 8x% = 1 Pell denkleminin temel ¢Oziimii 3 + /8 dir. Teorem 2.1.4 ten,
1
O<v§§\/4_l7 ve 0<|ul<Vv47

esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizliklerden u ve v sayilarinin alabilecegi degerler,
u=0,F1,F2,F3,F4,F5,76 ve v =1,2,3 seklinde bulunur. Bu degerlerden (5,3) ve
(-5,3) degerleri, y*> — 8x*> = —47 genel Pell denklemini saglar. O halde, bu denklemin genel

¢oziimii Teorem 2.1.5 ten,

Uy +vpV/8 = (5+3V8)(3+V8)"
w4V V8 = (—5+3V8)(3+V8)"

seklindedir.
o =3++/8 ve ap = 3 — /8 olmak iizere,

ty + v V8 = (5+3V8)af
tn —vaV/8 = (5-3V8)c}

esitliklerinden,

2V8v, = (5+3V8)al —(5-3V8)af
= 5o +3V8af — 505 +3vV8a
= 5(0f — 03) +3V8(af +05)

elde edilir. Buradan,

o) — oy oy + oy
+3v8
28 248
= 5B, +3C,

v, = 5

yazilir.
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Benzer sekilde,
ty +V,V8 = (=5+3V8)af
u, —V,V/8 = (—5—3V8) o}

esitliklerinden,

2V8vy = (=5+3V8)al —(—5-3V8)a)
= 50 +3V8a] + 505 +3V8a
= —5(af — ) +3V8(al + af)

elde edilir. Buradan,

o' — ot al + ol
1 2 3\/§ 1 2

28 28
= —5B,+3C,

yazilir.

Boylece, 3-sift balans sayilarinin gercekledigi Diofant denklemin iki ¢6ziim sinifi,
3C,+5B, ve 3Cu11—5B,41

dir.
Sonug 4.1.1.1. Cift ve tek indisli 3-sift balans sayilari,
B,(3) =3C,+ 5B, (n>0)
Boni (3) =3Cpy1—5Bp11 (I’l > 0)

ile gosterilir.

(2.25) Diofant denklemini saglayan en kiiciik 3-sift balans sayilarinin 14 ve 21 oldugu acik
olmakla birlikte, n = 3 ve n = 4 icin, 8n? —47 sayis1 bir tam kare oldugundan 3 ve 4 sayilari

da 3-gift balans sayis1 olarak kabul edilebilir.

3-sift balans sayilari, agsagida verilen dordiincii mertebeden rekiirans bagintisin1 gercekler.
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Teorem 4.1.1.2. B, (3), n. 3-sift balans sayisi, Bo(3) =3, B1(3) =4, B2(3) = 14 ve B3(3) =

21 olmak tizere, 3-sift balans sayilarinin rekiirans bagintisi,
B,(3) =6B,_2(3) — B,—4(3) (n>4)

dir.

Ispat. Ispat, sirasiyla 3-sift balans say1 dizisinin ¢ift ve tek indisli terimleri icin ayr1 ayri

yapilir. Sonug 4.1.1.1, Teorem 2.2.2 ve Teorem 2.2.7 den,

B2,(3) +B2,—4(3) = 3C,+5B,+3C,—2+5B,—
= 3(Ci+Cy—2) +5(By+Bu-2)
= 3(6C,—1)+5(6B,-1)
= 6(3C,—1+5B,1)
= 6B, 2(3)

elde edilir. Buradan,

B3,(3) = 6B2,_2(3) — B2y—4(3) 4.1)

yazilir. Boylece, 3-sift balans say1 dizisinin ¢ift indisli terimleri i¢in rekiirans bagintisinin

saglandig1 gosterilmis olur.

Simdi, 3-gift balans say1 dizisinin tek indisli terimleri i¢in ispata devam edelim. Sonug

4.1.1.1, Teorem 2.2.2 ve Teorem 2.2.7 den,

B2 1(3) + B2, 3(3) = 3Cu11—5Bu1+3C—1— 5B,
= 3(Cot1+Cu—1) —5(But1+Bu—1)
= 3(6Cy) —5(6Bn)

— 6(3C,—5B,)
= 6B,-1(3)

elde edilir.



36

Buradan,

yazilir.

By4+1(3) = 6B2,—-1(3) — B2,—3(3)

Asagidaki teorem ile 3-sift balans sayilarinin Binet formiilii verilmistir.

4.2)

Teorem 4.1.1.3. B,(3), n. 3-sift balans sayis1 ve o =3+ V3, o =3— /8 olmak iizere,

dir.

ispat.

_al(5+3V8)— o (5-3V8)

Banl3) = o -
(94 4+/8) — o} (9 —4+/8)
Boyy1(3) = —

Sonug 4.1.1.1, Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.2.8 den,

R )
T+ 7
3vV8af +3v8a + 50 — 504
2V8
o (543/8) — a4 (5—3/8)
2V8
o'(5+3v8) — af(5-3/8)

o — 0

B(3) = 3

elde edilir. Benzer sekilde, Sonug 4.1.1.1, Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.2.8 den,

n+1 n+1 n+1 n+1

Ban(3) = 3% ;“f —5“1+2;g‘2+

O 3VBa T +3vBag ! —5a T 505!

_ R

oo (=5+3v8) gt (=5 -3V8)

_ N

o' (944+/8) — o} (9 —4+/8)
N o — o

elde edilir.
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Teorem 4.1.1.4. B,(3), n. 3-sift balans sayisin1 gostermek iizere,

dir.

Ispat. Ispat: timevarim yontemi ile yapalim.

n =2 igin, B3(3)

B:(3)

= Bo(3)B4(3)

= By—2(3)Bu+2(3)

—47

(n=>2)

— 47 = 196 oldugundan iddia dogrudur. n < k i¢in, iddia

dogru olsun. $imdi n = k4 1 i¢in, iddianin dogru oldugunu gosterelim. Teorem 4.1.1.2 den,

bulunur. Boylece, iddianin n = k+ 1 i¢in dogru oldugu gosterilmis olur.

Asagidaki tabloda tek ve ¢ift indisli 3-gift balans sayilarinin ilk 10 terimi verilmistir.

B%-ﬁ-l (3) =

(6Br—1(3) —

Bi_3(3
Bi_,(3

(
)
)=

—Bi—1(3))
—47

By—3(3))Bi+1(3)
6B—1(3)Bi+1(3) —
6Bi—1(3)Bit1(3) —
By—1(3)(6Bi+1(3)

Bi—1(3)B+3(3)

Bi+1(3)
47

— 47

Tablo 4.1: 3-Sift Balans Sayilarinin Ik On Terimi.

n 0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9
By,(3) | 3|14 | 81 | 472 | 2751 | 16.034 | 93.453 | 544.684 | 3.174.651 | 18.503.222
Bony1(3) [ 4121 | 122 | 711 | 4144 | 24.153 | 140.774 | 820.491 | 4.782.172 | 27.872.541

Tablo 4.1 den gozlemlenebilecegi lizere, asagidaki iki teorem verilebilir:
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Teorem 4.1.1.5. n tek pozitif tam say1 olmak iizere, By, (3) ¢ift pozitif tam say1 ve By, 11(3)

tek pozitif tam sayidir.

Ispat. n tek pozitif tam say1 olsun. O halde, n = 2k + 1 olacak sekilde k pozitif tam sayisi
vardir. Sonug 4.1.1.1, Teorem 2.2.5, Sonug 2.2.3 1) den,

Bux12(3) = 3Boii2 — 4Bkt
= 2(3By11Ciy1 —2Boj41)

bulunur. Boylece, By,(3) = Byri2(3) oldugundan By, (3) sayisimn ¢ift pozitif tam say1

oldugu gosterilmis olur.

Benzer sekilde, Sonug 4.1.1.1 ve Sonug 2.2.3 1) den,

Bui3(3) = 3Cok 12 — 10Bi 4 1Ciy1

elde edilir. Her k > 0 i¢in Cy, tek pozitif tam say1 oldugundan By 3(3) sayisi tek pozitif tam
sayidir. Boylece, Ba,11(3) = Bary3(3) esitlifinden By,1(3) sayisinin tek pozitif tam say1

oldugu gosterilmis olur. .

Teorem 4.1.1.6. n cift pozitif tam say1 olmak iizere, B;,(3) tek pozitif tam say1 ve By, 41(3)

cift pozitif tam sayidir.

Ispat. n cift pozitif tam say1 olsun. O halde, n = 2k olacak sekilde bir k pozitif tam sayis
vardir. Sonug 4.1.1.1 ve Sonug 2.2.3 1) den,

By (3) = 3C + 10B,Cy

elde edilir.
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Her k > 0 i¢in C; tek pozitif tam say1 oldugundan By, (3) sayist tek pozitif tam sayidir.
Boylece, By,(3) = By (3) esitlifinden Bj,(3) sayisimin tek pozitif tam sayr oldugu
gosterilmis olur. Benzer sekilde, Sonug 4.1.1.1, Teorem 2.2.5 ve Sonug 2.2.3 1) den,

Buyy1(3) = 3Byyo— 4By

= 2(3Bi4+1Cit1 — 7Box+1)

bulunur. Boylece, By, +1(3) = Bay1(3) oldugundan By, 1(3) sayisinin ¢ift pozitif tam say1

oldugunu gosterilmis olur.
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4.1.2. 3-Sift Balans Sayilarim Ureten Fonksiyonlar

Bu kisimda, 3-sift balans sayilarimi iireten fonksiyonlar ile ilgili arastirmalar yapilmis ve

3-sift balans sayilarini iireten birtakim fonksiyonlar elde edilmistir.

Teorem 4.1.2.1. y cift indisli 3-sift balans sayisi olmak iizere h(y) = 3y — /8y> —47
fonksiyonu y den bir dnceki cift indisli 3-sift balans sayisi, h(y) = 3y + /8y2 —47
fonksiyonu ise y den bir sonraki ¢ift indisli 3-sift balans sayisin1 verir. Benzer sekilde, y tek
indisli 3-sift balans sayis1 olmak iizere h(y) = 3y — \/m fonksiyonu y den bir 6nceki
tek indisli 3-sift balans sayisini, i(y) = 3y 4 /8y? — 47 fonksiyonu ise y den bir sonraki tek

indisli 3-sift balans sayisini verir.

Ispat. y herhangi bir ¢ift indisli 3-sift balans sayis1 olsun. Sonug 4.1.1.1 kullanilarak,
y = B2,(3) = 3C,, + 5B,, yazilir. Teorem 4.1.1.2 den,

B3n12(3) = 3B2n(3) + (3B24(3) — B2u—2(3))
yazilir. Buradan,

(3B24(3) = Ban—2(3))> = 9B3,(3)+ B3, 2(3) — 6B2(3)B2y—(3)
= 9B3,(3) + B3, 5(3) — (B2n+2(3) +B24-2(3))Ban-2(3)
= 9B3,(3) — B2y—2(3)Bon12(3) (4.3)

elde edilir. Sonug 4.1.1.1 den,

By—2(3)Ban42(3) = (3Cy—1+5By—1)(3Ch+1+5By+1)

yazilir.
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Teorem 2.2.3, Sonug 2.2.3 ve Teorem 2.2.9 kullanilarak,

B2y 2(3)B2ni2(3) = 9(Con—8Bus1Bn—1) + 15B2y +25B, 1By 1
= 9C, —72B,11By—1 +15B2,;, +25B, (1B,
= 9Cy,+ 15By, —47B, 1B,
= 9Cy,+15By, —47(B2—1)
= 9(C2+8B2)+15(2B,C,) —41B2 + 47
= (3C,+5B,)* +47 (4.4)

elde edilir. Sonug 4.1.1.1, (4.3) ve (4.4) kullanilarak,

(3B2,(3) —Ban—2(3))? = 9B3,(3)— (3C,+5B,)* —47
— 8B3 (3)—47

bulunur. O halde,
Boy—2(3) =3B2,(3) — \/8B3,(3) — 47 (4.5)

elde edilir. Boylece, h(y) = 3y — /8y? — 47 fonksiyonunun By, »(3) sayisini, yani

y = By,(3) sayisindan bir 6nceki ¢ift indisli 3-sift balans sayisin1 verdigi gosterilmis olur.

Simdi / fonksiyonun inceleyelim. (4.5) ve Teorem 4.1.1.2 kullanialrak,

Bon2(3) = 3B2(3) +3B2,(3) — B2y-2(3)

= 3By,(3)+/8B3,(3) —47

elde edilir. Boylece, (y) = 3y 4 1/8y? — 47 fonksiyonunun By, »(3) sayisini, yani

y = By,(3) sayisindan bir sonraki ¢ift indisli 3-sift balans sayisin1 verdigi gosterilmis olur.
Simdi, y nin herhangi bir tek indisli 3-sift balans sayis1 oldugu durumu inceleyelim.
Sonug 4.1.1.1 kullanilarak, y = By, +1(3) = 3C,41 — 5By+1 yazilir. Teorem 4.1.1.2 den,

B21+3(3) = 3B2,41(3) + (3B2n+1(3) — B2n-1(3))

bulunur.
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Buradan,

(3B211(3) =B2.-1(3))* = 9B3,,1(3)+B3,_1(3) —6B2,11(3)B2u1(3)
9B5,,1(3) + B3, 1(3) — (B2n+3(3) + B2u—1(3))B2u—1(3)
= 9B3,,1(3) = B2 1(3)Ban13(3) (4.6)

elde edilir. Sonug 4.1.1.1 den,
Bop—1 (3)BZn+3 (3) = (3Cn - SBn) (3Cn+2 - SBn—i-Z)
yazilir. Teorem 2.2.3, Sonug 2.2.3 ve Teorem 2.2.10 1i) kullanilarak,

B,—1(3)B2,43(3) = 9C,Chyo —15B,Cpi2 — 15B,,12C, +25B,B >
9CCpy2 — 15B2,12 +25B, By 12
= 9(C2, | +8B2%. | —8BuByi2) — 15(2B,11Cni1) +25B,Bn 2
= 9C2, | +25B% | —30B,.Cypy1 +47
= (3Cu1 —5Bps1)? +47 4.7)

elde edilir. Sonug 4.1.1.1, (4.6) ve (4.7) kullanilarak,
(3B24+1(3) = B2u-1(3))* = 9B3,11(3) = (3Cut1 —5Bui1)* — 47
9B3,41(3) = B3, (3) —47
— 8B},,.()-47

bulunur. O halde,

Ban 1(3) = 3Bans1(3) — /883, (3) — 47 4.8)

elde edilir. Boylece, h(y) = 3y — 1/ 8y? — 47 fonksiyonunun By, _1(3) sayisini, yani

y = B2,+1(3) sayisindan bir 6nceki tek indisli 3-sift balans sayisini verdigi gosterilmis olur.

Simdi, h fonksiyonunu inceleyelim. (4.8) ve Teorem 4.1.1.2 kullanilarak,

B2y13(3) = 3B2u41(3) +3B2y+1(3) —B2an—1(3)
= 3By (3)+1/8B3,,,(3) —47

elde edilir.
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Boylece, h(y) = 3y + /8y? —47 fonksiyonunun By, 3(3) sayisini, yani y = By, ;1(3)

sayisindan bir sonraki tek indisli 3-sift balans sayisini verdigi gosterilmis olur.

Bu kisimda son olarak, ¢ift indisli 3-gift balans sayilarini ve tek indisli 3-sift balans sayilarini
treten fonksiyonlar ile ilgili asagidaki sonuca yer verilmistir. Bu sonug, Lucas-balans

sayilarinin tanimi ve Sonug 4.1.1.1 kullanilarak elde edilmistir.

Sonug 4.1.2.1. x bir balans say1s1 olmak iizere,
o(x) =5x+3vV8x2+1
B(x)=—5x+3v8x>+1

fonksiyonlarindan a(x) fonksiyonu, ¢ift indisli 3-sift balans sayilarini; B (x) fonksiyonu, tek

indisli 3-sift balans sayilarini lireten fonksiyonlardir.
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4.1.3. Balans Sayilarim 3-Sift Balans Sayilar ile Ureten Fonksiyonlar

Bu kisimda, 3-sift balans sayilar1 kullanilarak balans sayilarini iireten fonksiyonlar elde

edilmistir.

Teorem 4.1.3.1. y tek indisli bir 3-sift balans sayis1 olmak iizere,

5y+34/8y2 — 47
g(y) = 1

bir balans sayisidir.

Ispat. x bir balans sayis1 olmak iizere, Sonug 4.1.2.1 den,

B(x)=—5x+3v8x>+1

fonksiyonu tek indisli bir 3-sift balans sayisidir. y = B(x) olarak alinirsa,
y2 +25x +10xy = 72x* 49

olup buradan,

47(y? +25x% + 10xy) = 47(72x* +9)

yazilir. Bu son esitlikten,

9(8y> —47) = (—5y+47x)?

elde edilir. Boylece,

L 5y+3+/8y2 —47
- 47

bulunur. O halde, B~!(y) = x ve x bir balans sayis1 oldugundan g(y) = B~!(y) bir balans

sayisidir.

Teorem 4.1.3.2. y ¢ift indisli bir 3-sift balans sayis1 olmak iizere,

—S5y+34/8)2 —47
fly) = 147

bir balans sayisidir.
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ispat. x bir balans sayis1 olmak iizere, Sonug 4.1.2.1 den,
a(x) =5x+3V8x2+1

fonksiyonu ¢ift indisli bir 3-sift balans sayisidir. y = ot(x) olarak alinirsa,
y2 4+25x% — 10xy = 72x* 49

olup buradan,

47(y* +25x> — 10xy) = 47(72x* +9)

yazilir. Bu son esitlikten,

9(8y? —47) = (5y+47x)?

elde edilir. Boylece,

i —5y+34/8y* —47
N 47

bulunur. O halde, o~ !(y) = x ve x bir balans sayisi oldugundan f(y) = = !(y) bir balans

sayisidir.
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4.2. 3-SIFT BALANS SAYILARI ILE BALANS VE LUCAS-BALANS SAYILARI
ARASINDAKI BAZI OZDESLIKLER

Bu alt boliimde, 3-sift balans sayilarinin balans ve Lucas-balans sayilart ile iligkileri

incelenmis ve bu sayilar arasinda bazi cebirsel 6zdeglikler elde edilmigtir.

Teorem 4.2.1. B,(3), n. 3-sift balans sayist ve B, n. balans sayis1 olmak iizere,

an(3) = Bn—i—lBO(?’) —BnBl (3) (n > 0)
Bont1(3) = Byt1B1(3) = ByBo(3)  (n>0)

dir.

Ispat. Teorem 2.2.5 ve Sonug 4.1.1.1 kullanilarak,

Bon(3) = 3(Buii—3By)+5B,
a 3Bn+1_4Bn

= Bu41Bo(3) —B:B1(3)

elde edilir.

Teorem 2.2.6 ve Sonug 4.1.1.1 kullanilarak,

B2n+1(3> = 3(3Bn+l_Bn)_SBn+1
= 4Bn+l_3Bn

= B,;+1B1(3) —B,By(3)
elde edilir.
Asagidaki teoremler balans ve Lucas-balans sayilarin 3-sift balans sayilari cinsinden

yazilisini gosterir.

Teorem 4.2.2. B,(3), n. 3-sift balans sayist ve Cy,, n. Lucas-balans sayis1 olmak iizere,

_ BZn<3) +BZn—1 (3>

(n=>1)

dir.
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Ispat. Sonug 4.1.1.1 kullanilarak,

B2,(3)+B2,—1(3) = (3C,+5B,)+ (3C,—5B,)
= 6C,

ve buradan da,
_ an(?)) +an,1(3)

Cy z

elde edilir.

Sonug¢ 4.2.1. Herhangi bir cift indisli 3-sift balans sayisinin kendisinden bir onceki tek
indisli 3-sift balans sayisi ile toplami daima cifttir. Benzer sekilde, herhangi bir tek indisli
3-sift balans sayisinin kendisinden bir sonraki cift indisli 3-sift balans sayisi ile toplami

daima cifttir.
Teorem 4.2.3. B,(3), n. 3-sift balans sayisi ve B, n. balans sayisi olmak iizere,

_ B(3) —Ba-1(3)
10

B, (n>1)

dir.

ispat.

Bon(3) —Bon_1(3) = (3Cu+5B,)— (3C,— 5By)
= 10B,

ve buradan da,
B7,(3) —B2,—1(3)

B, =
" 10

elde edilir.

Sonu¢ 4.2.2. Herhangi bir ¢ift indisli 3-sift balans sayisinin kendisinden bir onceki tek
indisli 3-sift balans sayisi ile farki daima cifttir. Benzer sekilde, herhangi bir tek indisli 3-sift

balans sayisinin kendisinden bir sonraki 3-sift balans sayisi ile farki daima c¢ifttir.
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4.3. 3-SIFT BALANS SAYILARI ILE HEMEN HEMEN BALANS SAYILARI
ARASINDAKI BAZI OZDESLIKLER

Bu alt boliimde, 3-sift balans sayilari ile hemen hemen balans sayilar arasinda elde edilen

cebirsel 6zdegliklere yer verilmistir.

Teorem 4.3.1. B,(3), n. 3-sift balans sayisi ve U, n. Aj-balans sayis1 olmak iizere,

5U,+3+/8U?+9
By,(3) = 3
—5Up41+31/8U% ; +9
B2n+1(3) — 3

tiir.

Ispat. Teorem 2.3.1 ve Sonug 4.1.1.1 kullamilarak,
SU,+3/8U2+9  5(3B,)+31/8(3B,)2+9
3 B 3
15B,+9./8B2 + 1
3

= 5B, +3C,

= By (3)

elde edilir.
Teorem 2.3.1 ve Sonug 4.1.1.1 kullanilarak,

~5Uns1+3/8U7, +9 _ —5(3But1) +3/8(3Bus1)* +9
3 3
—15By+1 +9\/83r21+7

3
- _SBn+1 + 3Cn+1

— BZn-H (3)

elde edilir.
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Teorem 4.3.2. B,(3), n. 3-sift balans sayisi ve V,,, n. Ap-balans sayis1 olmak iizere,

25V, — 8Vo,—
Bon(3) = 2 . 2n—1

_ WVani2 +2Voni

Brn41(3) 3

dir.

Ispat. Sonug 4.1.1.1 ve Teorem 2.3.7 den,

Bon(3) = 3Cn+ 5By
Vo — Vo 2Von —Von—1

=3 5
3 + 3

25V2n - 8V2nfl
3

elde edilir.
Sonug 4.1.1.1 ve Teorem 2.3.7 kullanilarak,

By+1(3) = 3Cuy1—5Buq1

5V -V 2V- -V
3 3
SVani2 +2Von i1
3

elde edilir.
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4.4. 3-SIFT LUCAS-BALANS SAYILARI

Bu alt boliimde, 3-sift Lucas-balans sayilar1 tammmlanmis ve 3-sift Lucas-balans sayilari ile

ilgili bazi cebirsel 6zdeslikler verilmistir.

Tezin bu kisminda n. 3-sift Lucas-balans sayis1 CB,(3) ile gosterilmistir.

Tamim 4.4.1. x bir 3-sift balans say1s1 olmak iizere, v/8x2 — 47 sayisina 3-sift Lucas-balans
sayis1 denir. n. 3-sift Lucas-balans sayisi CB,(3) = /8B, (3)? — 47 ile gosterilir.

Teorem 4.1.3.1 ve Teorem 4.1.3.2 de, y bir 3-sift balans sayis1 oldugunda, f(y) ve g(y)
degerlerinin birer balans sayis1 oldugu gosterilmistir. Bu fonksiyonlar 3-sift Lucas-balans

sayilarinin tanimina gore yeniden diizenlenirse,

F(Bay(3)) = 2L 3CE0)
8(Ban+1(3)) = 5Bon+1(3) :73CB2n+1(3)

elde edilir.

Teorem 4.4.1. CB,(3), n. 3-sift Lucas-balans sayisi, CBy(3) =5, CB1(3) =9, CB»(3) =39

ve CB3(3) = 59 olmak tizere, 3-sift Lucas-balans sayilarinin rekiirans bagintisi,
CB,(3) =6CB,_2(3) —CB,—4(3) (n>4)

dir.

ispat. Teorem 4.1.2.1 den,

CB3,(3) = 8B3 (3)—47
= 8(3By2(3) + /8B, ,(3) ~47)* 47

— 136B2, ,(3)— 423+ 48Ba_»(3 \/833%2(3)—47

= (3y/8B3, ,(3) —47+8B2, 2(3))’

bulunur.
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Buradan,
CB,(3) =3CB,-2(3) +8B2,-2(3) 4.9)
elde edilir. Teorem 4.1.2.1 den,
CB3, 4(3) = 8B3, 4(3)—47

= 8(3By2(3) — \/8B3, ,(3) —47)* 47

— 13682, ,(3) — 423 —48Bs,_»(3 \/ )\/8B2, ,(3)—47

= (3,/8B3, ,(3) —47 -8B, 2(3))

elde edilir. Buradan,

CB3,-4(3) =3CB2,-2(3) —8B2,-2(3) (4.10)

yazilabilir.

(4.9) ve (4.10) esitliklerinden,
CB,(3) =6CBy,-2(3) —CBy,—4(3)

yazilir. Boylece, 3-sift Lucas-balans say1 dizisinin ¢ift indisli terimleri i¢in rekiirans bagintisi

elde edilmis olur.

3-sift Lucas-balans sayi dizisinin tek indisli terimleri i¢in Teorem 4.1.2.1 den,

CB3, 3(3) = 8B3, 5(3)—47
= 8(3By 1(3) — /883, ,(3) ~47)> 47

— 13682, ,(3) — 423 —48Bs,_1(3 \/832n [(3)—47

= (3y/8B},_,(3) ~ 47~ 8By, _1(3))°

bulunur. Buradan,

CB»,-3(3) =3CB2,—-1(3) —8B2,—1(3) (4.11)

elde edilir.
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Teorem 4.1.2.1 den,

CB3,+1(3) = 8B, 1(3)—47
= 8(3By-1(3)+ /883, ,(3) —47)* ~47

= 13683, ((3) 423+ 48By, 1(3),/8B3,_,(3) - 47

= (3,/8B3,,(3) —47+8By,_1(3))

bulunur. Buradan,

CBy 11 (3) =3CB»y,_1 (3) +8By,—1 (3) 4.12)

elde edilir.
(4.11) ve (4.12) esitliklerinden,
CB,+1(3) =6CBy;-1(3) —CB,-3(3)

yazilir. Boylece, 3-sift Lucas-balans say1 dizisinin tek indisli terimleri i¢in rekiirans bagintisi

elde edilmis olur.

Buradan, 3-sift Lucas-balans sayilarinin rekiirans bagintisi,
CBy(3) =6CB,_2(3) —CB,—4(3)

elde edilir.

Teorem 4.4.2. CB,(3), n. 3-sift Lucas-balans sayisi, B,, n. balans sayist ve C,, n.

Lucas-balans sayis1 olmak iizere,
CB»,(3) =24B,+5C, (n>0)
CB2p+1(3) =24By41 — 5Ch41 (n>0)

dir.

ispat. Ilk olarak CB,(3) = 24B,, + 5C, 6zdesliginin ispatin1 tiimevarim yontemi ile

yapalim.
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n =1 i¢in, CB,(3) = 24B; + 5C; = 39 oldugundan iddia dogrdur. n < k i¢in iddia dogru

olsun. Simdi, n = k+ 1 i¢in iddianin dogru oldugunu gosterelim.

Teorem 4.4.1, Teorem 2.2.2 ve Teorem 2.2.7 den,
CBy12(3) = 6CBy(3) —CBy—2(3)
= 6(24B;+5C;) — (24By_1 +5C;_1)
= 24(6B; —By_1)+5(6C, —Cy—1)
= 24Bji1+5Ck+1

bulunur. Boylece, iddianin n = k+ 1 i¢in dogru oldugu gosterilmis olur.

Simdi, CBy;,+1(3) = 24B,, 11 — 5C,, 11 6zdesliginin ispatim1 tiimevarim yontemi ile yapalim.

n = 1i¢in, CB3(3) = 24B; — 5C; = 59 oldugundan iddia dogrudur. n < k i¢in iddia dogru
olsun. Simdi, n = k+ 1 i¢in iddianin dogru oldugunu gosterelim. Teorem 4.4.1, Teorem 2.2.2

ve Teorem 2.2.7 den,

CBx13(3) = 6CByy1(3) —CBy—1(3)
—  6(24Biy; —5Ci11) — (24By — 5C;)
= 24(6Biy1 — Br) —5(6Ck11 — C)
= 24Bjpi2—5Ck+2

bulunur. Boylece, iddianin n = k+ 1 i¢in dogru oldugu gosterilmis olur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda, 3-sift balans sayilarinin gercekledigi Diofant denklemin ¢6ziim siniflar
incelenmis ve buradan yola ¢ikilarak 3-sift balans sayilari ile ilgili birtakim cebirsel 6zellikler

verilmisgtir.

Bu tez calismasinin diger bir kisminda ise, herhangi bir cift indisli 3-sift balans sayisini
bir onceki ve bir sonraki c¢ift indisli 3-gift balans sayisinina doniistiiren fonksiyonlar
bulunmustur. Benzer sekilde, herhangi bir tek indisli 3-gift balans sayisin1 bir 6nceki ve bir

sonraki tek indisli 3-gift balans sayisinina doniistiiren fonksiyonlar elde edilmistir.

Ayrica, 3-sift balans sayilar ile balans ve Lucas-balans sayilar1 arasinda bazi cebirsel
ozdeslikler elde edilmistir. Balans sayilarin1 3-gift balans sayilarina, 3-sift balans sayilarini
ise balans sayilarina doniistiiren fonksiyonlar elde edilmistir. Diger taraftan, 3-sift balans
sayilar1 ile hemen hemen balans sayilar1 arasindaki iligkiler incelenmis, bu iliskilere dair

birtakim cebirsel 6zdeslikler elde edilmistir.

Bunlara ek olarak, 3-sift Lucas-balans sayilar1 tanimlanmis, bu sayilar ile ilgili bazi cebirsel

Ozdeslikler verilmistir.

Elde edilen bulgular ii¢ kisima béliinerek ifade edilebilir. i1k kisimda, 3-sift balans sayilari
arastirilarak birtakim cebirsel 6zdeslikler elde edilmis ve bu sayilart iireten fonksiyonlar
bulunmustur. ikinci kistmda, 3-sift balans sayilarinin balans sayilari, Lucas-balans sayilari
ve hemen hemen balans sayilari ile cebirsel iligkileri incelenmistir. Son kisimda ise, 3-sift

Lucas-balans sayilar1 tanirmlanmis ve bu sayilarla ilgili bazi cebirsel 6zdeslikler verilmistir.

Daha sonraki calismalarda, & pozitif tam sayisinin farkli degerleri icin sift balans sayilar

incelenebilir ve elde edilecek olan 6zdeslikler arasindaki iliskiler iizerine ¢alisilabilir.
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