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ÖZET 

Çeşitli makalelerdede, Quasi-Proximity uzayların topolojik kategorisinde değişik ayırma 

aksiyomları, (kuvvetli) kapalılık, bağlantılılık gibi kavramlar verilmiştir. Bu tezde de, 

Quasi-Proximity uzayların topolojik kategorisi ile ilgili makalede verilmiş olan noktada 

çeşitli ayırma aksiyomları, p  de 1T , p  de 
0T , (kuvvetli) kapalılık, bağlantılılık, 

kompaktlık  gibi kavramları incelemektir. Bunlara ilave olarak genel anlamda 

(başkalarının verdiği) kapalılık  kavramı ile bizim verdiğimiz (kuvvetli) kapalılık 

kavramları arasında ilişkileri bu tezde ele almaktır. 
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ABSTRACT 

In various articles, we characterized various topological notions such as separation, 

closedness, connectedness in the category of quasi-proximity spaces. In this paper, we 

obtain more general results such as 
0T  at p , 1T  at p , (strongly) closedness, 

connectedness, compactness for quasi-proximity spaces and furthermore, we investigate 

the relati-onship between the notion of closedness in usual sense and the notion of 

(strongly) closedness (in our sense) in quasi-proximity spaces. 
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GİRİŞ 

 

 
Kategori alanında çalışmamızın en önemli nedenlerimizden bir tanesi değişik farklı 

branşlarda çalışanlar arasında ilişkiler kurulmasının yanında bağımsız yapılar 

kullanılarak eski problemlerin çözümlerine yardımcı olmasıdır. Kategori teorisinin 

Jeoloji, malzeme, fizik, bilgisayar gibi birçok bilim alanlarında uygulamaları vardır. 

Bunlardan öncelikle olarak moleküler biyolojide DNA ve RNA kodları ile ilgili, 

astronomide ise uzay gözlemlerinde, coğrafi bilgi sistemlerinde, bir metro hattı planlama 

gibi ulaşım haritaları üretmesinde kullanılmaktadır. Kategori teorisinin diğer birçok 

önemli uygulamaları ve bu bahsedilen uygulamalar [1] de verilmiştir. 

Topolojik kategoriler, matematiksel nesnelerin topoloji adı verilen bir yapı üzerinde nasıl 

çalıştığını inceleyen bir dal olan kategoriler teorisine aittir. Topoloji, geometriye ve 

sürekliliğe dayalı bir alan olup, nesnelerin şekil, boyut ve uzaklıkla ilgili özelliklerini ele 

alır. 

Topolojik kategorilerin temelinde "morfizmler" denilen dönüşümler bulunur. Bu 

morfizmler, topolojik uzaylar arasında yapıları koruyan dönüşümlerdir. Örneğin, bir 

topolojik uzayı başka bir topolojik uzaya dönüştüren süreklilik özelliğine sahip işlevler, 

morfizmler olarak ele alınır. 

Topolojik kategoriler, topolojik uzaylar ve süreklilikle ilgili farklı yapılar arasındaki 

ilişkileri inceleyerek matematiksel analiz, cebir ve geometri gibi diğer alanlarla 

bağlantılar kurar. Bu sayede, farklı matematiksel yapılar arasındaki benzerlikler ve 

farklılıklar daha iyi anlaşılabilir ve matematiksel teorilerin daha geniş kapsamlı sonuçları 

elde edilebilir. 

Kategori ve topolojik kategori arasındaki farklar şunlardır: 
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1. Kategori: 

 Kategori, matematikte nesnelerin ve aralarındaki morfizmlerin 

oluşturduğu soyut bir yapıdır. 

 Nesneler, bir kategoride temsil edilen matematiksel yapıları ifade ederken, 

morfizmler nesneler arasındaki dönüşümleri temsil eder. 

 Kategoriler teorisi, matematiksel nesneler ve onların arasındaki ilişkileri 

incelemek için genel bir çerçeve sağlar. 

 Bir kategoride, nesneler arasında belirli bir kompozisyon işlemi vardır ve 

morfizmalar bu kompozisyon işleminin birimi ve ilişkileri koruyan 

dönüşümleri olmalıdır. 

2. Topolojik Kategori: 

 Topolojik kategori, kategori teorisinin özel bir alt alanıdır ve matematiksel 

nesnelerin topoloji adı verilen bir yapı üzerinde nasıl çalıştığını inceler. 

 Topolojik kategorilerde nesneler genellikle topolojik uzayları ifade 

ederken, morfizmler sürekli fonksiyonları temsil eder. 

 Morfizmler, bir topolojik uzayı başka bir topolojik uzaya dönüştüren 

sürekli fonksiyonlar olmalıdır ve bu dönüşümler topolojik özellikleri 

korumalıdır. 

 Topolojik kategoriler, özellikle topolojik uzaylar ve süreklilikle ilgili 

yapılar üzerine odaklanır ve matematiksel analiz, geometri ve diğer 

alanlarda önemli uygulamalara sahiptir. 

𝑋 kümesi üzerinde Quasi-Proximity kavramı Efremovich tarafından 1950 de tanıtılmıştır 

[8]. 

“ A , B ’ye yakındır” şeklindeki quasi-proximity bağıntısını 𝑋 in alt kümeleri üzerinde 

ikili ilişki olarak tanıtmıştır. 1941'de Wallace [9, 10] tarafından ”Kümelerin Ayrılması 

(Seperation of Sets)” ile ilgili bir çalışma yapılmıştır. Bu çalışma quasi-proximity (yarı-

yakınlık) kavramının ilkel şekli olarak değerlendirilebilir. İlk yapılan çalışmaların büyük 

bir kısmı Smirnov ([18, 19]) tarafından yapılmıştır. Quasi-proximity uzaylar ile ilgili 

bütün ön bilgilerimiz ve daha bir çok bilgi bunun içinde bulunabilir [20]. Daha sonraki 

yıllarda Leader [21] , Lodato [22] ve Pervin [23] gibi bazı yazarlar Efremovich' in quasi-

proximity aksiyomlarından daha zayıf aksiyomlarla çalışmışlardır. Baran, topolojik 

uzaylardaki çeşitli ayırma aksiyomlarını kümeler üzerindeki değişik topolojik 
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kategorilerde genelde ayırma aksiyomlarını vermiştir [5]. Baran, ayırma aksiyomlarını 

bir 𝑝 de, yani yerel (local)  olarak tanımlamıştır (bkz. [5, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31]).   

Baran [4] da T0, T1, T2, T3
1

2
, T4, T5, kapalılık ve [7] da kompaktlık kavramlarını kapanış 

operatörlerini kullanmadan topolojik kategoriye genişletmiştir. Bu genişlemeleri bu 

kavramların topolojide bahsedilen Urysohn Lemması, Urysohn Metrikleşme Teoremi, 

Tietze Genişleme Teoremi v.b. gibi teoremlerde bulunmaları ve kapalılık kavramı ile 

tanımlanabilen bağlantılılık ve kompaktlık kavramlarını topolojik kategorilere 

genişletmektir.  

Quasi proximity uzayları, genellikle topolojik uzaylara kıyasla daha esnek bir yapıya 

sahiptir ve daha az şartla tanımlanabilir. Topolojik uzaylardaki "açık küme" kavramı 

yerine "yakınlık sistemi" kavramı kullanılır. Yakınlık sistemi, bir nesnenin yakınlık 

ilişkisine göre diğer nesnelerle ne kadar yakın olduğunu belirler. Yakınlık sistemi, 

yakınlığın simetrik, yansıma, transitif olma gibi özellikleri taşımasını sağlayan belirli 

koşulları karşılar. 

Özetle, quasi proximity uzayları, nesneler arasındaki "quasi yakınlık" ilişkisini 

tanımlamak için kullanılan daha geniş kapsamlı bir matematiksel yapıdır. Topolojik 

uzaylara benzerlik gösterirken daha esnek ve az yapısal koşula sahiptir 

Bu tezin amacı, [11-13] makalelerini referans alarak, Quasi-Proximity uzayların topolojik 

kategorilerde özellikle [13] makalesinde verilen, quasi-proximity uzayların topolojik 

kategorisinde çeşitli ayırma aksiyomları, (kuvvetli) kapalılık, bağlantılılık gibi 

kavramları incelemektir. Bunlara ilave olarak [13] makalesinde verilmiş olan quasi-

proximity uzayların topolojik kategorisinde noktada çeşitli ayırma aksiyomları, 

(kuvvetli) kapalılık, bağlantılılık, kompaktlık gibi kavramları ile genel anlamda 

(başkalarının verdiği) kapalılık kavramı ile bizim verdiğimiz (kuvvetli) kapalılık 

kavramları [13] arasında ilişkileri bu tezde ele almaktır. Ayrıca [11-13] proximity 

uzayların topolojik kategorisindeki çeşitli ayırma aksiyomları, (kuvvetli) kapalılık, 

bağlantılılık gibi kavramları ile Quasi-Proximity uzayların topolojik kategorisindeki bu 

kavramlar arasındaki ilişkileri analiz etmektir. 

Bu tezde yer alan bölümlerin detayları aşağıda verilmiştir.  
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1.   Bölümde,  tezin konusu ile ilgili bazı temel tanımlar verilmiştir. 

2.  Bölümde,  topolojik kategorilerde quasi proximity uzaylarda kapalılık ve kuvvetli 

kapalılık ile ilgili temel kavramlara yer verilmiştir.  

3. Bölümde, quasi proximity uzaylarda 𝒑 de 𝑻𝟎
̅̅ ̅ ve 𝑻𝟏 objelerinin karakterizasyonu 

verilmiştir.  

4. Bölümde, quasi proximity uzayların topolojik kategorisinde çeşitli ayırma 

aksiyomlarını, (kuvvetli) kapalılık, (kuvvetli) açıklık gibi kavramlarla quasi proximity 

uzayların topolojik kategorisinde bu kavramlar arasındaki ilişkilerine değinilmiştir. 

5.  Bölümde,  quasi proximity uzayların topolojik kategorisinde (kuvvetli) bağlantılı ve 

(kuvvetli) kompakt objelerin tanımlarına değinilmiştir. 

 

 



1.   BÖLÜM 

 

TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR 

 
Bu bölümde, diğer bölümlerde kullanacağımız bazı temel kategori tanımları ve topolojik 

kavramlara yer verilmiştir.  

1.1.Bazı Temel Tanımlar 

Tanım 1.1.1: (Kategori)  ([14]) objelerin sınıfı 𝑂𝑏(𝜀) ve her  𝐴, 𝐵 ∈ 𝑂𝑏(𝜀) objeleri için 

𝐴 dan 𝐵 ye morfizmlerin sınıfı 𝜀 (𝐴, 𝐵) için,  𝑀𝑜𝑟(𝜀) = ⋃ 𝜀(𝐴, 𝐵) olsun. 𝑀𝑜𝑟(𝜀) 

üzerinde her 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑂𝑏(𝜀)  için                                                                                                                      

               𝜊:  𝜀 (𝐴, 𝐵)  ×  𝜀 (𝐵, 𝐶)                𝜀(𝐴, 𝐶) 

                             (𝑓, 𝑔)                    𝑔 𝜊 𝑓 

kısmi işlemi tanımlanan yapı aşağıdaki şartları sağlarsa kategori denir. 

(i) Her bir 𝐴 ∈ 𝑂𝑏(𝜀) için 1𝐴 : 𝐴 ⟶ 𝐴 birim morfizmi vardır öyle ki her 𝑓 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐵 

morfizmi için 𝑓 𝜊 1𝐴 = 𝑓 ve her g ∶ 𝐵 ⟶ 𝐴 morfizmi için 1𝐴 𝜊 𝑔 = 𝑔 dir. 

(ii) 𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵,  𝑔 ∶ 𝐵 ⟶ 𝐶,  ℎ ∶ 𝐶 ⟶ 𝐷 için  (ℎ 𝜊 𝑔) 𝜊 𝑓 =  ℎ 𝜊 (𝑔 𝜊 𝑓)  dir. 

Örnek 1.1.2: Objeleri 𝐴, 𝐵, 𝐶 gibi kümeler, morfizmleri kümeler arasındaki 

fonksiyonlar ve kısmi işlem ise fonksiyonlar arasındaki bileşke olarak tanımlanan sınıf 

bir kategori belirtir. 

 (i) Her 𝐴 kümesi için birim morfizm  1𝐴 ∶ 𝐴 →  𝐴 birim fonksiyonu ifade eder. Ayrıca 

her 𝑓 ∶  𝐴 →   𝐵 fonksiyonu için 𝑓 𝜊  1𝐴  = 𝑓  ve her 𝑔 ∶ 𝐵  →  𝐴  fonksiyonu için 

 1𝐴 𝜊 𝑔 =  𝑔 eşitliği sağlanır ve bu kategori SET ile gösterilir.  

(ii) 𝑓 ∶ 𝐴 →   𝐵,  𝑔 ∶ 𝐵 →   𝐶 ve ℎ ∶ 𝐶 →  𝐷 fonksiyonlar olmak üzere         

(ℎ 𝜊 𝑔) 𝜊 𝑓 =  ℎ 𝜊 (𝑔 𝜊 𝑓)  eşitliği sağlandığı için birleşme özelliği vardır
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Örnek 1.1.3: Objeleri (𝑋, 𝒯), (𝑌, 𝛿), (𝑍, 𝜎)... gibi topolojik uzaylar olsun. Morfizmleri 

topolojik uzaylar arasındaki sürekli fonksiyonlar ve kısmi işlem ise fonksiyonların 

bileşkesi olarak tanımlanan yapı kategoridir. 

(i) (𝑋, 𝒯) → (𝑋, 𝒯) için  1𝑋 ∶ 𝑋 →  𝑋 birim fonksiyonu mevcut olup süreklidir. Her         

𝑓 ∶ (𝑋, 𝒯) → (𝑌, 𝛿) için 𝑓 𝜊 1𝑋 = 𝑓  ve her 𝑔 ∶ (𝑌, 𝛿) → (𝑋, 𝒯) için  1𝑋 𝜊 𝑔 = 𝑔 eşitliği 

sağlanır ve bu kategori TOP ile gösterilir. 

(ii) 𝑓 ∶ (𝑋, 𝒯) → (𝑌, 𝛿),  𝑔 ∶ (𝑌, 𝛿) → (𝑍, 𝜎) ve  ℎ ∶ (𝑍, 𝜎) → (𝑇, 𝜑) olmak üzere 𝑓; 𝑔 ve 

ℎ fonksiyonları sürekli olduğundan bu fonksiyonların bileşkeleri de süreklidir ve 

(ℎ 𝜊 𝑔) 𝜊 𝑓 =  ℎ 𝜊 (𝑔 𝜊 𝑓) eşitliği sağlandığından birleşme özelliği vardır. 

Tanım 1.1.4:  𝜺 ve 𝓓 kategorileri aşağıdaki şartlar sağlanırsa 𝓓 ye 𝜺 nin alt kategorisi 

denir. 

(1) 𝑂𝑏(𝒟) ⊂ 𝑂𝑏(𝜀) dir. 

(2) Her bir 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑂𝑏(𝒟) için 𝒟(𝐴, 𝐵) ⊆ 𝜀 (𝐴, 𝐵) dir. 

(3) 𝒟  morfizmlerin bileşke işlemi, 𝜀 deki morfizmlerin bileşkesi ile eşdeğerdir. 

(4) Her 𝐴 ∈ 𝑂𝑏(𝒟) için 𝒟 deki 1𝐴 morfizmi, 𝜀 deki birim morfizmine eşdeğerdir. 

Her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑂𝑏(𝒟) obje ikilisi için 𝒟(𝐴, 𝐵) = 𝜀 (𝐴, 𝐵) ise 𝒟 ye dolu alt kategori, 

𝑂𝑏(𝒟) = 𝑂𝑏(𝜀) ise 𝒟 kategorisine geniş alt kategori denir [14]. 

Tanım 1.1.5 (Başlangıç Objesi):  𝜺 bir kategori olmak üzere 𝑨 ∈ 𝑶𝒃(𝜺) olsun. Her      

𝐗 ∈ 𝐎𝐛(𝜺) için 𝛆 (𝑨, 𝐗) sınıfı tek morfizme sahip ise 𝑨 objesine 𝜺  kategorisinin 

başlangıç (initial) objesi denir  [16, 17]. 

Tanım 1.1.6 (Bitiş Objesi):  𝛆  bir kategori ve 𝑨 ∈ 𝐎𝐛(𝜺) olsun. Her 𝑿 ∈ 𝐎𝐛(𝛆) için 

𝛆 (𝑿, 𝑨) sınıfı tek morfizme sahip ise 𝑨 objesine 𝜺 kategorisinin bitiş (final ) objesi denir  

[16, 17].  

Tanım 1.1.7 (Değişmeli Diyagram): Bir 𝛆 kategorisinde morfizmlerin bir diyagramı 

aşağıdaki gibi verilsin. 𝒈 𝝄 𝒇 = 𝒉 𝝄 𝒌  ise değişmeli diyagram denir [16, 17].  
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Tanım 1.1.8 (Pushout Diyagramı): Bir  ℇ  kategori ve 𝒇 ∶ 𝑨 ⟶ 𝑩, 𝒈 ∶ 𝑨 ⟶ 𝑪 iki 

morfizm olmak üzere  𝑸 ∈ 𝑶𝒃(ℇ) ve  𝒒𝟏 ∶ 𝑩 ⟶ 𝑸, 𝒒𝟐 ∶ 𝑪 ⟶ 𝑸  morfizmleri için, 

 

 

 

 

 

değişmeli (𝑞1𝑓 = 𝑞2𝑔) diyagramı verilsin. Eğer herhangi bir 𝑋 ∈ 𝑂𝑏(ℇ) için 

 

 

 

 

 

değişmeli (𝑝1𝑓 = 𝑝2𝑔) diyagramı verildiğinde, 

 

 

 

 

 

𝑓 

𝑘 

X 𝑌 

𝑍 𝑇 
h 

g 

𝑓 

𝑔 

A 𝐵 

𝐶 𝑄 
𝑞2 

𝑞1 

𝑓 

𝑔 

A 𝐵 

𝐶 𝑋 𝑝2 

𝑝1 

𝑓 
A 𝐵 

𝑔 

𝐶 
𝑞2 

𝑞1 

𝑄 

𝑝1 

𝑝2 

 

X 

 𝜃 
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diyagramı değişmeli ise, yani 𝜃𝑞1 = 𝑝1 ve 𝜃𝑞2 = 𝑝2 olacak şekilde tek  𝜃 ∶ 𝑄 → 𝑋 

varsa  

 

 

 

 

diyagramına 𝑓 ve 𝑔 nin pushout diyagramı denir. 

1.2 Topolojik Fanktorlar 

Tanım 1.2.1 (Fanktor): ([14])  𝜀 ve 𝒟 kategorileri için 𝜀 nin her 𝐴 objesini 𝒟 nin 𝐹(𝐴) 

objesine, 𝜀 nin her 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 ni 𝒟 nin 𝐹(𝑓) ∶ 𝐹(𝐴) → 𝐹(𝐵) ne dönüştüren ve aşağıdaki 

şartları sağlayan  𝐹 ∶ 𝜀 →  𝒟  ye fanktor denir. 

(i) Her 𝐴 𝜖 𝑂𝑏(𝜀) için 𝐹(1A) = 1F(A)  dır. 

(ii) Her 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑂𝑏(𝜀) için 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 ve 𝑔 ∶ 𝐵 → 𝐶 verilsin. 𝜀  de 𝑔 𝜊 𝑓 tanımlı olmak 

üzere 𝐹(𝑔 𝜊 𝑓) = 𝐹(𝑔) 𝜊 𝐹(𝑓)  dir. 

Tanım 1.2.2 (Belirli Fanktor): ([14]) 𝜀 ve 𝒟 kategoriler ve 𝐹: 𝜀 →  𝐷 olsun. 

(1) Her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑂𝑏(𝜀) ve her 𝑓 ∶ 𝐹(𝐴) → 𝐹(𝐵) için 𝐹(𝑔) = 𝑓 olacak şekilde en az bir  

𝑔 ∶ 𝐴 →  𝐵 varsa 𝐹 ye dolu denir. 

(2) 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑂𝑏 (𝜀) ve her 𝑓, 𝑔 ∶ 𝐴 → 𝐵 için 𝐹(𝑓) = 𝐹(𝑔) iken  𝑓 = 𝑔 oluyorsa 𝐹 ye 

düzenli (faithful) denir. 

(3) 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐴 için 𝐹(𝑓) = 1F(A)  ve 𝑓 izomorfizm iken 𝑓 = 1A oluyorsa 𝐹 ye amnestik 

fanktor dur. 

(4) 𝐹 düzenli ve amnestik ise 𝐹 ye belirli (concrete)  denir. 

(5) 𝐵 ∈ 𝑂𝑏(𝒟) için  𝐹−1(𝐵) = {𝐴 ∈  𝑂𝑏(𝜀) | 𝐹(𝐴) = 𝐵}  bir küme ise 𝐹 ye küçük 

demetlere sahip tir. 

 

𝑓 

𝑔 

A 𝐵 

𝐶 𝑄 
𝑞2 

𝑞1 
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Tanım 1.2.3: ([14]) TOP da her (𝑋, 𝒯) topolojik uzayını, 𝒰(𝑋, 𝒯) = 𝑋 yani üzerindeki 

topoloji yapısını bırakarak 𝒰(𝑓)  =  𝑓 dönüştüren fanktoruna unutkan fanktor denir.  

Tanım 1.2.4: ([14]) SET de her 𝑋 kümesini, üzerine diskre topoloji yapısını ekleyerek 

(𝑋, 𝑃(𝑋)) diskre topolojik uzayına 𝒟: SET → TOP dönüşümüne diskre fanktor denir. 

Tanım 1.2.5: ([14]) SET de (𝑋, {∅, 𝑋}) indiskre obje ve her bir 𝑓 ∶ 𝑋 →  𝑌 nı topolojik 

uzaylar arasındaki  𝒟*(𝑓) = 𝑓 : (𝑋, {∅, 𝑋}) → (𝑌, {∅, 𝑌}) fonksiyonuna çeviren                 

𝒟*: SET →  TOP ya fanktor indiskre fanktor denir. 

Tanım 1.2.6:  ([14]) 𝜺  ve 𝓓 kategoriler ve 𝑭, 𝑮: 𝛆 → 𝓓 fanktorlar olsun. Her  𝑨 ∈

 𝑶𝒃(𝜺) yı 𝓓 nin bir 𝜶A : 𝑭(𝑨)  →   𝑮(𝑨) ne dönüştüren bir 𝜶 : 𝑶𝒃(𝜺)  →   𝑴𝒐𝒓(𝓓) 

verilsin. 𝛆 deki  her 𝒇 ∶  𝑨 →  𝑩 morfizmi için        

                              F(A)           𝛼A          G(A) 

 

               F(f)                                       G(f)                                   

 

 

                              F(B)           𝛼B         G(B) 

diyagramı değişmeli ise 𝛼 ya 𝐹 den 𝐺 ye doğal dönüşüm dür ve  𝛼: 𝐹  →  𝐺 şeklinde 

gösterilir. 

1.3 Topolojik Kategoriler 

Tanım 1.3.1 (Kaynak ): 𝛆  kategori ve I indis kümesi için her 𝑖 ∈ I için 𝐴 ve 𝐴𝑖 ∈  𝑂𝑏(𝜀) 

için 𝑓𝑖  : A → 𝐴𝑖  verilsin. (𝐴, (𝑓𝑖)𝑖∈ 𝐼) ye bir kaynak (source) denir [16].  

Tanım 1.3.2 (Kavşak): 𝛆 kategori ve I bir indis kümesi olmak üzere ∀ 𝒊 ∈ I için 𝑨 ve    

𝑨𝒊 ∈ 𝑶𝒃(𝜺) olmak üzere  𝒇𝒊  :  𝑨𝒊  → 𝑨 verilsin.  ((𝒇𝒊)𝒊∈ 𝐈, 𝑨) kavşak (sink) denir [16]. 

Tanım 1.3.3 (Başlangıç ve Bitiş Kaldırma): ([15]) ε  ve  𝒟 kategorileri ve 𝒰: 𝜀 → 𝒟 

bir fanktoru verilsin. 

(i) Herhangi bir 𝑖 ∈ I için 𝐴𝑖 ∈  𝑂𝑏(𝜀) ve 𝑓𝑖   : 𝐵 → 𝐵𝑖 = 𝒰(𝐴𝑖) leri 𝒟 de bir 𝒰 −kaynağı 

olsun. {𝑓𝑖}𝑖∈ 𝐼 ailesinin bir başlangıç kaldırmasının (initial lift) 𝐴 ∈  𝑂𝑏(𝜀), 𝒰(𝐴) = 𝐵 ve 

𝒰(𝑓𝑖̅) = 𝑓𝑖 olacak şekilde  𝑓𝑖̅  : 𝐴  →  𝐴𝑖 olması için şu şartlar sağlanmalıdır:  
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 𝑔̅𝑖: 𝑋  →  𝐴𝑖, nin bir ailesi ve 𝒰 ( 𝑔̅𝑖) = 𝑔𝑖  olmak üzere her 𝑖 ∈ I için 𝑓𝑖 𝜊 ℎ = 𝑔𝑖 olacak 

şekilde bir ℎ : 𝒰(𝑋) → 𝐵 varsa her 𝑖 ∈ I için  𝑓𝑖̅   𝜊 ℎ =  𝑔̅𝑖 olacak şekilde en az bir                

ℎ : 𝑋 →   𝐴 vardır. Eğer   𝑓𝑖̅: 𝐴 →  𝐴𝑖 başlangıç kaldırma ise 𝐴 daki yapıya  𝑓𝑖̅  lere  𝐴𝑖 

lerden elde edilen yapı denir. 

 

                                                                                                                  

 

 

 

                                      

                                   

 

 

 

 

 

 

 

 

 (ii) Herhangi bir 𝑖 ∈ I için 𝐴𝑖 ∈ 𝑂𝑏(𝜀)  ve 𝑓𝑖 : 𝒰 (𝐴𝑖) = 𝐵𝑖  →  𝐵 leri 𝐷 de bir 𝒰 −kavşağı 

olsun. {𝑓𝑖}𝑖∈ 𝐼 nin bitiş kaldırmasının (final lift) 𝐴 ∈ 𝑂𝑏(𝜀),  𝒰(𝐴) = 𝐵 ve 𝒰(𝑓𝑖̅) = 𝑓𝑖 

olacak şekilde     𝑓𝑖̅: 𝐴𝑖  →  𝐴 morfizmler ailesi olması için aşağıdaki şartlar sağlanmalıdır: 

𝑔i : 𝐴𝑖  →  𝑋,  ε de morfizmlerin bir ailesi ve 𝒰 (𝑔i) = 𝑔𝑖 olmak üzere her 𝑖 ∈ I için                      

ℎ 𝜊 𝑓𝑖  =  𝑔𝑖  olacak şekilde bir ℎ : 𝐵 →  𝑈(𝑋) varsa ∀i ∈ I  için ℎ 𝜊 𝑓i = 𝑔i   olacak şekilde             

en az bir ℎ: 𝐴 → 𝑋 vardır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                        

                                       Şekil 1.2  Bitiş Kaldırma 

 

𝑓𝑖̅ 
 

ℎ̅ 

A 𝐴𝑖 

𝑋 

𝑔̅𝑖 

𝓔 

 𝑓𝑖 

ℎ 

𝐵 

B 

𝐵𝑖 = 𝒰(𝐴𝑖) 

𝒰(𝑋) 

𝑔𝑖 = 𝒰(𝑔̅𝑖)  

𝓓 

𝒰 

𝑓𝑖̅ 

ℎ̅ 

𝐴𝑖 

 

A 

𝑋 

𝑔̅𝑖 

𝓔 

𝑓𝑖 

ℎ 

B 𝒰(𝐴𝑖)
= 𝐵  

𝒰(𝑋) 

𝒰(𝑔̅𝑖) = 𝑔𝑖  

𝓓 
𝒰 

Şekil 1.1.  Başlangıç Kaldırma 



11 

 

 𝑓𝑖̅  : 𝐴𝑖   →  𝐴 bir bitiş kaldırma ise 𝐴 daki yapıya 𝑓i  ler tarafından 𝐴𝑖  den elde edilen 

yapı denir. 

Not 1.3.4: Topolojik kategorilerde keyfi bir 𝓤 − kaynağının başlangıç kaldırmasının 

varlığı, keyfi  𝓤 − kavşağının bitiş kaldırmasının varlığına denktir.  

Tanım 1.3.5 (Topolojik Kategori): ([16]) 𝜀 ve 𝒟 kategorileri ve 𝒰 : 𝜀 → 𝒟  fanktoru 

verilsin. Aşağıdaki şartlar sağlanıyor ise 𝒰 ya topolojik fanktor veya 𝜀 kategorisine 𝒟 

de topolojik kategori denir. 

(i) 𝒰 belirlidir. 

(ii) 𝒰 küçük demetlere sahiptir. 

(iii) Her 𝒰 − kaynağı bir başlangıç kaldırmaya sahiptir. 

1.4.  Ayırma Aksiyomları 

Tanım 1.4.1 (𝑻𝟎 Uzayı): (𝑋, 𝒯) bir topolojik uzayı için farklı her 𝑦, 𝑥 ∈  𝑋 için 𝑦 ∉  𝐺 

olacak şekilde 𝑥 in bir 𝐺 açığı veya 𝑥 ∉  𝐻 olacak şekilde 𝑦 nin bir 𝐻 açığı vardır [14]. 

 

                𝐺                                                                                             𝐻 

  

 

                                                      y                                                                       x 

                                              

 

 

                                               Şekil 1.3.  𝑇0  Uzayı 

Önerme 1.4.2:  𝑻𝟎  uzayının alt uzayı da 𝑻𝟎 dır [14]. 

İspat: (𝑋, 𝒯) uzayı  𝑇0  ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Farklı 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 verilsin. 𝑋 uzayı  𝑇0 olduğundan 

𝑏 ∉  𝐺 olacak şekilde 𝑎 nın 𝑋 de 𝐺 açığı vardır. Buradan 𝐻 = 𝐴 ∩  𝐺, 𝑎 nın 𝐴 da açık 

olup 𝑏 ∉  𝐻 dır. 

Teorem 1.4.3: {(𝑋𝑖 , 𝒯𝑖) |𝑖𝜖𝐼} topolojik uzayların bir sınıfı ve 𝑋 = ∏ 𝑋𝑖𝑖𝜖𝐼  çarpım uzayı 

olsun. Her bir 𝑋𝑖   uzayı 𝑇0  dır ⟺ 𝑋 çarpım uzayı 𝑇0  dır [14]. 

 

      x                y 
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Tanım 1.4.4 (𝑻𝟏 Uzayı): (𝑋, 𝒯) farklı  𝑥, 𝑦 ∈  𝑋 için 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑦 ∉ 𝐺 ve 𝑦 ∈ 𝐻 , 𝑥 ∉ 𝐻 

olacak şekilde 𝐺 ve 𝐻 açıkları vardır [14].      

                                

                                                     𝐺                          𝐻 

  

 

                                             

 

                                    

                                  

 

 

Burada 𝐺 ve 𝐻 nin ayrık olmasının gerekli olmadığına dikkat edelim. 

Önerme 1.4.5:  𝑇1 olan herhangi bir topolojik uzay 𝑇0 dır, tersi genelde doğru değildir 

[14]. 

Önerme 1.4.6: Bir 𝑇1 uzayının her alt uzayı da 𝑇1dir. 

İspat: (𝑋, 𝒯) bir 𝑇1 topolojik uzay ve 𝐴 ⊆  𝑋 olsun. Farklı 𝑎, 𝑏 ∈  𝐴 için (𝑋, 𝒯) nun 𝑇1 

olmasından 𝑏 ∉  𝐺, 𝑎 ∈  𝐺 ve 𝑎 ∉  𝐻, 𝑏 ∈  𝐻 şeklinde 𝐺 ve 𝐻 açık kümeleri vardır. 

𝐺 ∩  𝐴 ve 𝐻 ∩  𝐴 kümeleri 𝐴 da açık olup 𝑎 ∈  𝐺 ∩  𝐴,  𝑏 ∉  𝐺 ∩  𝐴 ve 𝑎 ∉  𝐻 ∩  𝐴, 

𝑏 ∈  𝐻 ∩  𝐴 dır. Sonuç olarak, (𝐴, 𝒯𝐴)  alt uzayı 𝑇1 uzayıdır [14]. 

Teorem 1.4.7:  {(𝑋𝑖 ,  𝒯𝑖) |𝑖𝜖𝐼} topolojik uzayların sınıfı ve X= ∏ 𝑋𝑖𝑖𝜖𝐼  çarpımı üzerindeki 

çarpım topolojisi  𝒯 olsun. Her bir (𝑋𝑖 ,  𝒯𝑖)  uzayı 𝑇1 dır ⟺ (𝑋, 𝒯) çarpım uzayı 𝑇1 dir 

[14].  

1.5. Bağıntı Uzayları 

Tanım 1.5.1: 𝑨 küme olmak üzere  𝑹, 𝑨 üzerinde bağıntı olsun. Bu takdirde (𝑨, 𝑹) ye 

bağıntı uzayı denir. (𝑨, 𝑹), (𝑨𝟏, 𝑹𝟏) bağıntı uzayları olmak üzere, 𝒇: (𝑨, 𝑹) ⟶ (𝑨𝟏, 𝑹𝟏) 

dönüşümü; 𝒇: 𝑨 ⟶ 𝑨𝟏 fonksiyon ve her 𝒂, 𝒃 ∈ 𝑨  için 𝒂 𝑹 𝒃 olduğunda 𝒇(𝒂) 𝑹𝟏 𝒇(𝒃) 

dir. Objeleri bağıntı uzayları, morfizmleri de bu şekildeki dönüşümlerden oluşan 

kategoriye bağıntı uzaylar kategorisi denir ve REL ile gösterilir. 

           y   x  

           Şekil 1.4. 𝑇1  Uzayı 
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Tanım 1.5.2: 𝑩 küme ve 𝑹, 𝑩 de yansıma bağıntısı olsun. (𝑩, 𝑹) ye yansımalı bağıntı 

uzayı denir. (𝑩, 𝑹), (𝑩𝟏, 𝑹𝟏) yansımalı bağıntı uzayları olmak üzere 𝒇: (𝑩, 𝑹) ⟶

(𝑩𝟏, 𝑹𝟏) morfizmi;  𝒇: 𝑩 ⟶ 𝑩𝟏 fonksiyon ve her 𝒂, 𝒃 ∈ 𝑩 için 𝒂 𝑹 𝒃 olduğunda 

𝒇(𝒂)𝑹𝟏𝒇(𝒃) dir. Objeleri yansımalı bağıntı uzayları ve morfizmleri sürekli 

fonksiyonlardan oluşan sınıf yansımalı bağıntı uzayları kategorisidir ve RREL ile 

gösterilir [2, 17]. 

Not 1.5.3:  𝓔 = 𝐑𝐑𝐄𝐋 için, 

1. (i) (𝐴, 𝑆), (𝐴, 𝑅) ∈ 𝑂𝑏(𝜺) için 𝑓, 𝑔 ∶ (𝐴, 𝑅) ⟶ (𝐴, 𝑆) ve 𝒰(𝑓) = 𝒰(𝑔) olsun.     

𝒰(𝑓) = 𝑓 ve 𝒰(𝑔) = 𝑔 den 𝑓 = 𝑔 dir yani 𝒰 faithfuldur. 𝑓 ∶ (𝐴, 𝑅) ⟶ (𝐴, 𝑆) için 

𝒰(𝑓) = 𝑓 = 1𝐴: 𝐴 ⟶ 𝐴 ve 𝑓 izomorfizm olsun. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 için 𝑎 𝑅 𝑏 ise 𝑓 

sürekliliğinden  𝑓(𝑎) 𝑆 𝑓(𝑏) olur. 

𝒰(𝑓) = 𝑓 = 1𝐴 olduğundan 1𝐴(𝑎) 𝑆 1𝐴(𝑎) dir. Buradan 𝑎 𝑆 𝑏 olur. Dolayısıyla 𝑅 ⊂ 𝑆 

dir. 𝑓−1: (𝐴, 𝑆) ⟶ (𝐴, 𝑅) olsun. 𝑎 𝑆 𝑏 ise 𝒰(𝑓−1) = 𝑓−1 = 1𝐴 süreklilikten 

𝑓−1(𝑎) 𝑅 𝑓−1(𝑏) dir. 1𝐴(𝑎) 𝑅 1𝐴(𝑎) yazılır ki 𝑎 𝑅 𝑏 dir. Buradan 𝑆 ⊂ 𝑅 dir. Böylece 

𝑅 = 𝑆 olur ki buradan 𝒰 nun amnestik olur.  

(ii) 𝒰−1(𝐴) = {(𝐴, 𝑅): 𝒰(𝐴, 𝑅) = 𝐴, 𝑅 ⊂ 𝐴2 } ⊂  𝑃(𝐴2) dir. 𝑃(𝐴2) bir küme 

olduğundan 𝒰−1(𝐴) bir kümedir.  

(iii)  (𝐴𝑖 , 𝑅𝑖) ∈ 𝑂𝑏(ℰ) için {𝑓𝑖 ∶ 𝐴 ⟶ 𝒰(𝐴𝑖 , 𝑅𝑖) = 𝐴𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼} kaynağı  

𝑅 = {(𝑎, 𝑏) ∶ 𝑓𝑖(𝑎) 𝑅𝑖 𝑓𝑖(𝑏), her 𝑖 ∈ 𝐼 } dir. 

ℰ = 𝐑𝐑𝐄𝐋 olsun. Her 𝑖 ∈ 𝐼 için  𝑓𝑖(𝑎) ∈ 𝐴𝑖 , (𝐴𝑖 , 𝑅𝑖) ∈ 𝐑𝐑𝐄𝐋 den 𝑓𝑖(𝑎) 𝑅𝑖 𝑓𝑖(𝑎) dir. R 

nin tanımından dolayı 𝑎 𝑅 𝑎 olur. 

𝑓𝑖 ∶ (𝐴, 𝑅) ⟶ (𝐴𝑖 , 𝑅𝑖),  𝑓𝑖: 𝐴 ⟶ 𝐴𝑖 nin başlangıç kaldırmasıdır. Her (𝐵, 𝑆) ∈ 𝑂𝑏(ℰ), 

(𝐴𝑖 , 𝑅𝑖) ∈ 𝑂𝑏(ℰ) ve ℰ de ℎ𝑖 ∶ (𝐵, 𝑆) ⟶ (𝐴𝑖 , 𝑅𝑖) morfizm ailesi için en az bir 𝑘 ∶ 𝐵 ⟶ 𝐴 

vardır ve 𝒰(𝑓𝑖) ∘ 𝑘 = ℎ𝑖 dir. 𝑘 nın sürekli olduğunu gösterelim. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵 için 𝑎 𝑆 𝑏 

ise ℎ𝑖 lerin sürekliğinden ℎ𝑖(𝑎) 𝑅𝑖 ℎ𝑖(𝑏) dir. 𝒰(𝑓𝑖) ∘ 𝑘 = ℎ𝑖 den 𝑓𝑖𝑘(𝑎) 𝑅𝑖 𝑓𝑖𝑘(𝑏) olur. 𝑅 

den 𝑘(𝑎) 𝑅 𝑘(𝑏) dir. ℰ = 𝐑𝐑𝐄𝐋 topolojik kategoridir [2, 17]. 

2. (𝐴, 𝑅) diskre objedir. ⟺ her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 için 𝑏 𝑅 𝑎 ⇔ 𝑏 = 𝑎 dir. 
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3. 𝑓𝑖: (𝐴𝑖 , 𝑅𝑖) ⟶ (𝐴, 𝑅) epimorfizminin bitiş kaldırmasıdır ⟺ her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 için 𝑎 𝑅 𝑏 dir 

⟺ en az bir 𝑘 ∈ 𝐼 ve 𝑑, 𝑐 ∈ 𝐴𝑘 ikilisi vardır ve 𝑓𝑘(𝑑) = 𝑏,   𝑓𝑘(𝑐) = 𝑎 ve 𝑐 𝑅𝑖 𝑑 dir. 

4. 𝒰 normalleştirilmiştir. Boş ve tek nokta kümesinde tek bir bağıntı vardır. 𝒰−1(∅) da 

𝑅 = ∅ tek bağıntıdır. 𝒰−1({𝑎}) da 𝑅 ≠ ∅ yani 𝑅 = {𝑎}2 dır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2. BÖLÜM 

 

TOPOLOJİK KATEGORİLERDE  QUASİ-PROXİMİTY 

UZAYLARDA KAPALILIK VE KUVVETLİ KAPALILIK İLE 

İLGİLİ TEMEL KAVRAMLAR 

 
Bu bölümde quasi-proximity uzayların topolojik kategorisinde belirli bir noktada ve 

genelde çeşitli ayırma aksiyomlarını, (kuvvetli) kapalılık, (kuvvetli) bağlantılık gibi 

kavramları ile quasi-proximity uzayların topolojik kategorisinde bu kavramlar arasındaki 

ilişkileri incelenmiştir. 

𝑋 kümesi üzerinde Quasi-Proximity kavramı Efremovich tarafından 1950 de tanıtılmıştır 

[8]. 

“ A , B ’ye yakındır” şeklindeki quasi-proximity bağıntısını 𝑋 in alt kümeleri üzerinde 

ikili ilişki olarak tanıtmıştır. 1941'de Wallace [9, 10] tarafından ”Kümelerin Ayrılması 

(Seperation of Sets)” ile ilgili bir çalışma yapılmıştır. Bu çalışma quasi-proximity (yarı-

yakınlık) kavramının ilkel şekli olarak değerlendirilebilir. İlk yapılan çalışmaların büyük 

bir kısmı Smirnov ([18, 19]) tarafından yapılmıştır. Quasi-proximity uzaylar ile ilgili 

bütün ön bilgilerimiz ve daha bir çok bilgi bunun içinde bulunabilir [20]. Daha sonraki 

yıllarda Leader [21] , Lodato [22] ve Pervin [23] gibi bazı yazarlar Efremovich' in quasi-

proximity aksiyomlarından daha zayıf aksiyomlarla çalışmışlardır. Baran, topolojik 

uzaylardaki çeşitli ayırma aksiyomlarını kümeler üzerindeki değişik topolojik 

kategorilerde genelde ayırma aksiyomlarını vermiştir [5]. Baran, ayırma aksiyomlarını 

bir 𝑝 de, yani yerel (local)  olarak tanımlamıştır (bkz. [5, 24-31]).   

Bir önceki bölümde fanktor ve topolojik kategori tanımlarını vermiştik. Not olarak; ℰ ve 

𝒟 herhangi iki kategori, 𝒰 : ℰ → 𝒟 topolojik fanktor olsun. Her 𝐵 ∈ 𝒟 bitiş (terminal) 

objesi için 𝒰−1(B) bir tek yapıya sahip ise 𝒰 : ℰ → 𝒟 fanktoruna normalleştirilmiş denir 

[16, 17, 30, 32, 33]. 
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ℇ topolojik kategori, her 𝑌 ∈ ℇ objesi için 𝒰 (X) → 𝒰 (Y)  dönüşümü X → Y ne 

kaldırılabiliyorsa 𝑋 ∈ ℇ objesi diskredir. Her  𝑌 ∈ ℇ objesi için 𝒰 (𝑌) → 𝒰 (𝑋)  

dönüşümü Y → X ne kaldırılabiliyorsa 𝑋 ∈ ℇ objesi indiskredir. 

2.1  p de Eğik Eksen ve Katlama Dönüşümleri  

Tanım 2.1.1. (Wedge Çarpımı): 𝑩 küme, 𝒑 ∈ 𝑩 ve 𝑩∐𝑩, 𝑩 nin ayrık iki kopyası, 𝑩 

nin 𝒑 de wedge çarpımı 𝑩∐𝑩 nin 𝒑 de çakışması olarak tanımlanır ve 𝑩 ∨𝒑 𝑩 ile 

gösterilir. 𝑩 ∨𝒑 𝑩 de alınan 𝒙 birinci bileşende ise 𝒙𝟏 ikinci bileşende ise 𝒙𝟐 ile 

gösterilir [5]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.1. 𝑝 noktasında wedge çarpım 

Not 2.1.2: 𝑩 küme ve 𝒑 ∈ 𝑩 olmak üzere {𝒑}, SET kategorisinde bitiş objesi ve 

𝒊𝟏, 𝒊𝟐: 𝑩 ⟶ 𝑩 ∨𝒑 𝑩 dönüşümleri için; 

 

 

 

 

 

değişmeli diyagramı  pushout diyagramıdır. 

𝑖𝑑: 𝐵 ⟶ 𝐵 birim dönüşüm ve 𝑓: {𝑝} ⟶ 𝐵 de 𝑝 ye giden sabit dönüşüm olmak üzere; 

B 

𝑥2 = (𝑝, 𝑥) 

B 
𝑝 𝑥1 = (𝑥, 𝑝) 

𝑓 

𝑓 

{𝑝} 𝐵 

𝐵 𝐵 ∨𝑝 𝐵 
𝑖2 

𝑖1 
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𝐴𝑝𝑖1 = (𝑖𝑑, 𝑓): 𝐵 ⟶ 𝐵2 , 

𝐴𝑝𝑖2 = (𝑓, 𝑖𝑑): 𝐵 ⟶ 𝐵2, 

𝑆𝑝𝑖1 = (𝑖𝑑, 𝑖𝑑): 𝐵 ⟶ 𝐵2, 

𝑆𝑝𝑖2 = (𝑓, 𝑖𝑑): 𝐵 ⟶ 𝐵2 ve 

𝛻𝑝𝑖1 = 𝛻𝑝𝑖2 = 𝑖𝑑: 𝐵 ⟶ 𝐵  

Yukarıda verilen pushout diyagramına uygulandığında 𝑝 deki wedge çarpımından 

𝐴𝑝,  𝑆𝑝 ve 𝛻𝑝 dönüşümleri elde edilir. 

 

                           

 

                                                                 ve  

 

 

 

 

değişmeli diyagramları için, 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓 

𝑓 

{𝑝} 𝐵 

𝐵 𝐵 ∨𝑝 𝐵 
𝑖2 

𝑖1 

𝑓 
{𝑝} 𝐵 

𝑓 

𝐵 𝐵2 
𝐴𝑝𝑖2 

 

𝐴𝑝𝑖1 

𝑓 
{𝑝} 𝐵 

𝑓 

𝐵 
𝑖2 

𝑖1 

𝐵 ∨𝑝 𝐵 

𝐴𝑝𝑖1 

𝐴𝑝𝑖2 

 

𝐵2 

𝐴𝑝 𝐴𝑃 
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diyagramı değişmeli, yani 𝐴𝑝𝑖1𝑓 = 𝐴𝑝𝑖2𝑓 = (𝑓, 𝑓) olduğundan bir tek         

𝐴𝑝: 𝐵 ∨𝑝 𝐵 ⟶  𝐵2 morfizmi vardır [5]. 

Tanım 2.1.3 (𝒑 de Eksen Dönüşümleri): 

(i) 𝒑 de Temel Eksen Dönüşümü (𝑨𝒑):  𝑨𝒑: 𝑩 ∨𝒑 𝑩 ⟶  𝑩𝟐, 

𝐴𝑝(𝑥𝑖) = {   
(𝑥, 𝑝) , 𝑖 = 1 𝑖𝑠𝑒
(𝑝, 𝑥) , 𝑖 = 2  𝑖𝑠𝑒

  

 

 

  

 

 

 

 

(ii) 𝒑 de Skewed Eksen Dönüşümü ( 𝑺𝒑 ):  𝑺𝒑𝒊
: 𝑩 ∨𝒑 𝑩 ⟶ 𝑩𝟐, 

 

𝑆𝑝(𝑥𝑖) = {    
(𝑥, 𝑥) , 𝑖 = 1 𝑖𝑠𝑒
(𝑝, 𝑥) , 𝑖 = 2  𝑖𝑠𝑒

  

 

 

 

 

 

Şekil 2. 2.  𝑝 de Temel eksen dönüşümü 

Şekil 2.3. 𝑝 de Eğik (Skewed) eksen dönüşümü 

B 

𝑥 = 𝑥2 

B 𝑝 𝑥 = 𝑥1 

𝐴𝑝( 𝑥2) = (𝑝, 𝑥) 

𝐵2 

𝑝 𝐴𝑝( 𝑥1) = (𝑥, 𝑝) 

𝐴𝑝 

B 

𝑥 = 𝑥2 

B 
𝑝 𝑥 = 𝑥1 

𝑆𝑝( 𝑥2) = (𝑝, 𝑥) 

𝐵2 

𝑝 
𝑆𝑝( 𝑥1) = (𝑥, 𝑥) 

𝑆𝑝 
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(iii) 𝒑 de Katlama Dönüşümü (𝜵𝒑):  𝛻𝑝: 𝐵 ∨𝑝 𝐵 ⟶ 𝐵, 

𝛻𝑝(𝑥𝑖) = 𝑥 , 𝑖 = 1, 2  ise 

 

 

 

 

 

 

olarak tanımlanır [5]. 

Örnek 2.1.4: Reel sayılar kümesi ve 𝒑 = 𝟎 için 𝑨𝒑 nin görüntüsü, 𝒙 xe 𝐲 eksenlerinin 

birleşimi 𝑺𝒑 nin görüntüsü 𝒚 = 𝒙 doğrusu ile 𝒚 ekseninin birleşimidir [15]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B 

𝑥 = 𝑥2 

B 
𝑝 𝑥 = 𝑥1 B 

𝑝 ∇𝑝( 𝑥1) = 𝑥 = ∇𝑝( 𝑥2) 

∇𝑝 

Şekil 2.4 𝑝 de Katlama (Fold) dönüşümü 

Şekil 2.5. 𝐵 = ℝ ve 𝑝 = 0 için 𝐴𝑝 ve 𝑆𝑝 dönüşümlerinin görüntüsü 

𝑆𝑝( 𝑥2) = (0, 𝑥) 

ℝ2 

0 

𝑆𝑝( 𝑥1) = (𝑥, 𝑥) 

𝑆𝑝 

ℝ 

𝑥 = 𝑥2 

ℝ 

 
0 

𝐴𝑝( 𝑥2) = (0, 𝑥) 

ℝ2 

0 𝐴𝑝( 𝑥1) = (𝑥, 0) 
𝐴𝑝 

𝑥 = 𝑥1 
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2.2. Kapalılık  

Tanım 2.2.1: (𝑿, 𝓣) topolojik uzayında ve 𝑭 ⊂ 𝑿 için F c açıksa 𝑭 ye kapalıdır denir. 

2.3. Topolojik Kategorilerde Bir Noktada Ayırma Aksiyomları 

Tanım 2.3.1: (𝑿, 𝓣) topolojik uzay ve 𝒑 ∈ 𝑿 olsun. 

(1) (𝑿, 𝓣)  𝒑 de  𝑻𝟎 dır ⟺ her 𝒒 ≠ 𝒑 için 𝒒 ∉  𝑼 olacak şekilde 𝒑 nin en az bir 𝑼 veya 

𝒑 ∉  𝑽 olacak şekilde 𝐪 nun en az bir 𝑽 vardır [5]. 

(2) (𝑿, 𝓣) 𝒑 de 𝑻𝟏 dir ⟺ her 𝒒 ≠ 𝒑 için 𝒒 ∉  𝑼 olacak şekilde 𝒑 nin en az bir 𝑽 ve         

𝒑 ∉  𝑽 olacak şekilde 𝒒 nun en az bir 𝑽 vardır [5]. 

2.4.  Quasi-Proximity Uzaylar 

Tanım 2.4.1 (Quasi-Proximity Uzay): ([20]) 𝛿, 𝑃(𝑋) de bir ikili ilişki olmak üzere 

aşağıdaki şartlar sağlanırsa (𝑋, 𝛿) ikilisine bir quasi-proximity veya 𝑃 − proximity 

uzayı denir.  

(i) 𝐴𝛿𝐵 ise, 𝐴, 𝐵 ≠ ∅ dir, 

(ii) (𝐴 ∪ 𝐵)𝛿𝐶 dir ⟺  𝐴𝛿𝐶 veya 𝐵𝛿𝐶 dir,  

(iii) 𝐶𝛿(𝐴 ∪ 𝐵) dir ⟺ 𝐶𝛿𝐴 veya 𝐶𝛿𝐵 dir, 

(iv)  𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅ ise 𝐴𝛿𝐵 dir, 

(v) 𝐴𝛿̅𝐵 ise en az bir 𝐸 ⊆ 𝑋 vardır öyle ki 𝐴𝛿̅𝐸 ve (𝑋 − 𝐸)𝛿̅𝐵; (burada 𝐴𝛿̅𝐵, 𝐴𝛿𝐵 nin 

doğru olmadığı anlamına gelir).  

Eğer 𝛿, 𝐴𝛿𝐵 ⟺  𝐵𝛿𝐴 simetri koşulunu sağlıyorsa, buna 𝑋 üzerinde bir (Efremovich) 

proximity denir. (v) aksiyomu kuvvetli aksiyom olarak adlandırılır ve proximity uzaylar 

teorisinde önemli bir rol oynar.  

(𝑋, 𝛿), (𝑌, 𝛿′) iki quasi-proximity uzayları için 𝑓 ∶ (𝑋, 𝛿) → (𝑌, 𝛿′)   fonksiyon olsun 𝑓  

(quasi-)proximity dönüşümüdür ⟺ 𝐴𝛿𝐵 olduğunda 𝑓(𝐴)𝛿′𝑓(𝐵) dir. 𝐶𝛿′̅𝐵 olduğundan 
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𝑓−1(𝐶)𝛿̅𝑓−1(𝐷) ⟺  𝑓 in bir (quasi-)proximity dönüşüm olduğu kolayca gösterilebilir 

[20].   

(𝑋, 𝛿) bir (quasi-)proximity uzay, 𝐴 ≪ 𝐵 dir ⟺ 𝐴𝛿̅(𝑋 − 𝐵)dir. Burada ≪ bağıntısına 

𝑝 −komşuluğu veya kuvvetli içerme denir. 𝐴 ≪ 𝐵 olduğunda, 𝐵 ye 𝐴 nın bir 

𝑝 −komşuluğu veya 𝐴 nın 𝐵 de kuvvetli olarak içerildiğini söyleriz [20, 34].  

Tanım 2.4.2 (PROX Kategorisi): ([15]) Objeleri (𝑿, 𝜹), (𝒀, 𝜹′), (𝒁, 𝜹′′)... gibi proximity 

uzaylar, morfizmleri 𝒑 −dönüşüm ve 𝒇, 𝒈 morfizmleri için 𝒈 𝝄 𝒇, 𝒑 −dönüşüm 

olduklarından 𝒈 𝝄 𝒇 de 𝒑 −dönüşümdür.  

 (i) 𝑓 : (𝑋, 𝛿) →  (𝑌, 𝛿′),  𝑔 : (𝑌, 𝛿′) →  (𝑍, 𝛿′′) ve ℎ ∶ (𝑍, 𝛿′′) →  (𝑇, 𝛿′′′) için 𝑓, 𝑔 ve ℎ 

ler 𝑝 −dönüşüm olduğundan (ℎ 𝜊 𝑔) 𝜊 𝑓 =  ℎ 𝜊 (𝑔 𝜊 𝑓) dir. 

(ii) Her (𝑋, 𝛿) objesi için 1(𝑋,𝛿): (𝑋, 𝛿)  →  (𝑋, 𝛿) birim ve 𝑓 ∶  (𝑋, 𝛿)   →   (𝑌, 𝛿′) için 

𝑓 𝜊 1(𝑋,𝛿) = 𝑓 ve her 𝑔 ∶  (𝑌, 𝛿′)   →   (𝑋, 𝛿) için 1(𝑋,𝛿) 𝜊 𝑔 =  𝑔 dir. Proximity uzayların 

kategorisi PROX şeklindedir. 

Tanım 2.4.3 (QPROX Kategorisi): Proximity uzayları ve proximity dönüşümleri 

kategorisini 𝐏𝐑𝐎𝐗 ve quasi-proximity uzayları ve quasi-proximity dönüşümleri 

kategorisini 𝐐𝐏𝐑𝐎𝐗 ile gösteririz. 

Hunsaker ve Sharma [35] 𝓤: 𝐏𝐑𝐎𝐗 → 𝐒𝐄𝐓 topolojik fanktör olduğunu göstermiştir. 

Benzer şekilde, 𝐐𝐏𝐑𝐎𝐗, 𝐒𝐄𝐓 [40, s.31] üzerinde bir topolojik kategoridir ve 𝐏𝐑𝐎𝐗, 

𝐐𝐏𝐑𝐎𝐗 un bir full alt kategorisidir [44, s.147]. 

Tanım 2.4.4:  𝕭, bir 𝑿  kümesinde (quasi-)proximity-taban olsun ve 𝑷(𝑿)  de bir ikili 

bağıntı aşağıdaki gibi tanımlansın: (𝑨, 𝑩) ∈ 𝜹 ise, 𝑨 ve 𝑩 nin sırasıyla {𝑨𝒊 ∶ 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒏} 

ve {𝑩𝒋 ∶ 𝟏 ≤ 𝒋 ≤ 𝒎} herhangi bir sonlu örtüleri verilsin o halde bir (𝒊, 𝒋) ikilisi vardır 

öyle ki (𝑨𝒊, 𝑩𝑱) ∈ 𝕭 dır. 𝜹, 𝑿 üzerinde 𝕭 [35,36] bağıntısından daha ince bir (quasi-

)proximity yapısıdır [12].  

Tanım 2.4.5 (Quasi-Proximity Taban): 𝑿 küme ve her 𝒊 ∈ I için (𝑿𝒊, 𝜹𝒊) (quasi-) 

proximity uzayı ve 𝒇𝒊 ∶ 𝑿 →  (𝑿𝒊, 𝜹𝒊) 𝐒𝐄𝐓 kategorisi üzerinde bir kaynak olsun. 𝑷(𝑿) 
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üzerinde 𝕭 ikili ilişkisini aşağıdaki gibi tanımlayalım: 𝑨, 𝑩 ∈ 𝑷(𝑿) için 𝑨𝕭𝑩 dir. ⟺     

𝒊 ∈ I için 𝒇𝒊(𝑨)𝜹𝒊𝒇𝒊(𝑩) dir.  𝕭, 𝑿 de bir (quasi-)proximity tabandır [36].   

Not 2.4.6: 𝑿 üzerinde 𝜹 başlangıç (quasi-)proximity yapısı 𝑨, 𝑩 ∈ 𝑷(𝑿)  için verilen 𝕭 

(quasi-)proximity tabanı tarafından üretilir, 𝑨𝜹𝑩 dir ⇔ 𝑨 ve 𝑩 'nin her {𝑨𝒊 ∶ 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒏} 

ve {𝑩𝒋 ∶ 𝟏 ≤ 𝒋 ≤ 𝒎}  sonlu örtüleri için(𝒊, 𝒋) ikilisi vardır öyle ki (𝑨𝒊, 𝑩𝑱) ∈ 𝕭 dir [10, 

36]. 

Tanım 2.4.7: ([34])  (𝑋, 𝛿) bir (quasi-)proximity uzayı, 𝑌 ≠ ∅ ve 𝑓  de (𝑋, 𝛿) (quasi-

)proximity uzayından 𝑌 kümesi üzerine örten olsun. 𝑌 üzerindeki 𝑓 i (quasi-)proksimal 

sürekli yapan en ince (quasi-)proximity  𝛿∗ (bölüm (quasi-)proximity) kuvvetli inclusion 

≪∗ tarafından şu şekilde üretilir: 

 Her 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑌  kümesi için 𝐴 ≪∗ 𝐵  dir  ⟺  [0,1] aralığı içindeki ikili rasyonel 𝑠 için,      

𝐶0 = 𝐴, 𝐶1 = 𝐵 ve 𝑠 < 𝑡 için 𝑓−1(𝐶𝑠) ≪𝛿 𝑓−1(𝐶𝑡) olacak şekilde en az bir 𝐶𝑠 ⊂ 𝑌 

vardır [34] veya [37, s. 276] ; ki burada ≪𝛿, 𝑋 üzerindeki 𝛿 (quasi-) proximity tarafından 

üretilmiş olan en kuvvetli inclusion (içine) dönüşümü ifade eder.  

Bunlara ilave olarak, 𝑓 ∶ (𝑋, 𝛿) → (𝑌, 𝛿∗) bire bir (quasi-)proximity quotient dönüşüm 

ise  𝐴𝛿∗𝐵dir  ⇔  𝑓−1(𝐴)𝛿∗𝑓−1(𝐵) dir. 

Tanım 2.4.8: ([12]) 𝑋 küme ve 𝑝 ∈ 𝑋 olsun. 𝑷𝒓𝒐𝒙(𝑸𝑷𝒓𝒐𝒙) da 𝑖1, 𝑖2 nin kanonik 

dönüşüm olduğu bir epi kavşağı {𝑖1, 𝑖2: (𝑋, 𝛿) → (𝑋 ∨𝑝 𝑋, 𝛿′)} (quasi-proximity 

dönüşüm) ⟺ aşağıdaki ifadenin geçerli olması durumunda bitiş kaldırmadır. 

𝑋 ∨𝑝 𝑋 in her bir 𝐴, 𝐵 ikilisinin farklı bileşenlerindeki 𝐴𝛿′𝐵 ⟺ 𝑘, 𝑗 = 1,2 ve 𝑘 ≠ 𝑗 için 

𝑖𝑘
−1(𝐴) = 𝐶 ve 𝑖𝑗

−1(𝐵) = 𝐷 için 𝐶𝛿{𝑝} ve {𝑝}𝛿𝐷 olacak şekilde 𝑋 de 𝐶, 𝐷 kümeleri 

vardır. 𝐴 ve 𝐵 wedge çarpımın aynı bileşeninde ise 𝐴𝛿′𝐵 dir ⟺  𝑘 = 1,2  için      

𝑖𝑘
−1(𝐴) = 𝐶 ve 𝑖𝑘

−1(𝐵) = 𝐷 için 𝐶𝛿𝐷 olacak şekilde 𝑋 de 𝐶, 𝐷 vardır.  

Özel şekilde, 𝑖𝑘(𝐶) = 𝐴 ve 𝑖𝑘(𝐷) = 𝐵 ise (𝑖𝑘(𝐶), 𝑖𝑘(𝐷)) ∈ 𝛿′ ⟺ 

(𝑖𝑘
−1(𝑖𝑘(𝐶)), 𝑖𝑘

−1(𝑖𝑘(𝐷))) = (𝐶, 𝐷) ∈ 𝛿 dır.  
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Teorem 2.4.9: 𝑿 üzerindeki 𝜹 diskre (quasi-) proximity yapısı 𝑨, 𝑩 ⊂ 𝑿 için, 𝑨𝜹𝑩 dir 

⟺  𝑨 ∩ 𝑩 ≠ ∅ dır [20].  

Teorem 2.4.10: 𝑨, 𝑩 ⊂ 𝑿 için 𝑿 üzerindeki 𝜹 indiskre (quasi-)proximity yapısı 𝑨, 𝑩 ⊂

𝑿 için, 𝑨𝜹𝑩 dir ⇔ 𝑨 ≠ ∅ ve 𝑩 ≠ ∅ dir [38]. 

  



3. BÖLÜM 

BİR NOKTADA 𝑻𝟎 VE 𝑻𝟏 (QUASİ-)PROXİMİTY UZAYLAR 

3.1. Bir Noktada 𝑻𝟎 ve 𝑻𝟏 (Quasi-)Proximity Uzaylar 

Tanım 3.1.1: 𝐵 küme ve 𝑝 ∈ 𝐵 olsun. 𝑥, 𝐵 ∨𝑝 𝐵’nin başlangıç (ikinci) bileşeninde ise 

𝐵 ∨𝑝 𝐵 'deki 𝑥 noktası 𝑥1(𝑥2) ile gösterilir. Burada 𝑝1 = 𝑝2 olduğuna dikkat edin.  

Temel  p ekseni dönüşümü olan  𝐴𝑝(𝑥1) = (𝑥, 𝑝) ve 𝐴𝑝(𝑥2) = (𝑝, 𝑥) , 𝐴𝑝: 𝐵 ∨𝑝 𝐵 → 𝐵2  

ile tanımlanır. Eğik 𝑝 ekseni dönüşümü, 𝑆𝑝(𝑥1) = (𝑥, 𝑥) ve 𝑆𝑝(𝑥2) = (𝑝, 𝑥),                    

𝑆𝑝 ∶ 𝐵 ∨𝑝 𝐵 → 𝐵2 ile tanımlanır. 𝑝, 𝛻𝑝  ∶ 𝐵 ∨𝑝 𝐵 → 𝐵 deki katlama dönüşümü, 𝑖 = 1,2 

için 𝛻𝑝(𝑥𝑖) = 𝑥 ile verilir [5].  

Tanım 3.1.2: ([5])  𝒰: ℰ → 𝑺𝑬𝑻 topolojik fanktor, 𝒰(𝑋) = 𝐵 için 𝑋 objesi, 𝑝 ∈ 𝐵 olsun. 

(1)  𝑋, 𝑝 de 𝑇̅0 dır ⇔  {𝐴𝑝 ∶ 𝐵 ∨𝑝 𝐵 → 𝒰(𝑋2) = 𝐵2ve ∇𝑝∶ 𝐵 ∨𝑝 𝐵 → 𝒰𝒟(𝐵) = 𝐵},          

𝒰 kaynağının başlangıç kaldırması diskredir.  

(2)  𝑋, 𝑝 de 𝑇0′ dir ⇔ {𝑖𝑑 ∶ 𝐵 ∨𝑝 𝐵 → 𝒰(𝑋 ∨𝑝 𝑋) = 𝐵 ∨𝑝 𝐵 ve                                                  

𝛻𝑝 ∶ 𝐵 ∨𝑝 𝐵 → 𝒰𝒟(𝐵) = 𝐵}  𝒰 kaynağının başlangıç kaldırması diskredir. Burada 

𝑋 ∨𝑝 𝑋 , ℰ de wedge çarpımıdır, yani 𝑖1, 𝑖2 kanonik dönüşümler olmak üzere 𝒰 

kavşağının bitiş kaldırması {𝑖1, 𝑖2: 𝒰(𝑋) = 𝐵 → 𝐵 ∨𝑝 𝐵} dır. 

(3)  𝑋, 𝑝 de 𝑇1 dir ⇔ {𝑆𝑝 ∶ 𝐵 ∨𝑝 𝐵 → 𝒰(𝑋2) = 𝐵2𝑣𝑒 ∇𝑝∶ 𝐵 ∨𝑝 𝐵 → 𝒰𝒟(𝐵) = 𝐵}             

𝒰 kaynağının başlangıç kaldırması diskredir. 

Teorem 3.1.3: (𝑿, 𝜹) bir quasi-proximity uzayı ve 𝒑 ∈ 𝑿 olsun. (𝑿, 𝜹) nın 𝒑 de 𝑻̅𝟎 dır 

⇔ her 𝒙 ≠ 𝒑 için ({𝒙}, {𝒑}) ∉ 𝜹 veya ({𝒑}, {𝒙}) ∉ 𝜹 dır [12].  
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İspat: (𝑋, 𝛿)  𝑝 de 𝑇̅0 olsun. Bu şartların sağlandığını gösterelim. 𝑥 ≠ 𝑝 olacak şekilde 

en az bir  𝑥 ∈ 𝑋 için, ({𝑥}, {𝑝}) ∈ 𝛿 ve ({𝑝}, {𝑥}) ∈ 𝛿 olsun. Bu taktirde, Tanım 2.4.5 ve 

2.4.9'a göre, (𝑈, 𝑉) ∈ 𝛿′  (𝛿′, 𝑋 ∨𝑝 𝑋 üzerinde bir quasi-proximity yapısıdır) için            

𝑈 = {𝑥1} ve 𝑉 = {𝑥2}  ile,  

𝜋1𝐴𝑝(𝑈)𝛿𝜋1𝐴𝑝(𝑉) = {𝑥}𝛿{𝑝},  

𝜋2𝐴𝑝(𝑈)𝛿𝜋2𝐴𝑝(𝑉) = {𝑝}𝛿{𝑥},  

olur ki burada 𝜋𝑖 ∶ 𝑋2 → 𝑋, 𝑖 = 1,2  izdüşüm dönüşümleri, ve  

∇𝑝({𝑥1})𝛿𝑑∇𝑝({𝑥2}) = {𝑥}𝛿𝑑{𝑥}    dır. 

Fakat 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ dur. Bu ise  (𝑋, 𝛿) nın  𝑝 de 𝑇̅0 olmasıyla  çelişir. (𝑉, 𝑈) ∈ 𝛿′ için de 

benzer çelişki elde edilebilir. Dolayısıyla ({𝑝}, {𝑥}) ∈ 𝛿 ve ({𝑥}, {𝑝}) ∈ 𝛿 ise, 𝑥 = 𝑝 dir. 

Tersine alarak, her bir 𝑥 ≠ 𝑝 için, ({𝑥}, {𝑝}) ∉ 𝛿 veya ({𝑝}, {𝑥}) ∉ 𝛿  olduğunu kabul 

edelim. (𝑋, 𝛿) nın  𝑝 'de 𝑇̅0 olduğunu gösterelim. Bunun için (𝑈, 𝑉), 𝛿′ deki herhangi bir 

küme olsun, burada 𝛿′, 𝑋 ∨𝑝 𝑋 üzerinde 𝐴𝑝 ve ∇𝑝tarafından üretilmiş başlangıç yapı 

olmak üzere 𝜋1𝐴𝑝(𝑈)𝛿𝜋1𝐴𝑝(𝑉), 𝜋2𝐴𝑝(𝑈)𝛿𝜋2𝐴𝑝(𝑉) ve ∇𝑝(𝑈)𝛿𝑑∇𝑝(𝑉) dır. 

𝛿𝑑 diskre quasi-proximity yapı ve ∇𝑝𝑈𝛿𝑑∇𝑝𝑉 olduğundan, ∇𝑝𝑈 ∩ ∇𝑝𝑉 ≠ ∅. Bu,            

𝑥 ∈ ∇𝑝𝑈 ∩ ∇𝑝𝑉 nin var olduğu sonucu çıkar. Buradan, ∇𝑝{𝑦} = 𝑥 = ∇𝑝{𝑧} olacak 

şekilde ∃𝑦 ∈ 𝑈 ve 𝑧 ∈ 𝑉 vardır. 

Eğer 𝑥 = 𝑝 ise, bu taktirde 𝑦 = 𝑝𝑖 = 𝑧, (𝑖 = 1,2)  ve 𝑝𝑖 ∈ 𝑈 ∩ 𝑉. 

Eğer 𝑥 ≠ 𝑝 ise, bu taktirde 𝑦 = 𝑥𝑖 , 𝑧 = 𝑥𝑗  (𝑖, 𝑗 = 1,2) dır. 𝑈 ∩ 𝑉 ≠ ∅  olduğunu 

gösterelim. 

Eğer 𝑝 ∈ ∇𝑝𝑈 ∩ ∇𝑝𝑉 ise, bu taktirde 𝑝𝑖 ∈ 𝑈 ∩ 𝑉 (𝑖 = 1,2) dır.  𝑝 ∉ ∇𝑝𝑈 ∩ ∇𝑝𝑉 

olduğunu kabul edelim. 

Hem 𝑈 hem de 𝑉 nin 𝑋 ∨𝑝 𝑋 in birinci bileşende veya ikinci bileşende veya her iki 

bileşeninde olduğunu gösterelim. 

𝑈,  𝑋 ∨𝑝 𝑋 in  birinci bileşeninin  alt kümesi ve 𝑉,  𝑋 ∨𝑝 𝑋 in ikinci bileşeninin alt kümesi 

ise, bu takdirde {𝑥1} ⊆ 𝑈 ve {𝑥2} ⊆ 𝑉.  Bundan çıkan sonuç şudur ki 

𝜋1𝐴𝑝({𝑥1})𝛿𝜋1𝐴𝑝({𝑥2}) = {𝑥}𝛿{𝑝},  
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𝜋2𝐴𝑝({𝑥1})𝛿𝜋2𝐴𝑝({𝑥2}) = {𝑝}𝛿{𝑥} dır.  

Tanım 2.4.1'deki (Q2) ve (Q3) şartlarına göre ({𝑥}, {𝑝}) ∉ 𝛿 veya ({𝑝}, {𝑥}) ∉ 𝛿 

(kabulümüze göre), (𝑈, 𝑉) ∉ 𝛿′ dır. 

𝑈,  𝑋 ∨𝑝 𝑋 in ikinci bileşeninin alt kümesi ve 𝑉,  𝑋 ∨𝑝 𝑋 in birinci bileşeninin alt kümesi 

alırsak benzer şeyler elde edilir. Buradan 𝑈 ve 𝑉,  𝑋 ∨𝑝 𝑋 in farklı bileşenlerinde olamaz. 

𝑈,  𝑋 ∨𝑝 𝑋 in birinci bileşeninin  (sırayla 𝑉) alt kümesi ve 𝑉, 𝑋 ∨𝑝 𝑋 in her iki bileşeninin  

(sırayla 𝑈) alt kümesi ise, bu taktirde 𝑈 ⊇ {𝑥1} ve 𝑉 ⊇ {𝑥1, 𝑥2} (sırayla 𝑉 ⊇ {𝑥1} ve     

𝑈 ⊇ {𝑥1, 𝑥2}) dır. 𝑈,  𝑋 ∨𝑝 𝑋 in her iki bileşeninin  (sırayla 𝑉) alt kümesi ve 𝑉, 𝑋 ∨𝑝 𝑋 in 

ikinci bileşeninin  (sırayla 𝑈) alt kümesi ise, bu taktirde 𝑈 ⊇ {𝑥1, 𝑥2} ve 𝑉 ⊇ {𝑥2} (sırayla 

𝑉 ⊇ {𝑥1, 𝑥2} ve 𝑈 ⊇ {𝑥2}) dır. Dolayısıyla  𝑈 ∩ 𝑉 ≠ ∅ dır. 

Benzer şekilde, 𝑈 ve 𝑉, 𝑋 ∨𝑝 𝑋 in birinci (sırayla ikinci) bileşenindeyse, bu taktirde     

𝑈 ⊇ {𝑥1} ve 𝑉 ⊇ {𝑥1}  (𝑈 ⊇ {𝑥2} ve 𝑉 ⊇ {𝑥2}) dır. 𝑈 ve 𝑉, 𝑋 ∨𝑝 𝑋 in iki bileşenindeyse, 

𝑈 ⊇ {𝑥1, 𝑥2} ve 𝑉 ⊇ {𝑥1, 𝑥2} dır. Dolayısıyla  𝑈 ∩ 𝑉 ≠ ∅ dır.   

{𝑥𝑖 , 𝑥𝑖} ∈ 𝛿′ (𝑖 = 1,2) ise, bu taktirde 

𝜋1𝐴𝑝({𝑥1})𝛿𝜋1𝐴𝑝({𝑥1}) = {𝑥}𝛿{𝑥},                       𝜋2𝐴𝑝({𝑥1})𝛿𝜋2𝐴𝑝({𝑥1}) = {𝑝}𝛿{𝑝}. 

𝜋1𝐴𝑝({𝑥2})𝛿𝜋1𝐴𝑝({𝑥2}) = {𝑝}𝛿{𝑝},                      𝜋2𝐴𝑝({𝑥2})𝛿𝜋2𝐴𝑝({𝑥2}) = {𝑥}𝛿{𝑥}.  

(𝑈, 𝑉) ⊇ ({𝑥𝑖 , 𝑥𝑖}), (𝑖 = 1,2) yani, 𝑈 ∩ 𝑉 ≠ ∅ ve sonuç olarak Tanımlar 2.4.5, 2.4.9 ve 

Tanım 3.1.2. ye göre (𝑋, 𝛿)  𝑝 de 𝑇̅0 dır.  

Teorem 3.1.4:  Her  𝑝 ∈ 𝑋  için 𝑝 de bir quasi-proximity uzayı 𝑇0′ dır [12]. 

İspat: (𝑋, 𝛿) quasi-proximity uzay ve 𝑝 ∈ 𝑋 olsun. Bazı (𝑈, 𝑉) ∈ 𝛿(𝑈, 𝑉 ⊂ 𝑋) ve 𝛿′, 

𝑋 ∨𝑝 𝑋 üzerinde quasi-proximity yapı olmak üzere eğer (𝑖𝑘(𝑈)), (𝑖𝑘(𝑉)) ∈ 𝛿′ 

(𝑖𝑘(𝑈, 𝑉) = (𝑖𝑘(𝑈), 𝑖𝑘(𝑉)) ∈ 𝛿′ (𝑘 = 1,2) ve 𝛿𝑑, 𝑋 üzerinde diskre quasi-proximity yapı 

olmak üzere (∇𝑝(𝑖𝑘(𝑈)), ∇𝑝(𝑖𝑘(𝑉))) ∈ 𝛿𝑑 ise, bu taktirde (𝑖𝑘(𝑈), 𝑖𝑘(𝑉)) ⊇ ({𝑝𝑘}, {𝑝𝑘}) 

veya (𝑖𝑘(𝑈), 𝑖𝑘(𝑉)) ⊇ ({𝑥𝑘}, {𝑥𝑘}) (𝑘 = 1,2) yani 𝑖𝑘(𝑈) ∩ 𝑖𝑘(𝑉) ≠ ∅ olduğunu 

göstermeliyiz. (Benzer olarak (𝑖𝑘(𝑉)), (𝑖𝑘(𝑈)) ∈ 𝛿′ içinde yapılır. 
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𝛿𝑑, 𝑋 üzerinde diskre quasi-proximity yapı ve (∇𝑝(𝑖𝑘(𝑈))𝛿𝑑∇𝑝(𝑖𝑘(𝑉))) olduğundan 

(∇𝑝(𝑖𝑘(𝑈)) ∩ ∇𝑝(𝑖𝑘(𝑉))) ≠ ∅ olur. Buradan 𝑥 ∈ ∇𝑝(𝑖𝑘(𝑈)) ∩ ∇𝑝(𝑖𝑘(𝑉)) olacak şekilde 

bir 𝑥 elemanı olduğunu görülür. Bu yüzden ∇𝑝{𝑦} = 𝑥 = ∇𝑝{𝑧} olacak şekilde 𝑦 ∈ 𝑖𝑘(𝑈) 

ve 𝑧 ∈ 𝑖𝑘(𝑉) vardır. Eğer  𝑥 = 𝑝 ise, bu taktirde 𝑦 = 𝑝𝑘 = 𝑧, (𝑘 = 1,2) ve                              

𝑝𝑘 ∈ 𝑖𝑘(𝑈) ∩ 𝑖𝑘(𝑉) dir. (Benzer olarak (∇𝑝(𝑖𝑘(𝑈))𝛿𝑑∇𝑝(𝑖𝑘(𝑉))) içinde yapılır.) 

Eğer 𝑥 ≠ 𝑝 ise, bu taktirde 𝑦 = 𝑥𝑘 , 𝑧 = 𝑥𝑛 (𝑘, 𝑛 = 1,2) dir. 𝑖𝑘(𝑈) ∩ 𝑖𝑘(𝑉) ≠ ∅ olduğunu 

göstermeliyiz.  

Eğer 𝑝 ∈ ∇𝑝(𝑖𝑘(𝑈)) ∩ ∇𝑝(𝑖𝑘(𝑉)) ise, bu durumda 𝑝𝑘 ∈ 𝑖𝑘(𝑈) ∩ 𝑖𝑘(𝑉) (𝑘 = 1,2) olur. 

Kabul edelim ki 𝑝 ∉ ∇𝑝(𝑖𝑘(𝑈)) ∩ ∇𝑝(𝑖𝑘(𝑉)) olsun. 𝑖𝑘(𝑈) ve 𝑖𝑘(𝑉) nin her ikisi de 

𝑋 ∨𝑝 𝑋 nin birinci, ikinci yada her iki bileşeninde olduğunu gösterelim. 

Eğer 𝑖𝑘(𝑈), 𝑋 ∨𝑝 𝑋 nin ilk bileşeninin; 𝑖𝑘(𝑉), 𝑋 ∨𝑝 𝑋 nin ikinci bileşeninin alt kümeleri 

ise {𝑥𝑘} ∈ 𝑖𝑘(𝑈) ve {𝑥𝑘} ∈ 𝑖𝑘(𝑉) dir. Fakat bazı (𝑈, 𝑉) ∈ 𝛿  𝑘 = 1(𝑘 = 2) için 

(𝑖𝑘(𝑈), 𝑖𝑘(𝑉)) ⊇ ({𝑥1}, {𝑥2}) ise o halde ({𝑥1}, {𝑥2}) ∈ (𝑖𝑘(𝑈), 𝑖𝑘(𝑉)) olup bu 𝑥2(𝑥1) 

𝑋 ∨𝑝 𝑋 nin ilk bileşininde (ikinci bileşeninde) olduğunu gösterir. Bu ise 𝑥 ≠ 𝑝 

olduğundan bir çelişkidir.  

Benzer olarak, 𝑖𝑘(𝑈) 𝑋 ∨𝑝 𝑋 nin ikinci bileşeninde; 𝑖𝑘(𝑉) ise birinci bileşeninde ise 

{𝑥2} ∈ 𝑖𝑘(𝑈) ve {𝑥1} ∈ 𝑖𝑘(𝑉) dir. Fakat bazı (𝑈, 𝑉) ∈ 𝛿 𝑘 = 1(𝑘 = 2) için 

(𝑖𝑘(𝑈), 𝑖𝑘(𝑉)) ⊇ ({𝑥2}, {𝑥1}) ∈ 𝛿′ ise ({𝑥2}, {𝑥1}) ∈ (𝑖1(𝑈), 𝑖1(𝑉)) olup bu 𝑥2(𝑥1) 

𝑋 ∨𝑝 𝑋 nin ilk bileşeninde (ikinci bileşeninde) olduğunu gösterir. Bu ise 𝑥 ≠ 𝑝 

olduğundan çelişkidir. Bu yüzden 𝑖𝑘(𝑈) ve 𝑖𝑘(𝑉) 𝑋 ∨𝑝 𝑋 nin farklı bileşenlerinde 

olamaz. 

Eğer 𝑖𝑘(𝑈) ve 𝑖𝑘(𝑉), 𝑋 ∨𝑝 𝑋 nin her iki bişeninde iseler 𝑖𝑘(𝑈) ⊃ {𝑥1, 𝑥2} ve            

𝑖𝑘(𝑉) ⊃ {𝑥1, 𝑥2} dir. Bu yüzden dolayı 𝑖𝑘(𝑈) ∩ 𝑖𝑘(𝑉) ≠ ∅ dir. 

Eğer 𝑖𝑘(𝑈), 𝑋 ∨𝑝 𝑋 nin ilk bileşeninin alt kümesi ve 𝑖𝑘(𝑉), 𝑋 ∨𝑝 𝑋 nin her iki bileşeninde 

ise 𝑖𝑘(𝑈) ⊃ {𝑥1} ve 𝑖𝑘(𝑉) ⊃ {𝑥1, 𝑥2} dir. Bu yüzden dolayı 𝑖𝑘(𝑈) ∩ 𝑖𝑘(𝑉) ≠ ∅ dir. 

Eğer 𝑖𝑘(𝑈), 𝑋 ∨𝑝 𝑋 nin her iki bileşeninde ve 𝑖𝑘(𝑉), 𝑋 ∨𝑝 𝑋 nin ikinci bileşeninde ise 

𝑖𝑘(𝑈) ⊃ {𝑥1, 𝑥2} ve 𝑖𝑘(𝑉) ⊃ {𝑥2} dir. Bu yüzden dolayı 𝑖𝑘(𝑈) ∩ 𝑖𝑘(𝑉) ≠ ∅ dir. 
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Eğer 𝑖𝑘(𝑈) ve 𝑖𝑘(𝑉), 𝑋 ∨𝑝 𝑋 nin birinci bileşeninde ise 𝑖𝑘(𝑈) ⊃ {𝑥1} ve 𝑖𝑘(𝑉) ⊃ {𝑥1} 

dir. Benzer olarak 𝑖𝑘(𝑈) ve 𝑖𝑘(𝑉), 𝑋 ∨𝑝 𝑋 nin ikinci bileşeninde ise 𝑖𝑘(𝑈) ⊃ {𝑥2} ve 

𝑖𝑘(𝑉) ⊃ {𝑥2} dir. Bu yüzden dolayı 𝑖𝑘(𝑈) ∩ 𝑖𝑘(𝑉) ≠ ∅ dir.                           

(𝑖𝑘(𝑈), 𝑖𝑘(𝑉)) ⊇ ({𝑥2}, {𝑥1}), (𝑖 = 1,2)  yani 𝑖𝑘(𝑈) ∩ 𝑖𝑘(𝑉) ≠ ∅ olarak almalıyız. 

Sonuç olarak, (𝑋, 𝛿)  𝑝 de 𝑇0′ dir. 

Teorem 3.1.5:  (𝑋, 𝛿)  bir quasi-proximity ve 𝑝 ∈ 𝑋 olsun. (𝑋, 𝛿) uzayının  𝑝 de 𝑇1 ⇔   

 𝑥 ≠ 𝑝, ({𝑥}, {𝑝}) ∉ 𝛿 veya ({𝑝}, {𝑥}) ∉ 𝛿 dir [12]. 

İspat: Teorem 3.1.3. de ki 𝐴𝑝 dönüşümü yerine 𝑆𝑝  dönüşümü kullanılarak ispatlanır. 

Not 3.1.6: (𝑋, 𝛿)  bir quasi-proximity uzayı olsun. Teorem 3.1.3. ve Teorem 3.1.5. den 

(𝑋, 𝛿)   uzayının 𝑇̅0 dır ⇔ 𝑇1  dir. 

Not 3.1.7:   

(1) Topolojik uzayların TOP kategorisinde 𝑝 de 𝑇̅0, 𝑝 de 𝑇0′ veya 𝑝 de 𝑇1, her 𝑥 ∈ 𝑋  

için 𝑥 ≠ 𝑝 olan bir topolojik uzayda, 𝑥 in içermeyen bir 𝑝 komşuluğu veya 𝑝 yi 

içermeyen bir 𝑥 komşuluğu olduğunu gösterir [25]. 

(2) (a) 𝒰: ℰ → 𝑺𝑬𝑻 normalleştirilmiş ise, o zaman 𝑝 de 𝑇̅0 ve 𝑝 de 𝑇1 in her biri 𝑝 de 𝑇0′ 

olduğunu gösterir [30]. 

     (b) Bir topolojik kategoride, 𝑝 de 𝑇̅0 ve 𝑝 de 𝑇1 objeleri denk olabilir, bkz. [38, 28] 

ve tüm objeler 𝑝 de 𝑇1 olabilir, örneğin [42]'de gösterildiği gibi tüm prebornolojik 

uzayların 𝑝 de 𝑇1 olduğunu gösterir. Ayrıca, 𝑝 de 𝑇1 objeleri yalnızca diskre objeler 

olabilir [39]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4. BÖLÜM 

(KUVVETLİ) KAPALI VE (KUVVETLİ) AÇIK ALT UZAYLAR 

4.1. QPROX Kategorisinde Wedge Çarpım 

Tanım 4.1.1: 𝐵  küme, 𝑝 ∈ 𝐵  olsun. Sonsuz wedge çarpımı ∨𝑝
∞ , 𝐵 nin sayılabilir sayıda 

ayrık kopyalarını alarak elde edilir. 𝐵∞ = 𝐵 × 𝐵 × … × 𝐵, 𝐵 nin sayılabilir kartezyen 

çarpımı olsun. 𝐴𝑝
∞ ∶ ∨𝑝

∞ 𝐵 → 𝐵∞ yi 𝐴𝑝
∞(𝑥𝑖) = (𝑝, 𝑝, … , 𝑝, 𝑥, 𝑝′, … ) ile                                 

∇𝑝
∞ ∶ ∨𝑝

∞ 𝐵 → 𝐵 yi  ∇𝑝
∞ ∶ (𝑥𝑖) = 𝑥  ile tanımlayalım, 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑥𝑖 sonsuz wedge çarpımının 

𝑖 −inci bileşenindedir ve 𝑥, (𝑝, 𝑝, … , 𝑝, 𝑥, 𝑝, … ) ifadesinde 𝑖 −inci sıradadır [6]. 

4.2. QPROX Kategorisinde Kapalılık 

Tanım 4.2.1: ([6]) 𝒰: ℰ → 𝑺𝑬𝑻  topolojik fanktor, 𝒰(𝑋) = 𝐵 için 𝑋, ℰ de bir obje olsun. 

𝑞, (𝐵 ∖ 𝐹)  üzerindeki birim, 𝐹 yi bir {∗} ye dönüştüren örten fonksiyonu için     

𝑞: 𝒰(𝑋) = 𝐵 → 𝐵/𝐹 = (𝐵\𝐹) ∪ {∗} epi 𝒰 kavşağının bitiş kaldırmasını 𝑋 ∖ 𝐹  ile 

gösteririz. 

 

(1) 𝑝 kapalıdır ⟺  𝑈 −kavşağının başlangıç kaldırması                                                          

{𝐴𝑝
∞ ∶ ∨𝑝

∞ 𝐵 → 𝑈(𝑋∞) = 𝐵∞ ve ∇𝑝
∞ ∶ ∨𝑝

∞ 𝐵 → 𝑈𝐷(𝐵) = 𝐵} diskre olmasıdır.  

 

(2) 𝐹 ⊂ 𝑋  kapalıdır ⟺  {∗}  , 𝐹 nin görüntüsü, 𝑋 ∖ 𝐹  veya 𝐹 = ∅ nin kapalı olmasıdır. 

 

(3) 𝐹 ⊂ 𝑋   kuvvetli kapalıdır ⟺  𝑋 ∖ 𝐹  , {∗}  veya 𝐹 = ∅ nin  𝑇1 dir. 

 

(4) 𝐵 = 𝐹 = ∅  ise, 𝐹 yi hem kapalı hem de kuvvetli kapalı olarak tanımlarız. 

 

Teorem 4.2.2:  (𝑋, 𝛿) quasi-proximity uzayı ve 𝑝 ∈ 𝑋 olsun. {𝑝} nin 𝑋 de kapalıdır ⇔  

herhangi bir 𝐵 ⊂ 𝑋 için {𝑝}𝛿𝐵 veya 𝐵𝛿{𝑝} olduğunda 𝑝 ∈ 𝐵  dır [12]. 
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İspat: {𝑝}, 𝑋 de kapalı olsun. 𝐵 ⊂ 𝑋 için, {𝑝}𝛿𝐵 veya 𝐵𝛿{𝑝} ise, 𝑝 ∈ 𝐵 olduğunu 

göstereceğiz. Kabul edelim ki  𝐵 ⊂ 𝑋 için p B  iken {𝑝}𝛿𝐵 veya 𝐵𝛿{𝑝} olsun. Daha 

sonra herhangi bir 𝑥 ≠ 𝑝 ve 𝑥 ∈ 𝐵 için, Tanım 2.4.1.'in (Q2) ve (Q3) koşullarına göre 

({𝑥}, {𝑝}) ∈ 𝛿  ve  ({𝑝}, {𝑥}) ∈ 𝛿 yi elde ederiz. 

 𝑈 = {𝑥1} ve 𝑉 = {𝑥2} olsun. (𝑈, 𝑉) ∈ 𝛿′ olduğuna dikkat edelim çünkü   

𝜋1𝐴𝑝
∞𝑈𝛿𝜋1𝐴𝑝

∞𝑉 = {𝑥}𝛿{𝑝},                    𝜋2𝐴𝑝
∞𝑈𝛿𝜋2𝐴𝑝

∞𝑉 = {𝑝}𝛿{𝑥}, 

ve 𝑖 ≥ 3 için, 

𝜋𝑖𝐴𝑝
∞𝑈𝛿𝜋𝑖𝐴𝑝

∞𝑉 = {𝑝}𝛿{𝑝}, 

burada  𝜋𝑖 : 𝑋∞ → 𝑋  izdüşüm dönüşümdür ve 

∇𝑝
∞({𝑥1})𝛿𝑑∇𝑝

∞({𝑥2}) = {𝑥}𝛿𝑑{𝑥} 

burada 𝛿𝑑, 𝑋 üzerindeki diskre quasi-proximity yapısıdır. Ama 𝑈 ∩ 𝑉=∅. Bu da 𝛿′ nin 

diskre olmasıyla çelişir. (𝑉, 𝑈) ∈ 𝛿′ için de benzer şekilde ele alınabilir. 

Koşul geçerliyse, [12] de ki ispattaki benzer şeyler kullanılarak elde ederiz ki, {𝑝}, 𝑋 de 

kapalıdır.    

Teorem 4.2.3:  (𝑋, 𝛿) bir quasi-proximity uzayı olsun. Bu takdirde  ∅ ≠ 𝐹 için (kuvvetli) 

kapalıdır ⇔ herhangi bir 𝑥 ∈ 𝑋 için için {𝑥}𝛿𝐹 veya 𝐹𝛿{𝑥} olduğunda 𝑥 ∈ 𝐹 dır [12].                                                                                                             

İspat: Bunun ispatı [12, Teorem 4.6 ve 4.7] kullanılarak ispat kolayca yapılabilir. 

Tanım 4.2.4: ([43])  ℰ, SET de topolojik kategori, 𝑋, ℰ 'de bir obje ve 𝐹, 𝑋 'in boştan 

farklı bir alt kümesi olsun. 

(1)  𝐹 ⊂ 𝑋   için  𝐹 açıktır  ⇔ 
cF , 𝑋 de kapalıdır. 

(2) 𝐹 ⊂ 𝑋   için 𝐹𝑐, 𝑋 de  kuvvetli kapalıdır ⇔ 𝐹 kuvvetli açıktır. 

Teorem 4.2.5: (𝑿, 𝜹) bir quasi-proximity uzayı olsun. ∅ ≠ 𝑭 ⊂ 𝑿  (kuvvetli) açıktır ⟺ 

𝒙 ∈ 𝑭𝒄, tüm 𝒙 ∈ 𝑿 için {𝒙}𝜹𝑭𝒄 veya 𝑭𝒄𝜹{𝒙} dır [12]. 
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İspat: Teorem 4.2.3. ve  Tanım 4.2.4. den ispatı yapılır. 

Tanım 4.2.6: (𝑋, 𝛿) bir quasi-proximity uzayı ve 𝐵 ⊂ 𝑋 olsun. 𝐵̅ = {𝑦}𝐹𝑐𝛿{𝑦}

tanımlayalım ve eğer 𝐵̅ = 𝐵 ise, 𝐵 nin kapalı olduğunu söyleriz [20]. 

Teorem 4.2.7: (𝑋, 𝛿) bir quasi-proximity uzayı ve 𝐵 ⊂ 𝑋 olsun. 𝐵 kapalıdır (genel 

anlamda) ⟺ 𝐵  nin (kuvvetli) kapalıdır (bizim anlayışımızla) [12]. 

İspat: Teorem 4.2.3. ve Tanım 4.2.6. ten ispatı yapılır. 

Not 4.2.8:  TOP kategosinde, kapalılık kavramı genel kapalılıkla örtüşür [6] ve F nin 

kuvvetli kapalıdır ⇔ her 𝑥 ∉ 𝐹 için 𝐹 nin 𝑥 in dışında komşuluğu vardır ve 𝐹 nin 

kapalıdır [6].  

QPROX kategorisinde, Teorem 4.2.7'ye göre, (kuvvetli) kapalılık kavramı, genel 

kapalılık kavramıyla örtüşür. Dikranjan ve Giuli [38] [3] göre (kuvvetli) kapalılık 

kavramı, yakınsak uzaylarda [26], preorder uzaylarda [27] ve yarı düzgün yakınsak 

uzaylarda kapanış operatörüdür. 



5. BÖLÜM

BAĞLANTILILIK VE KOMPAKTLIK 

5.1. Bağlantılılık ve Kompaktlık 

Tanım 5.1.1: ([41,43,45,17])  ℰ, SET üzerinde topolojik bir kategori ve 𝑋 ∈ 𝑂𝑏(ℰ) 

olsun. 

(1)  𝑋 bağlantılıdır ⟺  𝑋 in hem kuvvetli açık hem de kuvvetli kapalı tek altkümesi 𝑋 ve 

∅ dir. 

(2) 𝑋 kuvvetli bağlantılıdır ⟺ 𝑋 in hem açık hem de kapalı tek altkümesi 𝑋 ve ∅ dir. 

(3) 𝑋, 𝐷 −bağlantılıdır ⟺ 𝑋 den herhangi bir diskre objeye herhangi bir morfizm 

sabittir. 

Tanım 5.1.2:  ([7])   𝓔,  SET üzerinde bir topolojik kategori, 𝑿 ve 𝒀, 𝓔 de ki objeler ve 

𝓔 de 𝒇 ∶ 𝑿 → 𝒀 bir morfizm olsun. O zaman, 

(1)  𝑓 kapalıdır ⟺  𝑋 in her kapalı alt objelerinin görüntüsünün 𝑌 nin kapalı alt 

objesidir. 

(2)  𝑓 kuvvetli kapalıdır ⟺  𝑋 in kuvvetli kapalı olan her bir alt objesinin görüntüsü, 

𝑌 'nin kuvvetli kapalı bir alt objesidir. 

(3) 𝑋 kompaktır ⟺ ℰ deki her 𝑌 objesi için 𝜋2 ∶ 𝑋 × 𝑌 → 𝑌 izdüşümü kapalıdır.

(4) 𝑋 kuvvetli kompaktır ⟺ ℰ deki her 𝑌 objesi için 𝜋2 ∶ 𝑋 × 𝑌 → 𝑌 izdüşümü

kuvvetli kapalıdır. 

Topolojik uzayların TOP kategorisi için, kapalı morfizm ve kompaktlık kavramlarının 

genel tanımlı olanlara indirgendiğine dikkat edelim ([46]). 



Teorem 5.1.3: ([12]) (𝑿, 𝜹) bir quasi-proximity uzayı olsun. 

(1) (𝑋, 𝛿)  (kuvvetli) bağlantılıdır ⟺  𝑋 in boştan farklı uygun 𝐹 altkümesi için (a) veya 

(b) şartını sağlar. 

(a) Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐹 için {𝑥}𝛿𝐹 veya 𝐹𝛿{𝑥} olduğunda 𝑥 ∉ 𝐹. 

(b) Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝑋 için {𝑥}𝛿𝐹𝑐 veya 𝐹𝑐𝛿{𝑥} olduğunda 𝑥 ∉ 𝐹𝑐.

(2) (𝑋, 𝛿)  𝐷 −bağlantılıdır ⟺ 𝑥 ≠ 𝑦  ile tüm 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için {𝑥}𝛿{𝑦} veya {𝑦}𝛿{𝑥} dır. 

İspat: [12, Teorem 4.13 ve 4.14]'teki ispata benzer.  

Teorem 5.1.4:  ([12]) (1) 𝒇 ∶ (𝑿, 𝜹) → (𝒀, 𝜹′)  bir quasi-proximity dönüşümü olsun. 

𝑫 ⊂ 𝒀  (kuvvetli) kapalıysa 𝒇−𝟏(𝑫) de (kuvvetli) kapalıdır.

(2) (𝑋, 𝛿′) bir quasi-proximity uzayı olsun. 𝑀 ⊂ 𝑁 (kuvvetli) kapalı ve 𝑁 ⊂ 𝑌  (kuvvetli) 

kapalı ise 𝑀 ⊂ 𝑌  de (kuvvetli) kapalıdır. 

İspat: (1) 𝐷 ⊂ 𝑌  (kuvvetli) kapalı ve 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝐷) olduğunu kabul edelim. Teorem

4.2.3.’e göre, tüm  𝑦 ∈ 𝑌  için {𝑦}𝛿′𝐷 veya 𝐷𝛿′ {𝑦} olduğunda 𝑦 ∈ 𝐷  dir. Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 

{𝑥}𝛿𝑓−1(𝐷) veya 𝑓−1(𝐷)𝛿{𝑥} olduğunda 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝐷)  olduğunu göstermeliyiz. 𝑓 bir

quasi-proximity dönüşümü ve 𝐷 ⊂ 𝑌  (kuvvetli) kapalı olduğu için 

𝑓(𝑥) ∈ 𝑓(𝑓−1(𝐷) ) ⊂ 𝐷 ve {𝑓(𝑥)}𝛿′𝐷  veya  𝐷𝛿′{𝑓(𝑥)} olduğuna dikkat edelim. Bu

takdirde, 𝑓−1(𝐷)  (kuvvetli) kapalıdır.

(2) 𝑁 ⊂ 𝑌  ve 𝑀 ⊂ 𝑁 nin (kuvvetli) kapalı,  𝑦 ∈ 𝑌 ve 𝑦𝛿′𝑎  veya  𝑎𝛿′𝑦 olacak şekilde 

𝑎 ∈ 𝑀 olduğunu kabul edelim. Teorem 4.2.3'e göre,  𝑦 ∈ 𝑀 olduğunu göstermeliyiz. 

𝑁 ⊂ 𝑌  (kuvvetli) kapalı ve 𝑀 ⊂ 𝑁 den, Teorem 4.2.3 den, 𝑦 ∈ 𝑁 dir. 𝑀 ⊂ 𝑁 (kuvvetli) 

kapalı olduğu için 𝑦 ∈ 𝑀 olduğu sonucu çıkar.      

Teorem 5.1.5:  Her quasi-proximity uzayı (kuvvetli) kompakttır [12]. 

İspat: (𝑋, 𝛿) herhangi quasi-proximity uzayı olsun. Tanım (5.1.2.(3)) (5.1.2.(4)) den, ile 

her bir (𝑌, 𝛿′) quasi-proximity uzayı için  𝜋2 ∶ (𝑋, 𝛿) × (𝑌, 𝛿′) → (𝑌, 𝛿′)  (kuvvetli)

kapalı olduğunu göstermeliyiz. 
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𝑀 ⊂ 𝑋 × 𝑌 nin (kuvvetli) kapalı olsun. 𝜋2𝑀 nin (kuvvetli) kapalı olduğunu göstermek 

için aksini kabul edelim ve Teorem 4.2.3.'yi uygulayalım. Buradan, en az bir 𝑏 ∈ 𝑌 

noktası için, {𝑏}𝛿′𝜋2𝑀 veya 𝜋2𝑀𝛿′{𝑏} olduğunda 𝑏 ∉ 𝜋2𝑀 dir. Çünkü  𝑀 ⊂ 𝑋 × 𝑌 

(kuvvetli) kapalı olduğundan tüm (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑋 × 𝑌 için, {(𝑎, 𝑏)}𝛿′′𝑀 veya 𝑀𝛿′′{(𝑎, 𝑏)} 

olduğunda (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑀 dir.  

Burada 𝛿′′, 𝑋 × 𝑌 üzerindeki çarpım quasi-proximity yapısıdır. Dolayısıyla, çarpım 

quasi-proximity yapısının tanımı gereği 𝜋2{(𝑎, 𝑏)}𝛿′𝜋2𝑀 = {𝑏}𝛿′𝜋2𝑀 veya  

𝜋2𝑀𝛿′𝜋2{(𝑎, 𝑏)} = 𝜋2𝑀𝛿′{𝑏} dır. (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑀 olduğundan, 𝜋2(𝑎, 𝑏) = 𝑏 ∈ 𝜋2𝑀 dir.    

Bu da  𝑀 nin (kuvvetli) kapalı olmasıyla çelişir.  

Bu nedenle, Teorem 4.2.3.'e göre, 𝜋2𝑀 (kuvvetli) kapalı olmak zorundadır ve sonuç 

olarak Tanım (5.1.2.(3)) (5.1.2.(4))'e göre, (𝑋, 𝛿) (kuvvetli) kompakttır.   

Teorem 5.1.6:  𝑓 ∶ (𝑋, 𝛿) → (𝑌, 𝛿′)  bir quasi-proximity dönüşümü olsun. Eğer (𝑋, 𝛿)  

(kuvvetli) kompakt ise, o zaman 𝑓(𝑋) alt uzayı da (kuvvetli) kompakttır [12]. 

İspat: Teorem 5.1.5.'ten gösterebiliriz.           

 

   

                                                

 

 

 

 

 

 

 

 

 



6. BÖLÜM 

SONUÇ VE DEĞERLENDİRME 

6.1.  Sonuç ve Değerlendirme 

Çalışmada, [12] makalesinde verilen Quasi Proximity Uzayların Topolojik Kategorisinde 

p de 𝑇0 ve 𝑇1 objeleri, (kuvvetli) kapalı ve (kuvvetli) açık alt objeleri, (kuvvetli) 

bağlantılılık ve (kuvvetli) kompaktlık kavramları incelenmiştir. 

İleride yapılacak çalışmalarda genelde ayırma aksiyomları, Urysohn Lemması, Tietze 

Genişleme Teoremleri Quasi Proximity uzaylar kategorilerinde yukarıda bahsedilen 

konular araştırılabilir.
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