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OZET

Cesitli makalelerdede, Quasi-Proximity uzaylarin topolojik kategorisinde degisik ayirma
aksiyomlar1, (kuvvetli) kapalilik, baglantililik gibi kavramlar verilmistir. Bu tezde de,

Quasi-Proximity uzaylarin topolojik kategorisi ile ilgili makalede verilmis olan noktada
cesitli ayirma aksiyomlari, p de T, p de T,, (kuvvetli) kapalilik, baglantililik,
kompakthik  gibi kavramlar1 incelemektir. Bunlara ilave olarak genel anlamda
(bagkalarinin verdigi) kapalilik kavrami ile bizim verdigimiz (kuvvetli) kapalilik

kavramlar1 arasinda iligkileri bu tezde ele almaktir.

Anahtar Kelimeler: Topolojik Kategori, Quasi-Proximity Uzay, Ayirma, Kapalilik,
Baglantililik, Kompakt Objeler.
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ABSTRACT

In various articles, we characterized various topological notions such as separation,

closedness, connectedness in the category of quasi-proximity spaces. In this paper, we
obtain more general results such as T, at p, T, at p, (strongly) closedness,
connectedness, compactness for quasi-proximity spaces and furthermore, we investigate
the relati-onship between the notion of closedness in usual sense and the notion of

(strongly) closedness (in our sense) in quasi-proximity spaces.

Keywords: Topological Category, Quasi-Proximity Space, Separation, Closedness,

Connectedness, Compact Objects.
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GIRIS

Kategori alaninda ¢alismamizin en onemli nedenlerimizden bir tanesi degisik farkli
branglarda c¢alisanlar arasinda iliskiler kurulmasinin yaninda bagimsiz yapilar
kullanilarak eski problemlerin ¢o6ziimlerine yardimci olmasidir. Kategori teorisinin
Jeoloji, malzeme, fizik, bilgisayar gibi bir¢ok bilim alanlarinda uygulamalar1 vardir.
Bunlardan oncelikle olarak molekiiler biyolojide DNA ve RNA kodlan ile ilgili,
astronomide ise uzay gozlemlerinde, cografi bilgi sistemlerinde, bir metro hatti planlama
gibi ulagim haritalart iiretmesinde kullanilmaktadir. Kategori teorisinin diger bir¢ok

onemli uygulamalar1 ve bu bahsedilen uygulamalar [1] de verilmistir.

Topolojik kategoriler, matematiksel nesnelerin topoloji ad1 verilen bir yapi lizerinde nasil
calistigin1 inceleyen bir dal olan kategoriler teorisine aittir. Topoloji, geometriye ve
stireklilige dayal1 bir alan olup, nesnelerin sekil, boyut ve uzaklikla ilgili 6zelliklerini ele

alir.

Topolojik kategorilerin temelinde "morfizmler" denilen doniisiimler bulunur. Bu
morfizmler, topolojik uzaylar arasinda yapilari koruyan doniisiimlerdir. Ornegin, bir
topolojik uzay1 bagka bir topolojik uzaya doniistiiren siireklilik 6zelligine sahip islevler,

morfizmler olarak ele alinir.

Topolojik kategoriler, topolojik uzaylar ve siireklilikle ilgili farkli yapilar arasindaki
iligkileri inceleyerek matematiksel analiz, cebir ve geometri gibi diger alanlarla
baglantilar kurar. Bu sayede, farkli matematiksel yapilar arasindaki benzerlikler ve
farkliliklar daha iyi anlasilabilir ve matematiksel teorilerin daha genis kapsamli sonuglari

elde edilebilir.

Kategori ve topolojik kategori arasindaki farklar sunlardir:



1. Kategori:

e Kategori, matematikte nesnelerin ve aralarindaki morfizmlerin
olusturdugu soyut bir yapidir.

o Nesneler, bir kategoride temsil edilen matematiksel yapilari ifade ederken,
morfizmler nesneler arasindaki doniisiimleri temsil eder.

o Kategoriler teorisi, matematiksel nesneler ve onlarin arasindaki iliskileri
incelemek icin genel bir gergeve saglar.

o Bir kategoride, nesneler arasinda belirli bir kompozisyon islemi vardir ve
morfizmalar bu kompozisyon isleminin birimi ve iligkileri koruyan
doniisiimleri olmalidir.

2. Topolojik Kategori:

e Topolojik kategori, kategori teorisinin 6zel bir alt alanidir ve matematiksel
nesnelerin topoloji ad1 verilen bir yap1 tizerinde nasil ¢alistigini inceler.

o Topolojik kategorilerde nesneler genellikle topolojik uzaylar1 ifade
ederken, morfizmler siirekli fonksiyonlar1 temsil eder.

e Morfizmler, bir topolojik uzay1r baska bir topolojik uzaya doniistiiren
stirekli fonksiyonlar olmalidir ve bu doniisiimler topolojik 6zellikleri
korumalidir.

o Topolojik kategoriler, ozellikle topolojik uzaylar ve siireklilikle ilgili
yapilar iizerine odaklanir ve matematiksel analiz, geometri ve diger

alanlarda 6nemli uygulamalara sahiptir.

X kiimesi tizerinde Quasi-Proximity kavrami Efremovich tarafindan 1950 de tanitilmistir

[8]

“A, B’ye yakindir” seklindeki quasi-proximity bagintisin1 X in alt kiimeleri iizerinde
ikili iligki olarak tanitmistir. 1941'de Wallace [9, 10] tarafindan “Kiimelerin Ayrilmasi
(Seperation of Sets)” ile ilgili bir ¢aligma yapilmistir. Bu ¢alisma quasi-proximity (yari-
yakinlik) kavraminin ilkel sekli olarak degerlendirilebilir. Ilk yapilan ¢alismalarin biiyiik
bir kismi1 Smirnov ([18, 19]) tarafindan yapilmustir. Quasi-proximity uzaylar ile ilgili
biitiin 6n bilgilerimiz ve daha bir ¢ok bilgi bunun i¢inde bulunabilir [20]. Daha sonraki
yillarda Leader [21] , Lodato [22] ve Pervin [23] gibi baz1 yazarlar Efremovich' in quasi-
proximity aksiyomlarindan daha zayif aksiyomlarla ¢alismuslardir. Baran, topolojik

uzaylardaki cesitli ayirma aksiyomlarim1 kiimeler iizerindeki degisik topolojik



kategorilerde genelde ayirma aksiyomlarin1 vermistir [5]. Baran, ayirma aksiyomlarini
bir p de, yani yerel (local) olarak tamimlamustir (bkz. [5, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31]).

Baran [4] da To, T1, T, T3§, Ta, Ts, kapalilik ve [7] da kompaktlik kavramlarini kapanis
operatdrlerini kullanmadan topolojik kategoriye genisletmistir. Bu genislemeleri bu
kavramlarin topolojide bahsedilen Urysohn Lemmasi, Urysohn Metriklesme Teoremi,
Tietze Genisleme Teoremi v.b. gibi teoremlerde bulunmalar1 ve kapalilik kavram ile
tanimlanabilen baglantililik ve kompaktlik kavramlarmi topolojik kategorilere

genisletmektir.

Quasi proximity uzaylari, genellikle topolojik uzaylara kiyasla daha esnek bir yapiya
sahiptir ve daha az sartla tamimlanabilir. Topolojik uzaylardaki "agik kiime" kavrami
yerine "yakinlik sistemi" kavrami kullanilir. Yakinlik sistemi, bir nesnenin yakinlik
iliskisine gore diger nesnelerle ne kadar yakin oldugunu belirler. Yakinlik sistemi,
yakiligin simetrik, yansima, transitif olma gibi 6zellikleri tasimasini saglayan belirli

kosullar1 karsilar.

Ozetle, quasi proximity uzaylari, nesneler arasindaki "quasi yakmlik" iliskisini
tanimlamak icin kullanilan daha genis kapsamli bir matematiksel yapidir. Topolojik

uzaylara benzerlik gosterirken daha esnek ve az yapisal kosula sahiptir

Bu tezin amact, [11-13] makalelerini referans alarak, Quasi-Proximity uzaylarin topolojik
kategorilerde ozellikle [13] makalesinde verilen, quasi-proximity uzaylarin topolojik
kategorisinde ¢esitli ayirma aksiyomlari, (kuvvetli) kapalilik, baglantililik gibi
kavramlar1 incelemektir. Bunlara ilave olarak [13] makalesinde verilmis olan quasi-
proximity uzaylarin topolojik kategorisinde noktada ¢esitli ayirma aksiyomlari,
(kuvvetli) kapalilik, baglantililik, kompaktlik gibi kavramlar1 ile genel anlamda
(bagkalarinin verdigi) kapalilik kavrami ile bizim verdigimiz (kuvvetli) kapalilik
kavramlar1 [13] arasinda iligkileri bu tezde ele almaktir. Ayrica [11-13] proximity
uzaylarin topolojik kategorisindeki ¢esitli ayirma aksiyomlari, (kuvvetli) kapalilik,
baglantililik gibi kavramlar ile Quasi-Proximity uzaylarin topolojik kategorisindeki bu

kavramlar arasindaki iliskileri analiz etmektir.

Bu tezde yer alan boliimlerin detaylar1 asagida verilmistir.



1. Boliimde, tezin konusu ile ilgili bazi temel tanimlar verilmistir.

2. Boliimde, topolojik kategorilerde quasi proximity uzaylarda kapalilik ve kuvvetli

kapalilik ile ilgili temel kavramlara yer verilmistir.

3. Boliimde, quasi proximity uzaylarda p de T, ve T, objelerinin karakterizasyonu

verilmistir.

4. Boliimde, quasi proximity uzaylarin topolojik Kkategorisinde ¢esitli ayirma
aksiyomlarini, (kuvvetli) kapalilik, (kuvvetli) agiklik gibi kavramlarla quasi proximity

uzaylarin topolojik kategorisinde bu kavramlar arasindaki iligkilerine deginilmistir.

5. Boliimde, quasi proximity uzaylarin topolojik kategorisinde (kuvvetli) baglantili ve

(kuvvetli) kompakt objelerin tanimlarina deginilmistir.



1. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR

Bu boliimde, diger boliimlerde kullanacagimiz bazi temel kategori tanimlar1 ve topolojik

kavramlara yer verilmistir.

1.1.Baz1 Temel Tanimlar

Tamm 1.1.1: (Kategori) ([14]) objelerin sinifi Ob(¢) ve her A, B € Ob(¢) objeleri igin
A dan B ye morfizmlerin smifi € (4,B) i¢in, Mor(e) = Ue(4,B) olsun. Mor(¢)
tizerinde her 4, B, C € Ob(¢) igin

0: €(A4,B) X ¢(B,C) —»<(A,0)

f,9) —>gof
kismi igslemi tanimlanan yap1 asagidaki sartlar1 saglarsa kategori denir.

(i) Herbir A € 0b(¢) igin 14: A — A birim morfizmi vardir 6yle ki her f : A — B
morfizmii¢cin f 0o 1, = f veherg: B — A morfizmii¢in 1, 0 g = g dir.
(i) ftrA—B,,g:B—C,h:C—Digin (hog)of = ho(gof) dir.

Ornek 1.1.2: Objeleri A, B, C gibi kiimeler, morfizmleri kiimeler arasindaki
fonksiyonlar ve kismi islem ise fonksiyonlar arasindaki bileske olarak tanimlanan smif
bir kategori belirtir.

(i) Her A kiimesi i¢in birim morfizm 1, : A - A birim fonksiyonu ifade eder. Ayrica
her f: A - B fonksiyonu i¢in f o 1, = f ve her g: B — A fonksiyonu igin
1409 = g esitligi saglanir ve bu kategori SET ile gosterilir.

(i) f:4-> B, g:B > C ve h:C — D fonksiyonlar olmak {izere
(hog)of = ho(gof) esitligi saglandig1 i¢in birlesme 6zelligi vardir



Ornek 1.1.3: Objeleri (X,7), (Y, 6), (Z, 0)... gibi topolojik uzaylar olsun. Morfizmleri
topolojik uzaylar arasindaki siirekli fonksiyonlar ve kismi islem ise fonksiyonlarin
bileskesi olarak tanimlanan yapi kategoridir.

() X,7) - (X,T) i¢in 1y :X — X birim fonksiyonu mevcut olup siireklidir. Her
f:XT)->({,8)icinfoly=f veherg:(Y,6) » (X,T) i¢in 15 0 g = g esitligi
saglanir ve bu kategori TOP ile gosterilir.

i) f:X,7)-=(,8),9:%,86) - Zo)ve h:(Z,c)— (T, p) olmak iizere f; g ve
h fonksiyonlar1 siirekli oldugundan bu fonksiyonlarin bileskeleri de siireklidir ve

(hog)of = ho(go f) esitligi saglandigindan birlesme 6zelligi vardir.

Tamm 1.1.4: & ve D kategorileri asagidaki sartlar saglanirsa D ye & nin alt kategorisi

denir.

(1) Ob(D) < Ob(¢) dir.

(2) Her bir A,B € 0b(D) i¢in D(A, B) < ¢ (A, B) dir.

(3) D morfizmlerin bileske islemi, € deki morfizmlerin bileskesi ile esdegerdir.
(4) Her A € 0b(D) icin D deki 1, morfizmi, € deki birim morfizmine esdegerdir.

Her A, B € Ob(D) obje ikilisi igin D(A,B) = ¢ (4,B) ise D ye dolu alt kategori,
Ob(D) = 0b(¢) ise D kategorisine genis alt kategori denir [14].

Tamm 1.1.5 (Baslangic Objesi): & bir kategori olmak {izere A € Ob(&) olsun. Her
X € Ob(¢) i¢in € (A4,X) smifi tek morfizme sahip ise A objesine & kategorisinin

baglangic (initial) objesi denir [16, 17].

Tamm 1.1.6 (Bitis Objesi): € bir kategori ve A € Ob(¢) olsun. Her X € Ob(g) igin
€ (X, A) sinifi tek morfizme sahip ise A objesine & kategorisinin bitis (final ) objesi denir
[16, 17].

Tamm 1.1.7 (Degismeli Diyagram): Bir € kategorisinde morfizmlerin bir diyagrami

asagidaki gibi verilsin. g o f = h 0 k ise degismeli diyagram denir [16, 17].



@l

Tanim 1.1.8 (Pushout Diyagrami): Bir € Kkategorive f:4— B, g: A — C iki

morfizm olmak lizere Q € Ob(E) ve qq : B — Q, q; : C — Q morfizmleri i¢in,

A ! —> B
9 g \lfh
C >
qz ¢

degismeli (q,f = q,g) diyagram verilsin. Eger herhangi bir X € Ob(€) i¢in

f

>
v

«Q
N ——

\

(&1




diyagrami degismeli ise, yani 6q; = p; ve 8q, = p, olacak sekilde tek 6 :Q — X

varsa
A f > B
9 E l q1
c >
q2 ¢

diyagramina f ve g nin pushout diyagrami denir.

1.2 Topolojik Fanktorlar

Tamim 1.2.1 (Fanktor): ([14]) € ve D kategorileri i¢in & nin her A objesini D nin F(4)
objesine, e ninher f : A > B ni D nin F(f) : F(A) = F(B) ne donistiiren ve asagidaki

sartlar1 saglayan F : € — D ye fanktor denir.
(i) Her A € Ob(¢) igin F(1a) = 1r(a) dir.

(i) Her A,B,C € Ob(¢) i¢in f : A > Bve g : B = C verilsin. € de g o f tanimh olmak
tizere F(go f) =F(g) o F(f) dir.

Tamm 1.2.2 (Belirli Fanktor): ([14]) € ve D kategoriler ve F: ¢ —» D olsun.

(1) Her A,B € Ob(¢) ve her f : F(A) = F(B) igin F(g) = f olacak sekilde en az bir
g+ A — BvarsaF ye dolu denir.

(2) ALBeOb(e)veher f,g:A—- B icin F(f) = F(g) iken f = g oluyorsa F ye
diizenli (faithful) denir.

(3) f:A-Aicin F(f) = 1rn) ve f izomorfizm iken f = 1a oluyorsa F ye amnestik
fanktor dur.

(4) F diizenli ve amnestik ise F ye belirli (concrete) denir.

(5) B € 0b(D) igin F~Y(B) ={A € 0Ob(€) | F(A) = B} bir kiime ise F ye kiigiik

demetlere sahip tir.



Tamm 1.2.3: ([14]) TOP da her (X, T") topolojik uzayni, U(X, T) = X yani tizerindeki

topoloji yapisini birakarak U(f) = f doniistiiren fanktoruna unutkan fanktor denir.

Tamm 1.2.4: ([14]) SET de her X kiimesini, iizerine diskre topoloji yapisini1 ekleyerek
(X, P(X)) diskre topolojik uzayma D: SET — TOP doniisiimiine diskre fanktor denir.

Tanmm 1.2.5: ([14]) SET de (X, {®, X}) indiskre obje ve her bir f : X - Y n1 topolojik
uzaylar arasindaki D*(f)= f : (X, {9,X}) - (Y, {@,Y}) fonksiyonuna ¢eviren
D*: SET — TOP ya fanktor indiskre fanktor denir.

Tamm 1.2.6: ([14]) € ve D kategoriler ve F, G: € — D fanktorlar olsun. Her A €
Ob(g) y1 D nin bir aa : F(A) —» G(A) ne doniistiiren bir & : Ob(e) - Mor(D)

verilsin. € deki her f : A - B morfizmi i¢in

FA)___an G(A)

F(f) @ G(f)

FB®)___as _ G(B)

diyagrami degismeli ise a ya F den G ye dogal doniisiim diir ve a: F — G seklinde

gosterilir.

1.3 Topolojik Kategoriler

Tamm 1.3.1 (Kaynak ): € kategori ve | indis kiimesi i¢in her i € | igin A ve A; € Ob(¢)
icin f; 1 A = A; verilsin. (4, (f;)ie ;) ye bir kaynak (source) denir [16].

Tamm 1.3.2 (Kavsak): € kategori ve | bir indis kiimesi olmak iizere Vi € | i¢in A ve
A; € Ob(¢) olmak tizere f; : A; — Averilsin. ((f)ie1 A) kavsak (sink) denir [16].

Tamm 1.3.3 (Baslangic ve Bitis Kaldirma): ([15]) € ve D kategorileri ve U: € - D
bir fanktoru verilsin.

(i) Herhangi bir i € li¢in A; € Ob(¢) ve f; : B = B; = U(A;) leri D de bir U —kaynagi
olsun. {f;};c, ailesinin bir baslangi¢ kaldirmasinin (initial lift) A € 0b(¢), U(A) = B ve

U( fl) = f; olacak sekilde fl : A = A; olmasi i¢in su sartlar saglanmalidir:
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gi- X — A;, nin bir ailesi ve U ('g;) = g; olmak tizere heri € | i¢in f; 0o h = g; olacak
sekilde bir h : U(X) — B varsa heri € | i¢in fl 0 h= g; olacak sekilde en az bir
h:X - Avardr. Eger fl A — A, baslangi¢ kaldirma ise A daki yapiya fl lere A;

lerden elde edilen yap1 denir.

U
£ —> D
. f >, KB fi s Bi=uA) )
? 1
1
h: Ji " 9; = U(gy)
|
X U )

Sekil 1.1. Baslangic Kaldirma

(if) Herhangi bir i € 1igin A; € Ob(¢) Ve f; : U (A;) = B; = B leri D de bir U —kavsagi
olsun. {f;}ie; nin bitis kaldirmasmin (final lift) A € Ob(e), U(A) = B ve ‘U(fl) = f;
olacak sekilde fl A; = A morfizmler ailesi olmasi i¢in asagidaki sartlar saglanmalidir:
gi: A; = X, € de morfizmlerin bir ailesi ve U (gi) = g; olmak {izere her i € | i¢in
ho f; = g; olacak sekilde bir h : B —» U(X) varsaVi €| i¢cin h o fi=gi olacak sekilde

en az bir h: A - X vardur.

Uu
& > D
G,- ks ,A\ /’u(Ai) —f e
:— h
gi :h UG = g

_ AN uew )

Sekil 1.2 Bitis Kaldirma



11

fi : A; — A bir bitis kaldirma ise A daki yapiya fi ler tarafindan A; den elde edilen

yap1 denir.

Not 1.3.4: Topolojik kategorilerde keyfi bir U — kaynaginin baslangi¢ kaldirmasinin

varligl, keyfi U — kavsaginin bitis kaldirmasinin varligina denktir.

Tamm 1.3.5 (Topolojik Kategori): ([16]) € ve D kategorileri ve U : € = D fanktoru

verilsin. Asagidaki sartlar saglaniyor ise U ya topolojik fanktor veya & kategorisine D

de topolojik kategori denir.

(i) U belirlidir.
(i) U kiigiik demetlere sahiptir.
(ilf) Her U — kaynagi bir baslangic kaldirmaya sahiptir.

1.4. Ayirma Aksiyomlari

Tamm 1.4.1 (Ty Uzay1): (X,T") bir topolojik uzay1 i¢in farkli her y,x € Xiciny &€ G
olacak sekilde x in bir G aci1g1 veya x € H olacak sekilde y nin bir H a¢ig1 vardir [14].

G H

Sekil 1.3. Ty Uzay1

Onerme 1.4.2: T, uzayinm alt uzayi da T dir [14].

Ispat: (X, T) uzay1 T, ve A € X olsun. Farkl1 a, b € A verilsin. X uzay1 T, oldugundan
b & G olacak sekilde a nin X de G agig1 vardir. Buradan H = A N G, a nin A da agik
olupb & H dur.

Teorem 1.4.3: {(X;,T;) |iel} topolojik uzaylarin bir smifi ve X = [];; X; ¢arpim uzay1
olsun. Her bir X; uzay1 T, dir & X ¢arpim uzay1 T, dir [14].
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Tanim 1.4.4 (T Uzayy): (X,7T) farkh x,y € Xiginx€ G, y¢Gvey€eH ,x¢&H
olacak sekilde G ve H agiklari vardir [14].

(2

Sekil 1.4. T; Uzay1

Burada G ve H nin ayrik olmasinin gerekli olmadigina dikkat edelim.

Onerme 1.4.5: T; olan herhangi bir topolojik uzay T, dir, tersi genelde dogru degildir
[14].

Onerme 1.4.6: Bir T, uzayinn her alt uzay1 da T, dir.

Ispat: (X, T) bir T, topolojik uzay ve A € X olsun. Farkli a,b € A igin (X, T) nun T,
olmasindan b € G, a € Gvea & H, b € H seklinde G ve H agik kiimeleri vardir.
G N AveH N Akiimeleri Adaagikolupa € G N A, b & G N Avea &€ H N A,
b € H N A dir. Sonug olarak, (4, T,) alt uzay1 T; uzayidir [14].

Teorem 1.4.7: {(X;, ;) |iel} topolojik uzaylarin sinifi ve X=[];.; Xi carpimu iizerindeki
carpim topolojisi T olsun. Her bir (X;, ;) uzay1 T; dir & (X, T") ¢arpim uzay1 T; dir
[14].

1.5. Bagint1 Uzaylar

Tamim 1.5.1: A kiime olmak tizere R, A iizerinde bagmnti olsun. Bu takdirde (4, R) ye
bagint1 uzayi denir. (4, R), (A4, Ry) bagnt1 uzaylari olmak tizere, f: (4,R) — (41, Ry)
dontisimii; f: A — A4 fonksiyon ve her a,b € A i¢in a R b oldugunda f(a) R; f(b)
dir. Objeleri bagintt uzaylari, morfizmleri de bu sekildeki doniisiimlerden olusan

kategoriye bagint1 uzaylar kategorisi denir ve REL ile gosterilir.
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Tamm 1.5.2: B kiime ve R, B de yansima bagntisi olsun. (B, R) ye yansimali baginti
uzay1 denir. (B,R), (B4,R;) yansimali baginti uzaylar1 olmak tizere f:(B,R) —
(B1,Ry) morfizmi; f:B — B4 fonksiyon ve her a,b € B igin a R b oldugunda
f(@)Rf(b) dir. Objeleri yansimali bagmti uzaylar1 ve morfizmleri stirekli
fonksiyonlardan olusan smif yansimali baginti uzaylar1 kategorisidir ve RREL ile

gosterilir [2, 17].

Not 1.5.3: &€ = RREL icin,

1.(G) (A4,5),(A,R)e0b(e) igin f,g:(AR) — (4,S) ve U(f)=U(g) olsun.
U(f)=f ve U(g) =g den f =g dir yani U faithfuldur. f : (4,R) — (4,5) igin
Uf)=f=14,A— A ve fizomorfizm olsun. Her a,b €A igin aRb ise f
stirekliliginden f(a) S f(b) olur.

U(f) = f = 14 oldugundan 1,(a) S 14(a) dir. Buradan a S b olur. Dolayisiyla R € S
dir. f71:(4,5) > (4,R) olsun. aShb ise U(f 1) =f"1=1, siireklilikten
f~X (@) R f~1(b) dir. 1,(a) R 1,(a) yazalir ki a R b dir. Buradan S c R dir. Boylece

R = S olur ki buradan U nun amnestik olur.

(i) UL(A) = {(AR):UAR) =4 Rc A} c P(4?) dir. P(A®) bir kiime
oldugundan U~1(A) bir kiimedir.

(iii) (A;,R) € 0b(&) icin{f; : A — U(A;, R;) = A;,i € I} kaynagi
R ={(a,b) : f;(a) R; f;(b), heri €I }dir.

€ = RREL olsun. Her i € [ igin f;(a) € 4;, (4;,R;) € RREL den f;(a) R; f;(a) dir. R

nin tanimindan dolay1 a R a olur.

fi: (A, R) — (A, R), fi:A — A; nin baslangi¢ kaldirmasidir. Her (B,S) € 0b(E),
(A;,R) € Ob(E)ve Edeh; : (B,S) — (A;, R;) morfizm ailesi iginenaz birk : B — A
vardir ve U(f;) o k = h; dir. k nin siirekli oldugunu gosterelim. Her a,b € Bi¢cina S b
ise h; lerin siirekliginden h;(a) R; h;(b) dir. U(f;) o k = h; den f;k(a) R; f;k(b) olur. R
den k(a) R k(b) dir. € = RREL topolojik kategoridir [2, 17].

2. (A, R) diskre objedir. < hera,b € Aiginb R a & b = a dir.
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3. fi: (A;, R;) — (A, R) epimorfizminin bitis kaldirmasidir < her a,b € A i¢in a R b dir
& enazbirk €I ved,c € Ay ikilisi vardir ve fi,(d) = b, fi(c) =avecR;ddir.

4. U normallestirilmistir. Bos ve tek nokta kiimesinde tek bir bagint1 vardir. U~1(@) da
R = @ tek bagintidir. U=*({a}) da R # @ yani R = {a}? dur.



2. BOLUM

TOPOLOJIK KATEGORILERDE QUASI-PROXIMITY
UZAYLARDA KAPALILIK VE KUVVETLI KAPALILIK iLE
ILGILI TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde quasi-proximity uzaylarin topolojik kategorisinde belirli bir noktada ve
genelde ¢esitli ayirma aksiyomlarini, (kuvvetli) kapalilik, (kuvvetli) baglantilik gibi
kavramlari ile quasi-proximity uzaylarin topolojik kategorisinde bu kavramlar arasindaki
iligkileri incelenmistir.

X kiimesi tizerinde Quasi-Proximity kavrami Efremovich tarafindan 1950 de tanitilmustir

[8]

“A, B’ye yakindir” seklindeki quasi-proximity bagintisin1 X in alt kiimeleri tizerinde
ikili iligki olarak tanitmustir. 1941'de Wallace [9, 10] tarafindan “Kiimelerin Ayrilmasi
(Seperation of Sets)” ile ilgili bir ¢alisma yapilmistir. Bu ¢alisma quasi-proximity (yari-
yakinlik) kavraminin ilkel sekli olarak degerlendirilebilir. Ilk yapilan ¢alismalarin biiyiik
bir kism1 Smirnov ([18, 19]) tarafindan yapilmistir. Quasi-proximity uzaylar ile ilgili
biitiin 6n bilgilerimiz ve daha bir ¢ok bilgi bunun i¢inde bulunabilir [20]. Daha sonraki
yillarda Leader [21] , Lodato [22] ve Pervin [23] gibi baz1 yazarlar Efremovich' in quasi-
proximity aksiyomlarindan daha zayif aksiyomlarla ¢alismiglardir. Baran, topolojik
uzaylardaki ¢esitli ayirma aksiyomlarmni kiimeler iizerindeki degisik topolojik
kategorilerde genelde ayirma aksiyomlarimi vermistir [5]. Baran, ayirma aksiyomlarini

bir p de, yani yerel (local) olarak tanimlamistir (bkz. [5, 24-31]).

Bir dnceki boliimde fanktor ve topolojik kategori tanimlarini vermistik. Not olarak; € ve
D herhangi iki kategori, U : € = D topolojik fanktor olsun. Her B € D bitis (terminal)
objesi i¢in U~1(B) bir tek yapiya sahip ise U : £ - D fanktoruna normallestirilmis denir
[16, 17, 30, 32, 33].
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€ topolojik kategori, her Y € € objesi i¢in U (X) = U (Y) donisimi X — Y ne
kaldirilabiliyorsa X € € objesi diskredir. Her Y € € objesi i¢gin U (V) =» U (X)

dontisimii Y — X ne kaldirilabiliyorsa X € € objesi indiskredir.
2.1 p de Egik Eksen ve Katlama Doniisiimleri

Tamm 2.1.1. (Wedge Carpimi): B kiime, p € B ve B[[B, B nin ayrik iki kopyasi, B

nin p de wedge garpimi B[[B nin p de gakigmasi olarak tammlamir ve B V, B ile
gosterilir. BV, B de alman x birinci bilesende ise x4 ikinci bilesende ise x, ile

gosterilir [5].

B
tx; = (P, x)

p x; = (x,p)

Sekil 2.1. p noktasinda wedge ¢arpim

Not 2.1.2: B kiime ve p € B olmak iizere {p}, SET kategorisinde bitis objesi ve

i1,i2: B — BV, B doniisiimleri igin;

{r} > B

B , > BV, B
degismeli diyagrami pushout diyagramidir.

id: B — B birim doniisiim ve f: {p} — B de p ye giden sabit doniisiim olmak iizere;
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Apiy = (id, f): B — B2,
Ayiy = (f,id): B — B?,
Spiy = (id,id): B — B?,
Spiz = (f,id): B — B2 ve

v,

Yukarida verilen pushout diyagramia uygulandiginda p deki wedge carpimindan

Ap, Spvel, doniisiimleri elde edilir.

f f -
ve ii
f Eg iy i Aply
B > BV, B B : > B?
p Ayl

degismeli diyagramlari i¢in,




diyagrami  degismeli, yani Ayl f = A,i,f = (f,f) oldugundan

A,: BV, B — B? morfizmi vardir [5].
Tanmim 2.1.3 (p de Eksen Doniisiimleri):
(i) p de Temel Eksen Déniisiimii (4,): A,:BV, B — B?,

_( Goup), i =1ise
Ap(x;) = { (p,x), i =2 ise

B B?
tx=x, Ap ’Ap(xz) = (p, x)
>
B -— ———o—
P Y 4 P A,(x)=(0p)

Sekil 2. 2. p de Temel eksen doniistimii

(i) p de Skewed Eksen Déniisiimii (S, ): S,.: BV, B — B?,

_ (x,x), i =1ise
Sp(a;) = { (p,x), i =2 ise
B B?
*X = Xy Sp Sp(xz) = (pr) 4
—
B p

=
=e
Il
R
=

Sekil 2.3. p de Egik (Skewed) eksen doniistimii

18

bir tek

Sp( xl) = (X, X)
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(iii) p de Katlama Déniisiimii (V,): V,:B Vv, B — B,

V(x) =x, i=1,2 ise

Sekil 2.4 p de Katlama (Fold) doniisiimii

olarak tanimlanir [5].

Ornek 2.1.4: Reel sayilar kiimesi ve p = 0 icin A, nin goriintiisii, x xe y eksenlerinin
birlesimi S}, nin goriintiisii y = x dogrusu ile y ekseninin birlesimidir [15].

]RZ
Ap( xZ) = (01 X)

A’/ 0 A;(xﬂ = (x,0)
R

Sp(x2) = (0,%) Sp(x1) = (x,%)
0

Sekil 2.5. B = Rve p = 0 i¢in A, ve S, doniigiimlerinin gorlintlisi
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2.2. Kapahhk
Tamm 2.2.1: (X, T) topolojik uzayinda ve F c X i¢in F ¢ agiksa F ye kapalidir denir.
2.3. Topolojik Kategorilerde Bir Noktada Ayirma Aksiyomlari

Tanim 2.3.1: (X, T) topolojik uzay ve p € X olsun.

(1) (X,T) pde Ty dir = herq # piginq ¢ U olacak sekilde p nin en az bir U veya
p € V olacak sekilde q nun en az bir V vardir [5].

(2) (X,T) p de T, dir & her q # p icin q € U olacak sekilde p nin en az bir V ve
p € V olacak sekilde g nun en az bir V vardir [5].

2.4. Quasi-Proximity Uzaylar

Tamm 2.4.1 (Quasi-Proximity Uzay): ([20]) &, P(X) de bir ikili iliski olmak tizere
asagidaki sartlar saglanirsa (X, §) ikilisine bir quasi-proximity veya P — proximity

uzay1 denir.

(i) A6B ise, A, B #+ @ dir,

(ii) (AU B)6C dir & ASC veya BSC dir,
(iii) C6(A U B) dir & C6A veya CSB dir,
(iv) AnB # @Qise AéB dir,

(v) ASB ise en az bir E € X vardir 6yle ki AGE ve (X — E)SB; (burada ASB, ASB nin

dogru olmadig1 anlamina gelir).

Eger 6, AOB < B6A simetri kosulunu sagliyorsa, buna X {izerinde bir (Efremovich)
proximity denir. (v) aksiyomu kuvvetli aksiyom olarak adlandirilir ve proximity uzaylar

teorisinde 6nemli bir rol oynar.

(X,8), (Y,8") iki quasi-proximity uzaylar i¢in f : (X,8) - (Y,8") fonksiyon olsun f
(quasi-)proximity doniisiimiidiir & ASB oldugunda f(4)8'f(B) dir. C6'B oldugundan
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f~Y(O)Sf~1(D) & f inbir (quasi-)proximity déniisiim oldugu kolayca gosterilebilir
[20].

(X, &) bir (quasi-)proximity uzay, A < B dir & A5(X — B)dir. Burada <« bagintisina
p —komsulugu veya kuvvetli icerme denir. A < B oldugunda, B ye A nin bir

p —komsulugu veya A nin B de kuvvetli olarak icerildigini sdyleriz [20, 34].

Tanim 2.4.2 (PROX Kategorisi): ([15]) Objeleri (X, 8), (Y, 8"), (Z,8")... gibi proximity
uzaylar, morfizmleri p —doniisim ve f, g morfizmleri igin g o f, p —donisim

olduklarindan g o f de p —donisiimdiir.

Of:X 8-> (,8), g:,68)—> (Z,68")veh:(Z,6") > (T,6'")iginf,gveh
ler p —doniisiim oldugundan (ho g)o f = ho (go f) dir.

(ii) Her (X, &) objesi igin 1(x4): (X,6) — (X,8) birimve f: (X,8) - (¥,6") igin
folxsy=fveherg: (Y,8) — (X,8)iginls0g = g dir. Proximity uzaylarin
kategorisi PROX seklindedir.

Tanim 2.4.3 (QPROX Kategorisi): Proximity uzaylar1 ve proximity doniigiimleri
kategorisini PROX ve quasi-proximity uzaylari ve quasi-proximity dontisiimleri

kategorisini QPROX ile gosteririz.

Hunsaker ve Sharma [35] U: PROX — SET topolojik fanktdr oldugunu gostermistir.
Benzer sekilde, QPROX, SET [40, s.31] iizerinde bir topolojik kategoridir ve PROX,
QPROX un bir full alt kategorisidir [44, s.147].

Tamm 2.4.4: B, bir X kiimesinde (quasi-)proximity-taban olsun ve P(X) de bir ikili
bagint1 agsagidaki gibi tanimlansin: (4, B) € & ise, A ve B nin sirasiyla {4; : 1 < i < n}
ve {B]- :1<j< m} herhangi bir sonlu ortiileri verilsin o halde bir (i, j) ikilisi vardir
oyle ki (A;, By) € B dir. 6, X lizerinde B [35,36] bagintisindan daha ince bir (quasi-

)proximity yapisidir [12].

Tamm 2.4.5 (Quasi-Proximity Taban): X kiime ve her i € | i¢in (X;, 6;) (quasi-)
proximity uzay1 ve f; : X = (X;, 6;) SET Kkategorisi iizerinde bir kaynak olsun. P(X)
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tizerinde B ikili iliskisini agsagidaki gibi tanimlayalim: 4, B € P(X) i¢in ABB dir. &
i €ligin f;(A)3;f;(B) dir. B, X de bir (quasi-)proximity tabandir [36].

Not 2.4.6: X iizerinde & baslangi¢ (quasi-)proximity yapist 4, B € P(X) i¢in verilen B
(quasi-)proximity tabani tarafindan iiretilir, A6B dir & Ave B'ninher{4;: 1 <i < n}
ve {B]- 11<j< m} sonlu ortiileri i¢in(i, j) ikilisi vardir dyle ki (4;, By) € B dir [10,
36].

Tamm 2.4.7: ([34]) (X, ) bir (quasi-)proximity uzayi, Y # @ ve f de (X, &) (quasi-
)proximity uzayindan Y kiimesi {izerine Orten olsun. Y iizerindeki f i (quasi-)proksimal
stirekli yapan en ince (quasi-)proximity 6™ (boliim (quasi-)proximity) kuvvetli inclusion

«* tarafindan su sekilde tiretilir:

Her A,B c Y kiimesi i¢in A «* B dir & [0,1] aralig1 i¢indeki ikili rasyonel s i¢in,
Co=A4, C;, =B ve s <t icin f~1(C,) <5 f~1(C,) olacak sekilde en az bir C, c Y
vardir [34] veya [37, s. 276] ; ki burada « g, X tizerindeki & (quasi-) proximity tarafindan

tiretilmis olan en kuvvetli inclusion (i¢ine) doniisiimii ifade eder.

Bunlara ilave olarak, f : (X,8) = (Y, &™) bire bir (quasi-)proximity quotient doniisiim
ise AS*Bdir & f~1(A)&*f~1(B) dir.

Tamm 2.4.8: ([12]) X kiime ve p € X olsun. Prox(QProx) da i;,i, nin kanonik
dontisim oldugu bir epi kavsagi {il,iz: (X,6) > (X Vv, X, 6')} (quasi-proximity

doniisiim) < asagidaki ifadenin gegerli olmasi durumunda bitis kaldirmadir.

XV, X in her bir A, B ikilisinin farkl bilesenlerindeki AS'B < k,j = 1,2 ve k # j igin
ir1(4) = C ve ij_l(B) = D icin C5{p} ve {p}6D olacak sekilde X de C,D kiimeleri
vardir. Ave B wedge carpimin ayni bileseninde ise A§'B dir & k=1,2 igin
i1(A) = C veiz*(B) = D igin CSD olacak sekilde X de C, D vardir.

Ozel sekilde, i, (C) = Ave i,(D) = Bise (i, (C),i,(D)) € § &
(i1 (ix(©), ix*(ix (D)) = (C,D) € 6 dur.
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Teorem 2.4.9: X iizerindeki & diskre (quasi-) proximity yapis1t A, B € X i¢in, A6B dir
< AN B # ¢ dir[20].

Teorem 2.4.10: A, B c X i¢in X iizerindeki & indiskre (quasi-)proximity yapisit 4, B C
X igin, ASB dir & A + @ ve B + ¢ dir [38].



3.BOLUM
BiR NOKTADA T, VE T, (QUASI-)PROXIMITY UZAYLAR

3.1. Bir Noktada T ve T (Quasi-)Proximity Uzaylar

Tamm 3.1.1: B kiime ve p € B olsun. x, B V,, B’nin baslangig (ikinci) bileseninde ise

BV, B 'deki x noktasi x; (x;) ile gosterilir. Burada p; = p, olduguna dikkat edin.

Temel p ekseni doniisiimii olan A,(x;) = (x,p) ve A,(x;) = (p,x) , Ap: BV, B = B?
ile tanimlanir. Egik p ekseni doniisiimii, S,(x;) = (x,x) ve S,(x;) = (p,x),
Sp:BV,B - B? ile tanimlanir. p, V, :BV,B—->B deki katlama doniisiimii, i = 1,2

i¢in V,(x;) = x ile verilir [5].
Tamm 3.1.2: ([5]) U: € — SET topolojik fanktor, U(X) = B i¢in X objesi, p € B olsun.

()X, p de T, dre {A,:BVv,B - UX?) =B*eV,: BV, B - UD(B) =B},
U kaynaginin baslangic kaldirmasi diskredir.

2x, p d T, dir & {id:Bv,B->UXV,X)=BV,B ve
V,: BV, B ->UD(B) = B} U kaynagmin baslangi¢ kaldirmasi diskredir. Burada
XV, X , € de wedge carpimdir, yani i;,i, kanonik doniistimler olmak tlizere U
kavsaginin bitis kaldirmast {iy,i,: U(X) =B > B Vy B} dur.

()X, p de T, dir ©{S,:BV,B - UX?) =B?veV,: BV, B - UD(B) = B}

U kaynaginin baslangic kaldirmasi diskredir.

Teorem 3.1.3: (X, &) bir quasi-proximity uzay: ve p € X olsun. (X, &) nin p de T dir
& herx # p icin ({x},{p}) ¢ 6 veya ({p}, {x}) ¢ & dir [12].
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Ispat: (X,8) p de T, olsun. Bu sartlarin saglandigini gosterelim. x # p olacak sekilde
en az bir x € X i¢in, ({x}, {p}) € § ve ({p}, {x}) € § olsun. Bu taktirde, Tanim 2.4.5 ve
249 gore, (U,V)€S (8, XV, X iizerinde bir quasi-proximity yapisidir) igin
U={x}veV ={x,} ile,

Ay (US4, (V) = ()5 (),

myA,(U)6myA, (V) = {p}o{x},
olur ki buradam; : X? - X,i = 1,2 izdiisiim doniisiimleri, ve
Y, (CaDBaVy () = (1)8alx} dir

Fakat U NV = @ dur. Buise (X,8) nin p de T, olmasiyla gelisir. (V,U) € &' igin de
benzer geliski elde edilebilir. Dolayisiyla ({p}, {x}) € & ve ({x},{p}) € § ise, x = p dir.

Tersine alarak, her bir x # p i¢in, ({x},{p}) € 6 veya ({p},{x}) € 6§ oldugunu kabul
edelim. (X, 8) nmn p 'de T, oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (U, V), 8" deki herhangi bir
kiime olsun, burada &', X v,, X iizerinde A, ve Vtarafindan iiretilmis baslangi¢ yap:

olmak iizere 1A, (U)6m,A,(V), mpAp(U)Sm,A, (V) ve V,,(U)84V, (V) dir.

84 diskre quasi-proximity yap1 ve V,U84V,V oldugundan, V,UNV,V # @. Bu,
x €V,UNV,V nin var oldugu sonucu ¢ikar. Buradan, V,{y} = x = V,{z} olacak

sekilde 3y € U ve z € V vardur.
Eger x = pise, butaktirdey =p; =z, (i=12) vep,eUNV.

Eger x # p ise, bu taktirde y=x;, z=x; (i,j =12) dir. UNV #@ oldugunu

gosterelim.

Eger p € V,UNV,V ise, bu taktirde p; e UNV (i=12) dir. pegV,Uunv,V

oldugunu kabul edelim.

Hem U hem de V nin X v, X in birinci bilesende veya ikinci bilesende veya her iki

bileseninde oldugunu gosterelim.

U, Xv, X in birinci bileseninin alt kiimesi ve V, X vy X in ikinci bileseninin alt kiimesi

ise, bu takdirde {x;} < U ve {x,} € V. Bundan ¢ikan sonug¢ sudur ki

M Ap ({2116 A, ({x2}) = {(x}6{p},
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2 Ap (X1 D81 Ap ({x2}) = {p}6{x} dur.

Tanim 2.4.1'deki (Q2) ve (Q3) sartlarina gore ({x},{p}) ¢ & veya ({p}.{x}) ¢ 4o
(kabuliimiize gore), (U,V) & &' dur.

U, XV, X in ikinci bileseninin alt kiimesi ve V, X vy, X in birinci bileseninin alt kiimesi

alirsak benzer seyler elde edilir. Buradan U ve V, X V), X in farkli bilesenlerinde olamaz.

U, Xv, X in birinci bileseninin (sirayla V) alt kiimesi ve V, X vV, X in her iki bileseninin
(sirayla U) alt kiimesi ise, bu taktirde U 2 {x;} ve V 2 {x;,x,} (sirayla V 2 {x,} ve
U 2 {xy,x,}) dir. U, X v, X in her iki bileseninin (sirayla V) alt kiimesi ve V, X v,, X in
ikinci bileseninin (sirayla U) alt kiimesi ise, bu taktirde U 2 {x;, x,}ve V 2 {x,} (sirayla

V 2 {x;,x,} ve U 2 {x,}) dir. Dolayisiyla U NV # @ dur.

Benzer sekilde, U ve V, X v, X in birinci (sirayla ikinci) bilesenindeyse, bu taktirde
U2{x}veV 2{x;} (U2{xy}veV 2 {x,})dir. UveV, X v, X iniki bilesenindeyse,
U2 {x,,x,}veV 2 {xy,x,} dir. Dolayisiyla U NV # @ dir.

{x;, x;} € &' (i = 1,2) ise, bu taktirde
7T1Ap({x1})67f114p({x1}) = {x}6{x}, nzAp({x1})67T2Ap({x1}) = {p}s{p}.
7T1Ap({x2})57T1Ap({x2}) = {p}s{p}, ﬂzAp({xz})57T2Ap({x2}) = {x}5{x}.

U, V) 2 ({x;,x;:}), (i = 1,2) yani, U NV # @ ve sonug olarak Tanimlar 2.4.5, 2.4.9 ve
Tanim 3.1.2. ye gore (X,8) p de T, dir.

Teorem 3.1.4: Her p € X igin p de bir quasi-proximity uzay:1 T,," dir [12].

Ispat: (X, 8) quasi-proximity uzay ve p € X olsun. Baz1 (U,V) € §(U,V c X) ve &,
XV, X dizerinde quasi-proximity yap: olmak iizere eger (i), (i (D) € &
(i (U, V) = (i, (U),i),(V)) € § (k = 1,2) ve §4, X lizerinde diskre quasi-proximity yap1
olmak tizere (Vp(ik(U)),Vp(ik(V))) € &, ise, bu taktirde (i, (U), i, (V)) 2 ({pi}, {p D)
veya (i, (U), (V) 2 ({x ) {x) (k=12) vyani i, (U)Niz(V)# @ oldugunu
gostermeliyiz. (Benzer olarak (i, (V)), (i, (U)) € &' iginde yapilir,
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&4, X lizerinde diskre quasi-proximity yapi ve (Vp(ik(U))é‘de(ik(V))) oldugundan
(Vp (i (U)) NV, (i (V))) # @ olur. Buradan x € V,, (i, (U)) N V, (i (V)) olacak sekilde
bir x elemani1 oldugunu gériiliir. Bu yiizden V,,{y} = x = V,{z} olacak sekilde y € i (U)
ve z € i,(V) vardir. Eger x=p ise, bu taktirde y=p, =2 (k=12) ve
i € i, (U) N i, (V) dir. (Benzer olarak (V,, (i (U))8,V, (i, (V))) icinde yapilir.)

Eger x # pise, butaktirde y = x3,z = x,, (k,n = 1,2) dir. i, (U) N i, (V) # @ oldugunu

gostermeliyiz.

Eger p € V,,(ix(U)) NV, (i, (V)) ise, bu durumda py € i, (U) N i (V) (k = 1,2) olur.
Kabul edelim ki p & V,,(i,(U)) NV, (i, (V)) olsun. i, (U) ve i, (V) nin her ikisi de

X V, X nin birinci, ikinci yada her iki bileseninde oldugunu gésterelim.

Eger i (U), X V,, X nin ilk bileseninin; i (V), X V,, X nin ikinci bileseninin alt kiimeleri
ise {x;} €i,(U) ve {x;}€ i (V) dir. Fakat baza (U,V) € § k= 1(k =2) igin
((x(U), i (V) 2 ({x1}, {x,}) ise o halde ({x1},{x,}) € (ix(U), i, (V)) olup bu x;(x;)

X Vp X nin ilk bilesininde (ikinci bileseninde) oldugunu gosterir. Bu ise x # p

oldugundan bir ¢eligkidir.

Benzer olarak, i, (U) X v, X nin ikinci bileseninde; i, (V) ise birinci bileseninde ise
{x,} €0, (U) ve {x;}€ip(V) dir. Fakat bazs (U,V)€S§ k=1(k=2) igin
(((U), i (V) 2 ({x2} {x1}) € 6" ise ({x2}, {x1}) € ({1(U),i,(V)) olup bu x;(x;)

XV, X nin ilk bileseninde (ikinci bileseninde) oldugunu gosterir. Bu ise x # p
oldugundan ¢eliskidir. Bu yiizden i, (U) ve iy (V) XV, X nin farkli bilesenlerinde

olamaz.

Eger i, (U) ve ip(V), XV, X nin her iki biseninde iseler i,(U) D {x;,x,} ve
i, (V) 2 {x4, x,} dir. Bu yiizden dolay1 i, (U) N i, (V) # @ dir.

Eger i, (U), X V,, X nin ilk bileseninin alt kiimesi ve i) (V), X V,, X nin her iki bileseninde
ise i, (U) 2 {x1} ve i, (V) D {xq, x,} dir. Bu ylizden dolay1 i, (U) N i (V) # @ dir.

Eger iy (U), X V,, X nin her iki bileseninde ve i (V), X V,, X nin ikinci bileseninde ise
i, (U) D {x1, x5} ve i;,(V) D {x,} dir. Bu yiizden dolay1 i, (U) N i;, (V) # @ dir.
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Eger i) (U) ve iy (V), X V,, X nin birinci bileseninde ise i, (U) > {x;} ve i, (V) > {x;}
dir. Benzer olarak i, (U) ve i, (V), X V, X nin ikinci bileseninde ise i (U) D {x,} ve
ir(V) 2 {x,} dir. Bu yiizden dolay1 LWNi,(V) =0 dir.
(ik(U), ik(V)) 2 ({x,}, {x:}), (i=12) vyani i, (U)Nni,(V)+ @ olarak almalyiz.
Sonug olarak, (X,8) p de T,' dir.

Teorem 3.1.5: (X,8) bir quasi-proximity ve p € X olsun. (X, ) uzayinin p de T; &
x # p, ((x},{p}) & & veya ({p}, {x}) & & dir [12].

Ispat: Teorem 3.1.3. de ki Ay, donilistimii yerine S, doniigiimii kullanilarak ispatlanir.

Not 3.1.6: (X,6) bir quasi-proximity uzay1 olsun. Teorem 3.1.3. ve Teorem 3.1.5. den
(X,8) uzaymin T, dir & T; dir.

Not 3.1.7:

(1) Topolojik uzaylarin TOP kategorisinde p de T,, p de T, veya p de Ty, her x € X
icin x # p olan bir topolojik uzayda, x in icermeyen bir p komsulugu veya p Vi
icermeyen bir x komsulugu oldugunu gosterir [25].

(2) () U: & » SET normallestirilmis ise, o zaman p de T, ve p de T in her biri p de T,’
oldugunu gosterir [30].

(b) Bir topolojik kategoride, p de T, ve p de T, objeleri denk olabilir, bkz. [38, 28]
ve tiim objeler p de T; olabilir, 6rnegin [42]'de gdsterildigi gibi tiim prebornolojik
uzaylarin p de T; oldugunu gosterir. Ayrica, p de T; objeleri yalnizca diskre objeler
olabilir [39].



4. BOLUM
(KUVVETLI) KAPALI VE (KUVVETLI) ACIK ALT UZAYLAR

4.1. QPROX Kategorisinde Wedge Carpim

Tamm 4.1.1: B kiime, p € B olsun. Sonsuz wedge ¢arpim1 V' , B nin sayilabilir sayida
ayrik kopyalarini alarak elde edilir. B® = B X B X ... X B, B nin sayilabilir kartezyen
carpimi  olsun. Ay :vy B - B* yi A7) = (p, ...0,x,p,..) ile
Vy :Vy B = Byi V@ : (x;) = x ile tanimlayalim, i € [ i¢in x; sonsuz wedge ¢arpiminin

i —inci bilesenindedir ve x, (p,p, ..., p, X, p, ... ) ifadesinde i —inci siradadir [6].

4.2. QPROX Kategorisinde Kapahhk

Tamim 4.2.1: ([6]) U: € — SET topolojik fanktor, U(X) = B igin X, € de bir obje olsun.
q, (B\F) ‘fzerindeki birim, F yi bir {*} ye donistiren orten fonksiyonu igin
q:U(X) =B - B/F = (B\F) U {x} epi U kavsagmimn bitis kaldirmasim1 X \ F ile

gosteririz.

D) p kapalidir < U —kavsaginin baslangic kaldirmast
{AY :vy B> U(X®) =B veVy : vy B - UD(B) = B} diskre olmasidr.

(2) F c X kapalidir & {*} , F nin goriintiisii, X \ F veya F = @ nin kapali olmasidir.
(3) F c X kuvvetli kapahdir & X \ F , {*x} veya F = @ nin T, dir.
(4) B =F = 0 ise, F yi hem kapali hem de kuvvetli kapali olarak tanimlariz.

Teorem 4.2.2: (X, §) quasi-proximity uzayi ve p € X olsun. {p} nin X de kapalidir &
herhangi bir B c X igin {p}dB veya B6{p} oldugunda p € B dir [12].
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Ispat: {p}, X de kapali olsun. B c X icin, {p}6B veya B&{p} ise, p € B oldugunu
gosterecegiz. Kabul edelim ki B c X igin p ¢ B iken {p}dB veya B&{p} olsun. Daha

sonra herhangi bir x # p ve x € B igin, Tanim 2.4.1."in (Q2) ve (Q3) kosullarina gore
({x}, {p}) € & ve ({p},{x}) € 6 yielde ederiz.

U={x;}veV ={x,}olsun. (U,V) € &' olduguna dikkat edelim ¢iinkii
m Ay USm AV = {x}6{p}, Ay UST, ARV = {p}&{x},
vei = 3 i¢in,
m Ay USm AV = {p}é{p},

burada m;: X® — X izdiisim dontisimdiir ve

Vy ({(x1)84Vp ({x2}) = {x}8a{x}

burada 8,4, X lizerindeki diskre quasi-proximity yapisidir. Ama U N V=@. Bu da &' nin
diskre olmasiyla gelisir. (V,U) € &' igin de benzer sekilde ele aliabilir.

Kosul gegerliyse, [12] de ki ispattaki benzer seyler kullanilarak elde ederiz ki, {p}, X de
kapalidir.

Teorem 4.2.3: (X, &) bir quasi-proximity uzay1 olsun. Bu takdirde @ # F igin (kuvvetli)
kapalidir & herhangi bir x € X igin i¢in {x}6F veya F§{x} oldugunda x € F dir [12].

Ispat: Bunun ispat1 [12, Teorem 4.6 ve 4.7] kullanilarak ispat kolayca yapilabilir.

Tamm 4.2.4: ([43]) &, SET de topolojik kategori, X, € 'de bir obje ve F, X 'in bostan

farkli bir alt kiimesi olsun.

(1) Fc X igin F agiktir & F°, X de kapalidir.
(2) F cX i¢in F¢, X de kuvvetli kapalidir & F kuvvetli agiktir.

Teorem 4.2.5: (X, 8) bir quasi-proximity uzay1 olsun. @ # F < X (kuvvetli) agiktir <
x € F¢, tim x € X i¢in {x}6F€ veya F¢6{x} dir [12].
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Ispat: Teorem 4.2.3. ve Tanmim 4.2.4. den ispat1 yapulir.

Tamm 4.2.6: (X,8) bir quasi-proximity uzay1 ve B c X olsun. B = {y}F°¢5{y}

tanimlayalim ve eger B = B ise, B nin kapali oldugunu sdyleriz [20].

Teorem 4.2.7: (X,6) bir quasi-proximity uzayr ve B c X olsun. B kapalidir (genel

anlamda) < B nin (kuvvetli) kapalidir (bizim anlayisimizla) [12].
Ispat: Teorem 4.2.3. ve Tanim 4.2.6. ten ispat1 yapilir.

Not 4.2.8: TOP kategosinde, kapalilik kavrami genel kapalilikla ortiistir [6] ve F nin
kuvvetli kapalidir & her x € F i¢in F nin x in disinda komsulugu vardir ve F nin
kapalidir [6].

QPROX kategorisinde, Teorem 4.2.7'ye gore, (kuvvetli) kapalilik kavrami, genel
kapalilik kavramiyla ortiigiir. Dikranjan ve Giuli [38] [3] gore (kuvvetli) kapalilik
kavrami, yakinsak uzaylarda [26], preorder uzaylarda [27] ve yar1 diizgiin yakinsak

uzaylarda kapanis operatoriidiir.



5. BOLUM
BAGLANTILILIK VE KOMPAKTLIK

5.1. Baglantihlik ve Kompakthk

Tamm 5.1.1: ([41,43,45,17]) &, SET iizerinde topolojik bir kategori ve X € Ob(E)

olsun.

(1) X baglantilidir & X in hem kuvvetli agik hem de kuvvetli kapali tek altkiimesi X ve
@ dir.

(2) X kuvvetli baglantilidir < X in hem agik hem de kapali tek altkiimesi X ve @ dir.
(3) X, D —baglantihdir < X den herhangi bir diskre objeye herhangi bir morfizm
sabittir.

Tamim 5.1.2: ([7]) &, SET iizerinde bir topolojik kategori, X ve Y, € de ki objeler ve
Ede f : X - Y bir morfizm olsun. O zaman,

1) f kapalidir & X in her kapali alt objelerinin goriintiisiiniin Y nin kapali alt

objesidir.

(2) f kuvvetli kapalidir & X in kuvvetli kapali olan her bir alt objesinin goriintiisi,

Y 'nin kuvvetli kapali bir alt objesidir.
3) X kompaktir & & deki her Y objesii¢in, : X X Y — Y izdiistimii kapahdir.

4) X kuvvetli kompaktir < £ deki her Y objesi igin m, : X X Y = Y izdiisimii
kuvvetli kapalidir.

Topolojik uzaylarin TOP kategorisi icin, kapalt morfizm ve kompaktlik kavramlarinin

genel tanimli olanlara indirgendigine dikkat edelim ([46]).
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Teorem 5.1.3: ([12]) (X, &) bir quasi-proximity uzay1 olsun.

(1) (X,6) (kuvvetli) baglantilidir & X in bostan farkli uygun F altkiimesi i¢in (a) veya
(b) sartin1 saglar.

(a) Herhangi bir x € F igin {x}0F veya F6{x} oldugunda x ¢ F.
(b) Herhangi bir x € X i¢in {x}6F¢ veya F¢&6{x} oldugunda x & F°.
(2) (X,6) D —baglantihdir & x # y ile tim x,y € X i¢in {x}8{y} veya {y}5{x} dur.

Ispat: [12, Teorem 4.13 ve 4.14]'teki ispata benzer.

Teorem 5.1.4: ([12]) (1) f: (X,6) — (Y,8") bir quasi-proximity doniisiimii olsun.
D c Y (kuvvetli) kapaliysa f~1(D) de (kuvvetli) kapaldir.

(2) (X, 8") bir quasi-proximity uzayi olsun. M c N (kuvvetli) kapalive N c Y (kuvvetli)
kapaliise M c Y de (kuvvetli) kapalidir.

Ispat: (1) D cY (kuvvetli) kapali ve x € f~(D) oldugunu kabul edelim. Teorem
4.2.3. e gore, tim y € Y igin {y}&'D veya DS’ {y} oldugunda y € D dir. Her x € X i¢in
{x}6f~1(D) veya f~1(D)6{x} oldugunda x € f~1(D) oldugunu gostermeliyiz. f bir
quasi-proximity  donisimiic ve DcY (kuvvetli)  kapali  oldugu igin
fx)ef(f (D)) c D ve {f(x)}6'D veya D&{f(x)} olduguna dikkat edelim. Bu
takdirde, f~1(D) (kuvvetli) kapalidir.

(2) NcY veM c N nin (kuvvetli) kapali, y € Y ve y§'a veya ad'y olacak sekilde
a € M oldugunu kabul edelim. Teorem 4.2.3'e gore, y € M oldugunu gostermeliyiz.
N c Y (kuvvetli) kapali ve M c N den, Teorem 4.2.3 den, y € N dir. M c N (kuvvetli)

kapal1 oldugu icin y € M oldugu sonucu ¢ikar.

Teorem 5.1.5: Her quasi-proximity uzay (kuvvetli) kompakttir [12].

Ispat: (X, 8) herhangi quasi-proximity uzay1 olsun. Tanim (5.1.2.(3)) (5.1.2.(4)) den, ile
her bir (Y,8") quasi-proximity uzay: i¢in 7, : (X,8) X (Y,8") = (Y,6") (kuvvetli)

kapali oldugunu gostermeliyiz.
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M c X X Y nin (kuvvetli) kapali olsun. 7, M nin (kuvvetli) kapali oldugunu géstermek
icin aksini kabul edelim ve Teorem 4.2.3.'yi uygulayalim. Buradan, en az bir b €Y
noktasi i¢in, {b}6'm,M veya m,M&'{b} oldugunda b & m,M dir. Ciinkii M c X XY
(kuvvetli) kapali oldugundan tim (a,b) € X X Y ig¢in, {(a,b)}6"'M veya M&"'{(a, b)}
oldugunda (a, b) € M dir.

Burada 6", X XY tizerindeki garpim quasi-proximity yapisidir. Dolayisiyla, ¢arpim
quasi-proximity  yapisinin  tammm  geregi  m,{(a, b)}6'n,M = {b}6'n,M veya
m,Mé6'm,{(a,b)} = m,M&'{b} dir. (a,b) € M oldugundan, m,(a,b) =b € m,M dir.
Buda M nin (kuvvetli) kapali olmasiyla gelisir.

Bu nedenle, Teorem 4.2.3.'e gore, m,M (kuvvetli) kapali olmak zorundadir ve sonug

olarak Tanim (5.1.2.(3)) (5.1.2.(4))'e gore, (X, §) (kuvvetli) kompakttir.

Teorem 5.1.6: f : (X,6) » (Y,8") bir quasi-proximity doniisiimii olsun. Eger (X, §)
(kuvvetli) kompakt ise, 0 zaman f(X) alt uzay1 da (kuvvetli) kompakttir [12].

Ispat: Teorem 5.1.5."ten gosterebiliriz.



6. BOLUM
SONUC VE DEGERLENDIRME

6.1. Sonug¢ ve Degerlendirme

Calismada, [12] makalesinde verilen Quasi Proximity Uzaylarin Topolojik Kategorisinde
p de T, ve T, objeleri, (kuvvetli) kapali ve (kuvvetli) agik alt objeleri, (kuvvetli)

baglantililik ve (kuvvetli) kompaktlik kavramlari incelenmistir.

Ileride yapilacak calismalarda genelde ayirma aksiyomlari, Urysohn Lemmasi, Tietze
Genisleme Teoremleri Quasi Proximity uzaylar kategorilerinde yukarida bahsedilen

konular arastirilabilir.
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