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OZET

Baz1 Uzaylardaki Operatorlerin Sayisal Bolgeleri
Biisranur SERAN

Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Elif DEMIR

Bu tez calismasinda, operator teoride bir¢ok uygulamasi bulunan sayisal bolge

kavrami, 6zel olarak Hilbert uzaylarinda, detayl bir sekilde incelenmistir.
Tez dort boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde bu ¢alismayla alakali literatiir 6zeti verilmis, tezin amacindan ve

hipotezden bahsedilmistir.

Ikinci boliimde c¢alisma boyunca ihtiyac duyulan temel tanim ve teoremler

bulunmaktadir.

Uciincii boliim bes alt kistmdan olugmaktadir. Birinci alt boliimde bu ¢alismanin
ana konusunu tegkil eden sayisal bolge kavraminin tanimi verilmistir. Sayisal bolge
spektrum ile iligskilendirilmis, cesitli 6rnekler ile somutlagtirilmistir. Orneklerde
operatorlerin matris temsilleri kullanilarak sayisal bolgeler bulunmus, grafiksel
olarak da gosterilmistir. Ikinci alt boliimde sayisal yaricap kavramimin tanimi
verilmis ve buna ek olarak Lagrange carpani metodu ile sayisal yaricap
hesaplanmugtir. Sayisal yaricapin, spektral yarigap ve operator normu ile iligkisi
incelenmigtir. Diger alt kisimlarda Hilbert uzaylarindaki 6zel operator siniflar
tizerinde durulmustur. Bu 6zel operator siniflar1 kendine eslenik, normal, deismeli
ve tiniter operatorler olup, her birinin tanimlar1 ve 6zellikleri kullanilarak, teoremler

ile incelenerek, sayisal bolge karakterizasyonlar1 yapilmistir.

Dordiincii boliim olan son kisimda ise elde edilen sonuglara yer verilmistir.



Anahtar Kelimeler:  Sayisal bolge, Hilbert uzayi, kendine eslenik operator,

normal operator, tiniter operator.
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ABSTRACT

Numerical Ranges of Operators on Some Spaces
Biisranur SERAN

Department of Mathematics

Master of Science Thesis

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Elif DEMIR

In this thesis, the concept of the numerical range, which has many applications in

operator theory, is examined in detail, especially in Hilbert spaces.
The thesis consists of four parts.

In the first part, a summary of the literature related to this study is given, and the

purpose of the thesis and the hypothesis are mentioned.

In the second part, there are the basic definitions and theorems needed throughout
the study.

The third part consists of five subsections. In the first subsection, the definition
of the concept of numerical range, which is the main subject of this study, is
given. The numerical range is associated with the spectrum and embodied with
various examples. In the examples, numerical ranges were found using the matrix
representations of the operators, and they were also shown graphically. In the
second subsection, the definition of the concept of numerical radius is given and
in addition to this, the numerical radius is calculated by the Lagrange multiplier
method. The relationship of the numerical radius with the spectral radius and the
operator norm has been examined. In other subsections, special operator classes in
Hilbert spaces are discussed. These special operator classes are self-adjoint, normal,
commuting and unitary operators, and their numerical range characterizations
have been made by using the definitions and properties of each, examining with

theorems.
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In the last part, which is the fourth part, the results obtained are given.

Keywords: Numerical range, Hilbert space, self-adjoint operator, normal operator,

unitary operator.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE AND ENGINEERING
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GIRIS

1.1 Literatiir Taramasi

Sonlu boyutlu uzaylardaki sayisal bolgenin tanimi, 1918 yilinda, Otto Toeplitz
tarafindan yapilmugtir [1]]. Felix Hausdorff ise, 1919 yilinda, sayisal bélgenin sonlu
boyutlu Hilbert uzaylarinda konveks oldugunu ispatlamistir [2]]. Sayisal bolge,
yaygin olarak T/ sembolii ile temsil edilmektedir. Bu semboliin, Almancadaki
"Wertvorrat" kelimesinden geldigi bilinmektedir. W, cok farkli sekillerde
adlandirilmigtir. ~ Fonksiyonel analiz toplulugu sayisal bolge, matris analizi
toplulugu degerler alani, Rus toplulugu Hausdorff alan1 olarak isimlendirmiglerdir
[3]]. Marshall Stone ise, operator teori iizerine yazdig: kitapta, sayisal bolge adim

kullanmistir [4]].

1961 yilina gelindiginde Gilinter Lumer ve hemen ertesi y1l Heinz Bauer, normlu
uzaylardaki sayisal bolge i¢in tamim yapmusglardir [S) [6]. Lumer’in tanimi yari i¢
carpimlara; Bauer’in tanim1 dual uzaya dayanmaktadir. F. F. Bonsall ile J. Duncan,
1971 ve 1973 yillarinda, sayisal bolge ile ilgili iki tane kitap yaymlamiglardir [7,
8. J. Giles ve G. Joseph, 1974 yilinda, sinirsiz operatdrlerin sayisal bolgelerini
incelemislerdir [9]. 1975 yilinda J. Giles, G. Joseph, D. Koehler ve B. Sims
yerel konveks uzaylardaki operatorlerin sayisal bolgeleri tizerine caligmiglardir
[10]. Yine 1975 yilinda, Bela Bollobas ve Stephen E. Eldridge, sinirsiz lineer
operatorlerin sayisal bolgeleriyle ilgili bir makaleyi, Giles ve Joseph’in makalesini
referans alarak yayinlamiglardir [9, |11]]. 2020 yilinda ise bazi1 6zel Banach
uzaylarindaki operatorlerin sayisal bolgeleri, K. Mandal, A. Bhanja, S. Bag ve K.
Paul tarafindan ¢alisilmistir [[12]]. Burada verdiklerimize ek olarak Halmos, Sinclair,
Vidav gibi bircok matematikci sayisal bolgeler {izerine bu tezde de kullanacagimiz
caligmalar yapmislardir. Bu caligmada ¢cogunlukla teorik kismiyla ilgilenilen sayisal
bolgelerin; diferansiyel denklemlerde, sayisal analizde, kuantum fiziginde, yazilim
alaninda ve ozellikle son yillarda popiiler olan kuantum bilgisayarlarda ¢okca ve
yaygin olarak kullanildig1 bilinmektedir.



1.2 Tezin Amaci

Bu tezin amaci; teorik alanlarin yani sira genis uygulama alanlarina da sahip olan
sayisal bolge kavramini, Hilbert uzaylarinda, tanim, teorem ve 6rnekleriyle verip ek

olarak bu uzaydaki 6zel operator siniflarinda incelemektir.

1.3 Hipotez

Sayisal bolge kavrami ve uygulamalar ile alakali yapilan bir¢ok ¢aligsma literatiirde
bulunmaktadir. Bu ¢alismalarin bir kismi Banach cebirlerinde, normlu uzaylarda,
Hilbert uzaylarinda ve yerel konveks uzaylarda yapilmistir. Bu tezde ise Hilbert

uzaylarinda sayisal bolge kavrami ele alinacaktir.
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TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde; [[13]], [141], [15]], [16] ve [17] kaynaklarindan yararlanilmistir.

Tanmm 2.1. U # @ bir kiime, F cisim olarak verilsin. + : U x U — U, - :
Fx U — U islemleri tanimlansin. Asagidaki sartlarin saglanmasi durumunda U’ya

[F tizerinde vektor uzay1 denir.

U, +’ya gore degismeli gruptur:

(1) Yu,v € U iginu + v € U olur.
(i) Yu,v,w € Uiginu + (v 4+ w) = (u+ v) + w olur.
(iii) Yu € U i¢in u + 6 = 6 4+ u = wu olacak sekilde 6 € U vardur.
(iv) Yu € Uigin u + (—u) = (—u) + u = 6 olacak sekilde —u € U vardur.

(v) Yu,v € Uigin u +v = v + u olur.

u,v € U ve A\, 5 € F olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir:

(i) Au € U olur.
(i) AM(u+v) = Au+ v olur.
(iil) (A + f)u = Au + Bu olur.
(iv) (AB)u = A(Pu) olur.
(v) 1, F’in birim eleman1 olmak iizere 1u = w olur.
Tamm 2.2. X, [F cismi iizerinde vektor uzay1 olarak verilsin. X {izerindeki norm,

Vr,y € X, € Figin

@ |zl =0,



(i) ||z|| =0 <= =0,
(i) [[Az|[ = [A[ l=[],
@) [l +yll <z + lyl  (Uggen esitsizligi)
ozelliklerini saglayan
Il : X =R
fonksiyonudur ve (X, [|-||) ikilisi normlu uzay olarak adlandirilir.

Tanmm 2.3. X, R iizerinde vektor uzayi olsun. (-,-) : X x X — R fonksiyonunun
X’teki Vz, y, z elemani ve VA € R i¢in

D) (z+y,2) = (z,2) + (y,2),
(i) (Az,y) = A(z,y),
(iii) (z,y) = (y,z),

(iv) (z,z) >0,

V) (z,2) =0 < =0

ozelliklerini saglamasi durumunda bu fonksiyon X iizerinde i¢ ¢arpim, (X, (-, -))

ikilisi reel i¢ ¢carpim uzayi olarak adlandirilir.

Ornek 2.1. (z,y) = >.1_, myx biciminde tammlanan (-,-) : R* x R" — R
fonksiyonu, R™ uzay iizerinde bir i¢c carpimdir. Bu i¢c carpima, R" uzayt iizerindeki

standart i¢ carpim denir.

Tanmm 2.4. X, C tizerinde vektor uzayi olarak verilsin. (-,-) : X x X — C
fonksiyonu, Vz,y, z € X ve VA € Cicin

() (z+y,2) = (2,2) + (y, 2),
(i) (Az,y) = A(z,y),
(i) {z,y) = (v, ),
iv) (z,7) >0,
V) (2,2) =0 < =0

ozelliklerini saglamasi durumunda bu fonksiyon X {iizerinde i¢ ¢arpim, (X, (-, -))

ikilisi kompleks i¢ carpim uzay1 olarak adlandirilir.
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Ornek 2.2. (v,y) = Y.1_, 2Tk bigiminde tammlanan (-,-) : C* x C* — C
Sfonksiyonu, C™ uzayt tizerinde bir i¢ ¢carpumdir. Bu i¢ carpima, C™ uzayt tizerindeki

standart i¢ carpum denir.

Teorem 2.1. (Paralelkenar Kurali) (X,(-,-)) i¢ ¢arpim uzayt olarak verilsin.
Yu,v € X igin
2 2 2 2
e+ 0ll” + [l = vl = 2 (Jlul”® + [lo])

saglanir [13)].

Tanmim 2.5. X ve Y vektor uzaylari verilsin. 7' : X — Y doniisiimii, Vx,y € X ve
A skaleri i¢in
Tx+y) =Tz+Ty

T(A\x) =Tz

esitliklerini sagliyorsa lineer operator olarak adlandirilir. Sonlu boyutlu vektor
uzayi lzerinde tanimli her lineer operator, bu uzayda bir taban secildiginde, bir
kare matrisle ifade edilebilmektedir [|14]].

Teorem 2.2. (Polarizasyon Ozdesligi) X kompleks i¢ carpim uzayr ve T, X iiz-

erinde lineer operator olsun. Yu,v € X icin

4 (Tu,v) = (T(u+v),u+v) — (T(u—v),u—wv)
+i(T(u+1iv),u+iv) — i (T'(u —iv),u — iv)
saglanir [13)].

Onerme 2.1. (Cauchy-Schwarz Egitsizligi) (X, (-,-)) i¢ carpim uzayt olarak ver-
ilsin. Yu,v € X i¢in
[(w, )] < [ull - [v]]

saglanir.

Tanim 2.6. X kiimesi iizerindeki bir d : X x X — R metrigi, Vz,y, z € X icin

(i) d(z,y) =0,
(i) d(z,y) =0 < z =y,
(iii) d(z,y) =d(y,x) (Simetri),
(v) d(z,2) < d(z,y) +d(y,2) (Uggen esitsizligi)

ozelliklerini saglayan bir fonksiyondur. (X, d) ise bir metrik uzay olarak adlandirilir
[14].



Ornek 2.3. © = (21,29, ....7,),y = (Y1, Y2, ..., Yn) € R™ olmak iizere d(x,y) =
\/(xl —y1)?+ (w2 — y2)%2 + ... + (¥p, — yn)? seklinde tammlanan fonksiyon R™

iizerinde bir metrik, (R", d) metrik uzaydir.

Tanmm 2.7. Bir X = (X, d) metrik uzayindan z,, dizisi alahm. Ve > 0 sayisina
karsilik, Vm,n > N i¢in
d(Tpm, x,) < €

olacak sekilde bir N = N(e) sayis1 varsa, (x,) dizisi Cauchy dizisi olarak
adlandirlir. X teki her Cauchy dizisi yakinsiyorsa X uzayi tamdir denir [14].

Tanim 2.8. Bir i¢ carpim uzayi, iizerindeki i¢ ¢arpimla tanimlanmis metrige gore

tamsa Hilbert uzay1 olarak adlandirilir [[14]].

Tanmm 2.9. (X, (-,-)) i¢c ¢arpim uzay1 verilsin. (z,y) = 0 oluyorsa x,y € X

vektorlerine ortogonal denir.

Tanim 2.10. Bir U vektor uzayindaki uy, us, ..., u,, (m > 1) vektorlerinden olugan

M kiimesini alalim. 7y, s, ..., ¥, skalerler olmak iizere,
Yu1 + Yoo + oo + ViU, =0

ancak ve ancak v = 75 = ... = v, = 0 iken gercekleniyorsa M kiimesi lineer

bagimsizdir. Aksi durumda lineer bagimlidir.

Tanim 2.11. n pozitif tam sayis1 verilsin. I cismi iizerindeki U vektor uzayi, lineer
bagimsiz n tane vektor igeriyor ve n+1 veya daha fazla sayida vektor lineer bagiml
oluyorsa U sonlu boyutludur denir. n sayis1 U nun boyutudur ve kisaca boyU = n
olarak gosterilir. Eger boyU = n ise U’nun lineer bagimsiz bir vektor n-lisine U
icin bir taban denir. Ornegin, {e1, ..., e, }, U’nun bir tabani ise her u € U vektorii,

taban vektorlerinin lineer bir kombinasyonu olarak tek bir gosterime sahiptir:
U = Q161 + ... + Qpén, ay, ...,y €F

Tanim 2.12. X ve Y normlu uzaylar, 7' : X — Y lineer operator olarak verilsin.
Vz € X icin
[Tz|| < cll=|

olacak sekilde bir c reel sayist varsa 7" stnirhidir [14].

Teorem 2.3. X ve Y normlu uzaylart verilsin. X uzayindan'Y uzayina giden tiim

siirly lineer operatirlerin uzayr, B(X,Y) ile gosterilir ve

Tx
| T[] = sup T sup || T
z€X ‘xH reX
20 llz]l=1



normuyla birlikte bir normlu uzaydir. 'Y = X olmast halinde B(X, X) kisaca
B(X) seklinde gosterilir [14)].

Tamim 2.13. U ve V iki vektor uzay1, T' € L(U, V') olarak verilsin. 7”nin ¢ekirdegi
ker(T) ={ue U :Tu=0}

seklinde tanimlanan bir alt uzaydir [15].

Tamm 2.14. U, F cismi iizerinde vektor uzayi, 7' : U — U lineer operator olsun.
u € U, A\ € F olmak tizere Tu = Au olacak sekilde u # 0 varsa A\, T lineer
operatdriiniin bir 6zdegeri; u ise 7"nin A 6zdegerine karsilik gelen 6zvektoriidiir.

Tanim 2.15. H, ve H, Hilbert uzaylar verilsin. 1" : H; — H, operatorii sinirl

lineer bir operator olsun. 7”nin eslenik operatorii 7%, Vo € Hy ve y € Hs icin

(Tz,y) = (z,T"y)

olacak sekilde 7™ : Hy — H; olarak tanimlanan bir operatordiir [14].

Teorem 2.4. Tanum|2.15'teki T"’nin T eslenik operatorii; mevcuttur, tektir ve
177 = T

normuna sahip surlt lineer bir operatordiir [|14)].

Tanmmm 2.16. / : X — X operator olsun. Vz € X icin, Iz = x ise I birim

operatorddir.

Tanim 2.17. H kompleks Hilbert uzay1, I € B(H) birim operatdr olmak iizere

T € B(H) operatoriiniin spektrumu, o (7") ile temsil edilir ve
o(T)={A€C|T -\ B(H) uzaynda terse sahip degildir}
seklinde tanimlanir. Spektrumun tiimleyeni olan
p(T) = C\o(T)

kiimesine ise 7"’ nin rezolvent kiimesi denir.

Tanmim 2.18. H Hilbert uzay1 olarak verilsin. 7' € B(H) olmak tizere
o,(T) = {\ : A\, T operatoriiniin bir 6zdegeridir}

kiimesi 7" operatoriiniin nokta spektrumudur [|15]).

7



Tamim 2.19. 7' € B(H) ise T"nin yaklasik nokta spektrumu, o, ile gosterilir ve A
kompleks sayilarindan olugur dyle ki ||y,|| = 1 ve |[(T" — A)y,|| — 0 olacak sekilde
H’de bir y,, dizisi vardir [16].

05(T) € 0,(T) € o(T).

Tanim 2.20. H kompleks Hilbert uzay1 olarak verilsin. 7' € B(H ) olmak iizere T’

operatdoriiniin spektral yarigap1 r(7) ile gosterilir ve
r(T) =sup{|A|: A € o(T)}
olarak tanimlanir [15]].

Spektral yaricap Gelfand formiilii ile de tanimlanabilir. Hilbert uzayinda sinirlt bir

T operatorii icin Gelfand formiilii,

r(T) = lim ||TkH(1/k)

k—o0
seklindedir.

Tanmm 2.21. 7' € B(H) olmak iizere Vx € H i¢in (T'z,x) > 0 ise 1T"ye pozitif

operator denir [[16].

Teorem 2.5. Kompleks bir Hilbert uzayt H iizerindeki her pozitif, sutmirli, lineer
T : H — H operatoriiniin tek bir pozitif karekokii vardir [|14)].

Tanim 2.22. H kompleks Hilbert uzayi olarak verilsin. 7" € B(H) olmak iizere

T = T esitligi saglanyorsa 1" kendine eslenik operatordiir.

Tanim 2.23. H kompleks Hilbert uzayi olarak verilsin. 7" € B(H) olmak iizere

TT* =T*T esitligi saglaniyorsa 7" normal operatordiir.

Tanm 2.24. H kompleks Hilbert uzay1 olarak verilsin. 7' € B(H) olmak iizere
TT* =T*T = I esitligi saglamyorsa 7' tiniter operatordiir.

Tanim 2.25. H Hilbert uzayi olarak verilsin. 7' : H — H lineer operator olmak
tizere T"nin izometri olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vo, y € H igin (Tx, Ty) =

(x,y) esitliginin saglanmasidir [|16]].

Onerme 2.2. T € B (H) operatorii verilsin. T operatdoriiniin izometri olmast i¢in

gerek ve yeter kosul T*'I' = I olmasidir [16]].

Tanim 2.26. V', U vektor uzaynin bir alt kiimesi olsun. u, v € V' iken
A={welU:w=tu+(1—-t)v, 0<t<1}CV

8



oluyorsa, V' kiimesine konveks denir [/14].

Tamim 2.27. Bir A kiimesini kapsayan en kii¢iik konveks kiimeye veya A kiimesini

kapsayan tiim konveks kiimelerin kesisimine A kiimesinin konveks ortiisii denir.
{tix1+ ...+ tpxy 2, € Ajt; >0t + ... +t, = 1,n € N}
seklinde de ifade edilir [17]].
Tamim 2.28. Bir X i¢ carpim uzayinin, bir Y alt kiimesinin ortogonal tiimleyeni
Yi={reX:2 LY}

seklinde tanimlanir. z € Y+ olmast igin gerek ve yeter kosul Vy € Y igin (z,y) =
0 olmasidir [[14]].

Tamim 2.29. U vektor uzayi, V' ve W iki alt uzay1 olsun. Vu € U,
u=v4+w, veVweW
seklinde tek tiirlii yazilabiliyorsa U’ya, V' ve W nin direkt toplami denir.
U=VoWw
olarak gosterilir. Bir A Hilbert uzayi, /' uzayinin kapal bir Y alt uzay1 ile
Yi={secH:z21Y}

uzaymin bir direkt toplami olarak gosterilebilir [[14].

Teorem 2.6. Y, H Hilbert uzayimin herhangi kapall alt uzayt olarak verilsin. Bu
durumda
H=Y®oz Z=Y*

olur.

Vx € H icin
r=y+z z2€Z=Y"

seklinde tek bir y € Y vardir. z degerine x’in Y lizerindeki ortogonal izdiigiimii
denir. Ayrica bu egsitlik,
P:H—-Y

r—y=Pzr



seklinde bir doniisiim tammlar. P’ye H’in'Y lizerine ortogonal izdiisiimii denir
[14].

Teorem 2.7. H kompleks Hilbert uzay: olarak verilsin. H uzayindaki bir ortogonal
izdiisiim,

P =P =p?

esitligini saglayan bir P € B(H) operatiriidiir [|15]].
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3

HILBERT UZAYLARINDA SAYISAL BOLGE

Bu boliimde; [3], [18], [19], [201, [21], [22], [13[], [23]], [24], [14], [25], [26] ve [7]
kaynaklarindan yararlanilmistir.

3.1 Sayisal Bolge Kavrami ve Ornekler

Tanim 3.1. H reel veya kompleks Hilbert uzayi olarak verilsin. 7' € B(H ) olmak
izere 1" operatoriiniin sayisal bolgesi

W(T) :={(Tz,z) :x € H,||z|| = 1}

seklinde tanimlanir.

Aksi belirtilmedikge tez boyunca Hilbert uzaymim kompleks oldugu ve 7' € B(H)

oldugu varsayilacaktir.

Aciklama. [ € B(H) birim operatdr oldugunda herhangi «, 3 € C kompleks
sayilari, herhangi R,T € B(H) operatorleri ve U € B(H) iiniter operatorii i¢in

sayisal bolge su ozelliklere sahiptir:
W(aT + BI) = aW(T) + {8},

W(T) ={a|aeW(T)},
W(U*TU) = W(T),

W(R+T)C W(R)+ W(T).

o

matrisi ile tammlanan bir operator olsun. T operatoriiniin sayisal bolgesini bu-

Ornek 3.1. C? uzayinda T,

11



lalim.

Coziim. y = (f.g) ise |ylI* = [fI" + 9] = L, Ty = (9.0) ve (Ty,y) = gf
esitlikleri elde edilir. Boylece

N | —

Ty )] = lal 7] < 51+ Igf) <

bulunur. z = |(T'y, y)| olarak se¢ildiginde

W(T) {z:|z| g%}

olur. Ote yandan z = re?, 0 <r < % olsun. sin2a = 2r < 1ve 0 < a < 7 iken

y = (cosa, e’ sina) olarak segilirse

(Ty,y) = e“sinacosa = re’

olur ve buradan {z : [z| < 1} C W(T) bulunur. O halde

W(T) = {z:\z\ < %}

1
2

AR
_D?an

Sekil 3.1 Yarigcapi %’ye esit olan kapali disk

elde edilir. Boylece sayisal bolge, yarigapi 5’ye esit olan i¢i dolu bir disktir [3]].

Ornek 3.2. ¢, Hilbert uzayt iizerindeki

T(f1, f2, f3, ) = (f2, f3, fa, )

geri oteleme operatoriiniin sayisal bolgesini bulalim.

Coziim. Herhangi bir f = (f1, f2,...) € lo, ||f]| = licin T'f = (fa, f3,...) olur.
Oyleyse sayisal bolgenin elemanlari

(Tf.f)= fifo+ fofs+ fafa+ ...

12



seklinde bulunur. | f1|* + | f2|* + ... = 1 oldugundan

KT, 0Ol < Al lfe] + 12l | f3] + .
< %[|f1!2+2|f2!2+2|f3|2+...] <[2-1A]

esitsizligi elde edilir. Burada iki durum soz konusudur: Eger [fi| # 0 ise
(Tf, f)] < 1 olacaktir ve W (T') sayisal bolgesinin elemanlari {z : |z| < 1} acik
birim diskinde bulunacaktir.

Sekil 3.2 Yaricapr 1’e esit olan agik birim disk

|f1| = 0 olmast halinde ise |(T'f, f)| < 1 bulunacak ve W (T") sayisal bolgesinin

elemanlari {z : |z| < 1} kapali diskinde yer alacaktir.

Sekil 3.3 Yaricap1 1’e esit olan kapal1 birim disk

Bulunan sayisal bolgelerin kesisimi W (7") dir [3]].

Ornek 3.3. A: C? — (2

[T b], reRbeC
0 —r

matrisi ile temsil edilen bir doniisiim olsun. A doniisiimiiniin sayisal bolgesini bu-

lalim.

Coziim. (f,g) C*de birim vektor, f = e®cosf, g = esinf,a € [0,3],8 €
[0, 27) olsun.
Af = (remcose + be®sind, —reiﬁsine)

13



ve
(Af, f) =1 (cos®0 — sin®0) + be"?~sinfcos) = x + iy,

6]

xr = rcos20 + ?sm29008(5 —a+7),

y = I?Msm(ﬁ —a+7)sin26,

v = argb
bulunur. Boylece
b2
(7 — rcos20)* + y* = %sinz%

elde edilir. Bu bir cember ailesidir ve birlesimleri elde edilebilir. Bu son ifade,

(x —rcosg)* +y* = ——sin*¢p, 0< o<

olarak yazilirsa ve ¢’ye gore tiirev alinirsa

2
(x —recoso)r = %cosqﬁ

esitligi elde edilir. Son iki denklemde ¢ yok edilerek

xXr Yy o
o BE T E L
o T

2 2
2

elde edilir. Bu merkezi 0, kiiciik ekseni b ve bityiik ekseni v/472 4 b? olan bir elipstir
(3]

Asagidaki lemma sayisal bolgenin konveksligini kanitlarken yardimer olacaktur.
Lemma 3.1. T, iki boyutlu uzayda bir operator olsun. O halde W (T'), odak nokta-

lart T"’nin ozdegerleri olan bir elipstir.

Ispat. Genelligi bozmaksizin (bkz. [3]), T bir iist iiggensel matris olarak secilebilir:

)\1 a
0 ol

Burada \; ve A\, T"nin 6zdegerleridir.
Eger A\ = \y = \ise



(bkz. Ornek ve W (T'), merkezi A, yaricapi L'Q”l olan bir cember olarak bulunur.
A1 # Ay ve a = 0 oldugu durumda matris su sekildedir:

A
r— MO
0 A

v =(f,g9)ise,t = " ve |f|* +|gI” = Liken, (T, ) = At || + Ao [g]* = tAs +
(1 —1t)Ay olur. Boylece W (T'), A; ve A2 nin konveks kombinasyonlar1 kiimesidir ve
bu noktalar1 birlestiren dogru parcasidir.

v . A=A 0
Eger A\ # Xy ve a # 0 ise, 2522 = re” iken,

T

)\1 + )\2 . [—)\1;)\2 a ]
2 - I

o |:T B A1 —g )\2:| J [7” ae~"

bulunur. W (R), (0,0) merkezli, kiigiik ekseni |a| (bkz. Ornek [3.3), odak noktalar1
(r,0) ve (—r,0) olan bir elipstir. Boylece W (7'), odak noktalar1 A\; ve A\ olan bir
elipstir ve bilyiik eksenin reel eksenle yaptigi ag1 6 dir [3]]. |

Sayisal bolge icin yapilan tanimlama, Hilbert uzayiin reel veya kompleks olma
durumuna gore degiskenlik gostermemektedir. Tanimin ayni olmasina karsin
uzayin kompleks olmasi1 durumunda saglanan baz1 6zellikler, reel olma durumunda
saglanmaz. Ornegin kompleks Hilbert uzayinda sifirdan farkli 7' operatorii igin

W(T) = {0} olmas1 miimkiin degilken reel Hilbert uzayinda miimkiin olabilir:

Ornek 3.4. T : R? — R? operatorii,

0 -1
1 0
matrisi ile tamimlansin. 'T' operatoriiniin sayisal bolgesini bulalim.

Coziim. a = (u,v) € R? olsun.

olarak bulunur ve



oldugundan W (T') = {0} esitligine ulagilir. Burada hem reel Hilbert uzayinda
sifirdan farkli bir operatdriin sayisal bolgesinin sifira esit olabilecegi hem de sayisal

bolgenin tek bir elemandan olusabilecegi gézlemlenmis olur.

Ornek 3.5. T : C2 — (2 operatorti,

A O
0 A

matrisi ile tamimlansin. 'T' operatoriiniin sayisal bolgesini bulalim.

R

(Tz,z) = ((Af, X29), (f,9)) = M ff 4+ Xegg = M\ |f|2 + A ’9’2

elde edilir. Tanimdan ||z|| = 1 dir. O halde

Coziim. x = (f,g) € C? olsun.

Ty =

Il = V{(£. 9), (f.9)) = |fI* + 19" = 1

bulunur.

| f|* = t olarak segildiginde |g|* = 1 — ¢ olur. Boylece
(Te,x) = Mt+X(1—t) (0<t<1)

W(T) = {(Ta, ) = Mt + Ao(1— ) [0 <t < 1}

esitligine ulasilir. Boylece sayisal bolge, uc noktalart A;ve Ay olan bir dogru

parcasidir.

A Az

Sekil 3.4 Dogru parcast

Ornek 3.6. T : C? — C? operatirii, a € R olmak iizere

b

matrisi ile tamimlansin. 'I' operatoriiniin sayisal bolgesini bulalim.

16



Coziim. x = (f,g) € C? olsun.

Ty =

0 al |f _ |ag
0 0| |g 0
(Tz,z) = ((ag,0),(f,9)) = agf + 05 = agf

(T, z)| = |agf| = lal [g] || = lallg] /]

AB < (A% 4 B?) esitsizligi kullanilarak

(7)< 2112 + g

ifadesi elde edilir.

2] = V{z,z) = [lz|> = (x,2) = {(},9), (f.9)) = ff+95=f]"+ 9] =1

oldugundan

(T, )] < 4

elde edilir. z = (T'z, z) € C olarak alindiginda
_ el < 1
W(T) = zE(C.\z|§2

bulunur. Sonug olarak sayisal bolge; merkezi (0,0), yarigapi %‘

disktir.

olan kapal1 bir

Teorem 3.1. (Toeplitz-Hausdorff) Kompleks diizlemde sayisal bolge konveks

kiimedir.

Ispat. Bir kiime konveks ise kiimedeki herhangi iki nokta birlestirildi§inde ortaya
¢ikan dogru pargasi yine bu kiimenin i¢inde yer alir. a,b € W(T') ve ||z|| = ||y|| =
1 olsun. O halde a = (T'z,x), b = (Ty,y) yazlabilir. Ispat igin a ile b noktalarim
birlestiren dogru parcasinin W (T') sayisal bolgesinin igine diistiigiinii gostermek
yeterli olacaktir. P, z ve y vektorleri ile iiretilmis ortogonal bir izdiisiim olsun.
(PTPx,z) = (Tz,z) ve (PTPy,y) = (Ty,y) oldugundan a ve b elemanlar
aym zamanda W (PTP) sayisal bolgesinin elemanidir. Lemma [3.1fden dolay:
W (PTP) bir elipstir. O halde bu elipsin i¢inde olan a ve b noktalarinin olusturdugu
dogru pargasi da bu bolgenin icinde olacaktir. Oyleyse bu dogru pargasindan bir ¢
noktasi secildiginde, ||z|| = 1 olmak iizere, ¢ = (PT Pz, z) esitligi yazilabilir. Yani
¢ = (PTPz z) € W(PTP) olur. Ayn1 zamanda ¢ = (T'Pz, Pz) yazilabildiginden
¢ € W(T) bulunur. Boylece W(PTP) C W(T) oldugu ve W(T) sayisal
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bolgesinin bahsedilen dogru parcasini icerdigi bulunmus olur [3]. Bir diger ispat
da su sekildedir: sayisal bolgeden alinan birbirinden farkli a; ve a5 noktalari i¢in
ay = (Tf, ) ve ag = (T'g, g) esitlikleri vardir. Burada f ve g birim vektor ve T', H
Hilbert uzayindaki sinirl lineer bir operatordiir. «; # o oldugundan bu vektorler
lineer bagimsizdir. Bundan dolay1 bu vektorler A uzayimin iki boyutlu(kapali) bir
Y alt uzayim gerebilirler. O halde Y alt uzayi, o ve a, elemanlarini ve dolayisiyla
bu iki nokta arasindaki dogru parcasini da iceren konveks bir sayisal bolgeye(eliptik

bir disk veya dogru pargasina) sahiptir [22]. |

W (T), spektrumu smirlamak i¢in de kullanilir:

Teorem 3.2. Bir T’ € B(H) operatiriiniin spektrumu, sayisal bolgesinin kapanigi

tarafindan kapsanir. Yani,

o(T) € W(T)

saglanir.

Ispat. 1spaticin spektrumun sinirina bakmak yeterlidir. Spektrumun sinir1, yaklasik
nokta spektrumunda bulunur (bkz. Tamm [2.19). W(T) konveks olduundan
o4p(T) C W(T') kapsamasinin saglandigini gostermek yeterlidir. Yaklasik nokta
spektrumundan herhangi A elemanin1 ve [[(T" — AI)y,|| — 0 olacak sekilde {y,,}

birim vektor dizisini ele alalim. Schwarz esitsizliginden yararlanarak
(T = Ay, )| < (T = AD)yall [yl

elde edilir. Oyleyse
(T = ADyn, yu)| < (T = AM)ynl| — 0

(T = AD)yn, yn)| —= 0

‘<Tyn7yn> - /\| —0

bulunur. Buradan (Ty,,, y,) — A elde edilir. O halde A\ € W (T') dir [3]. |

Sayisal bolge, genel olarak spektrumu sinirlamak i¢in kullanilsa da bazi durumlarda

spektrumdan cok daha biiyiik olabilir [26]]:

[
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matrisi ile verilen T' operatorii icin W(T) = {z € C: |z| < 1} iken o(T) = {0}

olur yani tek bir elemana sahiptir.

3.2 Sayisal Yaricap
Tanmm 3.2. 7' € B(H) operatoriiniin sayisal yarigapi

w(T) :=sup{|\| : A e W(T)}
olarak tanimlanir.

0 -1

Ornek 3.8. T : R? — R? operatorii, ] matrisi ile tammlansin. T oper-

atoriiniin sayisal yaricapint bulalim.

Coziim. a = (u,v) € R? olsun.

(Ta,a) = ((—v,u), (u,v)) = —vu+uv =0
W(T) = {0}
w(T) = sup{lz| : 2z e W(T)={0}} =0

bulunur.

Sayisal yaricap, Lagrange ¢arpan1 metodu ile de bulunabilir:

o

matrisi ile tanmimlannus olsun. 'I' operatoriiniin sayisal yarigapini Lagrange ¢carpani

Ornek 3.9. T : C? — C? operatorii,

metodu ile bulalim.
Coziim. x = (f,g) € C? elemanmim alahm.

re-nso- [0 []-[]

T(f,9) = (9,0)
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(Tz,x) =(T(f,9).(f.9) ={(g.0),(f.9)) = 9f
(T, x)| = |gf| =gl | f| = lg| | /]

bulunur.

[fl =715 lgl =72

olsun. O halde fonksiyon h(ry, ry) = r17e seklinde tanimlanabilir. Bu fonksiyonun,
|x|| = 1 denklemini saglayan noktalarinin, maksimum degeri bulunmalidir.
Oyleyse
[zl = ((f,9). (f.9)) =1
1P+l =1

oldugundan
]{J(Tl,rg) :T%—FTS —1=0

seklinde tanimlanabilir. Lagrange ¢arpan1 metodundan
Vh = A\VEk

Tl + TJ = 2\ri + 2/\ng
denklemi elde edilir. Burada katsayilar esitlendiginde

/\22, r1#0 ve )\:i, ryo # 0
27’1 27"2
bulunur. iki denklemi birlestirdigimizde r? = r2 yani r, = £r; esitligi elde edilir.
Bulunan bu esitlik
k(ri,ro) =ri+7r5—1=0

denkleminde yerine yazildiginda; ro = r; igin 2r? = 1 yani r; = :I:\% bulunur.

Buradan — | .
(7)) = ()
noktalari elde edilmis olur. 7y = —ry igin ise yine 2r? = 1 yani r; = j:\/i5 esitligi
elde edilir. Buradan da
1 1 1 1
(7)) = (7
noktalar1 elde edilir. Bu noktalar fonksiyonun ||z|| = 1 denklemi iizerindeki

ekstremum noktalaridir. Noktalar fonksiyonda yerine yazildiginda

h(M,) = %, h(My) = % h(Ms) = _%, h(My) = _%
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degerleri elde edilir. Fonksiyonun maksimum degeri

1 1 1
) = e
w(T) max{z, 2} 5

bulunur. Bu deger ayn1 zamanda sayisal yaricapa esittir.

Teorem 3.3. 7' € B(H) olmak iizere w(T) < ||T'|| < 2w(T') saglanr.

Ispat. Sayisal yaricap, sayisal bolgenin elemanlarmmin mutlak degerlerinin
supremumuna esitti. u € H ve |lu|| = 1 ise Cauchy-Schwarz esitsizligi

kullanilarak,
[(Tu, w)| < || Tul] [Jul] < [T

bulunur. Operator normu tanimi
1T = sup{|[Tul| : w € H, [[ul] = 1}

seklindedir. O halde

w(T) = sup{{Tu,u) : u € H, |lul = 1}

< sup{[|Tull - w e H, |ul] = 1} = |[T]
oldugu goriiliir. ||T'|| < 2w(T) ifadesini ispatlamak i¢in Teorem [2.2]kullanilabilir:

4(Tu,v) = (T'(u+v),u+v) — (T'(u—v),u—wv)
+i (T (u+iv),u+ ) — i (T(u— ), u —iv) .

Teorem [2.1] kullanilarak

4 (T, o) < w(T) [lu+ol® + llu—ol* + llu+ivl* + flu— iv]’]
2w(T)(l[ull” + [[0]]*) + 2w (T) (ull* + [liv]*)
4w(T)(flull* + o)

elde edilir. |ju|| = ||v] = 1 oldugunda |(Tu,v)| < 2w(T") bulunur ve bdylece
IT|| < 2w(T) esitsizligine ulagilir. [

Teorem [3.2] ve Teorem [3.3|kullanilarak asagidaki sonuca varilabilir.
Sonug 3.1. Her T' € B(H) operatorii icin r(T) < w(T') < ||T|| saglanr.

Onerme 3.1. Eger w(T) = ||T|| ise r(T) = ||T|| olur:
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Ispat. w(T) = ||T| ise |\| = ||T|| olacak sekilde bir A € C sayisi ve (T, ) —
A olacak sekilde (y,)nen birim vektor dizisi vardir. Ispat i¢in A elemaninin
spektrumun elemani oldugu gosterilmelidir. Yani (7" — AI)y,, — 0 olacak sekilde

(Yn )nen birim vektor dizisinin varligindan s6z edilebilmelidir:

(T = ADyall® = Ty = Mg, Ttn — i)
= NTynll* = (Tyn, Ayn) = N, Tin) + (AL [[ym”
< TP = ATy, yn) = A (s Tym) + 1T
2|T)° —22A =0

i

bulunur. Yukarida [(Ty,,yn)| < ||Ty.|| < ||T|| esitsizligi kullanilarak gegis
yapilmistir. Sonug olarak [|(T — A\ )y, | ifadesinin sifira gittigi goriiliir. Oyleyse
A € o(T) bulunur. Operator normu, spektral yarigaptan kiiciik olamaz (bkz. Sonug
. Burada operator normu |\| oldugundan spektrumda bundan mutlak degerce
daha biiyiik eleman olamaz. O halde r(7") = ||T'|| esitligine ulagilir. |

Onerme 3.2. Eger A € W(T) ve |\| = ||T|| ise A € 0,(T) olur.

Ispat. \ = (Tu,u) € W(T), ||u|]| = 1 olsun. O halde
T[] = KTw, w)| < |[[Tull [Jul} = | Tul] < [T

bulunur. Buradan |[(Tu, u)| = ||T'ul| ||u|| esitligi elde edilir. O halde 3 = € C igin
Tu = zuolur. A\ = (Tu,u) = (xu,u) = z esitliginden dolay1 Tu = \u elde edilir.
Sonug olarak A\ € ¢,(7") bulunur. |

Onerme 3.3. ran(T) L ran(T*) ise w(T) = L || T|| esitligi saglanir.

Ispat. y € H birim vektoriinii alalim. Lineer cebirin temel teoreminden
W(T*)L = ker(T) ve ran(T*) = ker(T)" esitlikleri vardir. O halde y; €
ker(T) ve y, € ran(T*) iken y = y; + yo yazilabilir. Boylece Ty; = 0 ve
(Tya,y2) = (Y2, T*y2) = 0 oldugundan

(Ty,y) = (T +y2) 1 +y2) = Ty + Tya, y1 +y2) = (Ty2, 1)

elde edilir. O halde

lyall* + ll=ll* _ 117
(T < 1T el ol < g P2 = T
bulunur. f keyfi oldugundan w(7) < @ esitsizligine ulasilir. Teorem ten
@ < w(T') yazilabilir. Sonug olarak w(7') = 1 ||T|| esitligi elde edilir. |
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Onerme 3.4. Eger T operatirii idempotent, w(T) < 1 ise T ortogonal izdiisiimdiir.

Ispat. T operatorii idempotent oldugundan T = T? esitligi vardir. Ispat icin
ran(T)*’deki T nin sifir operatorii olduunu gostermek yeterlidir. y € ran(T)

ve x = T'y olsun. O halde ¢ > 0 i¢in
Ty+cx)=Ty+cl?y=ao+cTy=x+cx
bulunur. x L y iken
(T(y + cx), (y + c)) = (L + )y + ) = (1 + Oz, ex) = (1 + el |

elde edilir. Ote yandan w(T) < 1 iken (T'(y + cx),y + cx) < ||y + cz||” bulunur.
Boylece
2 2 2 212
(14 c)ellzl® < [ly + ezl = lylI* + & |||

ve buradan ¢ ||z|* < ||y||® elde edilir. ¢ keyfi secildiginden ||z||, 0’a esit olmalidur.

x = Ty oldugundan T, ran(T)* iizerinde sifir operatoriidiir. |

3.3 Kendine Eslenik Operatorler

Teorem 3.4. T € B(H) operatdriiniin kendine eslenik olmasi icin gerek ve yeter
kosul W(T') C R olmasidur.

Ispat. T = T* ise Yu € H igin (Tu,u) = (u,Tu) = (Tu,u) esitligi saglanr.
Buradan W (T') say1sal bolgesinin reel oldugu goriiliir. Ote yandan her u € H igin
(Tu,u) € Rise (Tu,u) — (u, Tu)y = 0= ((T — T*)u, u) bulunur. O halde 7" — T"*
stfir operatoriidiir yani 7' = 7™ olur [3, 14]. |

Teorem [3.4fe gore kompleks Hilbert uzaymndaki her pozitif operatdr, kendine
esleniktir [[16].

Sonug 3.2. T' € B(H) operatoriiniin pozitif operatir olmast i¢in gerek ve yeter sart
W(T) C [0, 00) olmasidur.

Sayisal bolgenin kapaniginin spektrumu igerdiginden Teorem [3.2]de bahsedilmisti.
O halde asagidaki sonuca ulagilir.

Sonug 3.3. T kendine eslenik operator ise o(T) C R; pozitif operatir ise o(T) C

[0, 00) kapsamalart saglanr [|14) 15]].
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Teorem 3.5. T kendine eslenik operatir ise |T||> < w(T?) saglanr.

Ispat. u € H ve ||u]| = 1 olsun.
| Tul” = (Tu, Tu) = (T*Tu,u) = (T?u,u) < w(T?

bulunur. Operatdr normu tanimindan ||7u/||’larin supremumu ||7'|| ifadesine esittir.
Boylece
IT))* < w(T?)

saglanir. [

Teorem 3.6. T kendine eslenik operatér ise w(T?) < (w(T))?* saglamr.

Ispat. A\ € W(T?),u € H ve |ju|]| = 1 olsun. z = T'u olarak alindiginda

— <T2u,u>2 = (Tu,Tu)?
= (Tu,z)’
< (Twu,u) (Tz,z) (Cauchy-Schwarz Esitsizligi)
< w(T)(T(Tu), Tu)
< w(@P|Tul?
= w(T)* (Tu, Tu)
= w(T)*(T?u,u)
= w(T)*\

bulunur. A > 0 igin A < w(7T)? elde edilir. Sol tarafin supremumu alindi§inda
w(T?) < (w(T))? esitsizligine ulagilir [7]. |

Sonuc 3.4. T kendine eslenik operatir ise ||T'|| < w(T) dir.

Ispat. Teorem 3.5|ve Teorem [3.6/dan bulunur. n
Sonug 3.5. T kendine eslenik operatir ise ||T'|| = w(T) dir [14].

Ispat. “Yu birim vektorii icin [(Tu, w)| < | Tul| ||lul| < || ||u|® = ||T|| dogrudur.
|(Tu, u)| ifadesinin supremumu alindifinda w(7") < ||T|| bulunur. Ote yandan

Sonug 3.4 ten ||T'|| < w(T) esitsizligi vardir. Dolayisiyla ||T'|| = w(T') elde edilir.
|

Sonuc 3.6. T kendine eslenik operatir ise |T|° = w(T?) = (w(T))? = || T?||

saglanir.
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Ispat. Teorem Teorem ve Teorem dan otirti 7" kendine eslenik
operatorii i¢in
2 2
17" < w(T?) < (w(T))* < |7

esitsizligi yazilabilir. Buradan w(7?) = (w(T))? = ||T||” elde edilir. T2 kendine
eslenik oldugundan, Sonug[3.5ten, || 72| = w(7?) esitligi vardir. Boylece istenilen

sonuca ulagilir. [ |

Teorem 3.7. R kendine eslenik operator, A sifirdan farkli bir kompleks sayt olmak
iizere T'= AR ise ||T|| = w(T) dir [23].

Ispat. \™'T = R kendine eslenik operator ise Sonug [3.5[ten | \7'T|| = w(A~'T)
dir. Buradan A7 ||T|| = [\ 7Y w(T) yazilabilir. Boylece ||T|| = w(T) esitligine
ulagilir. [

Teorem 3.8. Bir T' € B(H) operatériiniin sayisal bolgesi dogru parcasidir ancak
ve ancak R kendine eslenik operator iken T' = ol + R esitligi vardr.

Ispat. W(T) = {a + Bz : x € R} dogru pargasi olsun. Buradan 3~!(a + fzx) —
B lareeldir. R = 87T — 'l olsun. O halde herhangi bir u birim vektorii igin
(Ru,u) = BT (u,u) — f~ al (u,u) = 7 (a + Bx) — B~ ' reeldir. Boylece
R operatoriiniin kendine eslenik oldugu ve 7' = ol + SR esitligini sagladig
goriiliir. Ote yandan, R kendine eslenik operator olmak iizere T = ol + 3R
esitligi saglansin. u birim vektor olmak tizere (Tw,u) € W (T) olsun. Buradan
(Tu,u) = ((al + BR)u,u) = a(u,u) + B (Ru,u) elde edilir. R kendine eslenik
operator oldugundan (Ru,u) reeldir. O halde x € R olmak tizere (Tu,u) =
a (u,u)+F (Ru,u) = a+ Bz yazilabilir. Buradan W (T') dogru pargasidir [20]. W

3.4 Normal Operatorler

Onerme 3.5. W (T') dogru parcast ise T normal operatordiir.

Ispat. W (T') dogru pargast ise R operatorii kendine eslenik iken T = ol + SR
esitligi yazilabilir. O halde

TT* = (ol + BR)(al 4+ BR) = |af’* + afR + paR + |8)* R*

veE

T*T = (&l + BR)(al 4 BR) = |a|> + aBR + paR + |5)* R*

esitlikleri elde edilebilir. Buradan 77" = T™7T oldugu yani 7' operatoriiniin normal

oldugu goriiliir. [
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Teorem 3.9. T normal operatir ise k = 1,2, ... icin HT’“H = ||T||¥ ve r(T) =
w(T) = ||T|| saglamr.

Ispat. Herhangi x € H igin
|T||* = (T"T,x) < |T*Tx||

yazilabilir ve buradan ||T'||*> < ||72|| bulunabilir. |72| < ||T||* her zaman dogru
oldugundan || T2|| = ||T'||* elde edilir. k = 2,3, ... icin

75| = (7T, T4 < |74+ |71

olur. Bu ifade | 72| = ||T||” ile birlestirilerek ve tiimevarim kullanilarak k =
1,2,... igin | T%|| = [|T||* elde edilir. Tanum 2.20fden r(T) = limy o, || 7%[|""

esitligi vardir. Boylece

r(T) = lim [|7)]7" = tim |75 = |7

bulunur. Sonug3.1fden r(T) = w(T') = ||T|| oldugu sonucuna varilir [3].

T normal operator olmak itizere w(7') = ||T|| esitligi, kompleks H uzayi i¢in

saglamyorken reel H uzayi i¢in saglanmayabilir:

L)

matrisi ile verilen T' € B(H) operatorii icin w(T) = 0 iken | T|| = 1 dir.

Ornek 3.10. H = R? olsun.

Teorem 3.10. 7' normal operator ise T’ operatoriiniin farkli 6zdegerlerine karsilik

gelen ozvektorler ortogonaldir.

Ispat. f ve g; Tf = \f, Tg = g ve X # ~ olacak sekilde 7" nin dzvektorleri

olsun. O halde A(f,g) = (Af,g9) = (T'f,9) = (/. T"9) = {f,79) = 7{f. 9)
esitligi yazilabilir. Buradan (A — 7) (f,g) = 0 bulunur. A — v # 0 oldugundan

(f,g) = 0 dir. Sonug olarak f ve g ortogonaldir. [ |

Teorem 3.11. T, iki boyutlu H Hilbert uzaymmda normal operatir ise W (T') dogru

parcasidir.
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Ispat. x ve y, birbirinden farkli \ ve v Ozdegerlerine karsilik gelen normalize
edilmig 6zvektorler olsun. Teorem [3.10[dan bu vektorler lineer bagimsizdir ve
bundan dolay1 H uzayi i¢in bir baz olustururlar. H uzayindaki her f birim vektorii
icin, f = pr+qy yazilabilir. |p|>+|q|> = Liken (T'f, ) = (pAx + qyy, pr + qy) =
Ip|* X + |q|* vy elde edilir. ¢ = |p|* olarak segilirse (T'f, f) = tA + (1 — )7 olur. O
halde W (T'), ug¢ noktalar1 A ve y olan dogru pargasidir [23]]. [

Teorem 3.12. )\, T' normal operatoriiniin rezolvent kiimesinde yer alan herhangi

kompleks sayr olsun. O halde asagidaki esitsizlik dogrudur:

(T = ADyl = d(X,o(T)) yeH |yl =1

Ispat. (T — \I)~! normal oldugundan
[T = A1) = (T = A1) = sup {r] 7 € o(T = A1)}

esitligi vardir.

(T -2 = {25 v o)}

oldugundan

1

H(T—)\I)_IHzsup{h_)\| Z’}/GO'(T)} 1

“inf{A =y ea(D)}

bulunur. inf {|A —~|: v € o(T)}, A noktasinin o (7") kiimesine uzakhigim temsil

ettiginden
1 1

nf{A=rl:vea(l)} dXa(T))
yazilabilir. O halde normu 1’e esit olan herhangi y € H icin

d(\,o(T)) = (T =AD" < (T = ADyy|

elde edilir [3]]. [ |

Teorem 3.13. T normal operatir ise W(T') = ko(o(T)) esitligi vardur.

Ispat. Ispat i¢in T nin spektrumunu iceren C’deki herhangi kapali yari-diizlemin
W (T) sayisal bolgesini de igerdigini gostermek yeterli olacaktir.  Genelligi
bozmaksizin, o(7') C {z: Rez < 0} oldugunu ve sanal eksenin ko(c (7)) nin bir
noktasin icerdigini fakat herhangi iki noktasini ayirmadigini, yani sanal eksenin

ko(o(T)) igin bir destek dogrusu oldugunu varsayalim.
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x>0,z+iy € W(T) ve ||f|| = 1, (Tf, f) = = + iy oldugunu kabul edelim.
(f,g) =0ikenTf = (z +iy)f + g, w € R ve u > 0 olsun. Bu durumda u, T’
operatoriiniin spektrumunda degildir. O halde Teorem [3.12]kullanilarak

d(u, o(T)) < [|(T' = wl) f]]

yani
W < |(x —u+iy)f+gl’ = (@ —u)?+ >+ gl

yazilabilir. Buradan z,u > 0 olmak iizere 2xu < 22 + y? elde edilir. u keyfi

oldugundan bu bir ¢eligkidir. [ |

3.5 Degismeli ve Uniter Operatorler
Teorem 3.14. R pozitif operatir, TR = RT ise W (T'R) C W (T)W (R) kapsamast

saglanir.

Ispat. R pozitif oldugundan Teoreme gore tek bir R vardir. O halde TRY/? =
RY2T esitligi yazilabilir. ||y|| = 1, RY?y # 0 ve 2z := W ise (TRy,y) =
(TRY?y, R\?y) = (Tz||R"*y||, 2 ||RV?y||) = (T2 2) (Ry,y) € W(T)W(R)
elde edilir W(TR) sayisal bolgesinden alinan herhangi eleman W (T)W (R)
sayisal bolgesinin de elemani oldugundan W(T'R) C W(T)W(R) kapsamasi

saglanmus olur. [ |

Teorem 3.15. TR € B(H) olmak iizere T normal operator, RT = TR ise
w(RT) < w(R)w(T) olur.

Ispat. Normal operatorlerin spektral ayristmini kullanalim. 7" normal oldugundan
vi € o(T), her P, € B(H) bir ortogonal izdiisiim, her i # j i¢in P, L P;,
>or.P=1ve PR = RP,iken Ty = Y, ;P toplamiyla operatdr normunda
yaklagik olarak hesaplanabilir [25]. Boyle bir Tj igin, w(RTy) < w(R)w(T)

ifadesinin saglandig1 gosterilmelidir. x € H ve ||z|| = 1 ise

(RTyx,x)| = <R (i fyiPi> x, (i PJ> x>

= Z Vi <RPZ$7PJ:C>

ij=1

= |>_ 7 (PRPx, Pyx)

2,j=1

(pszzaj:p,?)

J J
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= > 7 (R(P;P)z, Px)

4,j=1

= i% (RPx, Px)

=1

> il (RPx, P)|

(RP, = P.R)

<
< D w(D)[(RP), (Pa)]  (n] <r(T) = w(T)
< Y w(T)w(R) | Pz

i=1
2

= w(T)w(R)

S Pa
— w(T)w(R) |z
= w(T)w(R).

Her yaklagik operator 7 igin w(RTy) < w(R)w(T) oldugundan w(RT) <
w(R)w(T) elde edilebilir [24]. n

Lemma 3.2. Q iiniter operatir, TQ) = QT ise w(QT) < w(T) saglanur.

Ispat. @ iiniter operatdr oldugundan aym zamanda normal operatordiir. O halde
Teorem kullanilarak w(QT) < w(Q)w(T) bulunur.  uniter oldugundan
|Qx|| = ||z|| esitligi vardir.

QI = sup 1221 4
feli=1 1]

operator normu tanimindan ve Teorem [3.9[dan w(Q) = ||Q|| = 1 olur. Boylece
w(QT) < w(T) saglanir. |
Sonug 3.7. Uniter operator Q icin w(Q) = 1 olur.

Lemma 3.3. Q bir izometri, QT = TQ ise w(QT) < w(T) olur.

Ispat. @ izometri oldugundan Q*Q) = I ve buradan (QTa,a) = (Q*QQTa,a) =
(QTQa, Qa) yazilabilir. Bu nedenle ran(@) nun incelenmesi yeterli olacaktir.
Herhangi a = Qb € ran(Q) igin QQ*a = QQ*Qb = Qb = a oldugundan, ran(Q)
tizerinde, QQ* = I esitligi elde edilir. O halde @ iiniterdir. Lemma(3.2[den, ran(Q)
tizerinde, w(QT) < w(T) elde edilir [3]. |
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SONUC

Calisma boyunca, iki boyutlu Hilbert uzaylarinda tanimli sinirli lineer operatorlerin
sayisal bolgelerinin elips oldugu, yine Hilbert uzaylarindaki sinirli lineer bir
operatoriin spektrumunun sayisal bolgesinin kapanigi tarafindan kapsandigi, sayisal
yaricap kavraminin spektral yaricap ve operator normu ile iligkili oldugu
goriilmiistiir. Bunlara ek olarak bir Hilbert uzay1 tizerinde tanimli kendine eglenik
operatoriin sayisal bolgesinin reel oldugu, iki boyutlu Hilbert uzayinda tanimli

normal bir operatoriin sayisal bolgesinin ise dogru pargasit oldugu gozlemlenmistir.
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