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Büşranur ŞERAN tarafından hazırlanan tez çalışması 10.07.2023 tarihinde
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Dr. Öğr. Üyesi Elif DEMİR
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ÖZET

Bazı Uzaylardaki Operatörlerin Sayısal Bölgeleri

Büşranur ŞERAN

Matematik Anabilim Dalı
Yüksek Lisans Tezi

Danışman: Dr. Öğr. Üyesi Elif DEMİR

Bu tez çalışmasında, operatör teoride birçok uygulaması bulunan sayısal bölge
kavramı, özel olarak Hilbert uzaylarında, detaylı bir şekilde incelenmiştir.

Tez dört bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölümde bu çalışmayla alakalı literatür özeti verilmiş, tezin amacından ve
hipotezden bahsedilmiştir.

İkinci bölümde çalışma boyunca ihtiyaç duyulan temel tanım ve teoremler
bulunmaktadır.

Üçüncü bölüm beş alt kısımdan oluşmaktadır. Birinci alt bölümde bu çalışmanın
ana konusunu teşkil eden sayısal bölge kavramının tanımı verilmiştir. Sayısal bölge
spektrum ile ilişkilendirilmiş, çeşitli örnekler ile somutlaştırılmıştır. Örneklerde
operatörlerin matris temsilleri kullanılarak sayısal bölgeler bulunmuş, grafiksel
olarak da gösterilmiştir. İkinci alt bölümde sayısal yarıçap kavramının tanımı
verilmiş ve buna ek olarak Lagrange çarpanı metodu ile sayısal yarıçap
hesaplanmıştır. Sayısal yarıçapın, spektral yarıçap ve operatör normu ile ilişkisi
incelenmiştir. Diğer alt kısımlarda Hilbert uzaylarındaki özel operatör sınıfları
üzerinde durulmuştur. Bu özel operatör sınıfları kendine eşlenik, normal, değişmeli
ve üniter operatörler olup, her birinin tanımları ve özellikleri kullanılarak, teoremler
ile incelenerek, sayısal bölge karakterizasyonları yapılmıştır.

Dördüncü bölüm olan son kısımda ise elde edilen sonuçlara yer verilmiştir.
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Anahtar Kelimeler: Sayısal bölge, Hilbert uzayı, kendine eşlenik operatör,
normal operatör, üniter operatör.
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ABSTRACT

Numerical Ranges of Operators on Some Spaces

Büşranur ŞERAN

Department of Mathematics
Master of Science Thesis

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Elif DEMİR

In this thesis, the concept of the numerical range, which has many applications in
operator theory, is examined in detail, especially in Hilbert spaces.

The thesis consists of four parts.

In the first part, a summary of the literature related to this study is given, and the
purpose of the thesis and the hypothesis are mentioned.

In the second part, there are the basic definitions and theorems needed throughout
the study.

The third part consists of five subsections. In the first subsection, the definition
of the concept of numerical range, which is the main subject of this study, is
given. The numerical range is associated with the spectrum and embodied with
various examples. In the examples, numerical ranges were found using the matrix
representations of the operators, and they were also shown graphically. In the
second subsection, the definition of the concept of numerical radius is given and
in addition to this, the numerical radius is calculated by the Lagrange multiplier
method. The relationship of the numerical radius with the spectral radius and the
operator norm has been examined. In other subsections, special operator classes in
Hilbert spaces are discussed. These special operator classes are self-adjoint, normal,
commuting and unitary operators, and their numerical range characterizations
have been made by using the definitions and properties of each, examining with
theorems.
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In the last part, which is the fourth part, the results obtained are given.

Keywords: Numerical range, Hilbert space, self-adjoint operator, normal operator,
unitary operator.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
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1
GİRİŞ

1.1 Literatür Taraması
Sonlu boyutlu uzaylardaki sayısal bölgenin tanımı, 1918 yılında, Otto Toeplitz
tarafından yapılmıştır [1]. Felix Hausdorff ise, 1919 yılında, sayısal bölgenin sonlu
boyutlu Hilbert uzaylarında konveks olduğunu ispatlamıştır [2]. Sayısal bölge,
yaygın olarak W sembolü ile temsil edilmektedir. Bu sembolün, Almancadaki
"Wertvorrat" kelimesinden geldiği bilinmektedir. W , çok farklı şekillerde
adlandırılmıştır. Fonksiyonel analiz topluluğu sayısal bölge, matris analizi
topluluğu değerler alanı, Rus topluluğu Hausdorff alanı olarak isimlendirmişlerdir
[3]. Marshall Stone ise, operatör teori üzerine yazdığı kitapta, sayısal bölge adını
kullanmıştır [4].

1961 yılına gelindiğinde Günter Lumer ve hemen ertesi yıl Heinz Bauer, normlu
uzaylardaki sayısal bölge için tanım yapmışlardır [5, 6]. Lumer’in tanımı yarı iç
çarpımlara; Bauer’in tanımı dual uzaya dayanmaktadır. F. F. Bonsall ile J. Duncan,
1971 ve 1973 yıllarında, sayısal bölge ile ilgili iki tane kitap yayınlamışlardır [7,
8]. J. Giles ve G. Joseph, 1974 yılında, sınırsız operatörlerin sayısal bölgelerini
incelemişlerdir [9]. 1975 yılında J. Giles, G. Joseph, D. Koehler ve B. Sims
yerel konveks uzaylardaki operatörlerin sayısal bölgeleri üzerine çalışmışlardır
[10]. Yine 1975 yılında, Bela Bollobas ve Stephen E. Eldridge, sınırsız lineer
operatörlerin sayısal bölgeleriyle ilgili bir makaleyi, Giles ve Joseph’in makalesini
referans alarak yayınlamışlardır [9, 11]. 2020 yılında ise bazı özel Banach
uzaylarındaki operatörlerin sayısal bölgeleri, K. Mandal, A. Bhanja, S. Bag ve K.
Paul tarafından çalışılmıştır [12]. Burada verdiklerimize ek olarak Halmos, Sinclair,
Vidav gibi birçok matematikçi sayısal bölgeler üzerine bu tezde de kullanacağımız
çalışmalar yapmışlardır. Bu çalışmada çoğunlukla teorik kısmıyla ilgilenilen sayısal
bölgelerin; diferansiyel denklemlerde, sayısal analizde, kuantum fiziğinde, yazılım
alanında ve özellikle son yıllarda popüler olan kuantum bilgisayarlarda çokça ve
yaygın olarak kullanıldığı bilinmektedir.
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1.2 Tezin Amacı
Bu tezin amacı; teorik alanların yanı sıra geniş uygulama alanlarına da sahip olan
sayısal bölge kavramını, Hilbert uzaylarında, tanım, teorem ve örnekleriyle verip ek
olarak bu uzaydaki özel operatör sınıflarında incelemektir.

1.3 Hipotez
Sayısal bölge kavramı ve uygulamaları ile alakalı yapılan birçok çalışma literatürde
bulunmaktadır. Bu çalışmaların bir kısmı Banach cebirlerinde, normlu uzaylarda,
Hilbert uzaylarında ve yerel konveks uzaylarda yapılmıştır. Bu tezde ise Hilbert
uzaylarında sayısal bölge kavramı ele alınacaktır.
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2
TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde; [13], [14], [15], [16] ve [17] kaynaklarından yararlanılmıştır.

Tanım 2.1. U ̸= ∅ bir küme, F cisim olarak verilsin. + : U × U → U , · :

F×U → U işlemleri tanımlansın. Aşağıdaki şartların sağlanması durumunda U ’ya
F üzerinde vektör uzayı denir.

U , +’ya göre değişmeli gruptur:

(i) ∀u, v ∈ U için u+ v ∈ U olur.

(ii) ∀u, v, w ∈ U için u+ (v + w) = (u+ v) + w olur.

(iii) ∀u ∈ U için u+ θ = θ + u = u olacak şekilde θ ∈ U vardır.

(iv) ∀u ∈ U için u+ (−u) = (−u) + u = θ olacak şekilde −u ∈ U vardır.

(v) ∀u, v ∈ U için u+ v = v + u olur.

u, v ∈ U ve λ, β ∈ F olsun. Bu durumda aşağıdaki özellikler sağlanır:

(i) λu ∈ U olur.

(ii) λ(u+ v) = λu+ λv olur.

(iii) (λ+ β)u = λu+ βu olur.

(iv) (λβ)u = λ(βu) olur.

(v) 1, F’in birim elemanı olmak üzere 1u = u olur.

Tanım 2.2. X , F cismi üzerinde vektör uzayı olarak verilsin. X üzerindeki norm,
∀x, y ∈ X , λ ∈ F için

(i) ∥x∥ ≥ 0,

3



(ii) ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0,

(iii) ∥λx∥ = |λ| ∥x∥,

(iv) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (Üçgen eşitsizliği)

özelliklerini sağlayan
∥·∥ : X → R

fonksiyonudur ve (X , ∥·∥) ikilisi normlu uzay olarak adlandırılır.

Tanım 2.3. X , R üzerinde vektör uzayı olsun. ⟨·, ·⟩ : X ×X → R fonksiyonunun
X’teki ∀x, y, z elemanı ve ∀λ ∈ R için

(i) ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩,

(ii) ⟨λx, y⟩ = λ ⟨x, y⟩,

(iii) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩,

(iv) ⟨x, x⟩ ≥ 0,

(v) ⟨x, x⟩ = 0 ⇐⇒ x = 0

özelliklerini sağlaması durumunda bu fonksiyon X üzerinde iç çarpım, (X, ⟨·, ·⟩)
ikilisi reel iç çarpım uzayı olarak adlandırılır.

Örnek 2.1. ⟨x, y⟩ =
∑n

k=1 xkyk biçiminde tanımlanan ⟨·, ·⟩ : Rn × Rn → R
fonksiyonu, Rn uzayı üzerinde bir iç çarpımdır. Bu iç çarpıma, Rn uzayı üzerindeki

standart iç çarpım denir.

Tanım 2.4. X , C üzerinde vektör uzayı olarak verilsin. ⟨·, ·⟩ : X × X → C
fonksiyonu, ∀x, y, z ∈ X ve ∀λ ∈ C için

(i) ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩,

(ii) ⟨λx, y⟩ = λ ⟨x, y⟩,

(iii) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩,

(iv) ⟨x, x⟩ ≥ 0,

(v) ⟨x, x⟩ = 0 ⇐⇒ x = 0

özelliklerini sağlaması durumunda bu fonksiyon X üzerinde iç çarpım, (X, ⟨·, ·⟩)
ikilisi kompleks iç çarpım uzayı olarak adlandırılır.
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Örnek 2.2. ⟨x, y⟩ =
∑n

k=1 xkyk biçiminde tanımlanan ⟨·, ·⟩ : Cn × Cn → C
fonksiyonu, Cn uzayı üzerinde bir iç çarpımdır. Bu iç çarpıma, Cn uzayı üzerindeki

standart iç çarpım denir.

Teorem 2.1. (Paralelkenar Kuralı) (X, ⟨·, ·⟩) iç çarpım uzayı olarak verilsin.

∀u, v ∈ X için

∥u+ v∥2 + ∥u− v∥2 = 2
(
∥u∥2 + ∥v∥2

)
sağlanır [13].

Tanım 2.5. X ve Y vektör uzayları verilsin. T : X → Y dönüşümü, ∀x, y ∈ X ve
λ skaleri için

T (x+ y) = Tx+ Ty

T (λx) = λTx

eşitliklerini sağlıyorsa lineer operatör olarak adlandırılır. Sonlu boyutlu vektör
uzayı üzerinde tanımlı her lineer operatör, bu uzayda bir taban seçildiğinde, bir
kare matrisle ifade edilebilmektedir [14].

Teorem 2.2. (Polarizasyon Özdeşliği) X kompleks iç çarpım uzayı ve T , X üz-

erinde lineer operatör olsun. ∀u, v ∈ X için

4 ⟨Tu, v⟩ = ⟨T (u+ v), u+ v⟩ − ⟨T (u− v), u− v⟩

+i ⟨T (u+ iv), u+ iv⟩ − i ⟨T (u− iv), u− iv⟩

sağlanır [13].

Önerme 2.1. (Cauchy-Schwarz Eşitsizliği) (X, ⟨·, ·⟩) iç çarpım uzayı olarak ver-

ilsin. ∀u, v ∈ X için

|⟨u, v⟩| ≤ ∥u∥ . ∥v∥

sağlanır.

Tanım 2.6. X kümesi üzerindeki bir d : X ×X → R metriği, ∀x, y, z ∈ X için

(i) d(x, y) ≥ 0,

(ii) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

(iii) d(x, y) = d(y, x) (Simetri),

(iv) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (Üçgen eşitsizliği)

özelliklerini sağlayan bir fonksiyondur. (X, d) ise bir metrik uzay olarak adlandırılır
[14].
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Örnek 2.3. x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn olmak üzere d(x, y) =√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + ...+ (xn − yn)2 şeklinde tanımlanan fonksiyon Rn

üzerinde bir metrik, (Rn, d) metrik uzaydır.

Tanım 2.7. Bir X = (X, d) metrik uzayından xn dizisi alalım. ∀ϵ > 0 sayısına
karşılık, ∀m,n > N için

d(xm, xn) < ϵ

olacak şekilde bir N = N(ϵ) sayısı varsa, (xn) dizisi Cauchy dizisi olarak
adlandırılır. X’teki her Cauchy dizisi yakınsıyorsa X uzayı tamdır denir [14].

Tanım 2.8. Bir iç çarpım uzayı, üzerindeki iç çarpımla tanımlanmış metriğe göre
tamsa Hilbert uzayı olarak adlandırılır [14].

Tanım 2.9. (X, ⟨·, ·⟩) iç çarpım uzayı verilsin. ⟨x, y⟩ = 0 oluyorsa x, y ∈ X

vektörlerine ortogonal denir.

Tanım 2.10. Bir U vektör uzayındaki u1, u2, ..., um (m ≥ 1) vektörlerinden oluşan
M kümesini alalım. γ1, γ2, ..., γm skalerler olmak üzere,

γ1u1 + γ2u2 + ...+ γmum = 0

ancak ve ancak γ1 = γ2 = ... = γm = 0 iken gerçekleniyorsa M kümesi lineer
bağımsızdır. Aksi durumda lineer bağımlıdır.

Tanım 2.11. n pozitif tam sayısı verilsin. F cismi üzerindeki U vektör uzayı, lineer
bağımsız n tane vektör içeriyor ve n+1 veya daha fazla sayıda vektör lineer bağımlı
oluyorsa U sonlu boyutludur denir. n sayısı U ’nun boyutudur ve kısaca boyU = n

olarak gösterilir. Eğer boyU = n ise U ’nun lineer bağımsız bir vektör n-lisine U

için bir taban denir. Örneğin, {e1, ..., en}, U ’nun bir tabanı ise her u ∈ U vektörü,
taban vektörlerinin lineer bir kombinasyonu olarak tek bir gösterime sahiptir:

u = α1e1 + ...+ αnen, α1, ..., αn ∈ F

Tanım 2.12. X ve Y normlu uzaylar, T : X → Y lineer operatör olarak verilsin.
∀x ∈ X için

∥Tx∥ ≤ c ∥x∥

olacak şekilde bir c reel sayısı varsa T sınırlıdır [14].

Teorem 2.3. X ve Y normlu uzayları verilsin. X uzayından Y uzayına giden tüm

sınırlı lineer operatörlerin uzayı, B(X, Y ) ile gösterilir ve

∥T∥ = sup
x∈X
x ̸=0

∥Tx∥
∥x∥

= sup
x∈X
∥x∥=1

∥Tx∥
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normuyla birlikte bir normlu uzaydır. Y = X olması halinde B(X,X) kısaca

B(X) şeklinde gösterilir [14].

Tanım 2.13. U ve V iki vektör uzayı, T ∈ L(U, V ) olarak verilsin. T ’nin çekirdeği

ker(T ) = {u ∈ U : Tu = 0}

şeklinde tanımlanan bir alt uzaydır [15].

Tanım 2.14. U , F cismi üzerinde vektör uzayı, T : U → U lineer operatör olsun.
u ∈ U, λ ∈ F olmak üzere Tu = λu olacak şekilde u ̸= 0 varsa λ, T lineer
operatörünün bir özdeğeri; u ise T ’nin λ özdeğerine karşılık gelen özvektörüdür.

Tanım 2.15. H1 ve H2 Hilbert uzayları verilsin. T : H1 → H2 operatörü sınırlı
lineer bir operatör olsun. T ’nin eşlenik operatörü T ∗, ∀x ∈ H1 ve y ∈ H2 için

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩

olacak şekilde T ∗ : H2 → H1 olarak tanımlanan bir operatördür [14].

Teorem 2.4. Tanım 2.15’teki T ’nin T ∗ eşlenik operatörü; mevcuttur, tektir ve

∥T ∗∥ = ∥T∥

normuna sahip sınırlı lineer bir operatördür [14].

Tanım 2.16. I : X → X operatör olsun. ∀x ∈ X için, Ix = x ise I birim
operatördür.

Tanım 2.17. H kompleks Hilbert uzayı, I ∈ B(H) birim operatör olmak üzere
T ∈ B(H) operatörünün spektrumu, σ(T ) ile temsil edilir ve

σ(T ) = {λ ∈ C | T − λI B(H) uzayında terse sahip değildir}

şeklinde tanımlanır. Spektrumun tümleyeni olan

ρ(T ) = C \ σ(T )

kümesine ise T ’nin rezolvent kümesi denir.

Tanım 2.18. H Hilbert uzayı olarak verilsin. T ∈ B(H) olmak üzere

σp(T ) = {λ : λ, T operatörünün bir özdeğeridir}

kümesi T operatörünün nokta spektrumudur [15].
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Tanım 2.19. T ∈ B(H) ise T ’nin yaklaşık nokta spektrumu, σap ile gösterilir ve λ

kompleks sayılarından oluşur öyle ki ∥yn∥ = 1 ve ∥(T − λ)yn∥ → 0 olacak şekilde
H’de bir yn dizisi vardır [16].

σp(T ) ⊆ σap(T ) ⊆ σ(T ).

Tanım 2.20. H kompleks Hilbert uzayı olarak verilsin. T ∈ B(H) olmak üzere T

operatörünün spektral yarıçapı r(T ) ile gösterilir ve

r(T ) = sup {|λ| : λ ∈ σ(T )}

olarak tanımlanır [15].

Spektral yarıçap Gelfand formülü ile de tanımlanabilir. Hilbert uzayında sınırlı bir
T operatörü için Gelfand formülü,

r(T ) = lim
k→∞

∥∥T k
∥∥(1/k)

şeklindedir.

Tanım 2.21. T ∈ B(H) olmak üzere ∀x ∈ H için ⟨Tx, x⟩ ≥ 0 ise T ’ye pozitif
operatör denir [16].

Teorem 2.5. Kompleks bir Hilbert uzayı H üzerindeki her pozitif, sınırlı, lineer

T : H → H operatörünün tek bir pozitif karekökü vardır [14].

Tanım 2.22. H kompleks Hilbert uzayı olarak verilsin. T ∈ B(H) olmak üzere
T = T ∗ eşitliği sağlanıyorsa T kendine eşlenik operatördür.

Tanım 2.23. H kompleks Hilbert uzayı olarak verilsin. T ∈ B(H) olmak üzere
TT ∗ = T ∗T eşitliği sağlanıyorsa T normal operatördür.

Tanım 2.24. H kompleks Hilbert uzayı olarak verilsin. T ∈ B(H) olmak üzere
TT ∗ = T ∗T = I eşitliği sağlanıyorsa T üniter operatördür.

Tanım 2.25. H Hilbert uzayı olarak verilsin. T : H → H lineer operatör olmak
üzere T ’nin izometri olması için gerek ve yeter şart ∀x, y ∈ H için ⟨Tx, Ty⟩ =

⟨x, y⟩ eşitliğinin sağlanmasıdır [16].

Önerme 2.2. T ∈ B(H) operatörü verilsin. T operatörünün izometri olması için

gerek ve yeter koşul T ∗T = I olmasıdır [16].

Tanım 2.26. V , U vektör uzayının bir alt kümesi olsun. u, v ∈ V iken

A = {w ∈ U : w = tu+ (1− t)v, 0 ≤ t ≤ 1} ⊂ V
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oluyorsa, V kümesine konveks denir [14].

Tanım 2.27. Bir A kümesini kapsayan en küçük konveks kümeye veya A kümesini
kapsayan tüm konveks kümelerin kesişimine A kümesinin konveks örtüsü denir.

{t1x1 + ...+ tnxn : xi ∈ A, ti ≥ 0, t1 + ...+ tn = 1, n ∈ N}

şeklinde de ifade edilir [17].

Tanım 2.28. Bir X iç çarpım uzayının, bir Y alt kümesinin ortogonal tümleyeni

Y ⊥ = {x ∈ X : x ⊥ Y }

şeklinde tanımlanır. x ∈ Y ⊥ olması için gerek ve yeter koşul ∀y ∈ Y için ⟨x, y⟩ =
0 olmasıdır [14].

Tanım 2.29. U vektör uzayı, V ve W iki alt uzayı olsun. ∀u ∈ U ,

u = v + w, v ∈ V,w ∈ W

şeklinde tek türlü yazılabiliyorsa U ’ya, V ve W ’nin direkt toplamı denir.

U = V ⊕W

olarak gösterilir. Bir H Hilbert uzayı, H uzayının kapalı bir Y alt uzayı ile

Y ⊥ = {z ∈ H : z ⊥ Y }

uzayının bir direkt toplamı olarak gösterilebilir [14].

Teorem 2.6. Y , H Hilbert uzayının herhangi kapalı alt uzayı olarak verilsin. Bu

durumda

H = Y ⊕ Z, Z = Y ⊥

olur.

∀x ∈ H için

x = y + z, z ∈ Z = Y ⊥

şeklinde tek bir y ∈ Y vardır. z değerine x’in Y üzerindeki ortogonal izdüşümü

denir. Ayrıca bu eşitlik,

P : H → Y

x → y = Px

9



şeklinde bir dönüşüm tanımlar. P ’ye H’ın Y üzerine ortogonal izdüşümü denir

[14].

Teorem 2.7. H kompleks Hilbert uzayı olarak verilsin. H uzayındaki bir ortogonal

izdüşüm,

P = P ∗ = P 2

eşitliğini sağlayan bir P ∈ B(H) operatörüdür [15].
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3
HILBERT UZAYLARINDA SAYISAL BÖLGE

Bu bölümde; [3], [18], [19], [20], [21], [22], [13], [23], [24], [14], [25], [26] ve [7]
kaynaklarından yararlanılmıştır.

3.1 Sayısal Bölge Kavramı ve Örnekler
Tanım 3.1. H reel veya kompleks Hilbert uzayı olarak verilsin. T ∈ B(H) olmak
üzere T operatörünün sayısal bölgesi

W (T ) := {⟨Tx, x⟩ : x ∈ H, ∥x∥ = 1}

şeklinde tanımlanır.

Aksi belirtilmedikçe tez boyunca Hilbert uzayının kompleks olduğu ve T ∈ B(H)

olduğu varsayılacaktır.

Açıklama. I ∈ B(H) birim operatör olduğunda herhangi α, β ∈ C kompleks
sayıları, herhangi R, T ∈ B(H) operatörleri ve U ∈ B(H) üniter operatörü için
sayısal bölge şu özelliklere sahiptir:

W (αT + βI) = αW (T ) + {β} ,

W (T ∗) = {α | α ∈ W (T )} ,

W (U∗TU) = W (T ),

W (R + T ) ⊆ W (R) +W (T ).

Örnek 3.1. C2 uzayında T , [
0 1

0 0

]
matrisi ile tanımlanan bir operatör olsun. T operatörünün sayısal bölgesini bu-
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lalım.

Çözüm. y = (f, g) ise ∥y∥2 = |f |2 + |g|2 = 1, Ty = (g, 0) ve ⟨Ty, y⟩ = gf̄

eşitlikleri elde edilir. Böylece

|⟨Ty, y⟩| = |g| |f | ≤ 1

2
(|f |2 + |g|2) ≤ 1

2

bulunur. z = |⟨Ty, y⟩| olarak seçildiğinde

W (T ) ⊂
{
z : |z| ≤ 1

2

}
olur. Öte yandan z = reiθ, 0 ≤ r ≤ 1

2
olsun. sin2α = 2r ≤ 1 ve 0 ≤ α ≤ π

4
iken

y = (cosα, eiθsinα) olarak seçilirse

⟨Ty, y⟩ = eiθsinαcosα = reiθ

olur ve buradan
{
z : |z| ≤ 1

2

}
⊂ W (T ) bulunur. O halde

W (T ) =

{
z : |z| ≤ 1

2

}
elde edilir. Böylece sayısal bölge, yarıçapı 1

2
’ye eşit olan içi dolu bir disktir [3].

Şekil 3.1 Yarıçapı 1
2
’ye eşit olan kapalı disk

Örnek 3.2. ℓ2 Hilbert uzayı üzerindeki

T (f1, f2, f3, ...) = (f2, f3, f4, ...)

geri öteleme operatörünün sayısal bölgesini bulalım.

Çözüm. Herhangi bir f = (f1, f2, ...) ∈ ℓ2, ∥f∥ = 1 için Tf = (f2, f3, ...) olur.
Öyleyse sayısal bölgenin elemanları

⟨Tf, f⟩ = f1f̄2 + f2f̄3 + f3f̄4 + ...
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şeklinde bulunur. |f1|2 + |f2|2 + ... = 1 olduğundan

|⟨Tf, f⟩| ≤ |f1| |f2|+ |f2| |f3|+ ...

≤ 1

2

[
|f1|2 + 2 |f2|2 + 2 |f3|2 + ...

]
≤
[
2− |f1|2

]
eşitsizliği elde edilir. Burada iki durum söz konusudur: Eğer |f1| ≠ 0 ise
|⟨Tf, f⟩| < 1 olacaktır ve W (T ) sayısal bölgesinin elemanları {z : |z| < 1} açık
birim diskinde bulunacaktır.

Şekil 3.2 Yarıçapı 1’e eşit olan açık birim disk

|f1| = 0 olması halinde ise |⟨Tf, f⟩| ≤ 1 bulunacak ve W (T ) sayısal bölgesinin
elemanları {z : |z| ≤ 1} kapalı diskinde yer alacaktır.

Şekil 3.3 Yarıçapı 1’e eşit olan kapalı birim disk

Bulunan sayısal bölgelerin kesişimi W (T )’dir [3].

Örnek 3.3. A : C2 → C2, [
r b

0 −r

]
, r ∈ R, b ∈ C

matrisi ile temsil edilen bir dönüşüm olsun. A dönüşümünün sayısal bölgesini bu-

lalım.

Çözüm. (f, g) C2’de birim vektör, f = eiαcosθ, g = eiβsinθ, α ∈
[
0, π

2

]
, β ∈

[0, 2π) olsun.
Af =

(
reiαcosθ + beiβsinθ,−reiβsinθ

)
13



ve
⟨Af, f⟩ = r

(
cos2θ − sin2θ

)
+ bei(β−α)sinθcosθ = x+ iy,

x = rcos2θ +
|b|
2
sin2θcos(β − α + γ),

y =
|b|
2
sin(β − α + γ)sin2θ,

γ = argb

bulunur. Böylece

(x− rcos2θ)2 + y2 =
|b|2

4
sin22θ

elde edilir. Bu bir çember ailesidir ve birleşimleri elde edilebilir. Bu son ifade,

(x− rcosϕ)2 + y2 =
|b|2

4
sin2ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π

olarak yazılırsa ve ϕ’ye göre türev alınırsa

(x− rcosϕ)r =
|b|2

4
cosϕ

eşitliği elde edilir. Son iki denklemde ϕ yok edilerek

x2

r2 + |b|2
4

+
y2

|b|2
4

= 1

elde edilir. Bu merkezi 0, küçük ekseni b ve büyük ekseni
√
4r2 + b2 olan bir elipstir

[3].

Aşağıdaki lemma sayısal bölgenin konveksliğini kanıtlarken yardımcı olacaktır.

Lemma 3.1. T , iki boyutlu uzayda bir operatör olsun. O halde W (T ), odak nokta-

ları T ’nin özdeğerleri olan bir elipstir.

İspat. Genelliği bozmaksızın (bkz. [3]), T bir üst üçgensel matris olarak seçilebilir:[
λ1 a

0 λ2

]
.

Burada λ1 ve λ2, T ’nin özdeğerleridir.
Eğer λ1 = λ2 = λ ise

T − λ =

[
0 a

0 0

]
W (T − λ) =

{
z : |z| ≤ |a|

2

}
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(bkz. Örnek 3.1) ve W (T ), merkezi λ, yarıçapı |a|
2

olan bir çember olarak bulunur.
λ1 ̸= λ2 ve a = 0 olduğu durumda matris şu şekildedir:

T =

[
λ1 0

0 λ2

]
.

x = (f, g) ise, t = |f |2 ve |f |2 + |g|2 = 1 iken, ⟨Tx, x⟩ = λ1 |f |2 +λ2 |g|2 = tλ1 +

(1− t)λ2 olur. Böylece W (T ), λ1 ve λ2 nin konveks kombinasyonları kümesidir ve
bu noktaları birleştiren doğru parçasıdır.
Eğer λ1 ̸= λ2 ve a ̸= 0 ise, λ1−λ2

2
= reiθ iken,

T − λ1 + λ2

2
=

[
λ1−λ2

2
a

0 λ1−λ2

2

]
,

e−iθ

[
T − λ1 + λ2

2

]
=

[
r ae−iθ

0 −r

]
= R

bulunur. W (R), (0, 0) merkezli, küçük ekseni |a| (bkz. Örnek 3.3), odak noktaları
(r, 0) ve (−r, 0) olan bir elipstir. Böylece W (T ), odak noktaları λ1 ve λ2 olan bir
elipstir ve büyük eksenin reel eksenle yaptığı açı θ dır [3]. ■

Sayısal bölge için yapılan tanımlama, Hilbert uzayının reel veya kompleks olma
durumuna göre değişkenlik göstermemektedir. Tanımın aynı olmasına karşın
uzayın kompleks olması durumunda sağlanan bazı özellikler, reel olma durumunda
sağlanmaz. Örneğin kompleks Hilbert uzayında sıfırdan farklı T operatörü için
W (T ) = {0} olması mümkün değilken reel Hilbert uzayında mümkün olabilir:

Örnek 3.4. T : R2 → R2 operatörü,[
0 −1

1 0

]

matrisi ile tanımlansın. T operatörünün sayısal bölgesini bulalım.

Çözüm. a = (u, v) ∈ R2 olsun.

Ta = T (u, v) =

[
0 −1

1 0

][
u

v

]
=

[
−v

u

]

olarak bulunur ve

⟨Ta, a⟩ = ⟨(−v, u), (u, v)⟩ = −vu+ uv = 0
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olduğundan W (T ) = {0} eşitliğine ulaşılır. Burada hem reel Hilbert uzayında
sıfırdan farklı bir operatörün sayısal bölgesinin sıfıra eşit olabileceği hem de sayısal
bölgenin tek bir elemandan oluşabileceği gözlemlenmiş olur.

Örnek 3.5. T : C2 → C2 operatörü,[
λ1 0

0 λ2

]

matrisi ile tanımlansın. T operatörünün sayısal bölgesini bulalım.

Çözüm. x = (f, g) ∈ C2 olsun.

Tx =

[
λ1 0

0 λ2

][
f

g

]
=

[
λ1f

λ2g

]

⟨Tx, x⟩ = ⟨(λ1f, λ2g), (f, g)⟩ = λ1ff̄ + λ2gḡ = λ1 |f |2 + λ2 |g|2

elde edilir. Tanımdan ∥x∥ = 1 dir. O halde

∥x∥ =
√
⟨(f, g), (f, g)⟩ = |f |2 + |g|2 = 1

bulunur.
|f |2 = t olarak seçildiğinde |g|2 = 1− t olur. Böylece

⟨Tx, x⟩ = λ1t+ λ2(1− t) (0 ≤ t ≤ 1)

W (T ) = {⟨Tx, x⟩ = λ1t+ λ2(1− t) | 0 ≤ t ≤ 1}

eşitliğine ulaşılır. Böylece sayısal bölge, uç noktaları λ1ve λ2 olan bir doğru
parçasıdır.

Şekil 3.4 Doğru parçası

Örnek 3.6. T : C2 → C2 operatörü, a ∈ R olmak üzere[
0 a

0 0

]

matrisi ile tanımlansın. T operatörünün sayısal bölgesini bulalım.
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Çözüm. x = (f, g) ∈ C2 olsun.

Tx =

[
0 a

0 0

][
f

g

]
=

[
ag

0

]

⟨Tx, x⟩ = ⟨(ag, 0), (f, g)⟩ = agf̄ + 0ḡ = agf̄

|⟨Tx, x⟩| =
∣∣agf̄ ∣∣ = |a| |g|

∣∣f̄ ∣∣ = |a| |g| |f |

AB ≤ 1
2
(A2 +B2) eşitsizliği kullanılarak

|⟨Tx, x⟩| ≤ |a|
2
(|f |2 + |g|2)

ifadesi elde edilir.

∥x∥ =
√
⟨x, x⟩ ⇒ ∥x∥2 = ⟨x, x⟩ = ⟨(f, g), (f, g)⟩ = ff̄ + gḡ = |f |2 + |g|2 = 1

olduğundan

|⟨Tx, x⟩| ≤ |a|
2

elde edilir. z = ⟨Tx, x⟩ ∈ C olarak alındığında

W (T ) =

{
z ∈ C : |z| ≤ |a|

2

}
bulunur. Sonuç olarak sayısal bölge; merkezi (0, 0), yarıçapı |a|

2
olan kapalı bir

disktir.

Teorem 3.1. (Toeplitz-Hausdorff) Kompleks düzlemde sayısal bölge konveks

kümedir.

İspat. Bir küme konveks ise kümedeki herhangi iki nokta birleştirildiğinde ortaya
çıkan doğru parçası yine bu kümenin içinde yer alır. a, b ∈ W (T ) ve ∥x∥ = ∥y∥ =

1 olsun. O halde a = ⟨Tx, x⟩, b = ⟨Ty, y⟩ yazılabilir. İspat için a ile b noktalarını
birleştiren doğru parçasının W (T ) sayısal bölgesinin içine düştüğünü göstermek
yeterli olacaktır. P , x ve y vektörleri ile üretilmiş ortogonal bir izdüşüm olsun.
⟨PTPx, x⟩ = ⟨Tx, x⟩ ve ⟨PTPy, y⟩ = ⟨Ty, y⟩ olduğundan a ve b elemanları
aynı zamanda W (PTP ) sayısal bölgesinin elemanıdır. Lemma 3.1’den dolayı
W (PTP ) bir elipstir. O halde bu elipsin içinde olan a ve b noktalarının oluşturduğu
doğru parçası da bu bölgenin içinde olacaktır. Öyleyse bu doğru parçasından bir c
noktası seçildiğinde, ∥z∥ = 1 olmak üzere, c = ⟨PTPz, z⟩ eşitliği yazılabilir. Yani
c = ⟨PTPz, z⟩ ∈ W (PTP ) olur. Aynı zamanda c = ⟨TPz, Pz⟩ yazılabildiğinden
c ∈ W (T ) bulunur. Böylece W (PTP ) ⊆ W (T ) olduğu ve W (T ) sayısal
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bölgesinin bahsedilen doğru parçasını içerdiği bulunmuş olur [3]. Bir diğer ispat
da şu şekildedir: sayısal bölgeden alınan birbirinden farklı α1 ve α2 noktaları için
α1 = ⟨Tf, f⟩ ve α2 = ⟨Tg, g⟩ eşitlikleri vardır. Burada f ve g birim vektör ve T , H
Hilbert uzayındaki sınırlı lineer bir operatördür. α1 ̸= α2 olduğundan bu vektörler
lineer bağımsızdır. Bundan dolayı bu vektörler H uzayının iki boyutlu(kapalı) bir
Y alt uzayını gerebilirler. O halde Y alt uzayı, α1 ve α2 elemanlarını ve dolayısıyla
bu iki nokta arasındaki doğru parçasını da içeren konveks bir sayısal bölgeye(eliptik
bir disk veya doğru parçasına) sahiptir [22]. ■

W (T ), spektrumu sınırlamak için de kullanılır:

Teorem 3.2. Bir T ∈ B(H) operatörünün spektrumu, sayısal bölgesinin kapanışı

tarafından kapsanır. Yani,

σ(T ) ⊆ W (T )

sağlanır.

İspat. İspat için spektrumun sınırına bakmak yeterlidir. Spektrumun sınırı, yaklaşık
nokta spektrumunda bulunur (bkz. Tanım 2.19). W (T ) konveks olduğundan
σap(T ) ⊂ W (T ) kapsamasının sağlandığını göstermek yeterlidir. Yaklaşık nokta
spektrumundan herhangi λ elemanını ve ∥(T − λI)yn∥ → 0 olacak şekilde {yn}
birim vektör dizisini ele alalım. Schwarz eşitsizliğinden yararlanarak

|⟨(T − λI)yn, yn⟩| ≤ ∥(T − λI)yn∥ ∥yn∥

elde edilir. Öyleyse

|⟨(T − λI)yn, yn⟩| ≤ ∥(T − λI)yn∥ → 0

|⟨(T − λI)yn, yn⟩| → 0

|⟨Tyn, yn⟩ − λ| → 0

bulunur. Buradan ⟨Tyn, yn⟩ → λ elde edilir. O halde λ ∈ W (T ) dir [3]. ■

Sayısal bölge, genel olarak spektrumu sınırlamak için kullanılsa da bazı durumlarda
spektrumdan çok daha büyük olabilir [26]:

Örnek 3.7. Kompleks uzayda [
0 0

1 0

]
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matrisi ile verilen T operatörü için W (T ) =
{
z ∈ C : |z| ≤ 1

2

}
iken σ(T ) = {0}

olur yani tek bir elemana sahiptir.

3.2 Sayısal Yarıçap
Tanım 3.2. T ∈ B(H) operatörünün sayısal yarıçapı

w(T ) := sup {|λ| : λ ∈ W (T )}

olarak tanımlanır.

Örnek 3.8. T : R2 → R2 operatörü,

[
0 −1

1 0

]
matrisi ile tanımlansın. T oper-

atörünün sayısal yarıçapını bulalım.

Çözüm. a = (u, v) ∈ R2 olsun.

Ta = T (u, v) =

[
0 −1

1 0

][
u

v

]
=

[
−v

u

]

⟨Ta, a⟩ = ⟨(−v, u), (u, v)⟩ = −vu+ uv = 0

W (T ) = {0}

w(T ) = sup {|z| : z ∈ W (T ) = {0}} = 0

bulunur.

Sayısal yarıçap, Lagrange çarpanı metodu ile de bulunabilir:

Örnek 3.9. T : C2 → C2 operatörü, [
0 1

0 0

]

matrisi ile tanımlanmış olsun. T operatörünün sayısal yarıçapını Lagrange çarpanı

metodu ile bulalım.

Çözüm. x = (f, g) ∈ C2 elemanını alalım.

Tx = T (f, g) =

[
0 1

0 0

][
f

g

]
=

[
g

0

]

T (f, g) = (g, 0)
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⟨Tx, x⟩ = ⟨T (f, g), (f, g)⟩ = ⟨(g, 0), (f, g)⟩ = gf̄

|⟨Tx, x⟩| =
∣∣gf̄ ∣∣ = |g|

∣∣f̄ ∣∣ = |g| |f |

bulunur.
|f | = r1, |g| = r2

olsun. O halde fonksiyon h(r1, r2) = r1r2 şeklinde tanımlanabilir. Bu fonksiyonun,
∥x∥ = 1 denklemini sağlayan noktalarının, maksimum değeri bulunmalıdır.
Öyleyse

∥x∥ = ⟨(f, g), (f, g)⟩ = 1

|f |2 + |g|2 = 1

olduğundan
k(r1, r2) = r21 + r22 − 1 = 0

şeklinde tanımlanabilir. Lagrange çarpanı metodundan

∇h = λ∇k

r2⃗i+ r1j⃗ = 2λr1⃗i+ 2λr2j⃗

denklemi elde edilir. Burada katsayılar eşitlendiğinde

λ =
r2
2r1

, r1 ̸= 0 ve λ =
r1
2r2

, r2 ̸= 0

bulunur. İki denklemi birleştirdiğimizde r21 = r22 yani r2 = ±r1 eşitliği elde edilir.
Bulunan bu eşitlik

k(r1, r2) = r21 + r22 − 1 = 0

denkleminde yerine yazıldığında; r2 = r1 için 2r21 = 1 yani r1 = ± 1√
2

bulunur.
Buradan

M1

(
1√
2
,
1√
2

)
ve M2

(
− 1√

2
,− 1√

2

)
noktaları elde edilmiş olur. r2 = −r1 için ise yine 2r21 = 1 yani r1 = ± 1√

2
eşitliği

elde edilir. Buradan da

M3

(
1√
2
,− 1√

2

)
ve M4

(
− 1√

2
,
1√
2

)
noktaları elde edilir. Bu noktalar fonksiyonun ∥x∥ = 1 denklemi üzerindeki
ekstremum noktalarıdır. Noktalar fonksiyonda yerine yazıldığında

h(M1) =
1

2
, h(M2) =

1

2
, h(M3) = −1

2
, h(M4) = −1

2
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değerleri elde edilir. Fonksiyonun maksimum değeri

w(T ) = max

{
1

2
,−1

2

}
=

1

2

bulunur. Bu değer aynı zamanda sayısal yarıçapa eşittir.

Teorem 3.3. T ∈ B(H) olmak üzere w(T ) ≤ ∥T∥ ≤ 2w(T ) sağlanır.

İspat. Sayısal yarıçap, sayısal bölgenin elemanlarının mutlak değerlerinin
supremumuna eşittir. u ∈ H ve ∥u∥ = 1 ise Cauchy-Schwarz eşitsizliği
kullanılarak,

|⟨Tu, u⟩| ≤ ∥Tu∥ ∥u∥ ≤ ∥T∥

bulunur. Operatör normu tanımı

∥T∥ = sup {∥Tu∥ : u ∈ H, ∥u∥ = 1}

şeklindedir. O halde

w(T ) = sup {|⟨Tu, u⟩| : u ∈ H, ∥u∥ = 1}

≤ sup {∥Tu∥ : u ∈ H, ∥u∥ = 1} = ∥T∥

olduğu görülür. ∥T∥ ≤ 2w(T ) ifadesini ispatlamak için Teorem 2.2 kullanılabilir:

4 ⟨Tu, v⟩ = ⟨T (u+ v), u+ v⟩ − ⟨T (u− v), u− v⟩

+i ⟨T (u+ iv), u+ iv⟩ − i ⟨T (u− iv), u− iv⟩ .

Teorem 2.1 kullanılarak

4 |⟨Tu, v⟩| ≤ w(T )
[
∥u+ v∥2 + ∥u− v∥2 + ∥u+ iv∥2 + ∥u− iv∥2

]
= 2w(T )(∥u∥2 + ∥v∥2) + 2w(T )(∥u∥2 + ∥iv∥2)

= 4w(T )(∥u∥2 + ∥v∥2)

elde edilir. ∥u∥ = ∥v∥ = 1 olduğunda |⟨Tu, v⟩| ≤ 2w(T ) bulunur ve böylece
∥T∥ ≤ 2w(T ) eşitsizliğine ulaşılır. ■

Teorem 3.2 ve Teorem 3.3 kullanılarak aşağıdaki sonuca varılabilir.

Sonuç 3.1. Her T ∈ B(H) operatörü için r(T ) ≤ w(T ) ≤ ∥T∥ sağlanır.

Önerme 3.1. Eğer w(T ) = ∥T∥ ise r(T ) = ∥T∥ olur.
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İspat. w(T ) = ∥T∥ ise |λ| = ∥T∥ olacak şekilde bir λ ∈ C sayısı ve ⟨Tyn, yn⟩ →
λ olacak şekilde (yn)n∈N birim vektör dizisi vardır. İspat için λ elemanının
spektrumun elemanı olduğu gösterilmelidir. Yani (T − λI)yn → 0 olacak şekilde
(yn)n∈N birim vektör dizisinin varlığından söz edilebilmelidir:

∥(T − λI)yn∥2 = ⟨Tyn − λyn, T yn − λyn⟩

= ∥Tyn∥2 − ⟨Tyn, λyn⟩ − ⟨λyn, T yn⟩+ |λ|2 ∥yn∥2

≤ ∥T∥2 − λ̄ ⟨Tyn, yn⟩ − λ ⟨yn, T yn⟩+ ∥T∥2

→ 2 ∥T∥2 − 2λ̄λ = 0

bulunur. Yukarıda |⟨Tyn, yn⟩| ≤ ∥Tyn∥ ≤ ∥T∥ eşitsizliği kullanılarak geçiş
yapılmıştır. Sonuç olarak ∥(T − λI)yn∥ ifadesinin sıfıra gittiği görülür. Öyleyse
λ ∈ σ(T ) bulunur. Operatör normu, spektral yarıçaptan küçük olamaz (bkz. Sonuç
3.1). Burada operatör normu |λ| olduğundan spektrumda bundan mutlak değerce
daha büyük eleman olamaz. O halde r(T ) = ∥T∥ eşitliğine ulaşılır. ■

Önerme 3.2. Eğer λ ∈ W (T ) ve |λ| = ∥T∥ ise λ ∈ σp(T ) olur.

İspat. λ = ⟨Tu, u⟩ ∈ W (T ), ∥u∥ = 1 olsun. O halde

∥T∥ = |⟨Tu, u⟩| ≤ ∥Tu∥ ∥u∥ = ∥Tu∥ ≤ ∥T∥

bulunur. Buradan |⟨Tu, u⟩| = ∥Tu∥ ∥u∥ eşitliği elde edilir. O halde ∃ x ∈ C için
Tu = xu olur. λ = ⟨Tu, u⟩ = ⟨xu, u⟩ = x eşitliğinden dolayı Tu = λu elde edilir.
Sonuç olarak λ ∈ σp(T ) bulunur. ■

Önerme 3.3. ran(T ) ⊥ ran(T ∗) ise w(T ) = 1
2
∥T∥ eşitliği sağlanır.

İspat. y ∈ H birim vektörünü alalım. Lineer cebirin temel teoreminden
ran(T ∗)

⊥
= ker(T ) ve ran(T ∗) = ker(T )⊥ eşitlikleri vardır. O halde y1 ∈

ker(T ) ve y2 ∈ ran(T ∗) iken y = y1 + y2 yazılabilir. Böylece Ty1 = 0 ve
⟨Ty2, y2⟩ = ⟨y2, T ∗y2⟩ = 0 olduğundan

⟨Ty, y⟩ = ⟨T (y1 + y2), y1 + y2⟩ = ⟨Ty1 + Ty2, y1 + y2⟩ = ⟨Ty2, y1⟩

elde edilir. O halde

|⟨Ty, y⟩| ≤ ∥T∥ ∥y2∥ ∥y1∥ ≤ ∥T∥ ∥y1∥2 + ∥y2∥2

2
=

∥T∥
2

bulunur. f keyfi olduğundan w(T ) ≤ ∥T∥
2

eşitsizliğine ulaşılır. Teorem 3.3’ten
∥T∥
2

≤ w(T ) yazılabilir. Sonuç olarak w(T ) = 1
2
∥T∥ eşitliği elde edilir. ■
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Önerme 3.4. Eğer T operatörü idempotent, w(T ) ≤ 1 ise T ortogonal izdüşümdür.

İspat. T operatörü idempotent olduğundan T = T 2 eşitliği vardır. İspat için
ran(T )⊥’deki T ’nin sıfır operatörü olduğunu göstermek yeterlidir. y ∈ ran(T )

ve x = Ty olsun. O halde c > 0 için

T (y + cx) = Ty + cT 2y = x+ cTy = x+ cx

bulunur. x ⊥ y iken

⟨T (y + cx), (y + cx)⟩ = ⟨(1 + c)x, y + cx⟩ = ⟨(1 + c)x, cx⟩ = (1 + c)c ∥x∥2

elde edilir. Öte yandan w(T ) ≤ 1 iken ⟨T (y + cx), y + cx⟩ ≤ ∥y + cx∥2 bulunur.
Böylece

(1 + c)c ∥x∥2 ≤ ∥y + cx∥2 = ∥y∥2 + c2 ∥x∥2

ve buradan c ∥x∥2 ≤ ∥y∥2 elde edilir. c keyfi seçildiğinden ∥x∥, 0’a eşit olmalıdır.
x = Ty olduğundan T , ran(T )⊥ üzerinde sıfır operatörüdür. ■

3.3 Kendine Eşlenik Operatörler
Teorem 3.4. T ∈ B(H) operatörünün kendine eşlenik olması için gerek ve yeter

koşul W (T ) ⊆ R olmasıdır.

İspat. T = T ∗ ise ∀u ∈ H için ⟨Tu, u⟩ = ⟨u, Tu⟩ = ⟨Tu, u⟩ eşitliği sağlanır.
Buradan W (T ) sayısal bölgesinin reel olduğu görülür. Öte yandan her u ∈ H için
⟨Tu, u⟩ ∈ R ise ⟨Tu, u⟩ − ⟨u, Tu⟩ = 0 = ⟨(T − T ∗)u, u⟩ bulunur. O halde T − T ∗

sıfır operatörüdür yani T = T ∗ olur [3, 14]. ■

Teorem 3.4’e göre kompleks Hilbert uzayındaki her pozitif operatör, kendine
eşleniktir [16].

Sonuç 3.2. T ∈ B(H) operatörünün pozitif operatör olması için gerek ve yeter şart

W (T ) ⊆ [0,∞) olmasıdır.

Sayısal bölgenin kapanışının spektrumu içerdiğinden Teorem 3.2’de bahsedilmişti.
O halde aşağıdaki sonuca ulaşılır.

Sonuç 3.3. T kendine eşlenik operatör ise σ(T ) ⊆ R; pozitif operatör ise σ(T ) ⊆
[0,∞) kapsamaları sağlanır [14, 15].
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Teorem 3.5. T kendine eşlenik operatör ise ∥T∥2 ≤ w(T 2) sağlanır.

İspat. u ∈ H ve ∥u∥ = 1 olsun.

∥Tu∥2 = ⟨Tu, Tu⟩ = ⟨T ∗Tu, u⟩ =
〈
T 2u, u

〉
≤ w(T 2)

bulunur. Operatör normu tanımından ∥Tu∥’ların supremumu ∥T∥ ifadesine eşittir.
Böylece

∥T∥2 ≤ w(T 2)

sağlanır. ■

Teorem 3.6. T kendine eşlenik operatör ise w(T 2) ≤ (w(T ))2 sağlanır.

İspat. λ ∈ W (T 2), u ∈ H ve ∥u∥ = 1 olsun. x = Tu olarak alındığında

λ2 =
〈
T 2u, u

〉2
= ⟨Tu, Tu⟩2

= ⟨Tu, x⟩2

≤ ⟨Tu, u⟩ ⟨Tx, x⟩ (Cauchy-Schwarz Eşitsizliği)

≤ w(T ) ⟨T (Tu), Tu⟩

≤ w(T )2 ∥Tu∥2

= w(T )2 ⟨Tu, Tu⟩

= w(T )2
〈
T 2u, u

〉
= w(T )2λ

bulunur. λ > 0 için λ ≤ w(T )2 elde edilir. Sol tarafın supremumu alındığında
w(T 2) ≤ (w(T ))2 eşitsizliğine ulaşılır [7]. ■

Sonuç 3.4. T kendine eşlenik operatör ise ∥T∥ ≤ w(T ) dir.

İspat. Teorem 3.5 ve Teorem 3.6’dan bulunur. ■

Sonuç 3.5. T kendine eşlenik operatör ise ∥T∥ = w(T ) dir [14].

İspat. ∀u birim vektörü için |⟨Tu, u⟩| ≤ ∥Tu∥ ∥u∥ ≤ ∥T∥ ∥u∥2 = ∥T∥ doğrudur.
|⟨Tu, u⟩| ifadesinin supremumu alındığında w(T ) ≤ ∥T∥ bulunur. Öte yandan
Sonuç 3.4’ten ∥T∥ ≤ w(T ) eşitsizliği vardır. Dolayısıyla ∥T∥ = w(T ) elde edilir.

■

Sonuç 3.6. T kendine eşlenik operatör ise ∥T∥2 = w(T 2) = (w(T ))2 = ∥T 2∥
sağlanır.
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İspat. Teorem 3.3, Teorem 3.5 ve Teorem 3.6’dan ötürü T kendine eşlenik
operatörü için

∥T∥2 ≤ w(T 2) ≤ (w(T ))2 ≤ ∥T∥2

eşitsizliği yazılabilir. Buradan w(T 2) = (w(T ))2 = ∥T∥2 elde edilir. T 2 kendine
eşlenik olduğundan, Sonuç 3.5’ten, ∥T 2∥ = w(T 2) eşitliği vardır. Böylece istenilen
sonuca ulaşılır. ■

Teorem 3.7. R kendine eşlenik operatör, λ sıfırdan farklı bir kompleks sayı olmak

üzere T = λR ise ∥T∥ = w(T ) dir [23].

İspat. λ−1T = R kendine eşlenik operatör ise Sonuç 3.5’ten ∥λ−1T∥ = w(λ−1T )

dir. Buradan |λ−1| ∥T∥ = |λ−1|w(T ) yazılabilir. Böylece ∥T∥ = w(T ) eşitliğine
ulaşılır. ■

Teorem 3.8. Bir T ∈ B(H) operatörünün sayısal bölgesi doğru parçasıdır ancak

ve ancak R kendine eşlenik operatör iken T = αI + βR eşitliği vardır.

İspat. W (T ) = {α + βx : x ∈ R} doğru parçası olsun. Buradan β−1(α + βx) −
β−1α reeldir. R = β−1T − β−1αI olsun. O halde herhangi bir u birim vektörü için
⟨Ru, u⟩ = β−1T ⟨u, u⟩ − β−1αI ⟨u, u⟩ = β−1(α + βx) − β−1α reeldir. Böylece
R operatörünün kendine eşlenik olduğu ve T = αI + βR eşitliğini sağladığı
görülür. Öte yandan, R kendine eşlenik operatör olmak üzere T = αI + βR

eşitliği sağlansın. u birim vektör olmak üzere ⟨Tu, u⟩ ∈ W (T ) olsun. Buradan
⟨Tu, u⟩ = ⟨(αI + βR)u, u⟩ = α ⟨u, u⟩ + β ⟨Ru, u⟩ elde edilir. R kendine eşlenik
operatör olduğundan ⟨Ru, u⟩ reeldir. O halde x ∈ R olmak üzere ⟨Tu, u⟩ =

α ⟨u, u⟩+β ⟨Ru, u⟩ = α+βx yazılabilir. Buradan W (T ) doğru parçasıdır [20]. ■

3.4 Normal Operatörler
Önerme 3.5. W (T ) doğru parçası ise T normal operatördür.

İspat. W (T ) doğru parçası ise R operatörü kendine eşlenik iken T = αI + βR

eşitliği yazılabilir. O halde

TT ∗ = (αI + βR)(ᾱI + β̄R) = |α|2 + αβ̄R + βᾱR + |β|2R2

ve
T ∗T = (ᾱI + β̄R)(αI + βR) = |α|2 + ᾱβR + β̄αR + |β|2R2

eşitlikleri elde edilebilir. Buradan TT ∗ = T ∗T olduğu yani T operatörünün normal
olduğu görülür. ■
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Teorem 3.9. T normal operatör ise k = 1, 2, ... için
∥∥T k

∥∥ = ∥T∥k ve r(T ) =

w(T ) = ∥T∥ sağlanır.

İspat. Herhangi x ∈ H için

∥Tx∥2 = ⟨T ∗Tx, x⟩ ≤ ∥T ∗Tx∥

yazılabilir ve buradan ∥T∥2 ≤ ∥T 2∥ bulunabilir. ∥T 2∥ ≤ ∥T∥2 her zaman doğru
olduğundan ∥T 2∥ = ∥T∥2 elde edilir. k = 2, 3, ... için

∥∥T kx
∥∥2 = 〈T ∗T kx, T k−1x

〉
≤
∥∥T k+1x

∥∥∥∥T k−1x
∥∥

olur. Bu ifade ∥T 2∥ = ∥T∥2 ile birleştirilerek ve tümevarım kullanılarak k =

1, 2, ... için
∥∥T k

∥∥ = ∥T∥k elde edilir. Tanım 2.20’den r(T ) = limk→∞
∥∥T k

∥∥1/k
eşitliği vardır. Böylece

r(T ) = lim
k→∞

∥∥T k
∥∥1/k = lim

k→∞
∥T∥k(

1
k
) = ∥T∥

bulunur. Sonuç 3.1’den r(T ) = w(T ) = ∥T∥ olduğu sonucuna varılır [3].

■

T normal operatör olmak üzere w(T ) = ∥T∥ eşitliği, kompleks H uzayı için
sağlanıyorken reel H uzayı için sağlanmayabilir:

Örnek 3.10. H = R2 olsun. [
0 −1

1 0

]
matrisi ile verilen T ∈ B(H) operatörü için w(T ) = 0 iken ∥T∥ = 1 dir.

Teorem 3.10. T normal operatör ise T operatörünün farklı özdeğerlerine karşılık

gelen özvektörler ortogonaldir.

İspat. f ve g; Tf = λf , Tg = γg ve λ ̸= γ olacak şekilde T ’nin özvektörleri
olsun. O halde λ ⟨f, g⟩ = ⟨λf, g⟩ = ⟨Tf, g⟩ = ⟨f, T ∗g⟩ = ⟨f, γ̄g⟩ = γ ⟨f, g⟩
eşitliği yazılabilir. Buradan (λ − γ) ⟨f, g⟩ = 0 bulunur. λ − γ ̸= 0 olduğundan
⟨f, g⟩ = 0 dır. Sonuç olarak f ve g ortogonaldir. ■

Teorem 3.11. T , iki boyutlu H Hilbert uzayında normal operatör ise W (T ) doğru

parçasıdır.
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İspat. x ve y, birbirinden farklı λ ve γ özdeğerlerine karşılık gelen normalize
edilmiş özvektörler olsun. Teorem 3.10’dan bu vektörler lineer bağımsızdır ve
bundan dolayı H uzayı için bir baz oluştururlar. H uzayındaki her f birim vektörü
için, f = px+qy yazılabilir. |p|2+|q|2 = 1 iken ⟨Tf, f⟩ = ⟨pλx+ qγy, px+ qy⟩ =
|p|2 λ + |q|2 γ elde edilir. t = |p|2 olarak seçilirse ⟨Tf, f⟩ = tλ + (1− t)γ olur. O
halde W (T ), uç noktaları λ ve γ olan doğru parçasıdır [23]. ■

Teorem 3.12. λ, T normal operatörünün rezolvent kümesinde yer alan herhangi

kompleks sayı olsun. O halde aşağıdaki eşitsizlik doğrudur:

∥(T − λI)y∥ ≥ d(λ, σ(T )) y ∈ H, ∥y∥ = 1

İspat. (T − λI)−1 normal olduğundan

∥∥(T − λI)−1
∥∥ = r((T − λI)−1) = sup

{
|γ| , γ ∈ σ(T − λI)−1

}
eşitliği vardır.

σ((T − λI)−1) =

{
1

γ − λ
: γ ∈ σ(T )

}
olduğundan

∥∥(T − λI)−1
∥∥ = sup

{
1

|γ − λ|
: γ ∈ σ(T )

}
=

1

inf {|λ− γ| : γ ∈ σ(T )}

bulunur. inf {|λ− γ| : γ ∈ σ(T )}, λ noktasının σ(T ) kümesine uzaklığını temsil
ettiğinden

1

inf {|λ− γ| : γ ∈ σ(T )}
=

1

d(λ, σ(T ))

yazılabilir. O halde normu 1’e eşit olan herhangi y ∈ H için

d(λ, σ(T )) =
∥∥(T − λI)−1

∥∥−1 ≤ ∥(T − λI)y∥

elde edilir [3]. ■

Teorem 3.13. T normal operatör ise W (T ) = ko(σ(T )) eşitliği vardır.

İspat. İspat için T ’nin spektrumunu içeren C’deki herhangi kapalı yarı-düzlemin
W (T ) sayısal bölgesini de içerdiğini göstermek yeterli olacaktır. Genelliği
bozmaksızın, σ(T ) ⊂ {z : Rez ≤ 0} olduğunu ve sanal eksenin ko(σ(T ))’nin bir
noktasını içerdiğini fakat herhangi iki noktasını ayırmadığını, yani sanal eksenin
ko(σ(T )) için bir destek doğrusu olduğunu varsayalım.
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x > 0, x + iy ∈ W (T ) ve ∥f∥ = 1, ⟨Tf, f⟩ = x + iy olduğunu kabul edelim.
⟨f, g⟩ = 0 iken Tf = (x + iy)f + g, u ∈ R ve u > 0 olsun. Bu durumda u, T
operatörünün spektrumunda değildir. O halde Teorem 3.12 kullanılarak

d(u, σ(T )) ≤ ∥(T − uI)f∥

yani
u2 ≤ ∥(x− u+ iy)f + g∥2 = (x− u)2 + y2 + ∥g∥2

yazılabilir. Buradan x, u > 0 olmak üzere 2xu ≤ x2 + y2 elde edilir. u keyfi
olduğundan bu bir çelişkidir. ■

3.5 Değişmeli ve Üniter Operatörler
Teorem 3.14. R pozitif operatör, TR = RT ise W (TR) ⊆ W (T )W (R) kapsaması

sağlanır.

İspat. R pozitif olduğundan Teorem 2.5’e göre tek bir R
1
2 vardır. O halde TR1/2 =

R1/2T eşitliği yazılabilir. ∥y∥ = 1, R1/2y ̸= 0 ve z := R1/2y

∥R1/2y∥ ise ⟨TRy, y⟩ =〈
TR1/2y,R1/2y

〉
=
〈
Tz
∥∥R1/2y

∥∥ , z ∥∥R1/2y
∥∥〉 = ⟨Tz, z⟩ ⟨Ry, y⟩ ∈ W (T )W (R)

elde edilir. W (TR) sayısal bölgesinden alınan herhangi eleman W (T )W (R)

sayısal bölgesinin de elemanı olduğundan W (TR) ⊆ W (T )W (R) kapsaması
sağlanmış olur. ■

Teorem 3.15. T,R ∈ B(H) olmak üzere T normal operatör, RT = TR ise

w(RT ) ≤ w(R)w(T ) olur.

İspat. Normal operatörlerin spektral ayrışımını kullanalım. T normal olduğundan
γi ∈ σ(T ), her Pi ∈ B(H) bir ortogonal izdüşüm, her i ̸= j için Pi ⊥ Pj ,∑n

i=1 Pi = I ve PiR = RPi iken T0 =
∑n

i=1 γiPi toplamıyla operatör normunda
yaklaşık olarak hesaplanabilir [25]. Böyle bir T0 için, w(RT0) ≤ w(R)w(T )

ifadesinin sağlandığı gösterilmelidir. x ∈ H ve ∥x∥ = 1 ise

|⟨RT0x, x⟩| =

∣∣∣∣∣
〈
R

(
n∑

i=1

γiPi

)
x,

(
n∑

j=1

Pj

)
x

〉∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

γi ⟨RPix, Pjx⟩

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

γi ⟨PjRPix, Pjx⟩

∣∣∣∣∣ (P ∗
j = Pj = P 2

j )
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=

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

γi ⟨R(PjPi)x, Pjx⟩

∣∣∣∣∣ (RPi = PiR)

=

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

γi ⟨RPix, Pix⟩

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

|γi| |⟨RPix, Pix⟩|

≤
n∑

i=1

w(T ) |⟨R(Pix), (Pix)⟩| (|γi| ≤ r(T ) = w(T ))

≤
n∑

i=1

w(T )w(R) ∥Pix∥2

= w(T )w(R)

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

Pix

∥∥∥∥∥
2

= w(T )w(R) ∥Ix∥2

= w(T )w(R).

Her yaklaşık operatör T0 için w(RT0) ≤ w(R)w(T ) olduğundan w(RT ) ≤
w(R)w(T ) elde edilebilir [24]. ■

Lemma 3.2. Q üniter operatör, TQ = QT ise w(QT ) ≤ w(T ) sağlanır.

İspat. Q üniter operatör olduğundan aynı zamanda normal operatördür. O halde
Teorem 3.15 kullanılarak w(QT ) ≤ w(Q)w(T ) bulunur. Q üniter olduğundan
∥Qx∥ = ∥x∥ eşitliği vardır.

∥Q∥ = sup
∥x∥=1

∥Qx∥
∥x∥

= 1

operatör normu tanımından ve Teorem 3.9’dan w(Q) = ∥Q∥ = 1 olur. Böylece
w(QT ) ≤ w(T ) sağlanır. ■

Sonuç 3.7. Üniter operatör Q için w(Q) = 1 olur.

Lemma 3.3. Q bir izometri, QT = TQ ise w(QT ) ≤ w(T ) olur.

İspat. Q izometri olduğundan Q∗Q = I ve buradan ⟨QTa, a⟩ = ⟨Q∗QQTa, a⟩ =
⟨QTQa,Qa⟩ yazılabilir. Bu nedenle ran(Q)’nun incelenmesi yeterli olacaktır.
Herhangi a = Qb ∈ ran(Q) için QQ∗a = QQ∗Qb = Qb = a olduğundan, ran(Q)

üzerinde, QQ∗ = I eşitliği elde edilir. O halde Q üniterdir. Lemma 3.2’den, ran(Q)

üzerinde, w(QT ) ≤ w(T ) elde edilir [3]. ■
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4
SONUÇ

Çalışma boyunca, iki boyutlu Hilbert uzaylarında tanımlı sınırlı lineer operatörlerin
sayısal bölgelerinin elips olduğu, yine Hilbert uzaylarındaki sınırlı lineer bir
operatörün spektrumunun sayısal bölgesinin kapanışı tarafından kapsandığı, sayısal
yarıçap kavramının spektral yarıçap ve operatör normu ile ilişkili olduğu
görülmüştür. Bunlara ek olarak bir Hilbert uzayı üzerinde tanımlı kendine eşlenik
operatörün sayısal bölgesinin reel olduğu, iki boyutlu Hilbert uzayında tanımlı
normal bir operatörün sayısal bölgesinin ise doğru parçası olduğu gözlemlenmiştir.
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1. B. Şeran, E. Demir, "Numerical Ranges of Operators on Some

Spaces", 8th International IFS and Contemporary Mathematics Conference
(IFSCOM2022), Turkey, 16 - 19 June 2022, pp.95

33


	SİMGE LİSTESİ
	ŞEKİL LİSTESİ
	ÖZET
	ABSTRACT
	GİRİŞ
	Literatür Taraması
	Tezin Amacı
	Hipotez

	TEMEL KAVRAMLAR
	HILBERT UZAYLARINDA SAYISAL BÖLGE
	Sayısal Bölge Kavramı ve Örnekler
	Sayısal Yarıçap
	Kendine Eşlenik Operatörler
	Normal Operatörler
	Değişmeli ve Üniter Operatörler

	SONUÇ
	KAYNAKÇA
	TEZDEN ÜRETİLMİŞ YAYINLAR

