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ONSOZ VE TESEKKUR

Kesirsel mertebeden hesaplamalar ve bunlar yardimiyla tanimlanan (bazi) temel
operatorler reel (gercel) veya kompleks degiskenli fonksiyonlar igin literatiirde hem
teorik hem de uygulamali bilimlerde olduk¢a 6nemli rol oynayan aktif bir bilim alanidir.
Bu agidan, bu tez arastirmasina yonelik gerekli 6n bilgiler, tanimlar, teoriler, bazi
uygulamalar 6ncelikli olarak verilecek ve ardindan da analitik fonksiyonlara iligkin elde
edilen cesitli 6zglin sonuglar ile bunlarin bazi olasi sonuglar1 sunulacak ve ilgili
arastirmacilar icin ¢esitli 6nerilerde bulunulacaktir. Bu bilimsel aragtirma dort boliimden
olugmaktadir ve literatiire kazandirilan 6zgilin sonuglar da bu tez ¢alismasinin “Bulgular

ve Tartisma” kisminda verilmistir.

Tez savunma siirecinde ve sonrasinda ilgileri, gesitli yapici ve tamamlayici 6nerileri olan
Sayin Prof. Dr. A. Haydar ES ve Dog. Dr. Miifit SAN jiiri liyelerime icten tesekkiirlerimi
sunar ve ozellikle bu akademik arastirmanin tiim siireglerinde bana yon gosteren, farkli
bir ufuk acan, yardimlarini da hig esirgemeyen ve her daim sabirla davranan danismanim
Sayin Prof. Dr. Hiiseyin IRMAK’a da ¢ok tesekkiir ederim.

Ozellikle, yogun siiren is hayatimda ve tez calismalarim siirecinde bana daima anlayzs,
sabir gosteren ve destek olan degerli esim Giiler KULALI’ya ve sevgili kizlarim Sevde

ve Zeynep’e de ayrica tesekkiir ederim.
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SIMGELER DIiZiNi

Arg(w) Sifirdan farkli w gibi bir kompleks sayisinin esas argiimenti

B(—,—) Beta fonksiyonu

C Kompleks sayilarin olusturdugu kiime

D;B (=) p-mertebeden kesirsel integral operatorii

Df (=) B -mertebeden kesirsel tiirev operatorii

Im(w) w gibi bir kompleks ifadenin sanal (imajiner) kismi

N {1,2,3, -+ } seklindeki dogal sayilar kiimesi

N, {0,1,2, ---} seklindeki kiime

N, m € N olmak tizere, {m, m + 1, --- } seklindeki dogal sayilarin
olusturdugu sonsuz elemanli kiime

R Gergel sayilar kiimesi

Re(w) w gibi bir kompleks ifadenin reel kismi

U Kompleks diizlemdeki agik birim disk

Z Tam sayilarin olusturdugu kiime

7~ Negatif tam sayilarin olusturdugu kiime

Z o Z~ U {0} seklindeki kiime

() Gamma fonksiyonu
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1. GIRIS

Kesirsel mertebeden hesaplamalar literatiir agisindan olduk¢a kapsamli bir bilimsel
caligma alanmi olup, matematiksel analizin bir¢cok alaninda (adi ve kismi diferansiyel
denklemler, integral denklemler, cesitli serisel formlar ve doniisiimler vb.) ¢esitli kesirsel
mertebeden hesaplamalarin operatorleri olarak hem teorik ve hem de uygulamalarinin

ilging hesaplarini igerir.

Ozellikle bu bilimsel ¢alismanin ana amact, kesirli mertebeden hesaplama operatérlerinin
bazi tipleriyle ilgili olan uygulamalarina ve sonsuz serilerle belirlenen bazi elementer
fonksiyonlarin olusturdugu fonksiyon ailelerine yonelik olasi etkilerinin belirlenmesi
icin, gerekli bazi temel bilgilerin Oncelikli tanitilmasi ve ardindan da bazi 6zgiin

sonuglarin belirlenmesi ve analizleri planlanmaktadir.

Genellikle, ilgili operatorler karsimiza hem kesirsel mertebeden integraller hem de
kesirsel mertebeden tilirevler olmak {izere iki sekilde ¢ikan ve integral teorisini esas olan
operatorlerdir. Ozellikle, kesirsel mertebeden tiirevle ilgili olan operatdrler hem gergel
degiskenli hem de kompleks degiskenli fonksiyonlarin gercel veya kompleks mertebeden
tiirevlerini igeren tiirev operatorleridir. Kesirsel tiirev agisindan, ilk kez 1695 yilinda G.
W. Leibniz tarafindan G. L’Hospital’a yazilan mektup ile literatiirde kendine yer edinmis
olan kesirsel tiirev kavrami, Leibniz’in Bernoulli kardeslerden birine yazdigi mektupla da
tarihsel siireci siirdiirmiistiir. ilgili mesajlar1 iceren bilgilendirmeler igin ve Abel (1823)
ve Katugampola (2014)’de verilen kaynaklardir. Integral ile tiirev arasindaki ters iliskiyi
igeren kesirsel mertebeden integral agisindan da Publubany et al. (2017) ile verilen eser
temel eserdir. Daha sonra da, vurgulanan kavramlarin temelleri de Liouville tarafindan
1832 yil1 itibariyla yazili literatiirde yerini almistir. Bunlar i¢in de Liouville (1832) ve
Dugowson (1994) eserlerine odaklanilabilir. 1890’1 yillarda O. Heaviside tarafindan
kesirsel mertebeden diferansiyel operatorlerin ilk pratik uygulamasi literatiirde yerini
almigtir. Bunun i¢in de Duarte et al. (2014) ile verilen eser temel referanstir. Kesirsel
mertebeden hesaplamalarin teori ve uygulamalari, 19. ve 20. yiizyillarda biiyiik dl¢lide

genislemesini siirdiirdii ve ¢ok sayida kesirsel mertebeden tiirev ve kesirsel mertebeden



integral iceren yeni tamimlamalar ve cesitli uygulamalar kendini gosterdi. Ozellikle,

Duarte et al. (2014) ile verilen eser 6nemli bir referans oldugunu vurgulamak istiyoruz.

Baslangigta vurgulanan, yani 1695 tarihli mektupta gecen 1/2-mertebeden tiirev almak
gibi bir paradoks ile baslayan, kesirsel (mertebeden) hesaplarin bilimsel ve miihendislik
problemlerinin 6nemli dnciileri olarak Niels Henrik Abel, Kenneth- Robert Cole, Andrew
Gemant, Andrey N. Gerasimov, Oliver Heaviside, Paul Lévy, Rashid Sh. Nigmatullin,
Yuri N. Rabotnov ve George Scott Blair bilinse de, giiniimiize kadar gelen ve hala
canliligimi siirdiiren temel kavramlar agisindan, yani ilgili hesaplamalar ve bunlar
yardimiyla tanimlanan ¢esitli operatorler i¢in Letnikov (1868), Samko et al. (1993),
Kilbas et al. (2006), Ross (1992), Srivastava (2020), Debnath (2004), Daftardar-Gejji
(2014), Grappe et al. (2019), Grozdev (1997) ve Srivastava and Owa (1989) eserleri
baslica kapsamli referanslar olarak verilebilir. Ayni1 zamanda, kesirsel hesaplamalarin
cesitli uygulamalari olarak da Anastassiou (2011), Bapna and Jain (2008), Diethelm et al.
(2005), Hermann (2014), Stojanovic (2011), Taberski (1986), Tarasova and Tarasov
(2016), Zhuravkov and Romanova (2015), Oldham and Spanier (1974), Podlubny (1999),
Herzallah (2014), Hilfer (2000), Luchko (1999), Luo and Raina (2019) ve Meerschaert

and Sikorskii (2012) makalelerindeki 6zel sonuglara da odaklanilabilir.

Elbette ki, ilgili paradoksun giiniimiize kadar gelmesinde énemli katkis1 olan faktoriyel
kavraminin Gamma fonksiyonu yardimiyla genellemesi olduk¢a onemli rol almistir.
Verilen ¢(z) gibi bir (orijini igine alan bir bolgede) analitik olan fonksiyonun kesirsel
(A - ) mertebeden tiirev ve integral igin,

1
(n—1)!

"{¢(2)} = Jy - 1¢()dr

seklindeki gibi bir operatérde gegen faktdriyel kavrami i¢cin Gamma fonksiyonunun
dikkate alinmas1 énemli olacaktir. Bu durumda, bilinen Cauchy (Tiirev veya Integral)
teoremini (formiiliinii) dayanak kabul ederek ve Gamma fonksiyonu (ile birlikte Beta

fonksiyonunu da) gbz 6niine alarak:
1

Mo} =5 Jo 2 = D' f(Ddr




seklindeki integral ile vurgulanan sav, kesirsel diizene gegis i¢in dayanagi olan ve gegerli
bir operator savini tasimistir. Gerekli hipotezler elbette ki hem ilgili integrallere hem de

Gamma fonksiyonunun tanimina gore sekillenecektir.

Her iki kesirsel hesaplamalar1 da igeren, e (e € R) noktasini igine alan kompleks
diizlemdeki herhangi bir bolgede analitik olan ¢(z) gibi bir kompleks (degiskenli)
fonksiyonun A-mertebeden kompleks (veya reel) tiirevi (veya A-mertebeden kompleks

(veya reel) integrali):
D2 {p(z2)} WEN;e€eR;1€C)
seklindeki gibi bir genel operator ile gosterilir ve

% fez (z—1) " 1¢(1)dT eger Re (1) >0 ise

DHp(2)} = { Ay ] |
W{ D2V {p(2)}} eger v—1<Re() <vise
seklindeki integrallerin var olmasi seklinde tanimlanir. Burada, 6zellikle e := 0 olarak
segilirse,
D {f(2)} = DI {f(2)} (A€C)

seklindeki (differ-integral) operatorii elde edilir ki bu operator de, kesirsel (mertebeden)
hesaplamalar teorisinde, A-mertebeden klasik Riemann-Liouville integrali olarak bilinir
(Liouville 1932).

Bu tez ¢alismas1 kompleks fonksiyonlarla ilgili kesirsel mertebeden tiirev ve integrallere
gore hedef belirleyeceginden dolayi, vurgulanan hipotezler ve tanimlar daha sonraki

boliimlerde netlestirilecektir.

Yukarida vurgulandigi gibi, dogal olarak, bu aragtirma temelde iki bilim alaniyla
dogrudan ilgili olacaktir. Bunlardan birincisi, “Kesirsel Mertebeden Hesaplamalar” ve
bunlar yardimiyla tanimlanan bazi temel operatorler ve ikincisi de belirtilen operatorlerin
uygulama alaniyla ilgili olan Kompleks Fonksiyonlar Teorisi ile alakali bilim alani
olacaktir. Bu acidan da, yani, Kompleks Fonksiyonlar Teorisi ile ilgili olabilecek tiim
temel kavramlar ikinci boliimde tanitilacak olan temel bilgilerini icerecektir. Bu detayh

bilgiler i¢in de Nehari (1952), Pommerenke (1975), Duren (1983), Wunsch (1994),



Kayman (1994), Brown and Churchill (1996) ve Goodman (1983) eserlerinin her biri
temel referanslar olacaktir. Ayrica, fonksiyonlar teorisinin hem kompleks hem de gercel
degiskenli olan ¢esitli 6zel fonksiyonlar (special functions with complex (or real)
variable) ile ¢esitli yonlerden olasi iliskileri geregi, Artin (1964), Lavoie et al. (1976),
Srivastava and Owa (1989), Podlubny (1999), Vinagre et al. (2005), Saxena (2009),
Olver et al. (2010), Machado and Kiryakova (2019), Mainardi (2020) and Kiryakova

(2021) eserelerine de odaklanilabilinir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Asagida verilen temel olan tanimlarin tiimi i¢in Ahlfors (1979), Brown and Churchill
(1996) ve Wunsch (1994) eserleri birer kapsamli referans teskil etmektedir.

2.1. On Bilgiler

2.1.1 Tamim. Kompleks sayilarin belirledigi kiime C notasyonu ile gdsterilir ve bu kiime
de:
C={z=x+iy:xy € R}

seklinde tanimlanir.

Kompleks sayilar kiimesinin dgelerinin bire-bir olarak eslestirilmis oldugu diizlem de;
“Kompleks Diizlem”, “Analitik Diizlem” veya “z—diizlemi” olarak literatiirde sikca

karsilagilan diizlemdir.

2.1.2 Tammm. Kompleks diizlemde veya C‘de agik birim disk genellikle U gosterimi ile
gosterilir ve bu kiime de:

U={wecC: |w|<1}

seklinde tanimlanan orijin merkezli ve 1 br yarigcapl disktir.

2.1.3 Tammm. Herhangi E; ve E, seklindeki bos kiimeden farkli iki kiime verilsin. Eger,

E, N E, =0 ise E; ve E, kiimeleri ayrik kiimelerdir denir.

2.1.4 Tammm. Herhangi bir wy € C gibi bir kompleks sayisinin & — agik komsulugu
genellikle Ugs(wy) (6 > 0) gosterimi ile ifade edilir ve bu kiime de:

Us(wg) ={wecC: lw—wy|<d (6>0)}

seklinde tanimlanir.



2.1.5 Tanim. E c C gibi bir alt kiimesi verilsin w, € E olsun. Eger, verilen noktanin
Us(wy) c E olacak sekilde bir komsulugu var ise, w, noktasina E kiimesinin (C'de)

bir i¢ noktasi ad1 verilir.

2.1.6 Tamm. E c C kiimesi verilsin. Eger, E’nin biitiin noktalar1 (C'de) bir i¢ nokta

ise, E kiimesine (C'de) bir agik kiimedir denir.

2.1.7 Tammm. Ayrik ve acik iki kiimenin birlesimi seklinde yazilamayan kiimelere

baglantili kiime adu verilir.
2.1.8 Tammm. Acik ve baglantili olan kiimelere bolge ad1 verilir.

2.1.9 Tamim. Bos kiimeden farkli herhangi A c C ve B c C seklindeki iki kiime
verilsin. Fonksiyon olma kosullar1 altinda, A kiimesinin elemanlarini B kiimesinin

elemanlarina gdtiiren kurala Kompleks Fonksiyon ad1 verilir.

Bilindigi gibi, z € A ve w € B olmak lizere, listte vurgulanan kurali ¢ ile ifade edilirse,
ilgili  fonksiyon “Kompleks Fonksiyon” adiyla anildigi gibi “Kompleks Degiskenli

Fonksiyon” adiyla da anilir ve genellikle

¢ : A->B
z— w:= ¢(2)

13

gosterimiyle ifade edilir. Hatta “ z-bagimsiz degiskenli” ve “w-bagimli degiskenli
kompleks fonksiyon” veya kisaca “Kompleks Degiskenli Fonksiyon™ ifadeleriyle sik¢a

karsilaslir.

2.1.10. Tanim. Verilen ¢ (z) gibi bir kompleks degiskenli fonksiyon herhangi bir z, gibi

noktanin en az bir komsulugunda tanimli olsun. Eger

lim ¢ (2)—p(zo) (21)

Z-Zg Z-Z

seklindeki limiti var ise, bu limite ¢(z) kompleks fonksiyonun z = z, noktasindaki

tiirevi adi1 verilir ve bilindigi gibi ilgili limit genellikle
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?'(z0) + O Dlp=gy, = veya do(zo)

Z:=Z¢ dz

seklindeki gdsterimlerinden herhangi biri ile gosterilir. Ozellikle, daha da kullanislilik

acisindan, yukarida sunulan tiirev tanimi igin,
z—2z2pg=h->0 & z-z

gibi iliskiler gbz oniine alindiginda da, (2.1)’de verilen limite denk gelen konumdaki
limit:

P (zp+h)—p(zp)

- (2.2)

lil'nh—>0

seklindeki limitle de sikga karsilagilir.

Kompleks degiskenli fonksiyonlarin tiirevlerine iliskin uygulamalarda sik¢a kullanilan
(2.1) veya (2.2)’deki tanimlar, ayn1 zamanda verilen ¢ := ¢p(z) gibi bir kompleks
fonksiyonunun z (kompleks) bagimsiz degiskenine gore tiirevi i¢in de géz Oniine alinir.

Bu durumda, ilgili (genel bagimsiz degiskene gore) tiireve iliskin limit:

¢ (z+h)-¢(z)

- (2.3)

lirnh—>O

seklindeki limitle de ifade edilir. Bilindigi gibi, ilgili limit de

dé

¢'(z) veya 4

seklindeki notasyonlariyla ifade edilmektedir.

Bilindigi gibi (2.1) ile (2.3) arasindaki verilen tiireve (diferansiyele) iliskin olan denk {i¢
tanim arastirmamiz acisindan ¢ok temel kavramlardan biridir. Ilgili olabilecek bazi
hatirlatmalara ge¢meden once, oOzellikle, (agik) kiimelerinin her bir noktasinda
tiirevlenebilen fonksiyonlar i¢in bazi 6nemli 6zel tanimlamalar da s6z konusu olmaktadir.
Bunlar sirasiyla nokta bazinda analitik fonksiyon, kiime bazinda analitik fonksiyon ve
tam fonksiyon olarak literatiirde karsilasilan 6nemli kavramlardir. Simdi, ¢esitli terimler

kapsaminda kullanilacak olan bu 6zel kavramlar: hatirlatalim.



2.1.11 Tamm. Verilen ¢(z) gibi bir kompleks fonksiyonu eger herhangi bir z,
noktasinin en az bir komsulugundaki her bir noktada analitik oluyor ise, ¢p(z) kompleks

(degiskenli) fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir.

2.1.12 Tanmm. ¢(z) gibi bir kompleks (degiskenli) fonksiyon eger verilen herhangi bir
D c C gibi bir acik kiimenin her bir noktasinda analitik ise, ¢(z) kompleks (degiskenli)

fonksiyonuna ID kiimesinde analitiktir veya kisaca analitik bir fonksiyondur denir.

2.1.13 Tamm. Verilen herhangi bir ¢(z) gibi bir kompleks (degiskenli) fonksiyon, C
kiimesinin her bir noktasinda tiirevlenebilir ise, ¢(z) kompleks (degiskenli)
fonksiyonuna, C kiimesinde analitiktir veya kisaca ¢(z) kompleks (degiskenli)

fonksiyonu tam fonksiyondur denir.

2.1.14 Tamm. vy : [a,b] » C seklinde tamimlanan fonksiyonlara, C diizleminde bir
egri veya kompleks egri ad1 verilir. Ayrica, y(a)’ya y egrisinin baslangic noktasi ve

y(b)’ye y egrisinin bitis noktasi adlar1 verilir.

2.1.15 Tammm. y gibi herhangi bir kompleks egri kendi kendini sadece baslangi¢ ve

bitis noktalarinda kesiyor ise, y egrisine basit kapali egri ad1 verilir.

Asagida verilen teorem analitik fonksiyonlar teorisinde olduk¢a 6nemli rol alan bir
teoremdir. Verilen bir bolgede ve siirinda analitik olan bir fonksiyonun her mertebeden
tiirevinin varligin1 ifade eden ve analitik fonksiyonlarin bu durumunun ifadesi gergel

degiskenli fonksiyonlar i¢in gecerli olmamaktadir.

2.1.1 Teorem. Herhangi bir ¢(z) kompleks (degiskenli) fonksiyonu, kompleks
diizlemin k gibi bir noktasini icermeyen bir basit kapali y egrisinin {izerinde ve bu
y egrisiyle belirlenmis ve k noktasi harig olan D,, gibi bir (basit kapalr) bolgede analitik

olsun. Eger, k € D,, ise, her N, := N U {0} i¢in



P00 = [ 0 dz (2.4)

i (z—K)nt1

veya

f, o dz =" 00 29)

(z—K)n+1

dir. Teorem 2.1.1°deki (2.4) ile verilen teorem literatiirde Cauchy tiirev teoremi ve (2.5)

ile verilen teorem de Cauchy integral teoremi olarak bilinir (Brown and Churchill 1996).

Ayrica, her z € D), igin, (2.4)’te belirtilen fonksiyonun ve her bir tirevinin degeri,
verilen integral yardimiyla hesaplanabilir. Diger bir ifadeyle, belirtilen D,, bolgesinde

analitik olan herhangi bir kompleks fonksiyonu ilgili bolgede her mertebeden tiireve

sahiptir ve ilgili tiirevler de yine D,, bolgesinde birer analitik fonksiyonlardir.

Asagida verilen bazi 6zel fonksiyonlar literatiirde hem gercel hem de kompleks
parametreli (degiskenli) olarak karsimiza ¢ikar. Fakat, bizim tez calismamizda gercel
parametreli halleri yeterli olacagindan dolayi, sadece bu tiirlerine odaklanilmistir.
Literatiirde de sikca karsilasilan ilgili bu 6zel fonksiyonlara iliskin tanimlamalar ve ¢ok
temel bazda uygulamalar ve teoriler icin; Nehari (1952), Artin (1964), Pommerenke
(1975), Duren (1983), Wunsh (1994) ve Olveretal. (2010) eserleri birer temel referans
teskil etmektedir.

2.1.16 Tamm. Her ¢ € R* := R — {Z~ U {0}} i¢in, t degiskenli (parametreli) ve T'(t)
notasyonu ile gosterilen Gamma fonksiyonu:
re = [ w-le™ dw (2.6)

seklinde tanimlanir (Carlson 1977) .
Klasik analiz bilgilerinin 15181nda, (6) ile verilen integral bir genellestirilmis integral olup
ve bu integral goz oniine alindiginda da;

-Her t € Zj = Z~ U {0} tamsayuilar1 i¢in ilgili genellestirilmis integralin iraksak oldugu,

- Her t € R* degerleri icin de ilgili genellestirilmis integralin yakinsak oldugu



kolayca goriilebilir. (2.6) ile sunulan genellestirilmis integralinin yakinsaklik
durumlarinin matematik bilimine sundugu ciddi katki, dogal olarak, sonsuz sayidaki
cesitli (kompleks (veya reel) parametreli genellestirilmis) integrallerin hesaplanabilirligi
yadsimnamaz. Hem bu agidan hem de ilgili fonksiyonun arastirmamiz agisindan onemli

olacagindan dolayi, her x := t € R" saysi i¢in

y=f(x):=Tkx)
seklindeki bu 0zel fonksiyona ait olan asagidaki grafiginin sunulmasinda fayda

goriilmektedir.

y =11

B

\
|
|

Sekil 2.1 Gamma fonksiyonunun grafigi

Ozellikle, sik¢a (kullanilan) karsilasilan ve asagidaki gibi sunulan ¢ok temel bazi
ozellikler (veya sonuglar) klasik analiz bilgileri yardimiyla kolayca belirlenebilir ve

bunlarin her biri uygulanabilir 6zelliktedir (Carlson 1977):

(i) T(0*) » 4+ ve I'(07) » — olup, negatif tam sayilar i¢in benzeri durumlar yine
grafikten aciktir.

(i)Her x:==v €N igin T'(v+1)=vl(v) =v!dr.

(iii) Her x € R* igin T(x) =

olacagi agiktir.

(iv) (5)’te verilen tanim1 g6z Oniine alarak, asagida verilen soldaki genellestirilmis

integral i¢in t = x? gibi bir degisken degisimi uygulanirsa:

® _x?2 _ 1o, 172 -t

Jo e dx=< [ t7H2 e tdt
_1® 1/2-1,-t
=l t e~ tdt

21

iligkileri goriiliir.
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(i) y=f(x) =e* (gercel bagimsiz degiskenli) iistel fonksiyonunun;

0 +
Sekil 2.2 f(x) = e™*" fonksiyonunun grafigi
seklindeki grafigi géz oniine alindiginda, {istte gegen
J2 e dx
seklindeki genellestirilmis integralinin yakinsak olabilecegi ve bu integralin belirlenmesi

icin de Fubini teoremi dikkate alinirsa:
2 e¥dx ve [T eVdy
seklindeki integrallerinden kolayca,
(U e™ dx)(J e dy) = [, [ e dydx

elde edilen iki katli integral i¢in de

{);?;(s:?r?g ; pPE[0,»), B€E[02n]

lineer olmayan doniisiimii uygulandiginda da asagida verilen formdaki bilindik iki katli

integral, yani
ffoR e_Xz_yde dx =

sonucu elde edilir.

(i) Ustteki iki katl integralden, kolayca,

f_Ze‘dexzx/ﬁ
ve dogal olarak
0 _y2 oo 2 _\/E
[ e dx=[ e dx==

sonuclar1 da elde edilir.
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(iif) (vi)’de elde edilen sonug (iv)’te kullanilirsa,

r(3)=vr

2

seklindeki 6zel sonug kolayca elde edilir.

Yukarida tanitilan 6zel fonksiyonlarin bazi klasik sonuglari i¢in, asagida verilen bazi 6zel

hesaplamalar da 6rnekler olarak sunulabilir.

2.1.1 Ornek. T(25) = 24T(24) = 24-23T(23) = 24! du.

2.1.2 Ornek.
r)=;r()
_Vm
2
ve
(-3 ="
_ )
_1
2
= —24/m
olur.
2.1.3 Ornek.
r3)=:rC)
)
_ 3w
4
ve

12



5 2
2
4 1
=513
15 2
8
= ——\T
15

dir.

2.1.4 Ornek. Her v € N ve her y € Z; sayilari icin,

C(v+y)
yy+1) (y+2) -+ (v+y-1)

I'(y) =

dir (Carlson 1977) .

2.1.17 Tammm. Herr,s € R* sayilari i¢in, r ve s parametreli ve B(r,s) notasyonu

ile gosterilen Beta fonksiyonu:
B(r,s) = fol t (1 — )51 dt (2.7)

seklinde tanimlanir (Artin 1964, Carlson 1977).

2.1.2 Teorem. Herr,s € R" i¢in,

__ T™r(s)
B(r,s) = Trars) (2.8)

dir (Olver et al. 2010).

Ustteki teoremde, ozellikle; 7, s € N segilirse,

B(T, S) _ I'(r) T'(s)

I'(r+s)
_ (r-D!(s-1)!
- (r+s-1)!
olur.
2.1.5 Ornek.
_ Ir@3)r
B(3,7) = e
__ 2le!
gl

13



ve

1
N
wlRr
—

Il
N N

0zel sonuclar elde edilir.

Teorem 2.1.1°de vurgulanan hipotezleri altinda, (2.4)’teki gibi belirtilen bir analitik
fonksiyonun her mertebeden tiirevinin olabildigi g6z Oniine alindiginda, asagidaki

tanimla olusturulan 6zel formdaki kompleks kuvvet serilerinin tanimlar1 i¢in dayanak
teskil eder.



2.1.18 Tamim. Verilen ¢ := ¢(z) gibi bir kompleks degiskenli fonksiyonu z = z, gibi bir

noktanin en az bir komsulugunda analitik olsun. Bu durumda, asagidaki gibi verilen:
$(2) = $(20) + &' 20)z 7)) + L5 (2 7)?
()
+ .. 4 n!(ZO) (z—z)" + -

(n)
e i A CUY RPN (2.9)

n!

seklindeki kompleks kuvvet serisine, ¢(z) kompleks fonksiyonunun z = z, noktasindaki

Taylor seri agilim1 ad1 verilir (Wunsch 1994).

Ozellikle, (2.9)’da verilen kuvvet seri agiliminda z, = 0 alinarak elde edilen kuvvet
serisinin de, yani

' (n)
6@ = ¢ +¢ @z + L2 1 g &0y

(n)
== Z;"’:O(t)—(o)zn (210)

n!
seklindeki gibi elde edilen seri agilimina da ¢(z) kompleks (z-bagimsiz degiskenli)
fonksiyonunun z, = 0 noktasindaki Taylor seri agilim1 veya 6zel olarak MacLaurin seri
acilimi ad1 verilir (Brown and Churchill 1996). Ozellikle, iistte sunulan (2.9) ve (2.10)’da
ki seri agilimlarinda gegen

d"¢

dzn

9" (@) =

oldugunu belirtelim. Hatta, (10) ile verilen kuvvet seri a¢ilimini de igeren, Teorem

(n € Nyp)

2.1.1°de verilen (2.4) formiilii goz oniine alindiginda da, (2.9)’da gecen her bir
¢™M(z) (n=0,1,2,)
ifadelerinin belirlenmesinde

¢ (2) = = @ 4, (e>0)

2mi Yy:lz—zpl=€ (z—zy)nt1

seklindeki bilindik iligki de vardir (Brown and Churchill 1996).

Ustte belirtilen, yani (2.9)’de ve (2.10)’da verilen kuvvet serileri ile binom acilimlari

birlikte gbz oniine alindiginda, (2.9)’deki seriden kolayca (2.10)’da ki gibi bir kompleks
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seri agilimina varilabilecegi kestirilebilir. Dogal olarak, z, = 0 gibi bir noktada analitik
olan herhangi bir ¢(z) gibi bir kompleks fonksiyonun (2.2) formuna benzer bir kuvvet
seri a¢ilimi daima miimkiindiir. Bu a¢idan, asagidaki gibi verilen kompleks kuvvet serisi
acilima sahip olan genel formdaki kompleks fonksiyonlarin olusturdugu ailenin
tanimlanmasi, ileriki arastirmalarimiz agisindan olduk¢a Onemli ve kapsamli roller

ustlenecektir.

2.1.19 Tamm. A # 0, z€ U ve n € Ny olmak iizere, T,‘?(n) fonksiyonlar ailesini, U

birim diskinde analitik olan ve
T,?(n) ={¢(2): ¢(z) =Az" + An+kzn+k + An+k+1Zn+kJr1 +-0 ) (2.11)

seklindeki seri agilimina sahip olan fonksiyonlarin olusturdugu fonksiyonlar ailesi olarak

tanimlayalim ((Brown and Churchill 1996, Nehari 1952 ve Kayman 1994).

Ozellikle, (2.11) ile sunulan
Fin) (A#0;keN;neN,

fonksiyonlar ailesinin her bir elemani olan kompleks (degiskenli) fonksiyonlar U agik
birim diskinde analitik olan tiim fonksiyonlarin seri agilimlarini igeren en genis seri agilim
formuna sahip analitik fonksiyonlarin olusturdugu fonksiyonlar ailesidir. Bu fonksiyonlar
ailesinin bazi alt siniflar1 da Analitik (ve Geometrik) Fonksiyonlar Teorisi’nde oldukca
kullanish 6zel fonksiyonlar ailesini olusturur. Bu ag¢idan, ileriki ¢alismalarimiza yonelik
elementer hesaplamalardaki ciddi sorunlardan dolayi, ilgili aile ve 6zel halleri bizlere

yardime1 olacaktir.

Ozellikle;

1) k:= 1 alinmasiyla elde edilen:
¢(Z) = AZTL + 1417,+1Z‘n+1 + An+zzn+2 + - (n (S N, Z € lU)

seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu smifi F,,(A) :== F£(n) ile,

i) n:= 1 alinmasiyla elde edilen:

$(2) = Az + A1 2" + Appz"*? +--- (kEN; zE€ D)
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seklindeki fonksiyonlarm olusturdugu siifi F, (k) == F2(1) ile,

iii) n = 0 alinmasiyla elde edilen:
P(2) =A+Az" + A28t +--- (KEN; z€E V)
seklindeki fonksiyonlar smifi da Fy(A) := F£(0) seklindeki fonksiyonlar ailesi ile

gostersin.

Yine literatiir acgisindan, yukarida olusturulan temel bazdaki ii¢ tane fonksiyonlar
ailesindeki fonksiyonlar ¢esitli isimlerle karsimiza ¢ikar. Hepsi agisindan, ozellikle, en
genel seri formundaki, yani (2.11) formundaki tiim fonksiyonlarin ilgili katsayilari, yani
Ay katsayilarinin hepsi kompleks sayilardan olugmasi durumunda, ilgili analitik
fonksiyonlar “Kompleks Katsayili Analitik Fonksiyonlar”, ilgili A, katsayilarinin
hepsinin pozitif reel say1 olmasi durumunda “Pozitif Katsayili Analitik Fonksiyonlar” ve
ilgili A, katsayilarmin hepsinin negatif reel say1r olmasi durumunda da “Negatif
Katsayili Analitik Fonksiyonlar” olarak seklinde anilir. Ayni zamanda, (2.11) genel
formuna sahip olan tiim kompleks fonksiyonlar “Cok Degerli (Multivalent(ly)) Analitik
Fonksiyonlar” veya “n-degerli (n-valent(ly)) Analitik Fonksiyonlar” olarak bilindigi
icin, onceki belirttigimiz 6zel isimlerle birlikte bu 6zel adlandirmalar da kullanilir.
Vurguladigimiz gibi, tiim bu 6zel seri tiplerindeki kompleks (degiskenli) fonksiyonlar
cesitli yonleriyle “analitik ve geometrik” ozelliklerinin incelenmesinde hala aktif

caligilan analitik fonksiyon siniflaridir.

Belirtilen fonksiyon ailelerindeki fonksiyonlarla alakali olan ve ¢esitli bilimsel arastirma
alanlarina yonelik Nehari (1952), Duren (1983), Goodman (1983) ve Hayman (1994)
eserleri olduk¢a kapsamli olan kaynaklardir. Hatta, bu gibi analitik fonksiyonlarin bazi
0zel sonuglari igin de Chen et al. (1997), Owa and Shen (1998), Martinez et al. (2000),
Khairnar and More (2010), Irmak (2011), San and Irmak (2011), Uyanik and Owa
(2019), Irmak (2021) ve Lashin and Aouf (2022) makalelerinin farkli iceriklerine de

odaklanilabilir.

Tanim 2.1.19°da belirtilen A (A4 # 0) sayisinin farkli farkli se¢imi ilgili seriye ve

dolayisiyla bu serinin belirledigi analitik fonksiyonlara kayda deger etkisi olmadigindan
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dolayi ilgili katsaymin genellikle A: = 1 seklindeki se¢imi ile karsilagilir. Dolayisiyla,
(2.11)’de sunulan n-degerli analitik fonksiyonlarin olusturdugu
Fie ()

fonksiyonlar siifinin yerine daha da uygun ve kullanilabilir alt ailesi konumunda olan

F(n) (meN)
gibi fonksiyonlar ailesi, yani

F(n) = Fi(n)

={¢(@): ¢(2) = 2" + Ap1 2™ + Apypz™? +-- 2€D)} (212)

seklindeki fonksiyonlar ailesi tercih edilir.

Ayrica, (2.12)’de tanimlanan n-degerli analitik fonksiyonlarin F(n) siifinin daha 6zel

hali durumunda olan, yani n = 1 alinmasiyla elde edilen ve F ile gosterecegimiz;
F={¢2): ¢p(2) =2+ Aps12>+ Ap2> +--- (z€U)} (2.13)

seklinde analitik fonksiyonlar ailesi de tercih edilir.

Kompleks Fonksiyonlar Teorisi’'nde, Ustteki gibi fonksiyonlar “Normalize Edilmis
Analitik Fonksiyonlar” olarak bilindigi i¢in, (2.13) ile olusturulan F fonksiyonlar ailesi
de “Normalize Edilmis Analitik Fonksiyonlar Ailesi” olarak ifade edilir ve bu ailedeki

analitik fonksiyonlar iizerinde hala ¢alismalar devam etmektedir.

Cesitli referanslar olarak, ilgili fonksiyonlara iliskin olarak da; Duren (1983), Goodman
(1983) ve Srivastava and Owa (1989) eserleri detayli oldukga teorik bilgiler igermektedir.
Hatta, ilgili fonksiyonlar ile ilgili olan farkli baz1 6zel sonuglar i¢cin de McBride (1982),
Owa et al. (1991), Cho et al. (1993), Altintas et al. (1995), Raina (1997), Nishimoto
(2001), Saxene et al. (2009), Owa et al. (2003), Agarwal (2012), Ibrahim and Jahangiri
(2014), Breaz et al. (2016) and Irmak (2021, 2022) makalelerindeki sonuglar

incelenebilir.
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2.1.6 Ornek. Her a€C*:=C—{0} icin, ¢(2) =e* gibi bir iistel kompleks
fonksiyonun C kiimesinde analitik ve dolayisiyla bir tam fonksiyon oldugunu biliyoruz.
Dogal olarak, ilgili kompleks fonksiyonun her mertebeden tiirevi vardir ve her n dogal
sayisl i¢in

dn

dz™

(d)(Z)) =e*” > aq"e* |, =a" (a€C;n€N,)

dir.

Dolayisiyla, iistte elde edilen bilgiler kullanilarak, Tanim 2.1.18 ile sunulan (2.10)’da ki
gibi seri formuna sahip olan ilgili kompleks fonksiyonun seri acilimi, yani kompleks

formdaki MacLaurin seri ag¢ilimi:

$(2) = e

2 3 4 n
=1+az+%zz+z—z3+%z4+ A S (2.14)

! n!
o @ p *
= 211:0?2 (O(E(C;ZEC)

seklindeki gibi bir kuvvet serisi olur.

Yukarida, yani (2.14) ile sunulan kompleks (degiskenli) fonksiyon seri agilim1 goz oniine

alindiginda, ilgili fonksiyon serisinden yararlanarak,
Fad(n) (A#0;keN;neN,

ailesinin sonsuz sayida ogeleri kolayca belirlenebilir.

Bilindigi gibi, kompleks (degiskenli) fonksiyonlarin ¢esitli doniisiim iliskilerinde, ilgili
uzaylar arasindaki (analitik veya geometrik) cesitli iligkilerinin belirlenmesi kolay bir is
degildir. Bu baglamda, ii¢lincii boliimde elde edilecek olan 6zgiin sonuclarin bazi1 6zel
sonuclarinin vurgulanmasinda, ilgili analitik fonksiyonlar ailesinin kapsaminda olan bazi
elementer kompleks (degiskenli) fonksiyonlar dnemli rol oynayacaktir. iste bu acidan,

ilgili elementer fonksiyonlarin bazilarin1 sunmak oldukga faydali olacaktir.
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Ornegin;
e? € F1(0)
2e3%7 € F3(0)
2e75% € F1(0)
ie?” € F1(0)
ze? € F1(1)
e?" € F1(0)
5e2”° € F3(0)
e?—1eFi(1) ¢ (2.15)
e? — 1€ F1(2)
e?’ — 1€ F{1(2)
3e22° — 1 € F2(2)
z2e% € F1(2)
iz3e? € F1(3)
z(e72—1) e F{1(2)

2.1.7 Ornek. o € C* olmak iizere, ¢(z) = seklindeki kompleks (degiskenli)

1
1—az
fonksiyonu

D=C—{1/a : a€C"}

kiimesinde analitik bir fonksiyondur ve her z € D noktasinda seri agilim da soz

konusudur. Bu durumda, her n € Ny i¢in

dan a™n!
ﬁ((l)(Z)) T (1-az)ntt
ve dogal olarak

a™n!
(1—az)n+t

=nla" (2.16)

Zop:=0

dir.

Dolayisiyla, o # 0 olmak iizere, (2.16)’da elde edilen veriler yardimiyla, Tanim 2.1.18

ile sunulan (2.10)’daki kompleks fonksiyon serisi de

1
1-az

¢(2) =

=14+ az+a?z? + a323 + a*z*+ -+ a"z" + - (2.17)

20



= Y=o (az)" (0( €EChzeC;z| < i)

lal

seklindeki MacLaurin serisi olacaktir.

Yine, (2.17)’de olusturulan kompleks fonksiyon seri agilimindan yararlanarak yine ¢ok
sayida farkl farkli elementer kompleks fonksiyonlarin ilgili tipteki gibi seri agilimlar: da
olusturulabilir. Asagidaki gibi verilen gesitli ¢(z) analitik fonksiyonlarinin seri
acilimlar1 ile (2.11)’deki gibi tanimlanmis olan en genel formdaki Ff(n) analitik
kompleks fonksiyonlar ailesindeki fonksiyonlar arasindaki bazi 6zel iliskileri asagida gibi
sunulmustur. Yukarida da vurguladigimiz gibi bu 6zel iliskilerin herbiri, daha sonraki
boliimlerde elde edilecek olan (kesirsel mertebeden tiirev veya integrallerle ilgili) olan
tiim teorik ve elementer olan 6zgiin sonuglarimizin birer ¢ikarimlart olarak karsimiza

cikacaktir.
Ornegin;

—€eFO )
- €F(0)

— e F{(1)
€ FrH(1)
€ Fri(D)
€ Fr'(D)
€ F;(0)
€ F1(1)

1-z
-z

1-z
-z

1-z

Lz

(2.18)

g

1-iz
1

1-2z2
z

1+2z2
22
1-z2

Z5 1
7 €76

€ Fi(2)
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2.2 Baz Kesirsel Mertebeden Hesaplamalar ve Tlgili Operatérler

Giris boliimiinde de belirtildigi gibi, bu tez calismas1 kompleks degiskenli fonksiyonlarin
kesirsel mertebeden differ-integral hesaplamalari ile ilgili olan bazi konular iizerine
planlanmistir. Bu yiizden ilgili referanslarin sunumu da bu hedefe gore diizenlenmistir.
Dolayisiyla, bu bdliimde gegen kesirsel mertebeden (differ-integral) operatorleriyle
iliskili olan her bir tanim ve ilgili teorik ¢alismalarin detaylar igin diisiiniilen temel
kaynaklar olarak Gemant (1942), Debnath (1995), Oldham and Spanier (1977), Ross
(1977, 1992), Srivastava and Owa (1989), Samko et al. (1993), Owa et al. (1994),
Srivastava (2020), Kiryakova (1994, 2021) ve Kilbas et al. (2021) eserleri olduk¢a
kapsamli kaynaklardir.

2.2.1 Kesirsel mertebeden integral ve ilgili operator

2.2.1.1 Tammm. Verilen ¢ = ¢(z) kompleks (degiskenli) fonksiyonu orijini igine alan
herhangi bir basit kapali bolgede analitik olsun ve ¢ > 0 reel degeri verilsin. Bu

durumda, ¢ fonksiyonunun ¢-mertebeden kesirsel integrali :
D, ”l¢] . Dle(] . D7[l(2)
veya

il . L@ . L@

seklindeki gosterimlerden herhangi biri ile genellikle gosterilir ve

- 1 $(t)
D,”[¢] =+ fy o= dt (9> 0) (2.19)

seklindeki integralle tanimlanir.

Dogal olarak, D,?[¢] ‘nin varligi, (2.19)’de verilen esitliginin sag tarafimin mevcut
olmasi ile miimkiin olacaktir. Ayrica, (2.19)’da ki integralde gegen z — t ifadesinin
pozitif olmasi durumunda log (z —t) ifadesi gercel alinarak, verilen integraldeki

(z — t)?~ 1 ifadesinin katlilig1 kaldirlir (Srivastava and Owa 1989).
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Tanim 2.2.1.1 ile verilen (2.19)’da ki integral i¢in ¢ — 1 (veya denk olarak ¢ := 1)

durumu g6z Oniine alinirsa asagidaki 6zel iliski kolayca elde edilebilir.

2.2.1.1 Sonug. ¢ = ¢(z) gibi bir kompleks fonksiyonu orijini i¢ine alan herhangi bir

basit kapal1 bolgede (ve sinirinda) analitik ise,

9 -1 = D,’[¢] - D[] = [ p(t)dt
dir.

Tanim 2.2.1.1 ile (2.19)’da ki gibi tamimlanmis olan kesirsel mertebeden integral
operatorli bazi ekstra kosullar altinda ¢ok sayida 6zellikler bulundurabilmektedir ama
asagida verilen iki genel 6zellik her zaman dogru olan genel dzelliklerdir. Ispatlar1 da
Tanim 2.2.1.1 yardimiyla kolayca goriilebilir. ilgili dzellikler asagida verilen teoremlerdir

(Srivastava 2020).

Teorem 2.2.1.1. (Skalerle Carpma Ozelligi): ¢ := ¢(z) gibi bir analitik fonksiyon
¢ (@ > 0) mertebeden kesirsel integrallenebilir olsun ve C; de bir kompleks skaleri ifade
etsin. O zaman,

D,?[Ci¢] = ¢;D,?[¢] (2.20)
dir.

Teorem 2.2.1.2. (Lineerlik Ozelligi): ¢ = ¢(z) ve Y :=1(z) gibi analitik
fonksiyonlart ¢ (¢ > 0) mertebeden kesirsel tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun. Bu

durumda, her C; ve C, kompleks skaleri i¢in,
D,?[Ci¢ + C,] = €D, ?[¢] + C. D, “[y] (2.21)
dir.

Teorem 2.2.1.3. ¢ = ¢(z) gibi bir analitik fonksiyonu ¢ (¢ > 0) ve ¥ (3 > 0)

merbeden integrallenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman,

D,*(D;*[¢]) = D;¥(D;?[¢]) = D;* ¥[¢] (2.22)
dir.
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ispat.
D,”(D;"[¢]) = D;*(D;*[¢])
seklindeki kolayca goriilebilen iligkiler arastirmacilarin dikkatine sunulmus olup, sadece
D,”(D;"[¢]) = D" V9]
seklindeki esitliginin gosterilmesinin yeterli olacagi diisliniilmiistiir. Bunun i¢in de,

(2.19) ile verilen kesirsel mertebeden integral operatorii D;¢[¢] ifadesi i¢in gz Oniine

alinirsa:

D;*(D;"[#1) = 5 (Jy ompms (D" [01) dt)
_ 1 z 1 1 w o @(s)
) (fo (z-t)1-% { r(y) fo (w-t)1-¥ jes } dt)

_ 1 1 z 1 w o ¢(s)
~ T(p) T@W) (fo (z-0)1-9 {fo w—D)1-¥ ds} dt)

ve ardindan da, Samko et al. (1993)’teki (Drichlet Formiil’iinii de i¢eren) detayli bilgilere

odaklanirsa:

D,?(D;Y[¢]) =

- m (Jy oO{,” (2= 0?7 (w — ¥~ dt}ds)

seklindeki sonucuna ve ardindan da (igteki integral i¢in) w — z = (z — s)v seklindeki
degisken ve diferansiyel degisimleri yapilirsa, (2.7)’de verilen Beta fonksiyonu ile
birlikte (2.6) ve (2.8)’deki gibi Gamma fonksiyonun bir uygulamasi daha elde edilir. Bazi

elementer islemler sonucunda, (2.22)’deki istenen ifadeye kolayca varilabilir.

2.2.1.1 Ornek. Tanim 2.2.1.1 tanim1 kullanarak, ¢(z) = C (C # 0) gibi bir kompleks
(degiskenli) sabit fonksiyonun ¢-mertebeden Kkesirsel integralini hesaplayalim.

Tanimdaki ilgili fonksiyon i¢in verilen sabit fonksiyon g6z oniine alinirsa;

Pro1_ 1z )
D,"[¢] = r(p) fo (z-t)1-¢ dt
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1 VA4 C
) fo (z-t)1-¢ dt

=i li@-0rdt (9> 0)

seklindeki integral iliskileri kolayca elde edilir. Burada, ilgili gergel degiskenli integral
icin, eger

wz=z—t = zdw=-dt & dt=—zdw
seklindeki degisken ve diferansiyel degisimleri géz Oniine alinir, ardindan da, (2.7)’de

verilen Beta fonksiyonu ve (2.6)’te verilen Gamma fonksiyonu ile birlikte (2.8)’de verilen

o6nemli bagint1 da kullanildiginda:

D,?[C] = %(p)foz(z — £)*ldt

—_C o (01
ror ? fow dv

c 1
= — @ (p_l — 1-1
Al Jo w1 —w)tdv
c
T'(e)

z? B(p, 1)

__C T@r@ o
() T(1+¢)

—_C e

T'(1+¢)

sonucuna varilir.

O halde, verilen herhangi bir ¢ > 0 gercel sayisi i¢in, sifirdan farkli her ¢(z) = C

kompleks (degiskenli) sabit fonksiyonun ¢-mertebeden kesirsel integrali:

C
T T(1+¢)

z? (¢p>0) (2.23)

seklinde olur.

Ornek 2.2.1.1 ile elde edilen (2.23)’teki sonug bizleri asagidaki gibi verilen baz1 6zel

sonuglara kolayca gotiirtir.
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2.2.1.2 Sonug. ¢ = ¢(z) = C sabit (kompleks) fonksiyonu igin;

- —¢ ore1= & =
>0 = D,"[C] » Dy[C] = T C
ve
— -1 — (% - _
p:=1 = D;'C]= [ Cdt= o 2 Cz
dir.

2.2.1.2 Ornek. Kompleks (bagimsiz) degiskenli ¢(z) =z® (w > —1) gibi bir
fonksiyonunun ¢@-mertebeden kesirsel integralini hesaplayalim. Yine, Tanim 2.2.1.1

geregi, ¢ = ¢(z) = z® listel fonksiyonu g6z oniine alinirsa:

@ 1 z  ¢(t)
D" (9] = v Jo Goiyo

1 z t®

~ T Iy ooie

__1 Z . w(, _ +\p-1
—_r(q))fot (z—t)? 1dt

integrali igin, yine Ornek 2.2.1.1°de uygulanan:
z—t=wz

seklindeki degisken degisimi ile birlikte (2.6)-(2.8) bilgileri yeniden kullanilirsa, bazi

elementer islemlerin sonucu olarak,

D *[¢] = 1o Jo t4(z = D¢ dt

=L w+@ 1 p-1 _ w
o) ? fow (1 —w)?dw

— 1 Jote
K B(p,w+ 1)

1 T@Tl(w+1)  4te
I'(p) T(1+ep+M)

_ T(w+1) 0+
- I‘(1+go+w)z (('0 > O)

iliskilerine varilir.
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O halde, ¢(z) = z“ gibi kompleks kuvvet fonksiyonunun ¢-mertebeden kesirsel
integrali de:
-Or_ w1l _ I‘((u+1) W+ . .
D,"[z¢] = ToroiD) z (p>0; w>-1) (2.24)

seklinde olur.

Ornek 2.2.1.2 ile elde edilen (2.24)’teki sonug bizlere asagidaki gibi verilen 6zel sonuglari

yine kolayca sunar.

2.2.1.3 Sonu¢. ¢(z) = z® kompleks kuvvet fonksiyonu igin,

-0t = D,?[z¢] » D[z°] = z¢
ve

- -1, 0] — Fw+1) wtl = (% ,w _ 1 wtl
=1 = D; [Z]_F(a)+2)z _fotdt—w+1z

dir.

Baz1 6zel sonuglar agisindan, Ornek 2.2.1.1°de ¢ = 1/2 gibi bir se¢im goz Oniine

alinirsa, asagidaki 6zel sonugta kolayca elde edilir.

2.2.1.3 Ornek. Herhangi bir ¢(z) = C kompleks (sabit) fonksiyonunun ¢ = 1/2-

mertebeden kesirsel integrali de:

~1/2 _ € i 2
D, €)= 1 2" = 7 Ve

seklindeki gibi elde edilir. Dogal olarak, ¢(z) =i gibi bir sabit fonksiyonu i¢in de

D; *[C] = =V7

gibi bir sonug s6z konusu olur.

Ornek 2.2.1.2°de ¢ = 1ve w: = 1 gibi 6zel segimler gdz dniine alindiginda da, asagidaki

0zel sonug kolayca elde edilebilir.
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2.2.1.4 Ornek. ¢(z) = z gibi bir kompleks (degiskenli 6zdeslik) fonksiyonun 1/2-

mertebeden kesirsel integrali de:

D[] = L@ _ 372

4
z r'(5/2) T o3vm 2z

seklinde olur.

Teorem 2.2.1.3 ile Ornek 2.2.1.1 ve Ornek 2.2.1.2 6rnekleri birlikte dikkate alinir ve
sirastyla Ormek 2.2.1.1 ve Ornek 2.2.1.2 kullanilirsa, asagida verilen 6zel sonuglar da

kolayca elde edilir.

2.2.1.5 Ornek. ¢(z) = C gibi bir kompleks (sabit) fonksiyonunun ¢ = 3/2-mertebeden

kesirsel integrali de:

D—(1+1/2)[ C] — D—3/2[ C]

Z

= TG/2)

_4C
_3x/EZ\/E

seklinde olur.

2.2.1.6 Ornek. ¢(z) =z gibi bir kompleks (birim) fonksiyonunun ¢ = 3/2-

mertebeden kesirsel integrali de:

D—(1+1/2)[Z] _ D_3/2[z]

z zZ

_T@ 3
= T ?

— 1 3/2
= 3216 ¢

- 2 3/2
5T(5/2)

8
T 1svm 2z

seklinde elde edilir.
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Bu tez calismasi agisindan, (2.11)’deki gibi tanimlanmis olan analitik fonksiyonlarin
olusturdugu F# (n) seklindeki fonksiyonlar ailesindeki fonksiyonlarin oldukga kapsamli
(analitik veya geometrik sonuglari ile birlikte) gerekli kesirsel mertebeden hesaplamalari
da elbette ki séz konusudur. Ozellikle, bu F#(n) analitik fonksiyonlar ailesinin alt
kiimelerinden biri olan ve (2.12)’de gibi tanimlanmis olan [F(n) ailesindeki analitik
fonksiyonlarin kesirsel mertebeden integrallerini olusturmay1 yeterli gériiyoruz. Ayrica,
F&(n) ailesinin diger alt kiimelerindeki fonksiyonlarm kesirsel mertebeden
integrallerinin belirlenmesine iliskin gerekli arastirmalar1 da ilgilenen arastirmacilara

birakiyoruz.

Teorem 2.2.1.1 ve Teorem 2.2.1.2 ile Ornek 2.2.1.1 ve Ornek 2.2.1.2 bilgilerinin
yardimiyla, ¢ = ¢(z) € F(n) seklindeki herhangi bir n-degerli analitik fonksiyonun ¢-

mertebeden kesirsel integralini veren asagidaki 6nermenin ispati kolayca olusturulabilir.

2.2.1.1 Onerme. z € U ve ¢ := ¢(2) € F(n) olsun. O zaman, verilen her ¢ > 0 sayisi

icin, ¢ = ¢(z) fonksiyonunun @-mertebeden kesirsel integrali:

r(n+1)

2N 4. LUtD )Y o
rrerD) + X% z )Z (2.25)

j=n+14] I(+p+1)

D, *[¢] = (o
seklindedir.

2.2.1.7 Ornek. Onceden (2.17) ile olusturulmus kompleks fonksiyon serisinde, eger a :=
1 se¢imi goz oniine alnirsa, (2.18)’deki gibi tammlanms F; (0) seklindeki analitik
fonksiyonlar sinifinin farkli 6zel bir liyesi durumunda olan ve yine ¢(z) ile belirttigimiz

kesirsel formda olan (kompleks degiskenli) elementer fonksiyonlarindan olan, yani

p@=1+z+22+23+-+ 2+

=727 (2.26)

gibi bir kompleks degiskenli fonksiyonu U ag¢ik birim diskinde diizgiin yakinsayan (ve

dogal olarak (modiilce) yakinsayan) kompleks (fonksiyon) serisinin ifade ettigi:

W= $(z) = ﬁ (z € U) (2.27)
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seklindeki bir kompleks fonksiyon da sdz konusu olur. Ozellikle, yol gosterici olarak,
klasik (kompleks) analiz bilgileri ile birlikte w = u + iv seklindeki w kompleks

(bagimli) degiskeni g6z Oniine alindiginda;

gerektirmesi ve z € U iliskisi de dikkate alindiginda da:
w—1
|z| = |—| <1 = |w-1|<|w]|
w

= |lut+iv—1| <|u+iv|

= Ju-12+v2<VuZ+v? (2.28)
= uw-2u+l1+v?<u?+v?

= 1<2u
1
= Re(w) > 5

seklindeki sonuca varilir. Bu MGobiiis doniistimlerinin 6zel bir elemani olan (2.27)
fonksiyonu Kompleks Fonksiyonlar Teorisi acisindan Onemli rol oynayan bir
fonksiyondur. Bu fonksiyon, bu tez aragtirmasinin olast sonuglar1 agisindan 6nemli bir
somut 6rnek teskil edecektir. Ozel anlamlar tastyan bazi sonuglari acisindan, ikinci ve
tiglincli bolimlerde kullanilacak olan bu elementer kompleks fonksiyon igin, eger
(2.28)’de elde edilen esitsizlik géz Oniine alinirsa, (2.27) ile sunulan kompleks doniisiim
ile dogrudan alakali olan ve U bolgesiyle iligkilendirilebilecek olan kiimeler arasindaki

asagidaki ozel iliski:
1 . 1
¢(z)=;.[U—>{ZE (C-SRe(z)>E} (2.29)

onemli rol alacaktir. Bu 6zel kompleks fonksiyonun farkli aragtirma alanlarindaki rolii
acgisindan, Nehari (1952), Pommerenke (1975) ve Goodman (1983) eserlerine
odaklanilabilir.

Ayrica, Ornek 2.2.1.1 ve Ornek 2.2.1.2 drneklerinin yardimiyla, her ¢ > 0 sayis1 ve
(2.26) ile verilen fonksiyon serisinin ifade ettigi (2.27)’deki elementer w = ¢(z)

kompleks (degiskenli) kesirsel tipteki fonksiyonunun kesirsel mertebeden integrali de:
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D,?|=|=D;"[1+ 2%, 7]

= D, ’[1]+Z72,{D;*[2'] }

1 e o r(j+1)
T(1+¢) J=1 ri+9+1)

z/te (2.30)

= Oo —F(j+1) Zj+(p
J=0 T(j+¢p+1)

seklindeki hesaplamalarla karsimiza ¢ikar.

Bu boliimiin son ifadeleri olarak, Sonu¢ 2.2.1.3 ile verilen sonuglar dikkate alinarak,
(2.30)’da ki gibi verilen hesaplamalarda, ¢ — 0* ve ¢ — 1 (veya denk olarak ¢ := 1)
6zel durumlar g6z oniine alindiginda, sirasiyla, asagidaki gibi 6zel sonuclara yine kolayca

varilabilir.

2.2.1.8 Sonu¢. z€ Uve ¢(z2) = 1; olsun. Bu durumda;

—Z

0= = D[] - t[]

1-z

ve

— 1 © F(j+1) j
=To 2t s Th)

_ © F(j+1) j
J=0 r(j+2)

=—In(1-2)

olur.
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2.2.2 Kesirsel mertebeden tiirevler ve ilgili operatorler

2.2.2.1 Tanim. ¢ = ¢(z) gibi kompleks degiskenli fonksiyonu orijini i¢ine alan basit
kapal1 bir bolgede analitik olsun. O zaman, ¢(z) fonksiyonunun ¢-mertebeden kesirsel

tiirevi, genellikle;

D7 [¢] , D7[e(2] veya D7 [4](2)

seklindeki notasyonlardan herhangi biri ile gosterilir ve

Pra1 oL 4 ((7_o®
D; [¢] = Tz 2z ( b Go@ dt) 0<g<1) (2.31)

seklinde tanimlanir (Srivastava 2020).

Kesirsel mertebeden integral operatoriinii tanitirken, belirttigimiz gibi burada da tekrar
gerekli vurgulamay1 yapalim. (2.31)’teki gibi verilen integralin gercel degiskene gore
olusturulan bir integral oldugu, bu tez arastirmasinin hedefinin de kompleks degiskenli
fonksiyonlar ile ilgili oldugundan, tabii ki (2.31) ile verilen esitligin sag tarafinin mevcut
olmast durumunda ve ilgili integralin sonucunun da dogal olarak kompleks bir sonug ile
sonuglanacagl durumu da gz Oniine alindiginda, aynen kesirsel mertebeden integral
operatoriinde de belirtildigi gibi, eger z — t ifadesinin pozitif olmas1 durumunda log(z —
t) ifadesi gergel alinarak, ilgili integralde gegen (z — t)™% seklindeki ifadenin katlilig
da aynen Tanim 2.2.1.1°de vurgulandigi gibi kaldirilmig olunur (Srivastava 2020).

Tanim 2.2.2.1°¢ odaklanildiginda, verilen ¢ := ¢(z) gibi analitik bir fonksiyonunun
kesirsel mertebeden tiirevinin ¢ € [0,1) seklindeki kesirsel sayilarin tiirevini igerdigi
acikca goriilmektedir. Ilgili kesirsel mertebeden tiirevlerin hesaplanmasinda, Gamma
fonksiyonunun kullanish islevsel 6zelligi 6nemli rol oynayacagindan dolay1 ve Sekil
2.1°deki grafik gz oniine alindiginda, 6nceden de vurguladigimiz gibi, Tanim 2.2.2.1’in
temel hipotezleri uygun her keyfi ¢-mertebesinden kesirsel tiirevlerin [0,1) araliginin
disina ¢ikarilmasi da elbette ki miimkiin olabilmektedir. Iste bu gibi mertebeden tiirevleri
de kapsayan tanimlamalar, yani Tanim 2.2.2.1’in genel halleri de asagidaki gibi
sunulmustur. Tlgili detaylar igin, Srivastava (2000)’de verilen oldukca kapsamli bilgiler

yeterli olacaktir.
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2.2.2.2 Tamm. Orijini i¢ine alan basit kapali bir bolgede analitik olan ¢ = ¢(z) gibi

herhangi bir kompleks fonksiyonun m + @-mertebeden tiirevi ise
D;"[p] (0<¢<1;meN,)

seklindeki benzeri notasyon ile ifade edilir ve
DI*[g] = < {DY[g]}] (O<p<1;meN) (2:32)

seklinde tanimlanir (Srivastava 2020).

2.2.2.3 Tammm. Tanim 2.2.2.1’in hipotezleri altinda, ¢ = ¢(z) gibi bir analitik ¢(z)

fonksiyonunun ¢-mertebeden kesirsel tiirevi:

DY[p]=o{Df "]} (m<p<m+LmeNy)  (233)

seklinde tanimlanir (Srivastava 2020).

Ozellikle, (2.32) ve (2.33) ile verilen her iki kesirsel mertebeden operatdrlere
odaklanildiginda, (2.32)’teki operatorde (veya ilgili integral doniisiimiinde) eger

pi=¢—m
gibi bir se¢im goz Oniine alinirsa, Tanim 2.2.2.2 ile Tanim 2.2.2.3’{in birbiri igin birer
gerektirme igerdigi kolayca gozlemlenebilir. Bdylece, boylesi iliski de bizleri, her m €
Ny i¢in

0<p—-m<1l & m<p<m+1

gerektirmeleri geregince, malum baglangigta belirtilen 0 < ¢ < 1 mertebe araliginin da
dogal olarak m < ¢ <m + 1 gibi daha genel araliklara da genisletilmis olunur. Hem
(2.32)’de hem de (2.33)’te sunulan tanimlarda, m = 0 hali agiktir. Ozellikle, (2.33) ile
verilen tanimla esas amacin, kesirsel mertebeden tiirevi [0,1) araliginin disina ¢ikarmak
oldugundan dolayi, orada m € N olmasinin énemini de vurgulayalim. (2.32)’den yola
cikarak ve Ornek 2.1.4 kullanilarak (2.33)’e varilabilinecegi gibi, (2.19)’daki tanim ile
(2.31)’deki tanim arasindaki:
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d

DZ[¢] = £{D;“el} (= £ (L *ls]}) (2.44)

Z

seklindeki agikar olan iligkiden yola ¢ikarak, (2.33) ile verilen (olusturulan) tanimin
mantikli gerekgesi de kolayca goriilebilir. Daha detayl: bilgi icin Kilbas et al. (2006) ve

Srivastava (2020) eserleri yeterli olacaktir.

Yukaridaki gibi sunulan (2.31)-(2.33) arasinda genel tanimlar yardimiyla, (2.20)-(2.22)
arasinda verilen genel 6zelliklere benzer 6zellikler de asagidaki gibi kesirsel mertebeden

tiirev operatorleri i¢in sunulmustur.

2.2.2.1 Teorem. (Skalerle Carpma Ozelligi): ¢ = ¢(z) analitik fonksiyonunun ¢-

mertebeden kesirsel tiirevi var olsun ve C; kompleks skaleri igin,

DY[C;¢] = C:DF[¢] (0< @ <1) (2.35)
duir.

2.2.2.2 Teorem. (Lineerlik Ozelligi): ¢ = ¢(z) ve P = (z) analitik fonksiyonlart
@-mertebeden kesirsel tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun. Her C; ve C, kompleks

skalerleri igin,

DY[Cip + Cop] = ;DY [¢] + C,DY[W] (0<¢p<1) (2.36)
dir.

2.2.2.3 Teorem. ¢ = ¢(z) analitik fonksiyonlar1 ¢ ve 1 - mertebeden tiirevlenebilir
olsun. O zaman,

D?(D7[¢]) = DY (D7 [¢]) = DYV [¢] (237)
dir.

Ayrica, kesirsel mertebeden integrallerle ilgili olan, Sonu¢ 2.2.1.1, Sonug¢ 2.2.1.2 ve
Sonug 2.2.1.3’teki gibi verilen bazi benzeri iliskiler elbette ki kesirsel mertebeden
tirev(ler) i¢in de s6z konusudur. Bu o6zel iliskilerin ortaya ¢ikarilmasi igin, ilgili

@ parametresinin uygun (ve amaca) gore kullanilmas1 yeterli olacaktir. Bu agidan da,
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Tanim 2.2.2.1 ile Tanim 2.2.2.2. ve/veya Tanim 2.2.2.3 tanimlarinin kosullar1 altinda

hareket etmek 6nemlidir. Bunlarin bazilari da asagida sunulmustur.

2.2.2.1 Sonu¢. m € Ny ve 0 < ¢ <1 olmak iizere, ¢ := ¢p(z) gibi bir (orijini kapsayan
basit kapali bolgede ve sinirinda) analitik olan fonksiyonu i¢in asagidaki onermeler

saglanir:
a) ¢-0" = DI[¢] - ¢(2),
b) ¢-1" = DI[¢] - ¢'(2).

) 90" = D[] > o (4(2).

Kesirsel mertebeden integrallerle ilgili olan ve Ornek 2.2.1.1-Ornek 2.2.1.7 arasinda
verilen 6zel 6rneklendirmeler yine kesirsel mertebeden tiirevlenme ile ilgili olarak da
hesaplanabilir ve bu sonuglarin (2.31)-(2.34) arasindaki tanimlarla kapsamli ¢cok sayida

0zel sonuglari da verilebilir. Bunlardan bazilar1 asagidaki gibi sunulmustur.

2.2.2.1 Ornek. Omek 2.2.1.1°de uygulanan yollar (2.31) ile verilen tanim ile birlikte
yeniden gdz Oniine alinirsa, ¢ = ¢(z) = C (C # 0) gibi bir kompleks degiskenli sabit

fonksiyonun ¢-mertebeden kesirsel tiirevinin:

C

DY[C] = o)

2% (0<g@<1) (2.38)

seklinde oldugu kolayca gortiliir.

2.2.2.1 Uyar.. Sifirdan farkli sabit fonksiyonlarin kesirsel mertebeden tiirevinin sifir
olmadigi (2.38) ile verilen 6rnekle agikga goriilmektedir.

Ornek 2.2.2.1°de ¢ = 1/2 alinirsa, asagidaki gibi 6zel sonuga da kolayca olusturulabilir.

2.2.2.2 Ornek. Omek ¢ = ¢(2) = C gibi bir kompleks degiskenli sabit fonksiyonunun

1/2 - mertebeden kesirsel tiirevi:
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(2.39)

seklinde olur.

2.2.2.3 Ornek. Ornek 2.2.1.2°de takip edilen yollar yine (2.31) ile verilen tanim ile
birlikte yeniden g6z Oniine alinirsa, ¢ = ¢(z) = z® (w > —1) gibi bir kompleks

degiskenli iistel fonksiyonunun kesirsel tiirevi:

IMNw+1)

Prowy —
D;[2°] = T oiD

z297%  (0<¢<1) (2.40)

seklinde olur.

Omek 2.2.2.3’te eger ¢ = 1/2 se¢imi yapilirsa, asagidaki 6zel sonug da kolayca elde

edilir.

2.2.2.4 Ornek. ¢ :=¢(z) =z% (w>—1) gibi bir analitik olan kompleks iistel

fonksiyonu i¢in,

1/2r @y _ _A+w) w-1/2 _
D, “[z*] = 0210 ° (w>-1) (2.41)

seklinde olur.

Yine Ornek 2.2.2.3’te smasiyla w =1ve w —1=0= ¢ —1/2 seklindeki 6zel

secimler yapilirsa, agagidaki iki 6zel sonug kolayca elde edilir.

2.2.2.5 Ornek. ¢ = ¢(z) = z kompleks ozdeslik fonksiyonunun @-mertebeden kesirsel
tiirevi:

1

D7 [2] = t7=0>

21 (0<p<1) (2.42)

seklinde olur.

2.2.2.6 Ornek. ¢ := ¢(z) = z kompleks ozdeslik fonksiyonunun ¢ = 1/2-mertebeden

kesirsel tiirevi:

D; [2] = = Vz (2.43)

seklindedir.

36



Yukarida elde edilen (2.39) ve (2.41)’deki kesirsel mertebeden tiirevlere, yani ilgili
esitliklere, 1/2-mertebeden kesirsel tiirev operatorii tekrar uygulanirsa, kesirsel
mertebeden tiirevlerle ilgili teoremler geregi, asagidaki verilen sonuglar kolayca

olusturulabilir.

2.2.2.7 Ornek.

p/*(p}*(c1} = D} {7 )

_ \/%Di/Z{Z—uz}

C  TI(-1/2+1)

_ v -1/2-1/2
Vo T(-1/2-1/2+1)

_ ¢ ora/2

+
== T 720 (01 > )

= pl/2+1/2 (]

= D;[C]

d

=—(C)

dz
olup ve

D;*{D}* 21} = D*{ = vz}

_ 2 [1/2¢ 172
_\/EDZ {Z }

=1
= pl/2+1/2 2]

= D;lz]

d

=—(2)

dz
dir.

Son olarak, (2.11)’de tamimlanan ve Onerme 2.2.1.1 ile sunulan n-degerli analitik
fonksiyonlarin kesirsel mertebeden integralleri ile ilgili bilgiler ve onlarin c¢esitli

sonuglarini igeren ve sadece (2.24) ve (2.25) seklindeki 6nceden sunulan hesaplamalar
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benzeri sekilde kesirsel mertebeden tiirev(ler) icin de olusturulabilir. Burada, sadece F(n)
analitik fonsiyonlar smifinda olan kompleks (degiskenli) fonksiyonlara iliskin bazi
kesirsel mertebeden hesaplamalar sunulacaktir. Onceki boliimde de vurgulandig gibi,
diger fonksiyonlar ailesindeki analitik fonksiyonlara iliskin kesirsel mertebeden
tiirevlerin belirlenmesi ve hatta miimkiin olan daha 6zel formlarinin olusturulmasi yine

aragtirmacilarin ilgisine birakilmistir.

2.2.2.1 Onerme. z€ U ve ¢ = ¢(2) € F(n) olsun. O zaman, 0 < ¢ < 1 kosulunu

saglayan her ¢ reel sayisi i¢in,

r(n+1)
'(n—¢@+ 1)

D(p[(j)] ( 2 4y r(j+1) Zj) 79 (2.44)

j=n+icAj TG-p+1)

seklindedir.

2.2.2.2 Onerme. z €U ve ¢ = ¢(2) € F(n) olsun. O zaman, 0 < ¢ < 1 kosulunu

saglayan her ¢ gergel sayisi igin,

D, *[¢] = DL{D?[4]}

_d
= —{D7[¢]}
T(n+1) o FG+D i\ —p—1
(F(n B2+ S A T z)z (2.45)

seklindedir.

Bu béliimiin son 6zel 6rnegi de, Ornek 2.2.1.7¢deki gibi verilen ve (2.26)’da ki fonksiyon
serisi formunda olan elementer kompleks fonksiyon degiskenli ve (2.27) ile verilmis olan
ve kesirsel mertebeden tiirevini igeren 6zel kompleks fonksiyonudur. Ilgili hesaplamanin
detay1 igin, (2.30)’da ki bilgilerin 1s181nda, Tanim 2.2.2.1 ve Onerme 2.2.2.1 ile Ornek
2.2.2.1 ve Ornek 2.2.2.3 6rneklerinde gecen bilgilere odaklanmak yeterli olacaktir.
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2.2.2.8 Ornek. z € U olmak iizere,

1
1-z

w=(2) =

kompleks (degiskenli) fonksiyonunun ¢ (0 < ¢ < 1) — mertebeden kesirsel tiirevi:

D2l =07 [ ]
= D7[27, 7]
=D7[1+27, 7]

= D7[1] + £iZ,{ D7[#] }

= 2 % %0 —F(j+1) Zj_(p

r1-¢) z J=1 r(j-p+1) (2.46)

o TG+ j-g
J=0 r(j-p+1)

seklinde olur.

Ozellikle, Sonug 2.2.1.8°deki 6zel sonug ile ve Gamma fonksiyonuna iliskin sayfa 10°da
vurgulanan (i)’deki 6zel bilgilendirmeler 1518inda, (2.29) ile verilen rasyonel tipteki U
birim diskinde analitik olan fonksiyon ig¢in, (2.30)’da sunulmus olan Kkesirsel
integrallenme ile ilgili 6zel hesaplamalar elbette ki yine (2.46)’da verilen sonug igin de
miimkiindiir. Onlar i¢in de, ¢ — 0% ve ¢ — 1~ 6zel durumlar (2.46)’da verilen sonug

i¢in gdz Oniine alinirsa, ilgili elementer fonksiyona iliskin asagidaki 6zel sonuglar kolayca

hesaplanabilir.

2.2.1.8 Sonu¢. z € Uve ¢(z) = i olsun. Bu durumda;

0~0" = pflo] - D]
rG+D)

7]
rg+1)

=1+2X55,

J
= i—0Z
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ve

olur.

J=1 @)
o) F(]+1) ]
= Ljn ()
= Z 1]21
_ 1
T (1-2)2
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliimde, tez arastirmamizin 6zgiin kismini olusturan teorik sonuglarimiz, bunlarin
olas1 sonuglari, ¢esitli karsilastirmalar ve oneriler yer alacaktir. Sunulacak olan bu ilgili
bilgilerin, yani teorilerin ve bunlarin ¢esitli olasi sonuglar1 Irmak and Kulali (2021) ve

Kulali ve Irmak (2023) tarafindan literatiire kazandirilan 6zgiin sonuglari igermektedir.

Odaklanilmasi planlanan ilgili teorilerin hem olusturulmasinda hem de ispatlarinda
asagida verilen yardimei teorem (Lemma) onemli rol alacaktir. ilgili Lemma igin, U
acik diskinde tanimlanmis olan ve P(n):= Fl,,(0) (n € Ny) gibi bir analitik
fonksiyonlarinin olusturdugu 6zel fonksiyonlar ailesine ihtiyag vardir. Ozellikle, bu
fonksiyonlar ailesindeki kompleks (degiskenli) fonksiyonlar Kompleks Fonksiyonlar
Teorisi agisindan da olduk¢a Onemli bir fonksiyonlar ailesidir. Bu agidan, cesitli
kavramlarin ve teorilerin detaylar: icin de Nehari (1952), Duren (1983) ve Goodman

(1983) temel eserleri 6nemli kaynaklardir.

Ikinci bélimde (2.11) ile tamimlanan fonksiyonlar ailesine 6zel alt simiflarmna

odaklanildiginda, arastirmamiz igin ihtiya¢ duyulan P(n) fonksiyonlar ailesinin
P(n) ={¢(2): $(2) =1+ Aps12""" + Anypz™? +-+- (z€U)}  (31)
seklindeki bir aile oldugu ve

p@ePm) < ¢0)=1
oldugu agikca goriilmektedir. Ozellikle, bu ailedeki fonksiyonlara iliskin bazi temel
bilgileri iceren ¢aligsmalar icin Hayman (1961) ve Robertson (1963) temel makalelerine

odaklanilabilir.

31lLemma. zeU,W(z) e P(n) ve v € (—,—1)U(1,) olsun. Eger,

Re (W(Z)) >0 (lz| < lzgl < r < 1) (3.2)
W(z) # 0 (3.3)

ve
Re (W(z,)) =0 (3.4)

kosullar1 saglanacak sekilde U kiimesinde z, gibi bir kompleks sayis1 var ise, o zaman,
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ZoW'(zp) = i v W(zp) (3.5)

kosulu da saglanir (Nunokowa 1992).

Irmak and Kulali (2021) tarafindan tammlanmis ve Fg(n) ile gosterilmis kompleks
degiskenli fonksiyonlar sinifinin n-degerli analitik fonksiyonlardan olustugunu 6nceden
de belirtilmisti. Her m € Ny (m < n; n € N) dogal sayis1 icin, hem Fj (n) smifinda yer
alan her analitik fonksiyonu g6z 6niine almak hem de bu tez ¢caligmasinin kapsamini daha
da genis tutmak adina, ilgili ailedeki her bir ¢ :== ¢(z) gibi (analitik ve n-degerli olan)

fonksiyonlarin ¢esitli tiirevleri igeren:

PM@) = {9}, DI'[¢] =DJ[$()] ve DIIP]=DJ[p(2)]

seklindeki dontisiimlere (operatorlere) ihtiya¢ duyulmaktadir. Simdi, elementer
fonksiyonlar ile olan ¢cok daha 6zel sonuclarina girmeden, sadece o 6zel fonksiyonlarin

bazilarin1 hem tanimlayalim hem de baz1 6zel hallerini vurgulayalim.
3.1 ¢™(z) Operatorii (Doniisiimii)

U birim diskinde analitik olan

¢(2) € F(n) c Fig(n)

seklindeki n-degerli analitik fonksiyonun m. tiirevini:
dm
Pp™M(2) = —m {p(2)} (m<n;neN; meN,) (3.6)

seklinde ifade edelim ve bunun da

™ (2) =

Zn—m o S pgm
(n m)l + Z]=‘)’l-|‘1 (]_m)| A]Z

! _
= (S IR n+10_ ),Azf )z (3.7)

(n—-m)!

seklindeki gibi tanimlanmasi yerinde olacaktir. Eger (3.6) yardimiyla olusturulan (3.7)
ile verilen tanima odaklanilirsa, yine m < n kosulunu saglayacak sekildeki her n € N

ve m € N, dogal sayilar icin;
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= ¢ = ¢(2)
=z"+ X241 4520 € Fi(n) (3.8)

= ¢M (@) =9¢'(2)
=nz" 1+ 32,1 JA; 2T e Fi(n— 1), (3.9)

= ¢ (@) =9¢"(2)
=n(n—1)z""2

+ 32— DA 22 e FI D (n—2),  (3.10)

= $@@) = L (¢(2)

__nl n—q
(n—-q)!

|
+ 2= n+1(]—)A]ZJ 1¢ F¥(n-q) (3.11)

|
(B:— (nnq)',q<n ne€N; qENO)

iliskileri kolayca gozlenebilir olup, bunun da ¢ gibi bir analitik fonksiyonunun z

bagimsiz degiskenine goére m. tiirevini ifade eden bir (tiirev) operatoriinii agikca belirttigi

ve (3.6)-(3.

11) arasinda vurgulanan benzeri iliskilerin bir sonucu olarak da;

¢ (2) : F(n) - Fi(n)

seklindeki analitik fonksiyon aileleri arasindaki iligkilere sahip bir tiirev operatdriinii

acikca gosterir.

3.2 DT'[¢(z)] Operatorii (Doniisiimii)

0<A<1,m<n , neN , meN, ve zeU (3.12)

kosullar altinda, verilen ¢ := ¢(z) € F(n) gibi bir n-degerli analitik fonksiyonunun

yardimiyla,

Di"[¢] = Di*[¢(2)]

gibi bir operatorii

Di*[pl:= 29" (2) + (1 - 2) 2¢"*™(2) (3.13)
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seklinde tanimlayalim. Bazi karmagsik elementer islemlerin sonucunda ve (3.7)’nin

yardimiyla, (3.13) ile verilen ifadenin dengi ise,

DI*[¢l = 2™ (2) + (1 — Vzp ™ (2)

! _ foe) j! i
=A( 2=z " 1 o A7 ") (3.14)

(n—m)!

n!

+ (1 - /1) ( (n—m-—1)! zm

o J! —m—1
+ Zj=n+1 (j—m—1)! AfZ] " )
=0, (A;m)z" ™ + X541 Bn(A; m)z/~™

seklindeki denk ifadeler olup, (3.12) ile verilen kosullar altinda, yukarida kullanilan
6,(A;m) ve Bj(4;m) fonksiyonlari da:

n!

B 3m) = A+ (1= D) (n - m)] " (3.15)
ve
Biim) = A+ (1= D0 —m)] 4 =" (3.16)

seklindeki fonksiyonlardir. Ozellikle, (3.7) ve (3.13)’te sunulan sonuglar géz Oniine

alindiginda:
S OPeD = (210 (@) + (1= 1) 2™ (2))
=21 (2) + (1 - D[pH™(2) + z @™ (2)]
= ¢MM(2) + (1 - Dz ¢@*™(2) (3.17)

= D; "¢l

seklindeki (olmasi gereken) iliskiler de kolayca goriiliir. Eger (3.17) ifadesi (3.7) ile

birlikte goz oniline alinirsa, yine ilgili operatdr i¢in
Di*[¢] : F(n) — Fic(n)

seklindeki fonksiyon smiflar1 arasindaki iliski de acikca gdzlemlenebilir. Ozellikle,
mantikli kosullar altinda, A ve m parametrelerinin farkli (ve uygun) se¢imleri bizleri cok

sayida kesirsel tipte fonksiyonlarla ilgili olan gesitli sonuglara gétiiriir. Ozgiin
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sonuglarimiz agisindan da onemli roller oynayacak olan bazi sonuglar1 vurgulamak
istiyoruz. Asagida sadece bazilart sunulmustur. Her biri i¢in, eger (3.8)-(3.11) ile verilen
seri formlari géz Oniine alindiginda, verilenlerin Fj (n) fonksiyonlar ailesinde yer

aldiklar1 yine goriiliir:

A=0 = DMl =z (2), (3.18)
A=1 = D*[p] = ™ (2), (3.19)

m=0 = D[¢p] =212+ (1 - DzpM(2)
=A¢d(2)+ (1 —-Nzp'(2) (3.20)

ve

m=1= Di[p]=219M(2)+ (1 - DzpP(2)

=A¢d'(2)+ 1 —Dzdp"(2) . (3.21)
3.3 DT'[¢(2)] Operatorii (Doniisiimii)

¢ = ¢(z) € F(n) olmak iizere ve (3.13) ile (3.17)’nin yardimuyla,

D3*[¢] = D} [$(2)]

gibi gosterilen bir operatdrii de:

zD} "]

Dy ()= 2

(m<n;neN; meN,) (3.22)

seklinde tanimlar ve (3.6) ile birlikte ¢ := ¢p(z) € F(n) fonksiyonun (2.14) formundaki

seri agilimlar1 g6z Oniine alinrsa;

zD; ™[]
D[]

D7 [¢] =

_ zdUM()+(1-)z2p2+™)(2)
T 20M(2)+(1-2) z pHM(2)

(3.23)

_ Yn(A;m) + Z‘j‘in+1 aj(l ;m)Zj_m

T S (Am) + 32, B (A m)zIm
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seklindeki gibi denk olan iligkiler kolayca elde edilir. (3.22)’deki oldukg¢a karmasik

sonuglar igeren elementer islemler yapilirsa, yukari gegen:

6,(1;m) ve p;(4;m)
seklindeki ifadeler sirasiyla (3.15) ve (3.16)’da ki gibi tanimlanan fonksiyonlar olup,
Yn(4;m)ile a,(1;m) ifadeleri de:

n!
(n-m-1)!

Ya(im) =21+ (1A -D(n—m—1)] (3.24)

ve

(A;m) = A+ (1 =D(G—m—1)] Aj#’_m (3.25)

seklinde tanimlanmis fonksiyonlardir.

Birbirine denk konumda olan (3.22) ve (3.23) ile verilen kesirsel yapidaki fonksiyonlara
odaklanilirsa, z = 0 noktasinin ilgili fonksiyonlarin herbiri i¢in birer kaldirilabilir tipteki
singiiler noktanin oldugu ve dolayisiyla o fonksiyonlarin U acik kiimesinde yine
analitikliginin de korundugu kolayca goriilebilir. Hatta, (3.15), (3.16), (3.24) ve (3.25)
ile verilen bilgilerinin (3.23)’te kullanilmasi sonucu, (3.21) ile verilen kompleks

doniigtimiin:
Di'[¢] = F(n) - Fi(n)
seklindeki fonksiyon simiflar1 arasindaki iligkileri de yine goriilebilir. Ayn1 zamanda,

A ve m parametrelerinin uygun sekildeki se¢imleri yine bizleri ¢ok sayida kesirsel tipteki

0zel sonuglara gotiirtir.

Ornegin;
(2+m)
A=0 = DIM¢] =1+ %, (3.26)
(1+m)
A=1 = DP[¢] = % (3.27)

P @D+1-20P ()
160 @+1-220M @)

m=0 = DY[¢] =
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_ 9'@+1-1z¢" (2)

T Ap@+(1-1)z¢' (2) (3.28)
_ oraq . PP @D+1-Dz¢p®(2)
m=1= D¢l = B rra-600
¢ (2)+(1-1)z¢""" (2)
10" @D+ (A-0)ze' (z) (3.29)
144
L=0=m = DY¢] =1+ Zi’, (S) , (3.30)
III( )
L=0=m—1 =D3[¢]=1+%, (3.31)
II( )
A-1:=0=m = D[] = Zi’,(; , (3.32)
ve
Il( )
A=1=:m = Dl[p] = Zi’, . (3.33)

gibi kesirsel tipteki fonksiyonlarin yine U kiimesinde analitik olan 6zel sonuglarin herbiri
icin, (3.6)’nin yardimiyla tanimlanan ¢(z) fonksiyonunun (2.13)’teki seri ag¢ilimi
kullanilarak, Fj'(n) smifindaki durumlart da netlestirilebilir. Elbette ki istte verilen
kesirsel tipteki tlim fonksiyonlarin paydalar1 sifirdan farkli olacak sekildeki serilerin

belirledigi fonksiyonlar seklinde olmak durumunda olmalidir.

Simdi, U bolgesinde analitik olan:
Vo =¢(z)eEF(n) (m<n;neN; meN,)

seklindeki n-degerli kompleks fonksiyonlar i¢in, baslangigta tanimlamis oldugumuz

operatorler, yani
o™=z , Di'lp]l ve D[]

elementer operatorler (doniisiimler) ile (dogrudan veya dolayl) iliskili olan bazi
(kapsamli) argliment ozelliklerini veren teorilerimizi once sunalim, ardindan da bu
teorilerin bazi1 6zgiin sonuglar1 ile birlikte c¢esitli Onerilerimizi ve tartigmalarimizi
vurgulayalim.  Onceden de belirttigimiz gibi, bu vurgulanacak olan her bir teori ve

bunlara iliskin olas1 tiim (6zel) sonuglar, ilgili tartismalar ve hatta Onerilerin detaylar1
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Irmak and Kulal1 (2021) tarafindan literatiire kazandirilmig bilgilerin olusturdugu bir

arastirma caligsmasi kapsamindadir.

3.1 Teorem. (3.6), (3.7), (3.12), (3.13) ve (3.22) ile verilen kosullar altinda ve/veya

tanimlamalar 15181nda,

1
Qp(m)

Q,(m)=n—-m ve 0<k< (3.34)

olsun. Bu durumda, z € U olmak iizere, her ¢ := ¢p(n) € F(n) analitik fonksiyonu igin,
Arg{z (DF[gD} € (0,1} = Re (DJ[4]} >k Qu(m)  (335)

daima dogrudur. (Irmak and Kulali 2021).

Ispat. Istenilen ispat i¢in, (3.12)’de verilen kosullar ile (3.6), (3.7), (3.13) ve (3.22) ile
ifade edilen ilgili operatorlerin tanimlari 1s181inda, z € U ve ¢ = ¢(n) € F(n) olsun.
O zaman, (3.14), (3.15) ile (3.21)-(3.25) bilgilerinin 1s18inda ve (3.23)’te verilen

operatoriin tanimindan,

zD} [ ¢]

DFIg) = “ar

2z M (2)+(1-1)z2 92+ (2)
A9 (2)+(1-1) z p(A+™M)(2)

V() + 3j2n,q @j(A;m)z] ™
Sp(A;m) + Z;.;n-}.l B](/l im)zj_m

Yn(A;m) ( 1+Clz+c222+ )
Sn(A;m) ( 1+elz+e222+ )

_ YnA;m) (1+clz+c222+...)

Sn(A;m) 1+€12+ezzz+
_ vnd;m) 5
= enmy LT @zt Rzt ) (3.36)

gibi iliskileri karmasik da olsa elde edilebilir. Elbette ki, yukarida gegen ve birbiri ile
iligkili olan 6, (1;m), B;j(A;m), y,(A;m) ve a;(4;m) seklindeki ifadeleri sirastyla
(3.15), (3.16), (3.24) ve (3.25)’teki gibi tanimlanmig fonksiyonlardir. Onceden de
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vurguladigimiz gibi, (3.36) ile verilen rasyonel tipteki fonksiyon i¢in zy = 0 € U noktas1
bir kaldirilabilir nokta oldugundan dolay1, D}*[¢] operatoriiniin ifade ettigi fonksiyon U

kiimesinde analitik bir fonksiyon formundadir.

Igili teoremin ispat1 igin, Lemma 3.1°i kullanmak istiyoruz. Bu agidan, ilgili Lemma’da

gecen W (z) gibi bir fonksiyona gerek vardir. Bu agidan, (3.36)’nin yardimiyla,

n A;
DII9] = 2L (14 quz+ 2+ )
n A;
- —’(;n(( - ’T'r?) [+ (1 — )W (2)] (3.37)

Qn(m) [k + (1 — W (2)]

seklindeki gibi kapali formda olan bir W (z) fonksiyonu tanimlayabiliriz. Elbette ki,
yukarida gegen Kk ve Q,(m) ifaleri (3.34)’te gegen kosullarin belirttigi ifadelerdir.
Dikkat edilirse, (3.37)’de ifade edilen W (z) kompleks (degiskenli) fonksiyonu U’da
analitik olmakla birlikte, Lemma 3.1’de vurgulanan W(0) = 1 kosulunu da sagladigi
acikca goriilmektedir. Simdi, ilgili Lemma’y1 verilen teoremin ispati i¢in kullanmaya

calisalim. Bunun i¢in de, oncelikli olarak, (3.37) nin tiirevini alarak ise baslayalim:

2 (D}[$]} = z D} ™ [¢]

25 {Q(m) [+ (L~ W (D]}

z(1—-k)W'(z) (zel) (3.38)

olup ve Lemma 3.1’in ii¢ temel hipotezi olan (3.3) ve (3.4)’teki iki temel hipotezini
saglayacak sekildeki, yani Lemma 3.1’in bizlere sundugu (3.3) ve (3.4) ile

vurgulananlara denk olan:
W(zp) =id (A+0) ve Re(W(z))=0 (3.39)

seklindeki kosullart saglayan z, € U — {0} gibi bir noktanin var oldugunu kabul edelim.

O zaman, Lemma 3.1’in sundugu (3.38) ve (3.37)’deki verilen bilgilerin yardimiyla;

Arg {z D[}l 1=z, } = Arg {zoD} [P(20)]}
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= Arg {(1 — k) Q,,(m) zuW'(20)}
= Arg {(1 — k) Q,(m) i v W(z,)}
=Arg{-(1-x) Q, (M) v A}
eger v=1 ve A>0
eger v<—1ve A<O

eger v=1 wve A<O
eger v<—-1ve A>0

(3.40)

o o8 {

seklindeki sonuglar elde edilir. Burada, eger yukaridaki (3.40) ile verilen sonuglar
Teorem 2.1’in (3.35)’teki hipotezi ile karsilastirildiginda asikar olan bir ¢eliskinin oldugu
kolayca goriiliir. Bu da bize, (3.39)’da ki gibi verilen kosullar1 saglayan ilgili U — {0}
kiimesinde z, gibi bir noktanin miimkiin olmadigini ifade eder. Bu durumda, ilgili

Lemma’nin (3.2) ile belirtilen hipotezi geregince, (3.37)’de verilen ifadeden;
Re {D}'[p]} = Re {Q,(m) [k + (1 — )W (D]}
=k Q,(m)+ (1 —k) Re {W(2)}
> kQ,(m) (z€el)

esitsizligi kolayca elde edilir. Dogal olarak, bu esitsizlik de (3.35) ile verilen ilgili

teoremin hitkmiinii gerektirir. Boylece, Teorem 2.1’in ispati tamamlanir.

Ustte verilen kapsamli teorem, herhangi bir ¢ := ¢(n) € F(n) gibi analitik
fonksiyonlarmin gesitli mertebeden bilindik (adi) tiirevlerinin belirledigi ve kapsamli
argiiment 6zelligini igeren bir dzgiin sonugtan olusmaktadir. ilgili teorem m. mertebeden
tirevlenme ile ilgili oldugundan dolayn, ilgili teoremi m + ¢ - mertebeden kesirsel tiireve
genisletmek yoluyla bu tez arastirmasinin kapsamina da uygun bir akis1 olusturacaktir.
Bu genellestirme i¢in de, Tanim 2.2.2.1 ile Tanim 2.2.2.2’nin yardimiyla 6nceden
olusturulmus olan, ¢ = ¢(n) € F(n) fonksiyonlarinca belirlenmis ve (3.6)’daki gibi
tamimlanan ¢ (™ (z) , (3.12)’deki gibi tanimlanan DJ*[¢] ve (3.22)’deki gibi tanimlanan
D' [¢] operatorlerini igeren ve kesirsel mertebeden tiirev(ler)i de kapsayacak sekilde
yeni bir dilizenlenmesi veya tanimlanmasi ile miimkiin olacaktir. Cesitli farkl

diizenlemelerle literatiirde zaman zaman ve farkli alanlarda karsilasilan ve g¢esitli
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mantiklar1 olan ¢alismalar s6z konusu olabilmektedir. Bundan dolayi, bu vurgulanan
farkli diizenlemelere ek olarak, yine 6nceden Irmak and Kulali (2021) ve Kulali and
Irmak (2023) tarafindan diistiniilen (ileri stiriilen) 6nerileri igeren ¢esitli bilgilendirme de

asagidaki gibi gergeklestirilmistir.
3.4 D7’ [p(2)] Operatorii (Doniisiimii)

Bu operator, (2.44), (2.45) ve (3.6) verilen bilgilendirmeler 1s181nda ve (3.12)’de verilen
kosullar altinda, ¢ = ¢(z) € F(n) gibi bir n-degerli analitik fonksiyon yardimiyla
olusturulmus ve (3.13)’teki gibi bir operatore, @-mertebeden kesirsel tiirev operatoriiniin

uygulanmasi sonucu elde edilecek olan bu operator:
D {p} =D {9} (0<9p<1;meNg; z€U)
seklinde gosterilsin ve
D, ?{¢} :=DZ[D]"[¢]] (0<¢ <LmEN,) (3.42)

seklinde tanimlansin. Dikkat edilirse, (3.12)’deki kosullar altinda, (3.41)’de kullanilan

operatorlerin detayina odaklanildiginda:
$1(2) =22+ (1 -VDzp'(z) (V<A< 1;z€el) (3.42)
seklindeki gibi bir ifade gbz oniline alindiginda ve elbette ki
m<n;0<A1<1;0<¢p<1;¢p:=¢p(z)eF(n);neNvemeN, (3.43)
seklindeki kosullar altinda, (3.41) ile olusturulan operatoriin:
D} = D] [9,()] (z€ W) (3.44)

seklindeki gibi denk matematiksel bir yapinin s6z konusu oldugu da kolayca goriilebilir.
Ayni zamanda, z € U olmak {izere, (3.43)’te verilen kosullar altinda, (3.13)’te tanimlanan
D*{-} operatorii ile (2.31)’deki gibi tanimlanan DY[] kesirsel mertebeden tiirev
operatorii birlikte goz oniine alindiginda ve (3.43)’teki kosullar altinda; (3.41), (3.42) ve

(3.44) ile sunulan operatorleri arasindaki:
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D, (¢} = D7 [D}"[4]]

=D7[21¢™ (@) + (1 -1z ()]

=ADY[ o™ (2] + (1 — MDY 2" (2)] (3.45)

= D?"L‘p[(;l)/l(z)] (z e )
seklindeki gibi birbiri ile denk konumda olan yapilarin s6z konusu oldugu bir
tamimlamadir. Ozellikle, ikinci béliimde tamitilan kesirsel mertebeden hesaplamalarla
ilgili her iki operatoriiniin hesaplanabilirligi agisindan, ilgili fonksiyonlarin ifade ettigi
fonksiyon serileri dikkate alindiginda vurgulanan denklikleri sagladigi kolayca goriiliir.
Bunun igin, (3.45) ile verilen denk iliskileri de daha rahat bir sekilde ifade etmek adina,

(3.6) ile verilen ¢(z) fonksiyonuna ait olan hesaplamalarin kullanilmasi durumunda,

(3.41) ile verilen operatdriin serilerle olan denk iliskileri de:

D7 g} =D 19 (2) + (1 - Dzp"™ ()] (m < n)

DY [ ™ (2)] + (1 — HDY[ z 1™ (2)]

n!

LA 2 B AP (3.46)

(n—m)! G-m)!

+(1 - A)D(p [m AR

j—m
+Z] =n+1 i 1\ (—m— 1)| ]

seklindeki gibi serilerle olan iligkileri igeren bir denk yapiin elde edilecegi, (2.35) ve

(2.36) ozellikleri kullanilip ve ardindan bazi elementer hesaplamalar yapildiktan sonra
da:

D7} = ADL[ 6™ ()] + (1 = )DE[ 29N (2)]  (m<n)

n! — © J! i—
=1 Df [ AL S Zj=n+1m‘4jz] m]

(n—m)!

+(1-A)D? [—( e A

[e) J! j—
+Zj=n+1 (j—m—1)! AjZ} m]

52



=D¥ [(;1 +(1-2) Tn) zn—m]

(n— m)'

+D? [z] n+1(/1 At (1 —,1)—1),),4 zf—m]

_ @ —
= (/1 o m)l +(1-2) —(n — 1)') DY [z ™

+ S (At + - D L) 4t 7]

_ F(n-m+1)  n-—m—o
- (/1 (n— m)' + (1 /1) (n—-m— 1)')F(n—m—<p+1) z

F e Ay + A= D)4 (34D

) rG-m+1) Zj_m_‘p }
r(Gj-m—-e+1)

seklindeki gibi olduk¢a karmasik elementer islemler iceren bir sonuca varilir. Eger,

(3.47)’deki oldukga karmasik islemleri daha da sade bir sekle getirmek adina;

il r k! ['(v+1)
U, A, @) = (/1 + (-2 1>')r<v—<p+1) (3.48)

seklindeki gibi bir fonksiyon tanimlamasi kullanirsak, bir birine denk olan (3.44)-(3.47)

arasindaki ifadeler i¢in,
D, (o2} =D, {9}
=D7[2¢" () + (1 - Dz¢" ™ (9)]
= ADY[ ™ (2)] + (1 — HDY [z 0™ (2)] (3.49)
=Up(n—m,A4,0)2" ™ ¢ + ¥, 0;(n—m, A, 0)4; Z—m=e
= (Un(n —mA@)z" + X1 0;(n—m, A, @)4; 7 )Z‘m_“’
seklindeki gibi gesitli kesirsel tipteki kuvvetlerin olusturdugu ve daha da kolay takip
edilebilinen seri formundaki sonug olusturulmus olunur.
Son olarak, Irmak ve Kulali1 (2021) tarafindan ilgilenen arastirmacilar i¢in 6nerilen ¢esitli

operatorlerden biri olan [Sayfa 14, Eq. (33)] operatoriinii de burada hem tanitalim hem de

detaylandiralim. Bunun i¢in, (3.43)’te verilen kosullar ve bilgiler 1s181inda, Tanim 2.2.2.1
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ve Tanim 2.2.2.2 tanimlariyla verilmis kesirsel mertebeden tiirev operatorii yardimiyla
tanimlanan (3.44)’teki gibi olusturulmus olan Dj{lﬂp{cp} operatdriinii g6z Oniine alarak

asagidaki gibi bir operatdrii de son olarak tanimlayalim.
3.5 J7"%{¢(2)} Operatorii (Doniigiimii)

¢ = ¢p(z) € F(n) olmak iizere,
I ey =17 (o)}

seklindeki gibi bir notasyonla ifade edilen operatorii (dontisiimii):

. ®;+m+(p{¢}

]]m+<p{¢} = m
A D) ¢}

0<p<1,meN;; zel) (3.50)
seklindeki kesirsel formla tanimlayalim.

Bu iistteki kompleks operatore (doniisiime) odaklanildiginda ve (3.43)’teki kosullari
saglayan her bir parametrenin farkli farkli se¢imlik durumlar1 da dikkate alindiginda,
(3.50) ile verilen operatdriiniin kapsamli bir operator oldugu ve ¢ok sayida 6zel sonuglarin
varlig goriilebilir. Ozellikle, en basitten, ¢ := 0 hali (3.49) ile verilen bilgilerle birlikte
(3.50)’deki kesirsel tipteki doniisiimii i¢in g6z Oniine alinirsa, (3.34) verilen ve bunun
bazi 6zel sonuglarini da igeren ve (3.26)-(3.33) arsinda vurgulanan kesirsel yapiya sahip
olan ¢ok sayida ve yine oldukca kapsamli olan doniisiimiin elde edilebilecegi agikca
gozlemlenebilir. Ciinkii, (3.12) veya (3.43)’lin kosullar1 altinda ve z € U olmak iizere,
(3.6), (3.13), (3.17) ve (3.41) bilgilerinin 1s5181nda, F(n) fonsiyonlar ailesindeki her ¢ :=
¢(z) gibi analitik fonksiyonlari igin;

zD; ¢}

=0 = ]];ln"'o{qf)} = @T{(b}

_ 20, ?[pj"9}]
D7 (D))

=0

_ zDi[oe)]

DYDY e}] (3:51)
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oz D}L+m

@]

~ DYI¢]

2" V@222 9™ D (z)

= A¢(m+1)(z)+(1_/1) 72 ¢(m+1)(z)

ve

-1 = [77%¢) - I T} =

D7 [¢]

z D5 ¢}
DM}

2D, %D ¢}]
D, [D{¢}]

p-1

zDZ[D}{¢}]

D10 )] (352)

2+m

zDy P

DIt Mgl

2™ +222 ™ ()

= 16" D@+ 12 22 970

seklindeki iliskiler kolayca elde edilir.

Ozellikle, aynen (3.22) i¢in vurgulandig
(kompleks tipteki) kesirsel doniisiim igin
(3.50)’deki kesirsel doniisiim yine U agik
gormek acisinda, (3.49)’da elde edilmis

D; " [¢]

gibi, z =0 € U 6gesi (3.50)’de tanimlanan
kaldirilabilir bir noktadir. Dogal olarak, bu
kiimesinde analitik olur. Bu 6nemli durumu

olan seri agilimima sahip fonksiyonu hem

(3.50)’de verilen operatdorde hem de bu operatoriin tiim 6zel durumlar iceren kesirsel

formlarinda kullanmak ve ardindan da miimkiin olan tim elementer islemleri

sonuglandirmak yeterli olacaktir.

Simde de, Teorem 3.1’1 ve bu teoremin tiim olas1 sonuglarini da kapsayan ve kesirsel

mertebeden tiirev operatorii yardimiyla tanimlandigr i¢in de farkhi farkli ¢cok sayida

sonuclar1 da i¢eren asagidaki teoremi oncelikli olarak sunalim.
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3.2 Teorem. (3.43), (3.45), (3.46) ve (3.49) ve (3.50) ile verilen kosullar altinda ve/veya
tanimlamalar 15181nda,

1
Rp(m)

R,(m)=n—-m—-—¢ ve 0<n< (3.53)

olsun. Budurumda, z € U olmak iizere, her ¢ := ¢p(z) € F(n) analitik fonksiyonu igin,

asagida verilen 6nerme:

arg{z= (7o)} € (0.1} = Re [I7H{e}} > nRa(m)  (359)

daima dogrudur.

Ispat. Bu teoremin ispat1 i¢in de yine Lemma 3.1’i kullanmak istiyoruz. Bunun igin de,
Teorem 3.1°in ispatinda olusturulan mantig1 burada da olusturmak ve ardindan da o
ispatta izlenen yollarin aynen uygulanabilmesi i¢in gerekli ve yeterli olan temel bazi
adimlar1 ve tamimlamalari olusturmayi yeterli gériiyoruz. Oncelikli olarak, z € U olmak
tizere, (3.43)’te verilen bilgiler 1s181nda, (2.12) ile verilen F(n) analitik olan her ¢ =
¢(2) € igin, (3.45)-(3.49) ile verilen bilgilerin (3.50)’de kullanilmasi ve ardindan da
detayli elementer islemler yapilmasi sonucu, aynen Teorem 3.1’in ispatindaki ve

(3.36)’daki benzeri mantikla, asagidaki gibi:

2 ®i+m+(p{¢}

m+¢ —
) = D,

zD,; ?[p}"{4}]
DY [DH{$}]

z(D; (1M () +(1-1)z 9+ (2) ] )
DY[ 2 M) (2)+(1-2)z p(1+M)(2) |

d —m— P
73 (Un(n—m,/l,q))zn m-¢4 Z;‘;nﬂ Uj(n-mA,@)Ajzl "¢ )
Up(n-mA,p)zt~m—¢ 4 Z;‘;nﬂ Uj(n-mA,)AjzI-m=¢

(n-m-@)Up(n-m,A,@)+ Z;.;n+1(j_m_(P)Uj(n—mrll,(P)Aij_n
Up(n-mA,e)+ Z;’;nﬂ Uj(n-mA,@)AjzI—"
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=m-m-—¢) (A +cz+cz% + ) (3.55)

seklinde ve birbirine esit (veya denk) konumda olan sonuglari elde ederiz. Bu (2.55) ile

vurgulanan iligki dikkate alindiginda, {istte gecen:
14 c1z+ 2% + -

seklindeki fonksiyon serisinin belirleyecegi fonksiyonun Lemma 3.1°de belirtilen F(n)
fonksiyonlar siifinda oldugu agikca goriiliir. Dolayisiyla, aynen Teorem 2.1’in ispatinda

tanimlanan W (z) fonksiyonunu yine, (3.55)’teki bilgiler 1s181inda, eger

z Di+m+(p{¢}
D) (¢}

174} =

=m-m—-—@)(1+cz+cz%2+ ) (3.56)

(n—m—@)n+ 1A -mw(2)]

seklinde tanimlanirsa, Lemma 3.1°de vurgulandigi gibi w(z) € F(n) seklinde bir
kompleks (degiskenli) fonksiyonunun varlig1 kendini yine gdsterir. O halde, (3.53)’te
belirtilen kosullar altinda, Teorem 2.1’in ispatindaki gecen (3.38)-(3.40) arasindaki
adimlarin her biri tekrar (3.55) ve (3.56)’dan elde edilecek olan analitiklikle (ilgili ispatta
gecen benzeri) ilgili sonuglar i¢cin uygulanirsa, (3.54)’te gecen gerektirmenin hipotez
kismu ile olan ¢eliskiye ve ardindan da ilgili hilkkme varilarak istenen ispat da kolayca

tamamlanabilir. lgili detaylar, ilgilenen arastirmacilarin ilgisine birakilmustir.

Teorem 3.2°nin, Teorem 3.1’in kesirsel mertebeden tiirev(ler) yardimiyla bir genellemesi
oldugunu hem Irmak and Kulal1 (2021) tarafindan yayimlanmis makalede hem de bu tez
caligmasinda zaman zaman vurgulanmisti ve her iki teoremde de elde edilen tiim 6zgilin
teorilerin ve bunlarin olas1 tiim sonuglarinin dogrudan (2.12)’de tanitilan F(n) kompleks
(degiskenli) fonksiyonlar sinifindaki analitik fonksiyonlarla dogrudan alakalidir. Dogal
olarak, Teorem 3.2’deki bazi 6zel segimlerin Teorem 3.1°de de karsilig1 olacagindan ve
kullanilan ilgili tiim parametrelerin uygun se¢ilmesiyle elde edilebilecek 6zel sonuglarin
bazilarin yine (3.26)-(3.33) arasinda verilen kesirsel tipteki fonksiyonlar ile alakali

olacag1 kaginilmazdir.
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Simdi, hem ilgili iki teorem arasindaki bazi iliskileri ortaya ¢ikarmak hem de teoremlerin
bazi 0zel sonuglarimi sunmak icin asagidaki gibi verilen sadece alti 6zel sonuca
odaklanmak istiyoruz. Diger tiim (olasi) sonuglar i¢in de, Irmak and Kulali (2021)
tarafindan verilen makaledeki teoreme ve ayni1 zamanda 1ilgili teoremden elde edilen tiim
onermelere ve o onermelerle ilgili olan diger tiim sonuglara (6nerilere) odaklanmalarini

Oneriyoruz.

Ozellikle, (3.51) ile verilen denklikler gz dniine alindiginda, verilen iki (temel) teorem
arasindaki oldukca temel iligkiyi barindiran birinci esas olan sonug, asagidaki gibi

vurgulanmugtir.
3.1 Sonug. Toerem 3.2°de ¢ := 0 alinirsa, Teorem 3.1 elde edilir.

Igili iki teorem arasindaki iliskileri igeren ikinci 6nemli (ve kapsamli) sonug ise, z € U
olmak iizere, Teorem 3.2’de A := 1 se¢imi ve (2.32), (2.33), (3.13) ve (3.17)’deki bilgiler

ile birlikte dikkate alinirsa;

m+@ A= ®1+m+go{¢}
]]1 {¢} - g11*n+g0{¢}
zD; %[ (2)]
DY (™) (2)]

zDZ{p}[¢™ (2)]}
D2 [ (2)]

(3.57)

zDY [¢(1+m) (2)]
DY (™ ()]

(m<n;0$<p<1;nEN;mEN0;q.’>:=q.’)(z)EIF(n))

seklindeki birbirine denk iliskiler elde edilir. Bu durumda, (3.57) ile verilen detayl
iligkilerin baz1 6zel sonucglari olarak, asagidaki gibi, Teorem 3.2’nin baz1 06zel

c¢ikarimlarina yer verilmistir.
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3.2 Sonu¢. z € U olmak tizere, X, (m) :=n —m — ¢ olsun ve n gergel parametresi de

asagidaki gibi verilen sart1 saglasin:

1
Rp(m)

0<n< (m<n; 0<@p<1;neN; meN,).

Bu durumda, eger herhangi bir ¢ := ¢(z) gibi kompleks (degiskenli) fonksiyon F(n)

sinifinda ise, asagida verilen gerektirme:

d ZDZ(p[¢(1+m)(z)]
Arg{z@( p? [T ()] >}${0’”}

z DZ(p [¢(1+m) (z)]
D7 [¢(m)(2)]

= Re { } >n X,(m) (3.58)

daima dogrudur.

Eger Teorem 3.2’de ¢ :=0 ve A : =1 secimleri (veya denk olarak, 6rnegin, Sonug
3.2’deki (3.58) onermesinde ¢ = 0 se¢imi) dikkate alinirsa, Irmak and Kulali (2021)
tarafindan vurgulanan 6nerme de asagidaki gibi verilen tiglincii sonug asagidaki gibi elde

edilir. (Bunu igin de, ilgili makalede yer alan Sayfa 11°deki Onerme 1’e bakilabilir.)

3.3 Sonug¢. z € U olmak tizere, ¥, (m) :=n — m olsun ve n reel parametresi de:

1
Rn(m)

0<n< (m < n; n€N; m € Ny).

seklindeki kosulu saglasin. O zaman, her bir ¢ = ¢(z) € F(n) n-degerli analitik

fonksiyonu i¢in, asagida verilen gerektirme her zaman dogru olur:

a M)} {M
Arg{z dZ( 20 ¢ {0,1} = Re 20 > n X, (m). (3.59)

Teorem 3.2’nin (veya bu teoremin (3.58) ve (3.59) gibi ¢esitli sonuglarinin) ¢ok daha 6zel
halleri olan ve genellikle asina olunan iki elementer kompleks fonksiyonlarla ilgili olan

cok 0zel sonuglarla alakal1 bilgilendirmelerle sonlandiralim.
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Igili elementer (kompleks degiskenli) fonksiyonla alakali olan birinci 6zel sonug, (2.13)
ile tanimlanmis F = F(1) normalize edilmis analitik fonksiyonlar sinifindaki sonsuz
say1da olusturulabilecegi kendini gosterir. Eger (2.15)’deki gibi vurgulan ¢ == ¢(z) € F
fonksiyonu olarak:

w:=¢(z)=ze* (z€l)

seklindeki kompleks (degiskenli) elementer fonksiyonunu sec¢elim. Bu fonksiyona iligkin

seri agilimi ise, (1.14)’teki fonksiyon seri a¢iliminin yardimiyla:
w:= ¢(z) = ze?
=z(1422 422+ 28452 4 ) (3.60)
1! 2! 3! j!
—z+-z2 4=z 4zttt -z/t 4 EF
1! 2! 3! j!

seklindeki fonksiyon serisidir. Simdi bu fonksiyonu, Teorem 3.2’nin &6zel bir sonucu
haline doniistirmek i¢in, ilgili teoremde gecen ¢(z) kompleks fonksiyonunu ifade
edecek sekilde belirlemek durumundayiz. [ = [F(1) fonksiyonlar smifina basit bir
odaklanma sonucu, (3.60)’1 ifade edecek olan sinif agisindan, (2.13) ile belirlenen ilgili
fonksiyon smifinda gecen n dogal sayisinin oncelikli olarak n := 1 seklinde ve dogal

olarak ilgili Ay, katsayilarin da:

1
Ae=p (k=1,23)

seklinde secilmesi yeterli olacaktir. O halde, bu aydinlatmalar dahilinde, (3.50) ile

olusturulmus ilgili (kompleks) operatorde:
=0, m=0, A=1 ve n:=1
seklindeki gibi 6zel se¢imler goz oniine alinirsa, asagidaki iliskiler:

Jiw} = 137%{¢(2)}

oz ®i+0+0{262}

®(1)+O{Z€Z}

_ zDi{ze"}
D?[ze?]

(3.61)
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ozel iliskiler kolayca elde edilir. Ilgili 6zel segimlerle birlikte, bu iistteki ozel iliski
Teorem 3.2 i¢in dikkate alinirsa, agagidaki gibi verilen ve ¢ok 6zel dnermeleri de igeren

elementer bir 6rnek olusturulmus olunur.

3.4 Sonug. Verilen herbirze {weU: Re(w) >0 ve Im(w) # 0} c U kompleks

sayist i¢in,

Arg {z% (]]2+0{zez})} = Arg {Z% (z + 1)} = Arg {z} ¢ {0, n}
olup ve

1< Re{10(ze}t} = 1+ Refz} < 2
dir.

Teorem 3.2’nin (veya bu teoremin olast denk olan sonuclarinin) iiretecegi ikinci 6zel
kompleks elementer fonksiyon olarak da, ikinci boliimde olusturdugumuz ve detayl bilgi
verdigimiz, (2.17) ile sundugumuz kompleks degiskenli elementer fonksiyonunun ¢ok
sayida 6zel sonuglarinin sunuldugu, (2.18)’deki 6zel hallerinden biri olan ve (2.26) ifade

ettigi asagidaki 6zel elementer fonksiyon olsun:

wi=p(z) = —

=1+z+z24+23++2/ +- €FL0) =F(0). (3.62)

O zaman, (3.62)’deki bu fonksiyonun Teorem 3.2°de gecen fonksiyonla ayni olmasi,
Teorem 3.2’nin 6zel sonucu iginde 6nemli olacagindan dolay1, Teorem 3.2°de gegen ¢ =
¢(z) kompleks degiskenli fonksiyonuna benzeyen analitik fonksiyona ihtiyacimiz var.
Bunun i¢in de, ilgili teorem de gegen n dogal sayisint n — 0 (veya denk olarak n := 0)

ve ilgili Aj katsayilariin da:

Ae=1(=12,3,)
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seklinde sec¢ilmesi yeterli olacaktir. O halde, bu aydinlatici bilgiler 1s18inda, (3.50)

tanimlanmis olan ilgili (kompleks) operatdrde eger
=0, m=0, A=1 ve n=0

seklindeki gibi 6zel se¢imler goz oniine alinirsa, asagidaki iliskiler:

J{w} = J3+%{p(2)}

_ zD17*%01/(-2))
DI*T{1/(1-2)}

_ z0i/(-2)

D9[1/(1-2)] (3.63)

0
N

seklindeki gibi 6zel iligkilerin belirledigi 6zel sonug elde edilir. Yukarida belirtilen
zorunlu secimlerle birlikte (3.63)’teki bilgiler Teorem 3.2 icin dikkate alinirsa, asagidaki
gibi verilen ve 6zel anlam tagiyan 6nermeleri de kapsayan ikinci bir elementer 6rnek daha
sunulmus olur. Ozellikle, hem Teorem 3.2 hem de asagida verilen 6nermeler agisindan,
ilgilenen arastirmacilarin Ornek 2.2.1.7 ile verilen (2.28)’deki detayl bilgilendirmelere

odaklanilmasi 6nerilmistir.

3.5 Sonu¢. z € U olsun ve
1
w:=¢(2) =—

kompleks degiskenli fonksiyonu i¢in,

el 2] = s e (25)) = w5 <0

1-z

kosulu saglansin. O zaman,

iRe{]]{w}} = Re {; } > %

V4

olur.
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4. SONUC

Uc béliimden olusan bu 6zgiin tez calismasinin temel amacinin Kesirsel Mertebeden
Hesaplamalar ve ilgili iki temel operatdr olan Kesirsel (Mertebeden) Integral Operatorii
ile Kesirsel (Mertebeden) Tiirev Operatorii hakkinda temel bilgilendirmeleri ve teorileri
oncelikli olarak sunmak ve ardindan da ilgili operatorlerin kompleks degiskenli ¢esitli
fonksiyonlara olasi bazi uygulamalarini elde etmektir. Belirtilen kompleks degiskenli
fonksiyonlar, U agik birim diskinde analitik olan ve literatiirde genellikle n-degerli (n-
valently) analitik fonksiyonlar olarak bilinen kompleks degiskenli fonksiyonlar temel
hedef oldugundan dolayi, bu tiir analitik fonksiyonlarin olusturdugu miimkiin olan en
kapsamli (fonksiyon) aileleri 6ncelikli belirlenmis, bu ailelerdeki fonksiyonlarin ¢esitli
ozellikleri ile birlikte kesirsel mertebeden (integral-tiirev) hesaplar1 yapilmis, ilgili
hesaplamalarin baz1 6zel sonuglart ile birlikte kompleks degiskenli elementer
fonksiyonlarla ilgili olan ¢esitli 6zellikleri belirlenerek sunulmustur. Tiim bu akislar
gerceklestirilirken, genel teorilerin belirlenmesinden hareketle daha 6zel teorilere, bu
teorilerin olast uygulamalarina ve bunlarin da ¢ok 6zel sonuglarina dogru akis esas
alimmugtir. Ayni1 zamanda, 3. Boliimde vurgulanan ilgili tiim akislar gergeklestirilirken,
bu tez arastirmasi ile ilgili olan g¢esitli tartismalara, karsilastirmalara ve 6zellikle ilgilenen
ilgili arastirmacilara yol gosterici bilgiler i¢eren Onerilere de yer verilmistir. Kapsamli
Onermeler veya sonuglar baglaminda, ozellikle ilgilenen arastirmacilar acgisindan,

asagidaki gibi ek 6zel bilgilendirmeleri vurgulamakta fayda gérmekteyiz:

- Ikinci béliimde verilen teoremler F(n) fonksiyonlar sinifindaki sadece n-degerli analitik
fonksiyonlarin kesirsel mertebeden integral ve tiirevleri i¢in hesaplanmisti. Benzeri
hesaplamalar elbette ki (2.11)’de verilen genel formdaki fonksiyonlar ailesindeki tiim analitik
fonksiyonlar icin de hesaplanabilir. Bu elde edilecek hesaplamalarin yardimiyla, (2.11)’de
belirtilen fonksiyon serilerinin belirledigi alt (veya 6zel) fonksiyon siniflarindaki g¢esitli
kompleks (degiskenli) fonksiyonlara ve hatta ¢cok sayidaki elementer fonksiyonlarla alakali
olan, (2.15) ve (2.18) ile verilen analitik fonksiyonlar i¢in de istenilen kesirsel mertebeden
hesaplamalar da yapilabilir. Ayn1 zamanda, belirtilen her bir analitik fonksiyon i¢in, burada
vurgulanmig bu 6zel hesaplamalarin her biri, yine Tanim 2.2.2.2 veya Tanim 2.2.2.3 tanimlar1
kapsaminda diisiiniilerek farkli mertebeden hesaplamalara da genisletilebilir. Ozellikle,

Ornek 2.2.1.7 ve Ornek 2.2.2.8"de verildigi gibi, kompleks degiskenli elementer fonksiyonlar
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i¢in 6zel (kesirsel mertebeden) hesaplamalar da sunulmustu. Bu gibi 6zel hesaplamalar i¢in,
(2.15) ve (2.18) ile verilen kompleks degiskenli elementer fonksiyonlarina odaklanmak

hedefler i¢in yeterli olacaktir.

- Teorem 2.1 ve Teorem 3.2 ile verilen teoremlerdeki parametrelerin uygun (ve mantikli)
secilerek, bu belirtilen teoremler hem iistte vurgulanan diger analitik fonksiyon ailelerindeki
fonksiyonlarla alakali onermeler veya sonuglara hem de  (2.15) ve (2.18)’de verilen
elementer kompleks degiskenli fonksiyonlarla ilgili ¢esitli 6nermeler veya 6zel sonuglara
varilabilir. Bu baglamda, (3.60) ve (3.61)’de verilen gerekli 6zel olusumlarla elde edilen F
analitik fonksiyonlar sinifindaki elementer fonksiyonla iliskili olan ve Teorem 3.2’nin
kompleks degiskenli fonksiyonuyla ilgili olan bir 6zel drneklendirmesi gerceklestirilmistir.
Ayni zamanda, (3.62) ve (3.63) ile verilen bilgiler yardimiyla olusturulan Sonug 3.5’¢ de

odaklanilabilir.

- Kompleks degiskenli fonksiyonlar diizlemler arasindaki iligkileri geregi birer (kompleks)
doniisiim 6zelligine sahiptir. Bu gibi doniisiim iliskilerinde, elementer islemler yaparak ve
elde edilen olasi (elbette ki mantikli olan) sonuglarin ilgili diizlemlerdeki gdsterimleri, yani
grafik cizimleri kolay bir is olmadigindan dolayi, ilgili parametrelere (degiskenlere) bazi
kisitlamalar koyarak ve ¢esitli paket (MATLAB, Mathematica gibi) programlar kullanilarak,
elde edilen teorilerin ve dogal (elementer) sonuglarinin ilgili uzaylardaki hem analitik hem
geometrik iligkilerini ifade eden 2D ve 3D boyutlarinda orneklendirmelerine de sikga
gidilmektedir. Bu agidan, 6rnek olarak, Ibrahim et al. (2020), Kanas and Masih (2021) ve
Wang et al. (2022)’de verilen {i¢ bilimsel makalenin sonuglarina iligkin baz1 ilging 6zel
durumlara ait olan 2D ve/veya 3D boyutlarindaki bazi 6zel hesaplamalari igceren sonuglarin
grafiksel bilgilerine bakilabilir. Bu agidan, Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 teoremlerinde veya
bunlarin her bir 6zel sonuglarinda gegen parametrelere kisitlama getirerek ve ¢esitli hazir
bilgisayar programlart yardimiyla vurgulanan boyutlardaki istenilen grafik dokiimleri
sunulabilir. Ornegin, Teorem 3.2°den elde edilen Sonu¢ 3.2 ve Sonug 3.3 icin iistte
vurgulanan orneklendirmeler kaginilmaz olmasina ragmen, daha 6zel durumdaki sonuglari
iceren Sonug 3.4 ve Sonug 3.5 ile elementer kompleks fonksiyonlar i¢in herhangi bir paket
programa gerek goriilmemistir. Benzeri durumlar i¢in, ilgili teoremlerinin 6zel sonuglar ile
iligkili olabilecek (2.15) ve (2.18)’deki gibi verilen kompleks elementer fonksiyonlarla olan

iliskilerine odaklanilabilir.
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