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OZET

KAYNAK TERIMLI BURGERS DENKLEMININ SONLU

ELEMAN COZUMLERI

Aysenur Biisra CAKAY

Matematik Anabilim Dali

Yuksek Lisans Tezi

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Selmahan SELIM

Bu tezde, kaynak terimli Burgers denklemini niimerik olarak ¢6zmek icin zamanda
sonlu geri fark ve konumda sonlu elemanlar yontemi uygulanmistir. Her bir zaman
adimi i¢in elde edilen lineer olmayan cebirsel denklem sisteminin ¢6ziimii, burada
tarafimizca tretilen MATLAB kodlar1 kullanilarak elde edilmistir. Sunulan
yontemin etkinligini gostermek i¢in farkli zamanlardaki gesitli viskozite degerleri
icin elde edilen sayisal ¢oziimler, gercek ¢oziimleri ile karsilastirilmistir. Burgers
denkleminin kiiciik viskozite degerlerinde de lineer olmayan yapisini korudugu

gorulmustiir.

Giris boliimiinde, Burgers denklemi ile ilgili literatiir arastirmasinin bir 6zeti
verilmistir. Daha sonraki béliimde, problemin davranisini denklemin ¢6ziimiinde
elde edilen sonuglara gore daha iyi anlamak ve yorumlamak icin Burgers
denkleminin formiillerini elde etme yolu gosterilmistir. Denklemin analitik
¢6zimi, Burgers denklemi ve 1s1 denklemi arasindaki iliskiyi ifade eden Hopf-Cole
dontisiimii kullanilarak elde edilmistir. Is1 denkleminin ve homojen Burgers

denkleminin sayisal ¢6zlimii, tezde tartisilan problemlerin ¢6ziimiinde kullanilan



yontemler olan zaman iginde ayriklastirma yontemi ve sonlu elemanlar yontemi
hakkinda bilgi verilerek elde edilmis ve bu degerler analitik ¢oziimlerle
karsilastinnlmistir. Boylece, trettigimiz MATLAB kodlarinin dogrulugu test
edilmistir. Bu tezin orijinal boélimiinde, 1-boyutlu lineer olmayan kismi
diferansiyel denklem olan Burgers denklemi, zamanda sonlu geri farklar
kullanilarak  lineer olmayan cebirsel denklemlere donistiurilmiistir.

Bu denklemlerin her biri sonlu elemanlar yontemi kullanilarak ¢éziilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Burgers denklemi, kaynak terim, sonlu geri fark, sonlu

elemanlar yontemi

YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

FINITE ELEMENT SOLUTIONS OF THE BURGERS
EQUATION WITH FORCING TERM

Aysenur Biisra CAKAY

Department of Mathematics

Master of Science Thesis

Advisor: Assist. Prof. Dr. Selmahan SELIM

In this thesis, the backward finite difference in time and the finite element method
in space are applied to solve the Burgers equation with forcing term. The resulting
system of the nonlinear equations obtained at each time step is solved by using
programming codes generated by us in MATLAB. In order to demonstrate how the
efficiency of the offered method, the numerical solutions obtained for various
values of viscosity at different times are compared with the exact solutions. It is
observed that Burgers equation maintains its nonlinear structure even in small

viscosity values.

In the introduction part, a summary of literature research about the Burgers
equation is given. In the later part, the way of getting the formulas of the Burgers
equation is shown in order to better understand and interpret the behavior of the
problem in accordance with the results obtained in the solution of the equation.
The analytical solution of the equation is obtained by using the Hopf-Cole
transformation that expresses the relationship between the Burgers equation and
the heat equation. Numerical solution of heat equation and homogeneous Burgers
equation are obtained by giving information about the method of discretization in

xii



time and finite element method, which are the methods used in the solution of the
problems discussed in the thesis, and these values are compared with analytical
solutions. Thus, the accuracy of MATLAB codes that we produced are tested.
In the original part of this thesis, the Burgers equation with forcing term which is a
one dimensional nonlinear partial differential equation is converted to nonlinear
algebraic equations by using the backward finite difference in time. Each of these

equations is solved using the finite element method.

Keywords: Burgers equation, forcing term, the backward finite difference, finite

element method

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Kismi diferansiyel denklemler, uygulamali bilimlerin bir ¢ok problemini temsil
etmeleri sebebiyle son derece 6nem arz ederler. Ornegin; levhalarda ve ¢ubuktaki
1s1 akisi, elektrik devrelerinde akim ya da yiikin bulunmasi, kimyasal
reaksiyonlarin incelenmesi, radyoaktif cismin bozunmasi, gezegen ve uydu
hareketlerinin belirlenmesi, s1g sularda olusan dalga problemi gibi bir ¢ok fiziksel
ya da kimyasal olayin modellenmesi kismi diferansiyel denklemler ile ifade
edilmektedir. Ayrica akiskanlar mekanigi, kuantum mekanigi, trafik ve tiirbiilans
gibi bir cok model her birinin gecerli oldugu bolge icerisinde kismi diferansiyel
denklemler ile temsil edilmektedir. Bu nedenle, dogadaki bu olaylarin temel
isleyisini anlayabilmek icin ilgili kismi diferansiyel denklemleri iyi anlamak
gerekmektedir. Akiskan akilar1 ve trafik modellerinde karsilasilan pek ¢ok fiziksel
sistemin davranisini ortaya koyan Burgers denklemi de bu kismi diferansiyel

denklemlerdendir. Burgers denklemi,
U, t) + U(x, ) U, (x, t) — €U, (x,8) = 0 (1.1

seklinde ilk defa 1915’de Bateman’in [1] makalesinde gorilmiistiir. Bateman,
yaptig1 calismada viskoz sivilarin hareketini bu denklemle analiz etmeyi onerir ve
denklemin fiziksel yapisini agiklar. Denklemdeki x uzay koordinatini, ¢ zaman
degiskenini, € matematiksel modeli ele alinacak akiskanin akmaya kars1 gosterdigi
ic diren¢ olarak tanimlanabilecek kinematik viskoziteyi, U(x,t) fonksiyonu ise

akiskanin hizini temsil etmektedir.

Denklemin daha sonraki yillarda bilim diinyasi tarafindan taninmasi 1939 ve
1948’de Burgers’'in [2, 3] yaptig1 calismalar sayesinde olmustur. Akiskanlar
mekaniginin baz1 temel konularin1 analiz edebilmek icin Navier-Stokes
denklemlerine benzeyen ancak daha sade bir denklem arayisinda olan Burgers,
birka¢ denklem arasindan s6z konusu denklemi ele alir ve yaptigi kapsamh

calismalarinin sonucunda denklemi tiirbiilansh akisa model olarak sunar.



Boylece, denklem Burgers’'in tiirbiilans teorisine yaptigi1 katkilar ve denklem
tizerindeki faydali calismalarindan dolay1 Burgers denklemi olarak anilmaya

baslamistir.

Burgers denklemi, Hopf [4] ve Cole’lin [5] birbirlerinden bagimsiz olarak yaptiklari
calismalarla bir doniisiim vasitasiyla lineer 1s1 denklemine doéntistirilmustiir.

Dolayisiyla, elde edilen

O,
U=-2e— (1.2)

seklindeki bu dontisim Hopf-Cole dontlisiimii olarak bilinmektedir.

Farkli baslangi¢ kosullar: kullanilarak [6]'da denklemin 35 farkh analitik ¢6zimii
bulunmustur. Ancak bu analitik c¢6ztimlerin R, = 1/& seklinde tanimlanan
Reynolds sayilar i¢in yetersiz kaldig1 gorilmiistiir. Reynolds sayisinin ¢ok biiyiik
secilmesi durumunda ozellikle sonsuz seri igeren analitik ¢dzlimlerin oldukga
yavasladiklar1 veya yakinsama icin ¢ok fazla terime ihtiya¢ duyduklari bir
gercektir. Reynolds sayisinin ¢ok kiciik secilmesi durumunda ise elde edilen
sonuglar fiziksel olmayan sonuglar ortaya koyacaktir. Bu durum; Burgers
denkleminin, niimerik yontemlerle ve fiziksel gerceklerle uyumlu viskozite

degerleri i¢in ¢oziilme ihtiyacini ortaya ¢ikarmistir.

Bazi arastirmacilar, yari lineerlestirme ve spline fonksiyon teknigini kullanmis [7],
uzay zaman degisimini sonlu elemanlarla saglayarak agirlikli kalan formiilasyonu
ile birlestirdikleri yontemleri ile denklemi niimerik olarak ¢ozmiis fakat kiiciik
viskozite katsayilar1 icin karsilastirmali 6rnekler verememistir [8]. [9]da,
varyasyonel-ardisik yaklasimi ile elde edilen sonuclarin yeterli oldugu verilen

orneklerle gosterilmistir.

Burgers denkleminin lineer olmayan UU, terimini barindirmasi, fiziksel dalga
olaylarini modelleyen €U, terimini icermesi ve € kinematik vizkozite katsayisinin
kiiciik degerleri i¢cin sok dalga 6zelligini sergilemesi bir ¢ok arastirmacinin bu
denkleme olan ilgisini cezp etmistir. Bu nedenle son yillarda bilgisayar
teknolojisinin gelismesiyle beraber Burgers denkleminin niimerik ¢oziimii icin

farkl nlimerik yontemler uygulanmistir.



Bu yontemlerden biri olan sonlu elemanlar yontemiyle denklemi ¢6zmek isteyen
arastirmacilar, [10]'da yaptiklar1 ¢alismada sonlu elemanlar yontemiyle elde
ettikleri sonuglarin kiigiik viskozite degerleri icin yetersiz oldugunu ifade
etmislerdir. [11]’de Reynolds sayisinin bilyiik degerleri i¢in sonlu elemanlar
yonteminin en kiiciik kareler zayif formiilasyonuyla ¢6ziim tretmislerdir. Diger
arastirmacilar; kiibik spline fonksiyonlar ile kollakasyon yontemini [12], Petrov-
Galerkin yontemini [13], Hopf-Cole doniisiimiinden yararlanarak lineer ve
kuadratik fonksiyonlar ile Galerkin yontemini [14, 18] kullanmislardir. [15]de,
Burgers tipi denklemlerin niimerik ¢oziimlerini elde etmek i¢in kuadratik B-spline
fonksiyonlar ile sonlu elemanlar yonteminin en kii¢iik kareler integral formunu
gelistirmislerdir. Ayrica [16]’'da, sin(nmx) fonksiyonlar ile sonlu elemanlar yontemi
kullanilarak denklem niimerik olarak ¢oziiliirken [17]'de, zamani ayristirma
yontemiyle lineer olmayan adi diferansiyel denkleme donitstiiriiliip sonlu
elemanlar yontemi uygulanarak c¢oziilmistir. Burgers denkleminin niimerik
¢ozimiinu elde etmek icin sonlu elemanlar yontemi kullamilarak yapilan diger
calismalar arasinda; sektik B-spline fonksiyonlar ile kollakasyon yontemi [19],
degistirilmis kiibik B-spline fonksiyonlar ile kollokasyon yontemi [20] ve kiibik B-

spline fonksiyonlar ile Galerkin yontemi [21] vardir.

Burgers denkleminin, sonlu farklar yontemiyle de elde edilmis ¢ok sayida niimerik
¢ozimi mevcuttur. [22]'de, Burgers denklemi 6nce ikiye par¢alanmis sonra sonlu
farklar yontemi uygulanmistir. Buna benzer bicimde [23]'de, denklem once lige
par¢alanmis ardindan kiibik spline fonksiyonlar kullanilarak ¢éziim yapilmistir.
Ayrica, lineerlestirilmis kapali sonlu fark yaklasimi [24], kapali sonlu fark [25],
dordiincii mertebeden sonlu fark [26], sinirlayici Taylor yaklasimi kullanilarak
klasik acik kompakt sonlu farklar [27], altinci mertebeden kompakt sonlu farklar
[28], yiiksek mertebeden sonlu farklar yaklasimi [29], Crank-Nicolson tistel sonlu
farklar yontemi [30] gibi yontemler kullanilarak Burgers denklemi sonlu farklar

ile cozilmiustir.

Ayrica denklemin Adomian ayristirma yontemi [31], varyasyonel iterasyon
yontemi [32], Diferansiyel Kareleme Yontemi [33, 34, 35] gibi farkli yontemlerle

¢oziimine de literatiirde yer verilmistir.



Goruldugu uzere, Burgers denkleminin nimerik ¢6zimini elde etmek icin
kullanilan bu yontemler arasinda sonlu elemanlar ve sonlu farklar yéntemi en ¢cok
tercih edilen yontemlerdendir. Sonlu farklar yonteminde, denklemdeki tlirev
degerleri i¢cin bir yaklasim yapilirken sonlu elemanlar yonteminde ise denklemin
¢ozimi i¢in bir yaklasim yapilir. B6liinme noktalar1 arasindaki bir deger i¢in sonlu
farklar yontemi ile bir yaklasim yapilamazken, sonlu elemanlar yonteminde her bir
alt araliga karsilik enterpolasyon polinomu tanimlandigindan béliinme noktalar:
arasindaki degerler icin de bir yaklasim yapilabilir, daha hassas ¢oéziimler elde
edilebilir. Dolayisiyla, Burgers denkleminin ¢6ziimii i¢in sonlu elemanlar

yonteminin tercih edilmesi daha yararli olacaktir.

Bu tezde, Burgers denkleminin yapisi ve ¢ikarilisi hakkindaki bilgiler icin Munson
ve dig. [36] kitabindan yararlanilmistir. Ele aldigimiz probleme zamani ayristirma
yontemini uygulamak icin Rektorys’nin [37] kitab1 incelenmistir. Reddy’nin [38]
ve Zienkiewicz'in [39] kitabi sonlu elemanlar yontemi icin son derece énem arz
eden kaynaklar olup tezin genelinde sonlu elemanlar y6ntemini ac¢iklamak ve
yontemi ele aldigimiz probleme uygulamak icin basvurulmustur. Ayrica, SEY ile
ilgili bilgiler icin [40], [41], [42] ve [43] kaynak kitaplardan da yararlanilmistir. Son
olarak, tezde ¢oziimiini elde ettigimiz kaynak terimli Burgers denklemini iceren
problem [44] makalesinden seg¢ilmistir. Kullanilan diger tiim kaynaklar [45-55],
burada yapilan ¢alismalar1 anlamak, uygulamak ve fikir edinmek i¢in kaynak tegkil

etmisgtir.
1.2 Tezin Amaci

Bu tezde, lineer olmayan kismi diferansiyel denklem olan kaynak terimli Burgers
denkleminin niimerik ¢6zlimiiniin, zamani ayristirmak icin sonlu geri fark ve

konumda sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilmesi amag¢lanmistir.
1.3 Hipotez

Sonlu elemanlar yontemi ile kaynak terimli Burgers denkleminin yeterli

hassasiyetteki ¢oziimleri elde edilir.



2

BURGERS DENKLEMI

2.1 Burgers Denkleminin Cikarilisi

Burgers denklemi, akiskanlar mekaniginde oOnemli bir yere sahip olan
Navier-Stokes denkleminin basitlestirilmis bir hali olup temel model
denklemlerden biri olarak ele alinmaktadir. Tiirbiilans iceren akiskan
dinamiklerindeki problemlerin, dalga yayilimin1 tanimlayan denklemlerin, s1g su
dalgalarinin ve kimyasal reaksiyon diflizyon modelinin incelenmesinde bu

denklemden sik¢a yararlanilmaktadir.

Burgers denkleminin ¢oziimiinde elde edilen sonug¢lar dogrultusunda problemin
davranisini dogru yorumlayabilmek i¢cin Burgers denkleminin fiziksel yapisim iyi
anlamamiz gerekmektedir. Bu nedenle, Burgers denkleminin ¢ikarilisini ve yapisal

ozelliklerini incelemek yaptigimiz ¢alisma adina faydal olacaktir.

Burgers denkleminin ¢ikarilis1 Navier-Stokes denklemlerinden elde edilir.
Navier-Stokes denklemleri, kiitle ve enerji korunumu da dikkate alinarak
Newton’un ikinci kanunu olan momentum Kkorunumunun temel alinmasiyla

tliretilen ve akabilen akiskan parcaciklarinin hareketini ifade eden denklemlerdir.

Bu denklemler hava, okyanus akintilari, bir borudaki su akisi, bir kanat etrafindaki
hava akisi, galaksideki yildizlarin hareketi gibi pek cok fiziksel olay1 modellemede
kullanilabileceginden ve ucak, araba ya da gii¢ istasyonu gibi dizaynlara, kan akisi

calismalarina 151k tutabileceginden olduk¢a 6nemlidir.

Akis alani icinde x, y ve z dogrultusundaki bilesenleri sirasiyla u, v, w olan u hizina
sahip bir akiskan ele alindiginda

d

d—'I; + div(pu) = 0 (2.1)
denklemi, 3-boyutlu kiitle korunumu veya siireklilik denklemidir. ifadenin ilk
terimi, sikistirilabilir akiskandaki bir noktada yogunlugun zamana bagh degisimi,

ikinci terimi ise kontrol hacminin sinirlarindan disariya dogru olan net akisi



tanimlar ve konvektif terimi olarak adlandirilir. Sikistirilamaz bir akiskan ic¢in
yogunluk p sabittir. Bu nedenle yukaridaki ifade

Ju OJdv Jw _

a‘i‘@‘Fg—O (2.2)

seklini alir. pe birim kiitledeki i¢ enerji, % pu-u birim kiitledeki kinetik enerji
olmak tlizere

1
E=pe+§pu-u (2.3)

birim hacimdeki toplam enerjiyi verir. Enerji korunumu

oE V(Eu) = 2.4
E-i_ (Ew) =71 (2.4)

olur. r, yiizey (basing, viskoz) ve govde (yercekimi) kuvvetleri tarafindan akiskan
parcacigl elemani iizerinde yapilan is ve 1s1 iletiminin toplam enerjisidir. Ayrica,

akiskana uygulanan momentum korunumu,

Jdu
p<a+u-V(u)>=f (2.5)

seklindedir. Burada f, akiskan tzerindeki kuvvetleri temsil eder. Akiskan

denkleminin genel hali
Jdu
p(a+u-|7(u))=—|7p+,ul72u+f (2.6)

seklindedir. Burada denklemin sol tarafindaki a—ltl terimi zaman ivmesini, u - V(u)

terimi konvektif ivmesini, esitligin sagindaki ilk terim olan Vp terimi basing
gradyenini, ikinci terim olan pV2u terimi viskoz etkisini ve tigiincii terim f, akigkan
tizerindeki kuvvetleri (yercekimi, merkezkag, elektromanyetik kuvvetler gibi)
temsil eder. ifadelerdeki p akiskanin yogunlugunu, u akis hizini, t zamani, p
basinci, u dinamik viskoziteyi, V gradyen operatériinii ve V? Laplace operetériinii
belirtir. Akisin sikistirllamaz oldugu ve diger kuvvetlerin ihmal edildigi g6z 6ntine
alinirsa

Ju

: — cp2
5t +u-V(u) =¢eVu (2.7)



olur. Burada, %= ¢ viskoziteyi ifade etmektedir. Burada ele alinan ifadelerin

ayrintili incelenmesi icin [36] incelenebilir.

Denklemin kartezyen koordinatlardaki 3-boyutlu a¢ilimi

6u+ 6u+ 6u+ ou 62u+62u +62u 28
ot T Yox " Vay T Waz Tt \ax2 T oy T 922 (28)
6v+ 0v+ 0v+ v 62v+62v +62v 29
ot " Yax " Vay Waz \ox2 Ty T 922 (29)
6W+ 6w+ 6w+ ow 62w+6zw +62W 210
ot Yox " Vay "V az T\ ax2 T ayz T a2 (210)

seklinde verilebilir.

Navier-Stokes denklemleri, verilen akiskanin herhangi bir bolgesindeki kuvvetler
dengesinin dinamik ifadesidir. Navier-Stokes denklemleri, akiskan parcaciklarinin
konumundan ziyade hizini belirtir. Dolayisiyla denklemin bir ¢éziimii, zamana
baglh olarak uzayda belirtilen bir noktada ele alinan akiskanin hizini ifade eden bir
akis alani ya da bir hiz alani olarak adlandirilmaktadir. Burada, akiskan pargacigin
tek bir bileseni alinirsa

ou Jdu  0%*u
E+ua=eﬁ (2.11)
bir boyutlu Burgers denklemi elde edilir. Bu denklem, lineer olmayan bir boyutlu
akis denkleminin biitiin davranislarini temsil eder. Denklemdeki & viskozite
katsayis1 sayesinde konveksiyon ve difuzyon terimleri arasindaki ¢6ziim davranisi
gozlenebilir. Belirli baslangi¢c-sinir kosullar altinda Burgers denkleminin hem
analitik hem de nlimerik ¢oziimleri elde edilebilmektedir. Denklemin kendisi
parabolik kismi diferansiyel denklem olmasiyla birlikte terim igerisindeki difuzyon

teriminin etkisini kaybettigi durumlarda, yani viskozite degerlerinin cok kiiclik

secilmesi durumunda denklem parabolik yapisin1 kaybederek hiperbolik kismi



diferansiyel denkleme doniismektedir. Bu nedenle, yapilan ¢oéziimlerde ortak
amag, denklemin parabolik yapisim1 kaybetmemesini saglayacak c¢ozimler

gelistirmektir.
Bu tezde,
u(x, t) + ulx, u,(x, t) — eue(x,t) = f(x, t), (2.12)

seklindeki Burgers denklemi

u(a, t) = f1(t), u(b,t) = f,(t), (2.13)
a<x<b,t=0
sinir kosullar1 ve
u(x,0)=gkx), as<x<b (2.14)

baslangi¢c kosulu ile ele alinacaktir. (2.12) denklemi kaynak terimli Burgers
denklemi olarak adlandirilir. Burada f;(t), f5(t) ve g(x) test problemlerinde
belirlenen fonksiyonlardir. f(x,t) terimi, fiziksel olarak sisteme enerji
yuklenmesinden sorumludur. Analitik acidan, (2.12) denklemi literatiirde ¢ok az
calisilmistir. Denklemin analitik ¢6ziimii kaynak terimin yapisiyla yakindan
ilgilidir. Hopf-Cole doniisiimii kaynak terimli Burgers denklemini lineerlestirebilir
ve kaynak terimin integrali lineer 1s1 denkleminin katsayisi olarak goriiniir. Ayrica,
bu lineerlestirilmis denklem fonksiyonel Wiener integral yontemi agisindan bir
kaynakli kapali-form ¢éziimiint kabul eder. Yani, burada analitik ¢6ziim sol tarafta
yerine yazilarak kalanlari1 kaynak terim olarak kabul edilir. Boylece, kaynak terimli

Burgers denkleminin baslangi¢ deger problemlerinin ¢6ziimii elde edilir.

Burgers denklemi icerisindeki uu, lineer olmayan teriminden dolay1 bugiine kadar
bir ¢ok arastirmacinin ilgisini ¢ekmistir. Ciinki, ele alinan bazi problemlerin
analitik coziimleri Fourier serisi icermekte ve serilerin c¢oziimlerinin yavas
yakinsamasi ve igerisinde ¢ok sayida terim icermesi bir sorun olusturmaktadir. Bu
durumda ¢6ziim elde etmek icin ¢ok uzun serilere ihtiya¢ vardir. Bu sebeple,
Burgers denkleminin niimerik ¢6ziimleri son derece 6nemlidir. Gliniimtizde gelisen
bilgisayar teknolojisi sayesinde denklem, arastirmacilara yiliksek mertebeden

yaklasimlar bulma ve analitik ¢6ziime daha yakin degerler liretme firsati vermistir.



2.2 Burgers Denkleminin Analitik Coziimii
Us(x,t) + U(x, )U, (x,t) — €U, (x,t) =0 (2.15)

Burgers denklemi verilmis olsun. B6lim 1'de Burgers denkleminin analitik

¢oziimiiniin, Hopf ve Cole’iin birbirlerinden bagimsiz olarak bulduklari [4-5]

O,
U=-2¢— (2.16)

Hopf-Cole dontisiimii kullanilarak yapildigindan bahsedilmisti. Burada 6(x,t)

a6 2%0
Pyl Eﬁ (2.17)

1s1 denkleminin bir ¢éztimudur. (2.15) Burgers denklemi ile (2.17) 1s1 denklemi

arasindaki bu iliski, Cole tarafindan asagidaki teoremlerin ispatiyla gosterilmistir
[5].
Teorem 2.1.

0(x,t), (2.17) 1s1 denkleminin bir ¢éziimii olsun. Oyleyse, (2.16) Hopf-Cole

dontstimiindeki U(x, t), (2.15) Burgers denkleminin ¢oziimudiir.

ispat.
f = f(x,t) her mertebeden kismi tiirevleri ile birlikte siirekli bir fonksiyon ve

U(x,t) = f.(x,t) (2.18)

olsun. (2.18) denklemi, (2.15) Burgers denkleminde yerine yazildiginda

fxt + ffex = €fcxx (2.19)

esitligi elde edilir. Bu esitligin her tarafinin x’e gore integrali alindiginda

[ et [ fufirdn = [ efeee (2.20)



1
fe + E (fx)z = Efex (2.21)
bulunur.

0(x,t), (2.17) 1s1 denkleminin bir ¢6ztimii olmak kosuluyla,

flx,t) = F(6(x,0)) (2.22)

olsun. Bu durumda (2.21) denklemi
1
F'(0) 6, + 5 (F'(8)6,)? = eF"(0)02 + cF'(0)0,, (2.23)
olur. Bu denklemin sol tarafinda (2.17) 1s1 denklemi kullanilirsa
1
eF'(0)0,, + 2 (F'(0)0,)% = eF"(0)02 + ¢F'(0)0,, (2.24)

bulunur. Denklemi duzenlersek

(F'(0))" = 2¢F"(0) (2.25)
elde edilir.
P(8) = F'(8) (2.26)
denilirse,
(P(6))? = 2¢P'(6) (2.27)

degiskenlerine ayrilabilir bir adi diferansiyel denklem bulunur. Bu diferansiyel

denklemin ¢6ziimii
P=-2e0+c)?
olup, P(6#) = F'(8) oldugundan
F(@) = —-2eln(0+c¢c)+k (2.28)

denklemi elde edilir. Burada ¢ ve k sabittir. f(x,t) = F(6) oldugundan (2.18)

denklemi kullanilirsa

U=-2¢ %x esitligi bulunur. Dolayisiyla denklemin ispati tamamlanmis olur.
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0(x,0) baslangic degerini bulmak igin (2.16) doniistimiinde x = u degisken

degisimi yaparak 0’dan x’e kadar integral alinirsa

X
f U(u, t)du = —2e1In 0 (u, )1
0

— —2¢In < 6(x, ) (2.29)

bulunur.

Elde edilen bu son denklem basit bir diizenlemeyle
X

0, 0) = 00,0 exp(~2)™ | UG O)dw) (2:30)
0

olarak elde edilir. U(x, t)’'nin baslangi¢ kosulunun U(x, 0) = U,y(x) oldugunu kabul

edelim. Bu durumda, 6 (x, t)'nin baslangi¢ kosulu

6(x,0) = 6,(x) = coexp <—<2e>-1 | on(u)du> 231)
0
olarak bulunur. Burada c, = 6(0,0) olarak alinmistir. Ancak (2.16) denkleminden
dolayi ¢, degeri (2.15) denklemi icin elde edilen ¢6zlim tizerinde etkili degildir.
Teorem 2.2.
(2.15) Burgers denkleminin (2.16) Hopf-Cole doniisiimii ile verilen ¢6ziimii tektir.
ispat.

(2.15) Burgers denkleminin herhangi bir U(x,t) ¢6ziimii, (2.30) ile ispatlanan ve

(2.17) 1s1 denklemini saglayan bir 8 (x, t) fonksiyonu tanimlar.

Varsayalim ki, U(x,t) ve K(x,t) (2.15) Burgers denkleminin farkl iki ¢6ziimii
olsun. Baslangic kosulundan dolay1 U(x,0) = K(x,0)'dir. 8(x,t)’nin baslangic
kosulu (2.31) esitligi ile bir ¢, sabitine bagh olarak verilir. 6(x,0),
U(x,0) = K(x,0)’a bagh oldugundan 6(x,0) her iki durumda da aynidir.
Simir kosullar1 i¢in her iki ¢oziim de ayni oldugu icin 1s1 denkleminin 6(x,t)

¢6zUmi her iki durum i¢in ayni olur.

11



Burada goriilecegi tizere U(x, t) ve K(x,t) Hopf-Cole doniisiimiinden elde edilirler.

Dolayisiyla, U(x,t) = K(x,t) oldugu goriiliir.

Sonug olarak, Teorem 2.1 ve Teorem 2.2'nin ispatina dayanarak Burgers denklemi
yerine 1s1 denklemi c¢oziilerek ve Hopf-Cole donilisiimii ile Burgers denkleminin
¢ozimi elde edilebilir. Ayrica, Burgers denklemi i¢in burada verilen baslangi¢ ve
sinir kosullarinin Hopf-Cole doniisiimii yardimiyla 1s1 denkleminin baslangi¢ ve

sinir kosullarinin elde edilecegi agik¢a gortliir.

Bu kisimda literatiirde sik¢a rastladi@imiz ve bizim de {izerinde g¢alismis
oldugumuz Burgers denklemi, (2.32) baslangi¢ kosulu ve (2.33) sinir kosullar ile
ele alinarak analitik ¢6ziimii yapilacaktir. Burada amacimiz, Burgers denkleminin

analitik ¢c6ziimiintin Hopf-Cole doniisiimi ile nasil elde edilecegini gostermektir.

(2.15) Burgers denklemini

U(x,0) = sin(mx), 0<x<1 (2.32)

baslangi¢ kosulu ve
uo,t) =U0(,t) =0, t >0 (2.33)

sinir kosullari ile ele alalim.

Denklemin analitik ¢6zimiinii, 1s1 denklemine karsilik gelen Hopf-Cole
dontisiimiini kullanarak elde ederiz. (2.32) baslangi¢ kosulunu kullanarak 6 (x, t)
fonksiyonunun baslangi¢ kosulu
0(x,0) = 0y(x) = coexp (—(2em) (1 — cos(mx)) (2.34)
olarak elde edilir. Ayni sekilde, (2.33) sinir kosullarini kullanarak 1s1 denkleminin
sinir kosullari
0,(0,t) =6,(1,t) =0 (2.35)

olarak bulunur.

Dolayisiyla, (2.15) denklemi (2.32) baslangi¢ kosulu ve (2.33) sinir kosullar ile

12



0, = €0,
0(x,0) = coexp (—(2em) (1 — cos(mx)) (2.36)

0,(0,t) =0,(1,t) =0
problemine déniisiir. Bu problemin ¢6ziimii sonucunda A,, A, Fourier katsayilari
olmak tzere
0(x,t) = A, exp(—en?m?t) cos(nmx) (2.37)

olarak elde edilir. Bu denklem sinir sartlarini saglar. Ayrica

O(x,t) =4, + z A, exp(—en?m?t) cos(nmx) (2.38)

n=1

denklemi de baslangi¢ kosulunu saglar.
Ay, A, Fourier katsayilari
1
Ay = coj exp (—(2em) (1 — cos(mx)) dx
0

(2.39)

1
A, = ZCOf exp (—(2em) (1 — cos(mx))cos (nmx) dx
0

esitlikleri kullanilarak hesaplanir. Dolayisiyla, bu esitlikler Hopf-Cole doniisiimii

icerisinde yerine yazildiginda Burgers denkleminin analitik ¢6ziimii

Yo, nA, exp(—en?n?t) sin (nmx)

U(x,t) = 2me (2.40)

Ym0 An exp(en?n?t) cos(nmx)

seklinde elde edilir.
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3

YONTEMLER

Bu bolimde, tez icerisinde ele alinan problemleri ¢6zmek icin kullanilacak
yontemler olan zamani ayristirma ve sonlu elemanlar yontemi ile ilgili bilgi

verilecektir.

3.1 Zamani Ayristirma Yontemi

H x (0, T) bolgesinde

ou
E-l_ Au = f 3.1)

seklinde verilmis kismi diferansiyel denklem, H’da

u(x,0) = uy(x) (3.2)
baslangi¢ kosulu ve I' x (0,T)’de
Biu = g;
(3.3)
Ciu = hl

sinir kosullart ile verilen sinir deger problemini goz 6niine alalim.

B; ve C;, A operatori ile iliskili sinir operatorleri ve T, toplam zamandir. Zamani
ayrigtirma yonteminde [0, T] araligl, uzunlugu At olan [; = [t;, t;;1] olmak lzere p
tane alt araliga boliiniir. Burada p, zaman araligini bélmek i¢in kullanilan pozitif

tam say1 olmak tizere At = T/p’dir ve t; = 0’dur.

0
t=t; (j=12,...,p) noktalarinda (3.1) denkleminde 6_1; tiirevi yerine

Zj=Zj-1
At

14



geri fark ifadesi yazilmasiyla

1 1
AZ]' +E ijﬂzj—l-l_f (34)

denklemi elde edilir. Bu denklem

2y = 11y (3.5)

alinarak j=1,2,...,picin ardisik olarak ¢ozilir. Bu yontemle (3.1)-(3.3)
denklemleri ile g6z Oniine alinan parabolik baslangi¢c-sinir deger probleminin
¢ozumi, (3.4) denklemleri ve (3.3) sinir kosullarina karsilik gelen sinir kosullari

ile birlikte p tane adi diferansiyel denkleminin ¢6zlimiine indirgenmis olur [37].

Ornek 3.1.1 H = (0, m) x (0, 1) bdlgesinde

ou  d%*u .
3t 9z sinx (3.6)
u(x,0) =0 (3.7)

u(0,t) = u(m,t) =0 (3.8)

problemini goz oniine alalim [37].
62
A operatori, A = — Pye) dir. (3.6)-(3.8) baslangi¢-sinir deger problemi, (3.6)
. ou . Zj=Zj, . .

denkleminde m yerine v yazilirsaj = 1,2,...,p igin

dZZj 1

Tx2 + D T agd + sinx

(3.9)
zj(0) = zi(r) =0

15



sinir deger problemine doniisiir. Burada (3.5)’den z, = 0’dir.

J = 1i¢in (3.9) denkleminden

d?z;, 1 .
dx? +Ezl = EZO +sinx, z(0)=2z(m)=0

olarak elde edilen sinir deger probleminin ¢éziimii

1
7k = (1 1 +At> snx
J=2 i¢in,
d?z 1 2+ At .
~ae ta = (g nx . 2O =26 =0
olup
Zz(x) — (1 — m) sinx

olarak bulunur. Benzer sekilde islemler tekrarlandiginda problemin ¢oziimii

j=1,2,...,pigin

zj(x) = (1

- m) S

olarak elde edilir. (3.6)-(3.8) sinir deger probleminin tam ¢éziimii

u(x,t) = (1 — exp(—t)) sinx

dir.
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Tablo 3.1 Ornek 3.1.1°de verilen problemin x = 7T/ o 'de farkli At degerleri igin

niimerik ¢oziimler ve analitik ¢6zlimiin karsilastirilmasi

t At=0.1 At=0.01 At=0.001 Analitik
0.2 0.1736 0.1805 0.1812 0.1813
0.4 0.3170 0.3283 0.3295 0.3297
0.6 0.4355 0.4496 0.4510 0.4512
0.8 0.5335 0.5489 0.5505 0.5507
1.0 0.6145 0.6303 0.6319 0.6321

3.2 Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar yontemi (SEY), uygulamal bilimlerde karsilasilan diferansiyel
denklemlerin ¢o6ziimiinde kullanilan ve yaklasik ¢6zliim veren niimerik bir islemdir.
Sonlu elemanlar yonteminde temel kavram; sicaklik, basing veya yer degistirme
gibi herhangi bir stirekli biyiikligin, sonlu sayidaki alt bolgeler iizerinde
tanimlanan pargal siirekli fonksiyonlardan olusan diskrit bir model yardimiyla

tahmin edilmesidir.

Sonlu elemanlar yonteminin glintimiizde uygulama alani oldukga genis olup anlami
bir fizik¢i, mithendis veya uygulamali matematik¢iye gore degisiklik gosterebilir.
Bu yontem, karmasik geometriye sahip yapilar1 kolaylikla modellemesi ve lineer

olmayan malzemelerin tanimlanmasina izin vermesinden dolay1 tercih edilir.

Sonlu elemanlar yonteminin dogusu, 1950 yilinin basinda endiistride olmustur ve
ilk olarak 1956’da Turner, Clough ve Martin’in yapmis oldugu c¢alisma ve
yayinlarda goriilmistir. Yapilan bu yayin ve calismalar diger arastirmacilarin da
ilgisini ¢ekmis ve yontemle ilgili bircok yayinda yontemin mekanikteki

uygulamalar tartisilmistir.
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Teorik anlamda en 6nemli adim 1963’de Melosh’'un sonlu eleman yonteminin
aslinda iyi bilinen Rayleigh - Ritz isleminin bir varyasyonu oldugunu gostermesiyle

atilmistir.

1970’li yillarda lineer eliptik sinir deger problemleri, parabolik problemler ve
hiperbolik denklemlere iliskin hata tahminlerinin hesaplanmasinda 6nemli
calismalar yapilmistir. 1972'ye gelindiginde, SEY uygulamali matematikte yeni ve

onemli bir niimerik analiz alani olarak dogmustur.

Diger arastirmacilar, yapisal mekanik, 1s1 transferi ve akiskanlar mekanigi ile ilgili
eleman denklemlerinin ayn1 zamanda Galerkin yontemi ve en kii¢iik kareler
yaklasimi gibi bir agirhikli kalan islemi kullanarak da ¢ikarilabildigini
gosterdiklerinde SEY’in uygulama alani genislemistir. Bu bilgi, sonlu eleman
yonteminin herhangi bir diferansiyel denkleme uygulanabilmesini mimkin kildig:

icin teoriye 6nemli bir katki saglamistir [38].

3.2.1 Sonlu Elemanlar Yonteminin Uygulama Adimlari

Sonlu elemanlar yontemini kullanabilmek icin ilk olarak ilgili denklemin zayif
formu olusturulur. Zayif form kullanilarak ¢6ziim fonksiyonunun saglamasi
gereken tiirevlenebilme sartlar1 ve bagiml degiskenler tizerindeki stireklilik
gereksinimleri azaltilmis olur. Buradaki amag, karmasik geometriye sahip
bolgelerde calisilirken daha kararli ve yakinsak sonuglar elde etmeyi saglayan

ayristirilmis denklem sistemleri elde etmektir [39].
Bir diferansiyel denklemin zayif formu bulunurken,

i. Diferansiyel denklemde bulunan her fonksiyon, test fonksiyonu olarak
bilinen w ile ¢arpilir,

ii. wile carpilan diferansiyel denklem calisilan bolge lizerinde integre edilir,

iii. Kismi integrasyon uygulanarak tlirev mertebeleri en az sayiya indirgenir,

iv. Eger miimkiinse sinir kosullar tiiretilir.

u € C% ve f € C° olmak iizere, ikinci mertebeden bir boyutlu u = f denklemi

tizerinden bir diferansiyel denklemin zayif formunun nasil elde edildigini
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gostererek agiklayalim. Yukarida bahsedildigi gibi, once u” — f = 0 denklemi w ile

carpilip integre edilirse,

f(wu” —wf)d2 =0 (3.16)

0

elde edilir. Bu asamada kismi integrasyon uygulanmasi ile;

f(w’u’ —wf)dR = wu'|, (3.17)
0

bulunur.

SEY’de, lizerinde c¢alisilan problemin ¢6ziim bolgesi kesismeyen basit alt bolgelere
ayristirilir. Bu alt bélgelerin her biri sonlu eleman olarak adlandirilir. Problemde
bolgenin par¢alanmasina ayriklastirma, sonlu eleman ag1 ya da mesh denir. Her
sonlu elemanin baslangi¢ ve bitis noktasiyla kose noktalarina nod veya digim

noktasi denir.

2, Qi1 2y
x1:0 X2 X3 P Xi-1 Xi Xi+1 e XN xN+1:1

Sekil 3.1 [0, 1] aralig1 icin sonlu elemanlar ve diigiim noktalar:

SEY calisilan bolgeyi istenilen sekil ve biiytikliikte, sayida sonlu elemanlara b6lme
imkani verir. Burada elemanlarin ist tiste gelmeyecek sekilde bosluk birakmadan
bolgenin tamamini kaplamasi ve elemanlarin ne kadar kiiciikliikte secilecegi ile
eleman sayisinin yaklasimi nasil etkileyecegi konusu dikkat edilmesi gereken

unsurlardandir.

Gereksiz sayida eleman kullanilmasi ile hesaplama stireci ve olusan hatalar artar.
Bu nedenle elemanlar, siireci kisaltacak kadar biiyiik ve hesaplama alanindaki
degisimleri yansitacak kadar kiiciik secilmelidir. Genellikle, kiigiik elemanlar
sonuclarin hizla degistigi durumlarda kullanilirken bilytlk elemanlar sonuglarin

neredeyse sabit oldugu yerlerde kullanilir [40].
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Elemanlarin boyutlarn ilgili problemin boyutu ile ayni1 olacak sekilde secilir. Sonlu
elemanlar bir boyutlu problemlerde ¢ubuk elemanlardan olusur. Bu elemanlar,
lineer elemanlar olarak adlandirilir. Daha yiiksek dereceden olanlar1 kuadratik,

kiibik, kuartik olarak adlandirilir.

Sekil 3.2 1-boyutlu cubuk eleman

iki boyutlu elemanlar, licgensel ve dértgensel elemanlar olup genellikle

mithendislik problemlerinin modellenmesinde kullanilir.

Ayriklastirllan bolgede her bir eleman i¢in elde edilmesi gereken ¢6ziim, bir
yaklasim fonksiyonu olarak ifade edilir. Yaklasim fonksiyonlari, enterpolasyon
fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu olarak olusturulur. Her eleman tipi i¢in
farkli ve kendine 6zgii olan enterpolasyon fonksiyonlar: kullanilir. Enterpolasyon
fonksiyonlar1 baz fonksiyonlar1 veya sekil fonksiyonlar1 olarak adlandirlr.
Ornegin; u(x) fonksiyonu i¢cin Uy (x) yaklasim fonksiyonu,

u() = Uy(®) = ) b (0) (3.18)

]

denklemiyle ifade edilir. (3.18) denkleminde yer alan cj’ler bilinmeyen katsayilar
ve ¢j(x)’ler sekil fonksiyonlaridir. Sekil fonksiyonlari, her eleman tzerinde yerel
olarak tanimlanir. Yani her bir elemana 6zgidiir ve ilgili eleman disinda sifirdir.
Cogu zaman sekil fonksiyonlari tlirev ve integral islemlerinin yapilmasini
kolaylastiracak sekilde secilir. Sekil fonksiyonlarinin sec¢imi yaklasik ¢o6ziimiin
yakinsakligini etkiler ve kullanilan sekil fonksiyonlarinin sayisinin artmasi daha iyi
bir yaklasim saglar [38]. Sekil fonksiyonlarinin st liste gelmemesi ve aralarinda

bosluk olmamasi icin bu fonksiyonlar lineer bagimsiz secilmelidir.

20



Bir boyutlu problemlerde lineer sekil fonksiyonu,

p(x) =ay+ ax (3.19)
seklinde olmalidir. Eger kuadratik eleman kullanarak ¢6ziim yapilacaksa

d(x) = ag+ a;x + a,x? (3.20)

biciminde bir sekil fonksiyonu secilmelidir. Bu sekilde istenilen yiliksek
mertebeden sekil fonksiyonlar1 olusturulabilir. Sekil fonksiyonlar1 birbirlerine

diigiim noktalari ile bagh olup siirekli ve parcali fonksiyonlardir [41].

Sonlu elemanlar ve onlarin sekil fonksiyonlarinin se¢imi yapildiktan sonra her
sonlu elemanin 6zelliklerini ifade eden cebirsel denklemlerin belirlenmesi gerekir.
Bu kisimda, polinom olarak ifade edilen yaklasim fonksiyonu diferansiyel
denklemin zayif formunda yerine yazildiktan sonra her eleman i¢in var olan temel
denklemler cebirsel denklemlere déniistiiriiliir. Ornegin, bir e elemani i¢in bu

cebirsel denklem
K¢ Uy® = F¢ (3.21)

olarak ifade edilir. K¢, e. elemana ait katsayilar matrisi iken Uy, bilinmeyenleri

iceren vektor, F¢ ise denklemin sag tarafinda yer alan kuvvet vektoradtir.

Cebirsel denklemler birlestirilerek cebirsel denklem sistemi olusturulur ve elde
edilen genel cebirsel denklem sistemine sinir kosullari uygulanir. Bir ¢ok
problemde global katsayilar matrisi karesel ve simetrik olmasiyla beraber
singiilerdir ve determinanti sifira esittir. Sinir kosullar1 uygulandiginda singtilerlik
olma sorunu ortadan Kkaldirilir. Bu islemden sonra birlestirilen eleman
denklemlerine sinir kosullarinin uygulanmasi ile elde edilen cebirsel denklem
sistemi coziilerek digiim noktalarindaki bilinmeyen degerler bulunur. C6zim
fonksiyonu parcali fonksiyon olarak ifade edilir. Son olarak, elde edilen sonuglar

tablo ve grafikler yardimiyla verilerek problemin ¢6ziimii tamamlanir.
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3.3 Agirhikli Kalanlar Yontemi

iki boyutlu bir 2 bélgesinde

Liz)=f (3.22)
diferansiyel denklemini ele alalim. Burada L lineer veya lineer olmayan bir

operator, z bagiml degisken ve f bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonudur.

(3.22) denkleminin z ¢6zlimii icin

N
v =) g+ b (3.23)
j=1

J

seklinde bir yaklasik fonksiyon tanimlanir. Burada ¢; yaklasim fonksiyonu, f;

bilinmeyen parametrelerdir. (3.23) yaklasimi (3.22) denklemine yerlestirilirse

N
R=L(zy) = f =L() Biby+ by ) —L(2)#0 (3.24)
j=1

J
seklinde bir Kkalan ile sonuglanir. R, f; parametrelerinin ve bagimsiz
degiskenlerinin bir fonksiyonu olur. f; parametrelerini belirleyebilmek i¢in R

kalaninin sifirdan farkh bir w; agirlik fonksiyonu ile ¢arpilip toplamin minimize

edilmesine yani
j w;i(x,y)R(x,y,b;)dxdy =0, i=12,..,N (3.25)
Q

integrali sifira esitlenerek R kalaninin minimize edilmesine agirlikhh kalanlar
yaklasimi denir. Bu yaklasima dayanan yontemlere Agirlikli Kalanlar Yontemi

denir.

Yaklasik ¢6zlim, hem esas hem de dogal sinir kosullarini saglayacak sekilde agirlik
fonksiyonlar secilmelidir. { w;} kiimesi lineer bagimsiz olmalidir. Aksi halde (3.25)

ifadesinden saglanan denklemler lineer bagimsiz olmayacagindan ¢oziilemez.
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3.3.1 Galerkin Yontemi

w; agirlik fonksiyonlari ile ¢; yaklasim fonksiyonlari esit segilir ise yani w; = ¢; ise

bu yonteme Galerkin yontemi denir. Yontemin matematiksel ifadesi
Kij = f;m ¢iK(¢;)d2  ve  F= f;m ¢ [f — K(¢o)]dQ2

olmak tlizere,

seklindedir.

SEY ile niimerik ¢6ziim elde edilmek istendiginde en ¢ok tercih edilen agirlikli
kalan yontemlerinden biri olan Galerkin yonteminin uygulanma seklini basit bir

ornek iizerinde gosterelim:
-u'"+u=f
u0)=u(1)=0, x€]0,1] (3.27)

seklinde verilen sinir deger problemini ele alalim. (3.27) probleminin yaklasik
¢ozimi uy fonksiyonu olsun. (3.27) ile verilen diferansiyel denklemdeki tiim
terimleri w; agirhik fonksiyonu ile carpilir ve boélge lzerinde integre edilirse

denklemin agirlikli integral formu
1
Jwi(—u"+u—f)dx=0 (3.28)
0

olarak elde edilir. (3.28) denkleminde kismi integrasyon uygulanmasi sonucu

denklemin zayif formu
1
f (w;'u' +w; u—w; f)dx =[w; u']} (3.29)
0

seklinde elde edilir. u(0) = 0 ve u(1) = 0 sinir kosullar1 esas sinir kosullaridir.
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Tiim bolge tlzerinde uy yaklasik ¢oziimi, sekil fonksiyonlar1 ve bilinmeyen

parametreler cinsinden

N

uy = Zqubj(x) (3.30)

Jj=1
seklinde ifade edilir.

Galerkin yontemi kullanildigindan agirlik fonksiyonu ile sekil fonksiyonlar: esit

secilmistir. Yani, w; = ¢;’dir. (3.30) ifadesi (3.29) zayif formunda yerine yazilirsa
1
D[ @)+ buty - dif dx = [} (331)
~ Jo
J

seklinde elde edilir. Integrallerin hesaplanmasi sonucu elde edilen cebirsel lineer

denklem sistemi
[K1{c;} = {F} (3.32)

seklindeki matris formunda gosterilir. [K] cebirsel denklem sisteminin Katsayilar
matrisi, {c;} bilinmeyenler vektorii, {F} ise denklemin sag tarafinda yer alan kuvvet

vektorudur.

Burada denklem sistemi ¢oziilir ve ¢; bilinmeyen parametreleri bulunur ve
yaklasik ¢oziim fonksiyon denkleminde yerine yazilarak uy yaklasik ¢ozimi
bulunur. Bu yéntemde sekil fonksiyonlary, tiirev ve integral islemlerinin daha kolay
bir sekilde yapilmasini saglamak i¢in genellikle trigonometrik fonksiyon ya da

polinom fonksiyonu olarak secilirler.

3.3.2 Petrov-Galerkin Yontemi

w; agirlik fonksiyonlar ile ¢; yaklasim fonksiyonlar1 w; # ¢; olarak secilir ise bu

yonteme Petrov-Galerkin yontemi denir.
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4

ISI DENKLEMININ NUMERIK COZUMU

Is1 denklemi, 1sinin bir nesne tizerinde belli bir konumda ve zamanda nasil
dagilacagini tanimlayan bir kismi diferansiyel denklemdir. Yayilim denklemi olarak
da bilinen 1s1 denklemi, parabolik kismi diferansiyel denklemler sinifina aittir.
Fiziksel kosullar uygun olarak secilirse kartezyen koordinat sisteminde
(x,y,z) konumu ve t zamani gostermek lizere, 1s1 denkleminin genel ifadesi
0%0 0%0 0%06 06
dx? + dy? + 922 ot

(4.1)

seklindedir. Yukaridaki denklem, ti¢ boyutlu bir cismin (x,y,z) konumunda ve ¢
anindaki sicaklik degerini ifade eder. (x,y,z t) noktasinda 6’nin degeri

0(x,y,z, t)dir. Boylece 0, dort reel degerli bir fonksiyondur.

Bir boyutlu 1s1 denklemi ise

0 0%6 42
ot “oxz (4.2)
seklinde ifade edilir.
(4.2) denklemini
6(x,0) = sin(mx), 0<x<1 (4.3)
baslangi¢ kosulu ve
6(0,t) =06(1,t) =0, o<t (4.4)

sinir kogullari ile ele aldigimiz da analitik ¢6zimi
0(x,t) = e"™ ¢t sinmx (4.5)
seklinde elde edilir.

(4.2)-(4.4) baslangi¢-sinir deger problemine ilk olarak zamani ayristirma yontemi
uygulanir;

0;(x)—-0;_1(x)

=1,2,..., eri fark ifadesi yazilirsa
At p)g y

a0
(4.2) denkleminde T yerine
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1 144
(6 = 64) —e6/'() = 0 (4.6)

6;(0)=0, 6;(1)=0 (4.7)

sinir deger problemi elde edilir.

Burada, j = 1ic¢in 6y(x) = sinmx’dir. Yani, 8y(x) = 6(x,0)’dir. Artanj degerleri
sebebiyle (4.6)-(4.7) sinir deger probleminin tam ¢6ziimiini elde etmek zor

oldugundan problemin niimerik ¢6ztimii SEY kullanilarak elde edilecektir.

(4.6) 151 denkleminin zayif formunu elde etmek icin test fonksiyonlarinin bir uzayi
tanimlanir. v(x) test fonksiyonu olmak tizere kendisi ve birinci mertebeden tiirevi
[0,1] araliginda tanimli ve bu aralikta karesi integrallenebilirdir. Matematiksel

olarak ifade edecek olursak,

1
f [(v())? + (v (0))?]dx
0

seklindedir. Burada tanimlanan test fonksiyonlarinin uzay1 H[0,1] ile gosterilir.

(4.6)'min zay1f formu

1 ) 1
fo V() (—eej (x)+A—t(ej(x)—9j_1(x))>dx —0 (48)

(j= 1,2, ...,p) seklindedir.
Denklemin yaklasik c¢oziimleri, SEY wuygulanarak su sekilde kurulur:
6; (x)fonksiyonunun yaklagik ¢éziimi,

N+1

o' = ) b ) (4.9)

seklinde tamimlanir. Burada, v;(x) € H[0,1] (i= 1,2,...,N+1) sekil
fonksiyonlar1 ve bij ‘ler bilinmeyen katsayilardir. Burada, test sekil
fonksiyonlarinin {¢;(x), ¢, (x), ..., py+1(x)} lineer bagimsiz kiimesini segerek
v(x) test fonksiyonlar1 olusturulur. Her v(x) test fonksiyonu (N + 1) tane test

sekil fonksiyonunun lineer kombinasyonu oldugundan
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N+1

V) = ) ahi®) (4.10)

i=1
seklinde yazilabilir. Burada a; (i = 1,2,..., N + 1) katsayilar1 keyfi reel sayilardir.
Galerkin yonteminde y;(x) = ¢;(x) olacak sekilde secilir.

SEY’de, ¢;(x) (i= 1,2,...,N+1)sekil fonksiyonlar1 sistematik bir teknik
kullanilarak elde edilir. [0,1] aralig1 N tane alt araliga ya da esit h uzunlugundaki
04, ,,...,0y elemanlarina bolinitr. x; ve x;,4, £2;'nin baslangi¢ ve bitis noktalari

olsun. Matematiksel olarak
0; =[x, x41] , h=x1 — X

seklinde ifade edilir. Burada x; = 0 ve xy,; = 1'dir. Burada baslangi¢c ve bitis

noktalarini nod (diigiim) olarak adlandiririz.

¢, (x) lineer sekil fonksiyonlari

f X — xi—l

J h , X E‘Qi—l
L 0 , X e 'Qi—l U 'Qi

esitligi kullanilarak belirlenir ve asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i) Her ¢;(x) (i = 1,2,...,N + 1) sekil fonksiyonu H[0,1]’in elemanidir.

ii) V¢;(x) sekil fonksiyonu, elemanlarin tanim bolgesine gore pargali
fonksiyon seklinde tanimlanir ve sekil fonksiyonlar1 (2; elemanlar
tizerinde lineer fonksiyonlardir.

iii)  ¢i(x) =6, (i,j =1,2,...,N + 1) dir. Boylece v(x) = Xi-h' a; ¢; (x) test
fonksiyonunun x; nodundaki degeri v(xj) = a; olur.

iv) Eger [i—j| =2 ise ¢;(x)¢;(x) = 0’dr.
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¢ (x) ¢ (x) Gn+1(x)

Q \ & Q4| & Qy

X1 = 0 Xy X3 P Xi—1 X; Xit1 . . XN xN+1=1

Sekil 4.1 [0, 1] araliginda tanimli sonlu eleman sekil fonksiyonlari

Burada, v(x) test fonksiyonlar1 x = 0 ve x = 1 noktalarinda sinir kosullarindan
dolay1 sifirlanirlar ve (iii) 6zelligi geregi a; = 0 ve ay,; = 0’dir. Dolayisiyla, test
fonksiyonu

N

V@ = ) a; $i(x) (4.11)

i=2
olur. Bu nedenle, test fonksiyonlar1 v(0) = 0, v(1) = 0 olarak segcilirler.

Ayni sekilde, 8 yaklasim fonksiyonu da sinir kosullarini sagladigindan
N
0" = ) bl i) (4.12)
i=2

seklinde yeniden ifade edilir.

(4.8) zayif formun kismi integrasyonu

1 1 1 1 1
jo €0 (x) v'(x)dx + EJO v(x) 6;(x)dx = EJO v(x)0;_1 (x)dx (4.13)

(j=1,2,...,p) seklinde yazilr.
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(4.11) ve (4.12) esitlikleri (4.13) zayif formunda yerine yazilarak,
N N
j 1 j 1
Sz bn Akn+Ez bn Dkn :A_t Ek (4‘14)
n=2 n=2
(k = 2,3, ..., N) denklemi elde edilir. Buradaki ifadeler,
1 ! !/
Apn = fo b Pn dx,

1
Dyn = fo b Pndx,

i 1
Ekj = fo ¢k9j—1 dx

seklinde olup Ay, ve Dy, matrislerine sirasiyla Stiffness ve Kapasitans matrisleri
denir. Bu denklemde, (N — 1) tane lineer cebirsel denklem bulunur. Bu denklem

sistemi MATLAB'de ¢oziilerek niimerik sonuglar elde edilmistir.

Tablo 4.1'de, t =0.1 aninda ¢ =1,N =40 ve farkli At degerleri icin 1s1
denkleminin niimerik ¢o6ziimleri yapildi ve bu ¢oziimler analitik ¢ozim ile
karsilastirildi. Tablo incelendiginde, niimerik c¢oziimler ile analitik ¢dziimlerin
uyum icerisinde olduklar1 anlasilmaktadir. Tablo 4.2’de, farkli € degerleri ve farkh
t zamanlarinda hesaplanan nilimerik ¢6ziimlerin analitik ¢oziimler ile
karsilastirilmasi verildi. Ayrica, problemin ¢6ziim davranis: Sekil 4.2 ve Sekil 4.3’de

verilerek gosterilmistir.
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Tablo 4.1t = 0.1'de ¢ = 1, N = 40 ve farkl At degerleri i¢in niimerik

¢ozlimlerin ve analitik ¢6zlimiin karsilastirilmasi

X At=0.01 At =0.001 At=0.0001 At=0.00001 Analitik
0.1 0.115081 0.115172 0.115173 0.115173 0.115173
0.2 0.218896 0.219070 0.219072 0.219072 0.219072
0.3 0.301285 0.301525 0.301527 0.301527 0.301527
0.4 0.354182 0.354463 0.354466 0.354466 0.354466
0.5 0.372409 0.372705 0.372708 0.372708 0.372708
0.6 0.354182 0.354463 0.354466 0.354466 0.354466
0.7 0.301285 0.301525 0.301527 0.301527 0.301527
0.8 0.218896 0.219070 0.219072 0.219072 0.219072
0.9 0.115081 0.115172 0.115173 0.115173 0.115173
Lo 2.9892e-04 2.9860e-06 2.9839e-09 2.7754e-10
1
0.9
0.8
0.7
0.6 /
’;? /
205 /

L 1 1
0.1 0.2 0.3

1
0.4

I 1 L
0.5 0.6 0.7
X

Sekil 4.2 At = 0.001,e = 1, N = 100 ve farkh t zamanlarinda 1-boyutlu

Is1 denkleminin ¢6zimii
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Tablo 4.2 At = 0.0001, N = 80 ve farkl ¢ degerleri icin niimerik ¢oziimler ve

analitik ¢oziimlerin karsilastirilmasi

X t e=1 €=0.01 e=10.0001

Niimerik Analitik Nimerik Analitik Nimerik Analitik

0.25 04 0.013645 0.013645 0.679735 0.679735 0.706828  0.706828
0.6 0.001895 0.001895 0.666449 0.666449 0.706688  0.706688
0.8 0.000263 0.000263 0.653423 0.653423 0.706549  0.706549
1.0 0.000037 0.000037 0.640652 0.640652 0.706409  0.706409

0.5 0.4 0.019296 0.019296 0.961291 0.961291 0.999605  0.999605
0.6 0.002680 0.002680 0.942505 0.942502 0.999408  0.999408
0.8 0.000372 0.000372 0.924080 0.924080 0.999211  0.999211
1.0 0.000052 0.000052 0.906018 0.906018 0.999014 0.999014

0.75 0.4 0.013645 0.013645 0.679735 0.979735 0.706828  0.706828
0.6 0.001895 0.001895 0.666449 0.666449 0.706688  0.706688
0.8 0.000263 0.000263 0.653423 0.653423 0.706549  0.706549
1.0 0.000037 0.000037 0.640652 0.640652 0.706409  0.706409

Sekil 4.3 At = 0.001,& = 0.1, N = 100 ve farkli t zamanlarinda 1-boyutlu Is1

denkleminin ¢6zimii
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5

BURGERS DENKLEMIiNIN NUMERIK COZUMU

Bu boliimde, homojen Burgers denklemi zamani ayristirma yontemiyle ardisik
olarak c¢ozilmesi gereken p tane lineer olmayan adi diferansiyel denkleme

donitstiriilerek her bir denklemin ¢6ziimii SEY ile elde edilmistir.

U, t) + U(x, ) U, (x, t) — €Uy (x,t) =0 (5.1)
seklindeki homojen Burgers denklemini

U(x,0) = sin(mx), 0<x<1 (5.2)
baslangi¢ kosulu ve
Uu,t) =U0(,t) =0, 0<t (5.3)

sinir kosullari ile ele alalim.

Bolim 2.2°de (5.1) Burgers denkleminin analitik ¢6ziimu

Yoo nA, exp(—en?m?t) sin(nmx)

U(x,t) = 2me (5.4)

Y=o An exp(en?m?t) cos(nmx)

seklinde ifade edilmistir.

(5.1)-(5.3) smir deger problemine Bolim 3.1’de ayrintili bir sekilde anlatilan

T
zamani ayristirma yontemi uygulanir; (At = ;)

Zj(x)=zj_1(x)

. Ju .
(5.1) denkleminde 3¢ yerine v

(j=1,2,...,p) yazilirsa

2" () + 2,2 () + = () — 74 ()) = 0 (5.5)

z(0)=0, z(1)=0 (5.6)
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sinir deger problemi elde edilir. Boylece, ikinci mertebeden bir kismi diferansiyel
denklem sinir kosullarini saglayan p tane adi diferansiyel denklemin ¢6ziimiine

indirgenir.

Burada j=1 i¢in zy(x) = sinmx’dir. Yani, zy(x) = U(x,0)’dir. Artan j degerleri
sebebiyle (5.5) -(5.6)sinir deger probleminin tam ¢6ziimiinii elde etmek zordur.
Bu nedenle, bu zorlugun ilistesinden gelmek ve problemimizi ¢6zebilmek icin bu

asamada SEY kullanilacaktir.

(5.5) denkleminin zayif formunu elde etmek i¢in Galerkin yontemini kullanacagiz.

Buna gore zayif form

fol v(x) (— ez (x) + zj(x)z;' (x) + i (zj (x) — Zj_l(x)))dx =0 (5.7)

(j=1, 2,..., p) seklindedir. Burada v(x) bir test fonksiyonu olmak tizere kendisi ve
1. mertebeden tiirevi [0,1] araliginda mevcut, siirekli ve integrallenebilirdir. Yani,

tiim test fonksiyonlarinin lineer uzay1 H[0,1] Hilbert uzayi ile belirtilir.

v(x) test fonksiyonunu olusturmak i¢in ¢;(x) € H[0,1] olmak lizere N+1 tane
{p1(x), p2(x), ..., py4+1(x)} lineer bagimsiz test sekil fonksiyonlarinin kiimesini

seceriz. Dolayisiyla, v(x) test fonksiyonu

N+1

V(@ = ) @i (58)

i=1
seklinde ifade edilebilir. Burada a;’ler keyfi reel sayilardir.

z;(x) fonksiyonu i¢in bir yaklasim fonksiyonu z;" olsun. Oyleyse,

N+1
zN = Z ¢ 9i(x) (5.9)
i=1

seklinde yazilabilir. Burada ¢;(x) € H[0, 1] lineer bagimsiz sekil fonksiyonlari,
cl.j 'ler bilinmeyen katsayilardir. Daha onceki boliimde bahsettigimiz gibi, Galerkin
yonteminde ¢;(x) test sekil fonksiyonlar: ile ¢;(x) yaklasim fonksiyonlar1 esit
olarak segilir. Yani, i = 1,2,...,N + 1igin ¢;(x) = ¢;(x)’dir.
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SEY’de ¢;(x) (i= 1,2,...,N+ 1), sonlu eleman sekil fonksiyonlar: sistematik bir
teknik kullanilarak elde edilir. [0,1] araligt N tane alt araliga ya da esit h
uzunlugundaki 24, £, ...,y elemanlarina béluntr. x; ve x;, 4, £2;'nin baslangi¢ ve
bitis noktalar1 olsun. Matematiksel olarak

0; =[x, %i41] , h=x;11 — x;

seklinde ifade edebiliriz. Acikca goriilecegi tizere, ele aldigimiz problemde x; = 0

ve xy41 = 1'dir.

¢, (x) lineer sekil fonksiyonlari

X — X;_
I{ Tll , X €M,
=15 e,
L 0 , Xe .Qi_IU.Qi

esitligi kullanilarak belirlenir. Burada (5.8)’de belirttigimiz v(x) test fonksiyonlari
x =0 ve x =1 noktalarinda sinir kosullarindan dolay1 sifirlanirlar. Dolayisiyla
a, =0veayy,; = 0drr.

Boylece, test fonksiyonu

N

V(@) = ) a; i) (5.10)

i=2
seklinde yeniden yazilabilir.
Benzer sekilde, sz yaklasik ¢6ziimi de sinir kosullarin1 saglamak durumunda

oldugundan

N

zN = Z ¢! ¢;(x) (5.11)

i=2

seklinde yeniden diizenlenerek ifade edilir.
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Bu diizenlemelerle birlikte v(0) = 0, v(1) = 0 esitliklerini de kullanarak (5.7)

denkleminin zayif formunun kKismi integrasyonu (j = 1,2,...,p)

1 1
f v(x) (— ez (x) + zj(x)z; (x) + Af (zj(x) — zj_l(x)))dx =0
0

1 1 1 1 1
J;) ezi'(x) v'(x)dx + .[; v(x)(z(x) z' (x) + Ezj(x) )dx = Y i v(x)zj_1(x)dx
(5.12)
seklinde yazilir.
(5.10) ve (5.11) esitlikleri (5.12) denkleminde yerine yazilip diizenlenirse
N N N N
sch Apn + Zchcj By +iZCjDk = lEj
n n n-m nm At n n At k
n=2 n=2m=2 n=2
(5.13)
(k=23,...,N)
deklemi elde edilir.
Burada
1 Z/h , k=n
Akn=j b bn dx ={—1/h, k=n—-1 ve k=n+1
0 0o , diger

( 1/6, k=n—1vek=m-1
-1/6, k=n—-1vek=m
1 1/3, k=nvek=m-1
Bknmzj GOrp Pdx =< —-1/3, k=n ve k=m+1
0 1/6, k=n+1vek=m
-1/6, k=n+1ve k=m+1
.\ 0, diger
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1 2h/3, k=n
Dknzfqbkq.')ndx ={ h/6, k=n—-1vek=n+1
0 0, diger

1
Eli Zf (nbk Zj—l dx
0

seklindedir. Her j degeri icin (5.13) denklemi, (N —1)tane denklem ve

c,]; (n=2,...,N) bilinmeyenleri iceren bir lineer olmayan cebirsel denklem
sistemidir. Bu bilinmeyen degerler MATLAB’de tarafimizdan iiretilen kodlar

kullanilarak niimerik olarak elde edilmistir.

Tablo 5.1'de, cesitli N sayida sonlu eleman icin niimerik ¢6ziimler ile analitik
¢ozim yer almaktadir. Bu sonuclara gore, kullanilan sonlu eleman sayisinin

artmasiyla niimerik ¢éztimlerin analitik ¢ozliimlere yaklastigi gorilmiistiir.

Tablo 5.2'de, ilerleyen zaman adimlarinda (t = 0.1, 0.2, 0.3) niimerik ¢6ziimler ile

analitik ¢6zilimlerin uyum icerisinde oldugu gortliir.

Tablo 5.3’de farkli At zaman araliklarinda elde edilen niimerik ¢éztimler ve analitik
cozimler verilmistir. Buna gore, zaman araliklar: kii¢tildiikge ntimerik ¢éziimlerin

analitik ¢c6ziimlere yaklastig1 gorilmistiir.

Bu calismanin amaglarindan biri de viskozite katsayisinin denklemin niimerik
¢ozlimiine olan etkisini gostermektir. Tablo 5.4’de farkli & viskozite sayilar
kullanilarak niimerik ¢6ziim elde edilmistir. Elde edilecek ¢oziimlerde yeterli
hassasiyetin saglanmasi icin N = 80 secilerek viskozitenin 0.05 < & < 1 degerleri
icin hesaplama yapilmistir. Kullanilan bu degerlerde denklemin matematiksel ve

fiziksel yapisin1 bozmadan niimerik ¢6ztim elde edilebilecegi goriilmiistiir.
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Tablo 5.1t = 0.1'de At = 0.0001, ¢ = 0.1 i¢in nlimerik ¢oziimler ve

analitik ¢6ziimiin karsilastirilmasi

Analitik

X N=10 N=20 N=40 N=80 N=100 Coziim
0.1 0.23927  0.22370  0.22353 0.22348 0.22348  0.22345
0.2 0.46290 0.43631  0.43595 0.43586 0.43585  0.43580
0.3 0.65546  0.62590  0.62534 0.62520 0.62518 0.62512
0.4 0.80191 0.77882  0.77801 0.77781 0.77779  0.77772
0.5 0.88765 0.87872  0.87764 0.87737 0.87734 0.87728
0.6 0.89827 0.90604  0.90468 0.90434 0.90430 0.90425
0.7 0.81927 0.83897  0.83741 0.83702 0.83697  0.83692
0.8 0.63788  0.65924  0.65777 0.65740 0.65735 0.65731
09 0.35807 0.36698  0.36605 0.36582 0.36579  0.36575

Tablo 5.2t = 0.1,0.2,0.3’'de At = 0.0001,¢ = 0.1, N = 100 i¢in
niimerik ¢6zliimler ve analitik ¢6ziimiin karsilastirilmasi
x t=0.1 t=0.2 t=0.3
Niim. Coz. Anl. Coz. Niim. Coz. Anl. Coz. Niim. Coz. Anl. Coz.

0.1 0.22348  0.22345 0.17610 0.17671 0.14574  0.14672

0.2 0.43585  0.43580 0.34764  0.34780  0.28971  0.29004

0.3 0.62518 0.62512  0.50770  0.50694  0.42720 0.42601

0.4 0.77779  0.77772  0.64624  0.64605 0.54959  0.54930

0.5 0.87734 0.87728 0.75321 0.75381 0.65079  0.65173

0.6 0.90430 0.90425 0.81288 0.81303 0.71906  0.71932

0.7 0.83697 0.83692  0.79747  0.79697  0.72745  0.72670

0.8 0.65735 0.65731 0.66806 0.66786  0.63141  0.63100

0.9 0.36579  0.36575  0.39258  0.39330 0.38383  0.38387
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t=0.1
091 t=0.2 | |

t=0.3

0.7 b

0.3 b

0.2 b

0.1 b

Sekil 5.1 At = 0.0001,¢ = 0.1, N = 100 igin farkli t zamanlarinda

niimerik ¢6zlimler

1 T T T T T T T T

Numerik C6zim
Analitik C6ziim

0.8 4

0.6 4

0.4 r .

0.2 - .

Sekil 5.2 ¢t = 0.1'de, At = 0.0001, € = 0.1 i¢in niimerik ¢6ziim ve analitik

¢ozlimiin karsilastirilimasi
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Tablo 5.3t = 0.1'de € = 1, N = 80 i¢in niimerik ¢oziimler ve analitik

¢Ozlimiin karsilastirilmasi

D¢ At =0.0002 At =0.0001 At = 0.00005 Analitik C6ziim
0.1 0.10965 0.10959 0.10957 0.10954
0.2 0.21000 0.20990 0.20987 0.20979
0.3 0.29219 0.29204 0.29197 0.29190
0.4 0.34827 0.34810 0.34801 0.34792
0.5 0.37194 0.37176 0.37167 0.37158
0.6 0.35940 0.35922 0.35913 0.35905
0.7 0.31020 0.31005 0.30998 0.30991
0.8 0.22804 0.22793 0.22787 0.22782
0.9 0.12080 0.12074 0.12070 0.12069

Tablo 5.4t = 0.01, At = 0.0001, N = 80 ve ¢'nun farkl degerleri i¢cin niimerik

cozimler ve analitik ¢6zilimlerin karsilastirilmasi

x £=10.05 e=0.1 e=1

Niim. Coz. Anl. Coz. Niim. Coz. Anl. Coz. Niim. C6z.  Anl. Coz.
0.1 0.29865 0.29865 0.29726 0.29726 0.27327 0.27324
0.2 0.57045 0.57044 0.56778 0.56777 0.52162 0.52156
0.3 0.79034 0.79034 0.78659 0.78659 0.72192 0.72185
0.4 0.93696 0.93696 0.93245 0.93244 0.85465 0.85459
0.5 0.99459 0.99460 0.98971 0.98971 0.90576 0.90571
0.6 0.95513 0.95513 0.95034 0.95035 0.86836 0.86833
0.7 0.81975 0.81976 0.81557 0.81558 0.74411 0.74410
0.8 0.59988 0.59988 0.59678 0.59678 0.54382 0.54382
0.9 0.31685 0.31686 0.31520 0.31520 0.28700 0.28700
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6

KAYNAK TERIMLI BURGERS DENKLEMININ
NUMERIK COZUMU

Bu béliimde, zamani ayristirma yontemi ile kaynak terimli Burgers denklemi
ardisik olarak ¢oziilmesi gereken p tane lineer olmayan adi diferansiyel denkleme

donitstiriilerek her bir denklemin ¢6ziimii SEY ile elde edilmistir.

6.1 Zamani Ayristirma

U, t) + U(x, ) U, (x, t) — €Uyr(x, t) = f(x, t) (6.1)
seklinde verilen kaynak terimli Burgers denklemini
U(x,0)=0 (6.2)
baslangi¢ kosulu ve
Uuo,t)=U0(1,t)=0 (6.3)

sinir kogullar ile birlikte g6z 6ntline alalim. Bu kosullar altinda (6.1) denkleminin

analitik ¢6zlim

U(x,t) = t%sin(2mx) (6.4)
olurken f(x, t) terimi
f(x,t) = 2tsin(2nx) + 2mt* sin(2mx) cos(2mx) + 4em?t? sin(2mx) (6.5)
biciminde olacaktir [44].

(6.1) - (6.3) sinir deger probleminin niimerik ¢6ziimiinii elde etmek icin ilk olarak

zamani ayristirma yontemi uygulanir;

Zj(x)—2zj-1(x)

. du .
(6.1) denkleminde 5 yerine "

(At = g) yazilirsa (j = 1,2,...,p)

2" (1) + 2,7/ () + = () — 1@ = Fx 1)) (6.6)
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z(0)=0, z(1)=0 (6.7)

sinir deger problemi elde edilir. Burada j=1 i¢in zy(x) = U(x, 0)’dur.

6.2 Konum Ayristirmasi- SEY

(6.6) - (6.7) sinir deger probleminin tam ¢ozimini elde etmek artan j degerleri
sebebiyle zor oldugundan SEY kullanarak problemin nimerik ¢ozimiini elde
edececegiz. (6.6) denkleminin zayif formunu elde etmek icin Galerkin yontemini
kullanacagz.

(6.6) denklemi test fonksiyonu olan v(x) ile carpilarak integre edilirse
1 12} !
[y v@)(= e () + /()2 () + = (z,(0) = 22 (0)) = f ;))dx =0 (6.8)

(j=1,2,...,p) elde edilir. Burada, v(x) € H[0,1] oldugunu biliyoruz. v(x) test
fonksiyonunu olusturmak icin ¢;(x) € H[0,1] olmak lizere
{p1(x), P2 (x), ..., py4+1(x)} lineer bagimsiz test sekil fonksiyonlarinin kiimesi

secilirse test fonksiyonu

N+1

V() = ) api) (69)

i=1
seklinde ifade edilebilir. Burada a;’ler keyfi reel sayilardir.

zj(x) fonksiyonu i¢in bir yaklasim fonksiyonu ZjN olsun. Bu yaklasim fonksiyonu,

N+1

zN = Z cij @;(x) (6.10)

i=1
seklinde yazilabilir. Burada (6.10)’'deki ¢;(x) € H[0,1] lineer bagimsiz sekil

fonksiyonlari, cl.j 'ler bilinmeyen katsayilardir. Galerkin yonteminde ¢;(x) = ¢;(x)

olarak almir (i = 1,2,...,N + 1).

Cozim bolgesi olan [0,1] aralifl, N tane alt aralifa ya da esit h uzunlugundaki

04, 2,,...,0y elemanlarina bolliniir.
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Matematiksel olarak
Q =[x, %411 , h=x—x (i=12..,N+1)

seklinde ifade edilir. Burada, x; ve x;,4, £2;'nin baslangi¢ ve bitis noktalar1 olarak
tanimlanmistir. Acikca gorulecegi lizere ele aldigimiz problemde x; =0 ve

XN+1 == 1,dir.

SEY’de ¢;(x) lineer sekil fonksiyonlari

( x_x‘_l

[ —— . xea,
=15 e

L 0 , X & .Qi_lu.Qi

esitligi kullanilarak sistematik bir sekilde belirlenir.

(6.9)'de belirttigimiz v(x) test fonksiyonlar1 x =0 ve x = 1 noktalarinda siir

kosullarindan dolayi sifirlanirlar. Bu nedenle, a; = 0 ve ay,, = 0’dir.

Dolayisiyla, test fonksiyonu

N

V(@ = ) @ i) (611)

i=2
seklinde yeniden yazilabilir.
Benzer sekilde, ZjN yaklasik ¢6ziimi de sinir kosullarini saglamak durumunda

oldugundan

N

zN = Z cij @;(x) (6.12)

i=2
seklinde yeniden diizenlenerek ifade edilir.

Bu diizenlemelerle birlikte v(0) = 0,v(1) = 0 esitliklerini de kullanarak (6.8)

kaynak terimli Burgers denkleminin zayif formunun kismi integrasyonu
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1 1
f v(0) (= e () + (07 () + 1 (2100) = 2-2()) = f(x,;))dx = 0
0

1

f ezi'(x) v'(x)dx +f v(x) (z(x) z'(x) + ! z](x) )dx
0

1

1 1
— v(x)zj_l(x)dx +f v(x)f(x,t;)dx
0

T At
(6.13)
(j=12,....,p)
seklinde yazilir.
(6.11) ve (6.12) esitlikleri (6.13) denkleminde yerine yazilip diizenlenirse
N N
Zc A + chfcf Bienm + - Z Dy = Ef+ E)
n=2 n=2m=2
(6.14)
(k=23,...,N)
olarak elde edilir.
Burada
1 2/h, k=n
Aknzf ¢y br, dx ={—1/h, k=n—-1 ve k=n+1
0 0 , diger

( 1/6, k=n—-1vek=m-1
—-1/6, k=n—-1ve k=m
1 1/3, k=nvek=m-1
Bknm:f OPpPn ddx =<1—-1/3, k=n ve k=m+1

0 1/6, k=n+1vek=m
-1/6, k=n+1vek=m+1
\ 0, diger
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1 2h/3, k=n
Dknzfqbkq.')ndx ={ h/6, k=n—-1vek=n+1
0 0, diger

1
Eli Zf (nbk Zj_q dx
0

_ 1
F] =f b f(x,t;) dx
0

seklindedir. Her j degeri icin (6.14) denklemi, (N —1)tane denklem ve

c,]; (n=2,...,N) bilinmeyenleri iceren bir lineer olmayan cebirsel denklem
sistemidir. Bu bilinmeyen degerler MATLAB’de tarafimizdan tretilen kodlar

kullanilarak niimerik olarak ¢éziilmiisttr.
Coztimlerdeki mutlak hata hesab:
Lo = ||z;(x) — Z}V(x)”Oo ~ max;|z; — z'|

]

esitligi kullanilarak hesaplanmstir.
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Tablo 6.1t = 0.1'de At = 0.0005, ¢ = 1 i¢in niimerik ¢éziimler ve analitik

¢Ozlimiin karsilastirilmasi

x N=10 N=20 N=40 N=50 N=100 ‘%‘2‘;&1‘
0.1 0.005942 0.005894 0.005882 0.005880 0.005878 0.005878
0.2 0.009615 0.009536 0.009517 0.009514 0.009511 0.009511
0.3 0.009615 0.009536 0.009517 0.009514 0.009511 0.009511
0.4 0.005942 0.005894 0.005882 0.005880 0.005878 0.005878
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.005942 -0.005894 -0.005882 -0.005880 -0.005878 -0.005878
0.7 -0.009615 -0.009536 -0.009517 -0.009514 -0.009511 -0.009511
0.8 -0.009615 -0.009536 -0.009517 -0.009514 -0.009511 -0.009511
0.9 -0.005942 -0.005894 -0.005882 -0.005880 -0.005878 -0.005878
Lo 1.0375e-04 2.5798e-05 6.1343e-06 2.9987e-06 5.5999¢-07

L ;;\i'f"f .

Sekil 6.1 At = 0.0005 ve € = 1 i¢in farkli t zamanlarinda niimerik ¢oztimler
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¢Ozlmiin karsilastirilmasi

Tablo 6.2 t=0.1'de At = 0.0001, N=100 i¢in niimerik ¢éziimler ve analitik

X

e=0.5

e=0.1

£=0.01

£=10.001

£=0.0001

Analitik

Coziim

0.1 0.005901 0.005889 0.005879 0.005877 0,006073 0.005878
0.2 0.009543 0.009531 0.009512 0.009510 0,009827 0.009511
0.3 0.009543 0.009531 0.009512 0.009510 0,009827 0.009511
0.4 0.005901 0.005889 0.005879 0.005877 0,006073 0.005878
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0,000000 0.000000
0.6 -0.005901 -0.005889 -0.005879 -0.005877 -0,006073 -0.005878
0.7 -0.009543 -0.009531 -0.009512 -0.009510 -0,009827 -0.009511
0.8 -0.009543 -0.009531 -0.009512 -0.009510 -0,009827 -0.009511
0.9 -0.005901 -0.005889 -0.005879 -0.005877 -0,006073 -0.005878
Ly 2.3042e-05 2.0280e-05 1.2000e-06 9.3000e-07  3.16e-04

Tablo 6.3 t = 1'de At = 0.01, N = 100 i¢in niimerik ¢éziimler ve analitik

¢Ozlmiin karsilastiriimasi

x £=0.5 £=0.1 £=0.01 £=0.001 &=0.0001 It;l(l:;llllﬂlk
0.1 0.593506 0.582676 0.577723 0577618 0,707636 0.587785
0.2 0.973941 0.955071 0.955606 0951119 0,982472 0.951057
0.3 0.973941 0.955071 0.955606 0951119 0,982472 0.951057
0.4 0.593506 0.582676 0.577723 0577618 0,707636 0.587785
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0,000000 0.000000
0.6 -0.593506 -0.582676 -0.577723 -0.577618 -0,707636 -0.587785
0.7 -0973941 -0.955071 -0.955606 -0.951119 -0,982472 -0.951057
0.8 -0.973941 -0.955071 -0.955606 -0.951119 -0,982472 -0.951057
0.9 -0.593506 -0.582676 -0.577723 -0.577618 -0,707636 -0.587785
Lo 2.2884e-02 4.0140e-03 4.5490e-03 6.2000e-05 3.14e-02
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Tablo 6.4 t = 1'de € = 1 i¢in niimerik ¢éziimler ve analitik ¢6ziimiin

karsilastirilmasi
x At N=10 N=20 N=40 Analitik
Coziim
0.5 0.587523 0.587729 0.587771
0.1 0.05 0.586508 0.587789 0.587787 0.587785
0.005 0.587649 0.587684 0.587779
0.5 0.953371 0.951639 0.951112
0.2 0.05 0.950464 0.951076 0.951082 0.951057
0.005 0.951123 0.951114 0.951053
0.5 0.953371 0.951639 0.951112
0.3 0.05 0.950464 0.951076 0.951082 0.951057
0.005 0.951123 0.951114 0.951053
0.5 0.587523 0.587729 0.587771
0.4 0.05 0.586508 0.587789 0.587787 0.587785
0.005 0.587649 0.587684 0.587779
0.5 0.000000 0.000000 0.000000
0.5 0.05 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.005 0.000000 0.000000 0.000000
0.5 -0.587523 -0.587729 -0.587771
0.6 0.05 -0.586508 -0.587789 -0.587787 -0.587785
0.005 -0.587649 -0.587684 -0.587779
0.5 -0.953371 -0.951639 -0.951112
0.7 0.05 -0.950464 -0.951076 -0.951082 -0.951057
0.005 -0.951123 -0.951114 -0.951053
0.5 -0.953371 -0.951639 -0.951112
0.8 0.05 -0.950464 -0.951076 -0.951082 -0.951057
0.005 -0.951123 -0.951114 -0.951053
0.5 -0.587523 -0.587729 -0.587771
0.9 0.05 -0.586508 -0.587789 -0.587787 -0.587785
0.005 -0.587649 -0.587684 -0.587779
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Tablo 6.5t = 1'de € = 1,N = 100 i¢in niimerik ¢o6ziimler ve analitik

¢Ozlimiin karsilastirilmasi

x At=0.002 At=0.001 At=0.0005 At=0.0001 ‘z‘:’azll‘;;k
0.1 0.588673 0.588077 0.587788 0.587785 0.587785
0.2 0.952457 0.951542 0.951074 0.951057 0.951057
0.3 0.952457 0.951542 0.951074 0.951057 0.951057
0.4 0.588673 0.588077 0.587788 0.587785 0.587785
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.588673 -0.588077 -0.587788 -0.587785 -0.587785
0.7  -0.952457 -0.951542 -0.951074 -0.951057 -0.951057
0.8  -0.952457 -0.951542 -0.951074 -0.951057 -0.951057
0.9 -0.588673 -0.588077 -0.587788 -0.587785 -0.587785
L, 1.4000e-03 4.8500e-04 1.7000e-05 4.2000e-07
Tablo 6.6t = 0.1’'de e = 1, N = 40 i¢in nlimerik ¢oziimler ve analitik
¢oziimiin karsilastirilmasi
X At = 0.05 At = 0.005 At =0.0005 Analitik C6ziim
0.1 0.005974 0.005882 0.005880 0.005878
0.2 0.009667 0.009517 0.009517 0.009511
0.3 0.009667 0.009517 0.009517 0.009511
0.4 0.005974 0.005882 0.005880 0.005878
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.005974 -0.005882 -0.005880 -0.005878
0.7 -0.009667 -0.009517 -0.009517 -0.009511
0.8 -0.009667 -0.009517 -0.009517 -0.009511
0.9 -0.005974 -0.005882 -0.005880 -0.005878
Lo 1.5600e-04 6.0000e-06 2.0000e-06
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¢oziimiin karsilastirilmasi

Tablo 6.7 t = 1’de At = 1, ¢ = 1 i¢in niimerik ¢6ziimler ve analitik

N=10

N =20

N =40

N =100

Analitik

Coziim

0.1 0.603148 0.601715 0.601432 0.596624 0.587785
0.2 0.975576 0.974336 0.973941 0.965007 0.951057
0.3 0.975576 0.974336 0.973941 0.965007 0.951057
0.4 0.603148 0.601715 0.601432 0.596624 0.587785
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.603148 -0.601715 -0.601432 -0.596624 -0.587785
0.7 -0.975576 -0.974336 -0.973941 -0.965007 -0.951057
0.8 -0.975576 -0.947617 -0.973941 -0.965007 -0.951057
0.9 -0.603148 -0.601715 -0.601432 -0.596624 -0.587785
Lo 2.4519e-02 2.3279e-02  2.2884e-02 1.3950e-02

Tablo 6.8 t = 1'de At = 0.00025, ¢ = 1 i¢in niimerik ¢éziimler ve analitik

¢Ozlmiin karsilastiriimasi

x N =40 N=50 N =80 N =100 ‘t;‘(‘)azll‘l:;k
0.1 0.585108 0.586143 0.587237 0.587508 0.587785
0.2 0.947076 0.947617 0.950252 0.950738 0.951057
0.3 0.947076 0.947617 0.950252 0.950738 0.951057
0.4 0.585108 0.586143 0.587237 0.587508 0.587785
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.585108 -0.586143 -0.587237 -0.587508 -0.587785
0.7 -0.947076 -0.947617 -0.950252 -0.950738 -0.951057
0.8 -0.947076 -0.947617 -0.950252 -0.950738 -0.951057
0.9 -0.593506 -0.586143 -0.587237 -0.587508 -0.587785
Lo 3.9810e-03 2.4950e-03 8.1322e-04 4.3001e-04
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Tablo 6.1’de farkli sayida sonlu eleman kullanilarak kaynak terimli Burgers
denkleminin niimerik ve analitik ¢éziimleri hesaplanmistir. Tablo 6.1’deki degerler
incelendiginde N sonlu eleman sayisi arttik¢a, niimerik ¢éziimlerin analitik ¢oztime

yaklastigl, N=100’de niimerik ¢6zlimiin analitik ¢6ziime ulastig1 gorilmiistiir.

Tablo 6.2 ve Tablo 6.3'de kaynak terimli Burgers denkleminin sonlu elemanlar
cozimu farkli e viskozite sayilar1 kullanilarak hesaplanmistir. Tablolardaki
sonuglar incelendiginde 0.5 <& <0.001 degerleri icin elde edilen nilimerik
¢ozlimlerin analitik ¢6zlime yaklastiglr gorilmiistir. Elde ettigimiz bu sonuclarin

[44] makalesindeki sonuglar ile uyum igerisinde oldugu gorilmiistiir.

Kaynak terimli Burgers denklemi iizerine yaptigimiz bu calismada tzerinde
durdugumuz bir diger konu da zaman adimi olan Atdegerlerinin denklemin
niimerik ¢6ziimiine olan etkisidir. Tablo 6.4’de, At = 0.5, At = 0.05, At = 0.005 i¢in
nimerik hesaplar yapilmis ve zaman adimlarinin kiigiilmesiyle nilimerik
cozimlerin analitik ¢oziime yakinsadigl gorilmiistir. Aynm sekilde Tablo 6.5
incelendiginde ise, zaman adimi azaltildiginda niimerik ¢6ziimlerin analitik

cozlime yaklastigi gorulmiistir.

Tablo 6.6, buyiik viskozite katsayisi kullanildiginda olusabilecek yakinsama

sorunlarinin kii¢iik zaman adimlari kullanilarak giderilebilecegini gostermektedir.

Tablo 6.7 ve Tablo 6.8'de, ayni ¢ viskozite katsayisi ve farkli zaman adimlari
kullanilarak zaman adiminin kiigiilmesiyle mutlak hata degerlerinin azaldigl

gosterilmek istenmistir.

Kaynak terimli Burgers denkleminin farkli zaman degerlerindeki ¢6ziim davranisi
Sekil 6.1’de gosterilmistir. Burada homojen Burgers denkleminden farkli olarak,
kaynak terimli Burgers denkleminde zaman degerlerinin artmasi ile elde edilen
nimerik degerlerde de artis gozlenmistir. Yani, mekanizmay:r temsil eden
adveksiyon difiizyonun davranis olarak beklendigi gibi kaynak fonksiyon gibi
davranmaya zorlandig1 gorilmektedir. Burada kaynak fonksiyon olan f(x,t)
teriminin artan bir fonksiyon olmasi sebebiyle zaman degerleri olan t’lerin artmasi
ile niimerik degerlerin de arttig1 elde edilen ¢6ziim grafiklerinde acikca

gorilmektedir.
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Sekil 6.2'de farkli viskozite katsayilar1 icin elde edilen ¢o6ziim degerlerinin
karsilastirilmas:1 verilirken $ekil 6.3’de kaynak terimli Burgers denkleminin

3-boyutlu ¢6ziim davranisi goriilmektedir.

Sekil 6.4’de sirasiyla ¢ =1 ve = 0.1, Sekil 6.5'de ¢ = 0.01, £ = 0.001 i¢in farkh
zamanlarda elde edilen niimerik ¢oziim grafikleri verilmistir. Bu grafiklerden,
denklemin burada verilen viskozite degerlerinde matematiksel ve fiziksel yapisini

koruyarak ¢6ziim davranisi ortaya koydugu gorilmiistiir.
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7

SONUC VE ONERILER

Bu tezde, daha karmasik yapidaki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
hesaplama tekniklerini test etmek ve karsilagtirmak i¢in kullanilan Burgers

denklemi kaynak terim ile birlikte ele alind1.

Adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerini elde etmek kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimiinii elde etmekten daha kolaydir. Bu nedenle, bu ¢alismada
goz oniine aldigimiz (6.1) denklemi, (6.2) ve (6.3) baslangi¢-sinir deger problemi
zamanli ayristirma yontemi ile ardisik olarak ¢oziilmesi gereken (6.14) ile tanimh p

tane sinir deger problemine dontistirildu.

Buradaj (j = 1,2, ... ,p) degerleri arttiginda elde edilen problemlerin ¢6ziimlerine
ulasmak zor oldugu gibi elde edilmeye c¢alisilan c¢oziimlerin bir programa
aktarilabilmeleri i¢in belli bir kural bulmak da olduk¢a zordur. Dolayisiyla, her j
degeri icin elde edilen sinir-deger problemleri sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak ¢ozildi.

Bu yontemin her bir denkleme uygulanmasi sirasinda karsimiza bir lineer olmayan
cebirsel denklem sistemi cikti. Elde edilen bu lineer olmayan cebirsel denklem
sistemleri burada tarafimizca tretilen MATLAB kodlar1 ve fsolve komutu

kullanilarak ¢ozildi.
Burada elde edilen sonuglara gore,

e SEY’de kullanilan SE sayisi arttik¢ca niimerik ¢oziimlerin analitik ¢ozlimlere
yaklastig1 gorilmustiir.

e Viskozite degerlerinin azaltilmasi halinde problemin matematiksel yapisini
korudugu ve ¢oziimlerin gercek ¢éziime yaklastigi gérilmiistir.

e Nimerik cozlimlerin ozellikle kiiciik zaman adimlarinda

(At = 0.0001,0.00025 gibi) analitik ¢c6ziime yaklastig1 goriilmustiir.
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Sonug¢ olarak, sonlu elemanlar yontemi kullanilarak kaynak terimli Burgers
denklemi icin elde edilen ¢oziimlerin beklentimizi karsiladig1 ve kiigiik viskozite
degerlerinde de denklemin lineer olmayan yapisini korudugu gorilmustir.

Bu yontemin Burgers tipi denklemlerin ¢6ziimii icin de kullanilabilecegi agiktir.

Denklemin farkli sinir ve baslangi¢c kosullar ile ¢oziimiinii Petrov-Galerkin ve
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde etmek ilerleyen c¢alismalar icgin

distiniilmektedir.
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