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ABSTRACT

ON SOME TRANSFORMATIONS OF WEIGHTED SECOND-ORDER
DIFFERENCE EQUATIONS

GULTURK, Saime
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Abdullah KABLAN
July 2020
42 pages

This Sturm-Liouville problems often appear in mathematics, mechanics, physics.
Spectral analysis of Sturm-Liouville operators plays on important role in knowing
behaviour of operators. There are two methods to do this analysis. One of these
methods is classical method that uses the arguments of differential calculus and other
is difference equation form. In this from, continuous Sturm-Liouville operators are
converted to discrete form and obtained a difference such an equation is called
discrete Sturm-Liouville operator. Sometimes this method could be useful because of
using simple operations instead of complicated operations of calculus, [1]. Most of
this conversion of continuous Sturm-Liouville operator to discrete Sturm-Liouville
difference equation gives a general weighted second-order difference equation. In
this review, we consider a weighted second-order difference equation of the form,

—a(nN)y(n+1)+A(n)y(n)—y(n-1)y(n-1) = a(n)1y(n), 1)
where «(n) >0 is called weight function and S(n) is a potential function, [2], [3].
Here, two transformations are considered. These transformations transform the
equation (1) into another weighted second order difference equation. In addition, we
study how boundary conditions transform. It is also studied the boundary conditions
which depend linearly on the eigen-parameter with various boundary conditions.
Finally, we compared the spectrum of original difference equation and transformed
difference equation with their boundary conditions.

Key Words: Sturm-Liouville Operators, Difference Equations, Spectral Analysis



OZET

AGIRLIKLI iKiNCi MERTEBEDEN FARK DENKLEMLERININ BAZI
DONUSUMLERI UZERINE

GULTURK, Saime
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Damisman: Prof. Dr. Abdullah KABLAN
Temmuz 2020
42 sayfa

Sturm-Liouville problemleri genellikle matematik, mekanik, fizikte goriiliir. Sturm-
Liouville operatorlerinin spektral analizi, operatorlerin davranislarini bilmede 6nemli
bir rol oynamaktadir. Bu analizi yapmak i¢in iki yontem vardir. Bu yontemlerden
biri, diferansiyel hesap argiimanlarini kullanan klasik yontem digeri ise fark denklem
formudur. Burada siirekli Sturm-Liouville operatorleri ayrik forma dontistiiriiliir ve
boyle bir denklemin ayrik Sturm-Liouville operatorii olarak adlandirilan bir fark
denklemi elde edilir. Bazen bu yontem kalkiiliisiin karmasik operasyonlar1 yerine
basit operasyonlar kullanilmasi nedeniyle yararli olabilir [1]. Siirekli Sturm-Liouville
operatoriinlin fark denklemine doniisiimiiniin cogu, ikinci dereceden fark denklemini
verir. Bu ikinci dereceden fark denklemi formu,

—a(n)y(n+1)+AMn)y(n) —r(n-1)y(n-1) = a(n)iy(n), 1)
dir. Burada «(n)>0 agirlik fonksiyonu A(n) potansiyel fonksiyondur,[2], [3].

Burada iki dontisiim dikkate alinir. Bu doniistimler (1) denklemini baska bir ikinci
mertebeden fark denklemine doniistiiriir. Ayrica, siir kosullarinin nasil doniistiigii
incelenir. Ayrica, cesitli sinir kosullart ile 6z parametresine lineer olarak bagli olan
sinir kosullar1 da incelenmistir. Son olarak, orijinal fark denklemi spektrumu ve

dontstiirilmiis fark denklemini sinir kosullari ile karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville Operatorleri, Fark Denklemleri, Spektral

Analiz.
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BOLUM 1
GIRIS

Matematikte, fizikte ve miihendislikte bir¢ok alan fark denklemleri ve sinir deger
problemleri ile dogrudan iligkilidir. Bu nedenle uygulamalar1 bakimindan fark
denklemleri ve smnir deger problemlerini derinlemesine arastirmak ve Ogrenmek

fayda saglayacaktir.

Bu tezde Sturm-Liouville denklemine uygulanacak bazi doniisiimler ile fark
denklemi elde edilir. Daha sonra elde edilen fark denklemi ile ilgili baz1 ¢alismalar

yapilarak tez devam ettirilir.

Tamim 1.1: Smurli bir bolgede fizik ile alakali bir durumun matematiksel olarak nasil
bir davranig sergiledigi incelenmek istenirse o sinirli bolgenin sinirinda ¢ogunlukla

bagimsiz olmayan degiskene bazi sartlar uygulanir. Bu sartlar asagidaki gibidir.

1. Dirichlet Simir Sarti: v fonksiyon belirtilen bolgenin sinirt {izerinde tanimlansin.

£uzunlugu 0 < X < £ olmak tizere Drichlet sinir sartlart
v(O) =7, v(£)=n

olarak tanimlanir. Buradaki y ve 5 sabittir. Dikdortgensel bir bolge i¢in 0< X< £,

0 <y < £, olmak iizere Drichlet sinir sartlar

v(0,y),v(£y, ¥),v(x,0), v(x, £,)

seklinde verilir.

2. Neumann Smmr Sarti: Neumann sinir sartt £ uzunlugu igin
v.0,t)=y, v.(£,1)=n

seklinde tanimlanir.



3. Robin (Karisik) Smmir Sarti: Robin sinir sartinda bagimsiz olmayan v

degiskeninin lineer kombinasyonu ve an normal formu belirtilen sinir tizerinde
n

tanimlidir. Mesela Vv(0,y)+V, (0,y) veya V(Z,y)+v,(£,,») seklinde ise bunlara

Robin (Karsik) sinir sart1 denir.

Tamm 1.2: [, ={zel|£Im(z)>0}olsun.m:0 -0, 0, ve m@U,)cO,

tizerinde analitik ise m bir Nevanlinna/Herglotz fonksiyonudur.
Tanmim 1.3: Tezde kullanilan spektrum 6zdegerlerin kiimesidir.

Tamm 1.4: Sturm-Liouville operatorii
d
l=——+0g(X
oz T 9%

seklinde tanimlanir. Bu ¢ operatoriiniin 6nemli iki sinir kosullar1 sunlardir:

u(@)cosa +u(a)sina =0

2 u(b)cos g +u(b)sin =0
2) wm=wm
u(a) =u(b)

Asagida verilecek olan sinir deger problemleri ise Sturm-Liouville problemi olarak

adlandirilir:

2

u(x) = —d7u+ g(x)u=Au
d“x

u(@)cosa+u(a)sina =0
u(b) cos g +u(b)sin =0

Tanmum 1.5; Sturm-Liouville denklemi

(fu) +(Ar(x)+9(x))u=0



seklinde yazilir. Sturm-Liouville denklemine ileri fark formiili ve geri fark
formiiliiniin uygulanmasi ile fark denklemi elde edilecektir. Sirasi ile ileri fark

formiilii ve geri fark formiilii asagidaki gibidir:
Af(n) = f(n+1)— f (n).
V(n)=f(n)-f(n-1)
Simdi Sturm-Liouville denklemine fark formiilii uygulanirsa,
A(f (n-1Au(n-1))+g(nu(n) =—Ar(n)u(n)
A(f(n-Du(n) - f (n—1u(n-1)) +g(n)u(n) =—Ar(n)u(n)
f(mu(n+1)— f(Mu(n)—f(n-Du(n) + f (n—u(n-1) +g(nu(n) =—Ar(n)u(n)
f(mu(n+1)-u(n)(f(n)— f(n-1)+g(n))+ f(n-Du(n—-1) =—Ar(n)u(n)
ve burada f(n)=a,(s) ve f(n)— f(n—1)+g(n)=a,(s) denirse (1.1) elde edilir.

Buradaki esas ama¢ Binding ve Browne’nin yaptigi donisimler ( [1,2] de
kullanilan) ve faktorizasyonun (¢arpanlara ayirmay1) ayrik formda yapilmasidir. Bu
sebeple [3-5] de verilen fark denklemleri i¢in doniisimler fikri kullanilir. Bu tezde

yukarida elde edilen asagidaki fark denklemi incelenir.
lp:=a,(s)p(s +1) —a,(s)p(s) +a,(s —Do(s -1) = —a,(s) A¢(s) (1.1)
a,(s)>0 ve a,(s) potansiyel fonksiyondur.

(1.1) ile iliskili |, bigimsel fark operatdriiniin birden fazla alternatif faktdrizasyonu
olmasma karsin (Bakimiz [4], [5], [2,6]) daha sonra ispatlanacak olan Teorem 1.1
deki  faktorizasyon  daha Onemli olacaktir; ¢iinkii siirekli Sturm-Liouville
durumundakine ¢ok benzemektedir. Simdi asagidaki sekilde yeniden yazilabilen

ikinci mertebeden fark denklemi ele alinir.
a,(8)(s +1) — (8,(8) - 42, (8))9(8) + 8, (s ~Dp(s —1) = ~a,(s)(1 ~ 4,)(s) (1.2)

Burada s=1,...m-1 dir. 4, ile (1.1) in asagidaki sartlar1 saglayan en kiigiik 6z

degeri gosterilir.



hp(-1) +@(0) =0, He(m-1)+¢p(m)=0 (1.3)

Burada h ve H sabitlerdir (Bakiniz [9], [10]). Simdi asagidaki bi¢imsel operatoriin

faktorizasyonu bulunur. s =0,...,m-1 olmak iizere

Ip(s) = (s +1) +[%-%J¢(s)-%w@ D=(A-Z)e(s)  (L4)

dir. Oyle ki burada S ve Q nun her ikisi de birinci mertebeden bicimsel fark

operatorii olmak tizere | = SQ olacaktir.

Teorem 1.1: ¢, (n), A =14, akarsilik gelen (1.1) in bir ¢6zlimii olsun ve asagidaki

bi¢imsel fark operatorleri tanimlanir.

5Dl

So(s) =p(s)-o(s- o) s=0,...,m
(L5)
Q0(s) = p(s+1)-p() 2 g mo
)

O zaman bigimsel olarak s=0,...,m-1 icin lg(s)=SQe(s) dir ve bundan sonra

dontistiiriilmiis operatdr olarak adlandirilacak olan |~0perat6rﬁ $=0,...,m-1 igin

@(S) =QS@(s) ile verilir. Dolayisiyla doniistiiriilmiis denklem
a,(s)p(s+1)-4(s)p(s)+8,(s-D)p(s-1) =-a,(s)Ao(s), s=0,...,m-2 (1.6)

dir. Burada §,(s) ve &,(S) asagidaki bicimdedir.

5 (o) $(8)a,(s) . )
a,(s)= 45 +1) >0, s=-1,..m-1 (1.7)

@(S){ #,(5)a,(s) _az(s-1>¢o(s-1)+a1<s)_ﬂoyo(s)az(s)'SZO'_._,m_ll(LS)
h(s+Da,(s+1)  a,(S)h(s)  a,(s) dy(s+1)

Ispat: Sve Q nun tanimindan asagidaki esitlik elde edilir.



SQp(s) =S [go(s +1)- ¢°¢f:(:)1) <o(s)j

(1.9)

:¢(S+1) ¢0( ) ( ) |:¢)( ) ¢0( ) ( ):| ¢0(S'1)C(S-1)

#(S) #(s-1) #(8)c(s)

(1.4) ifadesi burada ¢,(s+1) icin yerlestirilir ve bazi terimler sadelestirilirse

asagidaki esitlige ulasilir.

1 | al(s) a,(s-1)
S = 1 -1
Q0(s) = (s +1) - %()L() -2 25D g )}p(s)
hE-DaGD o a(s-D
P oae T e

= (s D) -2 A0 4 s

1
By (S) a,(s) #,(3) (8)ep(s)

13D, A(s-Day(sD) | ay(s-)
70 e PEVEe T e T e
= p(s+1)- (318 %]w(S)w(S 1) 2(5( )1) (L.10)

= (A-A)p(s),  $=0,...m-L
Boylece | =SQ olur. Simdi Qg(s) =¢(s), s=0,...,m-1 denirse

QS¢(s) = Q3Qg(s)
=-Q(A-2,)p(s) (111)
=-(A-4,)9(s), s=0,..,m-1

elde edilir ki bu da gosterilmesi gereken doniistiiriilmiis denklemdir. |~y1 bulmak i¢in

QS@(s) in belirlenmesi gerekmektedir. Oncelikle



_1) ¢o (S '1)a2 (5 '1)

S@(s) =@(s)- (s £9),0) s=0,..,m-1 (1.12)
dir.s=0,...,m-2 i¢in
~ - - ¢o(5)a2(3) R TAY10S ¢O(s-1)a2(s-1) ¢o(5+1)
QPN =000 < a5+ {(’)(S) 7D 5 } o

:@(Sﬂ)_(i,(s)[ $(5)2,(5) +¢0(s+1)}

$(s+Da,(s+1)  4(s)
(1.13)

N @(S_1)[¢o(s-1>a2(s-1>¢0(s+1>}

#(8)2,(8) ¢ (5)

#,(5)a,(s)

ile ¢arpilir ve (1.11) dikkate alinirsa
#(s+1)

dir. Bu esitligin her iki tarafi

Y AOLON @(S)%(s)az(s){ #(5)a, (3) +qzso(s+1)}

P ) " hrD) [ A Da6D | 4O

L 3(5-1) ¢o(s)a2(s){¢o(s-1>a2(s-1)¢o<s+1)}

#(s+1) #(8)2, ()¢, ()

98O - hOB6E AEaE)
Y A T Y A {¢o<s+1>a2(s+1)

1
+—
% (s)

g9 26D o ) o1y (D251
(ﬂoqﬁo(s) YORRAYE ¢o(s)ﬂ+¢(s A

(s +1) OO @(S)%(s)az(s){ h(a(s) %_¢o(s-1>a2<s-1)+a1(s)}
Hs+D T Als+D [AG+Da6+D) T 40)2() &)

CD26D ;506 BOXO)

"
A Ay 4 (5 +1)

esitligine ulasilir ve buradan



8,(8)P(s +1)-8,(8)P(8) +8,(s-Dp(s -1) =-8,(5) A(9)

elde edilir ki bu da (1.6) nin kendisidir.



BOLUM 2
ON HAZIRLIK

$=0,..,m-1 i¢in h ve H sabit olmak iizere, ikinci dereceden asagidaki sinir

sartlarina sahip (1.1) fark denklemi g6z oniine alinir:

hp(-1) +@(0)=0, He@(m-1)+¢e(m)=0. (2.1)
Genelligi bozmadan, (1.1), (2.1) in en kiigiik 6z degeri olan 4, in A, =0 olacak

sekilde spektrum otelenir.

Birinci boliimden asagidaki onemli sonuglar hatirlanir. Simdi s=-1,...,m-1 i¢in
o @  donisimi  @(S) =@(s+1) —¢(S) (¢O (s+1)/ ¢, (S)) ile daha Once
tanimlanmigti. Burada ¢,(s); (1.1), (2.1) in 4, =0 6z degerine kargilik gelen bir 6z

fonksiyondur. Bu doniisiim altinda (1.1) denklemi daha 6nce ispatlanan asagidaki

donistiirilmiis denklemi verir,

a,(8)@(s+1)-8,(s)p(s) +a,(s-Dp(s-1) =-8,(s)A@(s), s=0,..,m-2. (2.2)
Burada yine
éi(s){ $(9)2,(5) _a,(s-Deh(s-D)  a(s) %}zﬁo(s)az(s), 6_0.. m-2
#(s+Da,(s+1) a,(s)¢,(s) a,(s) #(s+1)
a,(s)= 20820 5 oo moa 2.3)

¢ (s+1)

dir. Ayrica (2.1) sinir sartlarini saglayan ¢, bu doniisiim altinda asagidaki Dirichlet

siir sartlarini saglayan ¢ ya doniisiir,

(1) =0, ¢(m-1)=0 (2.4)



2(s)>0 i¢in z(s), AAO (2.2) nin en kiiciik 6z degerinden daha kiigiik olmak {izere
A=4, iken (22) nin  bir ¢dzimi  oldugundan  (22) ye
P(S) =@(S)-As-D)(A9/ As-1)) s=0,.., ml icin $+> ¢ biciminde tanimlanan

doniigiim uygulanirsa s =-1,...,m-1 icin asagidaki denklem elde edilir.
a,(s)p(s +1)-a,(s)@(s) +a,(s-1)@(s-1) =-a,(s)Ap(s), s=1...m-2  (25)
s=0,...,m-1 i¢in

4,(s) = z(s -12)22)(5 -1)

z(s-l)éz(s-l)Jr z(s) |z(s-1)a,(s-1)
z(s)a,(s) z(s-1) z(s)

(2.6)
a(s)=

dir. Burada &,(-1) =a,(-1) alinir, boylece &,(S), S=-1,...,m-1 igin tanimlanir.

Simdi (2.2) ye @(S)=@(S)-@p(s-1)(z(s)/ z(s-1)) doniisiimii uygulanarak (2.5) in

nasil elde edildigi incelenir. (2.2) asagidaki gibi yeniden diizenlenirse

a,(s-1

0 P(s—1) =(1-4)P(s)

L3(s) = qo(s+1)+[ai(()) ﬂoj 5(s)

elde edilir. Burada P ve R birinci mertebeden fark operatorii olmak tizere |, = PR

olacaktir.

z2(s-1a,(s-1)
2(s)a,(s)

Teorem 2.1: P@(s) =p(s+1) —@(s)

z(s)

R@(s):=p(s) —p(s =) ———— 26D

dir. Déniigiim denklemi RP@(S) =(4—4,)@ y1 veren sonug |, =PR ve ¢(s) =R@(s)
dir. s=1...,m-1 i¢in

A

1p(S) :=—8,(S)p(s +1) +8,(5)(S) — &, (s ~D) (s 1) = &,(5) A¢(S)

burada, s=0,...,m-1 i¢in



z(s-1)4a,(s-1)
z(s)
4,(s) = z(s-l)éz(s-1)+ z(s) |z(s-1a,(s-1)
2(s)a, (s) z(s-1) z(s)

é2 (S) =

dir.
Ispat: P ve R nin tanimmdan

2(s+1)
2(s)

PR (s) =(s+1) - &(s) 2(s) Jz(s—l)axs—l)

((’S(S)_é(s_l) -0 ) 29)a,)

z(s+1) yerine @(s+1) yazilir.

O halde

~ o[ &), &(s-Dz(s-1) | &(s-Dz(s-1) . (-1 ..
#5+1 g”(s)(az(s) 5T a o) J aes) Tt e Y

_ - Cnals) S &(s-Dz(s-1) & (s-Dz(s-D) . E(s-D)
=(s+1) - o(s) éZ(S)Mo(p(S)w(S) 3(9)206) @(s) 3.(9)205) +@(s-1) 5.0
— 5 — 5 @_ _ e 5.2(8—1)
=p(s+1) (”(S)(az(s) %J P(s-1) 50

=—(1=%)@(n)
dir. Boylece |, = PR oldugu gosterildi. ¢(s)=R¢@(s) denirse
RP@(s) =R(PR@(S)) == R(A - 4,)@(s) =— (1 4,) ()

olur. Simdi doniistiiriilmiis denklem elde edilebilir. P ve R nin tanimindan

2(s-1)a,(s-1)
2(s)a,(s)

Po(s) =p(s +1) - (s)

10



RP@(s) = R((b(s +1) - ¢(s) 2(s —1)52(8—1)J

2(8)a,(s)

(540 3() z(s—l)éz(s—l)_(é(s)_é(s_l) z(s—Z)éz(s—Z)j 2(s)

2(s)a,(s) z(s-1)a,(s-1) )z(s-1)

:@(sﬂ)_@(S)[z(s—l)éz(s—l)+ 2(s) ]ﬂb(s_l)2(5—2)512(5—2)2(3)

z(s)a,(s) z(s-1) z(s)a,(s-1z(s-1)

==(4=2)9(s)

z(s-1)4a,(s-1)
2(s)

dir. Simdi de her iki tarafi ile ¢arpilirsa

PR Gl ) _@(S)Hz(s—l)az(s—l) ,_20) Jz(s—l)éz(s—l)}

2(s) z2(s)a,(s) z(s-1) z(s)

+é(s—1) 2(s—2)a,(s-2) (A= 2)(s) 2(s-1)3a,(s-1)

z(s) z(s)

elde edilir. Buradan da
a,(8)9(s +1) —a,(s)@(s) +8,(s —D)@(s —1) = —a,(s)(1 — 4,)@(s)

denklemi elde edilir. Ayrica, (2.4) deki Dirichlet sinir sartlarin1 saglayan ¢,

asagidaki gibi non-Dirichlet sinir sartlarini saglayan ¢ ya dondisiir:

hé(-1)+p(0) =0, He@(m-1)+p(m)=0 (2.7)

- [20(a0 20 a0)[
3,(D\4,0) 2(0) 4,(0)

(2.8)

g oo a&(m-2) a(m-1) z(m-2)a,(m-2)
a,(m-2) 4,(m-1) z(m-1)4,(m-1)

11



BOLUM 3

NON-DIRICHLET SINIR SARTLARINDAN AFINE DONUSUM

Bu béliimde non-Dirichlet sinir kosullarini saglayan ¢ nin asagidaki doniisiim

altinda A 6z degerinin afin formuna bagh asagidaki sinir kosulunu saglayan g ya

nasil doniistiigii gosterilir,

9(s) = 9(s) - (s -2) zzs(S)l) s=0,...,m-1. (3.1)

Ayrica bu 4 ya bagh afin formundaki sinir kosullarmin bir Nevanlinna/Herglotz

fonksiyonu olmasini saglayan kisitlamalar elde edilir.

Teorem 3.1: (3.1) doniistimii altinda, y # 0 igin
9(-1)-73(0)=0 (3.2)

siir kosulunu saglayan 9

9(-1) = 9(0)(ad +b) (3.3)
kosulunu saglayan g ya doniigiir. Burada
a=7k/[4,(-1/8,(0)-ky (&(-D/4,0))]

4,(0)/4,(0) - 7k (4,(0)/4,(0))- 8,(0)/&,(0) + » (&,(-1)/4,(0)) + 2(1)/2(0)
4,(-1)/4,(0)- 7k (4,(-1)/4,(0))

b:

ve

k=2(0)/z(-1)
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dir. Ayrica burada 4&,(-1):=48,(-1) ve A4,, (2.2), (3.2) ve (3.13) iin en kiigiik
ozdegerinden daha kiigiik olmak tizere z(s), A =4, i¢in (2.2) nin bir ¢dziimudiir,

Oyle ki verilen [-1, m—1] araliginda z(s)>0 dir.

Ispat: 9 nm var oldugu s degerleri s=0,...,m-1 dir. Bu nedenle s =-1 de sinir

kosulunu uygulamak icin $ min tamm kiimesi s=-1 i icerecek sekilde
genisletilmelidir. Bu (3.3) siir kosulu uygulanarak yapilir ve denklemin

genisletilmis tanim kiimesinde saglandigi gosterilmelidir.

(2.5) de ¢ =9 almip s =0 yazilirsa ve (3.3) kullanilirsa asagidakiler elde edilir:
8,(0)3(D - & (0)%(0) +4,(-)K-1) =-&,(0)29(0)

8,(00%(1)-&,(0)9(0) + &, (-DH(0)(@2 +b) =-8,(0) 2:5(0). (3.4)

Ayrica S=1 ve s=0 i¢in (3.1) den asagidakiler elde edilir.

(1) = 3(1) - 9(0)ﬂ

z(0)

(3.5)

3(0) =9(0)-9(-1) (1)

(3.2) yukaridaki denklemde yerlestirilirse asagidaki elde edilir.
3(-1)-78(0)=0 = 3(-1) = y4(0)
50 =50-790)

3(0) = §(0)| 1 2O

9(0) = 9(0) [1 ¥ Z(-l)} (3.6)

dir. (3.4) yeniden diizenlenirse

4,(0)9() - & (0)%(0) +4,(-1).9(0)(aA +Db) +4&,(0)4.3(0) =0

8,(09) +9(0)[-4,(0) +&,(-)(a +b) +4,(0)2] =0
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4,(0)9(1) + 3(0)[ -4,(0) +&,(-Db + A(a4,(-1) +4,(0)) | =0

elde edilir. Simdi de $(0) ve 9(1) yukaridaki son denklemde yerlerine yazilirsa

(3.4) asagidaki sekilde yeniden yazilmis olur.

20

4,(0) {9(1) -9(0) %} +9(0) {1- y Z(_l)}[-él(O) +8,(-Db+1(ad,(-1)+4,(0)) | =0 (3.7)

dir. Her iki taraf 4,(0) ile boliiniip -3(0) parantezine alinirsa

(1) - 9(0) {ﬂ—(l—y 2(0) j[— 5511(0) + af Y b+i(1+uaﬂ} =0 (3.8)
2(0) 2(-D) )| a,(0) 4a,(0) a,(0)

elde edilir. Ayrica (2.2) de s =0 alinir ve (3.2) kullanilirsa asagidaki elde edilir.

§(1)—§(0)Ei((8)) —% }/—/1} 0 (3.9)

(3.9), (3.8) den cikartilir ~ ve 3(0) # 0 olmast kullanilirsa

40 &), 20 (20 |40 &CD,
50 20 0 "2 &40 &0

2(0) a1 |
+/1(1—7Z(_1)j(1+ 4,(0) aj—O (3.10)

elde edilir. k = LO])- yerine yazilip diizenlemeler yapilirsa

80 800,01 80, 8E0 0y, 8D,
a4,(0) &0 " z(0) a,(0) a,(0 a,(0)

esitligine ulasilir. Her iki tarafta ki 4 katsayilari esitlenirse

a1 |

_ é~2(_:|-) —
(1 yk)[l+—éz(o) aj 1
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8,1 _ kéx—nj: )
%@@ "0 )7

denklemi elde edilir ki buradan a asagidaki gibi bulunur,

_ yK
L) &(D (340
3,0 4,0

Simdi de denklemde A igermeyen terimler esitlenirse,

40 80D 0 &40 &0, &40 40D,
20 50 20 &0 a0 = &0 ' 40

éx—n_ykéx—njzo

a0 _a(Dh 20 a0 a0
20 &0

5,0 50 20 &0) ' 40

%@«D_k§e§}ﬁ@@+§enwym+§mwiym
5,0 7 40 ) &0 &0 20 &40 40

A0, 5D ), 40 40
50 50" 20) 40 40 a2
éz (_1) — vk éz (_1) .
a,(0) a,(0)

bigiminde b de bulunmus olur. Burada k = Z((OJ)_) dir ve ayrica &,(-1)=4,(-1)
Z —_

oldugu hatirlanmalidir. Béylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.2: (3.1) doniisiimii altinda 6 # 0 igin

9(m-2)-569(m-1)=0 (3.13)

siir kosulunu saglayan 8,

9(Mm=2)=3(m-1D(pi+q) (3.14)

sinir kosulunu saglayan g ya doniislir. Burada

p=58,(m-2)/{{1-6K)[-K&,(m-2)+&(m-2) - 4&,(m-2)]}
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0 =& (m-2)[1-5K - 54, ]/{(1-6K)[-K&,(m—2) + & (m—-2) - 4,&,(m—2)]}

ve

K=z(m-1)/z(m-2)

dir. Burada yine 4,, (2.2), (3.2) ve (3.13) iin en kiigiikk 6z degerinden daha kiigiik
olmak tizere z(s), A =4, i¢in (2.2) nin bir ¢oziimidir 6yle ki verilen [-1,m—1]

araliginda z(s)>0 dir.

ispat: (3.1) de s=m-1 ve s=m-2 yazilirsa

S(m-1) = F(m-1)- d(m-2) Z((m_;)) (3.15)
3(m-2) = d(m-2)-J(m- 3)Z(m 2) (3.16)

z(m-3)

esitlikleri bulunur. Diger taraftan S=m-2 icin 9(n) min (2.2) yi sagladigi dikkate

alinirsa,

im-3y | &M-2) - &m-2) | o &M-2)
vV(m 3)—{a2(m_3) ﬂéz(m-3)}/(m 2) - 2, (m-3) v(m-1) (3.17)

elde edilir. (3.17), (3.16) da yazildiginda asagidaki formiilii verir.

g(m_z):g(m_z){l{éi(mi) _/léz(m-Z)} z(m-2)}+g(m_1) z(m-2)a,(m-2)

a(m-3) 4a,(m-3) |z(m-3) z(m-3)a,(m-3)
(3.18)
Simdi (3.15) in sonucu ile (3.13) birlikte kullanildiginda
J(m-1) = 9(m-1) (3.19)
1-5(z(m-1)/z(m-2))
elde edilir. Buda (3.13) de yazildiginda asagidaki esitligi verir.
J(m-2) = 6%(m-1) (3.20)

-6(z(m-1)/z(m-2))
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(3.19) ve (3.20), (3.18) de yazildiginda

d(m-2) = 59(m-1) {1_[51(”1'2)_ﬂﬁz(m-Z)}z(m-Z)}

1-5(z(m-1)/z(m-2)) a,(m-3)  &,(m-3) |z(m-3)
(3.21)
d(m-1)z(m-2)a,(m-2)
+
1-8(z(m-1)/[z(m-2)z(m-3)&,(m-3)])
elde edilir. Yukaridaki denklemin diizenlenmis hali asagidaki gibidir.
{1-5M}§(m-2)
z(m-2)
(3.22)

:9(m_1){5[é2(m-3)z(m-3)-(51(m -~2)-ﬂﬁz(m-2))z(m-2)]+a”12(m-2)z(m-2)}
a,(m-3)z(m-3)
Simdi z(s), 4 =4, i¢in (2.2) nin bir ¢oziimi oldugundan

a,(m-3)z(m-3) =-4,(m-2)z(m-1)+ & (m-2)z(m-2)- 4,a,(m-2)z(m-2) (3.23)

dir. (3.23), (3.22) de yazildiginda

[1-5 Z(m'l)}é(m-z)

z(m-2)
(3.24)
_ §(m-1) -68,(Mm-2)z(m-1)+5(A-4,)&,(m-2)z(m-2) +4&,(m-2)z(m-2)
N -8,(m-2)z(m-1)+4& (m-2)z(m-2) - 4,4,(Mm-2)z(m-2)
elde edilir. z(m-1)/z(m-2) =K denirse
(1-5K)9(m-2)=§(m-1){'5é2(T'2)K+5({'%)é2(m'~2)+52(m'2)} (3.25)
-8,(M-2)K +8,(m-2)- 2,8,(m-2)

olur. Bundan dolay1
p = 68,(m—2)/{(1-5K)[-Ka,(m-2) +&m-2) - 4, (m-2)]}
q=4,(m-2)[1-5K - 54, |/{(1- 6K)[-K&,(m-2) + & (Mm-2) - 4,8,(m-2)]}
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ve K=2z(m-1)/z(m-1), (3.14) de yazildiginda (3.25) elde edilir.

58,(M-2)2+8,(m-2) (6K -5, +1)
(1-5K)(-8,(m-2)K +4&(m-2) - 4,8,(m-2))

d(m-2) = 9(m-1){ } (3.26)

(3.3) de bir Nevanlinna/Herglotz fonksiyonu olmasi i¢in al+b deki a=0

olmalidir. Bu kosul kK nin izin verilen degerleri tizerinde kisitlamalar saglar.

Teorem 3.3: 4, (2.2), (3.2) ve (3.13) iin en kiigiik 6z degerinden daha kiigiik olmak
tizere z(s), A =4, igin (2.2) nin bir ¢6ziimii, 6yle ki verilen [-1,m—1] araliginda

200

z(s)> 0 olmak tizere eger k =
z(-1)

ise 0 zaman (3.3) de a >0 olmasim saglayan,

yani (3.3) de al+b nin bir Nevanlinna fonksiyonu olmasini saglayan k degerleri

asagidaki sekildedir:

k 6(0,%) y>0. (3.27)

Ispat: Teorem (3.1) den dolay:

a=— — k _ _ (3.28)
a,(-1)/a,(0)-ky(a,(-1)/a,(0))

dir. Varsayalim ki y >0 olsun. Buradan a>0 olmasi i¢cin ya k>0 ve
4,(-1)/4,(0)- ky(a,(-1)/4,(0)) >0 olmali ya da k<0 ve

a,(-1)/4,(0)-ky(a,(-1)/4,(0)) <0 olmalidir. Birinci durum igin

(4,(-1)/4&,(0))y >0 olugundan dolay1 k >0 ve k < 1 denilebilir. Tkinci durum igin
v

ise k<0 ve k >1 olur ki buda miimkiin degildir. Béylece y >0 igin verilen K
Y

degeri asagidaki gibi olur.

ke [o,ij (3.29)
y

k =2(0)/z(-1) #0 dan eger y <0 ise ya k <0 ved,(-1)/4,(0)-ky(4,(-1)/4,(0)) >0
ya da k=0 ve 4,(-1)/4,(0)-ky(a,(-1)/4,(0)) <O olmahdir. Birinci durumdaki
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k<0, &,(5)=(z(s-1)/z(s))a,(s-1) ve 4,(s), 4,(s-1)>0 ki bu da s=0 igin

z(s-1)/z(s) >0 anlamina gelir ki bu da miimkiin degildir. Ikinci durum igin k >0

ve k < 1 alinir ki bu da miimkiin degildir.
v

Ayrica (3.14) deki pA+qnun bir Nevanlinna/Herglotz fonksiyonu olmasi

icin p >0 olmalidir. Buda K nin asagida verilen degerinde saglanir.

Sonug 3. 5: 4, (2.2), (3.2) ve (3.13) iin en kii¢iik 6z degerinden daha kiigiik olmak
tzere z(s) A=4, i¢in (2.2) nin bir ¢éziimii dyle ki verilen [-1,m—1] araliginda

z(s)> 0 olmak tizere, eger K =z(m-1)/z(m-2) ise 0 zaman

&M KE(_w,EJU(fi(m-z)’wj
a(m-2) o a,(m-2)

<w icin Ke[-w,M]u(i,wj
a(m-2) a,(m-2) o

(3.30)

dur.

ispat: Genelligi bozmadan (3.2), (3.13) sinir kosullar ile birlikte olusturulmus (2.2)

probleminin spektrumu, en kiiciik 6z degeri 0 dan kesin biiyiik olacak sekilde
degistirilebilir, dolayisiyla A, =0 olarak kabul edilebilir. & (m-2)>0 oldugundan

dolay1 6 >0 ve 6 <0 seklindeki iki durum ele alinir.

Varsayalim ki 6 >0 olsun bu durumda p nin payr kesin pozitiftir. Dolayisiyla

p>0 olmast i¢in payda da  kesin  pozitif  olmahdir, yani
(1- SK)[-K&,(m-2) + & (M- 2) - 4,&,(m-2)] > 0 dir. Bundan dolay1 ya (1-5K)>0 ve

-K&,(m-2)+4&,(m-2)-4a,(m-2) >0 yada (1-6K)<0 ve -K&,(m-2)+4&(m-2)-

Ad,(M-2)<0 dir. Boylece 4,=0 oldugundan dolay1 ya K <% ve K<
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a(m-2)/4,(m-2) ya da K>% ve K> 3&(m-2)/a,(m-2)dir. Boylece, eger

§< a,(m-2)/a,(m-2) yani 6 >4§,(m-2)/&,(m-2)ise

K e(-w,lju(m,wj (3.31)
o a,(m-2)

dur ve %>§1(m-2)/az(m-2) yani &<4&,(m-2)/a,(m-2) ise

K e(-oo, tz(m'z)}u(i,ooj (3.32)
¢(m-2) o

dur. Simdi eger 6 <0 ise 0 zaman P nin pay1 kesin negatiftir. Boylece p >0 olmasi

icin paydanin da kesin negatif olmasi gerekir. Yani

(1-0K)[-K&,(m-2)+4& (m-2)- 4,8,(m-2)] <0dir. Bundan dolay1 ya (1-5K)>0

ve -K&,(m-2)+&(m-2)-44&(m-2)<0 dir ya da (1-6K)<O0 ve
-K&,(m-2)+8,(m-2)- 4da,(m-2) >0 olur. 4, =0 oldugundan dolay1 ya K <% ve

K<&(m-2)/a,(m-2) ya da K>% ve K> & (m-2)/4,(m-2) dir. Bunlar da

0 >0iken K iizerinde elde edilen sartlar ile aymdir. Bu nedenle ¢ nin isareti, p >0

olmasi igin gerekli K degerlerinin bulunmasinda herhangi bir rol oynamaz ve

boylece gerekli sonug elde edilmis olur.
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BOLUM 4
SPEKTRUMLARIN KARSILASTIRILMASI

Bu béliimde (3.1) doniisiimiiniin, baslangi¢ ve u¢ noktalarinda uygulanan ¢esitli sinir

kosullari ile fark denkleminin spektrumunu nasil etkiledigi gosterilir.

[1] deki sonuglar ile birlikte Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 kullanilarak asagidaki teorem

ispatlanir.

Teorem 4.1: Varsayalim ki (s), (2.2) yi saglasin. Asagidaki dort simir kosulu goz

oniinde bulundurulur:

9(-1)=0, I(m-1)=0, (4.1)
9(-1)=0, I9(m-2)=59(m-1), (4.2)
9(-1) = »9(0), §(m-1)=0, (4.3)
9(-1) = »3(0), I(m-2)=69(m-1), (4.4)

Ay, (2.2) nin en kiigiik 6zdegerinden daha kiigiik ve z(s), 4 =4, i¢in (2.2) nin bir
¢oziimil Oyle ki verilen [-1,m—1] araliginda z(s)> 0 olmak {izere (3.1) doniigiimi,
yukaridaki dért kosuldan biri ile (2.2) yi saglayan 9(s)i (2.5) i saglayan 9(s) e

dontstiiriir. Ayrica
(i) (4.1)1saglayan 9, asagidaki sartlari saglayan 9ya dondisir,
hd(-1) + 9(0) =0, (4.5)

HI(m-1)+3(m)=0 (4.6)

burada h =[ (4, (0)/4,(-1))(&(0)/4,(0) - 21)/2(0) - 4,(0) /4,(0)) | dir ve
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4,(-1) =4, (-1) olmak tizere

H =&,(m-2)/&,(m-2)-4(m-1)/&,(m-1)- z(m-2)4,(m-2)/[z(M-1)&,(m-1)]
dir.
(i) (4.2) yisaglayan 4 nin (4.5) ve (3.14) ii saglayan d ya déniisiimii
(iiil) (4.3) @i saglayan J nin (3.3) ve (4.6) y1 saglayan J ya déniisiimii

(iv) (4.4) i saglayan 3 nin (3.3) ve (3.14) ii saglayan 3 ya doniistimii

Bir sonraki teorem, yukaridaki teoremde verilen dort tipteki sinir kosulundan biri ve
(2.2) yi saglayan 9(s) ile birlikte verilen sinir deger probleminin A ya gére (m-1).
dereceden bir polinomun kokleri olmak suretiyle m-1 tane 6zdegere sahip oldugunu

gosterir. Ayrica eger ele alinan sinir deger problemi 6z-eslenik ise 6zdegerler reeldir,

aksi taktirde eslenik giftler halinde ortaya ¢ikan karmasik sayilardir.

Teorem 4.2: (2.2) yi saglayan 9(s) ile birlikte (4.1)-(4.4) de verilen siir
sartlarindan herhangi biriyle verilen sinir deger problemi (m-1) tane 6zdegere

sahiptir.

Ispat : 3(s), (2.2) yi sagladigindan dolay1 s=0,...,m-2i¢in

ey B(DIE) (A6) )
Hs+1)= 4,(s) +[a-2(5) 1}9(3) 0

esitligi elde edilir. (4.7) de s=0 yazilirsa,

s GEDID) (&0) )5
@) = éz(O) +(é?(0) /1}9(0) (4.8)

olur. (4.1) ve (4.2) sartlarini diisiiniildiigiinde 9(-1) =0 oldugundan

(@) = (Ziig)) -1}9(0) =(Py+P'1)%(0) (4.9)
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dir ki burada P, ve P! reel sabitler, yani (4.9), Aya gore birinci dereceden bir

polinomdur.

Ayrica (4.7) de s=1 yazilirsa,

39(2 :-az(o)g(o) (51(1)-1}91 4.10
@50 laon*)® (4.10)

olur ve burada (4.9) denkleminde ki 3(1) yerine yazilirsa,

Q _ -5.2(0) é1(1)_ é1(0)_ a Y 2 24227 6
19(2){ 20 {52(1) /1][52(0) /’LHQ(O) =| Py +PPA+PAT]9(0)  (4.11)

elde edilir. Burada yine P?, i=0,12 reel sabitlerdir, yani (4.11), 1ya gbre ikinci

dereceden bir polinomdur. Boylece tiimevarimdan asagidakiler kolaylikla yazilabilir.

S(m-1)=[ R + P21 +...+ PIA™ | 3(0)
(4.12)
9(m-2) =[P"? + R4 +...+ PI7A™ |9(0)

Burada P™, i=0,1..,m-1 ve P™ i=0,1..,m-2 reel sabitlerdir. Yani (4.12),

A ya gore sirasi ile(m-1). ve (m-2). dereceden polinomlardir.
Simdi (4.1) de verilen 9(m-1) =0 dan
[P +R™A+..+PIA™ |9(0) =0 (4.13)
olur ki buradan 6zdegerleri iireten (6z kosul) fonksiyonu
[P +R™A+..+Pria™ =0 (4.14)

bi¢iminde elde edilir. Bu fonksiyon A4 ya gore (m-1). dereceden bir polinomdur ve
dolayisiyla m-1 koke sahiptir. Bu nedenle (2.2) yi saglayan 9(s) ile (4.1) siur

sartryla verilen sinir deger problemi m-1 6zdegere sahiptir.

Daha sonra (4.2) deki $(m-2) = 59(m-1) sinr sartindan
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[P+ B A+..+ PI7A™ |3(0) = 5[ B + B™ A +...+ Pl A™ | 9(0) (4.15)
dir ve asagidaki 6z kosul fonksiyonu elde edilir.
[R"*+R™ 2+ +RIA™ | =6 R™+ B2+ +RIA™ | (4.16)

Burada yine bu 4 ya gore (m-1). dereceden bir polinomdur ve dolayisiyla m-1 tane

koke sahiptir. Bu nedenle (2.2) yi saglayan 9(s) ile (4.2) sinir sartiyla verilen smir

deger problemi m-1 6zdegere sahiptir.

Simdi (4.3) ve (4.4) deki sinr kosullarindan 9(-1) = 9(0) kullamlirsa (4.8) su hale

gelir,

a(1) — -5.2(-1) gi(o)_ 1 ar-1 — (Ot 19\ a7
9(Q1) _{ 20 +(52(0) /1] y}g( 1) =(Q+Q4)9(-1) (4.17)

burada Q; ve Q; reel sabitler, yani bu 4 ya gére birinci dereceden bir polinomdur.

(4.3) ve (4.4) deki smir kosullarindan 9(-1) = 9(0) ve (4.17) deki 9(1) kullanilarak

9(2) asagidaki gibi yazilabilir.
3(2)=[Q} +QP A+ QA" |4(-1) (4.18)

burada yine Q?, i=0,1,2 reel sabitler, yani bu 21 ya gore ikinci dereceden bir

polinomdur. Boylece tlimevarimdan,

d(m-1) =[ QI + QM A +...+QEA™ | 4(-1)
(4.19)
4(m-2)=[QF* +Q?A+...+ QI3 A" | 3(-1)

dir ve burada Q™*, i=0,1,...,m-1ve Q™*, i=0,1..,m-2 reel sabitlerdir. Yani bu

A ya gore sirast ile (m-1). ve (m-2). dereceden bir polinomdur.
simdi (4.3) de verilen 3(m-1)=0 dan
[Q+QMA+...+QuiA™ |3(-) =0 (4.20)
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yani 6z kosul fonksiyonu
[ QM +QMA+..+QniA™ [=0 (4.21)

olur. Yani bu 4 ya gore(m-1). dereceden bir polinomdur ve dolayisiyla m-1 tane
koke sahiptir. Bu nedenle (2.2) yi saglayan 9(s) ile (4.3) sinir sartiyla verilen sinir

deger problemim-1 6zdegere sahiptir.

Son olarak (4.4) de verilen $(m-2)=63(m-1) smir sartindan
[ Q2+ QM A+...+ Qe A™ | 9(-D) = 5[ QM + QM A +...+ Qi A™ | 4(-1) (4.22)
olur ve asagidaki 6z kosul fonksiyonu elde edilir,

[ Q2+ QM A+...+ Qs A™ | =5 QI + QM A+...+QITA™ |. (4.23)

Bu da yine 4 ya gore (m-1). dereceden bir polinomdur ve dolaysiyla m-1 tane
koke sahiptir. Boylece (2.2) yi saglayan 9(s) ile (4.4) smur sartiyla verilen sinir

deger problemi m-1 6zdegere sahiptir.

Benzer sekilde, Teorem 4.1 de verilen doniistiiriilmiis sinir deger problemlerinin m
tane 6zdegere sahip oldugu ispatlanir Ki bu da her durumda spektrumun bir artig

gosterdigi anlamina gelir.

Teorem 4.3: s=1...,m-2 olmak iizere (2.5) i saglayan 4(s)ile birlikte Teorem

4.1 deki (i)-(iv) de verilen dort dondstiiriilmiis sinir kosulundan herhangi biri m
ozdegerine sahiptir. Ozdeger tam olarak A ya karsilik gelen Teorem 4.1 verilen
z(s) gibidir.

Ispat: Teorem 4.2 nin ispati ile ayni dogrultudadir. Teorem 3.1 e gore @(S)

genisletildi, boylece ¢(s), s=0,...,m-1 i¢in var olacaktir.

s=0,...,m-2 olmak iizere 9(s), (2.5) i sagladigindan,

ae i a(s-DIs-D) (46) ),
3(s+1) = 5 0) +[é2(s) /1}9(5) (4.24)
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dir. Teorem 4.1 in (i) ve (ii) deki dontstirilmis smir kosullart igin (4.5) i

sagladigini ve Teorem 4.2 de oldugu gibi tiimevarimsal olarak gosterilir ki,

S(m-1) =[MJ*+ M A+...+ MTIA™ | 3(-1)
(4.25)
9(m-2)=[ M+ M A +..+ MIZA™ | 9(-1)

dir. Ayrica [1] tarafindan (s) alanimi s=m igerecek sekilde genisletilir bu (4.6)
uygulanarak yapilir.

S(m)=[ Mg +M" 2 +...+ MPA™ |(-1) (4.26)

Burada M™,i=0,1,...m-1, M™* i=0,1,..,m-2 ve M",i=0,1,...,m reel sabitler

ve bu 4 ya gore sirasiile(m-1), (m-2) ve m. dereceden polinomlardir.

Simdi (i) sinir kosullarindan (4.6) asagidakileri verir,

(M M2 M 96D = [ M7 +MP L+ M2 J3C). (820)

Bu nedenle 6z kosul fonksiyonu
m-1 m-1 m-1 4 m-1 -1 m m mam
Mg+ MM 2+, + M2 ]:ﬁ[MO +M" A+ +MIA" | (4.28)

dir. Yani bu A ya goére m. dereceden polinom oldugundan mkoki vardir.
Dolayisiyla (2.5) de (i) sinir kosullari tarafindan 9(s) e doniistiiriilmiis, yani (4.5) ve

(4.6) y1 saglamak suretiyle verilen sinir deger problemi m tane 6zdegere sahiptir.

Ayrica (ii) sinir kosulu i¢in (3.14) asagidakileri verir,

[MZ+ M A+ ..+ MITZA™ | 9(-1)

) (4.29)
= (PA+a) [ Mg +M™A+...+ MTIA™ | 3(-1).

Bu nedenle 6z kosullar

[M(;n-z FM2 A4+ M;;_—;gm-?] = (p,1+q)[Mg"-1 FM™A+ .+ M;‘:j/lm'lj (4.30)
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dir. 2 m. dereceden polinom oldugundan mkdokii vardir. Dolayistyla (2.5) de (i)

sinir kosullar1 tarafindan 19(5)6 doniistiriilmiis, yani (4.5) ve (3.14) i saglamak

suretiyle verilen sinir deger problemi m tane 6zdegere sahiptir.

(4.23) de s =0 yazilirsa;

oy 8D (40 ),
3Q) = 20 +(é2(0) ,1}9(0) (4.31)

olur. (iii) ve (iv) deki sinir kosullar1 (3.3) i sagladiginda

() :["'f‘z = +£ 2,0 zj L ]9(-1) -
a,(0) a,(0) al+b al+b

(Rs+RiA) (4.32)

elde edilir. Burada S;,R; ve R reel sabitlerdir.

(4.23) de s=1 yazilirsa

5o~ LONVO) (a@® .1,
9(2) = 20 +(éz(1) ,1]3(1) (4.33)

olur. (4.33), (3.3) i ve (4.32) deki (1) kullanilarak asagidaki gibi yeniden

yazilabilir.
4(2) = -3,(-1) w-/l 4 -4,(0)( 4,1 9 4,(0) S 1 81)
a,(0) \ a,(1) a (a,@ 4,(0) al+b

1
al+b

(4.34)

= ((sg +S/4)+ (RS +RIA+R}A?) )9(—1)

SZ,S7, RS, R?, RZ reel sabitlerdir. Boylece tiimevarimsal olarak elde edilir ki;
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9(m-1)

_ m-1 m-1 m-1 4 m-2 m-1 m-1 m-1 4 m-1 1 Q
_[(SO +S A+ 4+ STA™? )+ (RIT +RMA+..+ RIIA )m)S(-l)
(4.35)
4(m-2)
1 .
=[(SM24S™2 4+ +S™2A™3) L (R™ 4+ R™2 ) +...+ R™2 ™2 )19 -1
(50480 SE3™ ) (RO ROt REZ™) L 360

dir. Ayrica [1] e gore 9(5) alanini tekrar gerekirse s=m igerecek sekilde genisletilir

ve bu (4.6) uygulanarak yapilir.

. 1 ) -

m)=| (S5 +S"A+..+S" A" ) +(RF +R"A+...+ R"A™ ) ——— | 9(-1, 4.36
(M) =[ (50 502 S2A™ ) (R + ROZ o REZ) L0 (430

dir ve 4 nin tiim kat sayilari reel sabitlerdir.

(ili) deki dontstirilmiis smir sartlart igin (4.6) saglanir bu nedenle, 6z kosul

fonksiyonu

(al+ b)(Sg"l +S™M A+ +SMIA™? ) + ( RIM+R™A+...+ Rr':_'llim'l)
(4.37)
1

:E[(a/1+b)(8{," +slm,1+...+s;:_l/1m-l)+(Rg“ +R" A +...+ an”/imﬂ
dir. Yani bu A ya gore m. dereceden polinom oldugundan m tane koki vardir.
Dolayisiyla (2.5) de (iii) smnir kosullari tarafindan 9(s) e doniistiiriilmiis, yani (3.3)

ve (4.6) y1 saglamak suretiyle verilen sinir deger problemi m tane 6zdegere sahiptir.

Ayrica (1v) deki doniistiiriilen sinir kosullari, asagidaki 6z kosul fonksiyonunu iireten
(3.14) i verir.

(a2 +b)(Sg* + /2 A +...+ SIZA™ ) +(Ry? + R A+...+ RIZA™)
(4.38)
- (p/1+q)[(aﬂb+b)(8(;“'l +SM A+ + s;‘;;zm-z)+(Rg“ +R™A+...+RITA" )]

Bu yine A4 ya goére m. dereceden polinom oldugundan m kokii vardir. Dolayisiyla
(2.5) de (iv) smir kosullar1 tarafindan 9(s) e doniistiiriilmiis, yani (3.3) ve (3.14) i

saglamak suretiyle verilen sinir deger problemi m tane 6zdegere sahiptir.
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Son olarak (3.1) dontisiimii Teorem 4.2 deki smir deger problemlerinden herhangi
birinin 6z fonksiyonlarina karsilik gelen doniistiiriilmiis sinir deger probleminin 6z

fonksiyonlarina déniistiirdiigiinii gordiik (bakiniz Teorem 4.2, [6], [7]). Ozellikle,

eger A <..<A,., 4(S),....4, ,(S) karsilik gelen 6z fonksiyonlari ile birlikte orijinal
sinir  deger probleminin Ozdegerleri ise o zaman z(s), &l(s),...,ém_l(s) de
o s Ay Ay 0zdegerlerine karsilik gelen donistiiriilmiis sinir deger probleminin 6z
fonksiyonlaridir. Doniistiiriilmiis sinir deger problemlerinin m tane 6zdegere sahip
oldugunu bildigimiz i¢in 4;,4,,..., 4, dontstirilmiis sinir deger problemlerinin tiim

0zdegerlerini olusturur (bakiniz [1], [8], [11]).
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BOLUM 5
AFINDEN NON-DIRICHLET SINIR SARTLARINA DONUSUM

Bu bolimde, Bolim 3 deki siirecin nasil tersine cevrilebilecegi gosterilir. Bunu

asagidaki doniistimii uygulayarak gosterir.

9(s) = (s +1) - (s) D (5.1)
% (s)

A

A ya bagl afin sinir kosullarimi saglayan § y1 non-Dirichlet sinir kosullarini

saglayan 9 ye doniistiirebilir.

Teorem 5.1: Asagidaki kosullar ile birlikte (2.5) i saglayan 9(s) ile verilen sinir

deger problemini g6z oniinde bulunduralim:
3(-1) = 9(0) (@l + ) (5.2)
d(m-2) =9(m-1)(A +7) (5.3)

#,(s); (2.5), (5.2) ve (5.3) iin A, =0 6zdegerine karsilik gelen 6z fonksiyonu olmak

tizere s=-1,...,m-1 igin (5.1) doniisiimii asagidaki denklemi verir.
a,(S)Hs+1)-a (s)Hs)+a,(s-DI(s-1) =-a,(s)A4(s), s=0,..,m-3 (5.4)

diir. Burada &,(-1) =4,(-1) igin

az(s):M>0, s=-1..m-2
d(s+1)
(5.5)
ai(s){ ¢,(5)4, () _32(5-1)¢o(5-1)+51(5)_% AOLTO NP

AH(+Da(s+1)  &,(9)4(s)  a,(9) do(s+1)

dir. Ek olarak, (5.2) ve (5.3) saglayan g, asagidaki non-Dirichlet sinir kosullarini
saglayarak 9 ye doniisiir.
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9(-1) = BK0)

J(m-2) = A9(m-1)

Burada
B = a8, (0)f{(hy + B)[,(0) + 8, ()]}
ve
A=[n(8,(m-2)/8,(m-D)+1)]"
dir.

(5.6)

(5.7)

Ispat: (2.5) i saglayan 9(s) nin (5.4) U saglayan 9(s)e doniismesi [1] de ele

almmusti. Simdi 9(8), s=0,...,m-1 i¢in tanimlanir ve (5.2) ile s=-1,...,m-1e

genigletilir. Boylece s=-1,..,.m-2 i¢in ¢ tanimlanir ve (5.4) s=0

gegerlidir. (5.1) de s=0 ve s=-1 yazilirsa asagidakileri verir.

9(0) = 9(1) - 9(0) LG

¢,(0)
a a ¢0(0)
H(-1) = $(0) - §(-1 .
(-1 =3(0) - &( )¢0(_1)
(2.5) de s=0 yazilirsa
9(1) =-29(0) + 40 3(0) - M9(-1)

a,(0) a,(0)

olur. (5.10) daki g(O) yerine (5.2) deki esiti kullanilarak

s 220 +80-8(DE@+ P 5
8,(0)(@2+f)

..... m-3 igin

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

elde edilir. ¢,(S), A=4,=0 o6zdegerine karsilik gelen (2.5), (5.2) ve (5.3) iin 6z

fonksiyonlar1 oldugundan
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%Y

40 =al,+pf (5.12)
dir. Bundan dolay1
_| 4%0)+8(0)-8,(-Dlah+ ) |,
%1 = { 5, (0)(@h + ) }ﬁo( 1) (5.13)

dir. (5.11) ve (5.13), (5.8) de yerine yazilirsa ve (5.2) kullanilirsa asagidaki elde

edilir.

9(0) = -24,(0)+4,(0)-4,(-D)(ad + B) 51)
4,(0)(al+ p)
XD {'%éz () +4,(0)-4,(D(ak + ﬂ)} A
al+p é-z (O)(aﬂo B ,B) ¢0 (0)

(5.14)

#,(-1)/4,(0) = a4, + B oldugundan (5.14) &,(0)(ald+ ) ortak paydasinda toplanip

9(-1) parantezine alinip sadelestirilirse

5(0) =9(-1)(z-%>% (5.15)
olur. Boylece
(1) = 9(0) — 2@+ ) (5.16)

(A-4,) [é-z 0) +aa, ('1)]

dir. (5.2) nin (5.9) da yazilmas1 agsagidakini verir:

9(-1) = §(-1)—*A-) 5.17
DIV e e, 40

(5.16), (5.17) de yerine yazilirsa asagidaki gibi olur.

9(-1) = H(0 a3,(0) 5.18
(H=20) (aly + P)[4,(0) + a8, (-1)] (.18)
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Dolayisiyla (5.7) smir kosulunu uygulamak igin, (5.7) sinir kosulundan
yararlanarak 9 nin tanim kiimesini genisletmek gerekir. Daha sonra 4 nin

genigletilmis tanim kiimesindeki denklemi saglayip saglamadigi kontrol edilmelidir.

(5.4) de s=m-2 yazip (5.7) yi de kullanilarak asagidakiler elde edilir.

1 a(m-2) oy ay(m-3) _
(A az(m_z)m]g(m 2)+ - )9( -3)=0. (5.19)

Simdi (5.3) de s=m-2 ve s=m-3 yazilip (5.1) de kullanilirsa

$(m-1) 4 @,(m-1)
I(m-2) =9(m-1)-9(m-2 -1 1-(4A
(m-2) =9(m-1)-9(m- )¢0( 2" (m )[ (¢A+n )¢O( _2))

(5.20)

¢ (M-2)

#,(m-2)
9(m-3) = 4(m-2)-9(m-3) 21 = I(m-1) ({4 +7)- H(m-3) 4,(m-3)

#(m-3)

elde edilir. Yukaridaki iki denklem (5.19) da yerine yazilirsa

a(m - l_al(m_z) _ ¢y(m-1) a,(m-3)
(m 1)“'6‘ az(m-Z)Hbj(l (é”/l+77)¢0(m_2)j+az(m_z)(éﬂw)}

(5.21)
az(m'3) ¢o(m'2)

) (m2) gy (m-3

olur. ¢,(s), A=74,=0 ozdegerine karsiik gelen (2.5), (5.2) ve (5.3) iin oz
fonksiyonu oldugundan @,(M-2)/@,(m-1)=¢A, +n=n diir. Boylece yukaridaki

denklem asagidaki sekilde sadelestirilebilir,

-9(m-3)+9(m-1)

{ﬁ (M -1, (M- 2)gh (m-3) [_1+ a,(m-2) _/1]+(§/1+77)¢0(m-3)}20. (522)
¢ (Mm-2)a,(m-3)g(Mm-2){ A a,(m-2) 4, (m-2)

Ayrica (2.5), ¢ = Jicin S=m-2 yazilir ve (5.3) kullanilirsa

( 3,(m- )(1+g/12 )M(Q+n)jl§(m-l)+l§(m-3)=0 (5.23)

a,(m-3) a,(m-3)
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olur. (5.22) ile (5.23) toplanir ve 9(m-1) = 0 gercegi de gz dniinde bulundurulursa

é% ¢o(m'1)a2(m'2)¢o(m‘3) _£+a1(m'2)_/1 +(§ﬂ+ﬂ)¢0(m-3)
#(m-2)a,(m-3)¢(m-2) A a,(m-2) #(m-2)
(5.24)
_M(éﬂ_,_n):o

M(H;ﬂ,zﬂﬂ) a
a,(m-3) a,(m-3)
esitligine ulagihr. a,(m-2) ve a,(m-3)yerine yazilip tim A°li terimlerinin yok

oldugunu gérmek kolaydir. Sonra A0 katsayilar1 incelenir ve ¢, (m-2)/¢,(m-1)=n
(5.25)

kullanarak A° in katsayisinin
A(M-3) 8,(m-2)_8(m-2)g,(m-2)
é2 (m F 3) é-z(m '3)¢o(m '1)

¢o(m'1)

oldugu goriliir ki bu da (2.5) den dolay1 S=m-2 de 0 a esittir. Boylece, sadece 4
I1 terimler kalur. ilk olarak a,(m-2), a,(m-3) ve a,(m-2) yerine yazilirsa

¢o (m '1)a2(m - 2)¢o(m - 3) — é2 (m . 2)
¢, (m-2)a,(m-3)4(m-2)  &,(m-3)
(5.26)
ai(m_z) _ ¢o(m'2)é2(m'2) _ éz(m'3)¢o(m'3) + éi(m_z)
az(m - 2) ¢o(m '1)é-2 (m '1) é-z(m - 2)¢0(m - 2) é2(m - 2) .
bulunur. Boylece A4 11 terimlerin katsayilari esitlenerek asagidakine ulasilir.
éz(m-Z) _£+é/é'2(m_2)¢0(m_2)+77 -0 (527)
é‘z(m's) A éz(m'l)%(m‘l) . .
4,(m-2)/4,(m-3) #0 oldugundan bu denklemde A ¢ekilirse
(5.28)

A= n(mg]
a, (m '1) é’
elde edilir.£ =0, yani non-Dirichlet bir sinir kosulu olmast durumunda , A=0, yani

F(m-2) =0 elde edilir ki bu da [1] deki sonuglarla uyumludur.
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Simdi 4;, (2.2), (3.2) ve (3.13) iin en kiigiik 6zdegerinden daha kiiciik, z(s),
A=72,=0 ig¢in (2.2) nin bir ¢6zimii dyle ki verilen [-1,m—1] araliginda z(s)>0
olmak iizere eger ¢0(S):II/ [2(s-1)&,(s-1)] ise 0 zaman ¢,(s), 4, =0 ozdegerine
karsilik gelen (2.5), (5.2) ve (5.3) iin 6z fonksiyonudur. Bunu gormek i¢in tipki daha
onceden f¢0(1)=0 daki gibi ¢,(s) (2.5) i saglar (bakiniz [1], [12]) fakat simdiki
durumda ¢,(-1) =k, + = dir. Diger taraftan ¢,(S)yapisi geregi (5.2) yi saglar.

Biz simdi ¢, i (5.3) ii de sagladig: gosterilir. K =2z(m-1)/z(m-2) olsun. O zaman

;= oa,(m-2)
(1-0K)[-Ka,(m-2) + &,(m-2) - A, (m-2)]
(5.29)
) a,(m-2)[1- 6K -4, |
T (1-6K)[-Ka,(m-2) + & (M-2) - A, (m-2)]

olur. =4, i¢in z(s), (2.2) nin ¢éziimii oldugundan agagidaki yazilabilir,

¢h(m-2) _ 2(m-2)a,(m-2) _{_ z(m-1)  &(m-2)

#(m-1)  z(m-3)a,(m-3) | z(m-2) &,(m-2) %} =¢h+n=n. (530)

Uyan 5.2: Yukanidaki gibi ¢,(S), «,B,& ve n igin, Teorem 5.1 deki (5.1)

doniisiimii, verilen orijinal smir deger problemiyle sonuglanir. Ozel olarak Teorem
5.1 den a,(s)=4,(s)ve a,(s)=4a,/s) elde edilir (bakimiz [1], [13] Teorem 4.2).

Ayrica,

B aé,(0) _,
(0[/10 + ﬂ)[éz (0) +aa, ('1)]

| (am-2) 1]
Mamn g T

olur, yani (5.2), (5.3) smur sartlar1 ile (2.5) i saglayan .Q(S) ile verilen sinir deger

(5.31)

problemi (5.1) altinda orijinal sinir deger problemi olan (3.2), (3.13) sinir sartlari ile

birlikte (2.2) yi saglayan 9(s) e doniisiir.
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Simdi B =y oldugu gosterilir. Oncelikle

_ 4(0)/8,(0)-7(2(0)/2(-1))(4,(0)/4,(0))- 8(0)/8,(0) + 7 (&,(-1)/&,(0)) + (1) /(0)

p 3,(1)/4,(0)-(&(D)/4,(0))(2(0) 2(-D)

o 7(2(0)/2(-1))
8,(1)/3,(0)-8,(-1)2(0),[&, (0)2(-1)]
4
(3,(-0)/3,(0))(2(-1)/2(0))-&,(-1)/€(0)

olsun. &,(-1) =4,(-1) oldugundan &,(-1)/4,(0) =z(0)/z(-1) elde edilir. Bdylece

_ 4
“ 1 (200)/20)

(5.32)

(5.33)

dir. Ayrica B=ad,(0)/((ah+8)4,(0)+ad,(-1)) olur. Bu ifade «4,(0) ile

boliniip, 4, =0 yazilip ve éz(—l) / éz (0)=2(0) / z(-1) esitligi kullanilirsa

11,0
__ﬁ{ﬁz(-l)}

ifadesi elde edilir. Simdi

4(0) _2(D8,(1) _2(0)
8,0 205,0)  2()

ve 2, A=4,=0 i¢in s=0da (2.2) yi sagladigindan

3,(0) _ 2(-D&,(D) | 2()
3,0) 20030  2(0)

olur. Boylece (5.35) ve (5.36) kullanilarak g nin pay sadelestirilebilir,

(0)_(, 20
z(D) z(1) )
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S nin paydasi &,(-1)/4,(0) = z(0)/z(-1) kullanilarak

©©) _(, 20
(1) (1)

bigiminde sadelestirilir. Boylece =1 elde edilir.

Son olarak ¢ yerine yazilirsa
1,.:09_1
a (-] 7
e ) 1 1 :
esitligine ulasilir. Boylece 5= yani B=y dur.
Y

Simdi de A=9 oldugunu gosterelim. 4, =0 ve

1_,|%m-2) 1
A

éz (m p 1) ¢
oldugunu hatirlayalim. Ayrica

0da,(m-2)

T

_ éz(m'z)
7= (2(m-1)/2(m-2))a,(m-2) + &,(m-2)

diyelim. O zaman

1-8(z(m-1)/z(m-2)))[ -(z(m-1)/z(m-2))&,(m-2) +&(m-2) |

a,(m-2) z(m-3)a,(m-3)z(m-1)
a,(m-1) z(m-2)z(m-2)a,(m-2)

dir. z, A=4,=0 i¢in s=m-2 de (2.2) yi sagladigindan

a4(m-2) z(m-3)d,(m-3) N z(m-1)

a,(m-1) z(m-2)a,(m-2)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

yazilabilir. Simdi yukaridaki ¢ ve 7 % da yerlerine yerlestirilir ve (5.42) ve (5.43)

kullanilirsa,
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(5.44)

>~
Q|-

olur. Yani A=¢ dir.

Tim bu olanlar asagidaki gibi 6zetlenebilir.

(2.5) i saglayan 9(s) i asagidaki dért tip sinir kosulundan biriyle gz dniine alinir:;
(@) Non-Dirichlet ve non-Dirichlet yani (4.5) ve (4.6),

(b) Non-Dirichlet ve afin yani (4.5) ve (3.14),

(c) Afin ve non-Dirichlet yani (3.3) ve (4.6),

(d) Afin ve afin yani (3.3) ve (3.14).

Teorem 4.3 e gore yukaridaki sinir deger problemlerinin her birinin m tane 6zdegeri

vardir.

Simdi, ¢,(s)=1/2(s-1)&,(s-1) A=4,=0 o6zdegerine karsilik gelen (a), (sirasiyla
(b),(c) ,(d)) smir kosullar1 ile (2.5) in 6z fonksiyonu olmak iizere (5.1) doniigiimii
(2.5) i saglayan 9(s) i (2.2) yi saglayan 9(S) e ve asagidaki smir sartlarma

doniistiiriir:

(1) (a) siur kosulu 9(-1) =0 ve 9(m-1) =0 a doniisiir.
(2) (b) sinr kosulu $(-1) =0 ve (3.13) e déniisiir.

(3) (c) sinir kosulu (3.2) ve 9(m-1) = 0a doniisiir.

(4) (d) sinir kosulu (3.2) ve (3.13) e doniisiir.

Teorem 4.2ye gore, yukaridaki doniistiiriilmiis 9(s)e gore olan simr deger
problemlerinin her birinin m-1 tane 6zdegerlere sahip oldugu biliniyor. Ozellikle,

eger 0=4,<4 <,...<4,, (25) ve (@) (swrastyla (b), (c), (d)) nin Szdegerleri
¢O(S),1§1(S),...,1§(m_l) (s) 6z fonksiyonlari ise o zaman ¢,(S)=0 ve A4,...4,, (2.2),

(1), (sirastyla (2), (3), (4)) in 6zdegerleri ve 91(8),...,9(m_1) (s) de karsilik gelen 6z
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fonksiyonlardir. Bu smir deger problemlerinin m-1 tane 6zdegere sahip oldugunu

bildigimiz i¢in biitiin 6zdegerler 4,,..., 4, dir.
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BOLUM 6
SONUC

Sonug olarak, tiim siirecin nasil baska bir sekilde gergeklestirilebilecegi Gzetlenir.
Yani, onceki formlarda verilen normal formun, asagidaki formlardan birinin sinir
kosullari ile birlikte ikinci dereceden bir fark denklemi ile yola ¢ikilir,

(i) Baslangi¢ noktasinda non-Dirichlet ve ug¢ noktada afin;
(i) Baslangi¢ noktasinda afin ve ug¢ noktada non-Dirichlet;
(iii) Baslangi¢ noktasinda ve ug noktada afin;

Daha sonra yukaridaki sinir deger problemini ( gerektiginde alanini daha Once
yapildig1 gibi genisleterek) sirasiyla asagidaki gibi doniistiiriilmiis sinir kosullar ile
ayni tipteki bir denkleme doniistiiriilebiliyor:

(A) Baslangi¢ noktasinda Dirichlet ve u¢ noktada non-Dirichlet;
(B) Baslangi¢ noktasinda non-Dirichlet ve ug noktada Dirichlet;
(C) Baslangi¢ noktasinda ve u¢ noktada non-Dirichlet;

Daha sonra, yukaridaki doniistiiriilmiis sinir deger problemine uygun bir doniigiim

uygulanarak orijinal sinir deger problemine geri donmek miimkiindiir.
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