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OZET

COKLU DiRAC PARCACIK SISTEMLERININ KUANTUM
ELEKTRODINAMIGI

Abdullah GUVENDI

Doktora Tezi, Fizik Anabilim Dali
Damsman: Do¢. Dr. Yusuf SUCU

Temmuz 2020; 89 sayfa

Relativistik Dirac par¢aciklarindan olusan, diisiik enerjili bagli durum sistemleri, Ku-
antum Elektrodinamiginin en temel problemlerindendir. Bu tezde, esit kiitleye sahip 2 ve
3 Dirac parcacigindan olusan Pozitronyum, Eksiton, Pozitronyum-iyon ve Yiiklii-Eksiton
gibi kararsiz sistemler icin matematiksel modeller gelistirilmistir. Gelistirilen bu mate-
matiksel modeller, tamamiyle kovaryant formda, Kuantum Elektrodinamiginden Eylem
prensibi kullanilarak elde edilmis olan 2 ve 3 cisim Dirac denklemlerinin tam ¢6ziimleri
tizerine kurulmustur. Farkli fiziksel 6zelliklere sahip bir ka¢ uzay-zaman zemininde, etkile-
sen bir fermiyon-antifermiyondan olusan notral kompozit sistemlerin dinamigi incelenmis
ve elde edilen sonuglarin birbirlerini destekledigi gosterilerek, literatiirde bulunan bazi
celigkili sonuglar aciklanabilmistir. Fermiyon-fermiyon sistemleri i¢in gelistirilen mate-
matiksel modelin genigletilmesi ile, etkilesen relativistik 3 fermiyondan olugan sistemlerin

dinamigi incelenmis ve genel bir Enerji spektrumu elde edilmistir.
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ABSTRACT

QUANTUM ELECTRODYNAMICS OF MULTIPLE DIRAC PARTICLE
SYSTEMS

Abdullah GUVENDI

Phd Thesis in physics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Yusuf SUCU

July 2020; pages 89

Low energy bound state systems consisting of Relativistic Dirac particles
are one of the main problems of Quantum Electrodynamics. In this thesis, mathematical
models are developed for unstable systems such as Positronium, Exciton, Positronium-
1on and Charged-Exciton, consisting of 2 and 3 Dirac particles with equal mass. These
developed mathematical models are based on the exact solutions of the 2 and 3-body
Dirac equations, which are derived from Quantum Electrodynamics in fully-covariant
form via the Action principle. In a few space-time backgrounds with different physical
properties, the dynamics of neutral composite systems formed by an interacting fermion-
antifermion pair have been investigated and some contradictory results in the literature can
be explained, by showing that the obtained results support each other. With the expansion
of the mathematical model developed for fermion-fermion systems, the dynamics of the
systems consisting of interacting 3 relativistic fermions were examined and a general

Energy spectrum was obtained.
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GIRIS A. GUVENDI

1. GIRIS

Ozel goreliligin matematiksel formiilasyonu tamtildiktan hemen sonra, dig
bir kuvvet alaninda hareket eden bir parg¢acigin dinamigi, Hamilton ve Lagrange for-
malizmleri ile incelenmeye baslanmistir (Minkowski 1908; Sommerfeld 1916). Bu yeni
kuramsal ¢ercevede, kisa siire icerisinde, iki parcaciktan olusan sistemler icin, parca-
ciklara ait bagimsiz zaman koordinatlarinin ne olacagi sorusu temel bir problem olus-
turmustur. Bu sorun, parcacik dinamiginde bilinen bir yol olarak, sistemi relativistik
olmayan duruma indirgeyip, enerjiyi .’ ye gore kuvvet serisine agarak giderilmeye cali-
stlmistir ! (Darwin 1920). Bu sekilde, iki-cisim Kuantum Mekaniginin gelistirilmesinde
ana eksen, relativistik formalizmde tam bir kuantizasyon prosediiriiniin olusturulmasina
dogru yonelmistir. Dirac denkleminin tanitilmasi, bu yonelimdeki en temel gelismeler-
den birini saglamis ve bu denkleme temel benzerlikler gosterecek sekilde, ¢ok sayida
fermiyonun dinamiginin incelenebilmesi amaciyla yeni dalga denklemleri elde etme c¢a-
bas1 baslamistir. 11k girisimler sonucu elde edilen relativistik iki fermiyon denkleminin
temel sorunlar tagimasi sebebiyle (Van Alstine ve Crater 1997), Darwin daha once yap-
t181 calismanin (Darwin 1920) Kuantum versiyonunu (Darwin 1927) tanittiktan sonra,
Breit, Dirac matrislerinin yerine elektron hizlarin1 yazip, Lienard-Wiechert potansiyel-
leri araciligr ile, Darwin Lagranjiyenindeki Coulomb potansiyeline birinci mertebeden
bir diizeltme elde etmistir. Breit, elde ettigi sonuclar 1s181nda, relativistik bir 6zellik ola-
rak, elektron hareketi, spin ve manyetik moment arasinda kuvvetli bir iligki oldugunu
vurgulamistir. Kisaca, bu sonuclar, manyetik terimden gelen katkinin, Coulomb potan-
siyelinden elde edilen sonuclara birinci mertebeden perturbasyon olarak eklenebilecegi
anlamina gelmektedir (Breit 1930). Aymi1 yi1l icerisinde, Plesset, relativistik olmayan bir
bakisa dayanarak, vektor ciftleniminde, asimptotik olarak bagli olmayan potansiyelle-
rin kullamilmasinin bagh durum sonuclar1 vermeyecegini gostermis (Plesset 1932) ve
elde edilen bu tip siirekli spektrumlar daha sonraki yillarda ayrintili olarak calisilmistir
(Giachetti ve Sorace 2008; Giachetti ve Grecchi 2009; Giachetti and Grecchi 2011). Bu
caligmalardaki sonuglar toplam momentumu sifir olan referans sisteminde elde edilmis,

ayrica denklemlerin kovaryant formda olup olmamas1 goz ardi edilmistir. Her bir parca-

1Burada v parcacik hizini, ¢ vakumda 151k hizini temsil eder.
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cigin zaman koordinatinin ayrimi probleminde ¢esitli Oneriler mevcut olmasina ragmen,
Kuantum Alan Teori ve Relativistik Kuantum Mekanigi ile ilgili olan fiziksel durum-
larin kabul edilebilir relativistik analizi Wigner tarafindan yapilmistir (Wigner 1939).
Sonraki yillarda, kiitle merkezinin relativistik tanimina (Pryce 1948) ve temel durumla-
rin lokalizasyonuna sadik kalinarak (Newton ve Wigner 1949) bu sonuglar desteklenmig-
tir. Daha sonra Dirac tarafindan kisitlama teorisi tanitilmig, (Dirac 1949; Dirac 1950),
bu baglamda, Bakamjian ve Thomas birbirleriyle etkilesen iki relativistik Dirac parca-
c1g1 i¢in bir model gelistirmistir (Bakamjian ve Thomas 1953). Bu ¢alismada kurulan
model, Poincare jeneratorlerin yanm sira global ve goreli operatorlerin kanonik ayrimi-
nin tutarli bir cebrine dayandirilmis olsada, zaman koordinatinin oncelikli, farkli bir
statiisii oldugu varsayilmistir. Schrodinger Coulomb dalga fonksiyonlar1 ve yar1 klasik
Breit yaklasimi kullanilarak, anhilasyon terimini icerecek sekilde, taban durumdaki bir
spin-simetrik pozitronyum ve spin-antisimetrik Pozitronyum i¢in asir1 inceyap: kayma-
lar1 hesaplanmig (Pirenne 1947; Berestetskii ve Landau 1949), bir kag y1l sonra, Kuantum
Alan Teorideki gelismeler ile (Schwinger 1951; Salpeter ve Bethe 1951), bu degisiklikler
@’ terimine kadar elde edilebilmistir 2 (Karplus ve Klein 1952; Fulton ve Martin 1954).
Fakat bu benzeri hesaplamalardan bulunan sonuglarin yar1 klasik yaklagimlarla elde edil-
mis olmas1 vurgulanmalidir. Bu tip hesaplamalarda, relativistik olmayan Coulomb dalga
fonksiyonunun orjindeki degeri ve buna karsilik gelen ¢ fonksiyonu hayati rol oynar
(Radford ve Repko 2007). Daha sonra, bu benzeri sistemlerde, hareketin agik ve kovaryant
bir formalizmi i¢in, toplam acisal momentumun diger bir temel sorun oldugu anlasilmis
ve Kuantum Alan Teorisinin bu sorunun iistesinden gelebilecegi diisiiniilmiistiir. Fakat,
pertiirbatif dogasi nedeniyle, Kuantum Alan Teoride bagli durumlari elde etmek oldukca
zordur. Bunun en belirgin 6rnegi Bethe-Salpeter formalizmidir (Nakanishi 1965). Etki-
lesen parcacik modelleri i¢in Kuantum Elektrodinamiginden gelen yiiksek mertebeden
diizeltmeler yar1 relativistik bir ¢cercevede insa edilmis olsada, diizeltme terimleri, basit
atom durumlarinin ve enerji seviyelerinin iyi bir dogrulukla aciklanabilmesini saglaya-
bilmistir. Ozet olarak, birbirleriyle etkilesen relativistik par¢aciklardan olusan kompozit
sistemlere iligkin problemler ¢ok eski bir gegmise sahip olmalarina ragmen, bu sistemlerin

fiziksel 6zellikleri ve bu sistemleri tam olarak betimleyecek matematiksel 6zelliklere sahip

2Burada « ince yapi sabitidir.
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denklemler, heniiz kesin olarak bilinmemektedir.

Relativistik olmayan Kuantum Mekaniginde, bagli durumlar, rezonans du-
rumlar1 ve sagilma durumlarinin tanimlanmasi icin, iyi kurgulanmus, pertiirbatif olmayan
yol, parcaciklar aras1 goreli uzakliga bagli olan bir etkilesim potansiyelini ve iki par-
cacik dalga fonksiyonlarini iceren tek zamanli denklemlerin kullanilmasidir. Bu kurgu
ile, Hidrojen ve Hidrojen benzeri atomlar i¢cin baglanma enerjileri kabaca hesaplana-
bilirken, Pozitronyum (Ps), Ger¢cek Miionyum (GM) ve Eksiton (Exc) gibi etkilesen
iki fermiyondan olusan kararsiz sistemlerin temel karakteristik 6zelliklerini veren enerji
spektrumlar1 elde edilememektedir. Relativistik olmayan Kuantum Mekanigine benzer
olarak, Relativistik Kuantum Mekanigi kapsaminda, etkilesen iki-parcacik sistemleri-
nin dinamiginin anlasilabilmesi i¢in, genelde, tek zamanli denklemler kullanilmaktadir
(Breit 1929). Bu tip fenomenolojik denklemler, her bir parcacik i¢in yazilan serbest par-
cacik Hamiltonyenlerini ve pargacilar arasi radyal uzakliga bagh olan etkilesme potan-
siyellerini igerirler (Kemmer 1937; Fermi ve Yang 1949). Bu tip denklemler, uzun yil-
lardir, Atom Fizigi (Sato 1984), Niikleer Fizik ve Temel Parcacik Fizigi kapsaminda
kullanilmaktadir (Moseley ve Rosen 1950; Suura 1977). Bu denklemler fenomenolojik
olarak kurgulanmiglardir ve etkilesme terimlerinin nasil seg¢ilecegi en temel sorunlar-
dan birisidir. Genelde, etkilesme potansiyelleri fenomenolojik olarak secilir yada bir-
foton/bir-boson degisim potansiyelleri kullanilir. Etkilesen, relativistik iki-Dirac pargaci-
gindan olugan sistemlerinin dinamigini incelemek amaciyla yazilan ilk denklemler, Di-
rac denkleminin yazilmasindan kisa siire sonra tanitilmis ve kabul goren ilk denklem
(Breit 1929), herbir fermiyon i¢in yazilan serbest Dirac Hamiltonyenlerini ve fenome-
nolojik bir etkilesme terimini icerecek sekilde kurgulanmistir. Fakat, parcaciklar arasi
bagil uzaklik fazla oldugunda yada parcaciklarin hizlari ¢ok yiiksek oldugunda, gecikme
etkileri tam olarak hesaba dahil edilemedigi i¢in, bu fenomenolojik denklem iyi sonug-
lar verememektedir (Van Alstine ve Crater 1997). Bu problemin giderilmesi amaciyla,
tam bir formalizm, Kuantum Alan Teorisinden baslayarak, Bethe ve Salpeter tarafindan
tamtilmistir (Salpeter ve Bethe 1951). Bu formalizm, bagli durum sistemleri i¢in alter-
natif bir yaklasim icersede, parcaciklar arasindaki goreli zaman farkindan kaynaklanan,
negatif biiylikliige sahip enerji ¢oziimleri vermektedir. Bu nedenle, o donemde, daha

kabul edilebilir ve 3-boyutta tam olarak ¢oziilebilir bir denkleme ihtiya¢ duyulmustur.
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Daha once tanitilmig formalizmler modifiye edilerek bazi yaklasimlar 6nerilmis olsada
(Salpeter 1952; Todorov 1971), ihtiya¢ duyulan denklemin Schrodinger tipi tek parcacik
denklemi yada ikinci par¢acigin davraniginin da hesaba katildig1, Dirac-Coulomb tipi iki
cisim denklemi olmas1 gerektigi diisiiniilmiistiir. Etkilesen iki parcacik icin, fenomeno-
lojik olarak, Kemmer, Fermi ve Yang tarafindan yazilan denklem biiyiik ilgi gormiis ve
onem kazanmustir (Kemmer 1937; Fermi ve Yang 1949). Bu denkleme oldukca benzer
olan, tamamiyle kovaryant formdaki relativistik iki cisim Dirac denklemi, teorik fizigin
en temel formalizmi olan Eylem prensibi kullanilarak, Kuantum Elektrodinamiginden tii-
retilmigtir (Barut ve Komy 1985). 3 + 1 boyutlu uzay-zamanda, bu tek-zamanl denklem,
16 x 16 boyutlu matris denklemidir ve en genel Elektrik-Manyetik potansiyelleri igerir
(Barut ve Unal 1985). Baslangicta bu denklem, tamamiyla kovaryant formda olacak se-
kilde, grup teori metodlar1 kullanilarak oncelikle kiitle merkezi ve bagil koordinatlara,
sonra radyal ve agisal kistmlara ayrilabilmektedir (Barut ve Unal 1987a). Bagil degisken-
ler cinsinden elde edilen 16 denklem, herbiri 8 denklemden olusan, iki ¢iftlenimli denklem
setine indirgenebilmis, fakat sonug olarak ikinci mertebeden tiirevli, iki ciftlenimli denk-
lem sistemi elde edilmistir. Tam bir analitik ¢6ziimii bulunamayan bu denklem sistemi, 3+1
boyutta pertiirbatif olarak ¢oziilebilmis ve Hidrojen tipi atomlar icin, bilinen enerji spekt-
rumlarina ek olarak pertiirbatif diizeltme terimleri elde edilmistir (Barut ve Unal 1987b).
3+ 1 boyutta, etkilesen bir fermiyon-fermiyon sistemi icin, heniiz tam olarak ¢oziilemeyen
bu denklem, diisiik boyutlu dinamik simetriye sahip, etkilesen bir fermiyon-fermiyon ¢if-
tinden olusan kararsiz bir sistem icin M2 — 0 limitinde tam olarak ¢oziilebilmistir 3. Elde
edilen enerji spektrumu, literatiirdeki mevcut sonuglardan oldukga farkl: yapisal 6zellikler
vermis ve tek katmanl yar1 iletken malzemelerde, Eksiton olarak adlandirilan, Coulomb
potansiyeli aracilig1 ile etkilesen bir elektron-desik (hole) ciftinden olusan kararsiz kom-
pozit sistemin, miimkiin tiim kuantum durumlar1 i¢in baglanma enerjilerinin ve bozunma
stirelerinin tek bir denklem ile hesaplanabilecegini gostermistir (Guvendi ve ark. 2019).
Bu tez kapsaminda, esit kiitleye sahip ve birbirleriyle etkilesen relativistik
fermiyonlardan olusan kompozit sistemler incelenmis, ilk olarak etkilesen bir fermiyon-
antifermiyon c¢iftinden olusan Pozitronyum (Ps), Eksiton (Exc) gibi kararsiz kompozit

sistemlerin dinamigi arastirilmistir. Giincel teknolojik ilerlemelerin, madde ortaminda bu

3Burada M sistemin toplam kiitlesini temsil eder.
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kompozit sistemlerin fiziksel ozelliklerinin bilinmesiyle zengilesebilecegi diisiincesiyle,
farkli madde ortamlarinin (izotropik) optik yada elektriksel 6zelliklerininde dikkate alin-
di1g1 6zgiin bir matematiksel model gelistirilmistir. Ps ve Exc i¢in bulunan sonuclar, giincel
literatiir ile detayli sekilde karsilastirilmis ve son derece ¢arpici sonuglar elde edilmistir.
Daha sonra bu kompozit sistemlerin topolojik kusurlarla etkilesimi incelenmis ve daha
once diiz Minkowski uzay-zaman zemini i¢in elde edilen sonuglarla karsilagtirilarak, bu
sistemlerin fiziksel 6zelliklerinin uzay-zaman topolojisine bagli degisimleri detaylica tar-
tistlmisgtir. Son olarak, iki-cisim i¢in gelistirilen matematiksel metod, matematiksel olarak
coztimleri tam olarak yapilamayan Pozitronyum-iyon (Ps*) ve yiiklii-Eksiton (Exc*) gibi
sistemlerin incelenmesi amaciyla genisletilmis ve zit elektriksel yiike sahip olan fermiyo-
nun, sistemin kiitle merkezinde yerlestigi ve durgun oldugu kabul edilerek genel bir enerji

spektrumu elde edilmistir.



KAYNAK TARAMALARI A. GUVENDI

2. KAYNAK TARAMALARI

Ps, bir elektron (e~)-antielektron (e™) (Dirac 1928; Anderson 1933) ¢iftinden
olusan, notral ve kararsiz bir kompozit yapidir (Mohorovicic 1934; L’Annunziata 2016;
Deutsch 1951). Ps, bilinen en hafif atomdur ve tamamiyle leptonik yapidadir. Bu kom-
pozit yapi, agirlikli olarak, elektron-antielektron (pozitron) arasindaki, ¢ekici Coulomb
kuvveti sebebiyle olusur ve tamamiyle leptonik yapida oldugu i¢in, parcaciklar arasin-
daki cekici elektriksel kuvvet sebebiyle ¢oker. Cokme sonucunda, parcaciklara ait dalga
fonksiyonlar1 tam olarak {ist liste biner. Baslangicta, esit kiitleli ve etkilesen iki fermi-
yondan olusan bu kompozit yapi, yaklasik olarak sistemin toplam durgun kiitle enerjisine
(2m,c?) esit olacak sekilde toplam enerji tasiyan tek yada cift sayida anhilasyon foton-
larina doniisiir 4 (Platzman ve Mills Jr 1994). S-durumunda (/ = 0), bir elektron ve bir
pozitron, parcaciklarin miimkiin spin polarizasyonlar1 sebebiyle, iki farkli kuantum du-
rumu olusturabilir. Miimkiin bu iki durum sirastyla ortho-Pozitronyum (o — Ps,® S1) ve
para-Pozitronyum (p — Ps,' So) olarak bilinir. Elektromanyetik olarak etkilesen sistem-
lerde temel C-simetrisinin korunumu sebebiyle, bu iki sistem cift yada tek sayida fotonlara
dontistirler (Harpen 2004). N sayida foton i¢in toplam C-simetri (overall charge conjuga-
tion parity) —1V dir. Toplam C-simetrisinin (—(—1)"**) korunumu sebebiyle, bir p — Ps
(I = 0,5 = 0) sistemi cift sayida anhilasyon fotonuna, 0 — Ps ([ = 0,s = 1) sistemi ise
tek sayida (lineer momentum korunumu sebebiyle en az ii¢) anhilasyon fotonuna doniisiir
(Harpen 2004). Yiiksek mertebeden anhilasyonlar miimkiin olsada, genelde, p — Ps kuan-
tum durumu 2-fotona, 0 — Ps kuantum durumu ise 3-fotona doniistir (Moskal ve ark. 2014).
Her iki anhilasyon siireci sonucunda aciga ¢ikan fotonlarin yonemlimleri temel korunum
yasalarina gore belirlenir. Ornegin, p — Ps sistemi, kendi kendisini yok etmeden 6nce
toplam momentumu sifira yaklasir ve bu nedenle ac¢iga cikan iki foton lineer momentu-
mun korunumu nedeni ile zit yonlerde yayilir (Annunziata 2016). A¢iga ¢ikan fotonlar
tarafindan taginan toplam enerji, elektron-pozitron ¢iftinin toplam durgun kiitle enerjisine
(2m.c?) oldukca yakin bir degerdedir (Asoka-Kumar ve ark. 1996). Toplam durgun kiitle
enerjisi ile anhilasyon fotonlar1 tarafindan tasinan toplam enerji arasindaki fark, baglanma

enerjilerinin negatif olmasi sebebiyle, her iki kuantum durumu i¢in (p — Ps ve o — Ps)

4Bu sistemler, momentumun korunumu sebebiyle en az 2 fotona doniisebilir.
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baglanma enerjileri kadardir. Bu temel, karakteristik ozellikleri sebebiyle p — Ps sistemi,
Pozitron yayma Tomografisi (Positron Emission Tomograpy (PET)) cihazlari ile, rutin me-
dikal gortintiileme islemlerinde kullanmilmaktadir (Gambhir 2002). Standart PET cihazlari,
z1t yonelime sahip iki anhilasyon fotonunun (gama-fotonu) dedektasyonu iizerine dayanir.
Ornegin Na?? gibi bir radyo aktif kaynak tarafindan iiretilen pozitronlar viicut igerisine
yayildiginda, bir elektron tarafindan direk yok edilebilir yada cesitli fiziksel siirecler sonu-
cunda kinetik enerji kaybina ugrayarak, termalize olur (Tao 1972). Termalize olan Pozit-
ronlar, ¢ekici elektriksel kuvvet nedeni ile en yakinindaki elektron tarafindan yakalanarak
bir Ps atomu olusturabilirler. Madde ortaminda bir Ps atomu, kendi-kendisini yok ede-
rek (self-annihilation), yiiksek olasilikla 2-Gama fotonuna doniistiiriiliir (Garwin 1953).
Madde ortaminda, ¢ok diisiik bir olasilik olsada, self-anhilasyon sonucunda 3-Gama
fotonunuda aci8a ¢ikabilmektedir (Moskal ve ark. 2019a; Moskal ve ark. 2019b). Ac¢iga
cikan 3. fotonun yonelimi, lezyonlarin lakolizasyonlarinina dair onemli bir bilgi tasir
(Kaminska ve ark. 2016). Bu bilginin, 3-Gama dedektasyonu i¢in, son yillarda gelistirilen
Jagiellonian-Positron Emission Tomograph (J-PET) cihazlar ile elde edilebilecegi diisii-
niilmektedir (Kamiriska ve ark. 2016). Madde ortaminda, anhilasyon noktasini ¢evreleyen
ortamin optik yada elektriksel 6zelliklerine bagh olarak, p — Ps ve o — Ps sistemlerinin
toplam yasam siiresinin degistigi gbozlemlenmektedir (Moskal ve ark. 2019a; Tao 1972).
Bu sistemlerin, gézlemlenen, madde ortamina bagh olarak degisen toplam yasam siireleri-
nin bir nedenide, elektron-pozitron ¢ifti arasindaki elektromanyetik ciftlenme geriliminin
madde ortamina bagli olarak degismesidir. Sistemlerin ¢cokme siirelerinide etkileyen, bag-
lanma enerjilerindeki bu degisimler, ayrica, anhilasyon fotonlar: tarafindan taginan toplam
enerjileride degistirirler. Bu kii¢iik degisimlerin hassas bir dedektasyonu oldukc¢a zor ol-
masina ragmen, her bir anhilasyon noktasi icin, ol¢iilen toplam yasam siiresi ve fotonlar
tarafindan taginan toplam enerji, madde ortamindaki o noktay1 ¢evreleyen ortamin mor-
folojisi, topolojisi, optik ve elektriksel ozellikleri gibi 6zelliklerine dair 6nemli bilgiler
tastyacagi aciktir (Moskal ve ark. 2019b). Vakumda, p — Ps ve o — Ps sistemlerinin top-
lam yasam siireleri yaklagik olarak, sirasiyla, 125 ps ve 142 ns olarak bilinmektedir.
Gozlemlenen bu degerler, yar1 klasik yontemlere dayanan ve radyatif diizeltmeleri (loop
corrections) iceren matematiksel yaklagimlar araciligi ile elde edilen degerlerle oldukca

uyumludur (Al-Ramadhan ve Gidley 1994; Vallery ve ark. 2003). p — Ps ve 0 — Ps sis-
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temlerinin toplam yasam siireleri arasinda yaklasik olarak 1000 kat farklilik vardir ve
bu farkliligin, spin-spin etkilesme kuvvetleri, faz uzayi, ek ince yapi1 baskilama faktortii,
cokiis stireclerinde toplam acisal momentumun korunumu gibi sebeplerden kaynaklandig1
diisiiniilmektedir. Herhangi bir madde ortaminin varliginda veya bu sistemler iizerine dis
bir Elektromanyetik alan uygulandiginda, p — Ps ve o — Ps sistemlerin baglanma ener-
jileri degistirilecegi icin, bu dig etkiler, sistemlerin toplam yasam siirelerini degistirirler
(Alonso ve ark. 2015). Madde ortamina ve dis etkilere bagli olan bu degisimler deneysel
olarak bir¢cok kez gozlenmistir (Moskal ve ark. 2019a; Moskal ve ark. 2019b). Sistemi bir
arada tutan etkilesim icin ¢iftlenme sabiti, her bir madde ortami i¢in anhilasyon noktasinin
fiziksel ozelliklerine bagli olan efektif bir deger alir. Yani, herhengi bir Ps sistemi i¢in
toplam yasam siiresi, ayn1 termal sartlar altinda, her bir madde ortami i¢in ayirt edici
bilgi verir. Madde ortamlarinda bir Ps sisteminin olugsum siiresi, sistemin ¢okme siiresi ve
aci8a cikan gama fotonlarinin tasidigi toplam enerjinin olay-olay bazda tespit edilebilmesi
hayati 6nem tagir. Ayrica, anhilasyon sonucu ag¢iga ¢ikan 1sinlardaki Doppler genislemele-
rinin Ol¢limii, anhilasyon noktasini ¢cevreleyen elektriksel ortamin yiik dagilimi hakkinda
bilgi sunabilmektedir (Asoka-Kumar ve ark. 1996). Bu bilgiler 1s181nda, madde ortamin-
daki elektron yogunlugunun yiiksek olmasinin direk anhilasyon olasiligim artiracagini,
madde ortamindaki serbest bosluklarin ise pozitronlarin termalizasyon siirelerini etkile-
yecegini soyleyebiliriz. Fakat, herhangi bir madde ortaminda bir Ps atomunun olusum
stiresi, sistemin ilk olarak hangi kuantum durumunda olustugu ve olusan kuantum durumu
icin cevresel faktorlere bagli olarak degisen yasam siiresi net bir sekilde bilinmemektedir
(Moskal ve ark. 2019b).

Eksiton (Exc), bazi yonleri ile Ps sistemine oldukca benzer olan, Coulomb
potansiyeli aracili81 ile etkilesen bir elektron ve desikten (hole) olusan kararsiz, kompozit
bir kuasi-parcaciktir (Bernd Honerlage 2018). Elektronun bir foton absorbe ederek ytiksek
enerji seviyelerine gegmesiyle yada valans bandindan iletim bandina ge¢gmesiyle olusur.
Valans bandindan iletim bandina gecen elektron, valans bandinda pozitif ytiklii bos bir du-
rum birakir (empty state). Bu pozitif yiiklii durum desik yada oyuk olarak adlandirilir. Eksi-
tonlarin dinamigi, bu elektron-desik ciftinin etkilesimi tarafindan belirlenir. 2-boyutlu (mo-
nolayer) sistemlerde, bir Eksitonun baglanma enerjisi, 3-boyutlu sistemlere gore yaklagik

olarak 10 kat daha fazla olmas1 sebebiyle (Novoselov ve ark. 2005; Hanbicki ve ark. 2015;
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Ramasubramaniam 2012), 2+1 boyutta bu sistemin dinamiginin belirlenmesine yonelik bir
cok calisma bulunmaktadir (Kumar ve ark. 2014; Xiao ve ark. 2017). Ayrica, iki boyutlu,
WSa, WSea, MoS2, MoSes gibi yari-iletken malzemeler yada bu malzemelerden olusan
kompozit yapilar, 6zellikle optoelektronik cihaz uygulamalari i¢in ¢cok 6nemli bir uygulama
potansiyeli tasirlar (Jariwala ve ark. 2014; Xiao ve ark. 2012; Wang ve ark. 2012). Bu ne-
denle, eksitonlarin 6zelliklerinin kesfedilmesi (Ye ve ark. 2014; Chernikov ve ark. 2014;
Hanbicki ve ark. 2015) ve bu ozellikler aracilig1 ile yeni teknolojik uygulamalarin ger-
ceklestirilebilmesi i¢in (Komsa ve Krasheninnikov 2012; Zhu ve ark. 2015), tek katmanl
yari-iletken malzemelerde eksitonlar, teorik ve deneysel olarak uzun yillardir calisilmak-
tadir (Park ve ark. 2018; Berkelbach ve ark. 2013; He ve ark. 2014). Eksiton baglanma
enerjilerinin tespiti icin gerceklestirilen caligmalar, farkli tek-katmanli yari-iletken mal-
zemelerde, baglanma enerjisi degerlerinin 0, 3-1 eV araliginda degistigini sOylemekte-
dir (Ye ve ark. 2014; Chernikov ve ark. 2014; Hanbicki ve ark. 2015; Wang ve ark. 2018).
Fakat, baz1 Ol¢iimler, benzer deneysel diizenekler araciligi ile, aym tek katmanl yari-
iletken malzemelerdeki eksitonlar i¢in bile farkli baglanma enerjisi degerleri vermektedir.
Bu farkliligin, tek katmanl yari-iletken malzemenin yerlestirildigi alttas (substrate) kay-
nakli oldugu tahmin edilmektedir (Tseng ve ark. 2015; Komsa ve Krasheninnikov 2012;
Gunlycke ve Tseng 2016). Ayrica, malzemelerin topolojik yapisinin, sinir kosullarini de-
gistirerek bu tip sistemlerin enerji seviyelerinde kaymalara sebep olabilecegide tahmin
edilmektedir (Cai ve Ren 2018).

Genel gorelilik teorisi ile kuantum fizigini birlestiren bir teori fikri, relativis-
tik dalga denklemlerinin egri uzay-zaman geometrilerine genellestirilmesini tetiklemistir
ve Kuantum sistemlerinin egri uzay-zaman geometrilerinde incelenmesi uzun yillardir
biiyiik bir ilgi gormiistiir. Ozellikle egri bir uzay-zaman geometrisinde bir hidrojen atomu
(Parker 1980b; Parker 1980a; Parker 1981; Leen ve ark. 1983; Parker ve Pimentel 1982),
genisleyen evrende parcacik yaratimlari (Duru and Unal 1986) ve farkli uzay-zaman ge-
ometrileri i¢in enerji momentum tensoriiniin, yeniden normalize edilmis beklenen deger-
lerinin belirlenmesi (Bezerra ve Khusnutdinov 2006), bu alanda yapilmis temel ¢aligmalar
arasindadir. Egri bir uzay-zaman geometrisinin tek-parcacik durumlari iizerindeki etkisinin
belirlenmesi, kuantum fizigi ve kiitle ¢ekim teorisini birlestiren bir teorinin kurulabilmesi

icin olduk¢a 6nemlidir. Egri bir uzay-zaman geometrisine yerlestirilmis bir atomun enerji
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seviyeleri, uzay-zamanin egriligi sebebiyle degisime ugrar (Parker 1980b; Parker 1980a;
Parker 1981; Parker ve Pimentel 1982; Leen ve ark. 1983). Bu sebeple, egri bir uzay-
zaman geometrisine yerlestirilmis bir atomun degistirilmis spektral ¢izgileri, uzay-zaman
zemininin Ozellikleri hakkinda 6nemli bilgiler verir (Marques ve Bezerra 2002). Ayrica,
enerji seviyelerindeki bu kaymalar, bir kuantum sisteminin farkli durumlar i¢in aym se-
kilde olmayabilir. Bu 6zellik, uzay-zaman geometrisi kaynakli etkilerin, Doppler etkisi,
kiitle cekimsel yada kozmolojik kirmiziya kayma gibi etkilerden ayirt edilebilmesini sag-
layabilir. Ciinkii, Doppler etkisi, kiitle cekimsel yada kozmolojik kirmiziya kayma etkileri-
nin, incelenen sistemin her enerji seviyesini ayni1 sekilde degistirdigi bilinmektedir. Ayrica,
elektromanyetik perturbasyonlardan kaynaklanan enerji kaymalarinin, kiitle cekimsel etki-
lerden kaynaklanan kaymalardan farkli oldugu bilinmektedir (Marques ve Bezerra 2002).
Genel gorelilik teorisi, kiitle cekiminin uzayin egriligi lizerinden fiziksel sistemleri et-
kiledigini tahmin eder. Bu egrilik, Riemann tensorii ile karakterize edilir (Parker 1980b;
Parker 1980a; Parker 1981; Parker ve Pimentel 1982; Leen ve ark. 1983). Ayrica, kolay
anlagilmayan (non-trivial) uzay-zaman topololojilerinin, ilging kiitle ¢ekimsel etkilere
sebep olabilecegi teorik olarak tahmin edilmektedir. Bu nedenle, kolay anlasilmayan
bu topolojilerden kaynaklanan etkilerin, kuantum sistemleri (Skarzhinsky ve ark. 1994)
veya test alanlarnin relativistik dinamikleri {izerindeki etkilerinin incelenmesi oldukca
onemlidir (Andrade ve Silva 2014). Bu tez kapsaminda, bu tip bir topolojiye sahip bir
uzay-zaman geometrisinde, karsilikli olarak etkilesen bir fermiyon-antifermiyon c¢ifti
(Guvendi ve ark. 2019) incelenmis ve sistemin enerji seviyelerinde uzay-zaman yapisin-
dan kaynaklanan degisimler tartisilmigtir. Sonug olarak, bu gibi sistemlerin bir dedektor
olarak kullanilabilmesinin miimkiin olup olamayacag1 sorusu tartigilmistir.

Kozmik sicim ve monopol gibi objeler, evrenin genisleme siirecinde olus-
mus oldugu tahmin edilen yapilardir. Kozmik sicimler, yiiksek ihtimal ile evrenin erken
donemlerindeki faz gegisleri sirasinda olustugu tahmin edilen, bir boyutlu topolojik kusur-
lardir ve bu yapilarin giiniimiize kadar hayatta kalmis olabilecekleri tahmin edilmektedir
(Kibble 1976; Vilenkin 1985). Baslangigta, bu kuramsal objeler Kerr uzay-zamaninin 3-
boyutlu, genel, relativistik ¢oziimleri olarak tanimlanmig (Deser ve ark. 1984) ve daha
sonra bu ¢ozlimler dogal olarak 4-boyuta genisletilmistir (Gott ve Alpert 1984). Bu ya-

pilarin varlifi, ayrica, temel parcaciklarin standart modelinin genisletilmis bir versiyonu

10
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(Hindmarsh ve Kibble 1995) ve extra uzay-zaman boyutlarinin varligi lizerine kurgula-
nan bir siiper sicim teorisi ile desteklenmistir (Hindmarsh 2011). Kozmik sicim tara-
findan olusturulan uzay-zaman geometrisi bir koniksel tekillik icerir. Tekilligin diginda,
bu geometriler diiz bir uzay-zaman zeminini temsil ederler. Fakat, global olarak diiz ol-
mayan bu uzay-zaman yapilarinin, ilging kiitle ¢cekimsel, kozmolojik yada astrofiziksel
etkilere sebep olabilecekleri yaygin olarak diisiiniilmektedir. Kiitle ¢cekimsel mercek et-
kisi (Gott III 1985), parcacik tiretimi (Parker 1987; Harari ve Skarzhinsky 1990), durgun
elektrik yiiklerine etki eden elektrostatik self kuvvet (Linet 1986; Muniz ve Bezerra 2014),
bremsstrahlung etkisi (Aliev ve Gal’Tsov 1989; Audretsch ve ark. 1994) ve kiitle ¢cekimsel
Aharonov-Bohm etkisi (Ford ve Vilenkin 1981) bu etkiler arasinda diisiintilebilir. Kozmik
sicimler (Deser ve Jackiw 1989; Clement 1990; Jackiw 1985), sicimin lineer kiitle yogun-
lugunu iceren bir a agisal aciklik parametresi (Hosseinpour ve ark. 2017; Yesiltag 2015)
ve kozmik sicimin agisal momentum yogunlugu cinsinden yazilan bir donme parametresi
ile karakterize edilirler (Medeiros ve de Mello 2012; Bakke ve Furtado 2010). Bu obje-
lerin ¢esitli kuantum sistemlerinin ve relativistik test alanlarinin iizerinde olusturabile-
cegi etkiler uzun yillardir arastirllmaktadir (Santos ve Barros 2018; Bellucci ve ark. 2014;
Huang 2020; Cai ve Ren 2018). Bu tez kapsaminda, statik bir kozmik sicim tarafindan
olusturulan 2 + 1 boyutlu uzay-zamanda, Coulomb tipi ¢ekici potansiyel araciligi ile etki-
lesen bir fermiyon-antifermiyon ¢ifti diisiiniilmiis, (Deser ve Jackiw 1989; Clement 1990;
Jackiw 1985), uzay-zaman zemininin, incelenen bu sistemin enerji seviyeleri iizerinde
sebep oldugu degisimleri (kaymalar1) tespit etmek i¢in, tamamiyle kovaryant formdaki
relativistik iki-cisim Dirac denkleminin tam ¢oziimleri arastirilmistir. Son olarak, bu tez
kapsaminda fermiyon-fermiyon sistemleri icin gelistirilen matematiksel model, etkilesen
3-Dirac pargacigindan olusan sistemlerin dinamiginin incelenebilmesi i¢in genellestiril-
mis, ve parcaciklardan birinin, uzay-zaman zemininin orjininde yerlestigi ve durgun oldugu

varsayilarak genel bir enerji spektrumu elde edilmistir.
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3. MATERYAL VE METOD

2 + 1-boyutlu diiz bir Minkowski uzay-zaman geometrisi, kartezyen koordi-

natlar cinsinden agagidaki ¢izgi elemani (metrik) ile temsil edilebilir (Peter Collas 2019),

ds® =, detdx” = 2dt* — dx® — dy®, (u,v=0,1,2.), (3.1)

ve bu ¢izgi eleman icin 3-momentum p = (pY, p) seklinde yazilir. Burada, momentum
bilesenleri p° = Py ve p¥ = -P,, (y = 1,2.) seklindedir. Bu momentum bilesenlerine

karsilik gelen operatorler agagida verilmistir,
L O .
Py =ih—, P’ =indy, (y=1,2.).
c

Kanonik momentumlar (P,), metrige gore belirlenen, Lagranjiyenin genellestirilmis hiz-

lara gore tiirevleri alinarak elde edilir,

2+ 1 boyutlu diiz bir Minkowski uzay-zaman geometrisinde hareket eden, m kiitleli, serbest

bir fermiyon i¢in, Dirac denklemi asagidaki gibi yazilabilir,
(ihy"0, —mcl) ¥ =0, (u=0,1,2.),

burada I> 2 X 2 boyutlu birim matrisi, 7 indirgenmis Planck sabitini ve ¢ vakumda 151k

hizini temsil eder. Bu denklem, daha acik olarak asagida verilmistir,

P
Yy 970, + i%lg ¥ = 0. (3.2)
C
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2+ 1 boyutlu uzayda, m kiitleli Dirac parcacigini temsil eden spinor (Dirac alan1), asagida
yazildig1 gibi,

W lﬁl’

Yo

iki bilesenlidir. Denklem (3.2)’ de yazilan Dirac denklemi, soldan y’ ile ¢arpilarak, asagi-
daki 6zdeger denklemi elde edilebilir ((y’ )2 = 12),

~ E
0¥ = HY = wY, (a): %),

ve buradaki H operatorii,

—~

seklindedir.
Egri bir uzay-zamanda, genellestirilmis Dirac matrisleri (y*) ile uzay-zaman
bagimsiz Dirac matrisleri (y”) arasindaki iligki ti¢ bacaklilar (el’.l) araciligi ile kurulur ve

tic bacaklilar agsagidaki ifade kullanilarak elde edilebilir,

s = 455 = (100 = ebelisns).

(4,B,i,j=0,1,2.),

burada n;; 2 + 1 boyutlu diiz Minkowski uzay-zamanini, g,z ise 2 + 1 boyutlu egri bir
uzay-zaman geometrisini temsil eden metrik tensordiir. 2 + 1 boyutlu uzay-zamanda sabit
Dirac matrisleri Pauli spin matrislerine indirgenir (Sucu ve Unal 2007; Peter Collas 2019).
Metrik katsayilari icin (+, —, —) seklindeki bir isaret seciminde, sabit Dirac matrisleri Pauli

spin matrisleri cinsinden asagidaki gibi se¢ilebilir,
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Ucg bacaklilar aracilig1 ile, genellestrilmis Dirac matrisleri asagidaki gibi elde edilebilir,

Y (x)=¢, ()7, (u,p=0,1,2), (3.4)

ve bu matrisler, metrik diyagonal ise, asagida verilen antikomiitasyon bagintilarini saglar-

lar,

7. 7] = e2p*'0,

[y, y"] = 2¢""Ls, &= =1, (3.5)

¥ spinoriinii, ¥, = LY, seklinde doniistiiren bir L operatdrii tanimlanabilir. Burada L (x),
tic bacakli rotasyonlarinin uzay-zaman bagimli spindr temsilidir. Metrik katsayilar1 igin,

(+, —, —) seklindeki bir isaret se¢imi ile, spinoriin kovaryant tiirevi;
¥, =LY, +L,¥ (r=0,1,2),

seklinde olacagi i¢in, bir spindriin kovaryant tiirevi asagidaki gibi yazilabilir,
D)Y=1¥,+I¥Y, 1=012),

ve burada I'; spindr baglantilarin1 temsil eder. Spin baglant1 katsayilari (w;‘/l) asagidaki

gibi elde edilebilir,
wf/l = —e;l (Gﬂeﬁ - que,];) , (ALu,nk 1=0,1,2),
ve bu ifade yardimai ile, wy;,;

ekﬂvﬂelﬁ,

Wkia

u B
gﬁﬂekvﬁel ,

_ n B
- nkneﬁvﬂel ’

seklinde bulunur. Spindr baglanti1 katsayilari cinsinden, spinor baglantilar1 asagidaki ifade
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yardimu ile hesaplanabilir,

Ty = Ewigy®y! = Swi,ZK, S = L[y 1]

(u k,1=0,1,2.), (3.6)

ve burada ¢ (Peter Collas 2019), matris secimlerine gore pozitif yada negatif deger alabilir
(¢ = +1). Eger Dirac pargacigl dis bir elektromanyetik kuvvet alaninda (A,) hareket

ediyor ise, kovaryant operatorler;
ie
F/l - F# + %A/l,
seklinde yada,
ie
D/l - D,u + %A‘u,

seklinde degistirilebilirler. Bu operatorler icerisindeki e, ¥ alaniyla temsil edilen Dirac
parcaciginin elektriksel yiikiinii temsil eder.
2 + 1 boyutlu egri bir uzay-zamanda, dis bir elektromanyetik alan etkisinde

hareket eden fermiyonun dinamigi, asagidaki denklemle incelenebilir 3,
{y’“ (x) (aﬂ + ;—eA# (x) +T, (x)) + z%} ¥ (x) = 0.
C

Tiim bu bilgiler g6z 6niinde bulundurularak, etkilesen iki-Dirac par¢aciginin
dinamiginin incelenebilmesi icin, Eylem prensibi kullanilarak Kuantum Elektrodinamigin-
den tiiretilen Dirac-Coulomb tipi iki-par¢acik denklemi, genel bir uzay-zaman geometrisi

icin asagidaki formuyla ifade edilebilir (Barut ve Komy 1985; Guvendi ve ark. 2019),

(8D 1) 079 439 & (31 4 2) 20,300 =,
(D) _ [q1) | i (2) (D (2) _ (42 | i (D (2)
1T, —((9# + 5 A T )’ I _(aﬂ +5eAy T )’

a,u = ((1_0’ 01932763') £l (ﬂ = 07 ]-7 2’ 3) ) bq = %7 (q = ]-7 2) ”

. 4 o L . Ty .o . -
SBurada x, Dirac parcaciginin egri uzay-zaman geometrisindeki konum vektoriinii temsil eder (xo, X )
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ve bu denklem, etkilesen 3-Dirac parcacigindan olusan bir kompozit sistemin, 2 + 1
boyutlu genel bir uzay-zaman geometrisindeki dinamiginin incelenebilmesi i¢in asagidaki

gibi genisletilerek,

()/'“(DHLD + ibllg) ® )/0(2) ® ’)/0(3)‘1' + ’yo(l) ® (y”@)Hl(f) + ibglg) ® 70(3)‘1'
+yo(1) ® 70(2) ® (7“(3)1'[(3) + ibglg) Y=,
H(l) (6(1) + zel A(EX) F;(zl)) i H(2) (6(2) + zezA(eX) F}(f)) i
3) _ (43 (ex) (3)
Hu - (au + ’%’AJ _Fﬂ )’

0y =(00,01,02.), (u=0,1,2), by=25, (¢=1,2,3), (3.7)

3-cisim Dirac denklemi elde edilebilir (Barut ve Strobel 1986; Barut 1991).

Bu tez kapsaminda, birbirleriyle etkilesen 2 fermiyondan olusan, Ps, Exc gibi
ve 3 fermiyondan olusan Ps*, Exc* gibi kararsiz sistemlerin dinamigi (/ iyi kuantum say1s1
degil) incelenen sistemlerin dinamik simetrileri sebebiyle, 2 + 1 uzay-zaman boyutunda,
iki-cisim ve li¢-cisim Dirac denklemlerinin tam c¢oziimleri yapilarak incelenecektir.

Iki-cisim Dirac denklemi, genel 2 + 1 boyutlu egri bir uzay-zamanda elektro-

manyetik olarak etkilesen iki fermiyon i¢in asagidaki gibi yazilabilir ©,

{(y'“(l)l'l(l) + ibl) ® 70(2) + yo(l) ()/“@)H(Q) + lbg)} =(x1,%2) =0
(D) _ (50 4 ie 4@ ) @ _ (5@ 4 ie2 4O _
mY = (o + AR 1), 0P = (9 + 24l -1?),

aﬂ—( 51,02) (=0,1,2), by="5 (q=1,2),

burada, A, ve y* sirasiyla, elektromanyetik vektor potansiyelini ve genellestirilmis Di-
rac matrislerini temsil eder. Bu denklemde, parcaciklarin kiitleleri ve elektriksel yiikleri
my, e1, ma, ez ile temsil edilmistir. Z (x1, x2) her iki parcacigin konum vektorlerine bagl
olan (bi-lokal) spinor alanini temsil eder ve bu kiitleli bi-lokal alan, birbirinden farkli olan

ve her biri bir kiitleye sahip olan iki Dirac alaninin Kronocker yada tensor carpimi olarakta

6Burada (1) ve (2) etiketleri, sirasiyla birinci ve ikinci par¢acigi temsil eder.

16



MATERYAL VE METOD A. GUVENDI

adlandirilan direkt (®) carpimu ile,

E(x1,x2) = x(x1)®¢(x)= 1 (x1) ® A1 (x2)
Q (x1) As (X2)

Q; (x1) A1 (x2)
Q1 (x1) Az (x1)
Qg (x1) A1 (x2)
Qo (x1) Az (x2)

seklinde kurulur ve daha acik olarak asagidaki gibi ifade edilebilir,

Uy (x1,X2)
= (xx) = | V2 (1. %2) | (3.8)
wB (Xl,XQ)

Wy (X1,X2)

Bu denklem, 2 + 1 boyutlu genel bir uzay-zaman geometrisinde birbirleriyle elektroman-

yetik olarak etkilesen kiitleli iki Dirac parcacig1 (fermiyon) i¢in, acik olarak asagidaki gibi
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yazilabilen,

7" (x1) ® 9" (x2) [351) + 352) + %Aéz) (x1) + 16214(1) (XQ)] = (%1, X2)
- ol o] @™ (x2) B (%)
" 0 ® [y ) T (x2)| 2 (1. 32)

1 ) @90 (x2) (0" + AP (1)) B (1, x2)
[ e Y 0| @90 (x2) 8 (1, x2)
" 0 @71 (o) (017 + 241 (x2)) B (1, 2)
" ) ® [y ) TP (x2)| 2 (1. 32)

v (x0) ® 907 (o) (05 + AP (x1)) & (1, x2)
- [ G 1 0| @90 (x2) 8 (1, x2)

P @y (xo) (07 + 52450 (x2)) B (xixo)
—y0" (Xl) ® [ 2 (xp) T (X2)] E (x1,X2)

I’ {i%12 ® )’ (X2) A lm2c o (Xl) ® 12} = (Xl,x2) 3.9

4 x 4 boyutlu bir matris denklemidir. Egri bir uzay-zamanda, herbir parcaciga ait genel-
lestirilmis Dirac matrislerini elde etmek i¢in, oncelikle parcaciklarin uzay-zaman koor-
dinatlarina bagl olan ii¢ bacaklilarin el’.l (x) belirlenmesi gerekir. Egri bir uzay-zamanda
farkli konumlarda bulunan parcaciklarin uzay-zaman koordinatlari cinsinden yazilan met-
rik tensor g,5 (x) kullanilarak, ii¢ bacaklilar, uzay-zamanda farkl lokalizasyonlara sahip
her iki parcacik i¢in ayr1 ayr1 hesaplanabilir,

m = e el gl . ml = el el (x) gl ().

—(1) —(2)
(i js A, B=0,1,2), xl—(xg”, ) X2—(x52), ) (3.10)

Elde edilen ii¢ bacaklilar kullanilarak, genellestirilmis Dirac matrisleri asagidaki gibi, her

bir parcacik icin elde edilebilir,

u®? —p®@

1 @ —p(D)
o) = (x0)Y () = e (x) 7",

(u,p=0,1,2.). (3.11)
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2 + 1 boyutta, herbir pargacik i¢in uzay-zaman bagimsiz Dirac matrisleri ise agsagida acik

olarak verilmistir,

1 0
70<1> _ 7()(2) NN ’
0 -1
0 i
71(1) _ 71(2) — it = ’
i 0
0 -1
72 =527 gy = : (3.12)
1 0

Benzer sekilde, Dirac parcaciklarimin konum vektoriine baglh olan, spinor baglantilar:

', (x), her bir parcacik i¢in agagidaki gibi hesaplanabilir,

1 (1) (1)
F/(1 ) (Xl) - 4wkl) (X )7k / Wkl) (X )Zkl ( )s

k1D il 1 k(l) (D
Z (Xl) ) Y 5

2 12 _ (2)
M (x2) = fwig) (x2) ™ = Sl (x) 27 (x0),
Zkl( ) (X ) [ k(2) 1(2)]
(u,k,1=0,1,2.), e== (3.13)

Uzay-zaman geometrisini temsil eden ¢izgi eleman: i¢in ii¢ bacaklilardan
gelen katkilar, Denklem (3.4) kullanilarak hesaplanabilir ve Denklem (3.9)’ daki, sabit

Dirac matrislerinin direkt ¢carpimlari, katsayi isaretleri +, —, — seklinde secilen tiim uzay-

19



MATERYAL VE METOD A. GUVENDI

zaman geometrileri i¢in, Denklem (3.3)’ teki matris se¢imi kosulu ile, asagida verilmistir,

1 0 0 0 0 0 ¢ O
M _o®@ 0 -1 0 O O ) 0 0 0 —i
70 ®7’0 = , )/1 ®y0 = ,
0 0 -10 i 0 0 O
0 0 0 1 0 —i 0 O
0 01 O 1 0 0 O
0 00 -1 0 -10 O
—_9o(1) (2) _n(?2)
')/2 ® 70 = 5 IQ ® )’0 = s
-1 0 0 i 0 1 0
0 10 O 0 0 0 -1
0 i 0 O 0 10 0
n 1@ i 00 O D _o® -1 0 0
70 ®7’1 = . 70 ®72 = ,
00 0 —i 0 00 -1
00 —i O 0 01 0
10 0 O
01 0 O
7" el = (3.14)
00 -1 0
00 0 -1

Parcaciklarin uzay-zaman vektorleri x; ve x2 seklinde temsil edilerek, bu konum
vektorleri cinsinden kiitle merkezi-bagil hareket koordinatlar1 ve bu koordinatlarin dife-

ransiyel formlar1 agsagidaki sekilde tanimlanabilir,

1
R = 4; (m1x1 + mox2), T=X1—X3, M =my+my,

((1> 1) (1)) ((2) 2) (2))
X1: t,‘x’y b X2: t"x’y7

(1) . 2) - @
Ox, = ar,l + ﬁaR,,, axﬂ = _ar,, + ﬁaRﬂ, ax,l + ax,l = aRya

u
(1) (2)

a,#:%(mgaxﬂ-mlaxﬂ), 0= (%.0.0) (w=012). @1

Uzay-zamani temsil eden metrik tensor ve parcaciklar arasindaki etkilesme potan-
siyelleri goz oniinde bulundurularak, Denklem (3.10), Denklem (3.11), Denklem (3.12),
Denklem (3.13), Denklem (3.14) ve Denklem (3.15)’ ten gelen terimler, Denklem (3.9)’
da yerine yazilir ve ilgilenilen sistemin dinamigini veren ciftlenimli denklem seti elde

edilir.
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2 + 1-boyutlu diiz bir Minkowski uzay-zaman geometrisinde, etkilesen iki
parcacik icin, tamamiyle kovaryant formdaki iki-cisim Dirac denklemi, asagidaki gibi

yazilabilir,

[H(l) ® 70(2) N 7/o<1> ® H(Q)] W (x1,x9) =0,
HO = (yﬂu)Dl(ll) +ib112), H® — (yﬂ<2>Dl(l2) +ib212),
(1) _ [4@1) i (2) (2) _ (4(2) i D
Dy _(aﬂ +lhe_c1-A#)’ Dy _(6/1 + e A )’

bq = %, (q = 1,2) . aﬂ = (807 81’82) . (316)

Bu denklem ilk bakigta, tamamen kovaryant formda goriinmemesine ragmen, denklemde
O . . . . . .
kullanilan " Dirac matrisleri ashinda y*7n,, seklindedir. Burada n,, zaman boyutunu (ti-
melike) temsil eden vektdrdiir ve 17, = (100) igin, denklemin yazildig: form tekrar elde
edilebilir. Bu denklem, herbir parcaciga ait Dirac matrislerinin direkt carpimlan ile ku-
rulmustur (her bir parcacik i¢in ¥V ® y(?)) ve bi-lokal, kiitleli Dirac alani, ¥ (x1, x3),

asagidaki gibi tamimlanur,

D1 (x1,x%3)
Dy (1,

W (x1,x0) = ) (1) © O (x2) = | 20X | (3.17)
D3 (x1,x2)

Dy (x1,X2)

Parcaciklar arasindaki etkilesme potansiyeli Coulomb tipi bir potansiyel ise,

A, elektromanyetik vektor potansiyelinin bilesenleri asagidaki gibi tanimlanur,
Ag=V (x1 —x9), A1 =A2=0. (3.18)

Etkilesen iki-fermiyon sistemini ¢evreleyen tek katmanl bir dielektrik ortam var
ise, ortamin optik 0zelliklerinin homojen oldugu varsayimi ile, bu ortamin dielektrik kat-
say1s1 €. 7’ in sabit bir carpan olarak cebre dahil edilebilmesi miimkiindiir. Iki-fermiyonun

icinde bulundugu bu uzay-zaman geometrisi, kartezyen koordinatlar cinsinden asagidaki
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cizgi elemant ile temsil edilebilir,

ds® = dr® — €7, [dx® + dy?] . (3.19)

Bu uzay-zaman geometrisinde etkilesen iki-fermiyon sisteminin dinamigi iizerine
spindr baglant1 terimlerinden katki gelmeyecegi Denklem (3.13) ten kolayca goriilebilir.
Fakat, li¢ bacaklilar ve sabit Dirac matrisleri aracilif1 ile elde edilen genellestirilmis
Dirac matrisleri, bu uzay-zaman geometrisinin optik 6zelliklerine dair bilgi tagirlar (y# =
eliy®). Boylece, ortamin optik 6zelliginin, pargaciklar arasindaki etkilesme potansiyelini
modifiye edecegi goriilebilir. Denklem (3.19) ile temsil edilen uzay-zaman geometrisi
icin, genellestirilmis Dirac matrisleri, Denklem (3.10) ve Denklem (3.11) kullanilarak

elde edilebilir. Bu sekilde elde edilen genellestirilmis Dirac matrisleri asagida verilmistir,

YW=0g? = Ecrpio, y? = €erpio?. (3.20)
Eger, bu iki-fermiyondan olusan sistemin kiitle merkezi momentumu bir hareket
sabiti ise, Denklem (3.17) ile verilen bi-spinor ¥ (x1,x2)’ nin bilesenleri asagidaki gibi

tanimlanabilir,

D, (r,R,Ry) := F, (r) @, (R) e Ro,

@, (R) =R (p=1,2,34),

burada K kiitle merkezinin uzaysal momentumu ile 7K seklinde iligkilidir. Ry ve R ise,
sirastyla kiitle merkezinin zaman ve uzay koordinatlarimi temsil eder. Sistemin toplam
frekansi w ise, kiitle merkezinin zaman koordinat1 Ry’ a gore belirlenir, clinkii parcaciklar
arasinda bagil zaman farki yoktur. Denklem (3.16)’ y1, soldan y° ® ¥ ile carparak, keyfi

kiitlelere sahip, efektif bir dielektrik ortamda (izotropik) bulunan ve birbirleri ile etkilesen
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relativistik bir fermiyon-fermiyon sistemi icin asagida verilen matris denklemi elde edilir?,

A(r)-B eeffg_ —eeffg_ 0 0 -moK_ —m1K_ 0 Fy (r)
—eef@+ A(r) = Ab 0 —eeff}, i | mKe 0 0 -mk || RO,
€orfds 0 A +Ab egpa- | " ke 0 0 —mk_ || Fs(v) ’
0 €erfdr  —€errds A(r)+B 0 mK. mK., 0 Fy (1)

—~

0s=0, £ib,,, Ki=KiiKs, A(r)=(%-V(r),

B = (m1-;lm2)c’ Ab = W, (3.21)

burada 1 ve 2 alt indisleri uzaysal koordinatlari, V (r) parcaciklar arasindaki etkilesme
potansiyelini temsil eder, r ise bagil uzaysal vektordiir.

Denklem (3.21)’ in, biitiin, analitik bir ¢6ziimiiniin yapilabilmesinde iki temel
problem vardir. ik problem, kiitle merkezi durgun olsa bile (K = 0), pargaciklarin kiitle
farkindan kaynaklanir. Kiitle merkezinin durgun oldugu durumun olusabilmesi, parcacik-
larin birbirlerine gére zit momentum tagimalarini gerektirir. Parcaciklar aras1 etkilesme
potansiyeli sadece goreli radyal koordinata baghdir, fakat ikinci problem, m; = mg olsa
bile, kiitle merkezi momentumunun bagil hareket koordinatlar ile ¢iftlenmesinden kay-

naklanir (Berman ve ark. 2013). m; = mo durumunda, Denklem (3.21) asagidaki formda

yazilabilir,
R .
ef f Fy (r)
—(6+—i%) 0, A(r) 0 —(6_+i%) F5 (r)
feff = - = 0
0y +i% 0 A(r) a_—i% F3(r)
a LK S K, A(r)+B Fy (r
0 a++l7 _(6+_l7)_ % 4( )
(3.22)

Bu denklem, pargaciklar arasinda genel bir etkilesme potansiyeli terimi igerir ve
ilk bakista hareketli veya durgun, kiitleli veya kiitlesiz bir fermiyon-fermiyon sisteminin
dinamiginin arastiritlmasi icin kullanilabilir sekilde goriilebilir. Bu denklem, kiitlesiz bir
fermiyon-fermiyon sistemi i¢in kullanilamaz, ¢linkii Denklem (3.22), sadece m1 = mo # 0

kosulu altinda elde edilebilir. Fermiyonlarin kiitleli olmas1 kosulu ile, Denklem (3.22), bir

7Burada (y° ® ¥°).(y° ® ¥°) carpim1 4 x 4 boyutlu birim matris I’ ii verir.
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dielektrik ortamda (izotropik) bulunan, statik yada hareketli bir fermiyon-fermiyon siste-
minin dinamiginin arastirilmasi i¢in kullanilabilir. Burada parcaciklarin kiitleli olmalariyla
ilgili olarak yapilan tartisma ¢ok temeldir, fakat fenomenolojik olarak kurulmus bircok
iki-cisim Dirac hamiltonyeni i¢in, bu gereklilik goz ardi edilmistir.

Burada, en ilging durumlardan birisi kiitle merkezinin durgun oldugu durum-
dur (7K = 0). Esit kiitleli iki fermiyon i¢in, bu durum, fermiyonlarin birbirlerine gore zit
momentum tagimalarim gerektirir. Bu kismen daha basit bir durumdur, fakat bu durumda
herhangi bir c¢ift etkisi onem kazanir. Statik bir elektron-elektron sistemi (kiitleli) igin,

Denklem (3.22) ile verilen matris denklemi asagidaki forma indirgenir,

A(r)—2b eeffg_ —Eeffg_ 0 Fi(r)

—Eeffa.,. A (I') 0 —eeffa_ Fy (I‘) =0
6€ffa+ 0 A (I‘) Eeffa_ Fs (l‘)
0 Eeff3+ —Eeffa_,_ A(I‘)+2b Fy (l‘)

(3.23)

burada b = =< dir. Bu matris denkleminde, ikinci ve tigiincii satirin taraf tarafa toplanmasi
ile F3(ry1,ry) = —Fs(r1,r2) sonucu elde edilebilir. Fakat bu durum sadece ve sadece
* =V (r) # 0 ise dogrudur. Matematiksel olarak miimkiin goriinen diger bir durum
ise, w = ¢V(r) durumudur. Bu tez kapsaminda, sadece *- — V (r) # 0 oldugu durumla
ilgilenilecektir. Eger == — V (r) # O ise, F3 (r1,72) = —F (r1,72) olacag igin, Denklem

(3.23) agagidaki forma indirgenebilir,

A(r)=2b 2e.s70- 0 F1 (1)
—€crfOs A(r) —€cff0_ Fp(r) [=0.
0 2Eeff5+ A (l’) +2b Fy (I‘)

(3.24)

Goreli hareketin uzaysal koordinatlart (r1,72), F (r1,72) — Fg (r,¢) = Fg (r) €%, (g =
1,2, 3, 4.) seklinde doniistiiriilmiis spinor bilesenleri cinsinden, polar koordinatlarda (r, ¢)

yazilabilir. Pozitronyum ve Eksiton sistemleri temel olarak birbirlerine benzer yonler
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tasirlar. Her iki sistem, birbirlerine gore zit elektriksel yiike sahip leptonlardan olusur
ve tamamiyle leptonik yapidan kaynakli olarak bu sistemler, ¢ekici Coulomb kuvveti
nedeniyle ¢okerek bozunurlar. / = 0 kosulu, her bir pargaciga ait dalga fonksiyonlarinin
tist tiste binme kosulunun saglanmasi anlamina gelir ve bozunma durumu ile ilgili bilgiler
! = 0 kuantum durumlan ile elde edilebilir. Pozitronyum ve Eksiton, relativistik iki-
fermiyondan olusan sistemlerdir ve bu sistemlerin miimkiin tiim spin 6z-durumlari, asagida

verilen operatorler kullanilarak kurulabilir,

85 = 0y, T i0y, = €79 (¢£a¢ + a,) : (3.25)

burada verilen 0_ ve 0. sirasi ile spin alg¢altma ve spin yiikseltme operatorleridir. Bu
operatorler kullanilarak, sistemin bagil hareketini veren denklem sistemi asagidaki gibi

elde edilebilir,

(A(r)=2D) F1 (r,¢) +2€.¢7 (f +0,) Fa (r) =0,
A(r) Fy(r) +€esy (3= 0r) F1(r, )
—€cff (240,) Fy(r,¢) =0,
(A (r) +20) Fy (r. ) — 2€ess (£ = 8,) Fa (r) =0,

burada,
Fi(r,p)=Fi(r)e'?, Fi(r,¢)=Fy(r)e,

seklindedir ve s ise relativistik iki-fermiyondan olusan kompozit sistemin toplam spin
kuantum sayisidir. Eger parcaciklarin spinleri anti-simetrik ise (singlet-kuantum durumu)
(s = 0), bu denklem sistemi en simetrik haline indirgenir. Bu durumda, elde edilen

ciftlenimli denklem sistemi asagidaki gibi yazilabilir,
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A(r) Fy (ro¢) = 2bF- (r. ) +dec 13, Fo (r) = 0,
A(I")F_ (r,¢)—2bF+(r,¢) :O,

A(r) Fo (r) — €efp0:Fy (r, ) =0,

burada,
Fi(r,¢) = F1(r) e’ £ Fy(r)e™,
Fo(r)=Fa(r).
Cekici bir Coulomb potansiyeli araciligi ile (V(r) o« —a/r) etkilesen bir
elektron-pozitif elektron sistemi icin, z = —(wr)/(ac) seklinde boyutsuz bir bagimsiz

degisken tamimlanabilir. Yeni tanimlanan bagimsiz degisken cinsinden, bu c¢iftlenimli

denklem sistemi asagidaki gibi elde edilebilir 8,

1P, (2.6) — 2P (2.¢) - “LLo.Fy (2) =0,

ELF (z.¢) — 2¢F, (z.¢) =0,

LR (2,¢) + “LLOFy (2.¢) =0,

ve bu denklem sistemi, F, (z) i¢in ¢oziilerek dalga denklemi elde edilir,

1 1 a? z—1)%  4b3c?
02F, () + (4 - ok @)+ (- F o =0
z z-1 €ty b w

(3.26)

Spinor bileseni igin,

Y nV4b262—w2Z~
F+ (Z) :ngeffe 2weeff FZ (Z),

8Burada « boyutsuz ciftlenme gerilimidir.
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seklinde bir ¢ozlim Onerisi yazilarak, Denklem (3.26) asagidaki forma indirgenebilir,

+p

~ 1 1+ ~ A y o~
O2F. () + (k+ — + Yo F. () + (C+ —)F. (2).
z—1 z z-1

(3.27)

Denklem (3.27) Heun diferansiyel denklemlerinin basit bir seklidir. Bu denklem, z = 0 ve
z = 17 de regiiler tekillige, z = oo’ da ise irregiiler tekillige sahiptir. z = 0 regiiler tekil
nokta civarinda, Denklem (3.27), 8 parametresinin tamsay1 olmamasi kosulu altinda, lineer

bagimsiz iki ¢6ziim fonksiyonuna sahiptir. Bu ¢6ziim fonksiyonlar1 asagida verilmistir,
F. (2) = CiHeunc(k, B,y,6,1,2) + Coz PHeunc (k, -, v, 6,1, 2),

burada C; ve C» keyfi sabitlerdir. Kullanilan parametreler arasindaki iliski asagidaki

denklemler ile verilir,

A:ﬂ+§(f<—7)—n,

+ B+
d AT Y

5 §(K+ﬁ)+5+n.

Denklem (3.27) yeniden diizenlenerek,

2z-DH +[kz(z-D+Q+p)(z- D)+ (1 +y)z] H
+[A(z=1)+vz] H=0,

(3.28)

denklemin z = 0 regiiler tekil noktasi civarindaki ¢éztimleri, Frobenius metodu kullanila-

rak elde edilebilir. Coziim fonksiyonu H(z) igin,
H(z) = ) anZ",

N=0

seklinde bir ¢6ziim Onerisi yazilabilir ve Denklem (3.28) asagidaki sekilde elde edilir,

f {(1+N+B+y—-«)N -2AyayzZ" - f {(N+B)N}ayzN-1
N=0 N=0

+ 3 {kN + A+ v}yayzN*L.
N=0
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Bu denklem diizenlenerek,

S AN+B+y -6 (N=1) = Ay ay1ZV"' = 3, {(N +B) N} ayz"~!
N=0 N=0

+ 3 {k(N=2)+A+v}ay_oZN 1,
N=2

katsayilar icin, a_1 = 0 ve ag = 1 baglangi¢ kosullari ile asagidaki ti¢ terimli tekrarlama

bagintis1 elde edilebilir,
Ayay = Byay-1 + Cyay-2,

burada,

seklinde bulunur ve N > 0 icin bu katsayilarin sonlu kaldig1 gosterilebilir,

Ay = 1,
BN:>1,

CN:>O.

Heunc fonksiyonlarinin N > 0 dereceden polinom olabilmesi i¢in gerekli kosul asagida

verilmistir (Vieira ve Bezerra 2016; Fiziev 2009),

(N+1+ﬁ;7);<:—5, (3.29)

ve bu kosul ile incelenen sistemin enerji spektrumu elde edilebilir.
Etkilesen 3-Dirac parcacigindan olusan bir kompozit sistemin, 2 + 1 boyutlu
genel bir uzay-zaman geometrisindeki dinamigi, asagida verilen kovaryant 3-cisim Dirac

denklemi ile incelenebilir (Barut ve Strobel 1986; Barut 1991),
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(D +ibil) @97 @y e+ @ (I + iboly) @ "
yg(l) ® )/0(2) ® (7“(3)1_[(3) + ingQ) P =,
H(l) (6(1) + lelA(ex) 1—,(1)) H(2) (6(2) 4 le2 A(ex) F(2))
: mo)e
3) _ (50 4 (ex) _ (3)
g (8 leg, A#ex T )
mgycC

aﬂ - (8?0’ 61a 82) ’ (/J = O? 1a 2) s bq = T’ (q = 1’ 2’ 3) ’ (330)

burada y“(q) ile genellestirilmis Dirac matrisleri, A/(fx) ile her bir fermiyon i¢in dis elektro-
manyetik potansiyeller ve I5 ile 2X2 boyutlu birim matrisler temsil edilmistir. ¥ (x1, X2, X3)

kompozit alant asagidaki gibi, kiitleli 3-Dirac alaninin direkt carpimi ile elde edilir,
W (x1,%2,%3) = ¢ (x1) ® x (x2) ® O (x3) .

Denklem (3.30) ile verilen 3-cisim Dirac denklemi, tek-zamanl1 bir denklemdir. Bu durum,

denklemin daha acik olarak asagida verilen sekilde yazilmasi ile kolaylikla goriilebilir,

(1) (2) 3) 1 2 3
Y ey ey (p8)+pé)+p6))‘I’(X1,xQ,XS)

02

-micly @y ® 70( >‘P (Xl, X2, X3)

02

) @) ()
—mocy? @I ® YW (x1,x2,x3) —m3cy? @YY @ L (x1, X2, X3)

(1) (2) (3) (1) (2) 3)
[7" p,ﬁl)]@bvo ® y' W (x1, X2, x3) + 7" [7" p,(f)]éwﬂ ¥ (x1,X2,X3)

(1) (2) 3) (3
+" @0 [7" p,ﬂ)]‘P(X1,X2,X3)=O, (k=1,2.).

Denklem (3.1) ile temsil edilebilen diiz Minkowski uzay-zaman zemini i¢in,
', spindr baglantilar1 sifir olur. Coulomb tipi potansiyeller araciligi ile etkilesen bu li¢
fermiyon i¢in, genellestirilmis momentum operatorlerinin bilegenleri asagidaki sekilde

yazilabilir,
péf]) ik (a(()CI) " l-eq?if)x) ’ (q) lha(q) pé(J) ihaz(Q)’ (g=1,2,3.).

Kiitle merkezi momentumu P = p; + py + p3 seklinde tanimlanarak, esit kiitleli 3
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fermiyondan olusan Ps* ve Exc* gibi sistemler i¢in, 3-cisim Dirac denklemi yazilabilir,

)’O(l) ® ’)’0(2) ® 70(3) PO\P
—mc (12 ® y0(2) ® 70(3) + yO(D L ® y0(3> + )/0(1) ® 70(2) ® Ig) ¥
W (1 W (1 @) 3) 1 @ (2 @ (2 3)
+[71 p§)+72 p;)] 2" @07y 10" g [7,1 p(1)+)/2 Pg)] ® y0

(1) (2) 3 (3 3 (3
+" ®y" ® [)/1 pg ) + 2 p;)]‘P:O.

Ikinci fermiyonun, koordinat sisteminin orjininde ve durgun oldugu durum igin, bu denk-

lem asagidaki sekilde yazilabilir,
{K (8,/c) +ibB + Co, + ﬁay} ¥ (1,x) = 0,

burada tanimlanms olan A, B, C ve D operatorleri 8 X 8 boyutlu matrislerdir. Denklem

(3.12) ile verilen matris se¢cimleri i¢in, bu matrisler acik olarak asagida verilmistir,

_ ot R o* Oy
A ,

(0 -0t ot

oo+ [Ia® o, 04

=]
I

b

04 0'Z®O'Z—[12®O'Z]+

— -0t Qic* 0t ®o* — -0t Qioc? c*Ro0*
C = s D =
ic°®@o0* o*ic* -0t o* o*ioc?

b

0 0
04 = " [12®O'Z]+=IQ®O'Z+O'Z®IQ.
00

Kompozit Dirac alani,
¥ (1,x) = e ™MD (x),

seklinde tanimlanabilir ve kiitle merkezinin durgun oldugu durum i¢in, 3-cisim Dirac
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denklemi agsagidaki hale indirgenebilir,

1 0 0 0 300 O 0 o- —-0- 0
0 -1 0 O 000 O o, 0 0 o
ot X e(r)y—>b + Y (x) =0,
0 0 -10 000 O -9, 0 0 -0-
0 0 0 1 000 -3 0 o0+ -0, O
0+ = (ax + iay)

Bu denklem, miimkiim spin durumlarinin kurulabilmesi i¢in, Denklem (3.25) ile verilen
spin alcaltma ve yiikseltme operatorleri kullanilarak, polar koordinatlar cinsinden yazila-

bilir,

€(r) Fy (r,¢) = 3bF_(r,¢) +46,Fy (r) =0,
e(r)F_(r,¢)—3bF+(r,¢) =0,
€(r)Fo—j/rF-(r.¢) = 6,F, (r) =0, (3.31)

burada,

Fo(r,¢)=F1(r)e?+Fy(r)e™™, F_(r,¢)=F (r)e'? —Fy(r)e™,

Fo(r)=Fa(r)==-F3(r), €(r)=w/c=Vr(r)),

seklinde tammmlanmustir, V7 ise parcaciklar arasindaki toplam etkilesme potansiyelini tem-
sil eder. Denklem (3.31) ile verilen c¢iftlenimli denklem sistemi F, i¢in c¢oziilerek 2.

mertebeden tiirevli bir dalga denklemi elde edilir,

. 2 052 . .
GPF, (r) + |1 = 20| 0P () 4 [0 - 20— | F () = 0.

Parcaciklarin sadece Coulomb tipi potansiyeller araciligi ile etkilestigi diisiiniiliirse, (V (r) =

—%), spinor bileseni asagidaki gibi tanimlanabilir,

F.(r)=F (r)e” P g ,

™
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ve y = —2= seklinde bir boyutsuz bagimsiz degisken tanimlanarak, dalga denklemi agag:-

daki halde elde edilebilir,

020 () + @+ B2+ L2 o () + |4+ 2| w () =0,

(3.32)

burada kullanilan parametreler su sekildedir,

2

S=A+A-QEE2 5 T
Q=2V0p22 -2 B=-j2-7° e=-2

) .
=(1+B) Q- Bresbe) A =142 1

Denklem (3.32)’ nin lineer bagimsiz ¢oziimleri asagidaki gibi, Heun fonksiyonlar: cin-

sinden elde edilmistir,

v (») = Q1He(Q, B, .6, H,y)+%Hc<sz _B.e,6.1Ly).

burada Q1 ve Q2 keyfi sabitlerdir. Denklem (3.29) kullanilarak, incelenen sistem i¢in

enerji spektrumu elde edilebilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu kisimda, esit kiitleye sahip, etkilesen, 2 ve 3 fermiyondan olusan, Ps, Exc,
Ps*, Exc* gibi kompozit sistemler i¢in, bu sistemlerin dinamik simetrileri géz oniinde
bulundurularak, matematiksel modeller gelistirilecektir. Ilk olarak, etkilesen bir fermiyon-
antifermiyon c¢iftinden olusan Ps ve Exc gibi notral kompozit sistemler, 2 + 1 boyutlu diiz
bir Minkowski uzay-zaman geometrisinde incelenecektir. Vakum durumunda elde edilen
enerji spektrumu fenomenolojik olarak modifiye edilecek ve etkilesen fermiyon-fermiyon
sistemini ¢evreleyen bir dielektrik ortamin varliginda enerji seviyelerindeki degisimler
arastirilacaktir. Daha sonra, dielektrik madde ortaminda bir Eksitonun dinamigi arastiri-
lirken, madde ortamini temsil eden bir uzay-zaman geometrisi tanimlanacak ve fenome-
nolojik olarak elde edilen spektrum, matematiksel olarak temellendirilecektir. Elde edilen
sonugclar giincel literatiir ile kiyaslanarak detayl: bir sekilde tartisilacaktir. Tez kapsaminda
kullanilan iki-cisim Dirac denklemi genel bir uzay-zaman geometrisine adapte edilerek
birkag farkli fiziksel 6zellige sahip uzay-zaman geometrisinde fermiyon-fermiyon sistem-
leri arastirilacak ve uzay-zaman zemininin bu sistemler lizerindeki etkileri tartisilacaktir.
Son olarak, fermiyon-fermiyon sistemleri icin gelistirilen metod, 3-Dirac pargacigindan
olusan sistemlerin incelenebilmesi i¢in genisletilecek ve Ps*, Exc* gibi etkilesen 3 Dirac
parcacigindan olusan kararsiz kompozit sistemler i¢in genel bir enerji spektrumu elde

edilecektir.

4.1. Spin anti-simetrik bir fermiyon-antifermiyon cifti icin matematiksel model

2 + 1 boyutlu diiz bir Minkowski uzay-zamaninda elektromanyetik olarak
etkilesen iki fermiyonun dinamigi, Denklem (3.16) kullanilarak incelenebilir®. Denklem
(3.16)’ da, elektromanyetik vektor potansiyeli ve genellestirilmis Dirac matrisleri sirasiyla
A, ve y# ile temsil edilmig, parcaciklarin kiitleleri ve elektriksel yiikleri m1, e1, mo, €2
ile verilmistir. Parcaciklar arasindaki etkilesme potansiyelinin Coulomb tipi bir potansiyel
oldugu diisiiniilerek, elektromanyetik vektor potansiyelinin bilesenleri Denklem (3.18) ile
verilen sekilde secilir.

Denklem (3.1) ile temsil edilebilen (2 + 1) boyutlu bir uzay-zamanda, Denklem

9Gerekli tiim kuramsal bilgiler 3. Boliimde verilmistir.
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(3.5) ile verilen cebri saglayan matrisler, Pauli spin matrisleri cinsinden Denklem (3.3) ile
verilmigtir. Kiitle merkezi ve bagil hareket koordinatlarinin ayrimi i¢in, Denklem (3.15)
ile verilen ifadeler kullanilarak, kiitle merkezi momentumunun bir hareket sabiti oldugu

durum i¢in, bi-lokal Dirac alaninin bilesenleri agsagidaki gibi tanimlanabilir,

—

¥, (1 R) =6, () g, (R] %,

0, (R) =e KR (p=1,234). (4.33)

Burada Ry ve R sirasiyla, bu kompozit sistemin 6z (proper) zamanini ve kiitle merkezinin
uzaysal koordinatlarini temsil eder. K kiitle merkezinin momentumu ile (#K) seklinde
iligkilidir. Denklem (3.14) ve Denklem (3.16)° dan goriilebilecegi gibi, pargaciklar arasinda

bagil bir zaman farki yoktur.

4.1.1. Radyal Denklemler

Kiitle merkezinin durgun oldugu bir referans sisteminde (rest frame), Denklem
(3.14), Denklem (3.15) ve Denklem (3.16) kullamlarak, esit kiitleli (my = mo = my),
Coulomb tipi ¢ekici bir potansiyel (—) aracihif1 ile etkilesen iki fermiyon igin, agagidaki

gibi ciftlenimli bir denklem seti elde edilir,

(A(r) =2b) &1 (r1,12) = 0785 (r1,r2) + 07&3 (r1,12) =0,
A(r)éy (r1,ra) + 0% (r1,r2) +07&4 (r1,12) =0,
(A(r)+2b) &y (r1,72) —0%Ey (r1,12) + 07€5 (r1,12) =0,
A(r) &3 (ri,ra) = 0%¢, (r1,r2) =078, (r1,r2) =0,

ve burada kullanilan kisaltmalar su sekildedir;

A(r) = (%—V(r)), Vr)=-¢

r’

_mrc¢ _ e F_ —
b=, a=g, 0= (0, Fi0y,) .

Incelenen, Ps ve Exc gibi sistemler kararsiz, tamamen leptonik yapida olan kompozit

sistemlerdir. Bu sistemler, parcaciklar arasindaki ¢ekici Coulomb kuvveti sebebiyle ¢o-
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kerler yani bu sistemler i¢in / iyi bir kuantum sayis1 degildir. Esit kiitleye sahip, ¢ekici
bir Coulomb potansiyeli araciligi ile etkilesen iki fermiyon i¢in miimkiin olan tiim spin
kuantum durumlari, polar uzay-zaman geometrisinin acisal simetrisi kullanilarak kurula-
bilir. Relativistik iki fermiyondan olusan kompozit sistemin miimkiin tiim spin durumlari,

asagida verilen acisal momentum yaratma (") ve yok etme (0~) operatorleri kullanilarak,
: i i
Oy, Fi0y, =™ (¢—a¢ + a,) ,
r

doniistiiriilmiis spinor bilesenleri (polar koordinatlar (r, ¢)) cinsinden asagidaki gibi ta-

nimlanabilir,

fp(rl,rg)—>§p(r,¢):z//p(r)eis¢, (p:1’2’3’4')'

Denklem (3.24), vakumda (€. sy = 1), birbirleri ile ¢ekici bir Coulomb potansiyeli araciligt
ile etkilesen ve bir fermiyon-antifermiyon ¢iftinden olusan spinsiz kompozit bir sistem i¢in

asagida verilen denklem setinin elde edilebilecegini agik sekilde gostermektedir,

A1), (r,¢) =By _(r,¢) +406,4 (r) =0,
/l(r)¢’_(r,¢)—3¢+(”a¢) :O,
A(r) o (r) + 0,4, (r,¢) =0, (4.34)

burada kullanilan tantmlamalar su sekildedir;

Yo (r,g) =y (r) el £y (r)e?,

Yo (r) =vs(r), B:#-

4.1.2. Frekans spektrumu

Bu kisimda, cekici bir Coulomb kuvveti ile etkilesen, esit kiitleye sahip iki
fermiyondan olusan, spinsiz nétral bir kompozit sistem icin, Denklem (4.34) ile verilen
denklem sisteminin tam ¢oziimleri yapilarak pertiirbatif olmayan bir frekans spektrumu

elde edilecektir. Denklem (4.34)’ te verilen ¢iftlenimli denklem sistemi ¢ (r) i¢in ¢ozii-
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lerek, ikinci mertebeden tiirevli dalga denklemi elde edilir,

[0, (r)] A(r)* - B

2 —
5rlﬁ+(r)—warlﬁ+(r)+T%(r) = 0.

Bu dalga denklemi, spindr bileseni i¢in,

r A[R2,2_,,2 ia
3¢ B4cc—w

lﬁ+(r)=€_ r7§+(r),
seklinde yapilan bir tanim altinda ve z = -2~ seklinde bir bagimsiz degisken doniisiimii
yapilarak asagidaki formda yazilabilir,
1+ 1+« A A
026, (2) + e+ 1re g 0, (D) +|—+ —] £, (2)=0. (4.35)
Z z—1 z z-1

Bu denklem, daha once 3. Boliimde seri ¢oziimii ve enerji kuantizasyon kosulu verilen,
Heun diferansiyel denkleminin en basit formu seklinde elde edilmistir. Denklem (4.35)

te kullanilan parametreler arasindaki iligki su sekildedir,

A=(1+0)5- ({+K2+§K) _, 5:A+A—e(§+§+2),

2 2

— — . — — (07 — 04
e=9VB%? —w?, (=-ia, k=-2, 6=-%, 1=1+%.

Denklem (4.35) i¢in, linear bagimsiz ¢oziim fonksiyonlar1 agagidaki sekilde elde edilir

(Vieira ve Bezerra 2016; Fiziev 2009),
Co
§+ (Z) = Cch(S, ga K, 6’ L Z) + ZTHC(E’ —{, K, 6a L, Z),

burada C; ve Co keyfi sabitlerdir. Asimptotik olarak kabul edilebilir olan fiziksel ¢6ziim

ikinci ¢oziimdiir ve bu ¢oziim fonksiyonu i¢in, polinom olma kosulu asagida verilmistir,

(l’l+1+§;-K)8=—5.
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Cizelge 4.1. p — Ps sistemi icin [ = 0 enerji seviyelerinin yasam siireleri

Im w, [Hz] Tn [ 5]

7,552424 x 1013 0, 013240 x 10712
9, 440860 x 102 0, 105922 x 10712
2,797310 x 1012 0,357486 x 10712
1,180117 x 1012 0,847373 x 10712
6,042209 x 10 1,655023 x 10712

G W N~ 3

Bu ifade yardimiyla pertiirbatif olmayan frekans spektrumu elde edilir,

(4.36)

3
2mf02 nt + %n%ﬂ — it
w(n,a)= .

h nt +n2a?

Bu frekans spektrumu, incelenen kararsiz sistemin, miimkiin olan tiim / = 0 enerji diizey-
leri icin, sirasi ile reel ve soniimlii modlarini veren, reel ve imajiner kisimlari igerir. Bu
kompleks spektrumlar, literatiirde, "quasi-normal-modlar" olarak adlandirilirlar. Denklem

(4.36) kullanilarak sistemin enerji spektrumu asagidaki sekilde elde edilebilir,

¢i7, (4.37)

E(na)= 2mfc2

1
nd + %a2n6 + %a4n4 +a%n?/64 |7
n8 + 2a2nb + atnt

burada kullanilan kisaltma asagida verilmistir,

Clgl’l

8nt + 6a2n?

Hztan_l[ ],n>1.

Elde edilen bu modlar, bu tiir sistemlerin tiim zamanlarda var olamayacagini soyler. Bu fre-
kans spektrumu zamanda exponansiyel olarak soniimlenen titresimleri verir. Yani 6zetle,
Denklem (4.36) ile verilen kompleks frekans ifadesindeki imajiner kisim (tersi), sistemin
bozunma siiresini (7) verir (7 o« m). Bu spektrum kullanilarak, bir p — Ps sisteminin
miimkiin birka¢ [ = 0 enerji seviyesi icin, hesaplanan yasam siireleri Cizelge 4.1.” de,
baglanma enerjileri ise Cizelge 4.2.” de listelenmistir. Ayrica, / = 0 enerji diizeyleri ara-
sindaki gecisler i¢in, gecis frekanlar1 ve bu sistemin bir enerji durumundan bagka bir enerji
durumuna ge¢mesi icin gerekli siireler hesaplanmis ve Cizelge 4.3.° te listelenmistir.

Fenomenolojik olarak, bu p — Ps sistemini ¢evreleyen homojen bir dielekt-
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. 2 . . . o . .
Cizelge 4.2. a = ZMEEW icin p — Ps sisteminin baglanma enerjisi degerleri

Ey [eV]

-6, 802617
—-1,700810
-0, 755846
-0, 425046
—-0,272129

Ol W N~ | B

Cizelge 4.3. Gecisler icin gerekli frekans degerleri ve siireler

ng —ny Awy [Hz] AT [s]

251  12,33624903 x 10 0,092682 x 10712
31  14,62116301 x 101 0, 344246 x 10712
41  15,42103427 x 10*  0,834133 x 10712
5—1  15,79078612 x 10™ 1,641783 x 10712
352  2,284913976 x 104 0, 251564 x 10712
4 -2  3,084790511 x 101* 0,741451 x 10712
5—2  3,454437091 x 10** 1,549101 x 10712
4—3  0,799871258 x 1014 0,489887 x 10712
5—3  1,699623113 x 104 1,297537 x 10712
5—4  0,369751854 x 10'* 0,807650 x 1012

rik ortam diisiiniilebilir. Sistemi cevreleyen bu ortamin optik yada elektriksel ozellikleri,
ortamin efektif dielektrik katsayisi (€,,) ile temsil edilerek, bu sistem iizerinde, madde or-
tamindan kaynaklanan etkiler tartisilabilir. Boyle bir dielektrik ortamin varliginda, parca-
ciklar arasindaki elektromanyetik ¢iftlenme geriliminin degeri, ortamin optik 6zelliklerine
gore degisecektir ( a.rp — %). Bu dielektrik madde ortaminin, elde edilen spektrumu
nasil degistirdigini agik¢a gormek i¢in, Denklem (4.36) a’ ya gore kuvvet serisine agilarak

asagidaki gibi yazilabilir,

(4.38)

2 3
2m pc? Yerr  Yers
w (n,aeryp) ~ 1 - )

h 8n2 18113

Bu ifadede ilk terim, iki esit kiitleli fermiyondan olusan bir kompozit sistemin toplam
durgun kiitle enerjisini, ikinci terim bu sistemin relativistik olmayan baglanma enerjisini
verir (para-Pozitronyum i¢in yaklasik olarak 6, 803 eV). Denklem (4.33) ile verilen tanim

kullanilarak, Denklem (4.38) ile verilen spektrumun son terimi araciligi ile, her bir mod

38



BULGULAR VE TARTISMA A. GUVENDI
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Sekil 4.1. Dielektrik madde ortamina gore yasam siirelerinin degisimi
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Sekil 4.2. Dielektrik madde ortamina gore baglanma enerjilerinin degisimi

i¢cin soniim siireleri yaklagsik olarak asagidaki ifade yardimi ile hesaplanabilir.

4 nd a
T(naepyr) prr e R (4.39)
eff

Bu ifade, dielektrik ortamin sistem tizerindeki etkisinin agik¢a goriilebilmesi icin yazil-
mustir. Relativistik diizeltmeleri iceren yasam siiresi degerleri Cizelge 4.1.” de, baglanma

enerjileri ise Cizelge 4.2.” de listelenmistir.
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4.1.3. Tartismalar

Burada, esit kiitleye sahip, Coulomb tipi cekici bir potansiyel araciligi ile
etkilesen bir fermiyon antifermiyon ciftinden olusan ve toplam spini s = 0 olan nétral
kararsiz kompozit sistemler i¢in matematiksel bir model gelistirilmistir. Bu model tama-
miyle kovaryant formda olan, eylem prensibi aracilig1 ile Kuantum Elektrodinamiginden
tiiretilmis olan iki-cisim Dirac denklemin, 2 + 1 boyutlu diiz bir Minkowski uzay-zaman
geometrisinde etkilesen bir fermiyon-antifermiyon cifti i¢in yapilan tam ¢éziimleri tizerine
kurulmustur. Denklem (4.34) ile verilen ¢iftlenimli denklem sistemi kullanilarak, toplam
spinin s = 0 oldugu durumda ikici mertebeden bir dalga denklemi elde edilmistir. Cekici
bir Coulomb tipi etkilesme terimi icin, elde edilen dalga denklemi herhangi bir yaklasiklik
olmadan ¢oziilmiig ve pertiirbatif olmayan bir enerji spektrumu elde edilmistir. Elde edilen
spektrum, kuasi-normal-modlar olarak adlandirilan kompleks bir spektrum formundadir.
Literatiirdeki 6nemi ve aktif bir arastirma alan1 olmasi sebebiyle, elde edilen spektrum bir
p — Ps sistemine adapte edilmistir. Bu spektrum bir p — Ps sisteminin tiim temel 6zellikleri
yansitmaktadir fakat radyatif diizeltmeleri icermez. Ilgili literatiirde ilk olarak, tek bir ma-
tematiksel model ile, bir ¢ok farkli kuantum durumu i¢in sistemin baglanma enerjileri ve
bu kuantum durumlarinin, sistemin 6z zamanina gore Ol¢iilen soniimlenme siireleri elde
edilmisgtir. Ayrica bu spektrum, bir p — Ps sistemi kendi kendisini yok ettikten sonra agiga
cikan anhilasyon fotonlar1 tarafindan tasinan toplam enerjiyide agik sekilde vermektedir.
Vakum ortaminda, bir ka¢ n degeri i¢in elde edilen baglanma enerjileri, yasam siireleri ve
miimkiin gecisler icin bulunan gecis siireleri sirasiyla Cizelge 4.2., Cizelge 4.1. ve Cizelge
4.3. te listelenmistir. Denklem (4.37), Denklem (4.38) ve Cizelge 4.2.” den goriilebilecegi
iizere, anhilasyon fotonlar1 tarafindan taginan toplam enerji degeri, vakum ortamindaki bir
p — Ps sistemi icin E,,,, = 2m.c? —|E1| seklinde elde edilmistir. Bu sonug literatiirde daha
once tahmin edilen sonuglart dogrulamaktadir (Asoka-Kumar ve ark. 1996). Fakat, her bir
! = 0 kuantum durumu i¢in elde edilen yasam siireleri bu sistemin toplam yasam siiresini
vermez. Elde edilen yasam siireleri, sistemin deneysel olarak olciilen toplam bozunma
stiresinin kiigiik bir kismina dair bilgi verir. PALS ¢alismalarindan bilindigi tizere, madde
ortamindaki bir p — Ps sistemi i¢in Ol¢iilen toplam anhilasyon enerjisi degerleri ve toplam

bozunma siiresi degerleri madde ortaminin elektron yogunlugu, uzay-zamanin izotropisi
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ve madde ortamindaki atomlar arasi serbest bosluklara baglh olarak degismektedir. Rad-
yoaktif kaynaklar araciligi ile elde edilen pozitronlar, bir madde ortamina girdiklerinde,
bir kag fiziksel siire¢ sonucunda kinetik enerjilerini kaybederek termalize olabilirler. Yada
madde ortaminin elektron yogunluguna bagl olarak direkt bir elektron tarafindan yok
edilebilirler. Termalize olan bir pozitron, ¢ekici Coulomb kuvveti nedeniyle en yakinin-
daki bir elektron tarafindan yakalanarak bir Ps sistemi olusabilir. Pozitronlarin madde
ortamlarinda termalizasyon siireleri kabaca, bir ka¢ ps olarak bilinmektedir (Tao 1972).
Fakat herhangi bir Ps sistemi i¢in, sistemin hangi kuantum durumunda olustugu ve olusan
kuantum durumu iizerinde, madde ortamindan kaynaklanan etkiler tam olarak hesap-
lanamamaktadir. Fenomenolojik olarak, bir p — Ps sistemini ¢evreleyen, homojen bir
dielektrik ortam diisiinebiliriz. Bu ortamin elektrik yada optik 6zellikleri, bir dielektrik
katsay1 seklinde diisiiniilerek, madde ortamindan kaynaklanan etkiler tartigilabilir. Ozet
olarak, herhangi bir dielektrik ortamda (izotropik), parcaciklar arasindaki elektroman-
yetik ciftlenme gerilimi, madde ortamindan kaynaklanan perdeleme etkileri nedeniyle
efektif bir deger alarak, vakum durumuna kiyasla, sistemin reel salinimlar1 ve sontimlii
salimmlar degistirilecektir. Bu etki @ — a.rr, (aerr = %) seklinde diisiiniilebilir. Elde
edilen spektrum, bu yaklasim ile modifiye edilerek, farkli dielektrik sabiti degerleri igin,
baglanma enerjileri ve modlarin soniimlenme siireleri hesaplanmistir. Madde ortamu, bir
perdeleme etkisi yaparak sistemin baglanma enerjisi degerlerini azaltir ve bu sebeple sis-
temin toplam yasam siiresini uzatir. Bu etkiler, Sekil 4.2. ve Sekil 4.1.” in, Cizelge 4.1.
ve Cizelge 4.2. ile karsilastirilmasi ile acik sekilde goriilebilir. Bu sekilde, taban durum
icin baglanma enerjisi degeri (negatif) azalacaktir. Bu nedenle, biiyiik dielektrik sabiti
degerleri icin, anhilasyon fotonlar1 tarafindan taginan toplam enerji, sistemin toplam dur-
gun kiitle enerjisi degerine yaklasir. Elde edilen sonuglar, ilgili literatiir ile uyumludur ve
gelistirilmis dedektorler aracilifi ile, prensip olarak, dokularda, homojenligin bozulmasi,
elektronegatifligin artmasi ve morfolojik yapinin degisimi gibi etkilerin erken dedekte
edilebilmesine yonelik bilgiler saglamaktadir. Ayrica, burada elde edilen tam c¢oziimler,
bir p — Ps sistemi i¢in yasam siirelerinin ve sistemin kendisini yok ettikten sonra agiga
cikan anhilasyon fotonlar: tarafindan tagian toplam enerjilerin, madde ortamlarina baglh
olarak kontrol edilebilecegini isaret eder. Burada elde edilen sonuglarin, olay-olay bazinda,

gama-1s1n1 lazeri ve PALS calismalarina katkida bulunabilecegi diisiiniilmektedir.
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4.2. Spin simetrik bir fermiyon-antifermiyon cifti icin matematiksel model

2 + 1 boyutlu genel bir uzay-zaman zemininde elektromanyetik olarak etkile-
sen esit kiitleli iki fermiyonun dinamigi Denklem (3.9) kullanilarak incelenilebilir 1°.Bu
denklem esit kiitleye sahip, etkilesen iki fermiyon i¢in (herbirinin kiitlesi ms) seklinde
organize edilebilir. Birbirleriyle etkilesen iki fermiyondan olusan o — Ps ve spin-1 Exc
gibi notral kompozit sistemlerin dinamigi, polar uzay-zaman geometrisinde incelenecektir.

Polar uzay-zaman geometrisini temsil eden ¢izgi eleman1 asagida verilmistir,

ds® = c?dt® —dr® — r2d9?, r>0, 0<9<2n. (4.40)

2 + 1 boyutlu egri bir uzay-zaman geometrisi i¢in, genellestirilmis Dirac matrisleri,
Denklem (3.11) kullanilarak, herbir parcacik icin bulunabilir. Denklem (4.40) ile temsil
edilen uzay-zaman zemininde etkilesen bir fermiyon antifermiyon cifti icin genellestirilmis

Dirac matrisleri agsagidaki sekilde elde edilir,

(1) (2) (1) (2) .
t - ,.yt - O-Z, ,y}" - ,y}" - lo_x,
2D 93
0% =<5 ar, vy = 1 oV. 4.41)

Spinor baglantilari (I (x)), Denklem (3.6) araciligi ile yada asagidaki gibi,

1 (9 = 78ur () (el (9 ] () =TT, ()5 (),

Christoffel sembolleri, I'} | (x),

g™ (%)
2

F;C/l (x) = {0y84r (X) + 018y (X) — Oegva ()},

metrik tensor g, (X) ve spin operatorii, s#” (X),

) = S0, W, v eT=0,1,2),

0Gerekli tiim kuramsal bilgiler 3. Béliimde verilmistir.
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araciligiile elde edilir. Denklem (4.40) ile temsil edilen uzay-zaman zemini i¢in, Christoffel

sembollerinin sifirdan farkli olan bilesenleri asagida verilmistir !,

(1) )
. (x) =—rM, T2 (x) = Y (x) = %

(2) (2) 2)
Tyy (x2) =—r®, T}, (x»:rz, (x2) = 7737,

ve bu uzay-zaman geometrisi i¢in, spinor baglantilart su sekilde bulunur,

1 1 1 (1) (1) i (1)
Y (x1) = 0,1 (x1) = 0,14 (x1) = 229" (x) ™" (x1) = &9 (%),

' (x9) = 0,1 (x9) = 0, F( ) (xg) = r( Ly (x2) v (x2) = Ly (xp) .(4.42)

Esitkiitleye sahip iki fermiyoni¢inmy = mg = my = % , kiitle merkezi ve bagil
hareket koordinatlar1 Denklem (3.15) kullanilarak tanimlanabilir. Parcaciklar arasindaki
etkilesmenin Coulomb tipi bir etkilesme oldugu durumda, hi¢bir dis elektromanyetik
alan yok ise, Denklem (3.9)’ da verilen elektromanyetik vektor potansiyelinin bilesenleri

asagidaki gibi alinabilir,
Ao =U (X1 - XQ) . Ar = 0, Aﬂ =0. (443)

4.2.1. Ciftlenimli Denklem Sistemi

Denklem (4.40) ile temsil edilebilen 2 + 1 boyutlu uzay-zamanda geometri-
sinde, Coulomb tipi bir potansiyel aracilif1 ile etkilesen bir fermiyon-antifermiyon ¢ifti
icin, Denklem (3.9), asagidaki 4 X 4 boyutlu matris denklemini verir,

o 6<2>

c

&) ) )
t t r
Yy ®vy

® y,<2> é)r(1)\1, N ytm ® y’(2) @(2)‘{,

¥Y+y

_Wﬁ(l) ® yt<2>61§1)q, + ytu) ® yﬁ@) %z)lp _ [71(91)r1(91)] ® y,<2>‘{, _ ytu) ® [71(92)1“1(92)] W

+ie [12 oy +y" ® Iz] ¥ = 0. (4.44)

UBurada (1) ve (2) etiketleri sirasiyla birinci pargacigi ve ikinci parcacigi temsil etmesi amaciyla
kullanilmastir.
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Burada, bi-lokal, kiitleli Dirac alaninin bilegenleri, sistemin toplam ac¢isal momentumunun

j ile temsil edilmesiyle, asagidaki gibi tanimlanabilir,

&1(r)
—iwt ,ij0 &9 (1)
&3 (r)
&4 (r)

Y(t,r,9) =e

Denklem (4.41), Denklem (4.42), Denklem (4.43) ve Denklem (4.44) kullanilarak, kiitle
merkezinin lineer momentum tagimadig1 durumda, Coulomb tipi bir potansiyel araciligi
ile etkilesen, esit kiitleli iki fermiyondan olusan spin-1 kompozit sistemin dinamigini veren

ciftlenimli denklem sistemi asagidaki gibi elde edilir,

O (r) x1(r) = 2bxo (1) +2 (8 + 1) x5 () = Ly, (1) =0,
O (r) xo (r) —2by, (r) =0,
O () x3(r) =20 +1) x1 () =0,

O (N xs(r) =Ly, (r) =0, (4.45)

burada kullanilan tanimlar su sekildedir,

X1(r) =& () +&E4(r), xo(r)=&1(r) =&4(r),
X3 (r) =& (r)=&3(r), x4(r)=&(r)+&5(r),

Q) =2-V(r), b:mgc.

4.2.2. Frekans Spektrumu

Denklem (4.45) ile verilen ciftlenimli denklem sisteminin y; (r) i¢in ¢Oziimii

asagidaki dalga denklemini verir,

90 0n?-B> 42 _ (4,0
02y (1) + |2 = g | ey () + |2 2 - G by (1) =0,

B =2b.
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Cekici bir Coulomb potansiyeli igin, V (r) = =, spindr bileseni su sekilde tanimlanabilir,

X (1) 4 -Yera?,

x1(r) = rze ;
-

ve y = =2 seklinde boyutsuz bir bagimsiz degisken tanimi yapilarak, dalga denklemi

asagidaki formda yazilabilir,
1 £
02x () + [@+ B+ 22 o (1) + |24 A5 () =0, (4.46)
burada kullanilan parametreler arasindaki iligki su sekildedir,

S=A+A-QEED o (1402 e g
Q=2VBT-w?, (=-167-a% &=-2

2 2

§=-%, n=2% 41 (4.47)

Denklem (4.46) icin, ¢oziim fonksiyonlar: asagidaki gibi bulunur,

Na
X(y) = NlHC(Q,{,S,é,U,Y) + ?HC(Q’ _4’8’5,77,}}),

burada N; ve N3 keyfi sabitlerdir ve asimptotik olarak kabul edilebilir olan fiziksel ¢o-
ziim fonksiyonu ikinci ¢6ziim fonksiyonudur. Bu ¢oziim fonksiyonu i¢in, asagida verilen

polinom olma kogulu kullanilarak (Vieira ve Bezerra 2016; Fiziev 2009),

+
(n+1+{TS)Q:—6,
cekici bir Coulomb potansiyeli araciligi ile etkilesen, esit kiitleli ve spin simetrik durum-
daki iki fermiyondan olusan nétral kompozit sistemin pertiirbatif olmayan enerji spektrumu

elde edilir,

E=2ms? [1- a? , n>1. 4.48
mfc\/ PR Ty (4.48)

Burada, E, my, c, j ve « sirasiyla notral kompozit sistemin toplam enerjisine, fermiyon-

larin kiitlesine, vakumda 1s1k hizina, kompozit sistemin toplam agisal momentumuna ve
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parcaciklar arasi elektromanyetik c¢iftlenim gerilimine karsilik gelir. Bu spektrum, « i¢in

kuvvet serisine agilarak, s = 1,/ = 0 degerleri i¢in (j = 1) asagidaki ifade elde edilir,

2 4 6

3

Ex~ome2l1- L+ & _ 2% Lo (a8) , (4.49)
8n2  128n4  4096n°

ve bu ifade kullanilarak, taban durumdaki (n = 1) bir o — Ps icin baglanma enerjisi (E1)

cok 1yi bir dogrulukla asagidaki gibi elde edilir;
E1 = —6.802822706 [eV].

o — Ps icin bulunan bu taban durum baglanma enerjisi degeri, literatiirde daha once elde
edilmis degerler ile olduk¢a uyumludur (Cassidy 2018). Denklem (4.48)’ de elde edilen
enerji spektrumu, j = 0 i¢in, Denklem (4.36) ile verilen spektruma indirgenir. Elde edilen
bu sonug, 4.4.1. Bolimde elde edilecek olan enerji spektrumu ile karsilastirmali olarak

tartisilacaktir.

4.3. Tek katmanh bir yari-iletkende Eksiton iizerine ¢evresel etkiler

2 + 1-boyutlu diiz bir Minkowski uzay-zaman geometrisinde, etkilesen iki
fermiyon i¢in, tamamiyle kovaryant formdaki iki-cisim Dirac denklemi, Denklem (3.16)
ile verilmistir. Bu denklem ile ilgili gerekli tiim bilgi 3. Béliimde bulunmaktadir. Homojen,
tek katmanl bir dielektrik ortami temsil eden metrik Denklem (3.19) ile tamitilmis ve bu
uzay-zaman geometrisi i¢in genellestirilmis Dirac matrisleri Denklem (3.20) ile verilmigtir.

Incelenen bu sistem icin bi-lokal, kiitleli Dirac alam agagidaki gibi tanimlanabilir,

D1 (x1,x2)
D ,

W (x1,%2) = x1 (1) ® O (x0) = | (e x2) | (4.50)
D3 (x1,X2)

Dy (x1,X2)

Dielektrik ortamin homojen oldugu durum igin, bu ortamda etkilesen bir elektron-desik

ciftinin dinamigi lizerinde spindr baglantilarindan kaynaklanan katki gelmeyecegi ise 3.
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Boliimde acik olarak anlatilmigtir. Fakat, ortamin optik 6zelliklerine dair bilgiyi, genelles-
tirilmig Dirac matrisleri tasimaktadir. Bu durumda, ortamin optik 6zelliginin, parcaciklar
arasindaki etkilesme potansiyelini modifiye edecegi Denklem (3.20) aracilif ile goriile-
bilir. Bu uzay-zaman geometrisi i¢in, genellestirilmis Dirac matrisleri asagidaki gibi elde
edilmistir.
YW=0% yl= Ecfrio™, y? = Ecfrio.

Denklem (3.20)’ den goriilebilecegi gibi, uzay-zaman geometrisi izotropik ise, her bir
parcacik i¢in elde edilen Dirac matrislerinde uzay koordinatlara bagl bir farklilik yok-
tur. Elektron ve desik ciftinden olusan sistemin kiitle merkezi momentumu bir hareket
sabiti ise, Denklem (4.50)’ de verilen bi-spindr ¥ (x1,x2)’ nin bilesenleri asagidaki gibi

tanimlanabilir,

Dp (r5 R9 RO) = Fp (r) (DP (R) e_iWRO’

@, (R) := e KR (p=1,2,3,4), 4.51)

burada K kiitle merkezinin uzaysal momentumu ile K seklinde iligkilidir, Ry ve R ise,
sirastyla kiitle merkezinin zaman ve uzay koordinatlarini temsil eder. Denklem (3.14),
Denklem (3.15) ve Denklem (3.16)’ dan goriilebilecegi gibi, pargaciklar arasinda bagil
zaman farki yoktur. Kullanilan denklem tek zamanlidir ve sistemin toplam enerjisi, kiitle
merkezinin zaman koordinati Ry’ a gore belirlenir. Eksiton’ un esit kiitleye ve zit elektriksel
yiiklere sahip iki fermiyondan olustugu diisiiniilerek elde edilmis olan matris denklemi
en basit haliyle Denklem (3.24) ile verilmistir. Kiitle merkezinin momentum tasimadig1

durum i¢in (K = 0) elde edilen bu denklem su sekildedir,

A (I‘) -2b QEeffB_ 0 I (I‘)
3 2 w
b A —eppi- || B |20 A®=(S-VE).
0 2€eff8+ A(l‘)+2l) Fy (I‘)

Relativistik iki fermiyondan olugan bu kompozit sistemin, miimkiin tiim spin 6z-durumlari,

polar uzay-zaman geometrisinin agisal simetrisi kullanilarak, F (r1,r2) — F, (r,¢) =
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Fq (1) e's?, (g = 1,2,3,4.) seklinde polar koordinatlar cinsinden yazilmis spindr bile-
senleri ve Denklem (3.25) ile verilen spin al¢altma ve yiikselme operatorleri araciligi ile
kurulabilir. Pozitronyum ve Eksiton sistemleri temel olarak birbirlerine benzer yonler ta-
sirlar. Her ikiside, birbirlerine gore zit elektriksel yiike sahip iki fermiyondan (leptondan)
olusur ve tamamiyle leptonik yapida olmalar1 sebebiyle, bu sistemler, cekici Coulomb
kuvveti nedeniyle ¢okerler. Bu sistemler kararsiz sistemlerdir. / = 0 kuantum durumlari
icin her bir parcaciga ait dalga fonksiyonlariin iist iiste binme kosulu saglanir ve sonug

olarak bu sistemler bozunur.

4.3.1. Radyal denklemler

Denklem (3.25) ile verilen spin alcaltma ve yiikseltme operatorleri kullanilarak,

doniistiiriilmiis spinor bilesenleri cinsinden elde edilen ¢iftlenimli denklem seti asagidaki

gibi yazilabilir,
(A(r) —2b) Fi (r,¢) +2€crf (2+0,) F2(r) =0,
A(r)Fo (r) +€cfy (£ 0,) F1 (1, ¢)
—€eff (%‘l‘ar) Fy (F,¢) =0,
(A(r)+2b) Fy (r,¢) — 2€.¢7 (f - 8,) F2(r) =0, (4.52)
burada,

Fi(r,¢)=Fi(r)e'®, Fy(r,¢)=Fy(r)e™,

seklindedir. Bu denklemde s sistemin toplam spin kuantum sayisidir. Bu denklem siste-
minin en simetrik oldugu durum, pargaciklarin spinlerinin anti-simetrik oldugu durumdur
(singlet-kuantum durumu) (s = 0). Toplam spini sifir olan ve tek katmanli homojen bir
dielektrik ortamda cekici Coulomb tipi bir potansiyel araciligi ile etkilesen iki fermiyon

icin, Denklem (4.52) ile verilen denklem seti agagidaki forma indirgenebilir,
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A(r) Fy (ro¢) = 2bF- (r. ) +dec 13, Fo (r) = 0,
A(I")F_ (r,¢)—2bF+(r,¢) :O,

A(r) Fo(r) — €70, Fy (r,¢) =0, (4.53)
burada,

Fi(r,¢) = Fi (r) e'? £ Fy(r)e™™,

Fo(r)=Fa(r).

Incelenen sistemde, fermiyonlar zit elektriksel yiiklere sahiptir ve etkilesim
potansiyeli ¢ekici bir Coulomb etkilesimi olarak alinir. Denklem (4.53) ile verilen denklem
sistemi, etkilesme terimi V(r) o« —a/r segilerek, z = —(wr)/(ac) seklinde boyutsuz

bagimsiz degisken tanimi altinda asagidaki denklem sistemine doniisiir 12,

1P, (2.6) — 2P (2.¢) - “LLo.Fy (2) =0,

ELF (z.¢) — 2¢F, (z.¢) =0,

LR (2,¢) + “LLOFy (2.¢) =0,

ve bu denklem sistemi, F. (z) i¢in ¢coOziilerek agsagida verilen dalga denklemi elde edilebilir,

1 1 a? z—1)%  4b3c?
02F, () + (4 - ok @)+ (- F o =0
z z-1 €ty b w

Elde edilen bu denklem,

i a V4b2027w2Z ~
F.(z)=z%re */f "F (z),

seklinde verilen bir ¢oziim Onerisi i¢in, ¢6zlimii bilinen bir dalga denklemi formunda elde

12Burada a boyutsuz ciftlenme gerilimidir.
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edilebilir,

+p

~ 1 1+ ~ A y o~
O2F. () + (k+ — + Yo F. () + (C+ —)F. (2).
z—1 z z-1

(4.54)

4.3.2. Enerji spektrumu

Bu dalga denklemi, genel Heun diferansiyel denkleminin en basit seklidir. Denklem
(4.54), z = 0 ve z = 1’ de regiiler tekillige, z = oo’ da ise irregiiler tekillige sahiptir. Bu
denklemin z = 0 regiiler tekil nokta civarindaki ¢6ziimii, Frobenius metodu kullanilarak
3. Boliimde elde edilmistir. Denklem (4.54) icin, ¢6ziim fonksiyonlar: asagidaki gibi elde

edilir,
F.(z) =CiHeunc(x,B,y,6,n,2) + ng_ﬂHeunc(K, -B,v,6,1,2),

burada C; ve Cy keyfi sabitlerdir. Eger 8 parametresi bir tamsay1 degil ise, bu iki ¢éziim
fonksiyonu lineer bagimsizdir. Coziim fonksiyonlari igerisinde kullanilan parametreler

arasindaki iligki asagidaki denklemler ile verilir,

k—B—-v B K+B+y vy
———+=(k—y) -1, =——+=
Sk=y) =, v=E T

2

A= (k+B)+6+n,

ve burada

K=—2_V4b2c2 — w2, pB=-1C y=_2

Eef W €eff’
2 2
— (04 —_ (04
6__262 ’ T]_1+262 ’
eff eff

seklinde elde edilmistir. Heunc fonksiyonlarinin N > 0 dereceden polinom olabilmesi

icin gerekli kosul su sekildedir (Vieira ve Bezerra 2016; Fiziev 2009),

(N+1+ﬁ’;7);<:—5,

ve bu kosul ile, tek katmanli izotropik bir dielektrik ortamda birbirleriyle ¢ekici bir Co-

ulomb potansiyeli araciligi ile etkilesen, bir elektron-desik ciftinin spin-antisimetrik ku-
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antum durumu i¢in, asagida verilen frekans spektrumu elde edilir,

"= r (4.55)

Bu spektrum, reel ve imajiner kisimlardan olusur ve incelenen sistemin kararsiz oldugunu
acikca gosterir. Bu frekans spektrumunda, n temel kuantum sayisini, m, elektron kiitlesini,
c 151k hizimi, 7 indirgenmis Planck sabitini, @ parcaciklar arasi ¢iftlenme gerilimini ve
€. s 1se ortamin optik Ozelliklerini temsil eder. Kararsiz sistemlerin titresim modlari, tim
zamanlarda bulunamazlar. Denklem (4.51)’ de ¥ o e seklinde yapilmis tanim altinda
elde edilen bu komplex spektrum kullanilarak, sistemin reel ve soniimlii modlar elde
edilir. Ortamin optik ozelliklerinin, sistemin davranisi iizerindeki etkilerini acik sekilde
gorebilmek i¢in, Denklem (4.55), @’ ya gore kuvvet serisine agilabilir. Bu sekilde, sistemin

frekans spektrumu asagidaki gibi elde edilir,

2 ~2 ~2 ~4 ~3 ~2
Wg,QmeC 1— @ 1_15a+105a e 1_7L
h 8n? 16n2 128n4 8n3 8n? i
2

a=-2 a=—— (4.56)

€efr’ ~ 4dnreohc”

Bu ifadede ilk terim, esit kiitleye sahip iki fermiyondan olusan kompozit sistemin durgun
kiitle enerjisini (2m,c?), ikinci terim relativistik diizeltmeleride iceren, sistemin reel
modlarini verir. Ikinci terim kullanilarak, sistemin miimkiin tiim / = 0 enerji seviyeleri
icin, baglanma enerjisi degerleri (E),),

(4.57)

2~2 ~2 ~4
mec’a 15a 105«
En(feff) ~ = >

— — + [
4n? 16n2  128n4

ifadesi ile elde edilebilir. Denklem (4.56) daki son terim (imajiner kisim), sistemin so-

niimlenen modlarim verir (7, oc ﬁ). Her bir [ = 0 enerji diizeyi icin, sOniimlenme
m
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stireleri asagidaki ifade kullanilarak hesaplanabilir,
4nh 8n?
T,(€cff) = — ( ~2) . (4.58)
mec2a \8n? -Ta

Denklem (4.57) ve Denklem (4.58) kullanilarak, degisen €.y degerlerine gore, bir ¢ok
[ = 0 kuantum durumu i¢in elde edilen baglanma enerjisi degerleri ve elde edilen so-
niimlenme siireleri Cizelge 4.4. ile verilmistir. Elde edilen bu sonuclar, literatiirde ¢eligkili
goriinen sonuglari agiklayabilmektedir. Reel modlar ve soniimlenen modlar i¢in elde edilen

ifadelerin, degisen €,y degerlerine gore de8isimi Sekil 4.3. ile gosterilmistir.

Cizelge 4.4. Eksitonun baglanma enerjisi ve yasam siiresi degerleri

n | €rr | E(neeryr)eV] | T(n€cry) [ps]
1 3 —-0,755 0,357
1 4 -0, 425 0, 848
1 5 -0,272 1,657
1 6 -0, 188 2,863
1 7 -0, 138 4,547
1 8 -0, 106 6, 788
2 2 -0, 425 0, 848
2 3 -0, 188 2,864
2 4 -0, 106 6, 788
2 5 -0, 068 13,25
2 6 —0,047 22,91
2 7 -0,034 36, 38
2 8 —0,026 54, 30
3 2 —-0,189 2,863
3 3 —-0,084 9,665
3 4 —0,047 22,91
3 5 —-0,030 44,74
3 6 —-0,021 77,32
3 7 -0,015 122,7
3 8 -0,011 183, 2

4.3.3. Tartismalar

Bu kisimda, izotropik ve tek katmanl dielektrik bir ortamda, birbirleri ile ¢e-
kici Coulomb potansiyeli aracilig1 ile etkilesen bir elektron-desik (hole) sistemi (kararsiz)
incelenmis ve elde edilen pertiirbatif olmayan frekans spektrumu kullanilarak, sistemin
reel ve soniimlii modlar1 tek bir matematiksel formalizm ile elde edilmistir. Izotropik di-

elektrik ortamin, spin-0 bir Eksiton sistemi tizerindeki etkisi Denklem (4.56) aracilifi ile

52



BULGULAR VE TARTISMA A. GUVENDI

Feﬂ‘

Sekil 4.3. (a) E,, ve (b) 7, degerlerinin ortama bagli degisimi

acikca goriilebilir. Elde edilen bu enerji ifadesi, ortamdan kaynaklanan etkilerin, sistemin
baglanma enerjisini azalttig1 yani par¢aciklar arasinda bir perdeleme etkisi olusturdugunu
gostermektedir. Bu sistem pargaciklar arasindaki ¢ekici Coulomb kuvveti nedeniyle bo-
zunmaktadir ve ortamdan kaynakli perdeleme etkisi nedeniyle sistemin bozunma siiresinin
uzadigi elde edilen degerler ile tespit edilmistir. Farkli dielektrik ortamlar icin elde edilen
sonuclar Cizelge 4.4. ile verilmistir. Sonug olarak, spin-0 bir Eksitonun dinamiginin, uygun

€.y degerleri ayarlanarak kontrol edilebilecegi prensip olarak miimkiin goriinmektedir.

4.4. Statik kozmik sicim uzay-zamaninda bir fermiyon antifermiyon
cifti

2 + 1 boyutlu, genel, egri bir uzay-zaman zemininde, karsilikli olarak etkile-
sen bir fermiyon-antifermiyon ¢iftinin dinamiginin incelenmesi icin tamamiyle kovaryant
formdaki iki-cisim Dirac denklemi (Guvendi ve ark. 2019), agik olarak Denklem (3.9) ile
verilmistir ve bu denklem hakkinda gerekli tiim tartismalar 3. Boliimde bulunmaktadir.

Spinli bir kozmik sicim tarafindan olusturulan 2 + 1 boyutlu uzay-zaman
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zeminini temsil eden ¢izgi elemant agagidaki gibi yazilabilir (Clement 1990),

ds® (cdt + wd?)? — dr® — o*r’d¥?
= 2di? + 2wedtdd — dr® - (a2r2 - wz) dﬁQ,

a e (0,1], (4.59)

burada, uzay-zaman zemininin acisal aciklik parametresi @ = 1 — 4u,G/c? kozmik
sicimin linear kiitle yogunluguna (u,) ve Newton kiitle ¢ekim sabitine (G) baghdir
( 0 <4u,G/c® <1). @ = 4j,G/c? parametresi uzunluk birimindedir ve kozmik si-
cimin agisal momentum yogunlugu j;’ i iceren donme parametresi olarak adlandirilir.
@ =1-4u,G/c? < 1 igin, (r,9)-yiizeyi koniksel bir topoloji verir. Bu uzay-zaman ze-
mini, koninin tepesinin diginda, lokal olarak diiz bir uzay-zamandir. @ = 1, j; = 0 deg8erleri
icin Denklem (4.59) polar koordinatlar cinsinden diiz bir Minkowski uzay-zamanim ta-
nimlar. Bu nedenle, uzay-zamanin topolojisi ve buna bagl olarak uzay-zamanin simetrisi,
W, ve jg parametreleri ile degistirilir. Denklem (4.59) ile verilen uzay-zaman zeminine

karsilik gelen metrik tensor kovaryant formda,

1 0 ()
8uv = 0 -1 0 s
() 0 —(a?r®-w?)

seklinde yazilir ve metrik tensoriin kontravaryant formu asagidaki sekilde elde edilir,

w w

1- a2r2 0 @272
g = 0 -1 0
@ 1

a2r2 0 @2r2

Uzay-zaman bagimsiz Dirac matrisleri (7*) cinsinden, ii¢c bacaklilar (e?k) (x))
aracilig1 ile, genellestirilmis Dirac matrisleri asagidaki gibi elde edilir (Peter Collas 2019;

Sucu ve Unal 2007),

Y =l Y, (ka=0,1,2). (4.60)
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3-boyutlu genel bir uzay-zamanda sabit Dirac matrisleri Pauli spin matrislerine indirgenir-
ler. Denklem (4.59) ile temsil edilen uzay-zaman geometrisi i¢in, (Metrik katsayilar1 i¢in
isaretler +, —, — seklinde secilmistir), sabit Dirac matrisleri Pauli spin matrisleri cinsin-
den 7]‘ = (0%, —io",io”) seklinde secilebilir (Guvendi ve ark. 2019; Peter Collas 2019;
Sucu ve Unal 2007) . Genellestirilmis Dirac matrislerinin elde edilebilmesi icin gerekli
olan ii¢ bacaklilar, siradaki ifadeler kullanilarak,
gur =i e 0 ey =8 e ma ),
Nuy) = diag (1,-1,-1),  (u,7,i,j =0,1,2.), (4.61)

asagidaki gibi elde edilirler,

10 -=
Hoo_
¢y=10 -1 0
0 0 L

Denklem (4.60) ve Denklem (4.61) kullanilarak, genellestirilmis Dirac matrisleri asagidaki

gibi elde edilir,
Y =0'=ZioY, y =io",
0 1
Y=o, ot = ,
10
0 —i 1 0
oY = , o%= . (4.62)
i 0 0 -1

Spinor baglantilari Iy (x)’ ler ise asagidaki sekilde,

Lo (%) = 38ur (%) (€} (%) ef (x) =T, (x))s#”(x),

(i,u,v,e,7=0,1,2.), (4.63)
spin Gperatorleri s#” (x) (Peter Collas 2019),

() = 5[ (0,7 ) (4.64
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ve Christoffel sembolleri I'7 | (x),

g™ (%)
2

F;’;/l (x) = {0v8ar (X) + 018y (X) — Degya (%)},

kullanilarak elde edilir. Burada g, (x) ile uzay-zaman bagiml metrik tensor temsil edil-
misgtir.
Denklem (4.59)’ da verilen cizgi elemani kullanilarak, Christoffel sembolle-
rinin sifirdan farkli olan bilesenleri agsagidaki gibi elde edilmistir,
1

w 2 9
r,= - Ly =—a’r, I'ly= o (4.65)

Denklem (4.62), Denklem (4.63), Denklem (4.64), ve Denklem (4.65) ile verilen ifadeler

kullanilarak spindr baglantilari su sekilde bulunur,

=0, I,=0, TIy= %iaz.

Statik kozmik sicim uzay-zaman zemininde, birbirleri ile karsilikli olarak etkilesen bir

fermiyon-antifermiyon cifti icin, genellestirilmis Dirac matrisleri ve spindr baglantilar

asagida verilmistir,

(1) (2) (1) (2) .
Y ,yt = 0%, ,yr — ,yr =io~,

ary ’ arg ’

Yy o gy PP o gy

r=r®=0, r'V=r?=o,

(1) (2) .
1 O—Z

ry =1y =g (4.66)

Esit kiitleli (m ), birbirleriyle etkilesen iki fermiyon icin daha 6nce Denklem (3.15) ile

tanimlanmig olan kiitle merkezi ve bagil hareket koordinatlar1 asagidaki sekilde yazilabilir
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(Guvendi ve ark. 2019),

X1 + X9
R = 7 r = X1 — X2,

x| = {,m’r(l),ﬁu)}’ Xz:{t@)’r@)’ﬁ(z)},

0 0
6)541) = ax,l + ;A ’ a)g,?) = _ax/l + ;A s
M = 2my, 8= (é,ar,aﬁ) , (1=0,1,2.). (4.67)
C

Fermiyonlar arasindaki etkilesme potansiyeli, Coulomb tipi merkezcil bir potansiyel ise,

elektromanyetik vektor potansiyelinin bilesenleri Denklem (3.18) ile verilen sekilde alinir.

4.4.1. Radyal denklemler

Genel 2 + 1 boyutlu bir uzay-zamanda, kovaryant iki-cisim Dirac denklemi
4 x 4 boyutlu matrisleri icerir. Statik bir kozmik sicim tarafindan olusturulan 2 + 1 boyutlu
uzay-zaman zemininde karsilikli olarak, Coulomb tipi bir potansiyel aracilig ile etkilesen
bir fermiyon-antifermiyon cifti i¢in, kovaryant iki-cisim Dirac deklemi asagidaki formda

yazilabilir,

NE S IRIC T I IS B L B D @) (1)
v Qv —+—+iV|¥+y" @y oY

+y’(1) ® yr<2> ar(z)q, + yﬂu) ® yt@) 6919)‘1' + y,u) ® yﬂ@) 81§2)‘P
B [719<1>F1(91)] ® yﬂ)w _ y’(l) ® [719(2)1-11(92)] N

W [12 oy? +y" g 12] ¥ =0 (4.68)

Uzay-zamanin simetrisi ve parcaciklar arasindaki etkilesme potansiyeli, bi-lokal kiitleli

Dirac alaninin asagidaki gibi faktorize edilmesini Onerir,

gy (r)

N (Z,_V),Te}) — e—iwte[sﬂei_k)‘? lﬁQ (I") . (469)
Y3 (r)

Yy (r)
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Denklem (4.66), Denklem (4.67) ve Denklem (4.69)’ un Denklem (4.68)° de kullanilmasi
ile, kiitle merkezinin momentum tasimadigr durum i¢in (k = 0), asagidaki ¢iftlenimli

denklem sistemi elde edilir,

@ (r) g (r) = 2byry (r) = 2/(3r = 7) Y3 (1) + 35y, (r) = 0,
D (r) Yo (r) = 2byy (r) =0,
D (r) s (r) +2(0, = 1) ¥y (r) =0,
@ (r) gy (r) + 320 (r) =0,

burada kullanilan tanimlamalar su sekildedir,

U (1) =1 (1) + ¢y (r), Yo (r)=¢1(r) =gy (r),
Us(r)=¢o(r) —d3(r), Yy (r)=¢y(r)+¢5(r),

O(r)=2-V(r), b:mgc.

4.4.2. Enerji Spektrumu

¥ (r) icin, ciftlenimli denklem sistemi ¢oziilerek asagidaki dalga denklemi

elde edilir,

02y, (r) — [% + K (r)] Oy (r) + [tb(r)i—B? _ 42 k), r% Ji () =0,

@22 r

B=2b, «(r)=%0.

Cekici bir Coulomb potansiyeli, V () = —, i¢in spinor bileseni asagidaki gibi tanimla-

nabilir 13,

 A1p22-2
Uy (r) =g (e e e

3Temsil karmagasindan sakinmak i¢in ¢iftlenim sabiti a olarak alinmustir.
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y = —%2- seklinde verilen bir boyutsuz bagimsiz degisken cinsinden dalga denklemi
asagidaki halde yeniden yazilabilir,

+¢ 1+e

1
a}%lﬂ(y) + Q+T+yT1 aylﬁ()’)"‘

A A
—+ —] Y (y)=0, (4.70)
y y-1

burada kullanilan parametreler arasindaki iligki su sekildedir,

2

S=A+A-QEED 5 _&
Q= %\/4]926\2 _ w2’ { - _ 163‘2—(42&2’ £=-2,

a

M=(1+) 2824 A m=1+4.

Bu denklemde ¢’ nin bir tamsay1 olmasi gerektigini sdyleyen higbir fiziksel neden yoktur
ve bu nedenle Denklem (4.70)’ in ¢6ziim fonksiyonlar: lineer bagimsizdir. Bu ¢oziimler

asagidaki gibi Heun fonksiyonlari cinsinden elde edilir,

U (y) = Q1HC(Q, ¢, . 6.1L, ) + %HC(Q, 2.6.6.11 ),

burada Q1 ve Q2 keyfi sabitlerdir. Asimptotik olarak kabul edilebilir fiziksel ¢oziim ikinci
coziimdiir. Enerji spektrumunun elde edilmesi i¢in, ¢oziim fonksiyonunun polinom olma
sart1 kullanilir. §,, kogulu olarakta adlandirilan bu polinom olma kosulu asagida verilmistir

(Vieira ve Bezerra 2016; Fiziev 2009),
+
(n+1+g—28)9: =3

Bu ifade, sistemin enerji spektrumunu, herhangi bir yaklasim olmadan asagidaki gibi verir,

2 E
+2. = 1— d =
> \/ 4(n2—'l 16s2_a202+£)’ z Mc2?
a a2

= (1—4“—2(”) € 0,1, nx1. @.71)

Bu pertiirbatif olmayan enerji spektrumunda, n, E, M, a, s ve « sirast ile temel kuantum
sayisini, sistemin toplam enerjisini, fermiyonlarin toplam kiitlesini, ¢iftlenme sabitini,

kompozit sistemin toplam spinini ve kozmik sicimin lineer kiitle yogunlugu .’ e bagh
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olan, uzay-zaman zemininin agisal aciklik parametresini temsil eder.
Diiz Minkowski uzay-zaman geometrisi i¢in (@ = 1), Denklem (4.71) asagi-

daki haline indirgenir,

+Y = [1- o’ , T=-E_ 4.72
\/ 4(n2—n\/16s2—a2+4s2) 2myc? ( )

Bu enerji spektrumu, a i¢in kuvvet serisine agiklarak, (n = 1, s = 1) i¢in, asagidaki sekilde
yazilabilir,

~ 2[] _a®, at _ 345
E~#£2mysc {1 gt 1w 4096}’

2

a= 4.73)

~ drmeghc’

Bu enerji spektrumu, o — Ps i¢in daha 6nce Denklem (4.49) ile verilen enerji spektrumu
ile birebir aymdir (m; = m, i¢in). Denklem (4.73)" te ilk terim, sistemin toplam dur-
gun kiitle enerjisini (2m fcz) , ikinci terim ise (cc a?), bu sistemin relativistik olmayan
baglanma enerjisini verir (—m fczé) (Harpen 2004; Cassidy 2018). Sonuglarin kontrol
edilmesi i¢in, elde edilen bu spektrum bir o-Ps sistemine (s = 1) uygulanabilir. Denklem
(4.72) araciligi ile, bir o-Ps sisteminin taban durum baglanma enerjisi (E, ;) (relativistik

diizeltmeleri igeren) asagidaki gibi elde edilir,
E11 =—6,802822706 [eV] .

Bu sonug yaygin literatiir ile oldukca uyumludur (Cassidy 2018).

Denklem (4.71)’ i a’ ya gore kuvvet serisine acarak asagidaki ifade elde edilir,

242 Yo (20— 609 (4-120+12a2-a?
E’zimec2{1— aa2 aa(2ai)_aa( o (ga)}’
8(2-a) 128(2-a) 4096(2-a)
2

a= 1 (4.74)

~ dneghc”

Bu ifade, her terimin @’ ya bagliliginin ne oldugu soyler. @ < 1 i¢in, bu parametrenin, ince-

lenen sistemin taban durum baglanma enerjisini azaltacagi acik sekilde goriilebilmektedir.
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Denklem (4.71), a’ ya gore kuvvet serisine acilarak asagidaki formda yazilabilir,

X(n,a,a,s) x1-|E,s(a,a)], 0<|E,s(a,a)| <1,

burada |E, ; (a, ) |, incelenen sistemin baglanma enerjisinin biiyiikliigiidiir. Baglanma
enerjisinin kiiclilen degerleri icin, £ fonksiyonunun degeri 1’ e yaklasir. Statik kozmik si-
cimin, bu sistem tizerindeki etkilerini analiz etmek i¢in Denklem (4.71) ve Denklem (4.72)
karsilagtirilabilir. Prensipte, « teriminden kaynaklanan degisimler Sekil 4.4., Sekil 4.5,
Sekil 4.6. ve Sekil 4.7.” de goriilebilir. Sekil 4.7.” de uzay-zaman zemininden kaynaklanan
etkilerin, sistemin enerji seviyelerinde dejenerelige sebep olabilecegi goriinsede, @’ nin
tahmin edilen degeri 1’e oldukca yakin olmast sebebiyle, bu parametrenin gercekte enerji
seviyelerinde dejenerelige sebep olmayacagi, @ > 0.9 degerleri i¢in bile Sekil 4.8. ve Sekil
4.9.ile goriilebilir. Ote yandan, Denklem (4.74), bir o-Ps anhilasyon siireci sonucunda ag13a
cikan fotonlar tarafindan tasinan toplam enerjideki (E,,,) (Asoka-Kumar ve ark. 1996),
uzay-zaman zemininden kaynaklanan etkilerin hesaplanabilmesini miimkiin kilmaktadir.
Bu fotonlar tarafindan tasinan toplam enerji, uzay-zaman zeminin topolojik 6zelliklerine
dair ek bir bilgi edinebilmesinin prensipte miimkiin oldugunu sdylemektedir. Anhilasyon
fotonlar1 tarafindan tasinan, etkilenmis toplam enerji degeri asagidaki ifade yardimu ile

hesaplanabilir,

Eann =F - |E1,1 (a,a) | (475)

Ayrica, enerji seviyeleri lizerindeki degisimlerin, spektrumdaki @’ nin tiim kuvvetleri
ile birlikte gelmesi olduk¢a onem tasimaktadir (Denklem (4.74) ile goriilebilir). Bu so-
nug, literatiirde daha once elde edilen (Marques ve Bezerra 2002) bulgular1 destekler.
Denklem (4.74)’ teki (aa) terimleri a = aa seklinde efektif bir ¢iftlenim sabiti ola-
rak diisiiniilebilir. Buradan yola ¢ikarak, uzay-zaman zemininden kaynaklanan etkilerin,
0-Ps gibi kararsiz sistemlerin toplam yasam siirelerinide etkileyecegi acik¢a goriinmek-
tedir (Kataoka ve ark. 2009; Al-Ramadhan ve Gidley 1994). Bu degisimler, o-Ps benzeri
sistemlerin yerlestirildigi herhangi bir madde ortaminin (Axpe ve ark. 2014) egriligi ile
sistemin etkilesiminden kaynaklanmaktadir. Bu sebeple, prensip olarak, bir o-Ps sisteminin

dokulardaki yada tiimorlerdeki topolojik yada morfolojik degisimlerin dedekte edilebil-
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mesi i¢in kullanilabilecegi anlami tagimaktadir (Kaminiska ve ark. 2016). Grand Unified
Teori’ ye gore (Marques ve Bezerra 2002), statik kozmik sicim i¢in, uzay-zaman zeminin-
deki agisal aciklik degeri @ ~ 1 — 107° olarak tahmin edilmektedir. Bu deger kullanilarak,
bir 0-Ps sisteminin taban durum baglanma enerjisindeki kayma miktar1 Denklem (4.73)
ve Denklem (4.74) kullanilarak hesaplanabilir. Elde edilen bu iki sonug karsilastirilarak,
bu sistemin taban durumu baglanma enerjisindeki kayma miktari, asagidaki gibi elde

edilmistir,

&

AlE1; (a, 1 - 10—6) |~ 2mec®x5x1077 x (a)%,

~ 3%x107° [eV], (4.76)

burada a ~ 1/137.06 alinmistir (ince-yapi sabiti).
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4.4.3. Tartismalar

Burada, statik bir kozmik sicim tarafindan olusturulan uzay-zaman zemininde,
karsilikli olarak Coulomb tipi ¢ekici bir potansiyel araciligi ile etkilesen bir fermiyon anti-
fermiyon cifti incelenmistir. Her bir parcacigin, statik kozmik sicim tarafindan olusturulan
uzay-zaman zemininde farkli koordinatlarda bulundugu varsayilmistir. Sistemin kiitle mer-

kezi hareketi koordinatlar1 ve bagil hareket koordinatlar1 tanimlanarak, kiitle merkezinin
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durgun oldugu ve uzay-zaman zemininin orjininde bulundugu varsayilmistir. Genel Co-
ulomb tipi merkezcil bir etkilesme potansiyeli icin, ciftlenimli bir denklem sistemi elde
edilmis ve elde edilen bu denklem sistemi cekici bir Coulomb potansiyeli i¢in tam olarak
coziilmiistiir. Elde edilen enerji spektrumu, uzay-zaman zemininin topolojik yapisinin sis-
tem lizerindeki etkisini agik olarak gostermektedir. Uzay-zaman zemininden kaynaklanan
etkilerin analiz edilmesi i¢in, elde edilen bu enerji spektrumu @ = 1 i¢in yazilmis ve
elde edilen bu ifade sonuclarin kontrol edilmesi amaciyla bir o-Ps sistemine uygulanmistir
(Bknz. Denklem (4.71) ve Denklem (4.72)). Bu spektrum, o-Ps i¢in, yaygin literatiir ile
olduk¢a uyumlu sonuclar vermektedir (Cassidy 2018). Elde edilen bu iki enerji spektrumu
karsilastirilarak, matematiksel olarak tanimli aralikta (0 < @ < 1), degisen a degerleri
icin incelenmistir. Bu sonuglar Sekil 4.4., Sekil 4.5., Sekil 4.6. ve Sekil 4.7.” de verilmis-
tir. Prensipte, cok biiyiik lineer kiitle yogunlugu degerleri i¢in, kozmik sicimin, etkilesen
bu fermiyon ciftinin baglanma enerjilerinde bir azalmaya sebep oldugu, yani, parcacik-
lar arasindaki etkilesim iizerinde bir perdeleme etkisine sebep oldugu goriilebilmektedir
(Bknz. Sekil 4.4., Sekil 4.5., Sekil 4.6.). Prensipte, incelenen sistemin uyarilmis enerji
diizeylerinde, uzay-zaman topolojisinden kaynaklanan etkilerin, baglanma enerjilerinde
ciddi artiglara sebep olabilecegi miimkiin olarak gortilebilsede (Bknz. Sekil 4.5., Sekil
4.6., Sekil 4.7. ve Sekil 4.8.), a parametresinin tahmin edilen degeri 1’ e oldukca yakindir.
Benzer durumlarin, enerji seviyelerinde dejenerelige sebep olabilecegide goriinmektedir
(Bknz. Sekil 4.7.), fakat gercekci degerlere daha yakin olan @ > 0.9 degerleri i¢in bile,
dejenereligin s6z konusu olmayacag: aciktir (Bknz. Sekil 4.8. ve Sekil 4.9.). Aslinda, o’
nin tahmin edilen degeri @ ~ 1 — 1076 dir ve bu deger i¢in elde edilen enerji spektrumlart
karsilagtirllmig ve taban durumdaki bir o — Ps i¢in enerji seviyesindeki kayma miktar1
elde edilmis, sonuglar Denklem (4.74) ile verilmistir. Ayrica, Denklem (4.74) bize aa
terimlerinin efektif bir ciftlenme sabiti @ = aa seklinde diisiiniilebilecegini sdyler. Bu-
radan yola cikarak, uzay-zaman topolojisinin, bir o-Ps sisteminin toplam yasam siiresini
direkt olarak etkileyecegini rahatlikla sodyleyebiliriz. Bu sayede, prensip olarak, dokular-
daki ve tiimorlerdeki topolojik yada morfolojik degisimlerin, o-Ps sisteminin baglanma
enerjilerinin Ol¢limii, toplam yasam siirelerinin 6l¢iimii yada sistemin kendi kendisini yok
ettikten sonra agiga ¢ikan anhilasyon fotonlar1 tarafindan tasinan toplam enerjinin ol¢iimii

ile detekte edilebilecegi, prensip olarak miimkiin goriinmektedir. Denklem (4.75) ile ve-
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rilen toplam anhilasyon enerjisinin uzay-zamana bagimli degisimi kullanilarak, bu tip bir
topolojiye sahip uzay-zaman geometrileri i¢in, 0 — Ps sisteminin bir dedektor gibi kul-
lanilabilecegi miimkiin goriinmektedir. Cok hassas Olctimler gerektirsede, bu anhilasyon
fotonlari tarafindan taginan toplam enerjinin, uzay-zaman zemininin topolojisi hakkinda ek
bir bilgi verebilecegi aciktir. Elden edilen sonuglar, evrende bu tiir uzay-zaman geometri-
lerinin varligin1 dogrulamak icin, bir o — Ps sisteminin dedektor olarak kullanilabilecegini,
prensip olarak gostermektedir. Taban durumda bir 0 — Ps icin, @ ~ 1 — 107 alinarak elde
edilen kayma miktar1 hesaplanabilmis ve bu deger ~ 3 x 107 [eV] olarak elde edilmistir.
a ~ 1 —107% degeri icin, statik kozmik sicim uzay-zaman zemininin, incelenen sistemin
enerji seviyelerinde sebep oldugu kayma miktarlarinin oldukga kiiciik olmasina ragmen,

oOl¢iilebilir olmas1 olduk¢a onemlidir.

4.5. 3-fermiyondan olusan kompozit sistemler icin matematiksel model

Etkilesen 3-Dirac parcacigindan olusan bir kompozit sistemin, 2 + 1 boyutlu
genel bir uzay-zaman geometrisindeki dinamigi, asagida verilen, kovaryant formdaki 3-

cisim Dirac denklemi ile incelenebilir,

03

(7“(1)11/(}) + ibllg) ©y9? © 0w 140" g ( $In 4 ib212) © 0y

" ©40% g ()/ #O +zb312)‘I’ 0,
H(l) (a(l) + el l€1 A(ex) F/Etl)) , H(Q) (6(2) + ieg A(ex) I—*E?)) ,
) _ (a3 3 4(ex) (3)
I, = (6# +%Au Ly )
m C

B, = (i—faal,ag.) L (=0.12), by=" (g=123), (477

burada y“(q) ile genellestirilmis Dirac matrisleri, Al(fx) ile her bir fermiyon icin dis elektro-
manyetik potansiyeller ve I ile 2X2 boyutlu birim matrisler temsil edilmistir. ¥ (x1, X2, X3)

kompozit alan1 agsagidaki gibi, kiitleli 3-Dirac alaninin direkt carpimi ile elde edilir,

¥ (x1,%2,X3) = ¥ (X1) ® x (x2) ® O (x3) .
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Denklem (4.77) daha acik olarak asagidaki gibi yazilarak, etkilesen fermiyonlar arasinda

bagil bir zaman farki olmadig1 goriilebilir,

(1) (2) 3) 1 2 3
Y ey ey (p(() Y+ pP 4l )) ¥ (x1,X2,X3)
~micl ® """ ® y"" W (x1, %2, X3)

02

1 3 1
~macy?” @I ® YW (x1, %2, %3) — m3cy?"” © 907 @ LY (x1, %2, %3)

1) (1 (2) 3) (1) 2) (2 (3)
+[7" p,(c)]®7° ® ¥ (x1, %2, x3) +¥° ®[7" p,(c)]@wo ¥ (x1, X2, X3)

0 g0 g [Yk(g)l’/(f)] V(x1,%0,%x3) =0, (k=1,2.). (4.78)

Denklem (3.1) ile temsil edilebilen diiz Minkowski uzay-zaman zemini icin,
I’y spindr baglantilarindan katki gelmeyecegi Denklem (3.13) aracilif ile goriilebilir.
Coulomb tipi potansiyeller aracilig ile etkilesen bu li¢ fermiyon icin, genellestirilmis

momentum operatorlerinin bilesenleri asagidaki sekilde alinir,
p) =i (00" +i%) Pl =ina(®,  pi =indl, (q=1,2,3).

Kiitle merkezi momentumu P = p; + p, + p3 seklinde tanimlanarak, esit
kiitleli 3 fermiyondan olusan Pozitronyum-iyon ve yiiklii-Eksiton gibi sistemler i¢in, 3-

cisim Dirac denklemi asagidaki sekilde yazilabilir,

(3)

70(1) ®70(2) ®70 POT

—mc (Ig ® 7" "7 + 90" 9L 90 + 0" 97 @ Ig) ¥

1M (1) 2(1) (1)

0
+[’}’ Py tY P2]®7

3) (1 @ (2 @ (2 3)
© Y0P 440 ®[71 p§)+’y2 p;)]@)yo w

e ) 3 (3 @ (3
+ ey ® [yl pg ) +7y? pé )]‘I’:O.

Ikinci fermiyonun, koordinat sisteminin orjinine yerlestirildigi varsayilarak, kiitle merke-

zinin durgun oldugu durumda bu denklem asagidaki sekilde yazilabilir,

{K (8,/c) +ibB + Co, + ﬁay} W (1,x) = 0, (4.79)
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ve burada kullanilan K, ﬁ, CveD operatorleri 8 X 8 boyutlu matrislerdir ve agik olarak

_ ot ot (O
A=

b

04 -0t @ ot

B oo+ [Ih® o, 0y

b

Z Z Z
0Oy lont- ol § O =Noud
— —0*Qic* 0 ® ot — -0t Qioc? o*Qo0*
C = s D=
c°®o0* o*ic* —-0* R0t o*icY

0 0
0, = , (4.80)
0 0

seklinde yazilabilirler.

4.5.1. Radyal Denklemler

Kompozit Dirac alani,
¥ (1,X) = e MO (x),

seklinde tanimlanabilir ve Denklem (4.79), Denklem (4.80) aracilig1 ile 3-cisim Dirac

denklemi asagidaki forma indirgenebilir,

1 0 0 0 300 O 0 o0- -0- O
0 -1 0 O 000 O 0 0 0 o
ot X e(r)->b + Y (x) =0,
0 0 -1 0 000 O -0, 0 0 -o0-
0 0 0 1 000 -3 0 06, -0, O
8i = (ax + l(')y)

Bu ciftlenimli denklem sistemi, Denklem (3.8) ile verilen spinor formu ve Denklem (3.25)

ile verilen spin alcaltma-yiikseltme operatorleri kullanilarak, polar koordinatlar cinsinden,
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doniistiiriilmiis spinor bilegenleri icin asagidaki sekilde ifade edilebilir,

€(r)Fy (r,¢) = 3bF_(r,¢) +40,Fy (r) =0,
e(r)F_(r,¢)—3bF+(r,¢) :0,
€(r)Fo—j/rF-(r,¢) = 0:F, (r) =0, (4.81)

burada kullanilan tanimlamalar asagida verilmistir,

Fi(r,¢)=Fi(r)e?+Fy(r)e™, F_(r,¢)=Fi(r)e’ = Fy(r)e™,

Fo(r)=Fa(r)==-F3(r), €(r)=(w/c=Vr(r)).

Denklem (4.81) ile verilen c¢iftlenimli denklem sistemi F i¢in ¢oziilebilir ve bu durumda

asagidaki dalga denklemi elde edilir,

i 2_9gp2 . .
ORF, (1) + | £ = 220 0., (r) + |22 - 220l _ S| F () = 0.

Bu sistemdeki her bir fermiyon ciftinin Coulomb tipi potansiyeller araciligi ile etkilestigi

diisiiniiltirse, spinor bileseni asagidaki gibi tanimlanabilir,

— _Vo22-.2
F,(r)=F (r)e_%Tr_%Jrg.

y = —2 seklinde bir boyutsuz bagimsiz degisken tanimlanarak, dalga denklemi asagidaki

halde yeniden yazilabilir,

02w () + |+ H+ 12| o () + |4+ 21| w o) =0,

burada kullanilan parametreler arasindaki iligski asagidaki denklemler ile verilir,

2

S=A+A-QEE2 5 T
Q= V022~ P, B= 2~ e=-2

M=(1+p)2 - BB A T=14+2 L

~
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4.5.2. Enerji Spektrumu

Denklem (4.70)’ in lineer bagimsiz ¢oziimleri, 8 parametresi bir tamsay1 olama-
yacagi i¢in, daha once 3. Bolimde elde edildigi iizere, asagidaki gibi Heun fonksiyonlari

cinsinden bulunur,

w (y) = QlHC(Q’ﬁ, &, 6,H’y) + %HC(Q9 _ﬁ’ &,0,11, }’),

burada Q1 ve Q9 keyfi sabitlerdir. Asimptotik olarak kabul edilebilir fiziksel ¢6ziim ikinci
cOziimdiir. Enerji spektrumu, ¢, kosulu olarakta adlandirilan, ¢6ziim fonksiyonu igin

polinom olma kosulu ile (Fiziev 2009),

(n+1+

ﬁ+8)Q:_6,
2

asagidaki gibi elde edilir,

—2

E =3msc? [1- a —, =tz
! \/ 4(n2—n\/j2—52+é) J

N|—=

Bu enerji spektrumunda, n, E, my, a ve j sirasi ile temel kuantum sayisini, sistemin
toplam enerjisini, fermiyonlarin kiitlesini, efektif ¢iftlenme sabitini ve sistemin toplam
acisal momentum kuantum sayisini temsil eder. Burada elde edilen enerji spektrumu, 2.
fermiyonun (z1t elektriksel yiike sahip) kiitle merkezinde ve durgun oldugu varsayilip, top-
lam etkilesme potansiyelinin (—% -5+ %) seklinde alinmasi ile bulunmustur (@ = 37“)
Bu kisimda incelenilen sistemin, —, +, — yada +, —, + seklinde elektriksel yiike sahip olan
3 fermiyondan olustugu diistiniilmiistiir. Bu iki farkli yiik konfigiirasyonu i¢in toplam et-
kilesme potansiyeli degismez ve dolayisi ile elde edilen enerji spektrumu Ps* ve Exc*
sistemlerini kapsar. Ayrica, bu enerji spektrumunun ( Jj= J_r%) degerleri i¢in ayn1 sonucu
verecegi agiktir. Elde edilen bu enerji ifadesi @’ ya gore kuvvet serisine agilarak asagidaki

gibi yazilabilir,

~ 2 9a2 2592n—81 4
E e dmpc? {1 - (0 o 20081 ot (4.82)
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Daha once yapilan tartigmalar araciligi ile, izotropik ve tek katmanli bir dielektrik mad-

denin varliginda, elde edilen bu enerji spektrumu asagidaki sekilde yazilabilir,

E ~ 3m c2 1= 9a/gff +2592n—81 agff (4 83)
) 1(4n-1)? 32 (dn-1)f (- :

Denklem (4.83) kullanilarak elde edilen, izotropik ve tek katmanli bir madde ortaminda
bulunan Ps* ve Exc* kompozit sistemleri i¢in baglanma enerjisi degerleri, Cizelge 4.5.”

te listelenmistir.

Cizelge 4.5. Degisen €, ¢ degerleri i¢in baglanma enerjilerinin degisimi

€erf | E(n€cryr)leV]
3 -0,416
-0,234
-0, 149
-0,104
-0,076
-0, 058
-0, 168
-0,094
-0, 060
-0, 042
-0,030
-0,023

W W W W W WNN NN N NS

QO ~J| O T x| W| 00| | O] U W~

4.5.3. Tartismalar

Burada, farkl elektriksel yiike sahip olan fermiyonun, sistemin kiitle merkezinde
durgun oldugu kabul edilmis ve diger fermiyonlarin bu merkez etrafinda hareket ettikleri
diisiiniilmiistiir. Bu nedenle, diger fermiyonlarin ayn1 yoriingede bulunduklar diisliniilerek,
Pauli disarlama ilkesi geregince bu iki fermiyonun zit spin polarizasyonlarina sahip oldugu
diisiiniilmiistiir. Bu sebeple, sistemin toplam spin kuantum sayisi, orjinde ve cizgisel
momentum tagimadig1 kabul edilen fermiyonun spin kuantum sayisina esit olarak alinmis
ve j = i% seklinde kisitlanmistir. Daha Once, elde edilen sonuclar 1s181nda, izotropik bir

dielektrik ortamda bulunan Ps* ve Exc™* gibi sistemler i¢in, fermiyonlar arasindaki efektif

o
€ef f

izotropik dielektrik madde ortamu icin, Denklem (4.83) kullanilarak, enerji spektrumunun

ciftlenme gerilimlerinin @, = seklinde alinmasi ile, herhangi bir tek katmanl

elde edilebilecegi aciktir.
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5. SONUCLAR

Bu tez kapsaminda, esit kiitleye sahip ve birbirleriyle etkilesen 2 relativistik
fermiyondan olusan Ps ve Exc gibi, 3 fermiyondan olusan Ps* ve Exc* gibi sistemler
incelenmistir. Bu sistemlerin dinamiginin incelenmesi i¢in kullanilan temel fiziksel ve
matematiksel bilgiler 3. Boliimde ve 4. Bollimde oldukga acik olarak anlatilmistir. Birbir-
leriyle cekici Coulomb tipi potansiyeller araciligi ile etkilesen relativistik 2 fermiyondan
olusan nétral kompozit sistemlerin miimkiin spin kuantum durumlart i¢in, farkl fiziksel
ozelliklere sahip uzay-zaman geometrilerinde elde edilen sonuglarin tamamu birbirlerini
desteklemektedir. Ps, Exc, Ps* ve Exc* gibi sistemler kararsiz kompozit sistemlerdir (/
iyi kuantum say1s1 degil) ve bu sistemlerin dinamigi, sistemlerin kararsiz olmasi sebebiyle,
2 + 1 boyutlu uzay-zaman geometrilerinde arastirtlmistir. Giincel teknolojik uygulamalari
olmasi sebebiyle, Ps ve Exc sistemleri i¢in bulunan sonuglar detayl bir sekilde tartigil-
mus, literatiirde celigkili sonuclar agiklanabilmistir. Farkli madde ortamlarinin optik yada
elektriksel Ozelliklerininde dikkate alindig1 6zgilin bir matematiksel model gelistirilerek,
spin-antisimetrik Ps ve Exc i¢in ulagilan pertiirbatif olmayan spektrumlar, bu sistemlerin
baglanma enerjilerinin ve yasam siirelerinin nasil kontrol edilebilecegine yonelik ¢arpici
sonuglar vermistir. Daha sonra, Ps benzeri kompozit sistemlerin bir topolojik kusurla et-
kilesimi incelenmis ve daha 6nce diiz Minkowski uzay-zaman geometrisi i¢in elde edilen
sonug¢larla kargsilastirilarak, bu sistemlerin fiziksel 6zelliklerinin, uzay-zaman topolojisine
bagli olarak degisimleri analiz edilmistir. Son olarak, iki-cisim icin gelistirilen matema-
tiksel model, matematiksel olarak ¢6ziimleri tam olarak yapilamayan Ps* ve Exc* gibi
sistemlerin incelenmesi amaciyla genisletilmis ve zit elektriksel yiike sahip fermiyonun
kiitle merkezinde ve ¢izgisel momentum tagimadigi kabul edilerek genel bir enerji spekt-
rumu elde edilmistir.

4.1.1. Boliimde, esit kiitleye sahip, Coulomb tipi ¢ekici bir potansiyel araciligi
ile etkilesen bir fermiyon-antifermiyon ¢iftinden olusan spin-0 notral kararsiz kompozit
sistemler i¢in gelistirilen matematiksel model ile ulasilan sonugclar, literatiirdeki 6nemi ve
giincel teknolojik uygulamalar1 olmasi sebebiyle, bir p — Ps sistemine uygulanmig ve elde
edilen enerji spektrumunun, p — Ps sisteminin tiim temel 6zelliklerini yansittig1 (radyatif

diizeltmeleri icermez) tespit edilmistir. Incelenen bu sistem kararsizdir ve ilk olarak, tek
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bir matematiksel metod ile, sistemin / = 0 kuantum durumlar1 i¢in, reel ve sontimlii modlar
elde edilmistir. p — Ps sistemi tamamen leptonik yapida bir kompozit sistemdir ve pargacik-
lar arasindaki ¢ekici Coulomb kuvveti sebebiyle ¢oker. Bu sekilde parcaciklara ait dalga
fonksiyonlart iist iste biner ve sistem kendisini yok ederek anhilasyon fotonlar1 aciga ¢ikar.
Bu anhilasyon fotonlarinin sayis1 sistemin C-simetrisine gore belirlenir ve p — Ps sistemi
kendisini yok ettiginde, yliksek mertebeden anhilasyonlar miimkiin goriinsede, cok yiiksek
bir olasikla 2 gama fotonu aci8a cikar. Elde edilen enerji spektrumu, ayrica, bu anhilasyon
fotonlar: tarafindan taginan toplam enerji degerini acik sekilde verebilmektedir. Vakum
ortaminda, bir kac n degeri icin elde edilen baglanma enerjileri, yasam siireleri ve miimkiin
gecisler icin bulunan gecis siireleri sirasiyla Cizelge 4.2., Cizelge 4.1. ve Cizelge 4.3.” te
listelenmistir. Denklem (4.37), Denklem (4.38) ve Cizelge 4.2.” den goriilebilecegi lizere,
anhilasyon fotonlar1 tarafindan tasinan toplam enerji degeri, vakum ortamindaki bir p — Ps
sistemi icin Eg,, = 2mec? — |E1| seklinde elde edilmistir ve literatiirde daha énce tahmin
edilen sonuglar1 dogrulayip (Asoka-Kumar ve ark. 1996) ayrica bu enerji degerlerine re-
lativistik diizeltmeler saglamistir. Fakat, her bir [ = 0 kuantum durumu i¢in elde edilen
yasam siireleri bu sistemin toplam yasam siiresini vermez. Elde edilen yasam siireleri,
sistemin deneysel olarak ol¢iilen toplam bozunma siiresinin kiictik bir kismina dair bilgi
verir. PALS calismalarindan bilindigi iizere, madde ortamindaki bir p — Ps sistemi i¢in
Olciilen toplam anhilasyon enerjisi degerleri ve toplam bozunma siiresi degerleri madde or-
taminin elektron yogunlugu, uzay-zamanin izotropisi ve madde ortamindaki atomlar arasi
serbest bosluklara bagl olarak degismektedir. Radyoaktif kaynaklar aracilig ile elde edi-
len pozitronlar, bir madde ortamina girdiklerinde, bir kag fiziksel siire¢ sonucunda kinetik
enerjilerini kaybederek termalize olabilirler, yada madde ortaminin elektron yogunluguna
bagli olarak direkt bir elektron tarafindan yok edilebilirler. Termalize olan bir pozitron, ¢e-
kici Coulomb kuvveti nedeniyle en yakinindaki bir elektron tarafindan yakalanarak bir Ps
sistemi olusabilir. Pozitronlarin madde ortamlarinda termalizasyon siireleri kabaca, bir kac
ps olarak bilinmektedir (Tao 1972). Fakat herhangi bir Ps sistemi icin, sistemin ilk olarak
hangi kuantum durumunda olustugu ve olusan bu kuantum durumu iizerinde, madde orta-
mindan kaynaklanan etkilerin ne oldugu tam olarak hesaplanamamaktadir. Bu kistmda son
olarak, p — Ps sistemini ¢evreleyen, homojen bir dielektrik ortam diisiiniilmiis ve vakum

durumu i¢in elde edilen enerji spektrumunun, dielektrik ortamin optik 6zelliklerine bagh
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degisimi fenomenolojik olarak tartigtimistir. Ozet olarak, herhangi bir dielektrik ortamda,
parcaciklar arasindaki elektromanyetik ¢iftlenme sabiti, madde ortamindan kaynaklanan
perdeleme etkileri nedeniyle efektif bir deger alarak, vakum durumuna kiyasla, sistemin
reel modlarini ve soniimlii modlarini degistirdigi tespit edilmistir. Madde ortaminin etkisi,
baglanma enerjilerine bir perdeleme etkisi yaparak sistemin baglanma enerjisi degerlerini
azaltir ve bu sebeple sistemin toplam yasam siiresini uzatir. Bu etkiler, Sekil 4.2. ve Se-
kil 4.1.” in, Cizelge 4.1. ve Cizelge 4.2. ile kargilastirilmasi ile acik sekilde goriilebilir.
Bu sekilde, taban durum icin baglanma enerjisi degeri (negatif) azalacaktir. Bu nedenle,
efektif dielektrik sabiti biiyiik olan ortamlarda, anhilasyon fotonlar1 tarafindan taginan
toplam enerji, sistemin toplam durgun kiitle enerjisi degerine oldukca yakindir. Elde edi-
len sonuglar, ilgili literatiir ile uyumludur ve gelistirilmis dedektorler aracilif ile, prensip
olarak, dokularda, homojenligin bozulmasi, elektronegatifligin artmasi ve morfolojik ya-
pinin degisimi gibi etkilerin erken dedekte edilebilmesine yonelik bilgiler saglamaktadir.
Ayrica, burada elde edilen tam ¢oziimler, bir p — Ps sistemi i¢in yasam siirelerinin ve
sistemin kendisini yok ettikten sonra agi3a ¢ikan anhilasyon fotonlar1 tarafindan taginan
toplam enerjilerin, madde ortamlarina bagli olarak kontrol edilebilecegini isaret eder. Bu-
rada elde edilen sonuclarin, olay-olay bazinda, rutin medikal goriintiileme islemlerine,
gamma-11n1 lazeri ve PALS ¢alismalarina katkida bulunabilecegi diistintilmektedir.
4.2.1. Boliimde, toplam spini 1 olan, birbirleriyle Coulomb tipi ¢ekici bir po-
tansiyel aracilig1 ile etkilesen bir fermiyon-antifermiyondan olusan nétral kompozit sistem-
ler, kartezyen koordinatlardan transform edilmeksizin, kullanilan denklem direkt olarak
polar uzay-zaman geometrisinde yazilarak incelenmis ve elde edilen en genel spektrum bir
o — Ps sistemine uygulanarak elde edilen baglanma enerjisi degeri giincel literatiir ile kar-
stlastirllmistir. Elde edilen degerin literatiir ile son derece uyumlu oldugu tespit edilmistir.
o — Ps sistemi toplam C-simetri nedeni ile tek sayida fotona bozunan kararsiz kompozit
bir sistemdir. Bu sistemin, temel momentum korunumu sebebiyle, bir fotona bozunmasi
yasaklidir. o — Ps sisteminin ¢ok yiiksek bir olasilikla 3-gama fotonuna bozundugu bi-
linmektedir. Bu sistemin temel 6zellikleri, rutin medikal goriintiileme cihazlarindan birisi
olan PET cihazlarinin gelistirilmesi ile elde edilen ve Jagiellonian-Positron Emission To-
mograpy cihazi olarak adlandirilan diizenek ile, giiniimiizde yogun olarak calisilmaktadir.

o — Ps sistemi ¢oktiigiinde aciga ¢ikan 3 foton iginde, 3. gama fotonu tarafindan taginan
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bilgi, herhangi bir madde ortaminda, anhilasyon noktasinin lokalizasyonuna dair bilgi
tasimaktadir. Ayrica, anhilasyon sonucu ag¢iga ¢ikan anhilasyon fotonlar1 tarafindan tasi-
nan toplam enerjideki degisimler dedekte edilerek, lezyonlarda elektriksel, morfolojik ve
topolojik degisimlerin erken dedekte edilebilmesine yonelik onemli bilgiler saglamaktadir.

4.3.2. Boliimde, daha once 4.1.1. Boliimde, fenomenolojik olarak tartisilan
madde ortami, matematiksel olarak temellendirilerek, gelistirilen model sonucu ulasilan
sonuglar, tek katmanli, izotropik bir dielektrik ortamda bulunan bir elektron-desik ciftine
uygulanmistir. Incelenen bu sistem kararsizdir ve elde edilen pertiirbatif olmayan enerji
spektrumu kullanilarak, sistemin reel ve sontimlii modlari tek bir matematiksel formalizm
ile elde edilmistir. Izotropik dielektrik ortamin, spin-0 bir Eksiton sistemi iizerindeki et-
kisi Denklem (4.56) aracili81 ile agikca goriilebilir. Elde edilen bu enerji ifadesi, ortamdan
kaynaklanan etkilerin, sistemin baglanma enerjisi degerlerini azalttigini, yani parcacik-
lar arasindaki etkilesim tizerinde bir perdeleme etkisi olusturdugunu gostermektedir. Bu
sistem pargaciklar arasindaki ¢ekici Coulomb kuvveti nedeniyle bozunmaktadir ve ortam-
dan kaynakli perdeleme etkisi nedeniyle sistemin bozunma siiresinin uzadig: elde edilen
degerler ile tespit edilmistir. Farkli dielektrik ortamlar i¢in elde edilen sonuglar Cizelge
4.4. ile verilmistir. Sonug olarak, elde edilen sonuglar 15181nda, spin-0 bir Eksiton dina-
miginin uygun €.y degerlerinin ayarlanmasi ile kontrol edilebilmesi, prensip olarak agik
bir sekilde miimkiin goriinmektedir. Bu sonug, incelenen bu sistemin baglanma enerjile-
rinin ve toplam bozunma zamaninin dis bir elektromanyetik alan kullanmaksizin kontrol
edilebilecegi anlamina gelir.

4.4.2. Boliimde, bir fermiyon-antifermiyon sisteminden olusan notral kompo-
zit bir sistemin bir boyutlu topolojik bir kusurla etkilesimi aragtirilmigtir. Statik bir kozmik
sicim tarafindan olusturulan uzay-zaman zemininde, karsilikli olarak Coulomb tipi ce-
kici bir potansiyel aracilif ile etkilesen bir fermiyon antifermiyon ¢ifti, kiitle merkezinin
durgun oldugu ve uzay-zaman zemininin orjininde bulundugu varsayilarak incelenmistir.
Genel Coulomb tipi merkezcil bir etkilesme potansiyeli icin, ¢iftlenimli bir denklem sis-
temi elde edilmis ve elde edilen bu denklem sistemi ¢ekici bir Coulomb potansiyeli i¢in
tam olarak c¢oziilmiistiir. Elde edilen enerji spektrumu, uzay-zaman zemininin topolojik
yapisinin sistem {izerindeki etkisini agik olarak gostermektedir. Uzay-zaman zemininden

kaynaklanan etkilerin, incelenen sistemin enerji seviyelerinde sebep oldugu kaymalarin
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belirlenebilmesi i¢in, elde edilen bu enerji spektrumu, diiz Minkowski uzay-zamaninda
elde edilen sonuclarla karsilastirilmis ve bir o — Ps sistemine uyarlanarak, degisen « de-
gerleri i¢in incelenmistir. Bu sonuglar Sekil 4.4., Sekil 4.5., Sekil 4.6. ve Sekil 4.7.” de
verilmistir. Sonugclar, ¢ok biiyiik lineer kiitle yogunluguna sahip statik kozmik sicimin,
etkilesen bu fermiyon ¢iftinin baglanma enerjilerinde bir azalmaya sebep olacagini, yani
parcaciklar arasindaki etkilesim iizerinde bir perdeleme etkisi olusturacagini sdylemekte-
dir (Sekil 4.4., Sekil 4.5., Sekil 4.6.). Incelenen sistemin uyarilmis enerji diizeylerinde,
uzay-zaman topolojisinden kaynaklanan etkilerin, baglanma enerjilerinde ciddi artiglara
sebep olabilecegi miimkiin olarak goriinmesine ragmen (Bknz. Sekil 4.5., Sekil 4.6., Sekil
4.7. ve Sekil 4.8.), a parametresinin tahmin edilen gergekci degerleri 1° e oldukga yakindir.
Benzer durumlarin, enerji seviyelerinde dejenerelige sebep olabilecegide goriinmektedir
(Sekil 4.7.), fakat gercekci degerlere daha yakin olan @ > 0.9 degerleri i¢in bile, dejenereli-
gin soz konusu olamayacag1 aciktir (Sekil 4.8. ve Sekil 4.9.). Aslinda, @’ nin tahmin edilen
degeri yaklasik olarak a ~ 1 — 107%" dir ve bu deger icin elde edilen enerji spektrumlari
karsilagtirilmig ve taban durumdaki bir o — Ps i¢in enerji seviyesindeki kayma elde edilmis,
sonuglar Denklem (4.74) ile verilmistir. Ayrica, Denklem (4.74) bize (a«a) terimlerinin
efektif bir ciftlenme sabiti @ = aa seklinde diisiiniilebilecegini sdyler. 0 — Ps sistemi-
nin bozunma oranlarinin hesaplanmasinda kullanilan matematiksel yontemler, elektron
ve pozitron arasindaki ¢iftlenme gerilimi degerinin direkt olarak kullanilmasina dayanir.
Buradan yola ¢ikarak, uzay-zaman topolojisinin, bir o-Ps sisteminin toplam yasam siiresini
etkileyecegini rahatlikla soyleyebiliriz. Bu durum, prensip olarak, dokulardaki veya lez-
yonlardaki topolojik degisimlerin, o-Ps sisteminin baglanma enerjilerinin 6l¢iimii, toplam
yasam siirelerinin Ol¢limii yada sistemin kendi kendisini yok ettikten sonra agiga cikan
anhilasyon fotonlar1 tarafindan taginan toplam enerjinin ol¢iimii ile detekte edilebilecegini
sOylemektedir. Denklem (4.75) ile verilen toplam anhilasyon enerjisinin uzaya bagimli
degisimi kullanilarak, bu tip bir topolojiye sahip uzay-zaman geometrileri icin, o — Ps
sisteminin bir dedektor gibi kullanilabilecegi agiktir. Cok hassas Olctimler gerektirmesine
ragmen, bu anhilasyon fotonlar1 tarafindan taginan toplam enerjinin, uzay-zaman zemini-
nin topolojisi hakkinda ek bir bilgi verebilecegini sdyleyebiliriz. Bir o-Ps sisteminin taban
durum baglanma enerjisindeki kayma miktar1, @ ~ 1 — 1079 alinarak hesaplanabilmis ve

bu deger ~ 0,03 meV olarak elde edilmistir (Denklem (4.76)).
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4.5.3. Boliimde, matematiksel olarak tam ¢oziimleri yapilamayan, esit kiitleli
ve birbirleri ile etkilesen 3 fermiyondan olusan Ps* ve Exc® gibi kararsiz sistemler
icin, daha 6nce fermiyon-antifermiyon sistemleri 6zelinde gelistirilen model genisletilmis
ve 2. fermiyonun sistemin kiitle merkezinde (orjinde)durgun oldugu kabul edilmistir.
Bu yaklasim ile, incelenen 3 fermiyon sistemleri icin genel bir frekans spektrumu elde
edilmistir. Incelenen bu sistemler iki esit elektriksel yiike ve bir zit yiike sahip toplam
3 fermiyondan olugmaktadir. Zit elektriksel yiike sahip olan fermiyonun, sistemin kiitle
merkezinde ve lineer momentum tagimadig1 durum icin elde edilen enerji spektrumunda,
diger fermiyonlarin bu merkez etrafinda hareket ettikleri diisiiniilmiistiir. Bu nedenle, diger
fermiyonlarin aym yoriingede bulunduklar diisiiniilerek, Pauli digsarlama ilkesi geregince
bu iki fermiyonun birbirlerine gore zit spin polarizasyonlarina sahip oldugu diistintilmiistiir.
Bu yaklagim altinda, incelenen sistemlerin kararsiz olmalar1 sebebi ile (/ iyi kuantum sayis1
degil), sistemin toplam spin kuantum sayisi, orjinde ve cizgisel momentum tasimadigi
kabul edilen fermiyonun spin kuantum sayisina esit olarak alinmustir (j = J_r%). Daha 6nce
4.3.2. Boliimde elde edilen sonuglar 1s181nda, izotropik bir dielektrik ortamda bulunan Ps*
ve Exc* gibi kompozit sistemler i¢in, Denklem (4.83) ile verilmis olan enerji spektrumu

kullanilarak elde edilen baglanma enerjisi degerleri Cizelge (4.5.)’ te listelenmistir.
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