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ABSTRACT

FITTING IDEALS OF HIGH ORDER UNIVERSAL MODULES

TURAN ZABUN, Nurbige
Ph.D. in Mathematics
Supervisor: Dog. Dr. Necati OLGUN

June 2020
79 pages
Working with Fitting ideals of a module in Commutative Algebra is one of the
important tools in examining the structure of the module and determining the regularity
of the ring. In addition, Fitting ideals are used to solve some problems of physics
related to dynamic systems. The main purpose of this thesis is to examine the algebraic
properties of the universal module defined on the tensor product, such as freeness,
projective dimension, in case the Fitting ideals of universal modules are invertible and
to apply these results on the samples. In the introduction part of the thesis, studies on
literature related to Fitting ideals and universal modules are mentioned. In the second
part of the thesis, basic definitions such as ideal, module, tensor product, and some
related features are given. In the third chapter, basic definitions, theorems and
properties of universal modules are given. Then, the projective dimensions of the
universal modules are examined on the samples. In the fourth chapter, definition and
properties of Fitting ideal of universal modules are given. In the fifth chapter, after
giving the definition and properties of the invertible ideal, the results obtained in the
case of Fitting ideals of the first and second order universal modules defined on the
tensor product of the two rings are expressed with proofs. In the sixth chapter, by
giving the definition and properties of the symmetric power module of a module, the
projective dimensions of the first and second order universal module defined on the

tensor product of the two rings are examined.

Keywords: Fitting Ideals, Universal Modules, Projective Dimension, Tensor

Product, Symmetric Power Modules.



OZET

YUKSEK MERTEBEDEN EVRENSEL MODULLERIN FIiTTING
IDEALLERI

TURAN ZABUN, Nurbige
Doktora Tezi, Matematik
Danmisman: Dog¢. Dr. Necati OLGUN
Haziran 2020
79 sayfa

Degismeli Cebirde, bir modiiliin Fitting idealleriyle c¢alismak modiiliin yapisini
incelemede ve halkanin regiilerligini belirlemede 6nemli araclardan biridir. Ayrica
Fitting idealler fizigin dinamik sistemlerle ilgili bazi problemlerinin ¢oziimiinde de
kullanilmaktadir. Bu tezin temel amaci, evrensel modiillerin Fitting ideallerinin
terslenebilir olma durumunda tensor ¢arpim tizerinde tanimlanan evrensel modiiliin
serbestlik, projektif boyut gibi cebirsel 6zelliklerini incelemek ve elde edilen bu
sonuglart ornekler lizerinde uygulamaktir. Tezin giris boliimiinde, Fitting idealler ve
evrensel modiillerle ilgili literatiirde yapilan ¢alismalardan bahsedilmistir. Tezin ikinci
boliimiinde, calismamizda gecen ideal, modiil, tensor ¢arpim gibi temel tanimlar ve
bunlarla ilgili baz1 6zellikler verilmistir. Ugiincii boliimde, evrensel modiillerle ilgili
temel tanim, teorem ve Ozellikler verilmistir. Daha sonra 6rnekler {lizerinde, evrensel
modiillerin projektif boyutlar1 incelenmistir. Dérdiincii boliimde, evrensel modiillerin
Fitting ideal tanimi1 ve Ozellikleri verilmistir. Besinci boliimde, terslenebilir ideal
tanimi ve Ozellikleri verildikten sonra iki halkanin tensor ¢carpimai iizerinde tanimlanan
birinci ve ikinci mertebeden evrensel modiillerin Fitting ideallerinin terslenebilir
olmas1 durumunda elde edilen sonuglar ispatlariyla ifade edilmistir. Altinci béliimde,
bir modiiliin simetrik kuvvet modiiliiniin tanim1 ve Ozellikleri verilerek, iki halkanin
tensor ¢arpimi iizerinde tanimlanan birinci ve ikinci mertebeden evrensel modiiliiniin

projektif boyutlari incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Fitting Idealler, Evrensel Modiiller, Projektif Boyut, Tensor
Carpim, Simetrik Kuvvet Modiilleri.
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BOLUM 1

GIRIS

Fitting ideal tanimi1, 1936 yilinda Hans Fitting tarafindan yapilmistir [9]. Fitting ideal-
ler bir halkanin regiilerligini belirlemede ve bir modiiliin yapisini incelemede onemli
kolayliklar saglar. Ornegin, M nin projektif bir R-modiil olmast sifirdan farkl ilk Fit-
ting idealinin R olmasina denktir [S)]. Fitting ideallerle ilgili bir¢ok calisma yapilmistir.
Fermat’ 1n Son Teoremi olarak bilinen iinlii problemi ¢dzen Wiles, Iwasawa varsayi-
munin ispatinda Fitting ideal teorisinden yararlanmistir [42]. Einsiedler ve Ward, sonlu
tiretilmig bir modiiliin Fitting ideallerine bakarak, Fizikte bir sistemin dinamik 6zellik-
lerini incelemistir [6]. Grime, tezinde degismeli olmayan halkalarin Fitting idealleriyle
ilgili 6nemli sonuglar elde etmistir [[10]. Macrae, Fitting idealleri kullanarak bir ideal
tanimlamig ve bu idealin Fitting ideallerle benzer 6zellikleri sagladigini gdstermistir
[21]. Lipman, R yerel bir halka ve M sonlu iiretilmis bir R-modiil olmak iizere, M
nin F,(M) idealinin regiilerligi ile M/T (M) modiiliiniin ranki r olan bir R-modiil ve
pd(M) < 1 olmasina denk oldugunu ispatlamistir [20]. Ohm, Lipman’in bu sonucunu
herhangi bir degismeli halka icin genellestirmistir [30]. Hadjirezaei ve Karimzadeh,
carpimsal ve es carpimsal bir modiiliin Fitting ideallerini incelemistir [[13]], [17]. Ayrica
sifirdan farkl ilk Fitting idealin maksimal olmasi durumunda bir regiiler halka {izerin-
deki tiim serbest burulmali olmayan modiilleri karakterize etmislerdir ve sifirdan farkl
ilk Fitting idealin annT (M) nin bir alt kiimesi oldugunu gostermislerdir [12], [15].
Hadjirezaei ve Hedayat, tek sekilde carpanlara ayirma bolgesi tizerindeki bir modiiliin
stfirdan farkli ilk Fitting idealine bakarak modiiliin projektif boyutuyla ilgili sonuglar
elde etmislerdir [[14]. Ayrica bu Fitting idealin maksimal olmas1 durumunda, modiiliin

yapistyla ilgili onemli sonuglara ulagmislardir [[11]].

Evrensel modiiller cebirsel kiimelerle ilgili problemlerin ¢oziimiinde kullanilan yon-

temlerden biridir. Evrensel modiiller ilk olarak 1960 yilinda Nakai tarafindan tanim-



lanmis ve 6nemli sonuglar elde edilmistir [27]]. Ayrica, Nakai R afin bir k-cebir olmak
tizere, R nin regiiler olmasi ile Q;(R) evrensel tiirev modiiliiniin projektif olmasinin bir-
birine denk oldugunu ispatlamistir [28]]. Boylece bir halkanin regiilerligini belirlemede
kullanilan Jacobian Kriterine alternatif bir ¢6ziim vermistir. Matsuoka ve Vasconce-
los, yaptiklar1 ¢aligmalarda Q;(R) nin projektif boyutuyla ilgili 6nemli sonuclar elde
etmislerdir [24], [43]. Osborn, Heyneman ve Sweedler yiiksek mertebeden diferansi-
yel operatorlerin evrensel modiillerini incelemistir [36l], [37], [39]. Erdogan, tezinde
R bir hiperyiizey ise J,(R) nin homolojik boyutunun bir veya birden kiiciik oldugunu

ispatlamistir [[7]].

Bir halkanin regiilerligi ve modiiliin yapist ile ilgili 6zelliklerin incelenmesinde Fit-
ting idealler 6nemli bir yere sahiptir. Evrensel modiillerin Fitting idealleriyle ilgili li-
teratiirde ¢ok az ¢aligma vardir. Bunlardan birkag¢i soyledir: Kunz, birinci mertebeden
evrensel modiillerin Fitting idealleriyle ilgili sonuglara kitabinda bir boliim ayirmistir
[18]. Olgun, tezinde evrensel modiillerin Fitting ideallerinin nasil bulundugunu ve ev-
rensel modiillerin Fitting idealleriyle ilgili elde ettigi sonuclar1 vermistir [31]. Bu tez
caligmasinin amaci, evrensel modiillerin Fitting ideallerini kapsamli bir sekilde incele-

mek ve evrensel modiillerin projektifligi ve halkayla ilgili yeni sonuglar elde etmektir.

Tezde ilk olarak, Fitting ideallerle ilgili literatiirde var olan caligmalardan bahsebildi.
Ikinci béliimde, ideal, modiil, modiillerin tensor carpimu gibi temel kavramlar ve so-
nuglar verildi. Ugiincii boliimde, evrensel modiillerle ilgili temel tanim, teorem ve dzel-
likler incelendi. Daha sonra R®; S halkasi iizerindeki evrensel tiirev modiilleri ile 1lgili
literatiirde var olan ¢alismalardan bahsedilmistir. Dordiincii boliimde, bir modiiliin Fit-
ting idealinin tanimi ve 6zellikleri detayli bir sekilde incelenmistir. Sonrasinda evrensel
tiirev modiillerin Fitting ideal tanimi1 verilmis, literatiirde var olan 6nemli sonuglar is-
patlariyla birlikte incelenmistir. Boliimiin sonunda verilen bu bilgiler 6rnekler tizerinde
uygulanmistir. Besinci boliimde, terslenebilir idealler genel 6zellikleriyle verilmistir.
Sonra evrensel tiirev modiillerin Fitting ideallerinin terslenebilirligi ile ilgili var olan
sonuclar incelenmistir. Birinci ve ikinci mertebeden evrensel tiirev modiillerin Fitting
ideallerinin terslenebilir ideal oldugu durumda sirasiyla Q(R ®; S) ve Q(R ® §)
modiillerinin projektif boyutunun bir veya birden kiiciik oldugu ispatlanmistir. Boy-
lece Olgun’ un Q,(R ®; §) modiiliiniin projektif boyutuyla ilgili ¢alismasina Fitting

idealleri kullanarak alternatif bir ¢6ziim tiretilmistir [33]]. Sonrasinda F;(Q;(R ®; S))



ve Fi(L(R ®; §)) idealleri terslenebilir idealler cinsinden ifade edilmistir. Altinc1 bo-
liimde, bir modiiliin simetrik kuvvet modiilii tanim1 ve temel 6zellikleri verilmistir.
Ozel olarak, evrensel tiirev modiillerin ikinci mertebeden simetrik kuvvet modiilleri
incelenmis, literatiirde var olan sonuglar verilmistir. Bu boliimde, €Q;(R) ve €;(S) ev-
rensel tiirev modiillerinin projektif olmasi durumunda Q,;(R® ') nin projektif olacagi,
simetrik kuvvet modiillerini kullanarak ispatlanmistir. Sonug olarak R ve S halkalari-
nin regiiler olmas1 durumunda Q,(R ®; S') modiiliiniin projektif olacag: belirtilmistir.
Benzer sekilde, Q,(R ®; S) nin serbest modiil olmasinin hangi durumda miimkiin ol-
dugu, evrensel modiillerin simetrik kuvvet modiillerinin 6zellikleri kullanilarak ispat-
lanmugtir. Bu tez ¢calismasinin besinci ve altinci boliimlerinde elde ettigimiz sonuclar
evrensel modiillerin projektif boyutlarinin incelenmesinde farkli bir bakis agist sun-

mustur. Yedinci boliim, tartisma ve sonug kismina ayrilmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezimizde gecen calismalarin ve sonuglarin daha iyi anlasilmasi i¢in ge-
rekli olan halka, ideal, modiil, modiillerin tensor ¢arpimi gibi temel tanimlar ve bun-
larla ilgili temel ozellikler verilecektir. Bu boliimde verilen bilgiler Lang [[19], Sharp

[38]], Callialp ve Tekir [4]] kaynaklarindan alinmistir.

2.1 Halkalar ve Idealler

Tamim 2.1.1. Iki islemli, (R, +, .) cebirsel yapisi verilsin. Her a, b, c icin

i)a+b=b+a

ii) a+b)+c=a+ b +c)

iii) Ya € R icin a + Og olacak sekilde Og € R var,

iv) Ya € R icin a + (—a) = Og olacak sekilde —a € R var,
v) (a.b).c = a.(b.c)

vi) a(b+c)=ab+a.cve(a+b)c=ac+b.c

kosullari saglaniyorsa R ye bir halka denir.

Tamim 2.1.2. R degismeli bir halka olsun. R halkasinin I alt kiimesi asagidaki kosullart

sagliyorsa I kiimesine R nin bir ideali denir:

(i) £

(ii) Ya,be licina+bel



(iii) Yae IveVr e Ricinra €1

Ornek 2.1.3. n € N ve n > 1 olmak iizere nZ = {nr | r € Z} kiimesi Z tam sayilar

halkasimin bir idealidir.

Tanmmm 2.1.4. R degismeli bir halka olsun. I ve J, R halkasimin birer ideali olsun.
Ideal boliimii (I : J) = {a € R : aJ C I} ile tamumlamir. Ozel olarak I = 0 ise
O:J)={aeR:aJ =0} ={ae€R:ab=0,Yb € J} kiimesi J idealinin sifirlayant

olarak adlandirilir. AnngJ ile gosterilir.

Tanim 2.1.5. R degismeli bir halka ve m # R olmak iizere m, R’ nin bir ideali olsun.
m C I C R durumunda I = m veya I = R oluyorsa m idealine R halkasinin bir

maksimal ideali denir.

Lemma 2.1.6. R degismeli bir halka olsun. m idealinin maksimal ideal olmasi icin

gerek ve yeter kosul R/m boliim halkasinin bir cisim olmasidir.

Ornek 2.1.7. k bir cisim ve a € k olsun. L = {f € k[X] : f(a) = 0} ile tanimlanan

kiime k| X] halkasinin bir maksimal idealidir.

Tamm 2.1.8. R degismeli bir halka olsun. R halkasinin bir tek maksimal ideali varsa
R halkasina yerel halka denir. m, R nin maksimal ideali olmak iizere (R, m) ile ifade

edilir. m tek maksimal ideal ise R/m cismine kalinti (rezidii) cismi denir.

Tanim 2.1.9. R degismeli bir halka ve P # R olmak iizere P, R halkasinin bir ideali
olsun. a,b € R olmak iizere ab € P iken a € P veya b € P oluyorsa P idealine R nin

bir asal ideali denir.

Tamm 2.1.10. R birimli, degismeli ve sifir bolensiz bir halka ise R ye tamlik bolgesi

denir.

Lemma 2.1.11. R degismeli bir halka olsun. P idealinin asal ideal olmasi icin gerek

ve yeter kosul R/ P boliim halkasinin bir tamlik bolgesi olmasidur.

Ornek 2.1.12. Z[X] halkasinda {n, X) idealinin asal olmas icin gerek ve yeter kosul

n sayisinin asal olmasidir.

Coziim 2.1.13. (n, X) ideali bir asal ideal olsun. Bu durumda Z[X]/{n, X) bir tamlik
bolgesidir. Z|X1/{n, X) = Z, izomorfizmasindan Z, bir tamlik bolgesidir. Bu ise n sayi-
sumin asal olmasini gerektirir. Tersi de benzer sekilde Z[X]/{(n, X) = Z, izomorfizmasini

kullanarak yapilir.



Tamm 2.1.14. R ve S degismeli halkalar olsun. Eger f : R — S olacak sekilde bir

halka homomorfizmasi varsa S ye R-cebir denir.

2.2 Modiiller

Tamim 2.2.1. R birimli ve degismeli bir halka, M bir degismeli grup olsun. Her r € R
vem € M icin f(r,m) = r.m seklinde tamimlanan f : RxM — M doniisiimii asagidaki

ozellikleri saglarsa M ye R iizerinde bir R-modiil denir:

(i) Vr e RveVYm,n € M icinr.(m+n) =rm+r.n
(ii) Vr,s € RveVm € M icin (r + s).m = r.m + s.m
(iii) Yr,s € Rve VYm € M icin (rs).m = r.(s.m)
(iv) Ym € M icin 1g.m = m dir.
Ornek 2.2.2. Her M toplamsal grubu bir Z-modiildiir:
Ornek 2.2.3. I, R halkasimn bir ideali ise I bir R-modiildiir:
Onerme 2.2.4. R degismeli bir halka, I, R halkasiun bir ideali ve M bir R-modiil

olsun.
n

IM = {Zaimi ca, €I,mie M, i = 1,2,...n}
i=1

kiimesi M nin bir alt modiiliidiir.

Tanim 2.2.5. R degismeli bir halka olsun. Eger

0oL MEN—0

formundaki R-modiillerin dizisi, Imf = Cekg kosulunu sagliyorsa kisa tam dizi olarak

adlandinilir. Imf = Cekg modiilii M nin bir direkt toplanani ise bu diziye ayrisan

(split) dizi denir.

Ornek 2.2.6. R degismeli bir halka olsun. O zaman
0— M, —> My & My — My — 0

R-modiillerinin dizisi kisa ayrisan tam dizidir.

6



Tamim 2.2.7. R degismeli bir halka, M bir R-modiil ve S = {y,},c; de M nin bir iirete¢
sistemi olsun. Ym € M elemani, ry, y, icin m = ) ,c; 11y, seklinde sonlu olarak tek
tiirlii yazilryorsa S kiimesine M nin bir tabani denir. M modiiliine ise serbest modiil

denir.

Onerme 2.2.8. R degismeli bir halka, M bir R-modiil olsun. M nin sifirdan farkl bir
serbest modiil olmast icin gerek ve yeter sart VA € I icin R = R, iken M = @,¢;R, = R!

olmasidur.

Lemma 2.2.9 (Nakayama). R degismeli bir halka, M sonlu iiretilmis bir R-modiil ve
I € Jac(R) (burada Jac(R) Jacobson radikalini ifade ediyor) olacak sekilde bir ideal
olsun. Eger M = IM ise M = 0 dur.

Tanmm 2.2.10. R degismeli bir halka ve M bir R-modiil ve m € M olsun. 0 # r €
R icin rm = 0 oluyorsa m elemanina M modiiliiniin bir burulmali elemani denir. R
degismeli bir halka oldugunda burulmali elemanlarin kiimesi bir alt modiil olusturur.
Bu alt modiile M nin burulmali alt modiilii denir ve T(M) ile gosterilir. T(M) = 0 ise

M modiiliine serbest burulmali; T(M) = M ise burulmali modiil denir.

Onerme 2.2.11. R bir tamhik bolgesi, M bir R-modiil ise M|/T (M) serbest burulmali
bir R-modiildiir.

ispat. M/T (M) nin serbest burulmali oldugunu gostermek i¢in M/T(M) Cc T(M) ol-
dugunu gostermek yeterlidir. x + T(M) € M/T (M) olsun. Bu durumda r(x + T(M)) =
T (M) olacak sekilde bir 0 # r € R vardir. Buradan rx € T(M) elde edilir. Boylece
stfirdan farkli bir ¥ € R i¢in rr’x = 0 dir. R bir tamlik bolgesi oldugundan rr" # 0
olmalidir. Bu durumda x € T(M) elde edilir. Boylece M/T(M) c T(M)’ dir. Sonug
olarak x + T(M) = T(M) oldugundan M/T (M) serbest burulmali modiildiir. O

Tamim 2.2.12. R degismeli bir halka ve M bir R-modiil olsun.
O:M)y={reR:rM =0}

idealine M modiiliiniin sifirlayani denir ve Ann(M) ile gosterilir.

Tanmim 2.2.13. R degismeli bir halka ve S, R halkasinin bir alt kiimesi olsun. 1 € S ve

x,y €S icin xy € S oluyorsa S ye R halkasinin ¢arpimsal kapali bir alt kiimesi denir.
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Tamim 2.2.14. S, R degismeli halkasinin carpimsal kapali bir alt kiimesi olsun. M X S
lizerindeki asagidaki gibi tanmimlanan ~ bagintist bir denklik bagintisidir. (m, s), (n,t) €

M xS icin
(m,s) ~ (n,t) & Au € S oyle ki u(tm — sn) =0

(m,s) € M X S nin belirttigi denklik sinifina kesir denir ve = ile gosterilir. Bu denklik

siniflarimin kiimesi S ~'M ile gosterilir.

Onerme 2.2.15. R degismeli bir halka, M bir R-modiil olsun. S™'M bir S~'R-

modiildiir (S ~' M kesir modiilii olarak adlandirilir).

Tanmm 2.2.16. R degismeli bir halka ve M bir R-modiil olsun. S c¢arpumsal kapali
kiimesi P asal idealinin tiimleyeni olarak alinirsa S ~'M kesir modiiliine M nin P ide-

alindeki yerellestirmesi denir ve M, ile gosterilir.

2.3 Modiillerin Tensor Carpimi

Tamm 2.3.1. R degismeli bir halka olsun. M ve N birer R-modiil ise M ®g N tensor
carpinu asagidaki evrensellik ozelligini saglayan bir R-modiil olarak adlandirilir. Ik
olarak f : M x N — M ® N ile tamimlanan bir R-bilineer déniisiimii vardir. Ikinci
olarak, herhangi bir E R-modiilii ve g : M X N — E bilineer doniigiimii icin hf = g

olacak sekilde tek bir h : M @ N — E R-modiil homomorfizmast vardir ve

M x N f M®N

& A

E

diyagrami degismelidir.

M ®g N tensor carpiminin elemanlar1 agagidaki ozellikleri saglar:

Tamim 2.3.2. R birimli ve degismeli bir halka olsun. M ®g N tensor carpimi, Vx € M
ve Yy € N olmak iizere x ® y ile iiretilen ve asagidaki ozellikleri saglayan bir R-modiil

olarak tamimlanir:



(i) VreRicin x®ry =r(x®y) dir.
(i) x®(Y+2)=x®y+x®zdir
(iii) Vr e Ricinrx®y = r(x®Yy) dir.
(iv) (x+y)Q®z=x®z+yR®zdir

Ornek 2.3.3. Z/4Z ®; Z/5Z = 0 dir. Ciinkii a € Z/4Z icin Sa = a dir. Bu durumda
b € Z/5Z olmak iizere a® b =5a®b =a®5b = a®0 = 0 elde edilir.

Lemma 2.3.4. R degismeli bir halka olsun. Herhangi M, N ve P R-modiilleri icin

asagidaki izomorfizmalar saglanir:

@ M N=NxM

(b) M®%R=M

(c) M®N)®r P=(MQ®g P)® (N ® P)
(d) (MR N)Qr P=M®g(N®gP)
Teorem 2.3.5. R degismeli bir halka olsun.

O—)A‘—f>Bi>C—>0

R-modiillerin kisa bir tam dizisi ise M bir R-modiil olmak iizere
1®f 1®g
M®RA—>M®RB—>M®RC—>O

kisa bir tam dizidir.

Tanim 2.3.6. R degismeli bir halka ve P bir R-modiil olsun. P modiilii asagidaki denk

kosullardan birini saglarsa P ye projektif modiil denir. M ve N birer R-modiil olsun.

(i) Her M N P —s 0 dizisi icin ff = 1p olacak sekilde bir f : P —s M R-modiil

homomorfizmast vardir.

(ii) P, bir F serbest R-modiiliiniin direkt toplananidir.



(iii) Her M 5 N — 0dizisive h : P —> N R-modiil homomorfizmast icin, gh = h

olacak sekilde h : P —s M R-modiil homomorfizmast vardir. Bu dzellik

Iyl
=

degismeli diyagramiyla da ifade edilebilir.
Teorem 2.3.7. R degismeli bir halka olsun.

0—>Ai>Bi>CHO

R-modiillerin kisa bir tam dizisi ise M bir projektif R-modiil olmak iizere
18f 18g
O—)M®RA—>M®RB—>M®RC—>O

kisa bir tam dizidir.

Teorem 2.3.8. R degismeli bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. Bu durumda R/I ®g
M = M/IM izomorfizmasi vardir.

Onerme 2.3.9. R degismeli bir halka ve S kiimesi R nin carpumsal kapali bir alt kiimesi

ise S™'M = S~'R ®y M izomorfizmasi vardur.

Teorem 2.3.10. R degismeli bir halka ve S kiimesi R nin ¢carpimsal kapali bir alt

kiimesi olsun.
f‘

0—A—RB LN C —90
R-modiillerin kisa bir tam dizisi ise

0—S'"A—S'B—Ss'Cc—0

kisa bir tam dizidir.
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Teorem 2.3.11. R degismeli bir halka olsun. M tabani {e;};c; kiimesi olan serbest bir R-
modiil ve N tabani {e;.} jes kiimesi olan serbest R-modiil ise M®g N tabani {e,~®e'j}(l~, PelxJ

olan bir serbest R-modiildiir.

Teorem 2.3.12. R bir tamlik bolgesi ve K, R nin kesir cismi olsun. M herhangi bir

R-modiil olmak iizere

K &g M = K ® (M/T(M))
izomorfizmast vardir.

Sonug 2.3.13. R bir tamlik bolgesi ve K, R nin kesir cismi olsun. M burulmali bir
R-modiil ise K @g M = 0 dir. M burulmali bir R-modiil degil ise K ®g M # 0 dir.

Teorem 2.3.14. R degismeli bir halka ve M ile N birer R-modiil olsun. f(m/s®@n/t) =
(m®n)/st ile tanimlanan tek bir f : ST'M g1z SN — S 1 (M ®& N) izomorfizmas:

vardir. Ozel olarak, P eger bir asal ideal ise
Mp ®g, Np = (M ®r N)p

seklindedir.

Ispat. Onerme den dolayr M bir R-modiil olmak iizere S™'M = S™'R®z M

izomorfizmasinin varligin biliyoruz. Bu 6zelligi kullanarak
ST'M ®s-1g ST'N = (M ® S™'R) ®-1g (N® S™'R)
izomorfizmas: elde edilir.
¢: (M& S'R)®s-1g (N® ST'R) — (M & N) ®s-1z (S'R® S™'R)

doniistimiiniin p(m®r)® (n®s)) = (mM®n) ® (r ® s) tanimiyla bir izomorfizma oldugu

goriiliir. Lemma[2.3.4] den dolay1

(M ®g N) ®s-1g (ST'RRg ST'R) = (M ® N) ®s-1x (S™'R)
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izomorfizmasi vardir. Onerme den dolay1
(M ®g N)®g-1z (ST'R) = S™'(M & N)
izomorfizmasi elde edilir. Boylece
ST'M @s-1g ST'N = ST (M ® N)

sonucuna ulagilir. O

Tamm 2.3.15. R degismeli bir halka ve Py, Py, ..., P, asal idealler olsun. Py C P, C
. C P, zincirine, n-uzunlugunda bir asal ideal zinciri denir. R halkasimn tiim asal
ideal zincirlerinin en kiiciik iist ssnmirina R nin (Krull) boyutu denir ve dimR ile goste-

rilir.

Teorem 2.3.16. R degismeli bir halka olsun. (R,m) yerel bir halka ise dimR <
vdimR/mm/mz dir. Burada vdimR/mm/mz, m/m? vektor uzaymin R/m cismi iizerindeki

vektorel boyutunu ifade ediyor.

Tanmm 2.3.17. R degismeli bir halka ve (R,m) yerel bir halka olsun. dimR =

vdimg,m/ m? ise R halkasina regiiler halka denir.

Asagida yerel regiiler halkaya bir 6rnek verilmistir.

Ornek 2.3.18. R = k[xi, ..., x,] polinom halkast ve k, R iizerinde bir cisim olsun.
ai,...,a, € k olmak iizere {(x; — ay,...,x, — a,) ideali R halkasinin, yiiksekligi n
olan bir asal idealidir ve n eleman tarafindan iiretilir. Boylece k[xi, ..., Xn)(x,-ay...x0-ay)

boyutu n olan regiiler yerel bir halkadir.
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BOLUM 3

EVRENSEL MODULLER

3.1 Diferansiyel Operator Modiilleri ve Evrensel Diferansiyel Modiilleri

Bu kisimda, ilk olarak diferansiyel operator modiilii tanimi ve 6zellikleri verilecektir.
Sonrasinda evrensel diferansiyel modiil tanimi yapilarak diferansiyel operatér modii-
lityle arasindaki baginti verilecektir. Bu kisimda verilen bilgiler [31] ve [27] den alin-
mistir.

Bu tez calismasinda aksi belirtilmedik¢e R birimli ve degismeli bir halka alinacak-
tir. R karakteristigi sifir olan k cismi {izerinde bir k-cebir, M ve N birer R-modiil
olsun. Hom(M,N) = {f | f : M — N k-lineer doniigsiim} oldugunu varsayalim.

f € Homi(M,N) icin r € R ve m € M olmak iizere

rf:m—rf(m)ve fr:m— f(rm)
ile tanimh ikili modiil yapis1 kurulabilir. [f,r] € Homi(M,N) de8ismeli eleman1
Lf,r] = fr — rf ile tammlanir.
Tamm 3.1.1. D°(M,N) = {f € Hom(M,N) : [f,r] =0 VY r € R}=Hom(M, N) ve
D" Y(M, N) tamimlanmis olsun. Bu durumda

Dy(M,N) ={f € Hom(M,N) : [f,r] € D" '(M,N), Y reR)

ile tamimlanir. Vn > 0 icin D"(M, N) modiiliine mertebesi n veya n den kiiciik olan dife-
ransiyel operatorlerin modiilii denir. Mertebesi n veya n den kiiciik olan f diferansiyel

operatorii ve Vry, 1y, ..., 1, € Ricin [...[[Lf, rol, r1], r2]..., ru] = 0 esitligi saglanir.

Tamim 3.1.2. Dg(M, N), k-lineer diferansiyel operator uzayi,
Dg(M,N) := U,2y Dx(M, N) ile tanimlanr.
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Simdi diferansiyel operatdr modiilleri ile ilgili bir 6rnek verelim.

Ornek 3.1.3. R = k[x, v, z] olsun.
DY%(R,R) = D°(R) = k[x,y,z]
D'(R)=(1, 2,22

2 = 0 00 9 P PP P PP
D (R) - <1’ Ox’ 8y’ 0z° 9x2? 9y?’ 072 9xdy’ dx07° (')y(?z>

d a0 a9
Dn(R) = <17 ox’ B_y’ FrERRRE [')_yna 3_Zn>

Lemma 3.1.4. M, N ve K birer R-modiil olsun. f € Dy(M,N) ve g € Di(N, K) ise
go f € DF™(M,K) dir.

Onerme 3.1.5. R ve S birer k-cebir olsun. R®; S tensor carpimi, ri,k; € Rve s;,1; € §

Q. ri®s)) k&)= rikj®si
i J

i,j

olmak iizere

carpumi ile degismeli bir halkadtr.

Onerme 3.1.6. f : R — R veg : S — S’ k-cebir homomorfizmalart olsun. Bu

durumda f® g : R® S — R’ & S’ bir k-cebir homomorfizmasidir.

Lemma 3.1.7. 0 — (Cek® — R ®; R %5 R — 0 kisa tam dizisinin cekirdegi
{1®r—r®1|Vre R} kiimesi ile iiretilir. Burada 6(}; r; ® s;) = ., r;s; ile tamimlanan

bir carpimsal doniisiimdiir.
Uyan 3.1.8. M ve N birer R-modiil, f € Hom;, (M, N) olsun. O zaman Nm € M ve

r € Rigin

Lf,rl(m) = f(rm) — rf(m) = fr(m) —rf(m)
= ®rf(m)—(rel)fim)
=(1l®@r—-r®l)f(m)

Boylece [f,r] = (1®r—-r®1)f dir.

Tanmmm 3.1.9. I, R®; R halkasinin {1 ® r — r ® 1 | Yr € R} kiimesi ile iiretilen bir ideali

ise I"*! ideali {IT=o(1 ® r; — r; ® 1)| r; € R} kiimesi ile iiretilen bir idealidir.
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Onerme 3.1.10. M ve N birer R-modiil olsun. f : M —s N k-lineer déniisiim ol-
mak iizere f mertebesi n olan bir diferansiyel operatordiir ancak ve ancak I"*'.f = 0

olmalidir.

Tamm 3.1.11. M ve N birer R-modiil olsun. K herhangi bir R-modiil olmak iizere
f + M — K bir n. mertebeden diferansiyel operator olsun. A, : M — N bir

diferansiyel operator olmak iizere

M T,
A,

(01
N

diyagranini degismeli yapan bir tek a R-modiil homomorfizmast vardir. Bu kosullari

saglayan A, diferansiyel operatoriine evrensel diferansiyel operator denir.

Teorem 3.1.12. M bir R-modiil olsun.

p R, M

M-S Rre MLy M
RS T TR e M)

dizisinde pi(m) = 1 ® m + I""'(R ®, M) birlesimi, mertebesi n olan bir diferansiyel

operatordiir.
Re M - L : .
Tanmim 3.1.13. ———— modiiliine M iizerinde n. dereceden evrensel diferansiyel
I""'(R ®; M)
R® R
modiil denir ve J,(M) ile gosterilir. Burada M yerine R alinirsa J,(R) = Tl olarak

elde edilir.

Teorem 3.1.14. M bir R-modiil olsun. A, : M — J,(M) olmak iizere A;, : M —
J, (M) evrensellik ozelligini sagliyorsa A, = aA, olacak sekilde bir « : J,(M) —
J (M) R-modiil izomorfizmast vardir, yani J,(M) = J, (M) dir.

Teorem 3.1.15. 6, : R/l — J,(R/I) doniisiimii n. mertebeden diferansiyel bir opera-

tor olmak iizere J,(R/1) modiilii {6,(x* + I) : |a| < n} kiimesi tarafindan iiretilir.
Ornek 3.1.16. R = k[x;, xa, ..., X,] polinomlar cebiri ve 6,, : R — J,(R) doniisiimii n.
mertebeden evrensel diferansiyel operator olsun. Bu durumda

J.(R) = ({6n(x7) D = xRl Iyl < n})

15



ile iiretilen serbest bir R-modiildiir.

Asagidaki 6nerme diferansiyel operator modiilleri ile evrensel diferansiyel modiilleri

arasindaki bagintiy1 vermektedir.

Onerme 3.1.17. M ve N birer R-modiil olsun. O zaman
¢ : Homg(J,(M),N) — D}(M, N) olmak iizere « — aA, ile tamiml bir R-modiil
izomorfizmasi vardir. Yani Dy(M, N) = Homg(J,(M), N)’ dir.

Sonu¢ 3.1.18. M = N = R ise D}(R) = Homg(J,(R), R) saglanir.

Teorem 3.1.19. M bir R-modiil olsun. O zaman ¢ : J,(M) — J,(R) ® M doniigiimii
r@sm+I""" (R M) — (r® s+ I""") ®g m tanumu ile J,(M) = J,(R) ®x M R-modiil

izomorfizmasini verir.

Sonug 3.1.20. {M;} ve N birer R-modiil olsun.

(i) J.(®&M,;) = ®J,(M,;) izomorfizmasi vardir.
(ii) {M;} kiimesi sonlu ise Dp(®M;, N) = ®@D(M;, N) ézellikleri saglanir.

Lemma 3.1.21. R bir tamlik bolgesi, L ise R nin kesir cismi olsun. M nin sonlu iire-
tilmis R-modiil oldugunu varsayalim. Bu durumda M nin serbest modiil olmast icin
gerek ve yeter kosul dim; (L ®g M) = u(M) olmasidir (u(M) : M yi iireten minimum

eleman sayisidir). dim; (L g M) sayisina M modiiliiniin rank: denir.

Onerme 3.1.22 ([40]). R s-boyutlu regiiler yerel k-cebir ise J,(R) serbest bir R-

modiildiir.

Teorem 3.1.23 ([40]). R regiiler afin k-cebir ise J,(R) projektif R-modiildiir.

Ispat. m, R halkasimin bir maksimal ideali olsun. Bu durumda R,, regiiler yerel k-cebir
olur. Onerme[3.1.22|den J,(R,,) serbest R-modiildiir. J,(R,,) = R, ®g J,,(R) oldugundan

J(R) serbest modiildiir. O

Teorem 3.1.24 ([28]]). R afin k-cebir olmak tizere R halkasimin regiilerligi J,(R) evren-

sel diferansiyel modiiliiniin projektifligine denktir.
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3.2 Tiirev Modiilleri ve Evrensel Tiirev Modiilleri
Bu kisimda, tiirev modiilii ve evrensel tiirev modiilii tanimlar: verilecek ve aralarindaki
iligkiden bahsedilecektir. Bu kisimda verilen bilgiler [27] ve [31] den alinmustir.

Tanmm 3.2.1. M bir R-modiil olsun. {D € Di(R, M) | D(1) = 0} kiimesine mertebesi n

veya n den kii¢iik olan tiirevlerin modiilii denir ve Deryg(R, M) ile gosterilir.

Onerme 3.2.2. M bir R-modiil olsun. f : J,(R) — R bir R-modiil homomorfizmasi

olmak iizere p : J,(R) — Cekf orten bir R-modiil homomorfizmasi ise o zaman

(i) pA, mertebesi n olan bir diferansiyel operatordiir ve pA,(1) = 0 dur.

(ii)) D € Dery(R, M) olmak iizere

D
R M

PA, o
Cekf

diyagramini degismeli yapan tek bir « : Cekf — M R-modiil homomorfizmas1 vardir.

Tanmm 3.2.3. Q,(R) := Cekf modiiliine mertebesi n veya n den kiiciik olan tiirevlerin
evrensel modiilii denir. pA, doniisiimiine mertebesi n olan evrensel tiirev operatorii
denir ve d, ile gosterilir. r € R olmak iizere, d,(r) = (1 ®r —r ® 1) + I"*! seklinde

tamimlanir. Ayrica J,(R) = Q,(R) @ R izomorfizmast vardir.

Teorem 3.2.4. R bir k-cebir olsun. R ®, R — R homomorfizmasinin ¢ekirdegi I ise

Q,(R) = I/I"*! R-modiil izomorfizmasi vardir.

Onerme 3.2.5. J,(R) evrensel diferansiyel modiiliiniin projektif olmast icin gerek ve

yeter kosul Q,(R) evrensel tiirev modiiliiniin projektif olmasidir.

Ispat. J,(R) projektif R-modiil olsun. O zaman F bir serbest modiil olmak iizere,
F = P& J,(R) olacak sekilde bir P modiilii vardir. Ayn1 zamanda J,(R) = R ® Q,(R)
oldugundan Q,(R), F serbest modiiliiniin direkt toplamidir. Boylece Q,(R) serbest bir

R-modiildiir. Tersine, (,(R) projektif R-modiil olsun. Bu durumda F bir serbest modiil
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olmak iizere, F = Q & €, (R) olacak sekilde bir Q modiilii vardir. J,(R) = R ® Q,(R)
icin F®R = Q ® Q,(R) ® R bir serbest modiil oldugundan J,(R) serbest bir modiiliin
direkt toplamina izomorftur. Boylece J,(R) projektif R-modiildiir. O

Evrensel tiirev modiilii ile tiirev modiilii arasindaki iligski asagidaki gibidir:

Teorem 3.2.6. M bir R-modiil olsun. Dery(R, M) = Homg(L2,(R), M) izomorfizmasi

vardir.

Ornek 3.2.7. R = k[xy, x, ..., x,] bir polinom cebirive d, : R — Q,(R) evrensel tiirev
operatorii olmak iizere, €, (R) evrensel tiirev modiilii

{du(x™) 0 x" = x{' 25222, 1 < Jal < n)

kiimesi ile iiretilen bir serbest R-modiildiir.

Ornek 3.2.8. R = k[x;, x,] polinom cebiri icin d; : R — Q3(R) evrensel tiirev opera-

torii olmak iizere, 3(R) evrensel tiirev modiilii

{ds(x1), ds(x2), ds(x31%2), da(x}), ds(13), ds(¥13), da(x3x2), d(7), ()

kiimesi ile iiretilen bir serbest R-modiildiir.

3.3 Evrensel Diferansiyel ve Evrensel Tiirev Modiillerin Projektif Boyutlar:

Bu kisimda, evrensel modiillerin projektif boyutlar ile ilgili literatiirde yer alan ¢alig-
malar verilecektir. Bu kistmda verilen bilgiler [27], [31]] ve [22] dan alinmistir. Ornek-

ler iizerinde evrensel modiillerin projektif boyutlar1 incelenecektir.

Tamm 3.3.1. M bir R-modiil ve Xy, X1, ..., X,, projektif R-modiiller olsun.
0—X, —X, 41— - —Xy—M-—0

tam dizisi M modiiliiniin, uzunlugu n olan projektif ¢oziiniirliigii olarak adlandirilir.
Bu sekildeki en kiiciik n sayisina M nin projektif boyutu denir. M nin projektif boyutu
pdr(M) veya pd(M) ile gosterilir. Eger M nin boyle bir projektif ¢oziiniirliigii yoksa
pd(M) = oo kabul edilir.
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Lemma 3.3.2. M projektif bir R-modiildiir ancak ve ancak pd(M) = 0 dur.

Ispat. M projektif bir R-modiil olsun. O halde
00— Xo=M LN M—0

tam dizisi M nin bir projektif ¢oziintirligiidiir, burada i birim doniisiimdiir. Boylece
pd(M) = 0 dir. Tersine 0 — Xy — M — 0 dizisi M nin projektif ¢oziiniirligii ise
M = X, elde edilir. Bu durumda M projektiftir. O

Teorem 3.3.3. R regiiler afin cebir ise pd(J,(R)) = 0 dir.
Teorem 3.3.4 ([7]). S = k[xy, x2, ..., x;1/{f) afin tamlik bolgesi ise pd(J,(R)) < 1 dir.

Ornek 3.3.5. R = k[x, y] polinomlar cebiri ve I ideali f = y> — x* ile iiretilen R nin bir
ideali olsun. S = R/I alalim. S afin tamlik bolgesi olup boyutu 1 dir. Sirastyla J(S)
ve J>(S) nin projektif boyutunu bulalim.

F, tabani {A(x), A (), A(2)} kiimesi olan serbest bir S -modiil ve N, A\(f) elemant ile
iiretilen F nin bir alt modiilii olsun. A\(f) = A(y* — x*) = 3y*A1(y) — 4x°A1(x) olup,
Teorem[3.1.15|den dolayi J,(S) = F/N dir. Bu durumda rankN = rankF —rankJ,(S) =
3 — 2 = 1dir. Boylece N serbest bir modiildiir. Bu durumda

0—N—F— J(S)— 0

tam dizisi J1(S) nin serbest ¢oziiniirliigii olup pdJ,(S) < 1 dir.
F’, tabani {Ay(x), Ar(x?), Ay(y), As(¥?), Aa(xy), Ay (1)} kiimesi olan bir serbest S -modiil
ve N', {Ax(f), Aa(xf), Ay (yf)} kiimesi tarafindan iiretilen F' niin bir alt S -modiilii ol-

sun.

Ay(f) = Ay = x*) = 3yAr(5%) — 32 As(y) — 6x%As(x?) + 8X3Ag(x) — 2x*As(1)
Mo(xf) = Da(xy® = %) = xDa(y) + 3yAa(xy®) = 3xyAa(y?) = 3y*Aa(xy) + 3xy*As(y)
—=50x3Ay(x?) — 25x°Ay(1)
M) = MG —yx) = 62 M2(5%) — 65°As(y) — 6x°yAs(x?) — 37 Ax(xy) + 12xyAs(x)
+9xtyAy (1)

elde edilir. Teorem den dolayt J,(S) = F’/N’ dir. Bu durumda rankN' =
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rankF’ — rankJ,(S) = 6 — 3 = 3 olup N’ serbest bir S -modiildiir. O halde
0—>N’—>F’i>J2(S)—>O

tam dizisi alinabilir. Bu dizi J,(S) nin serbest ¢oziiniirliigii olup pdJ,(S) < 1 dir.

Ornek 3.3.6. R = k[x, y] polinomlar cebiri, I ise f = y* — x> polinomu ile iiretilen bir
ideal olsun. S = R/I alalim. S afin tamlik bolgesi olup boyutu 1 dir. Q(S) ve Qs(S)
modiillerinin projektif boyutlarint inceleyelim.

F tabanmi {d|(x),d,(y)} kiimesi olan bir serbest S-modiil ve N, {d|(f)} ile iiretilen F
in bir alt modiilii olsun. Q,(S) = F/N oldugundan rankN = rankF — rankQ,(S) dir.
rankQq(S) = (Plrl) — 1 =1 oldugundan rankN = 1 elde edilir. Boylece N serbest bir
S -modiildiir. O halde

0—>N—>FL>QI(S)—>O

tam dizisi Q(S) nin serbest ¢oziiniirliigii olup pd<Q,(S) < 1 dir.

F' tabani {65(x), 5:(y), 82(x), 62(xy), 6:(y*)} kiimesi olan bir serbest S-modiil ve N
{02(f), 02(xf), 02(yf)} ile iiretilen F' niin bir alt modiilii olsun. Q,(S) = F'/N’ ol-
dugundan rankN' = rankF’ — rankQ,(S) = 5 — 2 = 3 elde edilir. Boylece N’ serbest
bir S -modiildiir. O halde

0—>N’—>F’i>Qz(S)—>O

tam dizisi ,(S) nin serbest ¢oziiniirliigii olup pd<,(S) < 1 dir.

3.4 R® S Halkasi Uzerindeki Evrensel Tiirev Modiiller

Bu kisimda, R ®; S halkas1 iizerindeki evrensel tiirev modiilleriyle ilgili temel 6zellik,

teorem ve ispatlar verilecektir.

Onerme 3.4.1 ([29]). R ve S afin k-cebir olsun. I, R halkasinin bir ideali ve J, S nin

bir ideali olsun. R — R/Ive S — S /J dogal k-cebir homomorfizmalari olmak iizere

R® S — R/I® S/J orten k-cebir homomorfizmasidtr.
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Onerme 3.4.2 ([29]). R ve S afin k-cebir olsun. I, R halkasimin bir ideali ve J, S nin

bir ideali olmak iizere
R®, S
I® S +R®,J

=R/I®S/J
izomorfizmasi vardir.

Teorem 3.4.3 ([28]). R ve S afin k-cebirler olsun. I, R nin bir ideali ve 6, : R —
Q,(R) n. mertebeden tiirev operatorii olsun. N ise Q,(R) nin x € I olmak iizere 6,(x)
Sformundaki elemanlarla iiretilen bir alt modiilii olsun. Bu durumda asagidaki dizi kisa
tam dizidir:

N +1Q,(R) Q. (R)

0— 0.8 — 10.R) — Q(R/I) — 0

Onerme 3.4.4 ([32]). R ve S afin k-cebirler olsun. I, R nin bir ideali ve J, S nin bir

ideali olsun.
0 — Cek — QR S) — Qu(R/T®; S/J) — 0

dizisi R ®;, S modiillerinin kisa bir tam dizisidir.

Teorem 3.4.5 ([32]). R ve S afin k-cebirler olsun. I, R nin bir ideali ve J, S nin bir
idealive K = 1 ®, S + R®; J olsun. N, Q,(R ®; S) nin x € K olmak iizere 6,(x)

formundaki elemanlarla iiretilen bir alt modiilii olsun.

N+ KQH(R Ry S) Qn(R (2J S)
0 QR S/K) — 0
— TKo.ReS)  Ko,Res)  HRES/K) —

. . . R®iS
dizisi e

-modiillerin bir tam dizisidir.

Ispat. Teorem deki kisa tam dizide R yerine R®; S ve [ yerine K alinirsa istenen

dizi elde edilir. O

Onerme 3.4.6 (I32]). R = k[xy,...,xs]ve S = k[y1,...,y:] polinom cebirleri olsun. I,
R nin {f1,..., fi} kiimesi ile iiretilen bir ideali; J, S nin {g,..., g/} kiimesi ile iiretilen

bir ideali olsun. K = 1 @, S + R ®, J olmak iizere K,

{(fiel,1®g; : fiel,gjeJ,}

kiimesi ile iiretilir.
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Onerme 3.4.7 (I32D). R = k[xy,...,xs] ve S = k[y1,...,y:] polinom cebirleri olsun. I,
R nin {f1,..., fi} kiimesi ile iiretilen bir ideali; J, S nin {g, ..., g} kiimesi ile iiretilen

bir ideali olsun. K =1 ®; S + R®; J ve L,
(6,(x*f; ® ), 6,(* ®y'g) |l <a+B<n, 1 <y+pu<n
kiimesi ile iiretilen Q,,(R ®; S') nin bir alt modiilii ise asagidaki kapsama saglanir:
(R® S)0,(K)CL+KQ,(R®S)

Sonug 3.4.8 ([32]). 6, : R&S — Q,(R&S) ved, : X5 — Q, (%83 n.mertebeden

ReiS
K

evrensel tiirev operatorleri olsun. O zaman €Q,,( ) modiilii

{d,(x*®y*+K) : 1<|a|+|6] £n}

kiimesi ile iiretilir.

Teorem 3.4.9 ([32]). R ve S afin k-cebirler olsun. I, R nin bir ideali ve J, S nin bir
idealive K = I®S +R®,J olsun. N, Q,(R®,S ) nin x € K olmak iizere 6,(x) formundaki
elemanlarla iiretilen bir alt modiilii olsun. Burada 6, : R®; S — Q,(R®; S) seklinde
n. mertebeden tiirev operatoriidiir. Bu durumda asagidakiler saglanir:

RS

(i) pd(w %

KQ,(R®S)

) < oo ancak ve ancak pd(€2,( )) < o0

(ii) pd(%) = oo ancak ve ancak pd(Qn(RQz‘S )) = o

Teorem 3.4.10 ([28]]). R ve S k-cebir olsun. O zaman
Q(R®S) = (QuR) & S)®(Q(S) R DU

R Q. S -modiil izomorfizmasi vardir. Burada U evrensellik ozelligini saglayan

Q. (R® S)’ nin bir alt modiiliidiir. Ozel olarak n = 1 icin
QiR S) = (Q(R) ® ) ® (Q4(S) & R)
izomorfizmast vardir.
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Lemma 3.4.11 ([33]]). R ve S k-cebirler olsun. 6, : R — M r. mertebeden dife-
ransiyel operator ve 6, : S — N s. mertebeden diferansiyel operatorler olsun. Bu

durumda 6, ®y. 6, doniisiimii (r + s). mertebeden diferansiyel operatorlerdir.
Ispat. 6, € Der/(R, M) ve 6, € Der(S, N) diferansiyel operatorler olsun. O zaman
01 @ ls :R&S — (R M) ®; S
doniistimii r. mertebeden diferansiyel operatordiir. Benzer sekilde,
Lrepm @1 02 : (RO M) ® S — (R®r M) ®; (S ®s N)

doniistimii s. mertebeden diferansiyel operatordiir. Bu diferansiyel operatorlerin birle-

simini alirsak:
01®:0 RS — (R M), S — (R M) ®; (S ®s N)

doniistimii (r + s). mertebeden diferansiyel operatordiir. m|

Teorem 3.4.12 ([33])). Rve S k—cebir olsun. O zaman
0 — Cekl — Qy(R® S) R QR Q1(S) — 0 (3.4.0.1)

ayrigan kisa tam dizisi vardir ve Cek = (Q(R) ®; S) ® (R & Q,(S)) olur.

ispat. 01 :R— Qi(R)ve 5] : § — Q(§) 1. mertebeden evrensel tiirev operatorleri
olmak iizere 6(r & s) = 61(r) ® 0}(s) ile tamml1 6 : R & S — Qi(R) & ;(S)
doniisiimiinii diisiinelim. Onteorem den ¢ ikinci mertebeden tiirev operatordiir.
Boylece Q,(R®; S) tiirev modiiliiniin evrensellik 6zelligi kullanilarak asagidaki degis-

meli diyagram elde edilir.

R® S Qi (R) ® Q(S)
07 p
QDH(R®S)
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Diyagramdan (66,)(r ® s) = 6(r ® s) = 61(r) ® 07(s) esitligi elde edilir. Bu esitlikten

dolay1 6 ortendir. Bu durumda
0— Cektl — QR S) — Qi(R) & (S) — 0

kisa tam dizisi yazilabilir. fzx(r) = r ® 1 ile tanimlanan fz : R — R ®; S dogal
homomorfizmasiyla R ®; S halkas1 bir R-cebirdir. Benzer sekilde, fs(s) = 1 ® s ile
tanimlanan fs : § — R ®; S dogal homomorfizmasiyla R ®; S halkasi bir S -cebirdir.
0 doniisiimii, R ®; S modiiliiniin ikinci mertebeden tiirev operatorii oldugundan
O(fr(r)) = 0 ve 8(fs(s)) = 0 dir. Boylece Cekf = Qs (R) ®; S ® R® (S dir.

Simdi (3.4.0.1)) dizisinin ayrisan dizi oldugunu gosterelim.

0:R&®& S — QW(RQS) ikinci mertebeden bir tiirev operatorii olsun.

01 : R — Q(R)ve 6, : § — Qy(S) swrastyla R ve S nin ikinci mertebeden tiirev
operatorleri olsun.

fRiR— RS, frir)=r®@lvefs:S — R® S, fs(s) = s® 1 sirastyla R ve S

nin dogal homomorfizmalari olsun. O zaman ®z(0; ® s) = (1 ® 5)0(r ® 1) ile tanimh

D : Q(R) S — QR S)

homomorfizmasi ve @g(r ® 6;) = (r ® 1)6(1 ® s) ile taniml1

Dg : R Q0(S) — H(R&S)

homomorfizmasi vardir. Asagidaki doniisiimleri diisiinelim.

Dl :R®kS —>Qz(R)®kS

Di(r®s)=0,®s
D) :R®, S — R®; Q(S)
D(r®s)=r®d,

D, ve D, ikinci mertebeden tiirev operatorleridir. Boylece, (R ®; S) modiiliiniin

evrensellik 0zelligi kullanilarak
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D,

R®, S QH(R)®; S
5 -
QR S)
ve
D,
R®; S R ®; (S)
5 s
QR S)

diyagramlarini degismeli yapan
@t QR S) — W(R)® S) ve ay : (R S) — R (S)

modiil homomorfizmalari elde edilir. Bu diyagramlardan
aro(r®s) =Di(res) =01(r®sveasd(r®s) = D)(r®s) = r® d,(s) elde edilir. Bu
esitliklerden yararlanarak

CL’R(DR = IQZ(R)®k5, CZR(DR = 0, CL’S(DS = 1R®k92(s) V€ g (DR = 0 bulunur. B6y1CCC @

dizisi ayrisan dizidir. O

Sonug¢ 3.4.13 ([33]). R ve S afin k-cebir olsun. Q,(R) projektif boyutu sonlu ve S

regiiler bir halka ise (R Q. S') modiiliiniin projektif boyutu sonludur.

Ispat. S afin bir k-cebir oldugundan Vn icin J,(S) bir projektif S-modiildiir. Dola-
yistyla Q,(S) projektif bir S-modiildiir (Onerme [3.2.5). Boylece pdQ;(S) = 0 ve
pdQ,(S) = 0 dir. Teorem [3.4.12] den asagidaki izomorfizma vardur:

QR S) = (Q1(R) & Q1(5)) & (Q2(R) @ S) @ (R® Q2,(5))

Bu izomorfizmadan yararlanarak Q,(R®;.S ) modiiliiniin projektif boyutu sonludur. O

Teorem 3.4.14 ([33]). R = k[xy,..., x5l ve S = k[y1,...,y] polinomlar cebiri, I ideali
fis .-+, fm polinomlari ile iiretilen R nin bir ideali olsun. R/l boyutu s —m olan k-cebir

ve pdQ,(R/1) < 1 ise pdQ,(R/1®; S) < 1dir.
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ispat. R/I = k[xi,...,x5]/{fi,... fu)boOyutu s—m olan afin k-cebir ve § = k[yy,..., ]
polinom cebiri olsun. Varsayalim ki pdQ,(R/I) < 1 olsun. F, {d,(x*) : 1 < |a| < 2}
kiimesi ile iiretilen serbest R/I- modiil ve N, {d>,(x*fi) : 1 < |a| < 2,i = 1,...,m}

kiimesi ile iiretilen F nin bir alt modiilii olsun. Q,(R/I) = F/N oldugu icin
0—N—F—QR/I)—0

tam dizisi vardir. Burada

2+ _ (s+2)! 5% +3s
rankF—( S )_1_ s121 T2
2+s5s—m 2+ s—m)! s +m*>—2sm+3s—3m
ransz(R/I):( B )— :—(s—m)'2‘ _1 = >

s2+3s s2+m?*—=2sm+3s—3m 2sm+3m—m?

rankN = rankF—rankCQ,(R/1) = > > = 5

2sm + 3m — m?
bulunur. pdQ,(R/I) < 1 kabuliimiizden, N ranki &’ 2m 4 olan serbest bir R/I-

modiildiir.

k[-xla""-xs’yl’”"yt]
R/I®; S =
¢ <f1""’fm>

1izomorfizmasini kullanarak Q,(R/I ®; S) i¢in benzer islemleri yapalim. Serbest bir F’

alt modiilii ve N” modiilii i¢in Q,(R/I ®; S) = F’ /N’ izomorfizmasi vardir.

, (24 s+t (s+t+2)! 5%+ 1%+ 2st + 35 + 3t
rankF’ = = -1=

s+t | (s+0)12! B 2

2+ s5+1- 2+ 2+ m?—2sm—2tm+2ts + 35 + 3t — 3
ransz(R/I(g)kS) = ( § m)—l — S m sm m Ky s m

s+t—m 2

2sm + 3m — m?
rankN' = rankF’ — rankQ,(R/1 ®; S) = m 2m "o tm

elde edilir. Varsayalim ki N’ = N + K olsun. N serbest bir modiil oldugundan K’ nin

serbest modiil oldugunu gostermek yeterlidir. K’ nin iireteclerinin kiimesi

P 1<B<2,i=1,...,m}

ile verilir. Bu kiime lineer bagiml olsaydi, N' modiiliiniin ranki iirete¢ sayisindan

daha biiyiik olurdu. Bu durum bir modiiliin rankinin, daima iirete¢ kiimesinin ele-
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man sayisindan kiiciik veya esit olmasiyla celisir. O zaman bu kiime lineer bagim-
siz olmalidi. Boylece K serbest bir modiildiir. Dolayisiyla N’ serbest bir modiil olup

pdH(R/T®, S) < 1dir. O

Ornek 3.4.15. R = k[x,y] ve S = k[u,v] polinomlar cebiri, I = (y* — x>), R nin
bir ideali olsun. R/I afin bolgesi olup boyutu 1 dir. Q,(R/I ®, S) modiiliiniin projektif
boyutunu bulalim.

F modiilii tabani {d,(x), d>(y), d»(x?), dr(y?), d>(xy)} kiimesi olan bir serbest R/I-modiil
olsun. N, {d,(f), dr(xf), dx(yf)} kiimesi ile iiretilen F in bir alt modiilii olsun.

d(f) = dr(y*) — 3xdy(x?) + 3x*dy(x)
dr(xf) = xdr(y*) — 6x2do(x?) + 2yda(y) + Tx’da(x) — 2xyda(y)
db(yf) = 3yda(y?) — 3xyda(x?) — 3x%da(xy) + 6x2yda(x) — y*da(y)

elde edilir. Q,(R/I) = F/N oldugundan
00— N—DF—QR/IH—0

kisa tam dizisi vardir. rankQ,(R/1) = 2 oldugu icin rankN = rankF — rankQ,(R/I) =
5 =2 =3 olur. rankN = u(N) = 3 oldugundan N serbest bir R/I-modiildiir. Boylece
pd%(R/1) < 1 elde edilir. Teorem[3.4.14|den dolayt pdQ,(R/1 ®; S) < 1 olur.
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BOLUM 4

FITTING IDEALLER

Bu boliimde Fitting ideallerle ilgili temel tanim, teorem ve Ozellikler verilecektir. Bu

boliimde [9], (201, [3] [18] ve [31]] den yararlanilmustur.

4.1 Fitting Ideal Tanim ve Ozellikleri

R birimli ve degismeli bir halka olsun. M, {m,, my, ...,m,} tarafindan iiretilen bir R-

modiil olsun. Bu durumda
0—bK-—R 5 M—0

seklinde R-modiillerin bir tam dizisi olusur. {ey, e5, ..., ¢,} kiimesi R" nin bir standart ta-
ban1 olmak tizere, f(e;) = m; 6rten bir homomorfizmadir. {v,},ca, K := Cek f kiimesini

iireten elemanlar ve v, = (x],x3,...,x}) € R" olmak iizere

29 e

1 1
X X .. X

S —

N
A= x) x5 ... x

N Y

seklindeki matrise M modiiliiniin {m,, m,, ..., m,} irete¢ sistemine gore bagint1 matrisi
denir. Bu matriste (n—i) X (n—i) tipindeki alt matrislerin determinantinin tirettigi ideale,
M R-modiiliiniin i. Fitting ideali denir. M nin i. Fitting ideali F;(M) ile gosterilir. i > n

ise F;(M) = R kabul edilir. Simdi Fitting ideallere birka¢ 6rnek verelim.

Ornek 4.1.1. R = Zve M = Z/27Z & Z/2Z olsun. M sonlu tiretilmis bir Z-modiildiir.
M nin bir iiretecini 8 = { 1= (6, T),,Bz = (T, 6)} olarak alalim. O zaman

O—)_Cekf—>R2i>M—>0
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tam dizisi vardir. f(rie) + re;) = rymy + romy olarak tanimlanir. Cekf’ nin bir tabani

a = {2e;,2e,} alinirsa

A= € My»(Z)
0 2

FoM) =4Z, F1(M) = 2Z, F>(M) = Z olarak hesaplanir.

Ornek 4.1.2. p bir asal sayi olmak iizere, M = Z/(p) ®Z/(p*) ve N = Z/(p>) ®Z/(p?)

Z-modiillerinin Fitting ideallerini inceleyelim. M nin baginti matrisi

0
A:P
0 p
2.0
B:p
0 p?

olarak alinabilir. Buna gore Fo(M) = (p*) = Fo(N), F1(M) = (p), Fi(N) = (p?),

N nin bagintt matrisi

Fy(M) = Z = F»(N) elde edilir. Bu ornekte Fitting idealler, iirete¢ sayilart ayni olan

Sfarkli modiillerin oldugunu gosterir.

Ornek 4.1.3. p bir asal sayt olmak iizere, M = Z/(p*) ve N = Z/(p) ® Z/(p), Z-
modiillerinin Fitting ideallerini inceleyelim. Fo(M) = (p?), F1(M) = Z ve Fy(N) =
(p?), Fi(N) = (p), Fo(N) = Z olur. Bu érnekte ise modiillerin Fitting ideallerine

bakilarak mertebeleri ayni olan farkli modiillerin oldugu goriiliir.
Lemma 4.1.4. M bir R-modiil ve M = {{m, m,, ...,m,}) olsun. Asagidakiler saglanir:
(a) Fi(M) ideali{m,,m,,...,m,} iiretec sisteminin seciminden bagimsizdir.

(b) Fi(M) baginti matrisinin seciminden bagimsizdrr.

ispat. a) Herhangi bir m € M i¢in {my,my, ..., m,} ile {m;,m,, ..., m,, m} lirete¢ sis-
temleri yer degistirdiginde F;(M) nin degismeyecegini gostermek yeterlidir. F;(A), M

nin A baginti matrisine gore Fitting ideallerini; F;(B), M nin B bagint1 matrisine gore
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Fitting ideallerini gostersin. m = rymy + rymy + - -+ + r,m, (r; € R) yazalim ve
o
0— K — R S M—0
M nin {my, m,, ..., m,, m} ile bir gdsterimi olsun. K’ kiimesinin iretec kiimesi

(_rla_rZa--'5_rn71)

V= (v xg,.,xL0) (AEA)

Vv

ile verilir. B bu satirlarin matrisi olsun. F,(B) = (1) = F,(A) oldugu kolayca goriiliir.
i=0,1,...,n—1i¢in B nin (n + 1 — i) satirh alt determinantlari; ya A = (x;) orjinal
bagint1 matrisinin (n + 1 — i) satirh alt determinantlaridir; ya da v elemanindan gelen
bir satir igerirler. Ikinci durumda, alt determinantlar F;(A) nin elemanlarinin lineer
kombinasyonu oldugundan, A nin herhangi (n — i) satirh alt determinanti yeni matrisin

(n+1—1i) satirh alt determinantidir. Boylece yeni baginti matrisi ayn1 idealleri tanimlar.

O
Ispat. b) V' = (y!,y2,...,y") € R" olmak iizere {V'},cr, K nin bagka bir iirete¢ kiimesi
olsun. B := (y’v‘) bagintt matrisinin A(vy, va, ..., Vu_is k1, ko, . . ., k,—;) alt determinantini

diisiinelim burada v € {vy,v,,...,v,;} ve k € {ky, ks, ..., k,;}’ dir. Sadece sonlu sayida
ri # 0 olmak iizere asagidaki esitlik saglanur:
v;j:erﬂ.vﬂ, (j:1,2,...,n—i,rj4€R)
A€A
Bu bagintida sadece sonlu sayida v, olusur. Boylece, A(vi, va, ..., Vuois ki, koy o ooy ki)
A min (n — i) satirh alt determinantlarinin bir lineer kombinasyonudur, bu durumda bu

determinant F;(A) da icerilir.

F;(B), B nin (n — i) satirl1 minorleri tarafindan iiretilen bir ideal ise F;(B) C F;(A) olur.

Simetriden dolay1 F;(A) = F;(B) elde edilir. O

Onerme 4.1.5. M bir R-modiil olsun. Asagidaki ézellikler saglanir:

(a) M nin Fitting idealleri artan bir ideal zinciri olusturur. Yani M nin Fitting ide-
alleri arasinda asagidaki siralama vardur:

FoM)yc Fi(M)C---CF(M)C--- veheri>uM)icin F;(M) =R dir.
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(b) M sonlu gosterime sahipse, i € N icin F;(M) sonlu iiretilmis idealdir.
(c) @ : M — M bir R— modiil ise F{(M) C F{(M) (i € N) dir.

(d) M sonlu iiretilmis bir R-modiil olsun. Her S /R cebiri icin Fi(S g M) = S.F;(M)
(i e N) dir.

(e) S C R carpimsal kapali bir alt kiime olmak iizere Fi(S™'M) = F(M)S™'R (i €
N) dir.

(f) I, R’ nin bir ideali olmak iizere F;(M/IM) = Fy(M) (i € N) dir. Buradaki F;(M),
Fi(M) idealinin R|I daki goriintiisiidiir.

ispat. (a), (b) ve (c) Fitting ideallerin tanimindan agiktir.
(d) S bir R-cebir oldugu i¢in g : R — § bir halka homomorfizmasi vardir. M sonlu
iretilmis bir R-modiil oldugu i¢cin M modiiliiniin 8 = {m;, m,, ..., m,} biciminde bir

taban1 vardir. Bu durumda
0— K=Cekf 25 R LM —0 4.1.0.1)

tam dizisi olusur ve Vj = 1,2, ..., ni¢in f(e;) = m; dir. A = {a}, as, ..., @y}, K nin bir
tabani olsun. a; = }_, ¢;je; olarak yazilabilir. (4.1.0.1) dizisinin S modiilii ile tensor
carpimindan

h®l fel
K®RS —>Rn®RS —)M®RS — 0

seklinde S -modiillerin bir tam dizisi elde edilir. Ayrica R" ®¢ S = S" izomorfizmasi
vardir. Bu dizi bir tam dizi oldugundan Im(h ® 1) = Cek(f ® 1) dir. Im(h ® 1) kiimesi,
{((he (a1 ®1),..,(he )(a, ®1)} kigmesi tarafindan iiretilir. (A ® 1)(a; ® 1) elemam
R"®r S = §" izomorfizmasi altinda Z g(c j)e; elemanina gider.

=1
Boylece M ®¢ S modiiliiniin bir gosterimi elde edilir. Bu durumda agagidaki esitlik

F:(M®,S) =S8 F;(M) elde edilir.

(e) S kiimesi R halkasinin ¢arpimsal kapali bir alt kiimesi olmak iizere, M ® S 'R =
S ~'M izomorfizmasi ve (d)’ deki 6zellik kullanilarak
Fi(S™'M) = F{(M ®; S™'R) = F,(M)S 'R esitligi elde edilir. Ozel olarak, P ideali R

halkasinin bir asal ideali olmak iizere,
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Fi(Mp) = Fi(M)p dir.

() 1, R nin bir ideali olsun. M/IM = R/l ¢ M izomorfizmasi ve (d) sikk1 kullanilarak
F:(M/IM) = F{(R/I®g M) = R/I.F(M) = F(M) esitligi elde edilir. O
Teorem 4.1.6. M bir R-modiil ve R bir temel ideal bolgesi ise M = R/{e;) ® R/{e;) ®
-+ -@®R/(es)®R" dir, burada e; € R\{0} tersinir olmayan elemanlarve Vi = 1,2,...,s—1

icin e; | e+ dir. Buradan

(0), i=0,1,...,r—1ise
Fi(M) =1 (e;..... ey, i=r+s—j (j=1,2,...,5)ise
R, i>r+s=uM)ise
elde edilir.
Onerme 4.1.7. M ranki r olan bir R-modiil olsun. Buna goreVi=0,1,...,r—1icin

F(M)=0vei>ricin F;(M)+ 0’ diwr.

ispat. Ozellik (d) den dolay1r Q(R), R halkasinin kesir cismi olmak iizere Vi € N i¢in
Fi(Q(R) ® M) = Q(R).F{(M), oldugunu biliyoruz. Q(R) ®¢ M, ranki r olan serbest
bir Q(R)-modiil oldugundan i = 0,1,...,r — 1 i¢in F,(Q(R) @ M) = Ovei > r
icin F;(Q(R) ® M) = Q(R) elde edilir. R — Q(R) birebir bir halka homomorfizmasi
oldugundan F;(M) # 0’ dur. |

Onerme 4.1.8. (R, m) yerel bir halka olsun. O zaman u(M) = min{n | F,(M) = R} dir.
Dahasi, asagidakiler birbirine denktir:
a) M, ranki r olan serbest bir modiildiir.

byi=0,1,...,r—licin F(M)=0vei>ricin F(M) =R dir.

Ispat. {m;,ms, ..., m,} kiimesi M modiiliiniin minimal bir tirete¢ kiimesi olsun. Buna
gore

0—>Cekf—>R"L>M—>O

M nin bir sonlu gosterimidir. v, = (aa, da, ..., A1y € R" olmak lizere

a di ... Qi

A= ayy dy ... dyy
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matrisi M modiiliiniin bir baginti matrisi olsun. Ureteg sistemi minimal oldugu i¢in A
matrisinin bilesenleri m maksimal idealinin elemanlaridir. Boylece F,_(M) C m ve
F,(M) = R dir. Bu durumda u(M) = min{n | F,(M) = R} formiilii elde edilir.

a) = b): M ranki r olan serbest bir R-modiil ise Cekf = 0 dir. Buna gore baginti matrisi
stfir matrisi olacagindan i = 0, 1,...,r — L i¢in F;(M) = 0 ve i > ricin F;(M) = R elde
edilir.

b) = a): i > rigin F;(M) = R oldugundan n = r ve F,,_;(M) = O dir. Buna gore A

baginti1 matrisi sifir matrisidir. Boylece M = R dir. O
Sonuc 4.1.9. Herhangi bir R halkasi ve P € S pec(R) icin asagidakiler birbirine denk-
tir:

(a) u(M) =n

(b) F,_iy(M) C Pve F,(M) £ P dir.

Sonuc¢ 4.1.10. M sonlu iiretilmis bir R-modiil icin asagidakiler birbirine denktir:

(a) M ranki r olan projektif modiildiir.
(b) i=0,1,...,r—1licin F; (M) =0vei>ricin F(M) =R’ dir.

Onerme 4.1.11. M, n eleman ile iiretilen bir R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki
onerme saglanir:

(Anng(M))" C Fo(M) C Anng(M)

Ozel olarak M modiilii, bir eleman tarafindan iiretiliyorsa Fo(M) = Anng(M) dir:

ispat. M modiili {m;,m,,...,m,} kiimesi ile iiretilsin ve a;, a,...,a, € AnngM
olsun. Vi € {1,2,...,n} i¢in a;m; = 0 oldugundan a,.a,...a, € Fy(M) olur. Boylece
(Anng(M))" C Fo(M) saglanir. Simdi Fo(M) C AnnM Onermesini gosterelim.

Diger taraftan, A matrisi M modiiliiniin bir bagint1 matrisi olsun. Cramer Kuralindan
dolay1 Vi € {1, 2, ...,n} icin detA.m; = O dir. Boylece detA € AnngM dir. Fo(M), n X n
tipindeki bu tip matrislerin determinantlari ile tiretildiginden Fo(M) C Anng(M) sagla-

nir. O

Sonuc¢ 4.1.12. I, R halkaswnin bir ideali ve M = R/ ise Fo(M) = I dir.
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Ispat. M = R/I modiilii bir eleman tarafindan iiretildigi icin Onerme4.1.11|den dolay1
Fo(M) = Anng(R/I) = I elde edilir. O

Onerme 4.1.13 ([23]]). R bir halka ve M sonlu iiretilmis bir modiil olsun. (Fo(M))

regiiler idealdir ancak ve ancak M burulmali modiildiir.

Ispat. Anng(M)" C Fo(M) C AnngM oldugu icin VF,(M) = +AnngM. Boylece
Fo(M) regiiler ideal iken Anng M de regiilerdir. Fo(M) regiiler ideal oldugundan Anng M
regiiler ideal olur. Boylece M burulmali modiildiir. Diger taraftan, M burulmali modiil
ve {x1, X2, ..., X,} M nin iirete¢ sistemi olsun. Vi icin Anngx; regiiler ideal oldugundan

AnngM regiilerdir. Dolayisiyla Fo(M) regiilerdir. O

Lemma 4.1.14 ([15]). M nin sifirdan farkl ilk Fitting ideali (M) ile gosterilsin. M
sonlu iiretilmis bir R-modiil ise I[(M) C Anng(T(M)) dir.

Ispat. M modiilii {x,,...,x,} kiimesi ile iiretilsin. A = (@j)nsm bu lirete¢ kiimesinin
bir sunum matrisi olsun. y = Y\, b;x; € T(M) ve B := (by...b,) € M,.;(R) alalim.
Buna gore y € T(M) ise gy = 0 olacak sekilde g regiiler eleman: vardir. Eger
(ri...r,)" € (BJA)ise g(ry...r,)" € (A) dir. Boylece g(B|A) C (A) olmalidir. g regiiler
bir eleman oldugu i¢in rankA < rank(B|A) = rankg(B|A) < rankA saglandigindan
rankA = rank(B|A) elde edilir.

g > 0i¢in I(M) = F,_,(M) olsun. Boylece rankA = g olur. D € (B|A) olmak iizere

b] an “e aig
D =
bys1 At - digrnyg
matrisini diigiinelim. g1, g2, - - ., 441, D nin birinci siituna gore kofaktorii olsun. Orne-

gin, g; = detC dyle ki C matrisi asagidaki gibidir.

any e ayg

Qg+l -+ Qg+lyg

g1y = 0 oldugunu gostermek istiyoruz. rankA = rank(B|A) oldugundan rank(B|A) = g
g+1

olur. Boylece Z b;g; = detD = 0 olur. Boylece

i=1
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gq+1

big = - Z bigi (4.1.0.2)

i=2,...,g+1vej=1,...,qicin f;, a;; € C bilesenine gore kofaktorii olsun. Buna

gore k =1, ..., g icin asafidaki esitlik elde edilir:

. 0, i#k#l1
Do fiwi=1 g, i=k (4.1.0.3)
=1
' —8i> i * k =1
g+1
0= Z(Z b ﬁp(Z ;%)
j=1 i=2
q+1 q n
0= Z b; Z Z JijawjXx
i= =1 k=1
esitliginden
q+1 q+l n

Z Zf,jal,xl+z Zf,,a,jx,——‘

elde edilir. Boylece asagidaki esitlik saglanir:

q
bi Y > fiiawx (4.1.0.4)

giy= & Zn: bix;

gq+1

= bigix + szglxz + Z brgixi

k=q+2
g+1 q+1

= (- szgt)xl +Zb1g1x1 + Z brg1xi

k=q+2
q+1 q+1

= Zb(zf]aljxl)+zb Zf}aljxl

Z brg1 Xk (denklem (4.1.0.2)) kullanilir)

= —Zbii .f,-jaijk+

Z brg1 Xk (denklem (@.1.0.3)) kullanilir)
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q+1 q g+l q+1 q n
- 303 S 505 S e
=2 =l k=2k# =2 j=1 k=g+2
n
Z brg1xx (denklem @.1.0.4)) kullanilir)
k=q+2
q+1 g+l q

I
!
g
s
N
g
BN
£
=
+

n g+1 q
Z (_Zbi fijar; + brg1)xx
K=gr2 =2 =1

Boylece g,y = 0 elde edilir. rank(B|A) = g oldugundan k = ¢ + 2, ...,n i¢in

bz any N ayg
asy
=0
bgr1 Agrin .. Agriyg
bk (2751 . Aiq

elde edilir. Boylece A matrisinin g X g tipindeki alt matrislerinin determinanti y ele-
manim sifirlar. /(M) bu tipteki determinantlarla iiretildiginden I(M) C Anng(T(M))

dir. m|

Onerme 4.1.15. M, N ve P sonlu iiretilmis R-modiiller olmak iizere
0—N—>M N P—0

tam dizisi verilsin. Ym,n € Z"U{0} icin F,,(N)F,(P) C F,,..(M) esitsizligi vardir. Ozel
olarak m = n = 0 icin Fo(N)Fy(P) C Fo(M) saglanir.

Ispat. N modiiliinin M nin bir alt modiilii oldugunu varsayalim. X1, X2, ..., X, ele-
manlart N nin iretegleri; yi,y»,...,y, € M olmak lizere P nin iretegleri de
FO, f(2), ..., f(yg) olsun. O zaman (x,y) ikilileri M nin iireteglerinin bir ailesidir.

Ispat1 asagidaki durumlara gore yapalim.

(1) m < p ve n < g oldugunu varsayalim. A matrisi ¢ siitunlu olmak iizere P modii-
liiniin bir bagint1 matrisi olsun. (ay, a,, ..., a,) bir baginti ise a;y; + ... + azy, € N
dir. Boylece ), a;y; + >, b;y; = 0 kosulunu saglayan by, b,,...,b, € R vardr.
Bu durumda (x,y) ile ilgili olan (B, A) matrisini elde ederiz. Burada B matrisi

siitun sayist p olan ve A ile ayni satir sayisina sahip bir matristir. C matrisi
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(x1, X2, ..., Xp) ile ilgili olmak iizere

B A
c 0

(x, ¥) nin bir baginti matrisidir. Eger D", A matrisinin (¢g—n)X(q—n) boyutundaki
alt determinanti; D', C nin (p —m) X (p —m) boyutundaki bir alt determinant1 ise

D//D/ ;

B A
c 0

matrisinin (p + g — m —n) X (p + ¢ — m — n) boyutundaki bir alt determinantidir.
Boylece D”D’ € F,,,,(M) dir. F,,(M); D’ matrisi gibi matrislerin determinanti
ile iiretildiginden, F,(P) ise D’ matrisi gibi matrislerin determinant1 ile iiretildi-

ginden onerme saglanir.
(i) m> pven > qgise F,.,(M) = F,,(N) = F,(P) = R oldugundan 6nerme saglanir.

(i) m < p ve n > g olsun. O zaman F,(P) = R = F,(P) dir ve F,(N).F,(P) =
F,(N).F(P) C Fyy(M) C F,.,(M) elde edilir. m > p ve n < g durumu da

benzer sekilde gosterilebilir.

Onerme 4.1.16. M ve N sonlu iiretilmis R-modiiller olsun. n € Z* U {0} icin

F,(Ma&N) = Z F.(M).F (N) dir.

r+s=n

ispat. {x1, x2, ..., x,}, M modiiliiniin bir lirete¢ kiimest, {y1, y», ..., y,}, N modiiliiniin bir
iirete¢ kiimesi olsun. Bu durumda (x, y) ikilileri M & N yi iiretir. Onerme den
Dirrsen Fr(M).F(N) C F,(M & N) esitsizligi saglanir. Simdi dier kapsamanin da sag-

landigin1 gosterelim. Ispati iki durum igin yapalim.

i) n > p+gqgiser > pveyas > g alabiliriz. Bu durumda F,(M) = Fy(N) =

F,(M ® N) = R olacagindan esitlik saglanir.
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(i) n < p + g olsun. (x,y) i¢cin bagint1 matrisi

A0
C =
0 A"

formundadir, burada A’, (x) icin bir baginti matrisi; A” ise (y) i¢in bir baginti
matrisidir. Boylece F,,.,(M & N) = }1,.,-,(C)) yazilabilir (burada /,.,,(C)
ideali C matrisinde (p + g — n) X (p + g — n) boyutundaki matrislerin determi-
nantlarinin tirettigi ideali ifade ediyor). D, (p + g — n) X (p + g — n) boyutundaki
alt matrislerin determinanti olsun. Bu durumda B” matrisi k¥’ X (p — r) boyutlu;

B”, k" x (g — s) boyutlu matrisler olmak iizere

B 0
0 BI’

formundadir. Burada k¥’ + k” = p + ¢ — n ve r + s = n kosulunu saglamaktadir.

D =

k' # p—rvek” # g—sise D = 0dir. k' = p—rvek” = g—sise D = detB’.detB" €
F.(M)F(N) dir. Boylece F,,(M @ N) C )., -, F',(M).F((N) esitsizligi saglanir.

Sonuc¢ 4.1.17. i = 1,2, ..., s icin I;, R halkasinin bir ideali olmak iizere
M =@ R/I; = Fo(M) = 1,.I,...1.
ispat. M =& |R/I;ise Onermeden dolay1
Fo(M) = Fo(R/1).Fo(R/L)...Fo(R/I)

esitligi vardir. Sonu¢f.1.12)dan Vi = 1,2, ..., s igin Fo(R/I;) = I; oldugundan Fy(M) =
I.I5...1 elde edilir. O

Sonu¢ 4.1.18. M sonlu iiretilmis bir R-modiil ve m € N olsun. O zaman R" & M

modiiliiniin Fitting ideali asagidaki gibidir:

0), i=0,1,...,m—1ise

F(R"® M) =
Fi_,(M), i>mise.
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ispat. R™ nin rank1 m oldugundan i = 0,1, ...,m — 1 i¢in F;(R™) = O dir. Buna gore
F:(R"®eM) = Z F.(R™).F{M) esitliginden dolay1i = 0, 1, ...,m—1 icin F;(R"®M) =

r+s=i
0 elde edlir. i > m icin F;(R™) = R oldugundan F;(R" & M) = Z F.(R").Fy(M) =

r+s=i

F,'_m(M) dir. O

Teorem 4.1.19 ([20]). (R, m) yerel bir halka ve M sonlu iiretilmis bir R-modiil olsun.
Asagidakiler denktir:

(a) Stfirdan farkli ilk Fitting ideal F,.(M) regiiler bir eleman tarafindan iiretilir.

(b) M|T(M) rank: r olan serbest bir R-modiildiir ve pdg(M) < 1 dir.

Ispat. (b) = (a): M/T(M) ranki r olan serbest bir R-modiil olsun. Bu durumda
M/T(M) = R"ve M = T(M) ® R" dir. Genelligi bozmayacagindan M = T(M) & R"
kabul edelim. Teorem[d.1.6|den Vp > 0 i¢in asagidaki esitlik saglanur:

Fo(M) = F,_(M)

T (M) sonlu iiretilmis bir alt modiil oldugundan 7'(M) nin kisa bir tam dizisi vardir:
0—K-5RrR L1 —0 (4.1.0.5)

Burada K = Ra; + Ra, + -+ + Ray, Oyle ki a; = Y7 ¢jje; (j = 1,2,...,m) olsun. O
zaman C = (¢;;), T(M) modiiliiniin bir bagint matrisidir. {#.1.0.5) dizisini ve M nin

kisa tam dizisini birlikte diisiinerek asagidaki degismeli diyagrami elde ederiz:

0 — K 5 R L 1) — 0

AN 10 Li
0 — kK S r LM oo
Diyagramda i igerim doniigiimiinii gosterir. {e], €}, ...,€,,,} kiimesi R"*! halkasinin
standart tabani, {ej, e, ...,e,.,} kilmesi R”’ nin bir tabam1 olmak lizere 6(e;) = e
ile verilir. Ayrica i = 1,2,..,n i¢in f'(e)) = e i = n+ 1,n+2,..,n + r igin

f') = (0,0,..0,1,.0) € R" dir. M = T(M) ® R" oldugu i¢in f” iyi tammhdir ve
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0(K) = K’ olur.

C11 cin 0 0
21 ¢ 0 0

€ M, ynir(R) (4.1.0.6)
le Cmn 0 O

matrisi M nin bir bagint1 matrisidir. Boylece VYp > Oi¢in F,(M) = F,_.(T (M)) dir. Sifir
bolen olmayan bir a € R i¢in aT (M) = 0 oldugunu biliyoruz. Bu durum ayni zamanda
a € Ann(T(M)) ile ifade edilebilir. Boylece Fitting ideallerin 6zelliginden Fy(T (M))
ideali R nin bir regiiler elamanim igerir. Eger p(r ise F,(M) = F,_(T(M)) = 0 dir.
Boylece F (M) sifirdan farkli ilk Fitting idealdir.

M = T(M)® R’ oldugu i¢in pdgr(T(M)) < pdgr(M) dir. Hipotezden dolay1, pdr(M) < 1
oldugu i¢in pdr(T(M)) < 1 dir. Bu durumda s < n olmak iizere asagidaki kisa tam
diziyi yazabiliriz:

0 >R —R'—TWM)—0

Varsayalim ki s(n olsun. Bu durumda Fy(7T(M)) = O olacaktir. Bu durumda
Fo(T(M)) = F.(M) # 0 ile celiseceginden s = n olmalidir. Boylece 7(M) nin ba-
gint1 matrisi n X n tipinde olur. Bu matrisin determinantina a denilirse

F.(M) = Fo(T(M)) = Ra elde edilir. F,(M) regiiler bir eleman icerdiginden a regiiler

olmalidir. Boylece F,(M) ideali regiiler bir eleman tarafindan tiretilir.

(a) & (b): g = {my, my, ...,m,} kiilmesi M nin bir taban1 olsun.
0—K-5r L Mm—o

M nin kisa bir tam dizisi olsun. Vj = 1,2,...,n icin f(e;) = m; ve K = Cekf dir.
Varsayalim ki g; = 3 cije; (i = 1,2,...,m) i¢in K = RB; + RB, + - - - + RB,, oldugunu
varsayalim. C = (¢;;) € M,x,(R) M nin bagint1 matrisidir. Herhangi bir a regiiler
elemani icin (M) = Ra olsun. F,(M), C nin (n—r)X(n—r) minorleri tarafindan iiretilir.
R yerel bir halka oldugundan F,(M) bu minorlerden biri ile iiretilir. A = A(1,2,...,n —

r;1,2,...,n—r), F.(M) yi ireten minor olsun. RA = F,(M) oldugundan, hipotezden A

40



regiiler bir elemandir. Boylece a bir regiiler eleman ve F,(M) = Ra olmak lizere

C1.1 ‘e Cln-r

a = det

Cp—r1 *°° Cp—rn—r

C’ matrisi C nin n — r X n tipinde bir alt matrisi olsun.

Ciqn "t Cip—r Clu—r+1 =" Cln
= : : : o (4.1.0.7)
Cn—r1 " Cn—rn—r Cn—rpn—r+1 " Cn—rn
ci1 ot Clp-r
D= : : (4.1.0.8)
Cn—r,l °° cn—r,n—r

olsun. h € {1,2, ..., n—r} olmak iizere; H;,, D matrisinin (i, &). kofaktorii olsun. Laplace

acilimindan
a= " cuHy (4.1.0.9)
i=1

e ener B , . ..o 3
vel <k #h<n-rigin 27 cpHy = 0 dir. C” matrisinin her satirt igin 3% ¢;;m; = 0
(i =1,2,...,n—r) saglanir. Ozel olarak; H , Z?:l cijmj=---=H, . Z?:l Cpr,jm; =0

Bu denklemleri (@.1.0.9) ile birlikte kullanirsak,

n n n
0= Hl,h Z Cijm; + H2,h Z Cp, jMm; + -+ Hn—r,h § Cn—r,jM;
=1 =1 =

n—r n n n—r
= D Hul D cmi) = 3 (D cuHun)m,
i=1 Jj=1 j=1 =1
n n—r

amy, + Z (Z c,-,jH,-,h)mj

Jj=n—-r+1 i=1

j=m-r+1),...,nicin



olsun. Boylece amy, + Zn: ("Z—i djmj) =0ved,_ 41, ....,d, € F.(M) = Ra olur. a(mh +

jen—r+l =1

Z ( Z(d.,- /x)m j)) = 0 yazilabilir. a regiiler bir eleman oldugundan

j=n-r+1 i=1

my, + Z (nz_i(dj/x)m,-)eT(M) dir.

jen—r+l =1
my,ms, ..., m, elemanlar1 m, my, ...,m, elemanlarinin M/7T (M) deki goriintiisii olsun.
Boylece

M/T(M) = Rm,_, .1 + -+ + Rm,, dir. « = {m,_, 1, ...,m,} kiimesi M/T (M) nin lreteg

kiimesidir. Simdi bu kiimenin ayn1 zamanda lineer bagimsiz oldugunu gosterelim.
S tiim regiiler elemanlarin kiimesi olsun. Q, R halkasinin boliim halkasini géstermek

iizere Q = SR dir. T(M) burulmali modiil oldugu i¢in T(M) ®; Q = 0 dur.
0—oTWM)— M-—>M/TM)—0

bir tam dizi oldugundan bu dizinin Q ile tensor ¢carpimindan M ®; Q ~ M/T(M) ® Q
elde edilir. M/T (M) serbest burulmali modiil oldugundan M/T(M) — M|T(M)®x O,
z > z® 1 ile taniml injektif bir homomorfizmadir. Boylece M/T (M), M ®g Q nun
bir alt modiilii ile belirlidir. Ayrica a, M ®; Q nun bir tabanidir.

Ozellik (d) den dolay1 Vi € Z icin Fi(M ®g Q) = F{(M)Q olur. i = r icin F.(M ®
Q) = F,(M)Q = aQ = Q dir. Hipotezden dolay1 F,(M) sifirdan farkl ilk Fitting ideal
oldugundan p(ri¢in F,(M) = 0. Varsayalim ki s; € R i¢in i s;m;jolsun. a, M®g Q

Jj=n—r+1
modiiliiniin bir taban1 oldugundan agagidaki tam dizi vardir:

O—>Cek/¢—>Qri>M®RQ—>O

i = 1,2,..,r i¢cin u(e;) = m,_+; ® 1 ile verilen Q-modiil homomorfizmasidir.
(Sp=rs1s s Sn)" € Cekp olur. Boylece j =n—r+1,..,nicins; € F,_j(M® Q) =0
dir. Bu durumda e lineer bagimsizdir. Boylece M/T (M) ranki r olan serbest modiildiir.
Simdi pdr(M) < 1 oldugunu gosterelim.

[ddia: matrisinin satirlar1 lineer bagimsizdir. (ay, ay, ..., a,—,)C’ = 0 olsun. Bu
durumda (ay, ay, ...,a,-,)D = 0 olmalidir. a bir regiiler eleman olmak iizere detD = a

oldugundan a; = a, = --- = a,_, = 0 dir. Boylece C’ matrisinin satirlar1 lineer bagim-
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n
sizdir. Varsayalim ki Z ajm; = 0 olsun.
J=1

Cihy Cig ---  Clpr
Ch = € Mi—r+1)x(n-r+1)
Cn—rhs Cn-rl -+ Cu—rp-r
ap; ay ‘e Ady—r

matrisini diigiinelim. Zn: ajm; = 0 oldugundan, C baginti matrisine (a,, ay, ..., a,) bir
satir olarak eklenebilijglO zaman h = 1,2,..,n —rigin det(C,) = 0 dir. h = n —
r+1,2,..,n icin det(Cy) € F,_1(M) = 0 olur. Boylece Yh = 1,...,n i¢in det(C)) =
0 dir. Laplace Teoremini kullanarak C;, matrisinin determinantin1 birinci siituna gore

hesaplarsak :

0=aa,+ Z cadi  (d; € FAM) = Ra)
i=1

elde edilir. a regiiler bir eleman oldugundan, Vi = 1,...,n i¢in a; + Z cin(d;ifa) = 0

i=1
n-r

dir. x; = d;/a € R diyelim. Bu durumda Vh = 1, ...,nicin a;, + Z cipXxi = 0 oldugundan
i=1

(ay,as, ..., a,), C" matrisinin satir uzayindadir. Boylece C’ matrisi M modiiliiniin bir

baginti matrisidir. Asagidaki kisa tam dizi vardir:

0—>ZR(5,-—>R"—>M—>0

i=1

Burada ¢;, C’ matrisinin i. satirinin transpozudur. C’ matrisinin satirlari lineer bagimsiz

oldugundan Z Ro¢; serbest R-modiildiir. Boylece pdgr(M) < 1 dir. O
i=1

Not 4.1.20. Ohm, Teorem[d-1.19 yi herhangi bir degismeli halka i¢in genellestirmistir
[30]].

4.2 Evrensel Tiirev Modiillerin Fitting Idealleri

Bu kisimda, ilk olarak evrensel tiirev modiillerinin Fitting ideal tanimi verilecek, son-

rasinda evrensel modiillerin projektif boyutlar1 ve Fitting idealleri arasindaki bagintilar
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incelenecektir. Bu kisimda, [31] ve [1]] dan yararlanilmistir.

Tammm 4.2.1. R = k[xy, xa, ..., x]/{f1, fos ..., fm) afin k—cebir ve Q,(R) de R nin n.

dereceden evrensel tiirev modiilii olsun. F, {0,(x*) : 0 < |a| < n} kiimesi tarafin-

S
n, i = 1,2,...,m} kiimesi tarafindan iiretilen F nin bir alt modiilii olsun. Burada

+
dan iiretilen, ranki ( S) — 1 olan serbest bir R-modiil ve N, {6,(x“f;) : 0 < |o| <

x¥ = xi” XS velal = @ + -+ + ay seklindedir. Q,(R) = F/N oldugundan
0—N-5F— QR — 0

tam dizisi elde edilir. Bu dizideki 6, Q,(R)’ nin baginti matrisi olur. Bu matrise gore
rankF-i minorleri tarafindan iiretilen F;(Q,(R)) idealine Q,(R)’ nin i. Fitting ideali

denir.

Ornek 4.2.2. R = k[x;, xo, . .., X 1/{f1, for -+ > fin) afin k—cebir olmak iizere Q(R) nin
Fitting ideallerini bulalim. F, {d(x;) : i = 1,2, ..., s} kiimesi ile verilen ranki s olan
serbest R-modiil ve N, {d(f;) : j = 1,2,...,m} ile iiretilen F nin bir alt modiilii olsun.

Q1 (R) = F/N oldugundan
0—N-5F—Q(®R —0

. .. af; . .. .
tam dizisi vardir. Bu dizide 0, (6—17),-:1,2,.,,,& j=12,...m Jacobian matrisi olup Q,(R) nin ba-

.....

ginti matrisidir. F;(Q,(R)) Fitting ideali Jacobian matrisinin s —i minorlerinin iiretttigi

bir idealdir.

Ornek 4.2.3. f € k[x,y] olmak iizere, R = k[x, y]/{f) olsun. Q,(R) nin Fitting idealle-
rini hesaplayalim. F, {d(x), d(y)} kiimesi ile iiretilen ranki 2 olan serbest bir R-modiil

ve N, {d(f)} ile iiretilen F modiiliiniin bir alt modiilii olsun. Q;(R) = F/N oldugundan

0—N-5F—Q®R —0

kisa tam dizisi vardir. Bu dizide 0 = [g—ﬁ g—f] tipinde bir Jacobian matristir. Fy(Q(R)) =
0, Fi(&u(R) = (3£, 3), Fa(@u(R) = R dir

Teorem 4.2.4 ([31]). R afin k-cebir, Q,(R) birinci dereceden evrensel tiirev modiil ol-

mak tizere asagidakiler birbirine denktir:
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(i) R regiiler bir halkadr.
(ii) Q(R) ranki r olan projektif modiildiir.
(iii) i=0,1,...,r=Lligcin Fi(Q(R)) = 0vei > ricin Fi((R)) = R’ dir.

Teorem 4.2.5 ([[1]). k perfect cisim, S = k[xi,xs,...,xs]/{f) hiperyiizey ve in bir
maksimal ideal olmak tizere R = S ; olsun. m, R nin maksimal ideali ve k = R/m olsun.

Bu durumda asagidakiler birbirine denktir:

(i) R regiiler bir halkadr.

s I 1) — 1 olan serbest bir modiildiir

(i) ©Q,(R) rank: (”

n+s-—1 n+s—1

(iii) i = 0,1,...,
s—1
Fi(Q,(R)) =R’ dir.

)— 1 icin Fi(Q,(R)) = Ovei > ( | )— 1 icin
S_

ispat. (i) = (ii): R regiiler bir halka olsun. Bu durumda Q,(R) ranki dimR = s—1 olan

bir serbest modiildiir. Q,(R) = I/I"*!" olmak iizere
0— 1"/ — [+t —rr—»o 4.2.0.1)

tam dizisini kullanarak tiimevarim yontemiyle €,(R) modiiliiniin serbest R-modiil
oldugunu gosterelim. S”(.) n. mertebeden simetrik carpim modiilii olmak iizere

SMI/1?) = I'/I"*" dir. Boylece dimg(I"/I™") = (";’Sz) dir. Tiimevarimdan dolayi,

s=2
dimg(I/I"*Y) = (") + ("*77) = 1= ("*]") - 1 elde edilir.

s—2 s—1 s—

dimg(I/I") = ("**;%) = 1 olsun. (4.2.0.1) dizisinin tamligindan dolayx

Tersine, Q,(R) ranki L — 1 olan bir serbest modiil olsun. Q,(R) ® k = m/m"*! izo-

n+1

morfizmasindan dolay1 m/m™" = k! olur. Boylece dimgm/m™' = L — 1 dir. Ispatin

devaminda dimgm/m"*! = L — 1 ise dimgm/m?* = s — 1 oldugunu gosterecegiz bdylece

R halkasi regiiler olacak. O

Lemma 4.2.6. Eger dim m/m™' = L — 1 ise dim m/m?* = s — 1 dir.

Ispat. Lemmanin ispat1 3 adimda yapilacaktir.
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g

. a={(&x*)CA, x*= x XS, a > 0vem = {(x, X, ..., X;) € A/a olsun.

(4.2.0.2)

dimgin/m™" > (n T 2)

s—2

oldugunu gosterelim. [ = |y| = y; + - - -y, olsun.

Birinci Durum: n < [ olsun.

dim " [m*' = ("*') > ("+*?) oldugundan (4.2.0.2) saglanr.

Ikinci Durum: n > [ olsun. n = [ + j ve j > 0 diyelim.
C =1{x*¢ a|lkl =+ j}olsun. C nin goriintiisii n%”/m;+1 kiimesini iiretir.
monomial oldugu i¢in bu kiime lineer bagimsizdir.

= |{x* € | Ikl = [+ j}| olsun. |C| = (*"1*"/) - L; dir. Diger taraftan |k| = [+ j

k

olmak iizere x

v 2”“) dir. Boylece

monomiallerinin kardinalitesi (

(s 1+l+]) _ Lj > (s 1+l+J) _ (s 2+l+j) — (s 3jé+j) elde edilir.

s—1 s—1 s—1

. f € Aolsun. m = {xq, x2, ..., Xg) € A/{f) olsun.

iddia: dim m fm™" > (*21") olur. (4.2.0.2) esitsizliginden ve A/(f), A/{fo) ve

A/(in-(fy)) Hilbert fonksiyonlarin cakismasindan dolay1 iddia saglanir.

n+1

. m/m"™" = f/m™ oldugu icin ispati //m™! i¢in yapmamz yeterlidir.

0 — m/m™! — fm/m*! —s f/mt — 0

tam dizisini ele alalim. Varsayalim ki 7/ m2 > s — 1 olsun.
dim m/m™' = dim @m/m* + dim m/m yazilabilir. Tiimevarimdan

dim i/m™! > (‘ 2+") 1 esitsizliginin saglandigini kabul edelim. Buna gore

i ) ) ~1
dimmmt > (57 T ST 2T T s =02
s—1 s—2 s—1

elde edilir. Boylece Q,(R) serbest modiil iken R nin regiiler oldugu ispatlanir. (R

regiilerdir & dim R = dimg,m/m*> = s — 1)
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Sonuc 4.2.7. (R, m) yukaridaki gibi olsun. Bu durumda J,(R) = R &, R/I""' ranki

(";:1) — 1 olan serbest modiildiir ancak ve ancak R regiilerdir (bu sonug [8] de karak-

teristigi sifir olan cisimler icin ispatlannugtir).

Simdi yukaridaki teorem ve sonuglari kullanarak evrensel modiillerin Fitting idealleri

ile ilgili 6rnekler verelim.

Ornek 4.2.8. R = k[x, y1/{x* + y* — 4) bir polinom halkasi olsun. Q;(R) ve Q,(R) nin
Fitting ideallerini bulalim.
F, {d\(x),d,(y)} kiimesi ile iiretilen bir serbest R-modiil ve N, {d,(x*> + y* — 4)} kiimesi

ile iiretilen F nin bir alt modiilii olsun.
(X +y* —4) = d () + di(y?) — di(4) = 2xd, (x) + 2yd, (y)

seklindedir. Q(R) = F/N oldugundan rankN = rankF — rankQ;(R) = 2 -1 =1

oldugundan N bir serbest modiildiir ve
0—N-5F— QR) = F/N — 0

kisa tam dizidir. Bu dizi Q,(R) nin serbest ¢oziiniirliigii olup pdQ(R) < 1 dir. Q(R)

(2 2)

ile verilir. Buna gore ) (R) nin Fitting idealleri

nin baginti matrisi

Fo(Q(R)) = Ove Fi((R) = (x,y) =R

elde edilir. Boylece Teorem{.2.4|den Q,(R) projektif modiildiir ve R regiiler bir halka-
dir. Boylece Teorem[3.1.23|den Q,(R) projektiftir.
Q(R) = F'/N’ olsun. F’, {dy(x),dr(y), d»(x?), dr(xy), d»(y*)} kiimesi ile iiretilen bir

serbest R-modiil ve N’, {d»(x?)} ile iiretilen F' niin bir alt modiiliidiir.
dy(f) = () + do(y*) — do(4) = do(x%) + da ()
oldugundan Q,(R) nin baginti matrisi

(11000)
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ile verilir. Buna gore £ (R) nin Fitting idealleri
i=0,1,2,3icin Fi(,(R)) =0, i > 4 icin F;({(R)) =R

elde edilir. Sonug B.1.10\den rankQ,(R) = 4 dir.
O (R) = F'/N’ oldugundan rankN' = rankF’ — rank$,(R) = 5 — 4 = 1 bulunur.
Boylece N’ serbest bir R-modiildiir.

00— N —F — QR —0

kisa tam dizisi Q,(R) nin serbest ¢oziiniirliigii olup pdQ,(R) < 1 dir.

Ornek 4.2.9. S = k[x, v, 2)/{y* = x2) olsun. Q,(S) ve Q(S) nin Fitting ideallerini
bulalim.
F, {d,(x),d\(y), d\(2)} ile iiretilen serbest S -modiil ve N, {d,(y* — xz)} ile iiretilen F nin

bir alt modiilii olsun.

d\(f) = di(y” = x2) = 2ydi(y) — xd(2) — zd (%)

seklindedir. Q,(S) = F/N oldugundan rankN = rankF — rankQ,(S) =3 -2 =1 elde

edilir. Boylece N serbest bir modiildiir. Buna gore
0—N—>DF—5Q()—0
kisa tam dizisi (S) nin serbest ¢coziiniirliigiidiir ve pdQ,(S) < 1 dir. Q(S) nin ba-

()

ile verilir Q(S) nin Fitting idealleri Fo((S)) = 0 = Fi(Q(S)) ve
Fy(Q(S)) = (x,y,2) # S seklindedir. Teorem B.2.4] den Q,(S) projektif degildir.

gintt matrisi

Dolayisiyla S halkasi regiiler degildir.
F', tabant {dy(x), dy(y), da(2), do(x?), dr(y*), da(2%), da(xy), da(x2), dy(y2)} olan serbest
bir S -modiil ve N’ ise {d>(f), dr(xf), dx(yf), d2(zf)} kiimesi ile iiretilen F’' nin bir alt

modiilii olsun.
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d(f) = dr(y? = x2) = do(y*) — da(x2)
dr(xf) = dz(xy2 - x%2)
= —2dy(x*) + xdy(y*) + 2yd;(xy) + 2xd>(x2) + x2d>(x) = 2xyd(y) + X°d;(2)
d(yf) =dy(y’ — xyz)
= 3ydy(y*) — zds(xy) — ydy(x2) = xdy(y2) + yzd(x) — 2x2d5(y) + xyds(2)
dy(zf) = do(yrz = x2%)
= 2dy(y*) = xdy(2%) = 22dy(x2) + 2ydy(y2) — 22 dy(x) — 2y2da(y) + x2da(2)

rankN' = rankF’ — rank$Q,(S) =9 -5 =4 ise u(N’) = rankN’ oldugundan N’ serbest
bir S -modiildiir.
00— N —F — Q(S)—0

kisa tam dizisi Q,(S) nin serbest coziiniirliigiidiir ve pdQ,(S) < 1 dir. Q(S) nin ba-

gintt matrisi asagidaki gibidir:

o 1 0 O -1 0 O 0 0
-z x 0 2y -2x 0 xz —2xy x
0 3y 0 -z -y —x yz -2xz Xxy

0 z -x 0 =2z 2y 22 -2yz xz

O, (S) nin Fitting idealleri i = 0,1,2,3,4 icin F;(,(S)) = 0ve i > 4 icin Fi((S)) #
0 elde edilir.

Ornek 4.2.10. f = > —y(z+ 1), g = y* —xzve h = x*y — z2(z + 1) olmak iizere
R = k[x,y,z]/(f, g, h) olsun. R nin boyutu 1 ise, Q,(R)) nin projektif boyutunu bulalim.
F, {d\(x),d (), d|(2)} kiimesi ile iiretilen serbest bir R-modiil ve N, {d,(f), d(g), d;(h)}

ile iiretilen F nin bir alt modiilii olsun.

di(f) =di(xX —y(z+ 1)) = di(x*) — di(y2) — dy (y)

= 3x%dy(x) — ydi(2) — zdi(y) — di(y) = 3x%d1(x) = (1 + 2)d\ () — yd,(2)
di(g) =di(y* = x2) = d\(y*) — di(x2) = 2yd,(y) — xd,(2) — zd(x)
di(h) =di(X°y -2z + 1)) = di(x*y) — di(z*) — di(2)

= 2xyd, (x) + ¥2d, () — 2z + 1)d,(2)
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seklindedir. Buna gore

322 —(1+2) -y
-z 2y —-X
2xy X2 -2z+1)

matrisi Q1(R)) nin baginti matrisidir. Q;(R)) nin Fitting idealleri

Fo(Q(R)) = (2) ve F1(1(R)) = R dir. rankQ(R)) = 1 ve F1(1(R)) = R oldugu icin
Teorem{.2.4) geregince Q(R)) projektif modiildiir. Boylece Q,(R)) nin projektif boyutu
0 dur.

Ornek 4.2.11. f =y>—xz, g = yz—x°, h = 2> — x>y olmak iizere S = k[x,y,z1/{f, g, h)
olsun. Q(S)) nin Fitting ideallerini bulalim.
F, {d\(x),d\(y),d (2)} kiimesi iiretilen serbest bir S-modiil ve N, {d,\(f),d(g),d;(h)}

ile iiretilen F nin bir alt modiilii olsun.

di(f) =di(? = x2) = 2ydi(y) — zd1(x) — xd;(2)
di(g) =di(yz— x*) = zd\(y) + ydi(2) — 3x*d; (x)
di(h) =d\(Z = x*y) = 2zd1(2) — 2xydy(x) — x*d1(y)

seklindedir. Buna gore

-z —3x* -2xy
2y z =X
-x y 2z

matrisi Q,(S)) nin baginti matrisidir. Q,(S)) nin Fitting idealleri

Fo(©1(S)) =0 = F1((S)) ve F2(Q21(S)) = (x,y,2) € F5(€1(S)) = S olarak bulunur.
rankQ;(S) = 2ve F>(Q(S)) = (x,y,2) # S oldugundan Teoremgeregince Q(S)
projektif degildir. Dolayistyla S regiiler bir halka degildir.
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BOLUM 5

TERSLENEBILIR IDEALLER

5.1 Terslenebilir ideal Tanim ve Ozellikleri

Bu kisimda, terslenebilir ideal tanimi ve literatiirde yer alan terslenebilir ideallerle ilgili
temel Ozellik ve sonuclar verilecektir. Bu kisimda [31], [4]] ve [26]] kaynaklarindan

yararlanilmisgtir.

Tanim 5.1.1. R tamlik bolgesi Q, R ’nin kesir cismi olsun. I, Q cisminin sifirdan farkli
bir alt R-altmodiilii ve bir d # 0 € R icin, dI C R ise I ya R nin kesirsel ideali denir.
I"' =1{d € Q : dI C R) yine bir kesirsel idealdir. II"' = R oluyorsa I idealine

terslenebilir ideal denir.

Ornek 5.1.2. R bir tamlik bélgesi ve Q, R nin kesir cismi olsun. R nin sifirdan farkl

her ideali kesirseldir. R de kapsanan her kesirsel ideal de R nin bir idealidir.

Ornek 5.1.3. Q rasyonel sayilar cisminde, %Z, Z nin kesirsel bir idealidir. éZ tersle-

nebilir kesirsel idealdir ve tersi 57 dir.

Teorem 5.1.4. R tamlik bolgesi, Q kesir cismi ve I, R nin kesirsel ideali olsun. I ters-
lenebilir ise sonlu iiretilmigtir.

n

Ispat. I herhangi bir terslenebilir ideal olsun. /-'7 = R oldugundan Z u;v; = 1 olacak
i=1
sekilde i € {1,2,...,n} icin u; € I"! ve v; € I vardir. Herhangi bir x € I icin x =

x( Z u,-vi) = Z(uix)v,- ve u;x € R dir. Boylece I, {vy, v,, ..., v,} tarafindan iiretilmis bir

. i=1 . i=1
idealdir. O

Teorem 5.1.5. (R, m) bir yerel halka olsun. Herhangi bir terslenebilir ideal temel ide-

aldir.
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Teorem 5.1.6. R bir tamlik bolgesi ve I terslenebilir bir ideali olsun. S, R’nin ¢carpim-

sal kapalr bir alt kiimesi ise S ~'I terslenebilir idealdir.

Teorem 5.1.7 ([16]). R bir tamlik bolgesi ve I, R nin sonlu iiretilmis bir ideali olsun. 1

terslenebilirdir ancak ve ancak Nm maksimal ideali icin I, bir temel idealdir.

Ispat. Teorem den [ terslenebilir ideal ise m herhangi bir maksimal ideal olmak
iizere I,, terslenebilirdir. Boylece Teorem [5.1.5| den I,, sonlu iiretilmistir. Diger taraf-
tan, her 7, bir temel ideal olsun. Varsayalim ki / terslenebilir olmasin, yani 1/ 1 £R
olsun. Boylece II"! C m olacak sekilde bir m maksimal ideali vardir. I,, temel ideal ol-
dugundani e Ivese R\Micinl, = (§> diyelim. I = {ay,as, ...,a,) olsun. ds; € R\ m
oyle ki s;a; € (i) dir. s = s1...s, diyelim. Bu durumda si~' € I"! olur.

1

s = si”'i € I''I € m oldugundan s € m elde edilir. Bu ise bir celiskidir. O zaman

II"' = R olmalidir. O

Teorem 5.1.8. R bir tamlik bolgesi ve 1, I, ..., I, kesirsel idealler olsun. I, 1,...1, ideal
carpuminin terslenebilir olmast icin gerek ve yeter kosul i € {1,2, ...,n} icin I; kesirsel

ideallerinin terslenebilir olmasidir.

Teorem 5.1.9 ([26]]). Eger A ideali terslenebilir bir B ideali tarafindan iceriliyorsa
A = BC olacak sekilde bir C ideali vardir.

5.2 Evrensel Tiirev Modiillerin Fitting Ideallerinin Terslenebilirligi

Bu kisimda, Q;(R ®; S) nin Fitting ideallerinin terslenebilirligi ile ilgili elde ettigimiz
sonuclar yer almaktadir. Ayrica Q;(R ®; S) ve €2,(R ®; S) nin Fitting ideallerini Q;(R)
ve ),(S) nin Fitting idealleri cinsinden ifade ettik. Burada da terslenebilir ideallerin

ozelliklerinden yararlandik.

Teorem 5.2.1 ([18]). R Noetherian bir halka, Ass(R) = Min(R) ve Q,(R) de n-inci

dereceden evrensel R-modiil olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

i) Q,(R)/T(Q,(R)) rankt r olan projektif R modiildiir ve pdr€),(R) < 1 dir.

i) i=0,1,...,r = 1icin F;(Q,(R)) = 0 ve F.(Q,(R)) terslenebilir idealdir.
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Ispat. Q,(R)/T(Q,(R)) ranki r olan projektif bir R modiildiir ve pdgQ,(R) < 1 ol-
sun. Bu durumda (,,(R)/T(£,,(R))),, modiilii rank1 » olan serbest bir R-modiildiir.
(Q,(R) /TR = (Qu(R)i/ T (R)m = y(R)/T(,(R)) izomorfizmasi ve
Teorem[.1.19/den dolay1i = 0, 1, ..., r — 1 i¢in F;(Q,(R),,) = 0 dir, F,(Q,(R),,) regiiler
bir eleman tarafindan tiretilir. i = 0, 1, ...,r — 1 icin F;(Q,(R)),, = 0 ise F;(Q,(R)) =0
dir. F,(Q,(R),,) bir temel ideal oldugundan Teoremm den dolay1 F,(€2,,(R) bir ters-

lenebilir idealdir. Boylece ispat tamamlanir. Tersi de benzer sekilde yapilir. O

Sonug¢ 5.2.2 ([31]). R bir Noetherian tamlik bolgesi ve Q,(R) ’nin ranki r olsun.
F.(Q,(R)) terslenebilir ideal ise pdgQ,(R) < 1 dir.

Teorem 5.2.3 ([31]). R bir Noetherian tamlik bolgesi olsun. Eger herhangi bir n € N
icin F,(Q(R)) terslenebilir ideal degilse R regiiler halka degildir.

Ispat. R regiiler halka olsun. R regiiler oldugundan J,(R) projektiftir. Bu durumda
Q,(R) projektif olacaktir. Q;(R)’nin ranki r olsun. £, (R) ranki r olan projektif bir mo-
diil oldugundani = 0,1, ...,r — 1 i¢in F;(Q;(R)) = 0 ve i > ri¢in F;(Q;(R)) = R olup

istenen elde edilir. m]

Teorem 5.2.4 ([18]]). R ve S birer k-cebir, Q(R) ve Q(S) sonlu iiretilmis olsun. Bu

durumda asagidaki esitlik saglanir:

FAQR & S) = ) Fy(Qu(R) & Fy(Q(S))

p+q=i

Ozel olarak, Fo(Q(R®; S)) = Fo(Q1(R)) & Fo(Q(S)) dir.

Ispat. Teorem|3.4.10/den dolay1 Q;(R®;S) = (2 (R)®:S)®(Q (S )®R) izomorfizmasi

vardir. Bu izomorfizmay1 kullanarak F;(Q;(R ®; S)) Fitting idealinin esitini bulalim.

Fi(Q(R®S)) = Z Fp(Qi(R) & S) Fy(R® (S))

p+g=i

= > SF,(Qu(R) & RF,(Q:(S)) (Onerme4.1.3)

p+q=i

= Z RFP(Ql(R)) (2% SFq(Ql(S ))

pt+g=i

= > Fp(Qi(R) & Fy(Qu(S))

p+q=i
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QW (R/TI®S/J) ve Q(R/I QS /J) modiillerinin Fitting ideallerinin terslenebilirligi ile

ilgili elde ettigimiz sonuclar asagidaki gibidir.

Teorem 5.2.5. R = k[x,x2,...,x;,] ve S = k[y1,y2,...,y:] polinom cebirleri, R]I =
k ey X k[y1, Y2, ons . .
M ve S/J = M afin k-cebirler olsun. Eger rankQ,(R/I) = i,
<f1’f27---’fm> <g1’g27"'agn>

rank€Q(S/J) = j, Fi(Q(R/D)) ve F j(Q,(S/J)) terslenebilir idealler ise F;, (1 (R/1®y
S /J)) bir terslenebilir idealdir.

Ispat. Herhangi bir i € I icin

Fi(S1(R/T @ S/J)) = Z Fp(C(R/D) & Fy(Qu1(S/T))
p+g=i
oldugunu biliyoruz [18]. rankQ(R/I) = i ise k < i i¢in F(Q1(R/I)) = 0; k > i icin
Fi(Q(R/I)) # 0 olur. Benzer sekilde rankQ;(S) = jise I < jigin F;((S)) = 0;
[ > jicgin Fy;(Q(S)) # 0 olmalidir. Bu durumda

Fi j(QR/T & S/))) = Z Fp(Qi(R/1)) & Fo(€(S/)))

pHq=it+j

Fiyj(QuR/T & S/N) = Fo(Ci(R/D) & Fir j((S/J)) + F1(Q1(R/1))®
Fisjo1(Qu(S /D) + -+ + Fig(Qu(R/D) & F 1 (C1(S/J)+
Fi(Qi(R/D)) & Fi(Q(S/)) + Fir1(Q(R/ D)
Fi(Q(S/D) + -+ + Fir j(Qu(R/D) & Fo(C1(S/J))
= 0 Fir j((S/)) + 0 Fiyj1(Q(S/I) + -+ +
0 & Fjr1(Q1(S/J) + Fi(Qu(R/D)) & Fi(Q(S/)))+
Fir(QiR/D) @ 0+ - + Fir (Qi(R/])) & 0
Fi(Qi(R/D) & F((S/)))

Fip j(Q(R/1® §/J))

esitligi elde edilir. R/I ve S/J tamlik bolgesi oldugundan R/ ®; S /J tamlik bolgesidir.
Boylece
Fii jQUR/T & S/])) = Fi(Qi(R/D) & Fi(Q(S/J) #0

elde edilir. Bu esitligi R/I ®; S /J halkasinin bir m maksimal ideali ile lokalize edelim

ve Teorem [2.3.14] deki izomorfizmay1 kullanalim:

[Fis j(CQR/T & S[IN]m = [Fi(C1(R/T) & Fj(€1(S /)]

= [Fi(Q(R/ D] &, [Fj(Q1(S/I)]n
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Teoremm dan dolay1 F;(Q;(R/1)) ve Fj(©,(S/J)) terslenebilir idealler oldugundan
[Fi(Q(R/D)]n ve [Fj(Q1(S/J))]n temel ideallerdir. Bu ideallerin tensor carpimi da
temel ideal olacagindan [Fi, j(Q(R/I ®; S/J))], bir temel idealdir. Teorem den
dolay1 F, j(Q1(R/I ® S /J)) bir terslenebilir idealdir. O

Bu teoremi asagidaki gibi de ifade edebiliriz:

Teorem 5.2.6. R/I ve S/J Teorem deki gibi olsun. Eger Q(R/I) ve Q(S/J)
birinci mertebeden evrensel tiirev modiillerinin sifirdan farkli ilk Fitting idealleri ters-

lenebilir ise Q1 (R/I ®; S /J) nin stfirdan farkli ilk Fitting ideali terslenebilirdir.

Sonug 5.2.7. rankQ(R/I) = ive rankQ, (S /J) = jolsun. Fi(Q(R/I)) ve Fj(Q(S/J))
terslenebilir idealler ise pdQ(R/I®; S/J) < 1dir.

Ispat. Teorem den, Fi(Q(R/I)) ve F;j(Q(S/J)) terslenebilir idealler ise
Fiy j(Q(R/I ®& S/J)) terslenebilirdir. Sonug [5.2.2]den pdQ,(R/I & S/J) < 1 olma-

lidar. o

Sonu¢ 5.2.8. R = k[x,x,..x5] ve S = k[y1,y2,...y:] polinom cebirleri, S|J =

k[yi,ya, oees ) - .
M afin k-cebir olsun. Herhangi bir n sayisi icin F,(Q(R/I ®; S/J)) ters-

(81582, s 8n)
lenebilir bir ideal degilse (S | J) projektif degildir.

Lemma 5.2.9. R = k[x,x3,...x5] ve S = k[y1,y2,...,y:] polinom cebirleri, R/l =

k vy X

<[Jf1 ’]'sz’ ’fx>] ve dim(R/I) = s — m olsun. rankQ,(R/1) = i, rankCs(S) = j oldugunu
15 J2s s Jm

varsayalim. Q(R/I) ® ,(S) nin sifirdan farkl ilk Fitting ideali F(;_;(21(R/I) ®

0Q(S)) olsun. Bu durumda asagidaki esitlik saglanir:
F s myriv j(CR/T & S)) = Fs—mu(Qi(R/]) ®; Q1(S)) ® Fi(€W(R/1)) & F {(22(S))

Ispat. Genelligi bozmayacagindan rankC,(R/I) = i, rank€,(S) = j olmak lizere i < j
oldugunu varsayalim. Teorem [3.4.12]den

QO R/T&:S) = (QuR/D & £21(S)) & C0(R/T) & §) @ (R/T & L(S))

izomorfizmasinin varligini biliyoruz. Bu izomorfizmay1 kullanarak asagidaki esitligi
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yazabiliriz:

Fismyriv jER/T ® §)) = Fsomysin j[(Q1R/T) & Q1(S)) & (C0(R/I) @ S)
S(R/I & Qr(S5))]

= Y F@®R/D e u(S)ek

p+g=(s—m)t+i+j

Fol€o(R/T) & S) @ (R/T ® L(5))]

A =R/ & S)® (R/I Q Q,(S)) diyelim. Buna gore

FsmyvisjCR/T @ S)) = Fo(Q(R/I) & Q1(S)) ® Fs—mysirj(A) + - -
+F (5-my(Q1(R/1) & Q1(S)) & Fiyj(A)+
Fs—my1 (Q(R/T) ®; Q1(S)) ® Fiyj-1(A)
+ oo F Flommyin j(QUR/T & Q1(S)) @ Fo(A)

esitligi elde edilir. Hipotezden Q;(R/I) ®; ©;(S)’ nin sifirdan farkl ilk Fitting ideali
Fs—my (1 (R/T) ® ©,(S)) oldugundan asagidaki esitlikler saglanir:

Fo(Q(R/D) & Q(S)) = -+ = Fommy—1 (€1 (R/T) ® Q(§)) = 0 dir.

Simdi Fi, j(A), Fiyj-1(A), ..., Fo(A) ideallerini inceleyelim.

Fiyj(A) = Z Fp(Qa(R/D) @ Fy(E(S)

prq=i+j
rankQ,(R/I) = i oldugundan Fy(€,(R/I)) = --- = Fi_1(L(R/1)) = 0 dir.
rank€(S) = joldugundan Fo(€2,(S)) = -+ = F;j_1(£(S)) = 0 dir. Boylece F; j(A)

nin esiti agsagidaki gibi yazilabilir:
Fiij(A) = Fi(Q(R/1)) & Fj(€2(5)).
Simdi F, j_1(A)’ nin esitini bulalim.

Fija() = > Fy(Qa(R/D) & F(Qu(S)

prq=i+j—-1
= Fo(Q(R/D) @ Fiyj-1(€22(S)) + F (0 (R/ 1))@y
Fiij2(Qy(8)) + - - + Fi(C0a(R/ D) & Fj—1(Q2(5))+
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Fir1(Qa(R/D) @ Fj2(€2(S)) + - - - + Fj(Q(R/1)®%
Fioi(Q(8)) + -+ + Fiy jo1 (C0(R/1)) @ Fo(22(S))
= 0@ Fisjm1(Q(8)) + 0@ Fiy j2(Q2x(S)) + - -+ +
Fi(Qy(R/D)® 0+ -+ Fiyj 1 (Q(R/1)) & 0.
0 ® Firjo1(0(S)) = 0 & Firjo(0(S)) = -+ = Fi(LR/D) & 0 = - =
Fiij1(Q(R/I)) & 0 = 0 oldugundan Fi,; ;(A) = O olur. Benzer gekilde

Fy(A), ..., Fi,j-»(A) Fitting ideallerinin sifir oldugu goriiliir. Boylece

Fsomyriv j(CR/T @ §)) = F(s—my(Qi(R/I) & Q1(S)) & Fi(Q(R/1)) & Fij(Q(S))
oldugundan F i+ j(€0(R/1 ®; S) # 0 elde edilir. O

Teorem 5.2.10. R = k[x, x2,...xs] ve S = k[y1,y2,...y;] polinom cebirleri, R/l =
k[XI, X5 eees xs]

s fas ovos find
Qi (R/D)® 1 (S) nin sifirdan farkly ilk Fitting ideali Fs_ (1 (R/1)®¢ 21 (S)) terslene-

bilir olsun. F;(,(R/1)) ve F j((S)) terslenebilir idealler ise F(s_py4ir j(2(R/1®; S ))

ve dim(R/I) = s—m olarak verilsin. rankQ,(R/I) = i, rankQ,(S) = jve

ideali terslenebilirdir.

Ispat. m bir maksimal ideal olmak iizere, F (s—my+i+j (2 (R/1 ®; S ) Fitting idealini m ile

lokalize edelim ve Teorem [2.3.14] deki izomorfizmay1 kullanalim:
[F s—myerin jCQR/T @k S )m = [F sy (€1 (R/1) @k €21(S)) @ FilC0(R/ 1)) & F j(€22(S )]

[F(s—myrris jELR/T & S)m = [Fromm(QiR/T) & Qi(S)]n O, [Fi(Q0(R/D)]n @,
[FH Q)] -

Fs—my(QR/T) @ Q1(S)), Fi(C0(R/1)) ve F j(£,(S)) terslenebilir idealler oldugundan,
Teorem [5.1.7] den dolay1 bu ideallerin m ile lokalizasyonu temel idealdir. Bu ideal-
lerin tensor ¢arpimlar1 da temel ideal olacagindan [F_ir j(€0(R/I ®; §))],, 1deali
temel idealdir. Yine Teoremm den dolay1 F i+ j(€2(R/1 ®; S)) bir terslenebilir

idealdir. O

Sonu¢ 5.2.11. R = k[x, x,..x;] ve S = k[y1,y2,...y:] polinom cebirleri, R/ =
k[x1, X0y ooy X . o . .
% ve dim(R/I) = s — m olarak verilsin. rankC,(R/I) = i, rankQ,(S) = j
15 J25 oes Jm
ve Qi(R/1)®Q1(S)’ nin sifirdan farkly ilk Fitting ideali Fs_,,,(Q1(R/1)®, (S)) ters-

lenebilir olsun. Fi(CQ,(R/1)) ve F j(Q(S)) terslenebilir idealler ise pdQ,(R/I®S) < 17
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dir.

ispat. Teorem|[5.2.10f dan dolay1 F'(_,.i+ j(€2(R/1®; S)) terslenebilir bir idealdir. Bu
durumda Sonug [5.2.2] den pdQ,(R/I ® S) < 1 olmalidur. m|

Onerme 5.2.12. R ve S afin k-cebirler olsun. Fi(Q(R)) ve F(Q(S)) terslenebilir
idealler ise Fi,j(21(R & S)) ve Fi j(C0(R & §)) idealleri Fi(Q(R)) ve Fi((S))

idealleri cinsinden yazilir.

Ispat. Teorem [3.4.10/den
QIR S) = Q(R) QS &R Q(S5)

izomorfizmasi vardir. Bu izomorfizma kullanilarak asagidaki esitlik yazilabilir:

Fir QR S)) = Firj[Q(R) @ S & R® Q1(5)]

= Dpig=irj Fp(Q1(R)) & Fy(€1(S))

= Fo(Qi(R) @ Fiy j(21(S)) + Fi1(Q1(R)) ® Fiyj—1(£21(S))+
Fr(Q(R)) ® Fiyj2(21(S)) + - -+ + Fi(Q1(R)) & F;(€1(5))+

Fi1(Q1(R)) & Fj-1((S)) + -+ - + Fiu j(C(R)) ® Fo(€24(S5))

Teorem [5.1.9] kullanilarak F;(Q(R)) terslenebilir ise 0 < k < i igin Fx(Q;(R)) C
Fi(Q{(R)) oldugundan bir Cy ideali vardir dyle ki

Fi(Qi(R)) = Fi((R)Cy

esitligi saglanir. Benzer sekilde 0 < [ < jicin F;(€2;(S)) C F;(€,(S)) oldugundan bir
D, ideali icin

Fi(Q1(8)) = F(Q(S))D,
seklinde yazilabilir. Boylece F, j(€2;(R ®; S )) asagidaki gibi yazilabilir:
Fii j(Qi(R& S)) = CoFi(Q(R) & Fiyj((S)) + C1Fi(C4(R)) & Fiyj—1(1(5))+
CoFi(Q1(R) ® Fivj2(Q1(S)) + -+ + Fi(Q1(R)) & F;j(L21(S))+

Fir1(Q1(R) ® Fi(Qu(S)D )1 + Fisa(Qi(R) & F(Q1(S)D; o+
o+ Fiu j(Q1(R)) & Fi(Q4(S))Dy
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= Fi(Q(R).[Co® Fiyj(€21(S)) + Cy & Fiyj-1((S)) +---+
Cio1 & Fj1(Q1(8))] + Fi(Q(R)) & Fj(Q1(S)+
Fi(Q(S)IDo & Fis j(Q(R) + Dy & Fij1 (1 (R)) + -+ - +
D & Fiy1(1(R))]
C:=Co® Fiyj(C1(§)) + C1 @ Fip j_1(Q1(S)) + -+ + Ciy & F 1 (Q24(5)) ve
D := Dy ®; Fi, j(Q1(R)) + Dy & Fiyj-1(1(R)) + -+ + Dj_; & Fi,1(1(R)) diyelim. Bu

esitlikleri kullanarak F;, (€ (R ®; §)) idealinin esitini yazalim:
Fir j(C1(R® S)) = Fi(€4(R)).C + Fi(Q1(R)) & F;(€41(S)) + F;(Q1(S5)).D

esitligi elde edilir. Benzer gekilde Fi, j(€(R ®; §)) idealini terslenebilir F;(£2(R)) ve
Fj(Q,(S)) ideallerini kullanarak ifade edelim. Teorem [3.4.12] den

(R §) = (Q1(R) & Q1(5)) & (Q2(R) @ S) & (R® 2,(5))

izomorfizmasi vardir. F;(€;(R)) ideali terslenebilir oldugundan

0 <k <iise Fi(£(R)) C Fi(£(R)) icin ACy ideali vardir dyle ki
Fi(Q2(R)) = Fi(€1(R)Cy

esitligi elde edilir. Benzer sekilde 0 < [ < j = Fi(Qy(S)) C F;((S)) AD; ideali

vardir dyle ki
Fi(£,(8)) = F(Q:(5))D,

esitligi vardir. Bu esitlikleri ve yukaridaki izomorfizmay1 kullanarak Fi, j(Q,(R ® S))

idealini yeniden yazalim:

Firj(QR & S)) = Fir jI(Qu(R) & Q1(5)) @ (a(R) & ) & (R & r(5))]
= Z Fp(Qi(R) & Q1(S5)) @r Fgl0(R) & §) ® (R ® (2x(5))]
prq=i+j

= ) PR & Qi) 8k [ ) FuQ(R)) & Fi(Qx(S))]

p+q=i+j k+l=q

= Fo[Q(R) & Qi(S)] & [ Z Fi (€ (R) ® F1Q(S))]+

k+l=i+j

FIIQUR) & (SN @[ Y FUQa(R) @ F(Qa(S )] + -+ +

k+l=i+j—1

59



Fi j[Q1(R) @ ()] & [ Z Fi(Q2(R) ® F£2(S))]
K+1=0

= Fo[Qi(R) & Q1(S)] & [Fi(€1(R)).Cy + Fi(€0(R)) & Fj(Q(S)+
DoF j(€a(S)] + F1[Q1(R) & Q1(S)] & [Fi(€2(R)).Ci+
Fi(€a(S))D1] + Fir j[Q1(R) ® 1(S)] & [Fi(€2(R)).Ciy j+
Fi(€2(S))Dy )]

O

Ornek 5.2.13. R/I = k[x, Y1/* = X, S/J = klz,t1/{z> = ) afin k-cebirler ve K =
I1® S +RQJ olsun. F, {6;(x® 1),01(y ® 1),0:(1 ® 2),0,(1 ® 1)} ile iiretilen bir
R ®k S modu'l N ise {01(f ® 1),0,(1 ® g)} ile iiretilen F’ nin bir alt modiilii olsun.

1(

) = F/N oldugu icin asagidaki kisa tam dizi elde edilir:

R®: S
00— N-—>F — Q P

) —0

R®¢ S
rankN = rankF — rank€;( L ) =4 -2 = 2 oldugu icin N bir serbest modiildiir.

Boylece yukaridaki tam dizi Ql(
R ®k

)’ nin bir serbest ¢coziiniirliigiidiir. Bu durumda

pdQ( ) < 1dir.

5If 1) =610 1) -6 @) =Ry D61(y®1) —B3x* @ 1)5(x® 1)

51188 =6(1972°)-6:(10)=(1822)6,(102) —(1®3°)6,(1 1)

-3x*®1) 2y®1 0 0
0 0 —-(1®3%) 1®2z
1(R?§S ) nin Fitting idealleri asagidaki gibidir:
R® S
Fo@ X = 0= F(Q(—
Fz(Q]( ))—(X ®t X ®Z,y®t y®Z)
F3(Ql( ))_( ®l,y®l,10~, 1®2)
R ®k S R®, S

Fi(Q =

QU= =

R®; S R®; S R®; S

rankQ;( B ) = 2 ve Fp(Q( B ) # % oldugu icin, QI(R@S)projektif

K
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R®, S
i )= 1.

K
F' {0,(x®1),0,(y®1),0:(1®2),0:(1 ®1),02(x®2),02(x®02(x®1),02(y®2), 02(y®1),

5,(x?®1),8,*®1), 5,(182%), 5:(131%), 6,(xy®1), 5:(1®z1)} kiimesi tarafindan iiretilen

R®y
K

S regiiler degildir. Bu durumda pdQ(

degildir. Boylece

serbest R ®; S -modiildiir.

N, {62(f®1), 62(1®g), 62(fx®1), 62(fy®1), 6:(1828), 62(186:(1®18), 62(f®2), 62(f®1),

R®; S
) = F/IN'

0,(x® g),0,(y ® g)} ile iiretilen F' modiiliiniin bir alt modiiliidiir. Q( X

oldugu icin asagidaki kisa tam dizi elde edilir:

R®, S

0— N — F' — Qy( X

)—0

R®; S

rankN' = rankF’ — rankQs( X

)=14-5=9

oldugu icin, N’ serbest modiil degildir.

H(fO1)=6:0"01)-Bx@ 15Hh(x*®1) - Bx¥* e i(x® 1)
(1®g) =611 — (1832)5,(1®7) — (1 ®37)6(1 ®2)
SHxfe ) =(xe1)6(*e 1) - 2ye o(xy® 1)+ (7X@ Dé(x® 1)
+Q2xy® DGy ® 1) — (6x* ® N6(x* ® 1)
OO =GBy 1607 1) - (F* @ 1)oHh(y®1) — Bxy® NoH(x*® 1)
~ B D6 (xy® 1)+ (6x°y® 1)5(x® 1)
H(f®2)=(18260"0 1)+ 2y® Do(y®7) — 2y ®2)6(y® 1)
+ (P ®1)5(1®2) — (Bx®2)5,(x* ® 1) + (6x* ® 2)5,(x ® 1)
(x®g) = (x@ 161072 + 2R D6(x® 1) — 2x®)6:(1 1)
+(102)50(x®1) - (3x®2)0,(1®7%) — (1 ®37°)5:(x ®2)
+(6x®2)0(1 ®2)
(088 = (16172 + (18206, ® 1) — 2y @N5,(1 ®1)
+(102)5,08 1) -By®20(197%) - 387)6(0®2)
+(6y ® °)5>(1 ® 2)
5E®g) =(1820,(18) + 2810 (1®zt) + (78 2°)5,(1 ®2)

—(2z®0)5,(1®1) — (6 72)5(1 ® )
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5(t®g)=380N5(187) - (182)5(181H) - (1®2)d:(1 87

—39)5(1 )+ (187061 ®7)

R®,. S

Qs ( il ) nin Fitting idealleri asagidaki gibidir:

R®, S R®, S R®, S
Fo(Q( K" ) = F1(Qs( Kk ) = Fa(Qy(——=)) = 0

R®, S R®, S
F3(Q(——=2)) = Fi(Qy(——==)) = 0

R®, S R®, S R®. S
Fs(Qy( K" ) = (xy ®2) C Fo(Qa( K" ) = K"

R®. S R®, S R®, S R®, S
pdQs( Sk ) < 2 dir, rankQs( Sk )= 5ve Fs(Qa(—2)) = (xy ®7) # ——

K

R R®, S
®i 5 il halkast regiiler de-

X ) projektif modiil degildir. Boylece

oldugu icin, Q;(
gildir.
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BOLUM 6

EVRENSEL MODULLERIN SIMETRIK KUVVET MODULLERI

6.1 Simetrik Kuvvet Modiilleri

Bu kisimda, simetrik kuvvet modiilleriyle ilgili literatiirde var olan caligsmalardan bah-

sedilmistir. Bu kisimda [31]], [2], [34] ve [[19] den yararlanilmistir.

Tanim 6.1.1. R birimli ve degismeli bir halka, M ve N birer R-modiil olsun.
f : M" — N multilineer doniistimii tiim permiitasyonlar altinda degismiyorsa [’ ye

simetrik doniigiim denir.

Tanmim 6.1.2. M bir R-modiil olsun. f(xy, xy, ..., X,) = X1X2...X, ile tanimlanan

[ M" — S™(M) simetrik doniisiimii olsun.
S" M) =@"M/{(x; @%@ y®Z® X, —X|®X® - ZQY® " X,)
modiiliine M nin n. mertebeden simetrik kuvvet modiilii denir. Ozel olarak S°(M) = R

ve SY(M) = M dir.

Ornek 6.1.3. M bir R-modiil olsun. Vx,y € Micin S’ (M) = M @ M/{(x®y —y ® x)
seklindedir.

Onerme 6.1.4. M ranki r olan serbest bir R-modiil olsun. S"(M) ranki (H"_l) olan

r—1

serbest bir R-modiildiir.

Lemma 6.1.5. M ve N R-modiiller ve 6 : M" — N bir multilineer doniisiim olsun.

M" 0 N
! 8
S"(M)
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diyagranmini degismeli yapan tek bir g : S"(M) — N R-modiil homomorfizmasi vardur.

Onerme 6.1.6. M bir R-modiil ve T bir R-cebir olsun. Asagidaki R-modiil izomorfiz-

masi vardir:

S" M) T =S"(M®xT)

Onerme 6.1.7. M ve N R-modiiller olsun. Asagidaki izomorfizma vardur:

SP(M ® N) = ®pin=pS" (M) ® S"(N)

Ornek 6.1.8. M ve N R-modiiller olsun. p = 2 icin S>(M & N) nin izomorf oldugu

modiilleri gosterelim.

S* (M & N) = @,,-2S"(M) @& S"(N)
= SOM)Rr S2(N)d S (M) @ S'(N) ® S*(M) @z S°(N)
=R S*(N)®d M ®x N®S*(M)® R

=S N)® Mg N ® S*(M)

Sonug¢ 6.1.9. R ve S afin k-cebirler olsun. M bir R-modiil ve N bir S-modiil olsun.

Asagidaki izomorfizma vardur:
SP(M ® N) = 69m+n:pSm(]‘/[) Rk Sn(N)

Ispat. M bir R-modiil ve R bir k-cebir oldugundan, M aym zamanda bir k-modiildiir.
Benzer sekilde, N bir S -modiil ve S bir k-cebir oldugundan, N bir k-modiildiir. Onerme

[6.1.7]den dolay1 istenen izomorfizma elde edilir. O

6.2 Evrensel Tiirev Modiillerin ikinci Mertebeden Simetrik Kuvvet Modiilleri

Bu kisimda, evrensel tiirev modiillerinin simetrik kuvvet modiilii tanimi1 verilecek, son-
rasinda evrensel tiirev modiillerin ikinci mertebeden simetrik kuvvet modiilleri ile ilgili
calismalar incelenecektir [36], [34], [31], [35]. Son olarak, evrensel tiirev modiillerin
ikinci mertebeden simetrik kuvvet modiilleriyle ilgili elde ettigimiz teorem ve sonuclar

ispatlariyla birlikte verilecektir.
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Tanmmm 6.2.1 ([34]). R bir k-cebi,, R — Q. (R) q. mertebeden tiirev operatorii,
S(Q,(R)) cebiri @,50SP(,(R)) tarafindan iiretilen Q,(R) iizerinde bir simetrik cebir
olsun. Asagidaki sartlar: saglayan D : S (Q,(R)) — S(Q,(R)) doniisiimiine simetrik

tiirev operatorii denir:
(i) D(SP(Q,(R))) €SP (Q,(R))
(ii) D, q. mertebeden tiirev operatoriidiir.

(iii) DninR =S O(QL,(R)) ye kisitlanisi birinci mertebeden tiirev operatoriidiir.

Ornek 6.2.2. R = k[x;, X2, ..., X,] boyutu r olan bir polinom cebiri olsun. Q,(R) tabam
{6q(x§‘ WXl <dp4ia+e+i, < q} kiimesi olan serbest bir R-modiildiir. Bu durumda
t = (q:’) —1 olmak iizere S 2(Qq(R)) modiilii ranki (:i) olan bir serbest bir R-modiildiir.

S%(Q,(R)) modiiliiniin taban kiimesi
{0, X @6, (x Xy s L <y + i+ +i, < g

seklindedir.

Ornek 6.2.3. R = k[x,y] ve ¢ = 2 icin S>(Q(R)) kiimesini inceleyelim. S*(Q,(R))
simetrik kuvvet modiilii {5,(x'y") ® 8,(x'y/) : 1 < i+ j < 2} kiimesi tarafindan iiretilir.
Boylece S*(Q,(R)) simetrik kuvvet modiilii

{52()6)@52(96), 62(X)®82(x%), 62(X)®82(x), 52(X)®62(Y), 52(X)®62(¥*), 62(1)®6(¥), 62(1)®
62(xy), 52(0)®52(), 62(Y) @2 (x7), 52(x1)®62(x%), 62(x*)®52()*), 52(x)®(xy), 62(y*)®
0:(3%), 62(3%) ® 62(xy), 52(xy) ® 52(xy)} kiimesi ile iiretilir.

Teorem 6.2.4 ([36]]). R bir afin k-cebir olsun.
0 — Cek —> Qx(R) — Qi(R) —> 0

olacak sekilde bir tam dizi vardir ve Vr € R icin 60(0,(r)) = 6,(r) dir. Bu dizide Cek0,
Va,b € R icin {6,(ab) — ad,(b) — bd,(a)} kiimesi tarafindan iiretilir. Cekt = S2(Qi(R))
dir.

Lemma 6.2.5 ([34]]). R boyutu s olan bir afin bolge olsun. Q,(R) serbest bir R-

modiildiir ancak ve ancak S*(Q,(R)) serbest bir R-modiildiir.
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Ispat. Onerme den dolay1 ispatin bir tarafi agiktir. Diger taraftan, S2(Q,(R)) ser-
best R-modiil ve Q, R nin kesir cismi olsun. Onerme den dolay1,

S2Qu(R)) ® Q = SH(Q,(Q)) = S*(Qu(R) ®% 0)

izomorfizmasi vardir. Q,(Q) modiiliiniin ranki # olmak iizere S >(€2,(Q)) nun ranki (;J_'})

olur. Ayrica, m ideali R’ nin bir maksimal ideali olmak iizere,
Q,(R)

2 ~ Q2 ~ Q2 2T
S7(C2(R)) ®r R/m = §°(Qu(R) @ R/m) = S (mQ,,(R))

oldugundan S2(Q,(R)) ®; R/m bir R/m vektor uzayidir. S 2(%) nin boyutu (;J_“}) ise

Q,(R)
mQy,(R)

nin boyutu ¢ dir. Bu durumda Teorem [2.2.9|den €, (R) evrensel tiirev modiili, ¢

eleman tarafindan iiretilir. Boylece rankQ,(R) = u(Q,(R)) esitliginden €, (R) serbest

bir R-modiildiir. m]

Teorem 6.2.6 ([33]). R afin yerel tamlik bolgesi olsun. Asagidakiler denktir:

(i) R regiiler bir halkadr.
(ii) Q(R) serbest R-modiildiir.
(iii) S?(Q,(R)) serbest R-modiildiir:

Lemma 6.2.7 ([34]]). R afin k-cebir ve S (€21 (R)) iizerinde simetrik tiirevler var olsun.

Q1 (R) serbest R-modiildiir ancak ve ancak €,(R) serbest R-modiildiir.

Ispat. Q,(R) projektif bir R-modiil olsun. Teorem [3.1.24{den dolay1 R regiiler bir hal-
kadir. Boylece Teorem [3.1.23]den Q,(R) projektif modiil olmalidir.

Tersine, Teorem [6.2.4] den asagidaki kisa tam dizi vardur:
0 — S*Q(R) — QR — QR — 0 (6.2.0.1)

Q1 (R) nin projektif oldugunu gostermek i¢in 6nce bu dizinin ayrigsan dizi oldugunu
gostermeliyiz. Simetrik tiirev tanimindan herhangi bir D simetrik tiirev doniigtimii-
niin D; : Q;(R) — S%(Q;(R)) ye kisitlanis: tek sekildedir. 6; : R — Q;(R) tiirev

operatorii olmak iizere, D,0; bileskesi ikinci mertebeden bir tiirev doniisiimiidiir. Bu
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durumda Q,(R) modiiliiniin evrensellik 6zelliginden fd, = D;d; esitligini saglayan tek

bir £ : Q(R) — S?(Q(R)) R-modiil homomorfizmasi vardir.

f(62(ab) — ady(b) — boy(a)) = fo2(ab) — afé,(b) — bfdy(a)
= D,6,(ab) —aD,6,(b) — bD,6,(a)
Di(a6,(b) + bé,(a)) —aD,6,(b) — bD,6,(a)
aD6,(b) + 61(a)0,(b) + bD,61(a)+
01(b)d1(a) — aDy61(b) — bD161(a)
= 261(a)61(b)

elde edilir. Boylece (1/2)f ayrisma ozelligini saglar. (6.2.0.1) dizisi ayrisan oldugun-
dan Q(R) = Q;(R) ® S*(Q;(R)) izomorfizmasi1 vardir. Bdylece Q;(R) bir projektif

R-modiildiir. m]

Simdi evrensel modiillerin ikinci mertebeden simetrik kuvvet modiilleriyle ilgili elde

ettigimiz sonuclari verelim:

Lemma 6.2.8. R ve S afin yerel k-cebirler olsun. S (,(R)) ve S(Q4(S)) iizerinde si-
metrik tiirevler var olsun. Asagidaki izomorfizma vardir:

SHQUR®S) = R S & [S*(Q(R) &% S ®S*(Q(S)) & RS Q(R) ® Qi(S)]

Ispat. Teorem[3.4.10f den Q;(R®;S) = Q;(R)® S ®R®, Q4 (S) izomorfizmast vardir.

Bu izomorfizmay1 kullanarak S 2(Q; (R®S )) modiiliine izomorf olan modiilleri bulalim.

S2QUR®S)) =S (Q(R) & S ® R Q(S))
= SUQIR) & S) @ SHQU(S) & R) &S (Q(R) ® S)

® S (Q1(S) & R) @ S*(Q1(R) ® S) ® S°(Q1(S) & R)

SOQR) % S) =R® S, S°(QS)R) = Re S, SHQR) =R, SH(Qi(S) =S

esitliklerini kullanalim.

S2QR®S) = RS @ SHQ(S) % R) @ (Q1(R) ® S
R QUSSR S @ SZ2(Q(R) % S)
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izomorfizmasi vardir. Diger taraftan R, k-cebir ve (S), k-modiil oldugundan

SHQ(S) & R) = SH(Q(S)) & R

S, k-cebir ve Q(R), k-modiil oldugundan

SHQR) & S)) = SHU(R) & S

izomorfizmalar1 vardir. Bu izomorfizmalar1 kullanarak S2(Q;(R ® S)) yi yeniden ya-

zalim:

SHQR®S)) =[RS & S (Q(S)) % R1® [R R S & SAHQ1(R)) @ S]
S[Q(R) @ Q1(S) S R® S ]

R® S & [S*(Qi(R) ® S & S*(Q(S)) & R ® Qi (R) ® Qi(S)]

IR

IR

izomorfizmast elde edilir. Lemmal6.2.3] yi kullanarak Q;(R) ve Q,(S) serbest modiiller
oldugundan S2(Q;(R)) ve S2(Q,(S)) serbest modiildiir. Boylece S *(Q;(R®;.S)) serbest
modiillerin direkt toplamina izomorf oldugundan serbest modiildiir. Yine Lemmal[6.2.5]

kullanilarak Q;(R ®; S) serbest modiil olur. O

Teorem 6.2.9. R ve S afin yerel k-cebirler olsun. S (Q;(R)) iizerinde simetrik tiirevler

var olsun. Q(R) ve Q(S) serbest modiiller ise (R ®; S) serbest bir modiildiir.

Ispat. Lemma den Q,;(R) ve Q,(S) serbest modiiller ise S 2(Q;(R)) ve S%(Q;(S))
serbesttir. Boylece Lemma deki izomorfizmadan S2(Q; (R ®; S)) serbest modiil-
lerin direkt toplamina izomorf olur. Bu durumda S 2(Q; (R ®; S)) serbest bir modiildiir.

Lemma[6.2.5] den Q;(R ®; S) serbest bir Q;(R ®, S modiildiir. m]

Sonug¢ 6.2.10. R ve S afin k-cebirler olsun. Q(R) ve Q(S) projektif modiiller ise
Q1 (R Q. S) projektif bir modiildiir.

Sonug 6.2.11. R ve S afin regiiler k-cebirler ise Q) (R ®; S) projektif bir modiildiir.

ispat. R ve S afin regiiler k-cebirler ise Q(R) ve Q;(S) projektif modiillerdir. Bu du-
rumda Sonug den dolay1 Q;(R ®; S) projektiftir. o
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Lemma 6.2.12. R bir afin yerel k-cebir olsun. S (;(R)) ve S ((R)) iizerinde simetrik

tiirevler var olsun. Asagidaki izomorfizma vardir:

SR S) = [RS &% RS & [R® S (2(S)) @S & S*((R))
B (R) ® 0s(S)] @ [S(Q1(R) @ Q1(S)) & R®y S &
[Q1(R) ® Q1(S) & Q(R) & S & H(S) & R]

Ispat. S*(Q(R & S)) modiiliiniin izomorf oldugu modiilleri bulalim. Teorem |3.4.12]

dan dolay1 asagidaki izomorfizma vardir:
SHR @ S)) = S [QR) & Q1(S) & Q(R) & S & Q(S) & R]

M := Qi(R) ® 1(S) ve N := Qy(R) & S & Q,(S) ® R diyelim.

SR S)) =[RS & S*HN)] @ [S*(Q(R) @ Q(S)) ® R S]1® [M ® N] dir.

Once S?(N) modiiliinii inceleyelim.

IR

[R® S ® S?(R® ()] ®[R&®; S & S*(S & Q(R))]

B[R ® S & Q(R) ® r(S)]

R® S & [S2R & Q(S)®S2(S ® Q(R) @ QW(R)® Q(S)]
R&; S & [R® S*HQa(S)) @S & S (Q(R)) & M(R) ® 0n(S)]

S*(N)

IR

IR

Bu durumda agsagidaki izomorfizma elde edilir:

[l

[R® S ® S*(N)] @ [S*(Q(R) & Qi(S)) & Ry S]
®[M ® N]

[R® S & R® S & [R® S*H(S)) ®S & S*H(R))
B (R) ® Q(S)] ® [S*H(Q(R) & Qi(S)) & R&y S]®
[Q1(R) @ 21(S) @ Q2(R) @ S & (S) @ R]

SHN(R @ S))

IR

O

Teorem 6.2.13. R ve S afin yerel k-cebirler olsun. S(Q;(R)) ve S (£ (R)) iizerinde
simetrik tiirevler var olsun. Qs(R), Qs(S) ve S*(Q1(R) ® Q,(S)) serbest modiiller ise
(R Q S) serbest modiildiir.

ispat. Varsayalim ki Q,(R), Q,(S) ve S2(Q;(R) ® Q,(S)) serbest modiiller olsun.
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Lemma(6.2.7)dan dolay1 Q;(R) ve (S ) serbest modiillerdir. Lemma[6.2.5dan dolay1
S2(Q(R)) ve S2(Q(S)) serbest modiillerdir. Boylece Lemma den S2(Q,(R &,
S)) serbest modiillerin direkt toplamina izomorf oldugundan S2(Q,(R ®; S)) serbest
bir R ®; S -modiildiir. Boylece Lemmal@] den (R ®; S) serbest bir modiildiir. O

Ornek 6.2.14. R = k[x, y, z] polinomlar cebiri, f = y* —xz, g = yz—x°, h = 22 — ¥’y ve
S = R/{f, g, h) olsun. S afin tamlik bolgesi ve boyutu 1 dir. S*(Q,(S)) yi inceleyelim.
F, {d(x),d\(y),d\(z)} tarafindan iiretilen bir serbest S -modiil ve N,

di(f) = di(y? = x2) = 2yd;(y) — xd(2) — zd;(x)
di(g) = di(yz—x*) = yd\(2) — zdy (y) — 3x°d; ()
di(h) = d\(Z = x*y) = 2zd,(2) — 2xyd,(x) — x*d1(y)

elemanlaryla iiretilen F nin bir alt modiilii olsun. Bu modiilleri kullanarak, S*(Q,(S))
yi insa edelim.

S2(Q(S)) = SA(F)/ly oyle ki, S*(F) modiilii {d,\(x) ® di(x),d;(x) ® d\(y),d(x) ®
di(2),di(y)®d,(y), d1(y)®d(z), d1(z)®d(z)} kiimesi ile iiretilen serbest bir alt S -modiil,
Iy modiilii {d,(f) ®d,(x), di(f)®d\(y), di(f)®d(2), di(8) ®d,(x),d\(g) ®@d\(y), d1(8) ®
di(2),di(h) ® di(x),d (h) ® di(y),d;(h) ® d\(2)} kiimesi ile iiretilen S*(F) nin bir alt
modiilii olsun. Burada

d\(f)®di(x) = 2yd(y) — xd\(z) — 2d\(x)) ® d (x) = 2yd, (y) ® d, (x) — xd(2) ® d (x) —
zdy (x) ® di(x)

di(f)®@di(y) = 2ydi(y) = xd1(2) — 2d\(x)) ® d(y) = 2ydi(y) © di(y) = xd1(2) ® d1 (y) =
zdi(x) ® dy (y)

d\(f) ®di(z) = 2yd,(y) — xdi(2) — zd1(x)) ® d\(2) = 2yd,(y) ® d(2) — xd(2) ® d(2) -
zd,(x) ® d,(2)

di(8) ® di(x) = (vdi(2) = 2d1 (y) = 3x°d1 (X)) ® d1(x) = ydi(2) ® d1 (%) — zd\ () ® d (x) —
3x%d, (%) ® di(x)

di(g) ® di(y) = (vdi(2) = 21 (y) = 3x%d1 () ® di(y) = yd1(2) @ d\(y) — zdi () @ i () —
3x%d(x) ® di(y)

di(g) ® di(2) = (v (2) = 2d1(y) = 3x°di (%)) ® d(2) = ydi(2) ® di(2) — 2di (y) ® di(2) —
3x%d(x) ® d;(2)

di(h) ® di(x) = (2zd,(z) — 2xyd(x) — X*d\(y)) ® d1(x) = 2zd,(2) ® di(x) — 2xyd;(x) ®
di(x) — x*d,(y) ® d;(x)
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di(h) ® d\(y) = (2zd\(2) = 2xyd,(x) — X*d1 () ® d\(y) = 22d1(2) ® di(y) — 2xyd (%) ®
di(y) = X*di(y) ® di (y)

di(h) ® di(2) = 22d\(2) = 2xydi (x) = ¥*di(y)) ® di(2) = 22d1(2) ® di(2) = 2xydi (%) ®
di(z) = X*di(y) ® d\(2)

seklindedir. rankS*(Q,(S)) = 1 oldugundan rankly = rankS*(F) — rankS?(Q,(S)) =
6 — 1 = 5 ise Iy serbest modiil degildir. Omekden S regiiler degildir, buna gore
S2(Q(S)) serbest modiil degildir.

Ornek 6.2.15. R = k[x] ve S = kly, z] polinom cebirleri olsun.

Q. (R), {d,(x)} ile iiretilen ranki 1 olan bir serbest R-modiildiir. Bu durumda S*(Q,(R)),
{d1(x) ® di(x)} kiimesi ile iiretilen serbest bir R-modiil olur. Benzer sekilde, Q,(S) mo-
diilii {d, (y), d,(2)} ile iiretilen ranki 2 olan bir serbest S -modiil oldugundan S*(Q,(S))
simetrik kuvvet modiilii {d,(y) ® d,(y),d;(y) ® d,(z),d(z) ® d,(2)} kiimesi ile iiretilen

serbest bir S -modiildiir.
S QR @ S)) = Ry S & [S*(QU(R)) & S & S*(Q4(5)) & R ® Qi (R) & Q4(S)]

oldugundan S*(Q(R ®; S)) serbest modiillerin direkt toplamina izomorftur. Boylece
S2(Q1(R ® S)) serbest R ®; S -modiil olur. Teorem den Q (R ®; S) serbest mo-
diildiir.

Qy(R), {da(x),d>(x?)} ile iiretilen ranki 2 olan bir serbest R-modiildiir. Buna gore
S2(Q(R)), {dr(x) ® dr(x), dr(x) ® dr(x?), dr(x*) ® da(x?)} kiimesi ile iiretilen serbest
bir R-modiil olur. Q(S) ise {d>(y), d»(y*), d»(yz), d2(2), d»(2%)} ile iiretilen ranki 5 olan
bir S -modiildiir. Bu durumda S*(Q,(S)) modiilii

{dz(y) ® dy(y),dr(y) ® di(2),dr(2) ® da(2),dr(y) ® do(y*),dr(y) ® dar(y2),da(y) ®
dy(2), dr(y*)®dy(y?), day(y)®da(y2), da(y*)®dla(2), do(y)®da(2%), da(y2)®da(y2), da(y2)®
dy(2), dr(y2) ® dr(2%), d2(2) ® dr(2%), dx(2%) ® dz(ZQ)}

kiimesi ile iiretilen serbest bir S -modiildiir. Boylece S*(Q(R®y. S)) serbest modiillerin
direkt toplanmuna izomorf oldugundan serbesttir. Teorem[6.2.13|den Q> (R ® S) serbest

modiildiir.
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BOLUM 7

TARTISMA VE SONUC

Fitting idealler bir halkanin regiilerligi ve modiiliin yapisini incelemede 6nemli araglar-
dan biridir. Genellikle yapilan calismalarda sifirdan farkl ilk Fitting ideal veya sifirinci
Fitting idealler incelenmistir. Bu ideallerin terslenebilir, maksimal veya asal olmasi
durumuna gore modiiliin cebirsel yapisiyla ilgili sonuclar elde edilmistir. Bir modiiliin
Fitting ideallerini ¢caligmak kismen pratik bir yontemdir. Ciinkii yapmamiz gereken
sonlu tiretilmis bir modiiliin baginti matrisini olusturup bunun alt determinantlarini he-
saplamaktir. Sonra alt determinantlarin iirettigi ideali belirleyip, literatiirde var olan
bilgilere gére modiiliin yapisini incelemektir. Ornegin bir R-modiiliin sifirdan farkl ilk
Fitting ideali R ise modiil projektiftir. Bazen Fitting idealleri hesaplamak zor olabilir
bu durumda da ApCoCoA gibi bilgisayar programlar1 kullanilmaktadir [41].

Bu tez calismasinda, R ve S afin k-cebirler olmak iizere, ;(R) ve ©Q;(S) nin sifir-
dan farkli ilk terslenebilir Fitting idealleri yardimiyla (R ®; ) nin sifirdan farkli ilk
terslenebilir Fitting ideali ifade edildi. Sonrasinda evrensel modiillerin terslenebilir Fit-
ting idealleriyle ilgili 6zellikler kullanilarak (R ®; ) nin projektif boyutunun bazi
kosullar altinda bir veya birden kiiciik oldugu sonucuna ulagilmistir. Benzer sekilde
(R ®; S') modiiliiniin projektif boyutunun bir veya birden kii¢iik oldugu ispatlanmis-

tir. Bu sonuglarin elde edilmesinde, R ve S birer k-cebir olmak iizere

QR S)= QRS ®R® Q(S)
ve

DR S)) = QR) & Q1(S) ®(R) & S &(S) &R

izomorfizmalar1 cok onemli bir yere sahiptir [28]], [33]].
Ayrica evrensel tiirev modiillerin ikinci mertebeden simetrik kuvvet modiilleri yardi-

miyla yine Q;(R ®; S) ve Q,(R ®; S) modiillerinin yapisiyla ilgili yeni sonuglar elde
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edilmistir.

Bu tez caligmasinda evrensel modiillerin Fitting idealleri ayrintili olarak incelenmis,
birinci mertebeden ve ikinci mertebeden evrensel modiillerin yapisiyla ilgili 6nemli
sonu¢lar elde edilmistir. Bu sonuglarin Degismeli Cebir ve Cebirsel Geometri alanin-
daki problemlerin ¢oziimiinde yardimci olacagin1 6ngérmekteyiz. Ayrica evrensel mo-
diillerin Fitting idealleriyle ilgili ¢alismalarin azligindan dolay: bu ¢alisma 6nemli bir

kaynak niteligi tasimaktadir.
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