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ONSOZ

Bu calismada, Minkowski 3-uzayinda spacelike ve timelike asli normale sahip spacelike ve timelike
equiform normal egrilerin Frenet vektorleri ve Frenet formiilleri incelendi ve egrinin Pseudo-Riemann
kiiresi ve Pseudo-Riemann hiperbolik uzay1 tizerinde uzanmasi durumunda 1. ve 2. Egrilikleri ile equiform
egrilik yaricap1 arasindaki iligkiler incelendi.

Oncesinde Oklid uzay1 ve minkowski 3- uzayinda egrilerin Frenet denklemleri ve Frenet vektorleri
daha sonra equiform egrilerin genel karakterizasyonlari belirtildi sonug kisminda ise spacelike ve timelike
asli normale sahip spacelike ve timelike equiform normal egrilerin Frenet vektorleri ve Frenet formiilleri
incelendi.
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OzET

Minkowski 3-Uzayinda Equiform Spacelike Ve Timelike Normal Egriler
Hacer DEMIREL
Yiiksek Lisans Tezi

FIRAT UNiVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisti

Matematik Anabilim Dali
Temmuz 2020, Sayfa viii+26

Bu ¢aligmada Minkowski 3- uzayinda yapilandirilan spacelike veya timelike asli normaline sahip
normal equiform spacelike ve timelike egrilerin Frenet vektorleri ve Frenet formiilleri incelendi. Daha
sonra Minkowski 3- uzayinda bu egrilerin bazi karakterizasyonlari verildi.

Ikinci béliimde; Oklid Uzay1 ve Minkowski uzayinda bir egrinin tanimi, Frenet vektor alanlar ve

formiilleri ve temel teoremleri verildi. Oklid uzayinda equiform egrilerin temel tammlar1 ve 6zellikleri

incelendi.
Ucgiincii boliimde; Minkowski 3- uzayinda equiform spacelike egrilerin bazi karakterizasyonlar1 elde

edildi.
Dérdiincii boliimde; Minkowski 3- uzayinda equiform timelike egrilerin bazi karakterizasyonlar

verildi.
Besinci boliim sonug kismudir.

Anahtar Kelimeler: Oklid uzayi, Minkowski uzay1, Frenet formiilleri, Equiform egri.
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ABSTRACT

Equiform Spacelike and Timelike Normal Curves in Minkowski 3-Space
Hacer DEMIREL
Master’s Thesis

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural & Applied Sciences

Department of Mathematics
July 2020, Page: viii+26

In this study Frenet vectors and and Frenet formulas of normal equiform spacelike and timelike curves that
had spacelike or timelike main normal are given in Minkowski 3- space. Then, some characterizations of
these curves are given in Minkowski 3- space.

In the second chapter; fundemantel definitions and theorems of curves in Euclidean and Minkowski space
are given. Then, fundemental definitions and properties of equiform curves in Euclidean space are
examined.

In the thirth chapter; Some characterizations of equiform spacelike curves in Minkowski 3-space are
deduced.

In the forth chapter; Some characterizations of equiform timelie curves in Minkowski 3-space are given.
The fifth chapter has been devoted to the conclusion

KeyWords: Euclidean space, Minkowski space, Frenet formulas, Equiform curves.
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SIMGELER LISTESI

R™ : n-boyutlu Reel Oklid uzay1

R} : Reel Yari-6klidyen uzay1

R3 : Minkowski Reel 3-uzay
SE(m,1) : Pseudo-Riemann kiire
HZ(m,r) : Pseudo-Riemann hiperbolik uzay

c(m) : Pseudo-Riemann ligthlike koni

g : Riemann metrigi

o : Parametrizasyon

T : Burulma

K; : Birinci equiform egrilik

K, : Ikinci equiform egrilik

g : Skaler carpim

(A(t),a(t),a(t)) :Birim diizglin equiform hareketi



1. GIRiS

Son iki ylizyildir matematikgiler Minkowski Uzaymna biiylik ilgi gostermistir [1-6].
Minkowskinin kesfettigi bu uzay 6zellikle Einstein'in ortaya attig1 rolativite kavraminin yanki
buldugu ve rahat calisildigi uzaydir. Oklid uzayinda yer alan ve c¢alisilan bir ¢cok kavramin
Minkowski uzayinda nasil yer aldigi matematikgilerin en ¢ok merak ettigi ve iistiinde durdugu
alandir. Cizgisel geometri ise kinematik, tersine mithendislik bilgisayar miithendisligi, robotik gibi
alanlarda kullanimi olan bilim dalidir. Equiform egriler bu ¢izgisel geometrinin yeni duyulan
uygulamalarindan biridir. Equiform egriler hakkindaki ilk ¢aligma Boris Odehnal, Helmutt
Pottman, Johannes Wallner tarafindan “Equiform kinematic and the geometry of line elements"
dir. Kinematikte ise equiform egrilerin kullammi U-Oztiirk, E.B. Koc Oztiirk, Y- Yali tarafindan
Point-Line Geometry and equiform kinematics in Minkowski three Space calismasi ile
yapilmistir. Bu c¢aligmada ayrica Minkowski 3- uzayinda equiform doniisiimler ve pliicker
koordinatlart hakkinda bilgi verilmistir. Daha sonra, E.M. Solouma Minkowski uzayinda
Equiform Smarandache egrileri ¢alismistir. Bu ¢alismada spacelike asli normale sahip equiform

normal egrilerin Frenet vektorleri ve Frenet formiilleri incelendi[1,2].



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Calismaya gegmeden bazi 6nemli 6n bilgilere ihtiyacimiz var. Oncelikle Oklid Uzayinda
egri ve frenet esitliklerini ve egrilikleri tanimlayacagiz daha sonra Minkowski 3-uzayinda ayni

tanimlar1 inceleyecegiz;

2.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Egriler

Tammm 2.1.1. I,R 'min bir acgik aralifi olmak {izere a:I - R"biciminde diizgiin
(C”smufindan) bir a doniisiimiine, R" uzay1 i¢inde bir egri denir [7].

Bu durumda r-rankli bir Frenet egrisi R™ nin r —boyutlu alt uzayinda yatacaktir. R™ nin
r —boyutlu alt uzayini d.(t) ile gosterelim. Bu alt uzay,
Y'@©),7"@®), 7" (@),...,yT(t), vektorleri ile gerildiginden @, (t) ye y egrisinin r. nci oskiilator
uzay1 denir. Agik olarak @4(t) € ®,(t) c...C @.(t) dir. Eger y,r —rankl1 bir Frenet egrisi ise
Y' ),y ),y (@),...,yT(t), vektorlerine  Gram-Schmidt  ortonormallestirme  metodu
uygulayarak V,(t),V,(t),V3(t),...,V.(t) ortonormal r —catis1 (Serret-Frenet Vektorleri) elde
edilir [8].

Teorem 2.1.1. y:I - R™ r —rankli birim hizli bir Frenet egrisi olmak f{izere y nin

ortonormal catisi V4 (¢), V2(t), Vs(t),..., V(t) nin tirevleri
Vi'(®) = ka(O)Va(t)
Vi'(t) = —ki—1(O)Vio1 () + x;:(£)Vip1 (1) (2.1)
V(@) = =k (OVeq (), @sisr—1)

dir, [4]. Burada kq,...,k,_q1:1 = R fonksiyonlart y nin Frenet egrilik fonksiyonlaridir.
Vi(t),V(t),V3(t),...,V.(t) vektorlerine Frenet r-catist ve (2.1) esitliklerine de Frenet

denklemleri adi1 verilir. Bu denklemler matris formunda agagidaki sekilde yazilir;

[Vl’] [0 K . .0 11"

(V2] | K2 0 K; 0 ||V,

lvil=| . -k, [[Vs (2.2)
. _KT'—l

l r’J lo - r—1 0 Vr

Tanim 2.1.3. R® uzayinda birim hizli a: I - R egrisi i¢in R® uzayinda birim hizh a: I —
R? egrisi i¢in T(t) = a'(t) esitligiyle belirli bir T(t) vektdriine, a egrisinin a(t) noktasindaki

birim teget vektoril denir [7].



T, I araliginin her bir t noktasia, a(t) noktasindaki T (t) teget vektoriini karsilik getiren
bir fonksiyondur. Buna gore T, a egrisi listiinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina, a egrisinin
birim teget vektor alan denir. Kisaca T = a' yazilabilir [7].

Tanmm 2.1.4. R® uzayinda birim hizh a:1 » R® egrisi icin x:1 — R, k(t) = ||T'(t)||
fonksiyonuna, « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(t) sayisina egrinin a(t) noktasindaki
egriligi denir [7].

1
K(0)

belirli bir N(t) vektoriine, a egrisinin a(t) noktasindaki birinci dik vektorii(asli normali) denir.

Tanmm 2.1.5. R® uzayinda birim hizli a:1 - R® egrisi igin N(s) = T'(t) esitligiyle
N vektor alanina, a birinci dik vektor alani (asli normal vektor alani) denir [7].

Tanmm 2.1.6. R® uzayinda birim hizli a:I - R® egrisi icin B(t) = T(t) X N(t)
esitligiyle taniml B(t) vektdriine,a egrisinin a: I — R* egrisi ikinci dik vektdrii(binormali) denir.
N vektor alanina, « ikinci dik vektor alani (binormal vektor alani) denir [7].

Tamm 2.1.7. T(t), N(t), B(t) vektorlerine, a:I » R* egrisinin a(s) noktasindaki Frenet
vektorleri denir. {T'(t), N(t), B(t)} kiimesine, o egrisinin a(t) noktasindaki Frenet ¢atis1 denir.
T,N, B vektor alanlarina, a egrisi tstiinde Frenet vektor alanlari denir [7].

Tanim 2.1.8. Birim hizli a: [ - R3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olmak iizere
.1 - R, 7(t) = =< B'(t),N(t) > (2.3)

fonksiyonuna, @ egrisinin burulma fonksiyonu denir. t(t) sayisina egrinin a(t) noktasindaki
burulmasi denir [7].

Tanmm 2.1.9. @, = R de tanimli R3de bir egri olsun. a, b € I olmak iizere
b, ,
J, lle'llat (2.4)

reel sayisina t = a'dan t = b’ye a'nin yay uzunlugudur [3].

Tammm 2.1.10. M c R" egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. Vs € I igin ||
a'(s) I= 1 ise M egrisine (I, @) koordinat komsuluguna gére birim hizli egri denir. Bu durumda
s € I parametresine yay parametresi denir [7].

Tamim 2.1.11. Birim hizli a: I - R3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olmak iizere

=
Il

|
X
~
+
X}
=

(2.5)

dir.



Frenet formiillerindeki katsayilar matrisi olan
0 K 0
—K 0 T (2.6)
matrisi ters simetriktir [9].

2.2. R,®> Minkowski Uzayinda Egriler

Tamim 2.2.1. V bir reel vektdr uzay1 olsun. V iizerinde tamimhi g:V X V — R doniisiimii
bilineer, simetrik ve nondejenere ise g 'ye V tizerinde bir skalar ¢arpim, bu durumda V vektor
uzayina da bir skaler ¢arpim uzayi denir [9].

Tanim 2.2.2. V bir skaler ¢arpim uzayi, W da {izerindeki skalar ¢arpim negatif tanimli
olacak sekilde V nin en biiyiik boyutlu altuzayi olsun. Bu durumda W 'nin boyutuna g skalar
carpiminin indeksi denir.

g skalar ¢arpiminin indeksi v ise 0 < v < boyV 'dir. Ayrica V skalar ¢arpim uzayimin
indeksi, tizerinde tanimli g skalar ¢carpiminin indeksi olarak tanimlanir [4].

Tamim 2.2.3. R", n —boyutlu standart reel vektor uzay: iizerinde her p € R" ve v,,wy, €

TJ‘ R"™ olmak tlizere

9<Vp' Wp) = ?=_1v viw; — Z?:n—v+1 Vi wi (2.7)

esitligiyle verilen v — indeksli metrik tensérle birlikte elde edilen uzaya yari- Oklidyen uzay
denir ve R," gosterilir. Burada 1 < i < n olmak lizere sirasiyla v; ve w; lerv, ve w, tanjant
vektorlerin bilesenidir [9].

Tamim 2.2.4. R", yari-6klidyen uzaymda v = 1 ve n = 2 igin, R;" yar1-Oklidyen uzayina
Lorentz n-uzay denir [8].

Tamm 2.2.5. R;" yari-Oklidyen uzayma Lorentz n-uzayinda n = 3 olarak alir isek bu
Lorentz uzayina 6zel olarak Minkowski 3- uzay denir.

Tamm 2.2.6. R,> Minkowski 3-Uzayinda iki vektdr u ve v olsun. u = (uq, U, us) ve

v = (v4, V,, v3) olmak lizere bu iki vektoriin skaler ¢arpimu,
<'>L: R13 X R13 - R
(u, 17) > < UV >=—UV; + Uy, + U3V3 (28)

seklinde tanimlanir. Eger u = v ise,

1
Ivll, = (Sv,v>L)2 (2.9)



esitligi ile tammli ||v||; reel sayisina, v vektdriinlin Lorentz anlaminda normu denir. Normu +1
olan vektore de Lorentz anlaminda birim vektor denir [8].
Tanim 2.2.7. R,3, Minkowski 3-uzayinda iki vektor u ve v olsun. u = (uy, Uy, uz) Ve v =

(v, v2, v3) olmak lizere,
(U,3172 — UpV3, U3V — U1V3, U1V — uZU1) (210)

vektoriine u ve v nin vektorel carpimi (veya dis carpimi) denir. uxv veya uAv seklinde gosterilir.

L =g
S P j}lse e; = (611,012, 0i3) (2.11)
olmak iizere,
€, —€ —e3
U/\V:-det[ul U Uz ] (2.12)
V1 Vo V3
ya da
—€e1 € €3
U/\vzdet[ u; Uz ugl (2.13)
V1 V, V3
olarak hesaplanir.
Burada e; Ae, = —es ex Aes = eq,e3 Ae; = e, dir. Saat yontniin tersi pozitif yonii

olarak alinmustir [7,4].
Tamim 2.2.8. V bir Lorentz n-uzay olsun. u € V i¢in,
i) <u,u>>0veyau = 0 ise u ya spacelike vektor,
i) < u,u >< 0 ise u ya timelike vektor,
iii) <u,u >= 0veu # 0 ise uya lightlike (null) vektor denir [8].
Teorem 2.2.1. R,3, Minkowski 3-uzayinda iki vektor u ve v olsun.
i) u ve v spacelike vektor ise u A v bir timelike vektordiir.
ii) u spacelike ve v timelike vektor ise u A v spacelike vektordiir.
iii) u spacelike ve v lightlike vektoér olmak tizere (u,v) = 0 ise u A v lightlike vektor,
eger (u,v) # 0 ise u A v spacelike vektordiir.
iv) u ve v lightlike vektor ise u A v spacelike vektordiir.
V) u timelike ve v lightlike vektor ise u A v spacelike vektordiir.
vi) u ve v timelike vektor ise u A v spacelike vektordiir [8].
Tamim 2.2.9. a nin hiz vektorii @’ olmak tizere

(i) a'(t) space-like ise a egrisine space-like,



(if) &' (t) time-like ise a egrisine time-like,
(iii) a'(t) light-like ise a egrisine light-like egri denir [10].

Tamm 2.2.10. a,R;> de bir egri olsun. (2.3) 'deki formiile goére g(a’, a") = F¥1 nonnull
(lightlike olmayan) egriye birim hizli ( veya s' nin yay uzunlugu fonksiyonu tarafindan
parametrize edilmis) egri denir [9].

Tanim 2.2.11. a(s) egrisi boyunca hareket eden Frenet vektorlerini {t, n, b} ile simgeleriz.
Buradan t,n,b sirasiyla a(s) in teget, asli normal ve binormal vektorleridir. a(s) ‘in causal
karakterine bagli olarak R,*® 'de keyfi bir a(s) vektorii icin asagidaki Frenet Formiilleri
verilmistir.

Eger a, normali spacelike veya timelike olan spacelike bir egri ise Frenet Formiilleri

t' 0 ki 077t

n’lz[—skl 0 kzl H (2.14)

pll 0 ko o0llp

gtt)=1,9gnn)=€=%1,9(b,b) =—¢ (2.15)
Ve

gtn)=g(b)=gmb)=0 (2.16)
dir.

Tanim 2.2.12. Eger « bir null(lightlike) asli normaline sahip bir spacelike egri olmak iizere

Frenet Formilleri

t' 0 1 07yt

n’] = [ 0 ke O] [n] (2.17)
b’ -1 0 kilbp
git,t)y=1,g(n,n) =0,9(b,b) =0,g9(t,n) = g(t,b) =0ve g(n,b) =1 (2.18)

Tanim 2.2.12. Frenet esitlikleri

T K1 1 071[1T
N'[=|—e Ki Kaf|N (2.19)
B’ 0 K, KiulB

g(T,T) = —p* g(N,N) = ep* g(B,B) = —ep* g(T,N) = g(T,B) = g(N,B) = 0 (2.20)

Teorem 2.2.2. a, R, de regiiler bir spacelike egri olsun. a spacelike egrisinin egriligi ve

torsiyonu;

_Mardarmi _ _ det(a’,a',a’")
= —,T = > (2.21)
lleerll llarxarrll

dir.



Tamm 2.2.12. Eger a R,* de keyfi bir egri olmak iizere [7,4] de asagidaki Frenet

formiilleri verilmistir

t' 0 1 07t

n’] = [kl 0 kzl [n] (2.22)
pl Lo —k, ollp
gt t)y=—-1,g(n,n)=1,9(b,b) =1ve g(t,n) = g(t,b) =gn,b) =0 (2.23)

dir
Tanim 2.2.13. a nin bir timelike egri oldugunu kabul edelim.Bu takdirde T'(s) # 0,T(s)

ile lineer bagimsiz bir spacelike vektordiir. s noktasinda a egrisinin egriligi

Kk(s) = [IT"()| (2.24)
dir.

N (s) asli normal vektorii de,

N(s) = 7,;7(;) = ”Z‘(—g” (2.25)
dir.

Ayrica

K(s) =<T'(s),N(s) > (2.26)

dir.
B(s) =T(s) X N(S) (2.27)

seklindeki B(s) vektoriine binormal vektor denir. B(s) vektori, bir spacelike birim vektordiir.
Her s icin a nin Frenet ii¢ ayaklis1 diye adlandirilan {T, N, B}, R,> in bir ortonormal bazidir.a nin

s deki burulmasi ,
7(s) =< N'(s),B(s) > (2.28)

seklinde tanimlanir. Bu durum igin Frenet denklemleri matris formunda,

T K, 1 01T
N[=|1 K K|~ (2.29)
B’ 0 -—-K, KilIB

g(T,T) = —p% g(N,N) = p?,g(B,B) = p*,g(T,N) = g(T,B) = g(N,B) =0  (2.30)
olur.



Tanim.2.2.14. Minkowski 3- uzayinda a(c) equiform timelike egrisinin yer vektorii
{N, B} tarafindan gerilen equiform normal diizleminde uzaniyor ise buna equiform normal egri
denir.

Tanim 2.2.15. a , R, de bir egri olmak iizere;

Pseudo-Riemann kiire

S2(m,r) ={u € R g(u—mu—m) =r?%} (2.31)
Pseudo-Riemann hiperbolik uzay

Hy?>(m,7) = {u € R¥B: g(u — m,u —m) = —r?} (2.32)
Pseudo-Riemann lightlike koni

C(m)={ueR3gu—mu—m)=0} (2.33)

dir, [11,12].

Tamm 2.2. 16.a:1 - E,®> Minkowski E;® uzaymda bir egri olsun. o. nin equiform

. 1 o -
parametresini p = 7@ nmn egriliginin yarigap1 oldugu yerde
d
szﬁthw (2.34)

ile tanimlanir.
Burdan

ds

dur.
Tamm 2.2.17. K1:1 - R fonksiyonu K; = p’ ise K; e, a egrisinin 1.equiform egriligi

denir.

Tamim 2.2.18. K,: I — R fonksiyonu K, = % ise a egrisinin 2.equiform egriligidir.



3. R;> MINKOWSKi 3-UZAYINDA EQUIFORM SPACELIKE
NORMAL EGRILER

Bu béliimde, énce R,* Minkowski uzayindaki equiform spacelike ve equiform timelike asli
normaliyle belirtilen spacelike egriler verilecektir. Frenet vektorleri gosterilip, daha sonra R,> de
equiform spacelike normal egrinin bazi karakterizasyonlar: verilecektir.

R,* Minkowski uzayinda bir normal egri konum vektorii
a(s) = A(s)n(s) +n(s)b(s) 3.1)

olan bir egridir. Burada A, 7, s diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.
Teorem 3.1. a(o), R;® Minkowski uzayinda spacelike equiform bir egri olsun. Equiform

normal egrinin Frenet formiilleri

T = p'T+N

N' = p'N— €T +:2B (3.2)
k

B' = p'B+—=N
k1

dir.
Ispat. a: 1 — R,> egrisi R;> Minkowski uzayinda spacelike bir egri olsun. a(s)'nin
equiform parametresi o ve egrilik yarigap1 p olmak tizere (2.35) denklemi a egrisinin teget

vektoridir. Buradan

_da _da ds _da

T wsde asPTEP (3.4)

elde edilir. Benzer olarak equiform asli normal ve binormal vektorii
N = pn
B =pb

olur. Boylece {T, N, B} equiform ortogonal ¢atisi elde edilir.

{pt, pn, pb}
Icin

gpt,pn) = p*g(t,n) = p*0=0
g(pt,pb) = p’g(t,b) =p*.0=0 (3.5)

g(pn,pb) = p?’g(n,b) =p>.0=0



a equiform spacelike ya da timelike asli normaline sahip equiform spacelike egri olsun.

(2.14),(2.35) ve (3.4) i kullanarak

_dT_dpT dp

“ 4 do do't

_dp ds t+dt ds
" ds'do’ ds do”

=p.p.t+t.p?

=p'T +p%kln

I 1 1
=pT+<ﬁ).k .p.n

=pT+pn=pT+N

N = d(N) (pn) dp

= p.p.n+n'.p?

= p'.N + p?*(—¢kyt + k;b)

1
= p'N — eky.—. pt + k. p?

k4

1
= p'N — .—.p.
p ek, I p.-b

= p’.N—spT+%.B

B — d(B) _d(pb) _dp

do do  do’

= p'.p.b+Db.p?

do  do —%.n+

dt
do P

1
= p'.B+ p*(kzn)=p.B+p.—.kon

= p’.B+p.:—i.N

(3.6)
dn  dp ds +dn ds
do " " dsde " Tds'de”
(3.7)
b
(3.8)
db  dp ds b+db ds
do? " asde’ Tds de P
ky
(3.9)
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Teorem 3.2. a = a(o) her o € I € Rigin Equiform egrilikleri K;(d) > 0,K,(0) # 0 a
sahip equiform spacelike veya equiform timelike asli normali ile verilmis R;*' de equiform
spacelike normal egri olsun. Buradan asagidaki ifadeler mevcuttur.

i) Equiform egrilikleri K, (o), K,(o) ise

Ki 1 K Ky,

KZ_Kl[ 2 (Kz)]
dir.

ii) Konum vektoriiniin equiform asli normal ve equiform binormal vektorleri sirastyla

g(a,N) = —p*

2 Kl !

9(a,B) = —1-[Kz = ('] (3.10)

seklindedir.

Ispat: i) a(s), R,> de equiform spacelike veya equiform timelike asli normal N ye sahip
equiform spacelike normal egri olsun. Buradan
a(o) = A(o)N (o) +1(0)B(0)
dir.
Burada ¢ ya bagh tiirev alip (2.19)'deki Frenet egriliklerini géz 6niine alinirsa

da di dN(o dn(o) dB (o)

I = %N(U)-I_A(G)—da + do B(0) +n(o) Io

= AN+ AN'"+1n'B +nB’

= AN+ A(=eT + K:N + K,B) +1'B + n(K2N + K+B) (3.11)
= AN+ —eAT + AK.N + AK,B + n'B + nK,N + nK.B

= —eAT + N(A' + AK, + 1K) + B(AK, + ' + nK,)

olur.

Bu yiizden o egrisinin asli normal ve binormal vektorler alanlarinin katsayilar sifir olup
el =1
AM+AKi+nK, = 0 (3.12)
AK, +1'+nKy = 0

dir. Buradan

11



A=—-e=1=0 (3.13)

K4
/1K1+7’]K2 = 037’]25_
K,

Boylece
a(0) = —eN +&2B (3.14)

elde edilir. (3.12) nin 2. esitligi ve (3.13)' i kullanarak

K1 ’ K1 K1 4 K12
£K2+(F) +F'K1:EK2+(F) +(F):0 (3.15)
bulunur.
Kl ! I<12
(K_z) + (K_z) —K,=0 (3.16)
Buradan
K1/ K12
(G — K2l = =) (3.17)

LK K
(K_l)[(K_Z) —Kz] = _(K_z)

elde edilir.
ii) (3.17) i (3.14) de yerine yazarsak

a(0) = —eN + (D)[K2 = G)'1B (3.18)

bulunur. (3.18)'den

— € Kl i € Kl !
g(a,a) = g(—eN +K_1[K2 - (K_z) |B,—¢N + (K_l)[KZ - (K_z) 1B)

: Kiy/
= e2g(N,N) + 5 [K2 — GD'1°9(B, B) (3.19)
1 K.,
=ept—ept K - GO

K,
gaN) = g(—eN + (Kil)[Kz ~ G'1BN)

= —gg(N,N) (3.20)

= —e.gp® = —p?

12



K,
mmm=geW+%mrq@WB)

= [-K2— (G)'19(B,B) (3.21)
_ SK K, 5
_[K_1 z—(K—Z)]_gp

= 2K, - ()]

elde edilir.

Tersine farz edelim ki (i).esitlik verilmis olsun. Buradan

1 K
K_l[(

K
1y, 1
—) = K] =——
k) K=y
elde edilir. Boylece

K.? K1
— =K, — (=)
Kz 2 (KZ)

K:* K,
—+ (=)' —-K?2=0
K, (Kz)

bulunur.

Frenet esitliklerinden yararlanilirsa

d +eN KlB
Z[a(0) +eN — e B)

K K
T + e(—€T + K.N + K,B) — s(K—l)’B — sK—1 (K2N + K1B)
2 2

K, K42
T—T+ KN + ¢K,B — KN — s(K—) B—-—&«—B
2

K
K1 ! K12
2 — —

Sonug olarak a equiform normal bir egridir.

i) nin dogrulugunu kabul edelim. Béylece g(a, N) = —p? olup

13



p’ K,
9(a,B) = _K_l[KZ_(K_z)]

2

g(a,N) = —p

dir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa .

g@,N)+g(a,N) = —2pp’
g(T,N) + g(a,—¢T + K1N + K,B) = —2pp’
eg(a,T) — Kig(a,N) + K29(a,B) = —2pp’

2 _pz Ky ’ '
—eg(a,T) —Kip® + K2()[K2 — ()] = —2pp

K, K

2 2 Ky ’

—eg(a,T) —Kip® = p°Kzprm = —2pp
2

—eg(a,T) = K1p* — p*K1 = —2pp’
eg(a,T) — K1p® — p*K1 = —2p(pK+) (3.22)

elde edilir. Bu durumda g(a, T) = 0 olursa o equiform normal egridir.

Teorem 3.3. @ = a(0) R:i* de her o € I C R igin equiform egrilikleri K;(a) > 0,K,(0) #
0 a sahip ve equiform timelike asli normal ya da equiform spacelike normaline sahip egiform
spacelike egri olsun. non-null equiform asli normal N ve non-null konum vektorii ile verilsin. Bu

durumda

i) Konum vektorii a equiform spacelike olmasi i¢in gerek ve yeter sart Pseudo-Riemann

kiiresi lizerinde yatarsa

olur.
i1) Konum vektorii a equiform timelike olmasi igin gerek ve yeter sart @ egrisi Pseudo-

Riemann hiperbolik H?(m, r) uzayinda yatmasidir. Boylece

dir.

Ispat. Ilk olarak @ konum vektorii a nin bir equiform spacelike oldugunu varsayalim.
g(a,a) =r%,r e R*

14



(3.11)'den

1 K.,
ep? —ep® —— [K2 — &) 1?=r

K42
olur.
Buradan
1 K,
21 — 1K, — (—2)12] = 72
el = [Ke = GO = 7
1 1 K K1,2 _ TZ
1 -zl = GO = )
? 1 LEN
1-— = =K - GD'T (3.23)
Tla-2 = L, - &y
sz_Kl[ z (Kz)]
dir.

Bunu (3.8) deki esitlikte yerine yazilirsa

Fla-==5 (3.24)

ep? - K>
olur.

Daha sonra m vektorii i¢in ¢ ya gore diferensiyeli alinirsa

r_ I+ NI Kl,B KlB,
m=a +e¢ s(Kz) ng

elde edilir.
(2.5)'deki Frenet esitliklerinden

m' = o +e(—€T + KiN + K;B) — £(:2)'B — &2 (KoN + K1B)

K>
! Kll K12
=a —T+eKN+eK,B—¢e(——)B—e¢K;N—e—B
K, K,
— eBK, — (ay KlZ—Bo—
= eB[K,— ) — 3] = €B.0 =

olur. Buradan
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m' =0>=>m=sbht

elde edilir. Boylece

gla—ma—m) = g(—£N+£%B,—£N+£%B)
2 K1y,
= 9NN +£G~)°9(B,B)

K,
= ep’ - epz(K—z)2

_ o204 TE
= ep"(1-23) (3.25)
2 2
_ a2 2P T
ep” —ep*( o7 )
= T‘Z

dir. Oyle ise a (o) egrisi S12(m, ) kKiiresi {izerinde yatar.
Tersine a(o), S.%(m,r) kiiresinde yatsin ve (3.14) dekleminin dogru oldugunu kabul
edelim. Buradan g(a — m,a« — m) = r%,r € R* dir. 3 kez r ye gore diferensiyeli alinirsa Frenet

esitliklerinden

K
a—m=0.T—p2.N—p>—B
K,

bulunur. Bu sebeple m vektorii 6telenirse @ (o) equiform normal egriye es olur.
Ozel olarak m = 0 denirse (3.14) den g(a, @) = r? olur. Boylece i) ispatlanmis olur, ii)
nin ispati i¢in ¢ konum vektorii timelike olugunu kabul edlim. (3.11) dan ve timelike egri

tanimindan
1 Kiyr
ep?((1 - K_lz)[KZ -G <0

dir. Boylece

1 K.,
p’(1= gz Kz = GT) = =
1

(-mlKe= G = —% (3.26)
1 1000 —r?

k= G = 1+

1 X K., —r?

Klz[ 2 (KZ)] - 2

16



bulunur.

Ornek 3.1. R,® de birim hizli spacelike bir egri a(s) = (s,ssin(Ins),scos(In s))
olsun. a(s) egrisinin birim teget vektor alani ve birim normal vektor alani

t(s) = (1,sin(In s) + cos(In s), cos(In s) — sin(In s))
n(s) = (0,cos(Iln s) — sin(In s), —sin(In s) — cos(In s))
dir. Bu egrinin birinci egriligi, egrilik yaricap1 ve birinci equiform egriligi
V2 s 1
k, =

= — =—,K = —
P= " T 2

olur. a(s) egrisinin binormal vektor alani

)
S

b= 72 (2,sin(In s) + cos(In s), cos(In s) — sin(In s))
elde edilir. Boylece

1
k1:

1 —
s’

K>

olur. Equiform parametreleri ise

a=f$:\/§lns,s=eﬁ,p=

SRR

(3.27)
bulunur. Buradan a (o) equiform egrisi
o o 45 O o
a(o) = (eV2,eVzsin(—), eVzcos(—
(0) = ( ( 2) ( \/E))
olur. a(o) equiform egrisinin teget vektor alani

a

oy = 2 4 it 1 costZ) cost2e) — sin(
(G)_\/f('sm(\/f) cos(ﬁ),cos(ﬁ) sin( 2))

V2

elde edilir.Boylece a (o) egrisi spacelike normal egri oldugu elde edilir. Bu egrinin asli normal ve
binormal vektor alanlari

17



a a o a
0,cos(—) — sin(ﬁ), —cos(ﬁ) — sin(ﬁ)),

N(G):ﬁ( 7z

o
2

ev2 o o o g
B(o) = ﬁ (o, sm(ﬁ) + cos(ﬁ), cos(ﬁ) — sm(ﬁ))

dir. Teorem 3.1 den ve (3.8) den

eV p*[ , (K' '
e ==zl () |
olur. Daha sonra (3.11) ve (3.12) den
Ki =K, g(la,) =0

elde edilir.
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4, R;3 MiNKOWSKi 3-UZAYINDA EQUIFORM TiMELIiKE NORMAL EGRILER

Bu boéliimde 6nce Minkowski 3- uzayinda equiform timelike egrilerin bazi 6zellikleri elde
edilecektir.

Tanmm. Minkowski 3- uzayinda a(o) equiform timelike egrisinin yer vektorii {N, B}
tarafindan gerilen equiform normal diizleminde uzaniyor ise buna equiform normal egri denir. Bu

nedenle R,* Minkowski uzayinda bir normal egri vkonum vektorii

a(s) = A(s)n(s) + u(s)b(s)

dir. Burada A, y, s diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.
Teorem 4.1..Bundan yola gikarak R,* deki sabit 6 equiform parametresini kullanarak a

nin Frenet formiilleri bulunur

_da
T =2 (4.1)

a egrisinin equiform tanjant vektorii deriz. (2.8) ve (4.1) i kullanarak

_da _da ds da (4'2)

T as'de _aoPTP

equiform asli normal vektorii ve equiform binormal vektorii ise

N—dwtzﬂﬁ—p.t’=pn B=Z—i.b=pb 4.3)

T do” do "do
Daha sonra {T,N,B} nin kolaylikla a egrisinin sabit ortogonal ¢atis1 oldugunu

gosterebiliriz.  a, R;> de equiform timelike egri ise (2.22),(4.2),(4.3) den yola gikarak

. dT _ d(pt)
“do  do
dp dt

= —t P
do +pda

_dp dst+ dt ds
" ds 'do pds'da

= p'pt + p*t’
=p'T + p*kin

=pT+N



dn

_d(N) d(pn) dp _dp ds

dn ds

N’ =—. —.p=—.—. —_——.
dc ~ do do"taeP T asde " T asde”
= p.p.n+n'.p?=p N+ p*(Ckit + k;b)
N4 ket kppt b = PNkt 2
= p 1.k1. 2.P". = p 1.k1. k1
= pN+T+2.B (4.4)
~d(B) dpb) dp  db  dp ds  db ds
B = —=~= =—. —.p=—.—b+—.—.p
do do do do ds do ds do
= p'.p.b+b'.p?= p'.B+p?(—k?n)
, 1
=p.B—k—1.k2n
_ yp-t2y
= p. e
k1 ve k, nin tanimindan ve Frenet formiillerinden
T’ Ki 1 0 T
N=l1 K K||n (4.5)
B’ 0 —-K, KilB

g(T,T) = —p? g(N,N) = p% g(B,B) = p*,g(T,N) = g(T,B) = g(N,B) = 0

Teorem.4.2. a = a(0),R,> de N equiform spacelike asli normaliyle verilmis bir equiform
timelike egri olsun ve equiform egrilikleri her 0 € I € R i¢in K;(a) > 0, K,(a) # 0 olsun. @ nin
equiform normal egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart yer vektoriiniin sirasiyla equiform normal ve

binormal bilesenlerinin sirasiyla

g(a,N) = p?
K4

B) = p>—
g(a,B) pKz

seklinde verilmis olmasidir.

Ispat. (o), R,® de equiform timelike normal egri olsun. Bu tanimdan

a(o) = A(o)N (o) +n(0)B(0)
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o ya bagl diferensiyelini alip Frenet esitliklerini de kullanirsak
A=1 ,A+AK'—nK?= 0, AK> +n' +nK* = 0. (4.6)

Bu esitliklerin birinci ve ikinci denklemlerinden

a(d) =N+ ﬁ—:B (4.7)

g(a,N) = p?

Ky

IB =p*—
g(a, B) 5,

ve
g(a@) = p*(1+ ()Y (48)

elde edilir.

Tersine farzedelim ki

Ky

g(a,N) =p*  g(a,B)= sz_
2

olsun.
g(a,N) = p?
esitliginin o ya gore diferensiyelini alinirsa
g(T,N) + g(a,N') = 2pp’
g(a, T+ KN + K,B) = 2pp’
g(a,T) +Kig(a,N) + K;(a,B) = 2pp’
9(a,T) + K1p? + K1p® = 2pp’
g(a,T) +2K'p? = 2pp’ (4.9)
elde edilir. Boylece
9(a,T) =0
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bulunur. O halde a equiform normal egridir.
Teorem.4.3. a = a(o),R;®> de N equiform spacelike asli normaline sahip equiform
timelike egri olsun ve her o¢l € Rigin K1(c) > 0,K,(0) # 0 olsun. @ nin bir equiform normal

egriye es olmasi igin gerek ve yeter sart equiform egriliklerinin

K. 1 Kiv,
=T K, — (_Kz) ] (4.10)
olmasidir.

Ispat. Farz edelim ki @ = a (o), R;> de bir equiform normal timelike egriye es olsun. Buna
gore (4.6)deki ii¢ esitlik s6z konusudur. Uciincii esitlikten asagidaki diferensiyel denklemi elde
edilir:

K\ K?
<—> +—4+K2=0

KZ KZ
Boylece
=Kz + (G (4.11)
olur.

Tersine (4.10) denklem var oldugunu diistinelim. Bu denklemin ¢ ya gore diferensiyelini
alirsak ve (4.5) daki Frenet esitliklerini kullanirsak

(&) +5 4k, =0 (4.11)

K>

(4.4) daki Frenet esitliklerinin diferensiyelini alirsak

d K,

E[a(a) _N_K_ZB] =0

Tersine a bir tane equiform normal egriye estir.

Teorem.4.4. a = a(o) R, de bir equiform spacelike asli normali N ye sahip ve non-null
equiform asli normali N ve non-null yer vektorii ile verilmis equiform egrilikleri her 0 € I ¢ R
icin K1(0) > 0,K,(0) # 0 olsun. a nin Pseudo-Rieamann kiiresi S?(m, ) iizerinde yatmasi igin
gerek ve yeter sart ¢ nin equiform normal egri olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki a bir equiform normal egri olsun. (4.3) teoremden (4.10) numarali

denklem ortaya ¢ikar. Denklemi

2

2p % ile carparsak
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!

Ky (K4 Ky
2 2—(—) 2p%K' + 2p%K (—) =0
K, = p' oldugundan son denklem

Ky (K1 Ky
2 2—( ) + 2p? '1+(—) =0
I \K, pp'[ X, ]
sekline dontisiir. Bu son denklem
Ko\2
211 + (_1) — 2
p°l X, I=r

denkleminin r'nin pozitif reel degerlerinde diferensiyelidir.

= n-Sag
m = a(o) 5,

ile verilen denkleminin o'ya gore tiirevini alirsak ve (4.4) deki Frenet esitliklerini kullanirsak

m' = 0 olarak buluruz ve boylece m nin sabit oldugunu buluruz. Daha sonra

g(a—m,a—m)=p2[1+(11§—:) ]1=7*

bu da gosteriyor ki @ 'nin m merkezli ve r = p[1 + %] S1%(m,r) Pseudo-Riemann kiiresinde
2
uzandigini gosterir.
Tersine farz edelim ki @, S1*(m, ) Pseudo-Riemann kiiresinde uzansim. Bu yiizden

gla—ma—m)=r? reR*

Bu denklemin 3- defa o ya gore tiirevini alirsak ve Frenet esitliklerini kullanirsak asagidaki
esitlikleri buluruz

gla—mT) =0,
gla—m,N) = p?

K
gla—m,B) = p*—
2

boylece

a-m = —g(a—m,T)T + gla —m,N)N + g(a« —m,B)B
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m vektoriiniin doniisiimiinden a bir equiform normal egriye estir, bu da ispati1 tamamlar.
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4. SONUC

Bu ¢alismanin sonucu olarak p = kl egrilik yarigapina sahip bir egri olan a(s) i¢in p’yu

equiform parametresi olarak kabul ettigimizde a(s) normal yilizeyde uzanan bir egrinin hiz
vektorii a'(s) egrisi spacelike bir egri ise spacelike, a’(s) egrisi timelike ise bir timelike egridir

[13].

Yer vektorii (o) = A(g)N (o) + n(o)B(o) spacelike olmasi ancak ve ancak bu egrinin
Pseudo-Riemann kiiresi lizerinde uzanmasi demektir
r2 2

2
K—2=+ 1—$, £p2<1 olur.

Yer vektoriiniin timelike olmasi ancak ve ancak bu egrinin Pseudo-Riemann Hiperbolic

uzay1 lizerinde uzanmasi ile miimkiin olur ve

2
K= 1+Z ol

K, ep?

a = a(o) R,> de bir equiform spacelike asli normali N ye sahip ve non-null equiform asli
normali N ve non-null yer vektori ile verilmis equiform egrilikleri her ¢ € I € R i¢in K,(0) >
0, K,(0) # 0 olsun. o nin Pseudo-Rieamann kiiresi S?(m, r) iizerinde yatmas igin gerek ve yeter

sart & nin equiform normal egri olmasidir [1,2].
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