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OZET

COX REGRESYON MODELINDE SAGKALIM
FONKSIYON PARAMETRELERININ DUZELTILMIS
DENEYSEL OLABILIRLIK YONTEMIi ILE TAHMIN
EDILMESI

Ozellikle son birka¢ yilda yapilan calismalar ile birlikte sosyoloji, kriminoloji,
pazarlama gibi bir¢ok farkli alanlarda da kullanilmaya baglayan sagkalim analizi, belli
bir zaman araliginda ilgilenilen veya belirlenen bir olayin meydana gelme siiresi
olarak sdylenir. Olaylar farkli oldugundan kullandigimiz veri yapis1 farkl olacaktir.
Bu sebepten, sagkalim analizinde sansiirlii ve sansiirsiiz olmak {iizere iki tiir veri tiirii
bulunmaktadir. Sagkalim parametrelerinin tahmin etmek i¢in Kaplan-Meier, Nelson-
Aalen ve Yasam Tablosu yontemleri kullanilmaktadir. Parametre tahmini yapilirken,
sagkalim dagilim tiirlerine gore farkli tahmin yontemleri yapilmaktadir.

Ikinci boliimde sagkalim analizi, veri yapisi, parametre tahmin yontemleri ve artiklar
hakkinda bilgi verilmistir. Ugiincii béliimde, diizeltilmis deneysel olabilirlik yontemi
yardimiyla giiven bolgesi olusturulmasi yapildi. Dordiincti boliimde, gercek ii¢ veri
iizerinde Cox model uygulamasi verildi. Besinci bdlimde simiilasyon c¢aligmasi
yapilmistir. Altinci béliimde bulunan sonuglar paylagiimistir.

Bu ¢aligmada amacimiz, Cox modelinde (Yar1 parametrik) sagkalim dagilimima sahip
fonksiyonun Diizeltilmis Deneysel Olabilirlik ve Deneysel Olabilirlik yontemleri ile

elde edilen kapsama olasiliklar1 simiilasyon ¢alismasi ile kiyaslama yapilmistir.



ABSTRACT

ESTIMATION OF SURVIVAL FUNCTION PARAMETERS
VIA ADJUSTED EMPIRICAL LIKELIHOOD METHOD IN
COX REGRESSION MODEL

The survival analysis, which has been used in many different fields such as sociology,
criminology and marketing, especially with the studies carried out in the last few
years, is said to be the period of occurrence of an event that is interested or determined
in a certain period of time. Since the events are different, the data structure we use will
be different. For this reason, there are two types of data in survival analysis: censored
and uncensored. Kaplan-Meier, Nelson-Aalen and Life Table methods are used to
estimate survival parameters. While estimating the parameters, different estimation
methods are made according to the survival distribution types.

In the second part, information about survival analysis, data structure, parameter
estimation methods and residues is given. In the third section, a confidence region was
created with the help of adjusted empirical likelihood method. In the fourth chapter,
Cox model application is given on three real data. In the fifth part, simulation study
has been done. The results in the sixth section are shared.

In this study, our aim was to compare the coverage possibilities of the function with
the Cox model (Semi-parametric) survival distribution with the Adjusted Empirical

Likelihood and Empirical Likelihood methods with the simulation study.



YENILIK BEYANI

Simiilasyon ¢alismamizda kiimiilatif temel tehlike fonksiyonu Log-lojistik dagilim ile

dagilma 6zelligi kullanilmustir.
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1. GIRIS

Basglangict 17.yy’la kadar uzanan sagkalim analizi, belli bir zaman araliginda
ilgilenilen veya belirlenen bir hastalifin baslamasi, niiksetmesi veya Olim gibi
durumlar1 gosteren olayin meydana gelme siiresi olarak soylenir. Sagkalim analizi i¢in
kullanilan sagkalim verisi ile yapilan ¢aligmalar ile hastanin ilgili olaya yanit verme
olasiliginin ve sagkalim-ortalama yasam siiresinin tahmin edilmesi gibi sonuglarin elde
edilmesinde kullanilmaktadir. [8] Uzun yillar boyunca 6liimlerin arastirilmasi olarak
diistiniilen sagkalim analizi, 6zellikle son birka¢ yilda yapilan ¢aligmalar ile birlikte
sosyoloji, kriminoloji, ekonomi, endiistri gibi bir¢ok farkli alanlarda da kullanilmaya
baslanmustir.

Sagkalim analizi belli bir zamandaki olaylarin verilerinin incelemesidir. Buradaki olay
hastaliktan kurtulma, 6liim gibi durumlar olabilirken deprem, evlilik siiresi, elektronik
aletlerin stireleri bircok zamani igeren veriler lizerinde incelemeler yapariz. Olaylar
farkli oldugundan kullandigimiz veri yapist da farkli olacaktir. Sagkalim verisinde;
sagkalim siiresi, hasta karakter 6zelligi gibi bir¢ok veri sonucu bulunabilir. Sagkalim
stiresi, ¢aligma sonunda belirlenen olaym meydana gelme siiresidir. Sagkalim
analizinde ¢alisma sonunda olaym gergeklesmesiyle iliskili olarak sansiirli ve
sansiirsiiz olmak tizere iki veri tiirii bulunmaktadir. Sansiirlii veriler sagdan, soldan ve
aralik sansiirlii olmak {izere ii¢ grupta incelenmektedir.

Sagkalim parametrelerinin  tahmin edilmesinde literatiirde bircok yOntem
bulunmaktadir. Fakat en yaygin olarak kullanilan yontemler: Kaplan-Meier, Nelson-
Aalen ve Yasam Tablosu yontemi kullanilmaktadir. Sagkalim fonksiyonunun
parametrik olmayan tahmin edicisi Kaplan-Meier tahmin edicisi genellikle tip/halk
saghig1 ¢alismalarinda kullanilan tahmin edicidir ve Carpim-Limit (Product-Limit)
tahmin edicisi olarak da ifade edilmektedir. Kaplan-Meier 6zellikle sagkalim
olasiliklar1 ve tehlike oranmin tahmini {izerine ¢alismalar1 bulunmaktadir. Kiimiilatif
tehlike fonksiyonun tahmin edilmesinde en yaygin kullanilan tahmin edici Nelson-
Aalen yontemidir. Sagkalim ve sansiirleme siireleri araliklar halinde gruplanan
orneklem veya kohort bireylerin sagkalim verisinin resmedilmesi i¢in kullanilan en
eski yontem ise Yasam Tablosu’dur.[7] Sagkalim analizinin en eski yontemi olan
Yasam Tablosu yontemi genellikle 6rneklem sayis1 az verilerde kullanilir.

Parametre tahmini yapilirken sagkalim dagilim tiirline gore uygulama yapilmaktadir.
Sagkalim analizinde parametrik, yari parametrik ve parametrik olmayan olmak {izere
tic farkli sagkalim dagilim tiirii bulunmaktadir. Parametre tahmini yapilirken eger
dagilim parametrik sagkalim dagilimina sahip ise En Cok Olabilirlik ydntemini
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kullanilir. Burada parametrenin hangi dagilim ailesine ait oldugu bilinmektedir. Ikinci
olarak, yari1 parametrik sagkalim dagilimina ait ise Cox yoOntemi ile parametre
tahminini yapariz. 1972°de David Cox tarafindan ileri siiriilen bu yontem parametrik
ve parametrik olmayan dagilima ait parametrelerden olustugu igin yari parametrik
olarak ifade edilmektedir. Bu modelin en 6nemli 6zelligi, t’ye bagli olmayan iki
tehlike fonksiyonunun orani sabittir. Son olarak parametrik olmayan sagkalim
dagilimma ait parametrenin tahmin edilmesinde Deneysel Olabilirlik yOontemi
kullanilmaktadir. Deneysel olabilirlik yontemi, dagilim varsayimi yapilmaksizin
cikarsama ve tahmin etme yontemidir. Baska bir deyisle, parametrenin dagilim ailesi
bilinmeden sadece veri odakli olup olabilirlik oran fonksiyonuna bagl olarak
parametre tahmini yapilmasidir. Bu yontem, parametrik olmayan en ¢ok olabilirlik
tahmin islemi olarak soylenebilir. Maksimum olabilirlik gibi benzer asamalar1 vardir,
fakat hata dagilimi icin daha az varsayima ihtiya¢ duyar. Ayrica bu yontemde, verinin
bagimsiz ve ayni dagilima sahip oldugu disiiniliir. 1988’de Owen’in Onciiliik
etmesiyle gelistirilen deneysel olabilirlik yontemi, her gegen giin artan arastirmaci
sayisi ile daha kapsamli uygulamalar1 bulunmaktadir. Kii¢iik 6rneklemlerde, sansiirlii
ve simetrik olmayan verilerde iyi sonu¢ vermesi avantajlarindandir.[25]

Tezde ger¢ek veri tizerinde uygulama ile Cox modelinde sagkalim fonksiyon
parametrelerinin tahmin, tehlike orani ve giiven araligi hesaplanmistir. Simiilasyon
calismamiz ile iiretilen veri yardimiyla deneysel olabilirlik yontemi ve diizeltilmis

deneysel olabilirlik yontemlerinin etkinligi karsilastirilmstir.



2. SAGKALIM ANALIZi

“Sagkalim analizi” terimi; bir hastaligin baglamasi veya niiksetmesi ve 6liim gibi belli
bir olaymn zamanini kapsayan verilerin incelenmesinde kullanilmistir. 1662°de John
Graunt tarafindan yapilan ilk yasam tablosu ile sagkalim analizi ¢aligmalar1 17.yy’a
kadar uzanmaktadir.

Yiizyillar boyunca, sagkalim analizi yalnizca 6liim oranlarinin arastirilmasiyla iliskili
olarak disiiniiliirdii. Fakat son birkag yilda sagkalim analizinde istatistiksel
yontemlerin uygulamalari ile birlikte biyomedikal aragtirmalarin 6tesinde, kriminoloji,
sosyoloji, ekonomi, endiistri, kurumsal arastirma ve saglik sigortasi uygulamalari gibi
diger alanlara uygulanmaktadir.

Sagkalim siiresi, ilgilenilen veya belirlenen bir olayin meydana gelme siiresi olarak
tanimlanabilir. Sagkalim verisinde; sagkalim siiresi, verilen bir tedaviye yanat siiresi ve
hasta karakter 6zelligi gibi bir¢cok veri sonuglar1 bulunabilir. Sagkalim verisi iizerinde
calismalar ile hastanin ilgili olaya yanit verme olasiligmin, sagkalim-ortalama yasam
stiresinin tahmin edilmesi veya deney hayvan ya da insanlar ile hastalarin sagkalim
dagilimlarinmn karsilastirilmasi gibi bircok konuda kullanilir. [9] Farkli bir deyisle,
sagkalim veri analizi, hayvanlar tlizerinde yapilan laboratuvar ¢alismalarindan elde
edilen sagkalim verisi veya insanlarm klinik ve epidemiyolojik ¢alismalardan elde
edilen verileri istatistiksel metotlar yardimiyla analiz etmek i¢in kullanilan bir alandir
diyebiliriz.

Saglik alani i¢in baktigimizda sagkalim analizi, 6liim, kalp durmasi, uyusturucu
bagimliligmin niiksetmesi gibi belli bir zaman i¢inde gozlemlenen olaylara iliskin
verilerin analiz edilmesinde 6nemli rol oynamaktadir. Sagkalim modeli, 6nemli risk
faktorlerini tanimlamanin  yam1i sira bu tehlikelerin  sagkalim siirelerinin
ongoriilmesinde ayrica Oonem tasimaktadir. Bu bilgiler cerrahlar, psikologlar ve
tireticiler de bu risk faktorlerini ¢6zebilmek i¢in 6nemlidir. [1]

Sagkalim analizinin gelismesinde Kaplan, Meier, Nelson ve Cox gibi birgok bilim
insanlar1 ciddi katkida bulunmusglardir. Kaplan ve Meier'in 1958'deki sagkalim
olasiliklar1 ve tehlike oranlarini tahmin etmesi ile sagkalim analizinde 6nemli derecede
gelismelere yon vermistir. Nelson-Aalen tahmincisi, kiimiilatif tehlike oraninin
parametrik olmayan alternatif bir tahmincisidir. Belirli olaylarin kiimiilatif sayisini
tahmin etmek i¢in sagkalim teorisi, giivenilirlik miithendisligi ve hayat sigortasi gibi
farkli alanlarda kullanilmaktadir. Ayrica Nelson — Aalen tahmincisinin egriligi,
icbiikey ise sekil bebek Oliimlerinin bir gdstergesi ve disbiikey ise sekil insanlarin
Olimlerini gostermektedir.[24] 1972'de David Cox, orantili tehlike varsayimi ile
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tehlike fonksiyonu olmadan etki parametrelerinin tahmin edilmesinin mimkiin
oldugunu sdylemistir. Sagkalim modellerinin siniflarindan biri olan Cox orantili
tehlike modeli olarak adlandirilir ve bu model ile bir degiskene gore tehlike oranina
bakilarak birim zamandaki artisin etkisi incelenebilmesi gibi sagkalim analizine
onemli katkis1 olmustur.[24] Iki tehlike orani sabit olmasi sebebiyle model “orantili
tehlike” olarak da ifade edilmektedir.

Sagkalim analizindeki diger gelismeler, 1970’li yillarin baglarindan itibaren
metadoloji, teori ve uygulama alanlarinda sagkalim yontemlerinin kullanilmasi hizli
bir sekilde yayildi. 1980’den beri yasam siiresi verilerin analiz edilmesi i¢in yazilim
paketleri kullanilmaktadir. [7] Yasam siiresi olaylarm(6lim veya basarisizlik)
belirlenmesi yerine bir zaman 6l¢egi ve zaman baslangicini igerir. Zaman 6lgegi her

zaman gercek veya kronolojik zaman degildir.

Ayrica, Vaupel tarafindan 1979'da tanitilan ve 1984'te Hougaard tarafindan gelistirilen
paylasilan ve paylasilmayan kirilganlik modellerini igerir. Bu modeller, tahminlerde
onyargilar1 ortadan kaldirirken heterojenligin ve rastgele etkilerin yerlestirilmesinde

daha uygundur.

1988 yilinda Owen tarafindan one siiriilen deneysel olabilirlik yontemi, ilk olarak bir
rasgele vektoriin ortalamasmin giiven bolgesi olusturmak i¢in tanimlanmistir. Wang,
Qin, Klein gibi bir¢ok bilim insanlar1 tarafindan ¢alisilmis ve hala bu yontem tizerinde

calismalar devam etmektedir.

2.1. Sagkalim Analizinde Kullanilan Dagilimlar
Sagkalim analizinde, sagkalim siiresi (rasgele degiskeni) kesikli ve siirekli olacak

sekilde iki farkli dagilim gostermektedir.

2.1.1. Kesikli dagihmlar
Yasam siireleri bazi tiirlerin (smifin) devirlerinin sayis1 olarak gruplandirilir veya

olgiildigiinde, T kesikli rasgele degisken olarak davranabilir. T, (0 < t; <t, <)
olacak seklide (t4,t,, ...) degerlerini aldig1 varsayilsin. Olasilik fonksiyon j = 1,2, ...
icin f(tj) = Pr(T = tj) olsun. O halde sagkalim fonksiyonu:

S(t) = Pr(T = ©) = Z f(t). 2.1.1)

j:tjzt



Tiim t = 0 i¢in bir fonksiyon olarak diisliniildiigiinde, S(t) soldan siirekli, artmayan
adim fonksiyonudur, S(0) = 1 ve S(o0) = 0 dir. Kesikli zaman tehlike fonksiyonu
j=1,2,..1¢in:

_f()
s(t;)

Stirekli durumda oldugu gibi olasilik, sagkalim ve tehlike fonksiyonlarmin 7’ye bagh

(2.1.2)

dagilimda denk ifadeler igermektedir. f(t;) = S(t;) — S(tj4+1) oldugundan

S\tj+1
hy) =1- 5((]tj))
ve boylece
s@ = | [r-n(y) (2.13)
j:tj<t

seklinde yazabiliriz.[7]

2.1.2. Siirekli dagihmlar
Baz1 kitledeki bireylerin yasam siirelerini temsil eden, negatif olmayan rasgele

degisken T olsun. Tiim fonksiyonlar [0, c0) araligi iizerinde tanimlanir. f(t), T’nin
olasilik yogunluk fonksiyonu (0.y.f) ve F(t) de kiimiilatif dagilim fonksiyonu (k.d.f)

olsun.

t
F(t)=Pr(T<t) = f f(x)dx
0
t zaman hayatta kalan bir bireyin olasilig1, sag kalim fonksiyonu ile verilirse:
S)=Pr(T=>t) = f f(x)dx (2.1.4)
0

S(0) =1 ve S(») = lim;_,, S(t) = 0 oldugundan S(t) fonksiyonu monoton azalan

stirekli fonksiyondur.

Yasam siiresi dagilimlarinda en 6nemli kavram h(t) tehlike fonksiyonudur ve

Pr(tsT<t+At \T2t) _ f(t)
At G

h(t) = limAt_,O (2.1.5)

olarak tanimlanir.



Tehlike fonksiyonu t zamaninda ani 6liim veya basarisizlik orani olarak belirtilir;
¢linkii birey t zamanma kadar hayatta kalir. h(t). At ¢arpimy, [t,t + At)'de yaklagik

Olme olasiligidir.

F(t),f(t),S(t) ve h(t) fonksiyonlari matematiksel olarak T ’nin dagilimlarini
tanimlamada denktir. f(t) = —S’(t) olacak sekilde arasinda iliski vardir. Buna gore
h(t)’yi asagidaki gibi yazabiliriz.

h(x) = —%logS(x) (2.1.6)

Boylece

t d t
fo glogS(x) = —fo h(x)dx,

S(0)=1 oldugu i¢in,

t
S(t) = exp { —j h(x)dx } (2.1.7)
0
Kiimiilatif tehlike fonksiyonu (H(t) = | Ot h(x)dx) ve sag kalim fonksiyonu arasindaki
iliski
S(H) = exp[-H(D)]
seklindedir.[6]

2.1.2.1. Onemli dagihmlar
a. Ustel dagithm

Ustel dagilim, sagkalim ¢alismalarinda en basit ve en 6nemli dagilimdir. 1940’lardan
sonra arastirmacilar elektronik sistemin yasam modellerini tanimlamak icin tistel
dagilimi kullanmaya baslamistir. 1952°de Davis listel dagilimin kullanildigi maas
bordrosu kontrol hatasi, otomatik hesaplama makine hatalar1 gibi banka sistemleri ve
ana defterdeki hatalardan olusan verileri igceren bir¢cok Ornekler vermistir. 1953°te
Epstein ve Sobel iistel dagilimin normal dagilima kars1 neden se¢ildigini rapor etmis
ve veri sadece sansiirlii oldugunda parametreyi nasil tahmin edilecegini gostermistir.
[9] Istatistigin diger alanlarinda normal dagilimin etkinligi gibi iistel dagilimda

sagkalim ¢aligmalarinda dnemli rol oynamaya devam etmektedir.



Ustel dagilim sabit tehlike fonksiyonu ile karakterize edilir: t > 0,1 > 0 olacak
sekilde h(t) = A olarak ifade edilsin. Buna gore o.y.f ve sagkalim fonksiyonu

sirastyla;

f(t) = de M (2.1.8)
S(t) =e M (2.1.9)
olarak yazilir.

0 = A ~lparametresi kullanarak dagilim tekrar yazilirsa;

O = 0-les t>0. (2.1.10)

T rasgele degiskenin (2.1.10) dagilimma sahip oldugunu belirtmek i¢in T~ Exp(6)

notasyonu kullanilir. Dagilimin ortalama ve varyansi sirastyla 6 ve 62 dir.[7]

E®) =06

Var(0) = 62.

b. Weibull dagilinm
Weibull dagilimi, en genis Ol¢lide kullanilan sagkalim siiresinin dagilim modelidir.

Sagkalim siirelerine veya fliretilen iirlinlerin devam siirelerine iliskin uygulamalarda
yaygin kullanilmakta ve bilye, otomobil pargalar1 ve elektriksel yalitim gibi tiriinlerin
cesitli tiirlerinde model olarak kullanildigi gibi biyoloji ve tip uygulamalarinda da
kullanilir. Ornegin; laboratuvar hayvanlarmda veya insanlarda tiimoriin meydana
gelmesinin zaman i¢indeki ¢alismalarinda kullanilir. Weibull dagilimu, tistel dagilimin
genellestirilmesi olmasina ragmen tistel dagilimin aksine sabit bir tehlike orani
bulunmaz ve bu sebeple model daha kapsamli uygulama yapilmasini saglar. Weibull,
1939’da dagilimi1 yayinlanmis ve 1951 yilinda da dagilimin bazi basarisiz durumlar
iizerinde uygulanabilirligini gosterdi. Giivenilirlik ve hastalifa bagli olim gibi
alanlarda ¢aligmalarin ¢ogunda kullanilmaktadir.

Weibull dagilimi agagidaki tehlike fonksiyonuna sahiptir:
h(t) = AB(At)E1 (2.1.11)

A>0ve f>0.0 =1 oldugu durumda iistel dagilima doniistir. Olasilik yogunluk
fonksiyonu (o0.y.f) ve sagkalim fonksiyonlarmin ¢ > 0 i¢in asagidaki sekilde ifade

edilir.



f(©) = AB(At)F~1 exp[—-(AB)F] (2.1.12)
S(t) = exp[—(at)F] (2.1.13)

B ve A sirasiyla, sekil ve 6l¢ii parametreleridir. Weibull tehlike fonksiyonu, eger § > 1

ise monoton artan, f < 1 ise azalan ve § = 1 ise sabittir. [3]

k) = fooo uk~le % du olmak iizere, E(X") = A7"T(1 + %) dir. O halde dagilimin

ortalamas1 ve varyansi ise;

E(X) = A‘ll“(l + %)

2

Var(X) = 272[T (1 + %) - 1“(1 + %) .

c. Log-Normal dagilim
Lognormal dagilim, mithendislik, tip ve baska alanlarin ¢esitli uygulamalarimda model

olarak kullanilir. Dagilimin baslangici 1879°dan Oncesine kadar dayanmaktadir.
McAlister 1879 yilinda dagilimin teorisini acik bir sekilde tanimlamistir. Y = logT

ortalamasi p ve varyansi o2 oldugu sdylenen normal dagilimli ve o.y.f

1 1y —py?
f(y)=(2n)%aexp[—§( )] co<y<m

ise yasam siiresi T log-normal dagilimlidir denir.

T = expY nino.y.fnu:

2
fl) = 11 exp I_l(logt_—,u) l t>0 (2.1.14)

seklinde bulunur.

Log-normal dagilim i¢in sagkalim ve tehlike fonksiyonlar1 standart normal dagilimi

icermektedir.

d(x) = f_xoo (27;1 72 e %*/2 standart normal dagilim olmak {iizere, log-normal sagkalim

fonksiyonu



S =1-d (WT_“) . (2.1.15)

d. Log-Lojistik dagilim
log(T), lojistik dagilima sahip ise sagkalim siiresi T log-lojistik dagilima sahiptir.

Log-lojistik dagilimi asagidaki form

_ B/
O =15

t>0 (2.1.16)

seklindedir.a > 0 ve f > 0 parametrelerdir. Sagkalim ve tehlike fonksiyonu asagidaki
gibidir:
S(t) =[1+ (t/a)P]? (2.1.17)

Bla) (/@)
O = " @)

(2.1.18)

Y = logT bir lojistik dagilima sahiptir ve u = loga ve b = B! oldugunda o.y.f

b~'exp[(y —u)/b]
[1+ exp[(y —u)/b]?

seklindedir. Y~Logist(u,b) notasyonu kullanilir ve T~Logist(a,f) seklinde

fQy) = — 0 <y <o, (2.1.19)

belirtilir.

T’nin r.momenti vardir ve B > r saglandigimda E(T") = a'T(1+1r/B)I(1—r/B)

seklindedir. § > 1 durumda ortalama,

E(T) = al(1 + B~HI(1 - gY).

2.2. Veri Tiirleri

Sagkalim analizi, olay zaman verilerinin (time-to-event data) analizidir. Hastaligin
tetiklemesi, 0liim, araba kazalar1, depremler, elektronik alet, parca veya sistemin omrii,
evlilik siiresi, gazete, dergi gibi aboneliklerin siiresi gibi bir¢ok olaylar1 incelemek i¢in
sagkalim analiz metotlarii uygulayabiliriz. Tabi burada inceledigimiz veri sansiirlii ve

sansiirsiiz olmak tizere iki sekildedir.



2.2.1. Sansiirsiiz veri
Calismanin sonuna kadar deneklerin basarisiz siiresi veya sagkalim siiresi tam olarak
biliniyor ise boyle bir veriye sansiirsiiz veri denir. Bu tiirdeki veri tiirline sahip

deneklerin ¢aligilan zaman araliginda beklenen olay1 gergeklestirdigi bilinir.

2.2.2. Sansiirlii veri

Olay zaman verileri, veri analiz etmede 6zel problemler yaratan farkli yollar1 kendileri
sunar. Olay zamani verisinin ortak bir 6zelligi olan sansiirleme olarak bilinen olay
zamant verisi sunmasidir. Sansiirleme basarisiz zaman verisinin 6zgiin 6zelliklerinden
biridir. Sansiirleme ile 1ilgili sagkalim zamaninda go6zlemin tamamlanmadigini
anlayabiliriz. Yani sagkalim siiresi tam olarak bilinen olmasinin disinda sadece belli
bir aralikta yer aldigi gozlemlenir. Sansiirlii veri, eksik veriden farkhdir, ¢ilinkii
sansiirlii gézlemler kismi olarak hala bilgi saglar iken eksik gézlemler ilgili degisken
hakkinda herhangi bir bilgi icermez. Sansiiriin birgok tiirii vardwr. Bunlar sagdan

sansiirlii, soldan sansiirlii ve aralik sansiirlii olmak tizere 3 sekildedir.[5,8,21]

Sansiirleme nedenleri:

e Takip etme kaybedilebilir(hasta baska bir yere tasinabilir)

e Vazge¢me(terapi kotii bir etkiye sebep olabilir ve tedavi durdurmak
gerekebilir.)

e Calismanin bitmesi

e Inceleme altinda olmayan bir sebepten dliim(intihar)

2.2.2.1. Sagdan sansiirlii
Sagdan sansiirleme veya sagdan sansiirlii bagarisiz zaman verisi ile ilgilenilen basarisiz

stiresinin sansiir siiresinden ya ayni ya da daha biiyiikk oldugunu anlariz. Sagdan
sansiirlii gdzlemlerin getirdigi genel bir ¢éziimden biri sagkalim calismalarinda zaman
kisitlamalar1 veya kaynak sinirlandirmasi sebebiyle sonlandirilmak zorunda olmasidir.
Bu durumlarda deneklerin ¢alisma sonunda beklenen olaylar meydana gelmedigi igin
sagkalim siireleri tam olarak gdzlemlenemiyor. Fakat sagkalim siirelerinin c¢alisma
bitis sliresinden fazla oldugu bilinir, yani sagdan sansiirlii diyebiliriz. Eger sagkalim
degiskenleri sansiirleme degiskeninden kiiciik ise gozlem tamdir. Aksi takdir de
gozlem sagdan sansiirliidiir. Bu rasgele sansiirleme olarak da sdylenebilir. Sekil 2.1°de
¢ farkli sagdan sansiirlii gozlem 6rnekleri vardir. B ve D gdzlemleri ¢aligma sonunda

yasadig1 icin yani yasam siiresi tam bilinmediginden sagdan sansiirlii, C gdzlemi
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calismadan ¢ekilmis ve D gozleminin takibi kaybedildiginden dolay1 sagdan sanstirlii

gozlem olarak adlandirilir. [6,21]

Weeks—»

2 4 6 8 10 12

T T T T T B
A X .
B Study end

[RIGHT

C — Withdrawn &7 | CENSORED
D EStud}-‘ end
E Lost™!
F Xi

Sekil 2.1. Sagdan sansiirlii veri 6rnegi

2.2.2.2. Soldan sansiirlii

Bireyin sagkalim siiresi, gozlemlenen sagkalim siiresinden az veya esit oldugunda bu
veri soldan sansiirlii olarak ifade edilir. Sekil 2.2’ye baktigimizda denekler HIV+ olana
kadar ki siireci takip edilmektedir. ilk olarak bir denek viriis i¢in pozitif oldugunda
bunu basarisizlik olarak kayit edebiliriz. Fakat denegin virlise maruz kaldig1 ilk am
tam olarak bilemeyiz ve sebeple basarisizligin meydana geldigi siire tam olarak
bilinmemektedir. Boyle bir sagkalim siiresi soldan sansiirlidiir, ¢linkii denegin maruz
bittigindeki sagkalim siiresi, testin pozitif oldugundaki bitirilen takip siiresinden daha
kisadir. Diger bir deyisle, eger bir kisi t aninda soldan sansiirlii ise (0 —t) zaman

araliginda olay yasandigini biliyoruz fakat olayin gergek zamanini bilmiyoruz.[6]

HIV +
test
} Time

0]

f

Sekil 2.2. Soldan sansiirlii veri rnegi

t

=T

HIV exposure

2.2.2.3. Aralik sansiirlii

Aralik sansiirleme ile ¢alisma denekleri veya ilgili basarisiz zaman siirecleri siirekli
gézlem altinda degildir. Bu sebeple, basarisiz veya sagkalim siiresi tamamen
gozlemlenmis veya sagdan sansiirlii oldugunu sdyleyemeyiz. Aralik sansiirlii gozlem,
sadece belli bir zaman araligindaki sagkalim olaymmmn meydana geldigi aralik olarak
bilinir. Tam veya sagdan sansiirlii basarisizlik siireleri aralik sansiirlii basarisizlik
stiresinin 6zel bir durumuyla iligkilendirilebilir, ¢linkii boyle durumlarda aralik tek bir

noktaya disiiriiliir veya sagda sinirsizdir. Daha genel olarak ifade edilirse, aralik
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sansiirli  gozlemi birden fazla Ortlismeyen araliklarin  birlesimi olarak da

tanimlayabiliriz.

Aralik sansiirlii basarisizlik zaman verisi sosyolojik, medikal, finansal, demografik
calismalar1 kapsayan bir¢ok alanda kullanilir. Aralik sansiirlii verinin en ¢ok oldugu
ornek, periyodik olarak yapilan saglik ¢alismalar1 veya medikaller sdylenebilir. Sekil
2.3’teki veri orneginde bir denegin HIV gdzetimi yapildigint diisiinelim. Denek iki
HIV testi yapilabilir. Bu testlerde denegin 1.testin zamani t,’de HIV negatif oldugunu
ve 2.testin zamani t,’de HIV pozitif oldugunu belirtir. Boyle bir durumda, denegin
gercek sagkalim siiresinin t; ’den sonra ve t, ’den Once meydana geldigini yani,

denegin sagkalim zamaninin (¢4, t,) araliginda oldugunu soyleyebiliriz.[6,21]

HIV - HIV +
test test
} = t Time
0 t, ty

HIV exposure

Sekil 2.3. Aralik sansiirlii veri 6rnegi

2.3. Sagkalim Parametre Tahmin Yontemleri

Sagkalim parametrelerin tahmin etmek i¢in ¢ok sayida yontem bulunmaktadir. Burada
en ¢ok kullanilan Kaplan-Meier, Nelson-Aalen ve Yasam Tablosu yontemleri

gosterilecektir.

2.3.1. Kaplan-Meier yontemi

Bagimsiz ve ayni dagilimli n sagkalim siirelerine bagh S(t) sagkalim fonksiyonunun
parametrik olmayan tahminidir. Carpim-Limit tahmin edicisi olarak da bilinen Kaplan-
Meier tahmin edicisi tip/halk saghigi calismalarinda en yaygm sekilde kullanilan

tahmin edicidir. Eger n boyutlu bir 6rneklemde sansiir yok ise sagkalim fonksiyonu,

Gozlem sayist > t
S(t) = - t=0 (2.3.1)

seklinde tanimlanir. Bu tiim gozlemler kesikli ise her gézlemlenen yasam siiresinden
sonra 1/n seklinde azalan bir basamak fonksiyonudur. Eger yasam siiresi verisi
sansiirlii ise, denklemde bazi degisiklik yapilmasi gerekir. Ciinkii t ye esit veya daha

biiyiik yagam siiresinin sayisi tam olarak bilinmeyecektir.
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T, T,, ..., T, bagimsiz ve ayni dagilimli sagkalim siiresi, S(t) sagkalim fonksiyonu
olmak iizere, C;, Cs, ..., C,, bagimsiz ve ayni dagilimli ve T;’den bagimsiz sansiirleme
zamanlar1 olsun. (t;,6;) i=12,..,n yasam sirelerinin rasgele orneklemini
gostersin. d; = X1 (t; = t;,6; = 1) t; aminda Sliimlerin sayismi ve n; = X1 (t; = t;)
ise t; aminda risk altinda kalanlarm sayisini (t; den Onceki sansiirsiiz ve yasayan

bireylerin sayis1) gostermek iizere S(t)’nin KM tahmini:

so =] [+ 4

]

ti<t
olarak tanimlanir. % = /1]- olarak alinirsa,
Jj
S(t) = 1_[(1 ~2) (2.3.2)
ti<t

seklinde yazabiliriz. Buradan hareketle yogunluk fonksiyonunu da asagidaki sekilde
ifade edebiliriz:

FO =] [(1-3). (233)
j=1

(2.2.3) denklemini yogunluk fonksiyonu f(t) yardimiyla sagkalim fonksiyonu S(t)
asagidaki gibi elde edilir.

F(t) = Zf(tj)
=1

FO)=2,+2,L0-2)+2;0-2D)A=-2)+--+40-2_1)..1—1)
S(t)=1—-F()
S(t) =1- /11 - /12(1 - /11) - As(l - /11)(1 - /12) -t /11‘(1 - /1i—1) (1 - /11)

= (1 - /11)(1 - /12)(1 - /13) (1 - /11')

= ﬁ(l - A)
j=1

dir.
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Risk altinda bulunan n; denekten d; 6ldiigiinde (t;”, t; den 6nceki siire olmak iizere)

elde edilen kosullu olasilik:

[f )]s ()]

SENCORIY

Yukarida verilen (2.3.2) ve (2.3.3) ifadeleri yerine yazilirsa;

Tli—di

L - [2 T2kt - 4;)]““ [H;'-zl(i' ~ )
[Tzt - ap]™

_ A0 - )R - )" a - ayme
[mizia - ™

= Al’di(l - Al’)ni_di

elde edilir. Bulunan sonug¢ n; denemeli, d; basar1 sayist ve A; basarinin olasilig1 olan
bir iki terimli binom asamasina benzemektedir. [8] L; olasilik degerinin sonlu ¢arpimi,

S(t) sagkalim fonksiyonu uzayinda olabilirlik fonksiyonu olarak ifade edilir.

Lzl_[Ll

k
= 1_[ A% = 2)m
i=1

Varyans Tahmini
Sagkalim parametresini tahmin etmek i¢in Kaplan-Meier tahmin edicisi

kullanildiginda, S(t) sagkalim fonksiyonun varyansinin tahminini bulmak kolaydir.

Greenwood formiilii olarak bilinen esitlik yardimiyla hesaplanir. Bu formiil asagidaki

sekilde ifade edilir.

Var[$®] = $©)? 4 (234)

j:tj<t ] ( ] ])
Eger elimizde veri sansiirsiiz ise formiilii asagidaki forma doniisiir;

S®[1-35®)]

n

Var[$(t)] = (2.3.5)
S(t), S(t) nin Kaplan-Meier tahmini veya Carpim-Limit tahmini olarak soylenir.

9%loglL
Atz

Varyans tahmini, I(A1) bilgi matrisinde kosegen degerleri I;;(4) = —
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ne

OE-20) oldugu olabilirlik fonksiyonunun ikinci tiirevinden bulunmaktadir.

Standart maksimum olabilirlik biiyiik-6rneklem teorisi sonucu Var(i) =)t

olmasi kullanilarak sagkalim fonksiyonunun tahmininin varyansi bulunur.

Var(In$(t)) = (f(lt)> Var (ﬁ(t)) 1

Var ($(t)) = $®)*Var(In$(x))
Z (t)*Var [ln 1—1(5))]

= f(t)z 2 Var (/1(5)) m
5=0 1-A(s

7. Z i) ( 1—A<s>)

A(s) = Z—z esitligi yukaridaki esitlikte yazilirsa, dnceki kisimda ifade edilen varyans ile

aynidir.

2.3.2. Nelson-Aalen yontemi
Nelson-Aalen yontemi, belirli bir popiilasyonun zamanla nasil gelistigini analiz etmek

icin kullanilir. Bu yontem yardimiyla buldugumuz parametre tahminlerine Nelson-
Aalen tahmini denir. Nelson — Aalen tahmincisi, sansiirlii veya eksik verilerde
kiimiilatif tehlike oraninin parametrik olmayan bir tahmincisidir. Bu yontemi sagkalim
teorisi, giivenilirlik miithendisligi ve hayat sigortast gibi farkli alanlarda
kullanilmaktadir. Ayrica, Poisson siirecinin homojenligini test ederken de
kullanilir.[23,26]

Kiimiilatif tehlike fonksiyonunun tahmini olarak verilen integral Riemann-Stieljes
integrali olarak da verilir. Y;(t) =1I1(t;>t) ve dN;(t) =I(t; =t,6; =1) iken

integral,

! Delta yontemi kullanilmistir.
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. tdN. (w)
AGt) = fo OR (2.3.6)

Deneysel kiimiilatif tehlike fonksiyonu olarak da adlandirilabilinir. Fakat en yaygin
Nelson (1969) ve Aalen (1972 tezi) tarafindan yayinlanan Nelson-Aalen(NA) tahmini
olarak bilinir. Eger t, ..., t; basarisizligm gozlemlendigi kesikli siireleri gosterirse,

NA tahmini asagidaki gibi yazilir.

At) = Z 2= Z Z—j (2.3.8)

jitjst jitjst

A(t) ’nin grafigi tehlike fonksiyonunun sekli hakkinda bilgi verir. A(t) tehlike
fonksiyonu sabit ise A(t) lineerdir ve A(t) monoton ise A(t) konveks (i¢ biikey)dir.
A(t) ’nin varyans: igin, Kaplan-Meier yontemi icin en ¢ok olabilirlik tahmininde
asimptotik varyans tahmini burada da saglanir. Var(1) = (1)~ 6zelligi kullanilarak

varyans tahmini,

varA©w)] = ) var[i@]

j:tht

- Z 1)1

j:tht

-3 (atm)
_ Z d;(ny - dj)_

Alternatif varyans tahmini olarak asagidaki gibi verilir.

Var[A(t)] Z —2
jitgst J
Veri analizinde Nelson-Aalen tahmin edicisinin kullanilmasinda iki 6nemli sebep
vardrr. Tlki, olay siireleri igin parametrik modeller arasinda segim yapilabilir. Nelson-
Aalen tahmin edicisinin grafigi ¢izildiginde, eger verilen parametrik model veriyle

uyumlu ise grafik sonuclar1 yaklasik olarak lineer olacaktir. Ikincisi, Nelson-Aalen
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tahmin edicisi A tehlike oranmnm ham tahminlerini gosterir.[7] Yani, bu tahminler

Nelson-Aalen tahmin edicisinin egimidir.

2.3.3. Yasam tablosu yontemi

Sagkalim verisini resmetmek i¢in genis ¢apta kullanilan en eski yontemlerden biridir.
Tartigilan kohort yasam tablosu bile kullanildi. Ciinkii 20.yy’in baslarinda kitle yagsam
tablosu niifus bilimcileri tarafindan kullanildi. Ayrica aktiierya ¢evresinde kullanimi
oldukca uzun oldu. Yasam tablosu, sagkalim ve sansiirleme siireleri araliklar halinde
gruplanan 6rneklem veya kohort bireyin sagkalim verisinin resmedilmesi i¢in bir arag
olmustur. Burada genellikle kohort bazi kitleden rasgele bir Orneklem oldugu
varsayilir.[7]  Sagkalim dagilimmmn tahmininin  bulunmasinda bu ydntem

kullanilmastir.

Kaplan-Meier yontemi herhangi bir sagkalim veri seti i¢in uygulanabilirdir, fakat
yontem biiyiik bir veri takimi (100 veya daha fazla denek) igin araliklarda grup
zamanlamalarmda daha uygundur. Aktiierya veya histogram yontem olarak da bilinen
yasam tablosunda islem frekans tablosu olusturulmasma benzerdir. Ornek iizerinde

gosterecek olursak:

Tablo 2.1. Ornek yasam tablosu

1 2 3 4 5 6 7 8
Son kayitlar ~ Baslangigta Risk Olim  Sagkalim (%)t de
Zaman yasayan  altindaki  oram orani sagkalim
Olim say1 aralikta  aralikta orant
Sansiirlii
t—t+1 d C n n' q p S(t)
0-1 90 0 374 374.0 0.2406 0.7594 100.0
1-2 76 0 284 284.0 0.2676 0.7324 75.9
2-3 51 0 208 208.0 0.2452 0.7548 55.6
3-4 25 12 157 151.0 0.1656 0.8344 42.0
4-5 20 5 120 117.5 0.1702 0.8298 35.0
5-6 7 9 95 90.5 0.0773 0.9227 29.1
6-7 4 9 79 74.5 0.0537 0.9463 26.8
7-8 1 3 66 64.5 0.0155 0.9845 25.4
8-9 3 5 62 59.5 0.0504 0.9496 25.0
9-10 2 5 54 51.5 0.0388 0.9612 23.7
10+ 21 26 47 - - - 22.8

1. Zaman araliklarinin se¢imi verinin yapisia ve boyutuna baghdir. Siklik tablosunun

olusumundaki ana esaslar burada esitse uygulanabilir.
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2. ve 3. Hastalar en son kayittaki durumlarinin zaman araliklarma gore
smiflandirilmistir. Eger bir 6liim raporlanmigsa (2.) siitunda yazilmistir ya da hasta
sansirlii ise (3.) siitunda sayilmistir. Her hastanin zamani calisma kaydma gore

hesaplanir.

4. Baglangi¢ araliginda yasayan hasta sayisi (2.), (3.) ve (4.) siitunlardan yaralanarak
hesaplanir. Ornegin, 10 yildir yasayan hasta sayis1 21+ 26 = 47 veya 8 yildir
yasayan 54 + 3 + 5 = 62 seklinde hesaplanir.

5. t’den (t + 1)’e kadar ki zamanda risk altindaki hasta sayis: n’ = n- ¢/2. Bu
formiil 6liim orani hesab1 i¢in gereklidir. ¢ sansiirlii denekler, araligin sadece bir
kisminda risk altinda oldugu i¢cin n de n' gibi bir diizenleme yapilmasma ihtiyag

duyulur. Buradaki esas varsayim ortalama olarak araligin yarisinda risk altindadir.

6. Araliktaki 6liim orani: ¢ = d/n’. Ornegin birinci aralik boyunca 6liim orani,

= 9 02406
1= 3720 '

7. Araliktaki sagkalim oran: p =1 — q.

8. S(t) i¢in, t yilindaki sagkalim orami (7.) siitundaki t’den (t + 1)’ e kadar ki

degerlerin ¢arpimi seklinde bulunur. Ornegin,

2.yildaki sagkalim orani: S(2) = (0.7564 x 0.7324) x 100 = 55.6
5.yildaki sagkalim orant:
S(5) = (0.7594 x 0.7324 x 0.7548 x 0.8344 x 0.8298) x 100 = 29.1

Kaplan-Meier metodu ile elde edilmis oranlar ve sagkalim egrisi yasam tablosu
yontemleriyle de bulunabilir. Buradaki tek fark diyagramdaki noktalar genellikle diiz
cizgi ile iligkilidir. [8] Ayrica bu yontem kullanishidir. Ciinkii kullanic1 Kaplan-Meier
egimini ¢izmek icin bilgisayar paketi olsa bile elde edilmesi zor olan “tehlike” veya

“risk” fonksiyonlarin tahmin edilmesinde rahatlikla kullanilir.

2.4. Parametre Tahmin Yontemleri
Sagkalim analizinde, parametrik, yar1 parametrik ve parametrik olmayan olmak {izere

i¢ tir sagkalim dagilimi vardr. Her dagilim tiiri i¢in tahmin yOntemleri
bulunmaktadir. 1972’de David Cox’un yar1 parametrik sagkalim fonksiyonlar1 ve
1988’de Owen’mn parametrik olmayan sagkalim fonksiyonlarinin parametrelerinin

tahmin edilmesi iizerine yaptiklar1 calismalardan sonra bu alanlarda caligmalar
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artmustir. Giiniimiizde Ozellikle parametrik olmayan sagkalim dagimi {izerine

calismalar devam etmektedir.

2.4.1. Parametrik sagkalim fonksiyonu i¢cin tahmin yontemi
Parametre tahmini yapilirken, sagkalim fonksiyonu parametrik dagilimina sahip ise
“En Cok Olabilirlik Yontemi” kullanilmaktadir.

2.4.1.1. En Cok Olabilirlik Yontemi
Xy, X5, ..., X, n rasgele degiskenin olabilirlik fonksiyonu, 8 'nin fonksiyonu ve n

rasgele degiskenin ortak yogunlugu olarak tanimlanir. Ozellikle, X1, X5, ..., X, f(x; 6)
yogunluk fonksiyonundan rasgele bir 6rneklem ise, o halde olabilirlik fonksiyonu
fx1;0). f(xy;60). ... .f(x,;0) yogunluk fonksiyonlarnin ¢arpimdir. Denklem

olarak ifade edecek olursak:
n
L(6; xy, -, %) = Hf(xi; 0) . 2.4.1)
i=1

L(6; x4, ..., x,,) olabilirlik fonksiyonu, x;, x,, ..., x,, rasgele degiskenler belirli degerler
aldigmi varsayan olabilirligi verir. Olabilirlik, yogunluk fonksiyonunun degeridir;
boylece kesikli rasgele degisken i¢in onun bir olasiligidir. € bilinen bir moment i¢in 6,
ile ifade edildigi varsayilsin. “Meydana gelmesi en muhtemel” olan rasgele
degiskenlerin belirli degerleri x,’, x5/, ..., x,," olsun. Oyle ki Sxpx (X1, X2, w0, X3 6)
yogunluk fonksiyonunu maksimum yapan degerdir. Simdi n rasgele degiskenin ortak
yogunluk fonksiyonu fy  x (x1,%3, ...,Xp; 6) olmak iizere 6 bilinmeyen bir
parametre olsun. Burada gelmesi en olas1 degeri bulmak istenir. Bagka bir deyisle,
olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan 6 degeri aranir. Bu deger genellikle 8 ile
gosterilir ve  {xy,x,, ..., x,} nin bir fonksiyonudur. Yani, 8 = 9(x, x5, ..., x,,) dir.
Boyle bir deger bulundugunda, ® = 9(Xy, X,, ..., X,) rasgele degiskenine en gok

olabilirlik tahmin edicisi denir. En ¢ok olabilirlik tahmin edicisini formiiliize edelim;

f(x;0) yogunluk fonksiyonundan rasgele orneklem X;,X,,...,X, olmak iizere

olabilirlik fonksiyonu (2.4.1)’de,

L(O) = f(x1;0)f(x3;0)....f(x,; 0)
seklinde oldugu ifade edilmisti.
Cogu olabilirlik fonksiyonlar1 diizenlilik kosulu gosterir, bu sebeple en ¢ok olabilirlik

tahmin edicisi,
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aL(6) 0

0
esitligin ¢oziimiinden elde edilir. L(8) ve log L(6),0° nin ayn1 degerlerinde maksimum
olurlar, bu yiizden ve islem kolaylig1 olmasi i¢in logaritmas: alman olabilirlik

fonksiyonu maksimize edilir. Eger olabilirlik fonksiyonu k parametre igeriyorsa,

n
L(61,6,, ..., 6,) = l_lf(xi; 61,05, .., 0x)
i=1

o halde her bir parametreye gére maksimize edilirse, 6,, 85, ..., 8, parametrelerinin en
¢ok olabilirlik tahmin edicisi 0, = 9(X;, X5, ... X,), 0, =9(Xy, Xy, ..., X)),
. 0, =9(X, Xy, ..., X,,) rasgele degiskenleridir. Diizenlilik kosulu olmasi halinde

olabilirligin maksimum oldugu nokta asagidaki k tane denklemin ortak ¢oziimiidiir.

aL(8y,6,, ..., 0,)

96, i
L(6;,6s, ..., 6;) .

96, y
oL(6,,65, ..., 0;) _ .

90,

Ayni sekilde islem kolayligi sebebiyle log-olabilirlik fonksiyonu ile islemler
yapilir.[9,13]

2.4.1.1.1. Sagdan sansiirlii veriler i¢in en ¢ok olabilirlik yontemi

Yasam siiresi T ve sansiir siiresi C bagimsiz rasgele degiskenlere sahip bir veri grubu
icin sagkalim fonksiyonlar1 swrasiyla S(t) ve G(t) dir. G(t) , S(t) ’nin
parametrelerinden bagimsizdir. t; = min(T;, C;) olmak tizere, eger T; < C; ise §; = 1
veya T; > C; ise &; = 0 dir. n bireyin gozleminden veri, i =1,...,n iken (t;, ;)
ciftlerinden olustugunu varsayalim. f(t) ve g(t), T; ve C; i¢in olasilik yogunluk
fonksiyonu(o.y.f) iken (t;, ;) nin o.y.f asagidaki gibi elde edilebilir:

Pr(ti = t,8i = 0) = Pr(Cl' = t,Ti > CL) = g(t)S(t)
Pr(t;=t,6;,=1)=Pr(T; =t,T; <C;) = f)G(L).

Pr(t; = t,6;) = [f(©)G®)]%[g()S(®)] % (2.4.2)

i =1,..,nicin (¢;, 6;) nin dagilimz:
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n

| [roseigosor- (243)

=1

g(t) ve G(t) fonksiyonlar1 f(t) deki parametrelerin herhangi birini i¢ermedigi icin
ihmal edilebilir ve olabilirlik fonksiyonu su sekilde alabilir:

n

L= [reeisor-s. (2.4.4)

i=1

2.4.1.1.2. Sansiirlii veriler (sag, sol ve aralik) icin en cok olabilirlik yontemi
n kisi i¢in gozlemlenen sagkalim siireleri Ty,T,,...,T, olsun. Sagkalim siiresi

sanslrsiiz, sol-, sag- ve aralik sansiirlii gozlemlerden olusuyorsa da tahmin yontemi
benzerdir. f(t, b) yogunluk fonksiyonlu a dagilimina ait sagkalim siiresinin sagkalim
fonksiyonu S(t,b), (b dagilimm bilinmeyen biitiin parametrelerini gostermektedir.)

oldugu varsayilsin. O halde log-olabilirlik fonksiyonu,
I(b) = logL(b)

- Z log[f(t;, b) + z log S(t;, b) + Z log[1 — S(t;, b)
+ z log[S(vy, b) — S(t;, b)].

[k toplam sansiirsiiz gdzlemler, ikinci toplam sagdan sansiirlii gdzlem, iigiincii toplam
soldan sansiirlii gézlem ve son toplam aralik sansiirlii gozlemleri igerir. (v;, sansiirlii
arahigin alt ucunu belirtir.) b’nin en gok olabilirlik tahmin edicisi(h) nmn elde edilmesi
icin diger adimlar 6nceki kisimlara benzerdir.[9] Fakat b en ¢ok olabilirlik tahmin
edici ve tahmin edilen kovaryans matrisinin hesaplanmasi zor olmasindan dolay1

hesaplamalar i¢in yazilim paketi kullanilir.

2.4.2. Yan parametrik sagkalim fonksiyonu i¢in tahmin yontemi
Sagkalim fonksiyonu, yar1 parametrik sagkalim dagilimma ait ise “Cox Yontemi”

yontemi yardimiyla parametre tahmin edilir.

2.4.2.1. Cox yontemi
Sagkalim analizi ¢alismalarinda yaygin olarak kullanilan model Cox orantil1 tehlike

modeli (Cox proportional hazard model) veya baska bir deyisle Cox regresyon
modelidir. Modeli ilk olarak 1972 yilinda David Cox, “Regression Models and Life
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Tables” en ¢ok bilinen makalesinde yaymlamistir. Cox model parametrik modellerin
aksine sagkalim siirelerini belirtmek igin belli bir olasilik dagilimi se¢memizi
gerektirmez.[9] Model 6zellikle klinik denemelerde istatistikgiler tarafinda kisa siirede
uygulanmaya baglandi. Ayrica Cox orantili tehlike modeli, ortak degiskenlerin bir
sagkalima veya diger sansiirlii sonugla iliskisini modellemek i¢in kullanilan bir

prosediir oldugunu soyleyebiliriz.

2.4.2.1.1. Cox modeli
Xi,i=1,2,..,nsagkalim siiresini gosteren negatif olmayan rasgele degisken ve Z;

i=12,..,nX,X,, ..., X, sagkalim siiresiyle iliskili ortak degisken (covariate) olsun.
Z; ortak degiskeni zamanla degismedigi varsayilir ve burada i. hastanin yasi, cinsiyeti
veya hastalik bilgisini ifade edebilir. X; i. yasam siiresinde, Cox regresyon modeli

kosuluna gore 4;(t) tehlike fonksiyonu, ortak degisken Z; ile iliskisi asagidaki gibidir:

2i(t) = 20(¢) exp(BZ;) (2.4.5)

p bilinmeyen regresyon katsayisi, A, temel tehlike fonksiyonu tanimsiz negatif
olmayan zamanin bir fonksiyonu veya Z = 0 durumunda olan bir birey igin tehlike
fonksiyonu olarak ifade edilir. Cox regresyon modelinde S ve Ao(t) seklinde iki
bilinmeyen vardir. Model varsayimina gore Ao(t) temel tehlike fonksiyonu bilinmeyen
ve keyfi bir (parametrik olmayan) fonksiyondur. Fakat ¢alismalarda alinan tim denek(
veya birey) i¢in fonksiyon ortaktir. [ regresyon katsayisi sonlu boyutlu bir
parametredir. Parametrik ve parametrik olmayan modellerin birlikte yer aldig1 karigik

modellere yar1 parametrik model olarak da ifade edilmektedir.

Modelin en 6nemli 6zelligi, herhangi iki tehlike fonksiyonlariniz orani sabit olup t’ye
bagli olmamasidir. Ornegin, Z; Ve Z; ortak degiskeniyle iki bireyin tehlike
fonksiyonlar1 orani:

Ait) _ Ao(Dexp(BZ:) _ exp(BZi)

A4(@)  Ao(D)exp(BZ;)  exp(BZ))

seklindedir. Bu sebeple ad1 “orantili tehlike” dir.[29] Cox regresyon parametrelerinin

tahmin edilmesinde Cox kismi olabilirlik yontemi kullanilir.

2.4.2.1.2. Cox kismi olabilirlik fonksiyonu
En ¢ok olabilirlik fonksiyonunda degiskenin dagilimi bilinmektedir. Fakat Cox

regresyon modelinde degiskenin dagilimi bilinmemektedir. Bu sebeple tam olarak en
cok olabilirlik fonksiyonu olusturulamaz. Cox (1972 makalesinde) sadece [f’ya bagh
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bir fonksiyon olusturmustur. X; zamaninda belli basarisizlik (6lim, hastaliktan
kurtulma veya niiksetme vb.) icin, basarisizhigi gozlemlenen bireyler tizerindeki

olasilik agsagidaki gibidir.

exp(BZ;)
Y jercen exp(BZ))

L(B) = (2.4.6)

Kismi olabilirlik fonksiyonunda, sansiirsiiz gozlemler igin olasilik degeri dikkate
alinir. Sanstirli veriler hesaba katilmaz. Genel olarak kismi olabilirlik fonksiyonu, ayr1
ayr1 olasiliklarin ¢arpimi seklindedir. R(t;), t; aninda risk altinda bulunan bireylerin
kiimesi olsun. Yani t; anina kadar yasamis bireylerin kiimesidir. O halde Cox

regresyon modeli i¢in kismi olabilirlik fonksiyonu,

L(B) = 1_[ L(B) . (2.4.7)

2.4.2.2 B katsayisimmmin onemliliginin test edilmesi
Cox regresyon katsayisi ’nin 6nemliliginin test edilmesi i¢in Wald, Benzerlik

Orani(LR) ve Skor testi kullanilmaktadir. Bu standart asimptotik olabilirlik ¢ikarsama
testleri, B i¢in kurulan hipotezlerin test edilmesinde Cox kismi olabilirlik uygundur.

Burada sifir hipotezi H,: f = 0 seklinde ifade edilmektedir.

Wald testi:
Cox regresyon analizinde kullanilan Wald testi, genel ¢oklu regresyon analizindeki

kullannma benzemektedir. Coklu regresyonda, belirli regresyon katsayisinin
onemliliginin test edilmesi igin kullanilan t veya z testine Wald testi olarak

sOylenmektedir. Tek degisken i¢in test istatistigi:

W= (ﬁ/seﬁ) . (2.4.8)

(2.4.8) ifadesi n’nin degeri igin, 1 serbestlik dereceli W dagilimin1 gostermektedir.
Hipotezin karar1 igin y? tablosundan yararlanilir. [22] Eger hesaplanan W degeri, x>
tablo degerinden biiyiik ise hipotez reddedilir ve 5, CoX regresyon katsayisinm anlamli

oldugu soylenir.
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Benzerlik orani(LR) testi:
Hipotezi kurulan parametre degerleri icinden maksimum yapan degerin olabilirliginin

orani olarak soylenir. [(.) Cox kismi olabilirlik fonksiyonunu gostermekte iizere, LR

testi:

LR =2(1(B) - 1(B)). (2.4.9)

B, Cox kismi olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan deger ve B ise hipotezde
kurulan degeri gostermektedir. Birden ¢ok Ornek igin LR testi, serbestlik derecesi
tahmin edilen parametre sayis1 olan y? dagilimin ifade etmektedir. LR degeri, y?
tablo degeri ile karsilagtirihir. [22] Wald testinde ifade ettigimiz gibi eger LR degeri

tablo degerinden biiyiik ise Cox regresyon katsayis1 anlamli oldugu soylenir.

Skor testi:
Iki grubu karsilastirmak i¢in kullanilan Mantel-Haenszel Log-rank testine benzeyen

skor testi, birden fazla ve siirekli degiskenler icin log-rank testinin genellestirilmis
sekli olarak soylenir.[27] U(B), Cox kismi olabilirlik fonksiyonunun skor fonksiyonu

olmak tizere skor testi:

S=U'BIPB)TUPB. (2.4.10)

Newton-Raphson algoritmasinin birinci iterasyonu kullanilarak (2.4.10) skor testi
hesaplanabilir. S =U'(B)I(B)"1U(B)~x? seklinde dagilim gostermektedir. [22]
Testin karar1 i¢in tahmin edilen parametre sayismna esit serbestlik dereceli y? tablo

degeri ile karsilastirilir.

2.4.3. Parametrik olmayan sagkalim fonksiyonu icin tahmin yontemi
Parametrik olmayan sagkalim dagilimma ait parametre i¢in “Deneysel Olabilirlik

Yontemi” ile tahmin etme yontemi kullanilmaktadir.

2.4.3.1. Deneysel Olabilirlik Yontemi

Thomas ve Grunkemeier (1979), Kaplan-Meier tahmin edicisinden yararlanarak
sagkalim olasiliginin giiven araligini elde etmek icin olabilirlik oran testinin
parametrik olmayan versiyonuna uyarlayarak yayinladi, fakat deneysel olabilirlik
ismini kullanmadilar. Deneysel olabilirlik yaklasimi ilk olarak bir rasgele vektoriin
ortalamast i¢in gliven bdlgesi olusturmak i¢cin 1988 yilinda Owen tarafindan
tanimlanmigtir. Verinin bilinen bir dagilim ailesinden geldigi varsayimina karsmn veri
odakli olabilirlik oran fonksiyonuna bagl olarak etkili ve esnetilebilir parametrik

olmayan yontem olarak ifade edilir. Deneysel olabilirlik metodu, hem parametrik
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olmayan yontem hem de olabilirlik oran fonksiyonunun avantajlarini saglamaktadir.
Olusturulan giiven bolgesinin boyutu ve yonelimi veriye bakilarak tam ve otomatik
olarak karar verilmesi yontemin avantajlarindan 6rnek olarak verebiliriz. Asimptotik

olarak giiclii oldugundan dolayi kiigiik 6rneklemlerde iyi sonug verir.

Owen’m Onciiliik etmesiyle deneysel olabilirlik arastirmaci sayisi her gecen giin
artmaktadir ve boylece daha kapsamli uygulamalar1 yapilmaktadir. Ayrica parametrik
olmayan dagilimlar igin tanimlanan istatistiksel bir ara¢ olmustur. Bugiin deneysel
olabilirlik yontemi iizerine bir¢ok kaynak bulunmakta ve uygulamalar: istatistigin
bir¢ok alaninda kullanilmaktadir. Denklem tahmini {izerine Chen ve Hall (1993), Qin
ve Lawless (1994) ve iki orneklemli problemlerde Keziou ve Leoni (2008), Ren’in
calismalar1 (2008) ornek olarak gosterilir. [29] Fakat deneysel olabilirlik yontemini
istatistik yazilim programlarinda uygulamak kolay degildir.

Deneysel olabilirlik (EL), dagilim varsayimi yapilmaksizin ¢ikarsama ve tahmin etme
yontemidir. Parametrik olmayan en ¢ok olabilirlik tahmin islemi olarak gosterilir.
EL’nin temel 6zelligi kesikli dagilima ait olan bilinmeyen dagilim fonksiyonunu
tahmin etmektir. Ayrica bunlara ek olarak, deneysel olabilirlik minimum iraksama
tahmin iglemi olarak da kabul edilmektedir. Biiylik sapma ilkesi(LDP) ve diger
teknikler de gosteriyor ki, deneysel olabilirlik birgcok 6nemli 6zelliklere sahiptir.[4]

Deneysel olabilirlik yontemi, sansiirsiiz ve sansiirlii olmak tizere iki tiir 6rnekleme ait

veri tiirii ayr1 ayr1 incelenmektedir.

2.4.3.1.1. Sansiirsiiz 6rneklem
R™’da bilinmedigi varsayilan F dagilimma ait bagimsiz ve ayni dagilima sahip rasgele

vektoriin bir 6rneklemi X, X3, X,, ..., X,, oldugunu varsayalim.Herhangi kiimiilatif
dagilim fonksiyonu F igin X;, X5, ..., X;, gbzlemlerine bagl olarak deneysel olabilirlik
fonksiyonu, p; = Pr(X = x;) = F(x;) — F(x; —) olarak belirtildiginde asagidaki gibi
yazilir.[29]

n n
EL(F) = EL(F, %y, .., x,) = HPF(X —x) = Hpi (2.4.11)
i=1 i=1

{X1, X5, ...,Xn}, F(x) ortak dagiim fonksiyonunda bagimsiz ve ayni dagilimh
orneklem ve 0 kitlenin ortalamasi olsun. Deneysel olabilirlik dagilimin yap1 iskeletini
yukaridaki ifadeden farkli bir sekilde olusturalim; {p;}, p; =0 ve X7 p; =1 (i =

1,...,n) ifade edilsin ve I(.) indikatér fonksiyonu olmak iizere, };/-, p;[(X; < x)
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formundaki agirlikli deneysel dagilimi gergek dagilim F(x) ile yer degistirir. O halde

agirlikli deneysel dagilimin ortalamasini su sekilde yazabiliriz.

n
6 = ZPiI(Xi <x)
i=1
0 = 0, icin deneysel olabilirlik fonksiyonu,

n n n
1_[ Pi Z pi = 1 ) Di = 0 ) Z piXi = 90 (24‘12)
i=1 i=1 i=1

seklinde tanimlanir. Tanima gore deneysel olabilirlik oranini,

n n n
Sup{l_[pi ’ Zpi =1, p; = 0, Z pin- = 90}, (2.4.13)
i=1 i=1 i=1

ve log-formu yani log-deneysel olabilirlik orani,

n n n
sup{z log(py) , Z pi=1, p; =0, Z piX; = 6o} (2.4.14)
i=1 i=1 i=1

seklinde yazilir. (2.4.14) uygun hale getirmek i¢cin Lagrange ¢arpanit metodu kullanilir.

Ao, A1 € R Lagrange carpanlari olsun. G fonksiyonu tanimlayalim.

G = Zn: log(py) + 4o (Zn: pi — 1) —nk (i pi(X; — 90)> (2.4.15)
i=1 i=1 i=1
S—Z - Zn:%Jf Ao (i 1) — nh <Z(Xi - 90)) (2.4.16)

Yukaridaki denklemde esitligin sag tarafindaki iiglincii toplam sifira esittir. O halde

sag taraf sifira esitlenirse,

n
i=1

/10:_77.

seklinde bulunur. (2.4.16) denkleminde bulunan deger yerine yazilip p; denklemden

cekilir ve A; = A olarak yazilirsa,
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1
—— n-—- Tl/ll(Xl—HO):O
i
1 1
T nl4+AX;—6,)

pi i=1,..,n

olarak bulunur. (2.4.12) deneysel olabilirlik fonksiyonundaki ifadede yukaridaki

bulunan deger yazilir.

n

Xi—0, 0
= 1 + A(Xl - 90) B
[(6,) log-deneysel olabilirlik oranini géstermek tizere,
n
1(6,) = —Z log(1 + A(X; — 6,)) (2.4.17)
i=1

Owen (1988,1990) yazilarindan —21(8,) merkezi limit teoremine gdre, y? dagilima
yakinsar. (syf. 39) Bu sonugctan 6 i¢in P{y? < a} = 1 — a seklinde ifade edildiginde
(1 — a) seviyesinde giiven bolgesini olusturmak miimkiindiir.[29] O halde giiven

bolgesi,

6: —21(6,) < al. (2.4.18)

2.4.3.1.2. Sansiirlii 6rneklem
(T;, 8,), bir eleman siirekli (T) ve bir elemanm kesikli (§) dagilimdan bagimsiz, ayni

dagilima sahip iki boyutlu rasgele vektor olsun. Olabilirlik fonksiyonu varsayilan
dagilim fonksiyonu altinda goézlemlenen orneklemin olasiligidir. Yani olabilirlik

fonksiyonu,

n n
HP(thL-,Dz&-):ﬂpi. (2.4.19)
i=1 i=1

pi, (T;, 6;) gozlemlenen degeri i¢in ortak olasiliktir. Bu kullanimi tam olarak dogru
degildir. P(T =t;,D = §;) iki tane bir boyutlu alt dagilim veya alt sagkalim
fonksiyonuna denk olacak sekilde yazilabilir. Uy(t) = P(T >t,§ = 0) ve U;(t) =
P(T >t,6 = 1) seklinde iki tane bir boyutlu alt sagkalim fonksiyonu olusturulur. O
halde olabilirlik fonksiyonu alt sagkalim fonksiyonu kullanilarak asagidaki gibi

yazilabilir:
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[ [av@oi-avgmoy-2:. (2.4.20)

Burada AU,(t) = U,(t) —U,(t =) = —P(T =t,§ = 1) seklinde tanimlanir. Burada
rasgele ve bagimsiz sansiirlii model varsayalim. O halde alt sagkalim fonksiyonlarini

T; = min(X;, C;) ve 6; = I[X; < C;] olmak iizere,
U, () =P(T>t,6=1) = f (1 = G(s)) dF(s)
t

Up(®) = P(T > £,5 = 0) = fw(1 _ F(5)) dG(s)

Yukaridaki denklemde G(.), C; sansiirleme siiresinin kiimiilatif dagilim fonksiyonu ve
F(.) ise X; sagkalm siiresinin kiimiilatif dagilim fonksiyonudur. Iki alt sagkalim
dagilimlar1 U, ve U; , bagimsiz rasgele sansiirli model altinda F(s) ve G(s)
dagilimlarina denktir. Bagimsiz ve ayni dagilima sahip sansiirli n gozlem igin
yukaridaki ifadelere denk olan sagkalim fonksiyonlar1 i¢in U, ve U; tekrar ifade

edelim.

Uy(t) =Pr(t;=t,6;,=0)=Pr(C; =t,T; > C;) = g(t)S(t)
Uy (t) =Pr(t;=t,6;=1)=Pr(T; =t,T; < C;) = f(t)G(t).

F(.) ve G(.) dagilimlar1 agisinda deneysel olabilirlik fonksiyonu,

n

1_[[(1 — G(t))dF ()] (1 = F(£))dG ()] ™" (2.4.21)

i=1
seklinde ifade edilir. (2.4.21) fonksiyonunda F sagkalim hakkinda bilgi verirken G
takip siiresinin 6zelligiyle ilgili bilgi icermektedir. Bu sebeple F icermeyen terimler

sabit diisiiniilir ve denklemde gz ardi edilebilir. O halde deneysel olabilirlik

fonksiyonu en sade haliyle,

n

EL(F) = n[dF(tl-)]‘Si [1— F(T)] %% (2.4.22)

i=1

olarak yazilir. Genellikle bu ifadeye denk olacak sekilde asagidaki ifade de
kullanilabilir.[10,29]

EL(F) = H[AF(Ti)]Si [1— F(T)] %% (2.4.23)
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2.4.3.1.3 Tehlikeye Bagh Olarak Deneysel Olabilirlik Fonksiyonu

1-F(t) = 1_[(1 — AA(S))

(2.4.24)

Yukaridaki tehlike ve dagilim fonksiyonu arasindaki iliskiyi veren (2.4.24) ve (2.4.25)
ifadeleri kullanilarak olabilirlik fonksiyonunu tekrardan yazalim.

EL(F) = [ [IaF(1P: [1 - FCr) -

n

EL) = [ [ - Fa 1] o - anen-o

o 5; 1-6;
= 1_[ AA(T)) 1_[(1 — AA(s)) [H(l — AA(s))
n 5 1-6;
= ]_[[AA(TL-)]‘” 1_[(1 — AA(S)) [1_[(1 — AA(S))
n §;—(1-6))
= [ [rmacron|] [(1 - sac)
i=1 S<t
= | [aaa ] (- aas)
= SSE—F(T)=S(T)
= | [oa@® exo(-acp) (24.26)

seklindedir. Bu ¢arpim Murphy(1994) tarafindan olabilirligin bir Poisson uzantisi

olarak da sdylenir ve c¢arpim Cox model i¢in deneysel olabilirlik fonksiyonu
yaziminda kullanilir. Dagilim fonksiyonu kesikli iken,

5; 1-6;
EL(A) = 1_[ AA(T,) 1_[ (1-aA(1)) H (1-a(ry))
i=1 JiTj<T;

j:TjSTi
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n 6i

=1_[[AA(Ti)]5i 1_[ (1-2a(T)) | 1—[ (1-2a(m))| I

i=1 JiTj<T; JiTj<T;
— AA(T))]* 0
=[ Jraacow [ T[] (1-0am)] Jin - aacror->
i=1 i=1 jiT;<T; i=1

Esitlikteki ikinci ¢arpimda asagidaki diizenleme yapilip denklemde yazalim.

TTTT (2-oam)

i=1 J:T;<T;
i =2 igin =1— AA(T,)
i = 3icin = (1 - AA(TY))(1 — AA(T))
i =nigin = (1 - AA(T))(1 — AA(T)) ... (1 = AA(T,, 1))

= (1=2AT))" (1= AA(T))" " (1 = AA(T,—y))'

n—

1
[1—AA(T)]™
1

L=
Olabilirlik fonksiyonu:

n-—1

= | [aenets - sacror=i1 - an@o1-3 an,)on(1 - 8(1,))

i=1

1-8,

Kesikli dagilim fonksiyonlarinda son sigrayisin 1 olmasi ve AA(T,,) = §,, olmasindan

denklemde son kisimdaki carpimdan 1 bulunur ve son olarak denklemi asagidaki
sekilde yazabiliriz.[15-18,29]

EL(A) = H[AA(TL-)]‘Si[l — AA(T)) 416 (2.4.27)

i=1

30



3.COX-DENEYSEL OLABILIRLIiK

Bu kisimda yaymlanmig Diizeltilmis Deneysel Olabilirlik metodunu biiylik 6rneklem
teorisinin temel sonuclarinin tanimlamasini ve Cox regresyon modeli tlizerinde
tartisacagiz. t; , sagkalim siiresi ve c; , sansiirleme siiresi olmak tiizere;

X; = min(t;, ¢;) ve §; = I(x; = t;) seklinde tanimlansin. Z , p boyutlu ortak degisken
vektori ve 1i=1,23,...,n icin (t;,¢;, Z;) bagimsiz ve ayni dagilimhidir. Yani, t;

sagkalim siiresi ve ¢; sansiirleme siiresi verilen Z; degiskeninden bagimsizdir.

1975 yilinda Cox, B, 'in ger¢ek degeri i¢cin ¢ikarsama yapabilmek igin kismi
olabilirligi yayinlamistir. Cox’un ileri siirdiigii kismi olabilirlik fonksiyonu (L(B))
asagidaki gibidir.

8;

_ - exp(BZ;)
LB = 1_[ [z;l exp(B2) 1[x, > %]

log L(B) ’nin birinci tiirevi alinirsa elde edilen fonksiyon skor fonksiyonudur ve U(f3)

olarak gosterilecektir. O halde

n

logL(B) = ) & |BZ—log( ) exp(82)1[x; = x|

i=1 j

0
up) = a—Blog L(B)

seklinde yazabiliriz.

N\ %; Ziexp(BZ) 1[x; = xi]
up) = Z 5 [Zi - Y exp(BZ;) I[x; = x]

i=1

Skor fonksiyonu yukaridaki sekilde bulunmus olur.
Qo(t, B) =n" Xiexp(BZ) I[x; = t] , @1 (t, B) = n~* X Ziexp(BZ;) I[x; = t] ve

N;(t) = I[x; <t, §; = 1] olacak sekilde alinirsa skor fonksiyonu asagidaki gibi

yazilabilir.

(T, B
u() = Z | (Zi G B)> dN;(©

Andersen ve Gill (1982) teoreminden,
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1(Bo) = lim 1 (Bo)

ve

N, [RGB (@ B\
@ = ) 8 (a(,(xi, D <ao(xi, B)> )
a®? = aa® ve @,(x;,B) = n~1Y; Z;®%exp(BZ) I[x; = t] olmak iizere bilgi matrisi

(information matrix) iken

n'"2(B = By) = N(0,1(Bo)™")

oldugunu soyleyebiliriz. O halde normal yaklagimi metoduna gore [ icin %100(1 —
o) asimptotik giiven bolgesini x5 (o) p serbestlik dereceli ki-kare dagilimi olmak tizere

asagidaki gibi yazilir.

R, = {B:n(-B)IBB -B) < x3(e)}

3.1. Diizeltilmis Deneysel Olabilirlik Giiven Bolgesi
t
Mi(O) = Ni (D) — | exp(BoZ) 1 = s1Ag(5)ds
0

i =1,2,...,nicin martingale artik ve gergek 3, i¢in E(U(Bo)) = 0 olacak sekilde skor

fonksiyonunu tekrardan yazalim.

(T, P
U(Bo) = Z f <Zi B s)) M)

Cox regresyon modelinde temel tehlike fonksiyonu A, tanimli olmadigi i¢in tahmin

edilmesi gerekmektedir. Bu sebepten yukaridaki esitlikte Ay(s)ds yerine dA, (s, Bo)
yazilir. Martingale artiklarinin 6zelliklerinden artiklarin ortalamasi sifirdir 6zelligi

kullanilarak kiimiilatif tehlike fonksiyonun tahminini bulabiliriz.

Z M, (t) = 0
DN = [ exp(Boz) 1lxi 2 sldng(s) = 0
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Ni(D) — f exp(BoZo) I[x; = s]dAo(s) = 0

t

Ni(D) = f exp(BoZo) I[x; > s]dAe(s)
dN; () = d( f exp(BoZs) I[x; = s]dAO(s)>
0

dN; (1) = Z exp(BoZ;) 1[x; = t]dAg (D)
dN; (t)

dAo(t) = Y <cexp(BoZ;) I[x; = ]

Her iki tarafindan [0,t] araliginda integrali alinirsa,

A < : dN;(s)
Ao (t,Bo) = ; Oj thstexp(ﬁozj) I[x; > s]

seklinde bulunur.
Tahmin edilen kiimiilatif temel tehlike fonksiyonu martingale artikta yazilir ve
bulunan yeni tahmin edilmis martingale artig1 skor fonksiyonunda yazilir.

t

Pi(D) = Ni(O) — f exp(BoZ:) 1x; = sldAo (s, Bo)
0

(T, @B
Vo) = Z f <Zi B s)) Mo

p = (P1, P2 -, Pn) olasilik vektorii olmak iizere, o halde p; >0 ve XL, p;=1

oldugu soylenebilir.

_ T a1 (t, B) =~
W= [ (-3 )4

1 <i < n i¢in yukaridaki seklinde tanimlansin.

[T, p; ¢arpimi, YL, p; = 1 kosulu altinda p; = n~! de maksimumunu n™™ olarak
elde edilecegi biliniyor. Bu sebepten gercek B, degeri igin hesaplanan plug-in tahmini

ile deneysel olabilirlik oran1 asagidaki gibi yazilabilir.
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R(Bo)—sup{ﬂnpl-Zpl—l Epl Wi =0, p1>0}

Verilen iki kosul altinda Lagrange ¢arpani metodu kullanilarak R(f3,)’1 maksimum

yapan p; degerini bulabiliriz.

G =log (1_[ npl) z log np;

G fonksiyonunun iki kosul altinda Lagrange ¢arpani metodu ile istenileni bulabiliriz.

n n n
G= Z lognp; — A, (Z pi — 1) -M (Z PiWh,i — 0)
i=1 i=1 i=1

n
— =X — 7\1Wn,i =0

B 1 1
P A + Wi,
Ao = 1veA; =Aolarak alinirsa i = 1,2, ..., n i¢in,

1 1

P T W,

bulunur. YL ; p;W,; = 0 denkleminde p; degerini yazalim.

Zp == L—0 (3.1.1)
i¥n, ST+ AW,

Buna gére A = (A4, A, ..., A,)" denklemin ¢éziimidiir diyebiliriz. Buradan,

) = o= +30w,)”
i=1 i=1

seklinde yazabiliriz.

1(B) = —21ogR(P) deneysel olabilirlik oranidir. Whi, Ap(t) 'nin tahmini igerdigini

onceki adimlarda gosterilmisti ve buna bagli olarak Wy ; ’lerin bagimsiz oldugu
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soylenir. 1(B) nin limit dagilimi standart p serbest dereceli x> dagilimmdan biiyiik
degildir. Giliven bolgesi bulmak icin kullanilan yOntemlerden biri olan Wilks
teoreminin miimkiin kilmak icin diizeltilmesi gereklidir. Diizeltilmis deneysel
olabilirlik yontemi konusunda Rao ve Scott (1981), Wang ve Rao (2001) gibi bir¢cok

kisi tarafindan yayinlar yapilmistir.
[,(Bo) =n71 XL, W ;W, " ve I, (By) = limy,,o 1; (By) seklinde ifade edilsin.

trace{I"1(B)I(B)}
trace {I, (DI}

p(p) =

trace(.) matrisin izini ifade etmektedir. Tersini alma islemi veya baska bir deyisle

matristeki kosegen elemanlarmin toplamidir.

™ IZ Wi (B) /nm} . {Z Wi i(B) /nm}

Seklinde tanimlayalim. p(B) denkleminde degisiklik yapilarak £(f8)’y1 tanimlayalim.

trace{1*(B)S(B)}

pp) = ool
T trace i, ®)38))

O halde yeni tanimlayacagimmiz diizeltilmis deneysel olabilirlik oranini asagidaki gibi

ifade edebiliriz.

La(B) = #(BI(B)

Teorem : A, (t) siirekli ve ortak degisken vektorii Z; smirli oldugu varsayimi altinda,
1,q(B,) istatistigi p serbestlik dereceli ki-kare (X;Z)) dagilimina yakinsar. Buradan 3

icin %100(1 — ) asimptotik diizeltilmis deneysel olabilirlik giiven bolgesi,
Ry ={B: La(B) < x3(c0 }. [28]

ispat: ilk olarak 1(B)’nmn X5 dagihimina yakinsadigimi gosterelim. Bunun igin oncelikle

iki tane Lemma ifade edelim.

Lemma 1: [Fleming ve Harrington] Teoremdeki ayni kosullara bagl olarak,

%iwm En(oy ).
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Lemma 2: Teoremdeki kosullara uyularak,

I P
(i)- Hz Wn,iWn,it - Z(T' BO) (ii)- maX”Wn,i” = Op(nl/z)
i=1

Ayrica,

s 1 1 .
Sn =1 Ly WoiWp"veS = ~ i W;W;* olmak iizere,

P
i Ly W iWo i = X(T, Bo) iken Biiyiik Sayilar Yasasma gore,

1% . P
S WS ) (T, Bo)
i=1

dir. Yani,
Sp=S+0,(1) (3.1.2)
dir.

Teoremin ispatina donersek,

R(Bo) = 1_[{1 i NWn,i}_1
i=1
T(B) = —2logR(B,)

n
= —2log | [{1+xw,}”
i=1

n
=2 Z log(1 + A™W, ;)

=1

Yukaridaki ifade de Taylor ag¢ilimi uygulayarak,
X 1
1(B) =2 Z (?\Twn,i - E(’/\Twm)z) + 1, (3.1.3)
i=1

Ity < CEL;(A"W,;)? olacak sekilde toplami sinirlandiralim.

p=>0 ve |6l =1 iken A = p0 olsun. Lemma 1, Lemma 2(i) ve Owen(1990)’da

benzer ispatlar uygulanarak,
Il = 0p(n~72). (3.1.4)
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Lemma 2, (3.1.2) ve (3.1.4)’ye gore,

n n
Iral < € W,)* < CIAI max[Wagl] D [Wil* = 0,(D) (3.15)
i=1 o <n_§ ——ri=1
P °p<nf> op(n)

elde edilir. (3.1.1) ifadesini diizenleyelim.

n

1 Woi o

L1+ AW,;

i=1 !

n 2
1 (A™W,;)
— . — T . =~ 7 | =
nZW“" [1 X Wa, + 17 W 0

i=1 !

n n 2

1 1 T 1 n Wni(}\TWni)
— = = . . — g\ VAR 1.

1= 1=

(3.1.6)’teki esitlikten A’y1 ¢cekelim.

n -1 n n -1 2
T T n Wn.i()‘TWn.i)
_ an,iwn,i anﬁ an'iwn'i Zi:lTTWm (3.1.7)
1= 1= 1=

(3.1.7) esitliginin sag tarafindaki ikinci islemde diizenleme yapalim.

n -1 )
T n Wnl(}‘ Wnl) Z Zn Wn,i()ltwn,i)
(; Wn,iWn,i ) Zi:l 1 +}\TWn1 : Wme izl—)\‘fwn,i
n -1
= (Z”Wﬂluz) ”}‘”1 Z”Wnl =0 (n_l/z)
i=1

0 (n‘l/z) i=
Op(n_l) Op(n)

O halde A’y1 asagidaki gibi yazabiliriz.

-1 n

n
1
- (Z wn,iwn,f) Z W, + 0,(n72) (3.1.8)

Denklem (3.1.1)’i A ile carpip tekrar ele alalim ve yukaridaki adimlara benzer sekilde

ilerleyelim. Burada A sabit bir say1 oldugu i¢in esitlik bozulmaz.
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A™W,

LT+ AW,,

i=1 ’

Zn: AWy [1— AW, + —(NW“J)Z =
£ ni R S ATW

1=

3
AW,
> - Y )+ Y o

i=1 i=

(3.1.9) esitliginin sol tarafindaki ligtincti toplami diizenleyelim.

(KTWHI) ( ) - 2
Sy Gl _ D Il = 032

Buradan,

Z AW, = Z(MW‘“)Z + o0, (D).
i=1 i=1

1_

(3.1.10)’de elde edilen ifade (3.1.3) denkleminde yerine yazalim.

T n T 1 T 2
1(B) =2 ) (XWay =5 W02 + 1,
i=1
n n
=2 Z AWy — Z(}\Twn,i)z + 1y
i=1 i=1
n n
Z(?JWM)Z +o,(1) | - Z(;\Twm)2 +0,(1)
i=1 i=1
n
_ Z(}JWM)Z +0,(1)
i=1
_ Z ATWi, i Wo A + 0, (1)
i=1

n
=AT (Z Wn,iWn,iT> A + Op(l)

i=1
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(3.1.8)’de bulunan A degeri yukarida yazalim.

n -1 n T on n -1 n
T(B) = (Z Wn,iWn,it> z Wn,i <z Wn,iWn,iT> <z Wn,iWn,iT> 2 Wn,i
i=1 i=1 i=1 i

i=1 i=1
+0,(1)
n T n -1 n n -1 n
= (Z Wn,i) (Z Wn,iWn,iT) (Z Wn,iWn,iT) (Z Wn,iWn,iT> z Wn,i + Op(l)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

-1

= (Zn: Wn,i)T (Zn: Wn,iWn,iT) <Zn: Wn,i) +0p(1)

Lemma 1 ve Lemma 2’yi kullanabilmek ve x?’ye yakinsadigmi gdstermek igin

denklem tiizerinde degisiklik yapalim.

-1

() = (n‘l/z Zn: Wn,i>T <n‘1 Zn: Wn,iWn,iT> <n‘1/2 Zn: Wn,i> +0,(1) (3.1.11)

Boylece Lemma 1 ve Lemma 2’den (3.1.11)’de 1(B) 'nin p serbestlik dereceli x?

dagilimina yakinsadigi sdylenebilir.

Diizeltilmis deneysel olabilirlik oraninin tanimindan,

n T n
La(®) = (n—1/2 Z Wn,i) I <n‘1/2 Z Wn,i> +0,(1)
i=1 i=1

. P
seklinde yazilabilir ve I — I yakinsadigi bilindigine gore teorem ispatlanmis olur.

[18-20,28]
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4. UYGULAMA
Cox regresyon modelinde sagkalim parametrelerin tahminini deneysel olabilirlik

yontemiyle bulunmasi ile ilgili iic sagdan sansiirlii gercek veri lizerinde uygulamasi
yapilmistir. Her uygulamada verinin hikayesi verilmis ve R programindaki sonuglar

asagida verilmistir.

4.1 Uygulama 1(Gastrit Kanser Verisi)

1975 (Subat) ve 1977 (Ocak) arasindaki donemde bolgesel olarak ilerlemis gastrit
kanserli 96 hasta bu ¢alismaya kabul edildi. Tedaviye baglamadan once dort hasta iptal
edildi, bunlardan biri karma tedavi ile ilgili yere atandi. Tedaviye baslayan iki hastanin
daha sonra uygun olmadig1 veya degerlendirilemez oldugu belirlendigi dahil edilmedi.
Daha sonra birine lenfoma tanis1 konuldu ve protokol tarafindan belirlenen siire iginde
tedaviye baglanmadi. Kalan 90 hastanin hepsinde midede histolojik olarak kanitlanmis
adenokarsinom vardi ve hicbiri daha 6nce radyoterapi veya kemoterapi ile tedavi
edilmedi. Kalan tiimor kiitlesinin boyutu su sekilde tanimmlanmistir: (1) cerrah
tarafindan goriilebilen ve kolayca tanimlanabilen briit artik tiimor; veya (2) rezeksiyon
kenarlarinda tiimoriin varligindan veya histolojik olarak dahil oldugu belgelenen
birincil tiimor veya lenf nodu bolgelerinin hos olmayan rezeksiyonundan kaynaklanan
mikroskopik kalintiya odaklar. Bu ¢aligmaya giren tiim hastalar, cerrahi miidahale
yapilan bir hasta popiilasyonunu igeren destek kemoterapinin ayr1 bir denemesi i¢in
uygun goriilmedi. Asagidaki tabloda iki farkl tedavi grubundaki hastalarin karakterleri
hakkinda ytizdelikleri verilmistir.[2]

Tablo 4.1. Tedavi gruplarmin hasta karakterleri

Hastalarin yiizdeligi (%)

Klinik Ozellik Kemoterapi Karma kemoterapi/isin

(45 hasta) tedavi

(45 hasta)

Yas
60 42 51
60 58 49
Cinsiyet
Erkek 67 73
Kadm 33 27
Baslangic Performans
Durumu*
0-1 76 64
2-3 24 36
Patoloji Konumu
Mide Agz1 20 24
Bagka bir yer 80 76
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Biiyiik Patern

Linitis Plastica 27 20
Ulcerating 49 53
Diger 24 27
Diferansiyasyon

Iyi 6 11
Orta 41 38
Zayif 53 51
Cerrahi(Ameliyat)

I1k tiimériin Cikarilmasi 76 71
Cikarma Olmamasi 24 29
Kalan Tiimor

Biiytik 49 56
Mikroskopik 51 44

*Performans Durumu(0-4):

0: Tamamen aktif, restriksiyon olmadan hastalik 6ncesi tiim performans: siirdiirebilir.
1: Fiziksel olarak hareketli aktivitelerde kisitli ama ayakta tedavi edilebilir ve kolay
veya hareketsiz islerini yapabilir.

2: Ayakta tedavi ve kendi bakimini yapabilir, fakat herhangi bir i aktivitesi yapamaz.
3: Sadece smirli kendi bakimini yapabilir, yiirime zamaninin %350’sinden daha
fazlasini yatarak veya oturarak gecirir.

4. Tamamen etkisizdir, herhangi kendi bakimini yapamaz. Tamamen yataga veya
koltuga mahkumdur.

Gastrit kanseri hastalarin tedavi bagimsiz degiskenine gore hesaplama yapildiginda

asagidaki sonuclar elde edilmistir.

Tablo 4.2 Gastrit kanseri verisi R sonuclar1

coef  exp(coef) se(coef) z p

Tedavi 0.265 1.303 0233 114 0.26

Tabloya baktigimizda tedavi degiskeni igin regresyon katsayis1 0.265 olarak
hesaplanmistir. Burada katsaymnin isaretine baktigimizda pozitif olmasi 6liim riskinin
daha yiiksek oldugunu gostermektedir. Bu veri setine gore karma tedavi alan
hastalarin, kemoterapi alan hastalara gore 6liim riski daha yiiksektir. Tehlike orani i¢in
1/exp(coef) degerine bakildiginda 0.77 olarak bulunur ve buna gore kemoterapi

alanlarin %77 oraninda 6lim riski daha azdir.
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Sekil 4.1. Tedavi yontemlerine gore sagkalim olasilig1

Sekil 4.1°de verilen grafige gore, 1.yontem yani sadece kemoterapi alan hastalarin
2.yontemde karma tedavi olan hastalara gore sagkalim siiresi 500 altindaki sagkalim
olasig1 daha biiyiiktiir. Sagkalim siiresi 1000 ve iizerinde olan hastalarda karma tedavi

uygulanan hastalrin sagkalim olasig1 daha biiytiktiir.

T < 365 igin maksimum kismi olabilirlik tahmin edicisi 8 ve sifir hipotezinin testi
icin iki deneysel olabilirlik(EL) degeri ve olabilirlik oran1 R programimda bulunan

sonuglar asagida verilmistir.

Maksimum kismi olabilirlik tahmin edicisi f degeri yukaridaki Tablo 4.2°de
belirtildigi gibi 0.265 olarak hesaplanmistir. Hipotezimiz,

Ho: B =02, u=Ay(365) = 0.43.

Tablo 4.3. 8§ = 0.2 ve A = 0 i¢in EL

mu 0.4222382
logPlik -282.7143
logEmpLikl -356.7143

Tablo 4.4. 8 = B ve 2 = 0 icin EL

mu 0.3837017
logPlik -282.6758
logEmpL.ik2 -356.6758
Olabilirlik orant:

—2(logEmplik1 — logEmplik2) = —2(—356.7143 — (—356.6758)) = 0.077.
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Anlamlilik seviye degeri p = 0.05 ’den biiyiikk ve 2 serbestlik dereceli y? degeri

3.84’ten kiiciiktiir. Iki duruma gére bakildiginda hipotezimiz reddedilemez.

Tablo 4.5. 8 = 0.2 ve 1 = —1.62 i¢in EL

mu 0.430008
logPlik -282.7143
logEmpLik -356.7206

logLik = logLik(B = 0.2,A = —1.62) = —356.7206 . T <365 iken sagkalim

olasilig1 0.43 e esit olarak bulunmustur. Giiven araligi asagidaki gibidir.

=
@®

[=p
@

Tambda

0.2 0.0 02 04 0.6 08

beta

Sekil 4.2 Giiven araligi
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4.2. Uygulama 2(Akciger Kanseri Verisi)

Bu caligmada toplam 1.115 hasta incelenmistir. Hastalarin hepsi ileri akciger kanseri
veya ileri kolorektal kanser hastalari igin alti1 klinik ¢aligmadan birine es zamanli
olarak katiliyordu. Hastalar, 15 Haziran 1990'dan 17 Temmuz 1993'e kadar tedavi
denemelerine alindi. Bu hastalarin 34"t tedavi protokolleri i¢in uygun bulunmadig: i¢in
analizlerden c¢ikarildi. Kalan 1.077 hastadan 1.008'1 6ldii. Yasayan hastalarin takip
stiresi 18 aydan fazladir, fakat dort hasta en az 2 yil izlenmistir. 515 ileri kolorektal
kanser hastasi, 357 kiigiik hiicreli akciger kanseri hastast ve 205 kiiciik hiicreli
olmayan akciger kanseri hastasi {izerinde bir¢ok analizler yapilmistir. Buradaki
calismamizda akciger kanseri hastalarindan rasgele secgilen 228 hastadan olusan veri
seti tizerinde ¢alisma yapilmistir.[14] Tablo 4.6’da akciger kanseri veri seti verilmistir.

Sutunlar:

L.stitun: Kayit yeri

e 2.siitun: Sagkalim siiresi

¢ 3.siitun: Sansiirleme O=sansiirlli, 1=sansiirsiiz

o 4.siitun: Yas

e S.siitun: Cinsiyet O=erkek 1=kadin

e 6.slitun: ECOG performans skoru, doktor tarafindan degerlendirme: 0,1,2,3

o 7.siitun: Karnofsky performans skoru, doktor tarafindan degerlendirme: 100,
9, ..., 30

e 8.stitun: Karnofsky performans skoru, hasta tarafindan degerlendirme (self)

e O.siitun: Giinliik yemekte tiiketilen kalori

e 10.siitun: Son 30 giindeki kilo kayb1 (negatif say1 = kilo alma)

Tablo 4.6. Akciger kanseri hastalarinin verisi

Kayit Karnof

yapan ecog  sky karnofsky  Giinliik Kilo

kurum  survival status age sex perf perf  hasta perf. kalori  kaybi
3 306 1 74 0 1 90 100 1175

3 455 1 68 0 0 90 90 1225 15
3 1010 0 56 0 0 90 90 15
5 210 1 57 0 1 90 60 1150 11
1 883 1 60 O 0 100 90 0
12 1022 0 74 0 1 50 80 513 0
7 310 1 68 1 2 70 60 384 10
11 361 1 71 1 2 60 80 538 1
1 218 1 53 0 1 70 80 825 16
7 166 1 61 O 2 70 70 271 34
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32 240 0 63 1 0 90 100 1025 0
3 202 0 50 1 0 100 100 635 1
26 235 0 63 1 0 100 90 413 0
33 105 1 62 0 2 70
5 224 0 55 1 0 80 90 23
13 239 1 50 1 2 60 60 1025 -3
21 237 0 69 O 1 80 70
33 173 0 59 1 1 90 80 10
1 252 0 60 1 0 100 90 488 -2
6 221 0 67 O 1 80 70 413 23
15 185 0 69 O 1 90 70 1075 0
11 92 0 64 1 2 70 100 31
11 13 1 65 0 1 80 90 10
11 222 0 65 0 1 90 70 1025 18
13 192 0 41 1 1 90 80 -10
21 183 1 7 0 2 80 60 825 7
11 211 0 70 1 2 70 30 131 3
2 175 0 57 1 0 80 80 725 11
22 197 0 67 O 1 80 90 1500 2
11 203 0 71 1 1 80 90 1025 0
1 116 ! 7 0 1 80 80 0
1 188 0 7 0 1 80 60 3
13 191 0 39 0 0 90 90 2350 -5
32 105 0 7% 1 2 60 70 1025 5
6 174 0 66 O 1 90 100 1075 1
22 177 0 8 1 1 80 90 1060 0

Akciger kanseri hastalarin yas, cinsiyet ve Karnofsky performans degeri bagimsiz

degiskenlerine gore hesaplama yapildiginda asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Tablo 4.7. Akciger kanseri verinin R sonuglar1

coef exp(coef)  se(coef) z p
Yas 0.013 1.013 0.009 1.36 0.1723
Cinsiyet -0.492 0.611 0.168 -2.93 0.0034
Log(karnofskyperf) -0.882 0.413 0.435 -2.03 0.0424

Tabloya baktigimizda cinsiyet degiskeni i¢in regresyon katsayisi -0.492 olarak
hesaplanmistir. Burada katsaynin isaretine baktigimizda negatif olmasi 2.grubun 6liim
riskinin, 1.gruba gore daha diisiik oldugunu gostermektedir. Bu veri setine gére kadin
hastalarm, erkek hastalara gore oOliim riski daha disiiktiir. Tehlike oran1 degerine

bakildiginda 0.61 veya %61 kadnlarin erkeklere gore 6liim riski daha azdir.
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Sekil 4.3 Cinsiyete gore sagkalim olasiliklar1

Sekil 4.3’te grafikte akciger kanseri hastalarda erkeklerin kadinlara oranla yasama

olasilig1 daha diisiik oldugunu sdyleyebiliriz.
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Sekil 4.4. ECOG performasma gore sagkalim olasiliklar1

Sekil 4.4 kanser hastalar1 i¢in doktorlarm verdigi ECOG performans degerlerine gore
sagkalim olasiliklarina baktigimizda performans degeri arttikca yasama olasiliklar1
daha diisiik oldugu goriilmektedir. Sagkalim siiresi 500 ve iizeri hastalarda 0 ve 1
performans degerindeki hastalarda yasama olasilig1 varken 2 performans degerindeki
hastalarda belli bir siireden sonra yasama olasilig1 O(sifir)’dur.

Tablo 4.8. Beta tahminleri ve giiven araliklar

MLE Alt Snir  Ust Siir
Yas 0.012 -0.005 0.032
Cinsiyet -0.492 -0.828 -0.169
Log(karnofskyperf) -0.882 -1.717 -0.012
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Yukaridaki tabloya gore, yas bagimsiz degiskeni i¢in maksimum kismi olabilirlik
tahmin edicisii(MLE) 0.012 ve giiven araligi (-0.005,0.032), cinsiyet degiskeni i¢in
MLE, -0.492 ve giiven aralig1 (-0.828,-0.169) ve hastalik tiiri degiskeni i¢cin MLE
degeri -0.882 ve giiven araligi (-1.717,-0.169) olarak bulunmustur.
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4.3 Uygulama 3(Bobrek Kateter Verisi)

Tablo 4.9'da verilen veriler, portatif diyaliz ekipmani kullanan bobrek hastalar1 i¢in
kateterin yerlestirildigi noktada enfeksiyonun tekrarlanma zamanlarini gostermektedir.
Her hasta i¢in iki niiksetme siiresi verilir, tablonun her sirasi bir hastaya karsilik gelir.
Her hastanin tam olarak 2 gozlemi vardir.

Veri seti, sagkalim verileri i¢in rasgele etki ("kirilganlik") modellerini gostermek igin
bazi yazarlar tarafindan kullanilmistir. Bununla birlikte, rastgele etkinin sifir olmayan
herhangi bir tahmini neredeyse tamamen denek 21’in aykir1 degerinden

kaynaklanmaktadir.[12]
Stitunlar:

e l.siitun: Hasta numarasi

e 2.siitun: Hastaligin niiksetme zamani

e 3.siitun: Sansiirleme. 0 = sansiirlii, 1 = sansiirsiiz
o 4.siitun: Yas

o S.siitun: Cinsiyet (1 = erkek, 2 = kadin)

e O6.siitun: Hastalik tiirti

o 0= Glomerulo Nefrit

o 1= Akut Nefrit

o 2 =Polikistik Bobrek Hastalig
o 3 =Diger

7.stitun: Kirillganlik tahmini(estimate of the frailty)

Tablo 4.9. Bobrek kateter verisi

Hasta Niiksetme Sansiirleme  Yas Cinsiyet ~ Hastalik  Kirilganhk

numarasi  zamanlari turd Tahmini
1 8,16 1,1 28 1 3 2.3
2 23,13 1,0 48 2 0 1.9
3 22,28 1,1 32 1 3 1.2
4 447,318 1,1 31-32 2 3 0.5
5 30,12 1,1 10 1 3 1.5
6 24,245 1,1 16-17 2 3 1.1
7 7,9 1,1 51 1 0 3.0
8 511,30 1,1 55-56 2 0 0.5
9 53,196 1,1 69 2 1 0.7
10 15,154 1,1 51-52 1 0 0.4
11 7,333 1,1 44 2 1 0.6
12 141,8 1,0 34 2 3 1.2
13 96,38 1,1 35 2 1 1.4
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14 149,70 0,0 42 2 1 0.4
15 536,25 1,0 17 2 3 0.4
16 17,4 1,0 60 1 1 1.1
17 185,177 1,1 60 2 3 0.8
18 292,114 1,1 43-44 2 3 0.8
19 22,159 0,0 53 2 0 0.5
20 15,108 1,0 44 2 3 1.3
21 152,562 1,1 46-47 1 2 0.2
22 402,24 1,0 30 2 3 0.6
23 13,66 1,1 62-63 2 1 1.7
24 39,46 1,0 42-43 2 1 1.0
25 12,40 1,1 43 1 1 0.7
26 113,201 0,1 57-58 2 1 0.5
27 132,156 1,1 10 2 0 1.1
28 34,30 1,1 52 2 1 1.8
29 2,25 1,1 53 1 0 1.5
30 130,26 1,1 54 2 0 1.5
31 27,58 1,1 56 2 1 1.7
32 5,43 0,1 50-51 2 1 1.3
33 152,30 1,1 57 2 2 2.9
34 190,5 1,0 44-45 2 0 0.7
35 119,8 1,1 22 2 3 2.2
36 54,16 0,0 42 2 3 0.7
37 6,78 0,1 52 2 2 2.1
38 63,8 1,0 60 1 2 1.2

Bobrek hastalarmin yas, cinsiyet ve hastalik tiirii olmak iizere 3 bagimsiz degiskene

gore hesaplama yapildiginda asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Tablo 4.10. Bobrek kateter verisinin R sonuglari

coef exp(coef) se z p
Yas -0.003 0.997 0.010 -0.27 0.785
Cinsiyet -0.842 0.431 0.300 -2.81 0.005
Hastalik tiirii -0.155 0.857 0.124 -1.25 0.212

Tabloya baktigimizda cinsiyet degiskeni i¢in regresyon katsayisi -0.842 olarak
hesaplanmistir. Burada katsaymnin isaretine baktigimizda negatif olmasi 2.grubun 6liim
riskinin, 1.gruba gore daha diisiik oldugunu gdstermektedir. Bu veri setine gore kadin
hastalarin, erkek hastalara gore Oliim riski daha disiiktiir. Tehlike orani degerine

bakildiginda 0.57 veya %57 erkekler kadinlara gore 6liim riski daha fazladir.
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Tablo 4.11. Bobrek Kateter verisinin R sonuglari 2

Olabilirlik oran testi (LR) 8.64
Serbestlik derecesi (df) 3
n 76
Olay sayis1 58
p 0.03

Tablo 4.11’¢ baktigimizda olabilirlik oran testi degeri 3 serbestlik dereceli ki-kare
tablo degeri 7.81°den biiyiikk ve anlamlilik seviye degeri 0.05’ten kiiciik oldugundan
gruplar arasmnda iligki olmadigimi soyleyebiliriz. Her bir bagimsiz degiskenin
maksimum kismi olabilirlik tahmin edicisi i¢in giiven araligi asagidaki tablodaki
gibidir.

Tablo 4.12 B katsayilari i¢in giiven araligi

MLE Alt Smir Ust Sinir
Yas -0.003 -0.021 0.017
Cinsiyet -0.842 -1.412 -0.230
Hastalik tiri -0.155 -0.396 0.092

Yukaridaki tabloya gore, yas bagimsiz degiskeni i¢in maksimum kismi olabilirlik
tahmin edicisi(MLE) -0.003 ve giiven araligi (-0.021,0.017), cinsiyet degiskeni i¢in
MLE, -0.842 ve giiven aralig1 (-1.412,-0.230) ve hastalik tiirii degiskeni i¢in MLE
degeri -0.155 ve giiven aralig1 (-0.396,0.092) olarak bulunmustur.
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Sekil 4.5 Cinsiyete gore sagkalim olasiliklar1

Sekil 4.5°teki grafikte bobrek hastalarinda kateterin yerlestirildigi yerde enfeksiyonun

tekrarlanma olasilig1 erkeklerde kadinlara oranla daha diisiik oldugunu soyleyebiliriz.
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Sagkalim siiresi veya bu veri i¢in tekrarlanma zamani 400°den sonrasinda kadin ve

erkeklerde goriilme olasiliklar1 birbirine yakindir.
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Sekil 4.6 Hastalik tiirtine gore sagkalim olasilig1

Sekil 4.6’da grafige baktigimizda bobrek hastalarinda kateterde enfeksiyonun
niiksetme siiresi 400 ve iizeri olan hastalarda akut nefrit hastalarinin olma olasilig1
sifirdir. Polikistik bobrek hastalarinda enfeksiyonun niiksetme olasiligi digerlerine
gore biraz daha fazladir. Glomure nefrit hastaligi olan hastalarda sagkalim siiresi 0-

100 arasinda niiksetme olasilig1 daha yiiksektir.

Bobrek hastalar1 i¢in hastalik tiiri bagimsiz degiskenine gore sonuglar asagidaki

gibidir.

T < 100 igin maksimum kismi olabilirlik tahmin edicisi 8 ve sifir hipotezinin testi

icin iki deneysel olabilirlik(EL) degeri ve olabilirlik orani:

Maksimum kismi olabilirlik tahmin edicisi f degeri -0.143 olarak hesaplanmustir.

Hipotezimiz,
Hy: B =—0.2,1 = Ay(100) = 0.64.

Tablo 4.13. 8 = —0.2 ve A = 0 igin EL

mu 0.883
logPlik -187.1687
logEmpLikl -245.1687
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Tablo 4.14. B = B ve A = 0 i¢in EL

mu 0.940
logPlik -187.0944
logEmpL.ik2 -245.0944
Olabilirlik orani:

—2(logEmplik1 — logEmplik2) = —2(— 245.1687— (— 245.0944)) = 0.2508.

Anlamlilik seviye degeri p = 0.05 ’den biiyiikk ve 2 serbestlik dereceli y? degeri

3.84’ten kiigiiktiir. Iki duruma gore bakildiginda hipotezimiz reddedilemez.

Tablo 4.15. = —0.2 ve A = 14.185 i¢in EL

mu 0.64002
logPlik -187.1687
logEmpLik -246.6953

logLik = logLik(f = —0.2,1 = 14.185) = —246.695. T <100 iken sagkalim

olasilig1 0.64’e esit olarak bulunmustur. Giiven aralig1 asagidaki gibidir.

10

lambda

-1.0 -05 0.0 05 10

beta

Sekil 4.7. Gliven araligi
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5. SIMULASYON

Simiilasyon c¢alismamiz iki dagilim tizerinde bir boyutlu ortak degisken ile yapilmistur.

Ik olarak modelimiz, genel Cox modeli

A(t) = 2o(t).exp(foZ)

icin By =1, A,(t) 6lgii parametresi 1, sekil parametresi 2 olan Weibull dagilimi
olacak sekilde olusturuldu. Ortak degisken Z;, U(0,1) diizgiin dagilim ve sansiirleme
zamani ¢;, sansirleme oranmna(CR) bagli olarak secilen k igin U(0,k) dagilimi
gostersin. Calisgmada CR %10 ve %40 olarak almmistir. Orneklem sayis1 (n) 50 ve 100
secildi. Simiilasyon verisi 1000 kere tekrarlandi. Simiilasyon verisine gore diizeltilmis
deneysel olabilirlik(AEL) ve deneysel olabilirlik(EL) yontemleri i¢in tahmin edilen
kapsama olasiliklar1 karsilastirildi. (1 — a) agirhikli giiven seviyesi, %95 ve %99’dur.
Gliven bolgesi T =5 ’e gore olusturuldu. Gozlemlenen basarisizlik siiresi veya
sanslrlii zaman T ’ye esit ya da daha az oldugu zamanlardir. Asagidaki tabloda
Weibull dagilimi i¢in farkli kombinasyonlarla kapsama olasiliklar1 verilmistir.

Simiilasyon i¢in adimlar:

1. Ortak degisken diizgiin dagilim gostersin. Yani Z;(t)~U(0,1) dir.
2. Weibull dagilimina sahip herhangi t degiskeni icin, t~Weibull (a, 1) olarak
tanimlayalim. Temel tehlike fonksiyonu asagidaki tanimlayabiliriz.

Ao (t) = ar%t*1

a=2 ve A=1 i¢in denklemde vyazilirsa A,(t) = 2t seklinde bulunur. Cox

modelimiz,
At|Z) = 2te?®
olur. Weibull dagilimi i¢in sagkalim fonksiyonu,
S(t) = exp[—(At)*] = exp(—4t*e??)

seklindedir. Sagkalim siiresi T i¢gin Cox model i¢in tehlike fonksiyonunu bildigimiz
icin sagkalim fonksiyonu S(t) ve dagilim fonksiyonu F(t) asagidaki gibi ifade

edebiliriz.

F(t) =1-S5(t) =1 — exp(—4t*e*)
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U, U(0,1) diizgiin dagilim olarak alinsm. Onceki adimlarda elde edilen ortak degisken

Z ve U kullanilarak sagkalim siiresi T ters fonksiyon yontemi kullanildiginda,
T =[(—e"?)In(1 — U)/4]**
olarak tanimlayalim.

3. k sansiirleme orani(CR) olmak iizere, sansiirleme stiresi C;, U(0, k) diizgiin

dagilim1 gostersin. CR bu ¢alismada %10 ve %40 olarak alinacaktir.

Tablo 5.1.Weibull dagiliml simiilasyon i¢in kapsama olasiliklari

CR n %95 %99
AEL EL AEL EL
%10 50 0.97 0.95 0.98 0.96
100 0.95 0.63 0.97 0.65
%40 50 0.96 0.95 0.98 0.96
100 0.95 0.66 0.98 0.69

Yukaridaki tabloya gore, S, = 1 ve Weibull dagilim gosteren temel tehlike fonksiyonu
icin Cox regresyon modelimiz i¢in deneysel olabilirlik yontemi ve diizeltilmis
deneysel olabilirlik yontemleri kiyaslandiginda diizeltilmis deneysel olabilirlik
yontemi i¢in kapsama olasili§i daha yliksek olarak hesaplanmistir. Tabloya
bakildiginda deneysel olabilirlik yontemi i¢in denek sayis1 arttikga kapsama olasiligi
tim durumlarda diismiistiir. (1 — a) agwrlikli gliven seviyesi kiigiildiikkge her iki

yontemde de kapsama olasiliklarinda artis olmustur.

Ikinci olarak modelimizi, genel Cox modeli
A(t) = 2o(t)- exp(foZ)

icin Bp =1, Ao(t) a=1 ve B =2 olan Log-Lojistik dagilimi olarak dagilim
gostersin. Ilk modelde oldugu gibi burada ortak degisken Z;, U(0,1) diizgiin dagilim
ve sansiirleme zamani c¢;, sansiirleme oranina(CR) bagl olarak se¢ilen k i¢in U(0, k)
dagilimi gostersin ve CR %10 ve %40 olarak almmistir. Orneklem sayis1 (n) 50 ve 100
secildi. Simiilasyon verisi 1000 kere tekrarlandi. Simiilasyon verisine gore diizeltilmis
deneysel olabilirlik(AEL) ve deneysel olabilirlik(EL) yontemleri i¢in tahmin edilen
kapsama olasiliklar1 karsilastirildi. (1 — «) agirlikli gliven seviyesi, %95 ve %99’dur.
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Giiven bolgesi T = 5’e gore olusturuldu. Asagidaki tabloda Log-Lojistik dagilimi i¢in

farkli kombinasyonlarla kapsama olasiliklar1 verilmistir. Simiilasyon i¢in adimlar:

4. Ortak degisken diizglin dagilim gostersin. Yani Z;(t)~U(0,1) dir.
5. Weibull dagilimma sahip herhangi t degiskeni igin, t~ Logist (a, A) olarak
tanimlayalim. Temel tehlike fonksiyonu asagidaki tanimlayabiliriz.

(B/a)(t/a)P!

M) == F

a =1ve B =2 i¢in denklemde yazilirsa 1,(t) = 2t/l 4 2 seklinde bulunur. Cox

modelimiz,

eZ(t)

At|2) = 1+ t?

olur. Log-Lojistik dagilimi i¢in sagkalim fonksiyonu,

esitligi ve

Bl /@)
1O =T war

kullanilarak,
St)y=e?/(1+t?

seklinde bulunur. Sagkalim siiresi T icin Cox model icin tehlike fonksiyonunu
bildigimiz i¢in sagkalim fonksiyonu S(t) ve dagilim fonksiyonu F(t) asagidaki gibi

ifade edebiliriz.
Fit)=1-S{t)=1—e2/(1 +t?)

U, U(0,1) diizgiin dagilim olarak almsin. Onceki adimlarda elde edilen ortak degisken

Z ve U kullanilarak sagkalim siiresi T ters fonksiyon yontemi kullanildiginda,
T=[e?(1-U)"*—1]/2

olarak tanimlayalim.
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6. k sansiirleme orani(CR) olmak iizere, sansiirleme siiresi C;, U(0, k) diizgiin

dagilim1 gostersin. CR bu ¢alismada %10 ve %40 olarak almacaktir.

Tablo 5.2.Log-Lojistik dagilimli simiilasyon i¢in kapsama olasiliklari

CR n %95 %99
AEL EL AEL EL
%10 50 0.98 0.95 0.99 0.97
100 0.87 0.69 0.97 0.92
%40 50 0.99 0.97 0.99 0.98
100 0.90 0.70 0.98 0.92

Yukaridaki tabloya gore, deneysel olabilirlik yontemi ve diizeltilmis deneysel
olabilirlik yontemleri S, =1 ve Log-Lojistik dagilim gosteren temel tehlike
fonksiyonu i¢cin Cox regresyon modelimize gore diizeltilmis deneysel olabilirlik
yonteminin kapsama olasilig1 degerleri daha yiiksektir. Tabloya gore, denek sayisi
arttikga diger modelimizde oldugu gibi kapsama olasiliklar1 tim durumlarda diigmiis
ve (1—a) agrhkli gliven seviyesi azaldikga her iki yontemde de kapsama

olasiliklarinda artis olmustur.
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6. SONUC

Dordiincii boliimde yaptigimiz li¢ sagdan sansiirlii gercek veri iizerinde Cox regresyon
modeline ait sagkalim fonksiyonlarinin parametrelerinin deneysel olabilirlik yontemini
ile elde edilmesini isledik. Ug uygulama goriildiigii gibi deneysel olabilirlik yontemine
gore Cox yontemi (yari-parametrik olabilirlik yontemi) Yyetersiz kaldigini
sOyleyebiliriz. Baska bir deyisle Cox model yontemi, deneysel olabilirlik yontemi i¢in
islem basamaklarindan biri oldugunu soyleyebiliriz. Cox yontemi bize beta
katsayismin maksimum kismi olabilirlik degeri, giiven araligin1 ve tehlike oranini
vermektedir. Fakat Cox modelindeki temel tehlike fonksiyonunun degerini
uygulamada da gordiiglimiiz gibi deneysel olabilirlik yontemi ile elde edilmistir.
Ayrica deneysel olabilirlik yontemi ile parametrelerin giiven araliklar1 ve model i¢in

giiven band1 olusturulmustur.

Besinci bolimde iki farkli Weibull ve Log-Lojistik dagilim gosteren temel tehlike
fonksiyonlu Cox regresyon modelimiz i¢in deneysel olabilirlik yontemi ve diizeltilmis
deneysel olabilirlik yontemlerinin %95 ve %99 giiven seviyelerindeki kapsama
olasiliklar1 hesaplanmis ve buldugumuz degerlere gore diizeltilmis deneysel olabilirlik
yonteminin daha 1iyi sonu¢ verdigi goriilmistiir. Diger bir taraftan, giliven
seviyesindeki artista her iki yontemde de kapsama olasiliklar1 daha yiiksek oldugu ve
kiiciik &rneklemlerde daha iyi sonu¢ verdigi goriilmiistiir. Orneklem sayis1 arttik¢a
deneysel olabilirlik yontemi ile diizeltilmis deneysel olabilirlik yontemi igin

buldugumuz kapsama olasiliklar1 degerleri arasindaki fark arttigi gozlemlenmistir.
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