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OZET

Kuantum mekaniginde, degisik potansiyel ailelerinin coziimlerinde kuantum
Hamilton Jacobi yontemi son derece etkili bir yontemdir. Leacock ve Padgett
tarafindan gelistirilen kuantum Hamilton Jacobi metodu ile genis bir potansiyel
siifinin tam ¢oziimleri ve bagh durumlar elde edilmistir. Bu tezde rolativistik
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edilmistir. Ayrica, kuantum Hamilton Jacobi metodu ile Siipersimetrik
kuantum mekanigi arasindaki iliski incelenmistir. Siipersimetrik kuantum
mekaniginin integrallenebilirlik kosulu olan sekil degismezligi kullanilarak
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte

asagida sunulmustur.
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Kisaltmalar Aciklama
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KMF Kuantum Mekanik Fonksiyonu
KHJ Kuantum Hamilton Jacobi
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1. GIRIS

Bu tezde kuantum mekaniginde tam ¢6ziilebilir problemlere bir alternatif yaklasim
metodu calisilmistir. Kuantum Hamilton Jacobi (KHJ) metodu olarak bilinen bu
yaklasimin, kuantum mekaniginde tam ¢oziilebilir modellerin enerji spektrumlarinin
tanimlanmasinda diger metotlara gore daha kullanish oldugu goriilmiistir. KHJ
yaklasiminin bir diger ustiinliigii de 6zfonksiyonlarin ¢éziimiine gerek duymadan
enerji Ozdegerlerinin bulunabilmesi ve bdylece dalga fonksiyonlarinin bagimsiz
olarak hesaplanabilmesidir. Ayrica klasik eylem-aci degiskenlerinin kuantum
mekanigindeki karsilif1 verilmistir. Tam kuantizasyon kosulu kompleks diizlemde
kuantum eylem degiskenine karsi gelecek sekilde kontur integrali seklinde formiile
edilmistir. Bir boyutlu ve ayirt edilebilir sistemler i¢in enerji 6zdurumlarinin
tanimlanmasi i¢in kesin bir kuantizasyon sart1 verilmistir. Boylelikle kuantizasyon
sartindan yararlanarak, dalga fonksiyonunu sifir yapan kutup noktalarmin sayisi ve
dalga fonksiyonunun logaritmik tiirevi cinsinden kuantum momentum fonksiyonu
(KMF) yazilabilir ve boylelikle enerji seviyeleri hesaplanabilir. KMF tarafindan
saglanan denklem dogrusal olmayan KHJ denklemi olarak bilinir ve iki ¢dzlime
sahiptir. Ancak, fiziksel olarak kabul edilebilir ¢oziimlere ulasmak icin # — 0
limitinde klasik momentuma ulasilir ki bu ise fiziksel ¢oziimlerin elde edilmesine
olanak saglayacaktir. KHJ uygulamalar1 oldukca genis bir yazar kitlesinin ilgisine
maruz kalmigstir [1-24]. Ancak bu metodu ilk olarak gelistiren bilimciler Leacock ve

Padgett olmustur [22].

Bu ¢alismalardan sonra Bhalla ve arkadaslar1 sadece 6zfonksiyon ¢6ziimlerinin degil
ayni zamanda enerji 6zdegerlerinin de verilen fiziksel sistemler i¢in bulunabilecegini
stipersimetrik (SUSY) kuantum mekanigini kullanarak gostermislerdir [1-3]. Daha
sonra, metot gelistirilerek ¢cok daha genis bir potansiyel ailesine uygulanarak test
edilmistir [1-39]. Bu caligmalar gerek tam gerek kismi ¢oziilebilir potansiyeller ile

birlikte parite zaman simetrik potansiyelleri de kapsamaktadir [4-13].

Fizikciler dogadaki temel etkilesimlerin (giiclii, elektro-zayif ve gravitasyonel

etkilesimler) birlesik bir alan teorisini olusturmak icin 6zveriyle caligmaktalar. Bu



konuda basit olarak bozonlar1 fermiyonlara, fermiyonlar1 da bozonlara doniistiiren
stipersimetrinin gerekliligi oldukca onemlidir. Siipersicim kuramiyla olan iliskisi,
sicim kuramlarindaki modeli 22 boyutta yazmak yerine silipersimetri kullanarak
siipersicimler sayesinde modeli 11 boyutta yazarak Siipersimetrinin varlhig
stipersicim modellerinin bir 6ngoriisii olarak diisiiniilebilir [29]. Ayrica, siipersicim
kurami pargaciklari ve temel kuvvetleri c¢ok kiiclik siipersimetrik sicimlerin
titresimleri seklinde modelleyerek onlar1 tek bir kuramda anlatmay1 amaglayan bir
model olmakla beraber bu tezde ilgilenilecek olan siipersimetri Lie cebirsel
Stipersimetri komiitasyon ve anti-komiitasyon bagintilarin1 kapsar. Ancak bu tezde
cebirsel SUSY kuantum mekanigi potansiyel uygulamalarinda kullanilacaktir. Bu
konuda son ¢aligsmalar referanslarda bulunabilir [32,33]. SUSY kuantum mekanigi
Schrodinger denkleminin yapisinin analizinde oldukca etkili bir metottur [14].
Birbirinden farkli potansiyelleri iligkilendirmenin disinda, SUSY kuantum mekanigi
sekil degismez potansiyeller olarak bilinen ¢ok genis potansiyeller ailesinin cebirsel

¢cOzlimlerine olanak saglar [36].

Bu tezde KHJ metodu sadece tam c¢oziilebilir potansiyel ailelerinden Morse
Titresicisinin ~ Enerji  Spektrumu, Pdschl-Teller ve Eckart potansiyellerine
uygulanmistir. Tezin ikinci bolimii temel klasik mekanik bilgilerine, Lagrange-

Hamilton dinamigine ve bazi temel matematiksel kavramlara ayrilmistir.

Ugiincii  boliimde KHJ metodu klasik mekanikteki eylem-ag1 degiskenleri ile
iligkilendirilerek verildikten sonra KMF ile dalga fonksiyonu arasindaki iligki
tanimlanmistir. Daha sonra tam ¢oziimleri bilinen Morse titresicisinin enerji
spektrumu, kuantizasyon kurali ve 6zdegerleri, Poschl-Teller potansiyeli ve Eckart
potansiyellerine uygulanarak Riccati denkleminin ¢dziimlerine ulasildiktan sonra
artik bu potansiyeller i¢in enerji spektrumu ve 6zfonksiyonlar kiimesi elde edilmistir.
Ozellikle dalga fonksiyonu elde edilmeksizin nasil enerji 6zdegerlerine
ulagilabilecegi bu boliimde gosterilmistir. Bu boliimde analitik bir fonksiyon olan
KMF Laurent serisine agilarak her bir potansiyel i¢in ayri ayr1 kutup noktalari

incelenerek rezidii hesab1 yapilmistir.



Bu tezin dordiincii bolimiinde SUSY kuantum mekanigi ile KHJ seklindeki iki ayri
metot arasinda bir iligki kurulmustur. Bu bélimde KHJ metodu ile Siipersimetri ve
Stipersimetri’nin dort ayr1 metodundan biri olan sekil degismezlik modeli arasinda
iliski kurulacaktir. Sekil degismezlik kullanilarak, farkli enerjilere kars1 gelen KMF
kesirsel dogrusal doniisiimlerle baglantili oldugu gosterilip, herhangi bir kuantum

momentum fonksiyonu i¢in genel bir tekrarlama bagintis1 verilecektir.

Son olarak besinci boliim, sonug ve tartismalara ayrilmistir.



2. KLASIK MEKANIiKTE BAZI KAVRAMLAR

2.1. Hamilton Mekanigi

Hamilton denklemleri L Lagrange fonksiyonu; konum ve momentuma karst gelen
415955 q, V€ {,54,,.....,q, nun fonksiyonudur. Kisaltilirsa q genellestirilmis

koordinatlari, ¢ bunlarin zamana gore tlirevini gostermek tizere L(gq,q) 1ile verilir

[16].

Euler-Lagrange hareket denklemi

0 (oLlg.4))_olla.q) _, L=T-v
o\ oq oq

ve korunumsuz kuvvetlerin bulunmasi durumunda

0 (aL(q,q)j_ oLla.d) _

EAEY oq

haline gelir ve burada

AL

P =— 2.1
“= . 2.1
seklinde yazilabilir. Burada genellestirilmis momentum
oL
Po=—" (2.2)

94,



olarak tanimlanir. Bu ve bundan sonraki esitliklerde « :1,2,..,n degerlerini alir.
Sistemimizin her bir parcasinin ani konumu ve hizi, 2n tane ¢ ve ¢ degiskenlerinin
degerleri ile belirlenebilir. Bununla birlikte Es.2.1 ve Es.2.2 denklemlerini, ¢ ’ya

gére g ve p cinsinden ¢oziip ¢, = ¢ ,(q, p)olarak elde edilebilir. ¢ ve p’ nin bir

fonksiyonu olan ifade
H=3 psds—L 23)
p=1

seklinde verilir. Bu ifade Hamiltoniyen fonksiyonu olarak tanimlanabilir. Buradaki ¢
degiskenleri ¢, = ¢,(q, p) ile verilen g ve p’nin fonksiyonlaridir. Fonksiyonel

bagimlilik belirtilirse

Hg.p) = pyis(a.0) - Lg:d(q. p))
=

olarak yazilir. Bundan sonra hamilton denklemlerini elde etmek icin, H’nin

tirevlerini alimz. Once p,’ya gore tirev almr ve bu ¢, terimi,

Z p.4q, toplamindaki p,’nin  katsayilaridir.  Oteki  terimler,¢’nin ¢, ’ya

bagimliligindan gelir. Tiimiinii bir araya toplayarak yazarsak

n

OH . & O0gq oL 04
— =g,y p, > = (2.4)
op, = Op, 594, Op,

elde edilir. Es.2.2” den dolay1 ikinci ve {igiincii terimler birbirini gotiiriir ve buradan

oH

o _ . 2.5
. q, (2.5)



yazilir. g, ’ya gore tiirevlerini incelersek yine iki tiir terim vardir. Birincisi L’nin
q,’ya agik olarak bagli olmasindan gelen terim, ikincisi de ¢, nin ¢q,’ya bagh

olmasindan gelen terimdir. Boylece

oH OL & 04y & 0L 04y
P D ) D
Q(z Q(Z p=1 qa p=1 qﬂ qa

elde edilir. Daha 6nce oldugu gibi ikinci ve {ligiincii terimler birbirini gotiirtir. Es.2.1

denklemi kullanilirsa

OH
- 2.6
24, D, (2.6)
ile birlikte
OoH .
—=9q, (2.7)
ap,

elde edilir. Es.2.6 ve Es.2.7 Hamilton denklemlerini olustururlar [16]. Lagrange
denklemlerinin n tane ikinci dereceden diferansiyel denklem olmasina karsilik bunlar

2n tane birinci dereceden denklem takimidir.

2.2. Lagrange Mekanigi

2.2.1. Genellestirilmis koordinatlar; Holonomik sistemler

N pargaciktan olusan bir kati cisim i¢in biitiin pargaciklarin konumlari, 3N sayida
koordinatla belirtilebilir. Bununla beraber 3N sayida koordinatin hepsi bagimsiz
degisken olmayip sistemin kati cisim olmasindan kaynaklanan bag kosullarina
tabidirler. Gergekte, her parcacigin konumu, tam olarak alt1 niceligin belirlenmesi ile

tespit edilebilir. Ornegin, kiitle merkezinin ii¢ X,Y,Z koordinatlari ve yon belirleyen



ic ¢@,0,y Euler acilaridir. Bu alt1 nicelik, kati1 cisim i¢in bir genellestirilmis

koordinatlar takimi olusturur [16].

Her parcacigin konumu, geri kalan genellestirilmis koordinatlarin degerleri ve ¢
zamani ile tayin edilir. Genel olarak belirli bir sistem i¢in, sistemi olusturan
parcacigin bu degiskenlerin ve zamanm »= r, ( ¢q,,9,,......q,,¢) 1le verilen acik bir
fonksiyonu ise ¢,,4¢,,.....,q, degiskenleri bir genellestirilmis koordinatlar takimi

olarak adlandirilir [16].

Koordinatlarin kendi arasinda esitliklerle verilen ve zamana agik olarak bagh

bulunmayan yani
(x, =x,)" + (3, = )" +(2,—2,)" = sabit

veya r = R gibi bag kosullarina dogal holonom bag kosullar1 denir. Ancak zamana

baghlik varsa, /x> +y° +z> = R(¢) gibi kosullara zorlanms holonom bag kosullart
denir [16].

Dogal ve zorlanmis sistemler arasindaki ayirim daha sonra faydali olabilecek bir

baska yolla ifade edilebilir. = r. ( ¢q,,9,,.....,q,,t) esitlifinin zamana gdre tiirevi

alinarak i. parcacigin hizin1 ¢,...¢, larin dogrusal bir fonksiyonu oldugu goriiliir

[15].

" Or, or.
=Yy —L g +—L 2.8
7 Z‘a dut (2.8)

a

Son terim zamana acgik olarak bagli olmaktan tlireyen bir terimdir ve dogal bir sistem

icin sifirdir.

T= Z%mf (2.9)



Es.2.9 denklemini koydugumuzda ¢,,...,¢, zaman tilirevlerinin kuadratik bir

fonksiyonunu elde ederiz. Dogal bir sistem i¢in fonksiyon bir homojen kuadratik
fonksiyondur. Fakat zorlanmis bir sistem i¢in dogrusal ve sabit terimler de vardir.

Simetrik kati bir cismin kinetik enerjisi ifadesi

2 2 2 2 2

T=%M(X +Y +7 )+%(¢ sin® @+ 0 )+%j3(l/)+(bcosﬁ)2 (2.10)
seklindedir [16].

2.3. Hamilton-Jacobi Teorisi

Hamilton denklemleri sekil degistirmeyen kanonik doniistimler ¢, p, oldugundan

kanonik koordinatlarin kanonik doniisiimler aracilifiyla yazilabilir. Burada yeni

degiskenler P ve Q zamana bagh degildir [15].

oP _90 _ 0 2.11)
ot ot

K(Q, P,t) olmak lizere yeni bir Hamiltonyen tanimlanir. Es.2.11 kullanilarak

- 0K

=—=0 .=, = sabit

Ql al)l Ql 1
ve (2.12)
P,.:—a—K:O P = p, = sabit

00,

olur ve Es.2.12 yazlabilir. Kanonik doniisim sonucu elde edilen Hamilton

fonksiyonunun sifir olmasi bize



k=m+L (2.13)
ot

denklemini verir. Bundan dolay1 Es.2.13 denklemi
oF
H(q,p,t)+—=0
(@ p,0)+—

olur ve F, iretici fonksiyon olmak tlizere

_ OF,

"0

oldugundan , Hamilton-Jacobi denklemi,

OF. OF.
H(q yrq,— ey —230) +
0q, oq ot

n

=0 (2.14)

olarak elde edilir. F, fonksiyonu
F, = .[L(q;q';t)dt + sabit
seklindedir. Genellikle F, yerine S Hamilton "un bas fonksiyonu olarak kullanilir

S = IL(q; q; t)dt + sabit

153
Hamilton’un varyasyon ilkesi o _[ L(q;q';t)dt =0 zamana gore belirli integralinin

h

degisiminden
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0
P =—358(q; 1)
6%

5 (2.15)
=—8(q; B;t) = ¢,

Q=3 7 (4: ;1)
seklinde ¢oziiliir ve ¢, sabittir. Dolayisiyla

oS oS oS
H(ql ..... q/1;_9""_;t)+_ =0

oq, 0q, ot
olur. Hamilton fonksiyonu zamandan bagimsiz ise
S(q; B;0) =W(q,B)—at (2.16)

seklinde verilir. Es.2.16’da ¢, Hamiltoniyenin enerji sabitidir. Buraya kadar olanlar
oOzetlersek, klasik mekanigin faz uzayr formalizmi bize (gq,,p,) kiimesinin bir
fonksiyonu olan (Q,,F,) kanonik degiskenler c¢iftini sunmamiza olanak verir.

Hareket denklemlerinin Hamiltoniyen formu, eger kanonik bir doniisim ise
korunumludur. Hamilton—Jacobi teorisinde yararlanilan bu serbestlik bize
dontistimler yaparak klasik mekanik problemlerin ¢oziimiinii saglar ve Hamiltoniyen

sabit hale gelir.

W(q,,P) bir tretici fonksiyon olmak tlizere Hamiltoniyeni sabit hale getirir. Eski ve

yeni kanonik degigkenler bu durumda

ow ow
pi = — A\~ Qi = —
oq, oP,

1

olur. Yeni degiskenlere bagli Hamiltoniyen ise
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oW
H(g,—) =« (2.17)
oq

i

seklindedir. Es.2.17 Hamilton-Jacobi (HJ) denklemidir. W(q,, P) ise karakteristik

fonksiyondur.  Hamilton-Jacobi  denkleminin  ¢6ziimlerinin  Euler-Lagrange

denkleminin tiim ¢6zlimlerine esdeger oldugu bilinir.

Eylem degiskeni J, olmak tizere, hareket denklemini ¢6zmeden frekanslar

ow
J, =j3a—qdq,- (2.18)

Es.2.18 integrali ile bulunur. Burada integral C kapali egrisinin hapsettigi alan

cevresindedir. J, ise hareket sabiti ¢« cinsindendir. H =H(J,J,,..J,)

genellestirilmis faz uzay: degiskeni @, a¢1 degiskeni olmak tizere
o =vt+p

seklindedir. Bu ise bize periyodik hareketin frekanslarini verir.
2.4. Matematiksel Kavramlar

2.4.1. Kompleks diizlem ve kutupsal gosterim

Kompleks degiskeni dik bir koordinat diizleminde gosterebiliriz. Bunun igin reel ve

sanal eksenlerden olusan koordinat sistemi alinir [17].
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-y

Z=x—Iy

Sekil 1.1. Kompleks diizlemde bir z = x iy sayisinin gosterimi.

z kompleks sayis1 z=x+iy olarak tanimlanir. Kompleks saymnin biiyiikliik ifadesi
F=alx’ 4yt = |z| ile verilir. Argiiman ve faz olarak ise ¢ = arctan( v/ x) degeri
tanimlanir. Buradan sonug olarak x=rcosep ve y=rsing ortaya  cikar.
Kompleks sayilarmin kutupsal gosterimi z=x+iy = r(cosg0+i sin qo) olarak
gosterilir [17]. Burada sing ve cosg fonksiyonlari Taylor serisine agilirsa ve

kutupsal gosterim ifadesinde yazilirsa seklinde e =cos@+ising Euler formiilii

olarak elde edilir [17].
2.4.2. Analitik fonksiyonlar

Teorem 1: Bir D bolgesinde bir f(z) fonksiyonu, eger D ’deki tiim noktalar
boyunca tanimli ve tiirevlenebilir ise analitiktir denir. f(z) fonksiyonu D ’de bir z,

komsulugunda analitik ise bir z = z, noktasinda f(z) analitiktir denir.
Teorem 2: f(z) fonksiyonu asagidaki gibi

S(@)=u(x,y)+iv(x,y) (2.19)

olmak iizere, bir z = x +iy noktasinin komsulugunda tanimli, siirekli ve z ’de tiirevi

olan bir fonksiyon olsun. Bu noktada, kismi tiirevler Cauchy-Riemann denklemlerini

saglarlar.
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Boylelikle eger kismi tiirevler saglaniyorsa, f(z)fonksiyonu bir D bolgesinde

analitiktir denir.
2.4.3. Kritik noktalar

i) Sifir Noktasi

z = a noktasinda f(a)=0 ise bu nokta f(z) fonksiyonunun sifir noktasidir. Fakat
f'a)=0,

ise a noktas1 birinci mertebeden sifir noktasi olur [17].

ii) Tekil Noktalar

f(z) fonksiyonunun analitik olmadigi noktaya tekil nokta denir ve li¢’e ayrilir [17] :

* Zahiri tekil nokta: z=a’ da f(z) analitik olmamali fakat, z—» a olurken

‘ f (z)‘ < N gibi sonlu bir N sayisindan kiigiik ise a noktas1 zahiri tekil nokta olur.

** Kutup noktasi

z —>aiken ‘ f (z)‘—boo olursa a bir kutup noktasi olur. Gosterim olarak

lim

z—a

f(z)‘ —
ise ve

lim(z—a)‘f(z)‘

z—a

analitik oluyorsa x=a noktasi birinci dereceden kutup noktasi olur.
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*#* Esasli Tekil Nokta
Zabhiri ve kutup tekil nokta diginda kalan noktalara esash tekil nokta denir. Gosterim

olarak
lim(z — a)n f(2)

ifadesi analitik olacak sekilde, sonlu bir n degeri bulunmuyorsa, z=a noktas1 esasl

tekil noktadir [17].
2.4.4. Laurent serisi

f(z) ,merkezleri z;, olan iki esmerkezli ¢cember C, , C, ile ¢evrelenen bolgede

analitik olsun. Bu durumda f(z) asagidaki gibi Laurent serileri ile temsil edilir

f(z)= ian (z—2z,)" +ib—"z . (2.20)

n=1 (2 — 0)”’

Burada serinin katsayilari

a = L f(Z*) dz"

’ ch(z—zo)

seklindedir [39].

2.4.5. Rezidii ve integral hesaplar

Teorem 1: f(z), basit baglantili bir D bdolgesinde analitik ise, D ’deki her bir basit

kapali ¢ egrisi i¢in ifade
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§ f(2)dz=0

seklindedir. Bu teorem, Cauchy’nin integral teoremi olarak bilinir.

Teorem 2: f(z) basit baglantili D bdlgesinde analitik ise, f(z) nin integrali

D ’deki yoldan bagimsizdir.

Teorem 3: f(z) basit baglantili D bdolgesinde analitik olsun. O halde, herhangi bir

z, i¢in z,’1i¢ine alan herhangi bir C basit kapal1 yol olmak iizere

§—Zf _(ZZ ) 4 =27 (z,)

0

seklinde olup burada C’nin yonii saat yoniiniin tersi olarak alinir. Bu Cauchy’nin

integral formiilii olarak bilinir.

Teorem 4: f(z) basit baglantili D bdlgesinde analitik olsun. Fonksiyonun D
bolgesindeki tiirevleri de D ’de analitiktir. z, noktasindaki tiirevler asagidaki baginti

ile verilir

W,y Mg SG@
() 2ﬂic—(z—z0)”“d’ (=12,...)

Bu teoremlerin ispatlar1 burada verilmeyecektir. Bir f(z) fonksiyonu C egrisi
icinde bir a noktast hari¢, her yerde analitik ise, fonksiyonun bu a noktasindaki

rezidisi

Res f(a) = i §/(2)dz 2.21)
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olarak tanimlanir. Rezidii degeri C egrisinden bagimsizdir. Fonksiyon a noktas1 harig
her yerde analitik oldugundan C egrisinin sekline bagli degildir. Fonksiyonun
analitik oldugu bir noktada rezidii sifirdir. Rezidii, fonksiyonlarin analitik olmadigi

yerlerde integral hesaplama amacina yoneliktir [17].
Kompleks fonksiyonlarin integrallerini almakta zorlaniriz. Fakat rezidii metoduyla

kolayca hesaplanir. Rezidii metoduyla integral hesaplarimi birka¢ baslik altinda

toplanir.
2

1) '[ f (sin 0,cos H)d&’ tiirli integraller;
0

Kompleks diizlemde |z| =1 ¢emberi lizerindeki bir integral [0,27[] araligindaki reel

bir integrale esdegerdir. Bu ¢gember {izerinde (1= |z| =1)

1

z=e? ; Z=e . dz=¢"id0 =izd0
z
cos9=l(z+lj ; sin9=i(z—lj ve d@z%
2 z 2i z iz

degisiklikleri yapilirsa, kompleks diizlemde |z| =1 g¢emberi Tlzerinde integral

alinabilir [17].

i) I @ dx tirl integraller;

2.0(x)
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seklindeki ifadenin Q(x) polinomu’nun derecesi , P(x) polinomu’nun derecesinden

en az iki derece yiiksek olmalidir ve Q(x)’in sifir noktalar1 reel eksen iizerinde

olmamalidir.

+wp(x) —n P(z,)
J;)Q(x)dx 27nZk:Res{—Q(Zk)}

1ii) I f(x)cos axdx ve j £(x)sin axdx tiirii integraller;

—0 —0

Bu integrali e’ = cosax +isinax oldugundan bu integrali reel ve sanal kisim olarak

ayrilabilir [17].
I= Ie”‘f(x)dx = .[f(x) cos axdx + J-f(x)sin axdx

Jordan teoremi : C, kompleks diizlemin Ust yarisinda R yarigapli yarim bir ¢gember

ise ve z = o olurken f(z) — 0 oluyorsa

lim [e™ f(z)dz =0 (a>0)

Cip

Sonug olarak Jordan teoremi kullanilarak bu tiir integraller i¢in metot
Iei"xf(x)dx = 27112 Re s{f(zk )e' }
—0 k

z, Ust yarim kiiredeki kutuplardir [17].
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1v) I £(x)/(x —a)dx tiirii integraller ;

Kutup noktasi reel eksen {lizerinde ise integralin alinmasi zorlagir. Bunun i¢in C egrisi
icinde C, gibi kii¢lik bir yarim ¢gemberden gegcirilerek islem yapilir. Burada a kutup

noktasi olmak tizere

T—df ) je—27y Re s{—f G )} + 7if (a)
Jx-a pan (—a

z

ifadesi ile ¢oziim yapilir.
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3. KUANTUM HAMILTON JACOBI TEORISi

Hamiltoniyen islemcisi

K d?
H=-—— +V 3.1
2m dx? ) S

olarak wverilir. Burada tek boyutta, bir ¢izgi boyunca hareket eden rolativistik
olmayan parcaciklar incelenir. Basit olmasi agisindan zamandan bagimsiz

Schrodinger denklemi

Hy =Ey

o dy

E dx’

+V(x)y =FEy (3.2)

seklinde yazilir. Es.3.2°deki islemci ve 6zdegerler

A

H=H%,p)=p* +V(%), (3.3)
X=x,

p=(hli)o]ox

olarak verilir. Es.3.3’de x dogrusal koordinat , p momentum islemcisidir. Sistem
i¢cin kuantum doéniisiimiinde kurallara uygun yeni koordinat kiimeleri Q ve P olarak
tanimlanir. Islemciler yerine 6zdeger kavrami vurgulanacaktir. Buna gore 6zdegerler

ve 0zfonksiyonlar, H yerine E 6zdegeri yazilabilir [18].

p = 0W(x,E(P))/ox, (3.4)
O = oW (x,E(P))/oP,
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Es.3.3’deki ifadeleri Es.3.2 denkleminde yerine yazarsak sabit (2m=1) olmak iizere,

tiretici fonksiyonun

E&zW(nE)+[8W(nE)
i Ox? ox

2
} =E-V(x) (3.5
Yukaridaki denklemi sagladig1 varsayilir ve W (x, E) ile KMF arasindaki iligki

p(x,E) = Z—W (3.6)
X

olur. Sonug olarak

—%%@z—m)+V—E=o (3.7)

elde edilir. Es.3.7 denklemi KHJ olarak adlandirilir. KMF ile klasik momentum

arasindaki iliski
g{)%p(xaE):pklasik(xaE)=\/E_V(x) (3-8)

seklindedir. Burada 7% — 0 limitinde KMF, klasik momentuma doniisiir. Ddénme

noktalart x,,x, klasik momentumun sifira esit oldugu noktalardir. Yani
Priasic (%15 E) = Py (%5, E) = 0

dir. Klasik eylem degiskeni klasik tanim genellestirilerek yapilir ve

1
Ejﬁpu (¥, E)dx
c
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integrali yardimiyla tanimlanir. Burada integral C kapali egrisinin hapsettigi alan
cevresindedir. O halde kuantum eylem degiskeni genel klasik tanimdan yola ¢ikarak

bulunur. p(x,E) KMF olarak tanimlanir.
1
J = J(E)===§ plx, E)dx (3.9)
2w .

ile verilir. Es.3.9’denklemi eylem degiskeninden enerji 6zdegerine gegmemizi saglar.
J (hareket degiskeni 6zdegeri) yi, E (enerji 6zdegeri)’ye baglar. Es.3.9’da kullanmak
icin hareket degiskeni J 6zdegerinin elde edilmesi gereklidir. Boylece reel x ekseni
tizerinde bu durumda KMF’nun dénme noktalar1 arasinda—i# kadar kutup noktalari
vardir. Yani temel durum, birinci uyarilmis durum, ikinci uyarilmis durum gibi enerji
seviyeleri bulunur. Dolayisiyla kuyudaki KMF’ nun kutuplar1 bize sistemin uyarilmis
durumlarini verir [18].

Yani;
J=J(E)=nh n=0,123..

ve enerji 0zdegerleri, hareket degiskeni 6zdegeri i¢in n# degeri ile iligkilidir. Bu

durum Sekil 3a ve Sekil 3d’de gosterilmistir. Es.3.9 denklemi tersinirdir. Boylece
J=J(E) veya E=E(J)

denklemini verir [18].

Burada dikkat edilecegi lizere W zamandan bagimsizdir. Ayrica Hamilton-Jacobi
denkleminin genel olarak iki veya ii¢ boyutta da caligilabilir; bu durumda V

islemcisini ¢alisilacak olan koordinatlarda yazmak uygundur.

—ihVVW +VW VW =E -V
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Sekil 3.1.Kompleks x diizleminde, klasik ve kuantum momentum gosterimi [18].

Sekil 3.1. Kompleks x diizlemi tizerinde, p,,(x, E) klasik momentum fonksiyonu ve
p(x,E) KMF olarak tanimlanir. Doniim noktalart x, ve x,dir. Gosterilen x
diizleminde; A durumu: p(x,E) temel durumlar i¢in kutup noktasi yoktur. B
durumu: p(x, E) ’nin bir kutbu (biiyiik nokta) birinci uyarilmis durum igindir. C

durumu: ikinei uyarilmis durum igin iki kutup (biiylik noktalar) vardir. D durumu: x

diizlemi gosterilen p(x, E) on li¢ kutup (biiylik noktalar) on ii¢lincii uyarilmis durum
icin x, vex, kutuplar1 kuantum hareket degiskeni olarak C kontur i¢inde kullanilir.
E durumu: p,, (x, E) klasik moment fonksiyonun x, ve x, kutup noktalar1 arasinda

kesilmis halini x diizleminde gosterir [18].

Rolativistik olmayan kuantum mekaniginde analitik olarak ¢oziilebilen, tiim 6zdeger
ve Ozfonksiyonlar1 kesin olarak bilinen potansiyellerin sayist sirlidir. Bazi
potansiyeller Morse, Posch-Teller, Eckart vb. olarak sayilabilir. Bu tip potansiyeller
i¢in sonraki boliimde gérecegimiz es potansiyeller arasinda bir iligki vardir [36].

3.1. Morse Titresicisinin Enerji Spektrumu

Morse potansiyeli
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V(x)= 4>+ B*e = —2B(A+%je'“" (3.10)

olmak iizere ve 7% =1=2m atomik birimler kullanilarak Es.3.7 denkleminde yerine

yazilir [14]. Buradan

Pz(x,E)—iP’(x,E)—{E ~ A’ - B - 23(,4 +%)e-ﬂ =0 (3.11)

ifadesini alir. Burada P'(x,E)=

—dPSc, E) olarak tanimlanir. Es.3.11 denkleminde
X

yeni bir degisken degistirmesi yapilirsa

—ax

2B
=—¢e
a

y

kullanilirsa
dy =—-2Be “dx
olur ve buradan

dP(x,E) _APdy g AP —ayP'(y,E)
dx dy dx dy ,

olacaktir. Bunlar Es.3.11 denkleminde yazilirsa

2
F>2(y,E)+wgyf"(y,E)—[E—A2 —%.yz +(A+%jay} =0 (3.12)
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elde edilir. Burada ]N’(y)EP(x(y)) ve Es.3.12 denklemi daha uygun bir forma

getirilebilir. Bunun i¢in

P(y,E)=iayg(y.E)

ile verilen bir doniisiim uygulanir. Tiirevi alindiginda
P'=iag(y,E)+iayg'(v.E)

olur. Hepsi birlikte Es.3.12 denkleminde yerine yazilirsa

2

—a2y2¢2+iayia(¢+y¢')—{E — AT -yt [A + %jay} =0 (13

elde edilir. Es.3.13 denklemi (—%) terimi ile ¢arpilirsa
a'y

¢2—a2y£— | J[¢+y¢']+ ! {E—Az—%2y2+a(/l+%jy:|:0

6¥2y2 a2y2

2
¢2+l¢+¢'+ 21 2|:E—A2—a—y2+0{(A+ﬁjy:|=0
y a’y 4 2

haline gelir. Sonug olarak

2
1 1 1 a’ a
+— | +g——F+ E-A"-——y +a| A+— |ya |=0 3.14
(qﬁ 2yj ¢ 4y azy{ 77 ( 2jy} (3.14)

denklemini elde ederiz. Simdi de
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1
Z(%E)=¢(,V:E)+Z

dontistimii Es.3.13 denklemine uygulanirsa

1
¢_Z 2y )
¢'=% olmak iizere ¢'= y'+—
dy 2y
Co 1 1 ya’ a
Z2+Z +4—y2+a2—y2 E—Az— 4 +(A+Ejya =0 (315)

Es.3.15 ile verilen Riccati denklemine ulasilir. Buradan y =0’1n y 'nin kutuplari

oldugu goriiliir ve sabit kutup i¢in y = 0 * da redizii hesabi yapilir.
y =0 ig¢in

y=—t+a,+ay+...

ve turev ifadesi

. d
Z:_X
dy

serisi kullanilir. Bunu Es.3.15 denkleminde yerine yazilir ve diizenlenirse
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: 2b 2b b
([)12+a§+a12y2+lao+1aly+2a0a1y—12+al+412+j (3.16)
y Yy Y

2.2

L E—Az—ay+(A+ajya =0
a’y 4 2
elde edilir. Es.3.16 denklemi diizenlenirse

$

. 2b b
[[712+a§ +alyt + 1% +2b,a, +2a0a1y—12j+ (3.17)

Yy y y

halini alir. Es.3.17°de y" parantezine alma islemi uygulanirsa

. E 4 1
y 2 :blz _bl +|:?—?+Z:|=0

vy :2ba, +l(A2 +ﬁj =0
a 2

y' :2a,a, =0
y ial =0

1
v’ :al +2ba, +a, _Z:O

seklinde denklemler grubu elde ederiz ki b,,a,vea, c¢oziimlerinin tim bu

denklemleri saglamasi gerekir. O halde y~ katsayisindan

b, =%{lii£ \E—AZ\} (3.18)
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elde edilir. Dolayisiyla rezidii gortildiigi gibi ¢ift degerlidir. Diger ¢oziimler a, =0
ve a, = i% olarak bulunur. Morse potansiyeli i¢in, siiperpotansiyel W = A — Be ™

ile verilir [14]. Es.3.18 denkleminde dogru isareti bulmak icin
llfin% P(x,E)=iv2mW(x)
yada

limP(y, E) = iW(y)

E—0

sart1 kullanilir ve buradan

limb, = L4+ 1
E—0 a 2

elde edilir. b, degeri i¢in dogru deger

b, =%{1—i% \E—Aﬂ (3.19)

. . . .. . 1
seklindedir. y ='da rezidii hesab1 i¢in Es.3.15 denkleminde y =- doniigiimi
t

kullanilir ve

2
70270+ +L{(E—A2)t2 —“—+£A+ﬁjat} =0 (3.20)
4 a 4 2
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olur. Es.3.20 denkleminde f(t): d,+dt+d,t*.... serisi kullanilir ve burada t=0 ~

da E(t)’nin rezidiisliniin (%y p(x,E)dx integralinden elde edilecegini seri
4 C

¢Oziime devam edilirse

a2

1 2
ld, +dt+d,e> +..J —¢*[d, +24, +...]+Zt2 + 1{(E_A2)‘z —0;+(A+02[jat}=0

olarak bulunur. Ayni sekilde " gruplandirmasini uygulanirsa

d, = i% (3.21)
ve
1 a
d, Ry [A-FE} (3.22)
ad,
elde edilir. l,//(x):eiI Pl ifadesinde, integral ancak d, :—% icin sonsuza

baglhdir. O halde dogru deger d, = —% > dir.

3.2. Kuantizasyon Kurali ve Ozdegerler

C kompleks x diizleminde donme noktalar1 arasindaki reel eksenin hapsedildigi

kontur ¢izgi olmak iizere

J(E)= L § p(x, E)dx = nh n=0,1.2,.. (3.23)
27
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oax

. 2B .
kuantizasyon kuralidir. y = —e™ i¢in
a

dy =—-2Be “dx

olur. Es.3.23 denkleminde yerine yazilirsa

J(E)= (? —ijdy = nh n=012,..
2z, 2y

C’, x-diizleminde C ¢izgisinin y diizlemindeki goriintiisiidiir.(Ancak tiirevden gelen

negatif isaret nedeniyle yon saat yoni tersidir.)

':-"4‘

Sekil 3.2. Kompleks diizlemde J integral gosterimi

7,»¥ =0 noktasi icine alan kiiglik bir ¢ember olarak tanimlanmustir. I', ise R

yarigapli daha biiyiik bir gemberdir. Oyle ki p(x, E ) ‘nin tiim tekilliklerini i¢ine alir o
halde

I. = j(E)+1 (3.24)

N

burada I ¢izgi integrali (y=0’ 1 igeren y, konturu i¢in) ve I ,T'; konturu i¢in ¢izgi

integralidir. I, ¢izgi integralinin degeri —b, ve J(E)’nin degeri ise —n’dir. I igin ise
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doniistimiinden dolayr —d, olur. % icin yeni kontur: I', olup, I', o halde Es.3.24

denkleminden

yazildiktan sonra artik
—d, =—b —n (3.25)

ifadesine kolaylikla ulasilir Es.3.25 denkleminde Es.3.19 ve Es.3.22 denklemleri

yazilirsa

l—i1/‘E—A2‘+n:— Ly
2 «a 20d,, 2

ifadesi elde edilir. Bu ifade diizenlenirse

ve buradan enerji degeri

E =4~ (A-na) (3.26)
olarak elde edilir. Bu sonu¢ referans [14] ile uyumludur. Es.3.20’e gore y=0" da

7 'nin bir kutbu vardir. Ayn1 zamanda bu denklem dalga fonksiyonunun kutuplarina

kars1 gelen n tane de hareketli kutup icermektedir. Sonlu kompleks diizlemde baska

[}

kutup yoktur. Cok biiyiikk “y” i¢cin y ’nin bagl oldugu goriiliir. Liouville teoremini

kullanarak
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+e (3.27)

Es.3.27°de b, ve c sabittir. b, Es.3.19°de verilmistir.

-1 :Pn'(y) (3.28)
o V= B

Burada P, (y) = H( v —y,)olmak iizere E5.3.28 ifadesi E5.3.27 de yerine yazilir ve

k=1

Es.3.20 denklemini kullanarak

n !

P PP b
n +2z—"+2 d c+2—'c+c2—l+L(A+gj:0 (3.29)
F, y P, P, y 4

ifadesi elde edilir. Cok biiyiik y degeri igin

P n(n-1)
Py
P n
Py

kullanildiginda ¢ = i% elde edilir ve integrallenebilirlik kosulundan ¢ = —% olur.

1 ‘nin katsayisina bakilirsa
y

2blc+znc+l[/1+ﬁj =0
a 2

ifadesi elde edilir. Es.3.19 ve Es.3.26’y1 kullanirsak
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VB, () + L=y 2(s = m}P, (1) + 1P, (1) =0 (3.30)
elde edilir ve E5.3.30 denklemi genel olarak
"+ (BH1-x)y' +ny=0

ile verilen Laguerre diferansiyel denklemidir ve

P =L (y) (3.31)

olarak belirlenir Dalga fonksiyonu ¢6ziimlerine ulagabilmek i¢in

i.[P(x,E)dx

y(x)=e

kullanilarak

o1y,
y P 2 2y

y(y)=e

elde edilebilir, o halde

1

s—n 27
y,(y)=y"e? P (x) (3.32)
yazilir. Eg.3.31 denklemi Es.3.32°de yerine yazilirsa

v, () =y"e ¥ P,(x) (3.33)

ifadesi elde edilir. Burada s = 4 seklinde tanimlidir.
a
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3.3. Poschl-Teller Potansiyeli

Pdoschl-Teller potansiyeli

V(x)=A>+(B>+ A> + Aa)csch’ax — B(2A + a) coth ax csc haox (3.34)
ve siiperpotansiyel ifadesi

W(x)= Acothax — Bcschax (A<B) (3.35)

seklindedir [19]. Es.3.6 denkleminde (7 =1=2m) almirsa ve Es.3.34 ifadesi bu

denklemde yerine yazilirsa

P*(x,E)-

iP'(x,E)- [E — A - (B2 + A%+ Aa)csc h o + B(2A4 + a)coth ax esc hax]=0
elde edilir. Yeni degisken degistirilirse
y =coshax

olur.Bu durumda kuantum Hamilton-Jacobi denklemi
?Z(y,E) - iozw/y2 - lﬁ'(y,E) -

E-A*—(B*+ 4> + Aa)—" :
y -1 vy -1

+B(2A+a)—2 }0 (3.36)

haline gelir. Buradan IB(y) = IB(x(y)) dir. Es.3.36 denklemini



P(y,E) = —ia\y* —14(»)

Es.3.37 doniistimii daha uygun bir forma getirir. Boylece

I vy jz , 1 y2
P+— P ———
( 4y 1)

1 y

1
| E- 4 —(B* + 4* + da)——+ BQA+a)—
a*(y> 1) yo-l y

I

ifadesi elde edilir [19]. Es.3.38°de

1

1 y
E—-A*—-(B*+ A* + Aa +BRA+«a =0
az(yz—l){ ( )yz—l ( )y2—1

Es.3.40 seklinde yazilir. Buradan y =41 i¢in y kutuplart bulunur.

34

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Hareketli

kutuplarda klasik donme noktalar1 arasinda hareket eden kutuplar vardir. y = +1 i¢in

b
;(:—11+a0 +a,(y-D+..

(3.41)
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denklemi bulunur [19]. Es.3.40°de Es.3.41 denklemi yazilarak #’li terimin

(y-1)

katsayisi

b, =%{1i%[2(B—A)—a]}

o

seklinde bulunur ve uygun durumlarda b, degerleri tercih edilir.
limRess P(y,E) =iResW (y,E)

Morse titrestiricisi igin siiperpotansiyel acikca gosterilir [19].

1 1
b =———(4-B 3.42
! 2a( ) ( )

y = -1 i¢in ayn sekilde

b
;(:—2+c0 +c,(y+D)+.. (3.43)
y+1

olarak bulunur. Es.3.43 ifadesi Es.3.40 denkleminde yazilarak ’li terimin

I
(y+1)°

katsayist

1 1
by=——-—I(4+B 3.44
=55, A+ B) (3.44)

seklinde bulunur. Es.3.41°de goriildiigii gibi hareketli bir kutup vardir. Bu nedenle

b, " b, +P(J’)+C

(3.45)
y=1 y+1 P(y)

Z:
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seklindeki forma ulagilir. Burada b,,b, ve c sabit, P ise polinom olarak alinr [19].

Es.3.45 ifadesi Es.3.40 denkleminde yerine yazilirsa

1 1 P"3 1
: — — C+——F—+—-—
y -1 y+1P P y-1 y-1P y+1 2yp°—-1 P88y -1

», 2bby, 26, PP 2be 2b P'2b,

1 1
?(E—Az)y2 5+ 2;2 (32 +A° +Aoz)y2 -

=0 (3.46)

ifadesi elde edilir. Es.3.46’deki farkli terimlere bakildiginda ¢ok biiylik y degerleri
icin katsayr sifir aliir. Sabit terimin sifira gitmesi c=0’1 verir. Kalan terimler

yazilirsa

+
y—1 y+l1 2

P P26 2b, ] 2bb,
— + +
P P y? -1

L1 31 +L(E—A2) ! + ! (BZ+A2+Aa) -

= =z =0 3.47
2y° -1 8y*—1 o’ y -1 2a’ vy -1 G.47)

seklinde olur. Cok biiylik y degeri i¢in P(y)z y" gibi davranir ve Es.3.47’deki

denklem kullanilarak LZ ’li terimin katsayisini verir [19].

y

LE-a) L (B +a +Aa)—%= 0 (3.48)

2b,b, +2nb, + 2nb, +n(n—1)+> +
8 «a 2a

Es.3.42 ve Es.3.44 ifadelerini Es.3.48 denkleminde yerine yazarsak Es.3.26’yi(enerji

tanimini) verir.

Es.3.26, Es.3.42 ve Es.3.44 denklemleri yerine yazilirsa Es.3.47 denklemi

(1= 2 )P () +[2s =)y = 241P'(3) + [n(n = 25)]P(y) = 0 (3.49)
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seklindeki Legendre diferansiyel denklemine doniisiir. Es.3.49 denklemi standart

Jacobi polinomuna benzer.

A
§=—
a

P
’ a
seklinde tanimlanir ve P(y) polinomu
1 1
P(y) = Rq(a,ﬁ) (y) — Pn[ﬂrsf?fﬂrsfg) (y)

benzer ozellik gosterir [19]. Sonug olarak

(ﬂ,—s) —(Z,Jrs)

vO)=(-D) * (y+1) 2 Pl 1))

elde edilir ve literatiirdeki degerler ile uyusur [14].

3.4. Eckart Potansiyeli

Eckart potansiyel

2

B

V(x)=A*+——2Bcothax + A(A—a)csch’ox
A

ile verilir ve buna kars1 gelen siiperpotansiyel

W(x)= —Acothax+§ (BYA?)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

seklindedir [19].(Bkz.4. Boliim) Es.3.6 denkleminde (% =1=2m) alinirsa ve Es.3.51

ifadesi bu denklemde yerine yazilirsa
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2
P*(x,E)—iP(x, E){E—A2 —%+2Bc0th ax— A(A—a)cschzax} =0 (3.53)

elde edilir ve yeni bir degisken degistirilse
y =cothax

kuantum Hamilton-Jacobi denklemi

2

P*(y,E)—ia(1-y*)P (y,E) - E—Az—%+2By—A(A—a)(y2—l) =0 (3.54)

haline gelir. Buradan INJ(y) = IN’(x(y)) dir. Es.3.54 denklemini

P(y,E)=—ia(1-y*)¢(») (3.55)

Es.3.55 doniistimii daha uygun bir forma getirir [19]. Boylece

2
[E—A2 —%+2By—A(A—a)(y2 ~1)|=0 (3.56)

ifadesi elde edilir. Bundan sonra

y=b- l_yy2 (3.57)

kullanilirsa Es.3.56°’da Es.3.57°de yerine yazilirsa
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2
1{E—A2—%+ZBy—A(A—a)(y2—l) =0 (3.58)

elde edilir. y==%1 i¢in y kutuplart bulunur. Hareketli kutuplarda klasik donme

noktalar1 arasinda hareket eden kutuplar vardir [19].

y =+I1 i¢in
bl
;(:ﬁ+a0 +a1(y—l)+... (359)

denklemi bulunur. Es.3.58’de Es.3.59 denklemi yazilar ve i terimin

(y+1)

katsayist

seklinde iki deger elde edilir. Morse titrestiricisi i¢in sliper potansiyel durumuna gore

dogru deger

@=1b+i(géjE} 60
2 a A

olarak bulunur. Benzer sekilde y= -1 i¢in hesaplanirsa

@ziﬁi(géjE} .
2 a A
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olur y Es.3.45 denklemi formuna getirilmelidir. E§.3.45 denkleminde Es.3.57

denklemi yazilirsa benzer sekilde Morse ve Poschl Teller potansiyeli c=0 degerinde

denklem sonucu

P'(y) P’(y){2b] b, } 2b,b,
+ + +—
P(y)  P(y)ly-1 y+1] y'-1
11 11 B? 11
—— - E-A - ||-— A(A-a)=0 3.62
27 —1 2a2y2—1{[ AZH azyz—l( @) (.62

olarak elde edilir [19]. Cok biiyiik y degeri i¢in P(y) ~ y" gibi davranir ve Lz li
y

terimin katsayisini verir.

1 1 B*? 1
2b.b, +2b,n+2bn+ o) E-A*-—|+—AlAd-a)=0 3.63
102 2N n+n(n—1) ) 20{2( Azj pE ( ) ( )

Es.3.60 ve Es.3.61 ifadelerini Es.3.63 denkleminde yerine yazilirsa

B? B*
E =A4>—(4+ ___ 2 7 3.64
\ (4+na) Ganaf (3.64)

elde edilir Es.3.64 enerji tanimini verir. Es.3.60, Es.3.61 ve Es.3.64 denklemleri
kullanilirsa Eckart potansiyeli icin Es.3.63 diferansiyel denklemi yazilir [19].

(1= 2 )P"(0) + [- 20 = 2(=n— s + 1)y]P'(») + [(-2n9)]P(3) = 0 (3.65)

Es.3.65 denklemi standart Jacobi denklemine benzer. Burada sabitler

c A=l a- (3.66)
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seklinde tanimlanir ve ¢ozlimler

P(y») =P ()= B, ()

seklindedir. Eckart potansiyel dalga fonksiyonu

w(x) = eiJ.P(x,E)dx
kullanilarak
S5 Sa
w(y)=-1D2(y+1)2 P (y) (3.67)

seklinde elde edilir [19]. Bu degerler literatiirdeki enerji ve dalga fonksiyonu ile

uyusmaktadir [14].
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4. SUPERSIMETRIK KUANTUM MEKANIGINDE KUANTUM HAMILTON
JACOBI YAKLASIMI

4.1. Siipersimetrik Kuantum Mekanigi

Stipersimetrik kuantum mekanigi Es.4.1 ve Es.4.2 ile verilen siipersimetri

islemcileriyle
0.0, |= 6,H 1j=12,..N (4.1)
[0.H] =0 4.2)

karakterize edilir. Burada N iretici (generator) adedini, H ise siipersimetrik

Hamiltoniyeni, Q,,Q; stpersimetri islemcilerini gostermektedir. Siipersimetrinin

antikomiitator olmas1 diger simetri tiirlerinden ayrilmasina neden olur.
Antikomiitator ~ 6zelliginden dolay1;  siipersimetrinin, kuantum mekanigine
uygulanmasi sonucu ortaya c¢ikan silipersimetrik kuantum mekaniginde her fiziksel
niceligin bir esi olacaktir. Gergek fiziksel nicelikler, bu esler tarafindan teskil edilir

Es.4.1[36].

Burada sadece iki islemci i¢eren (N=2) basit sistemler g6z oniine alinirsa, Q ve Q"

islemcileri

Q =(0, +i0,)/(2)?

Q*=(0,-i0,)/2)? (4.3)

seklinde ifade edilebilir. Yeni islemciler cinsinden Es.4.1 ifadesi

H={0,0'} . Q*=0 , Q"=0 (4.4)
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elde edilir ve Es.4.2 esitligi ise

[0,H]=0 lo*.H]=0 (4.5)

seklinde verilir. Es.4.4 yardimiyla siipersimetri islemcileri

0 0 . Jooa
Q:[A_ 0} ve Q _L) o} (4.6)

olarak yazilabilir. Burada A~ dogrusal diferansiyel bir islemci, 4° ise 4 nin
adjointidir. Siipersimetrik Hamilltonyen, H_ es Hamiltonyenleri cinsinden Es.4.6

ve Es.4.4 ifadelerinden
[T A" A 0 | |H 0
0 A A" 0 H

olarak elde edilir. Dogrusal islemciler cinsinden es Hamiltoniyenler

n d’
H =A4'4" = — V() (4.7)
M dx
2 2
H, =4 A" = _ sz +V,(x)

olarak bulunur. Siipersimetrinin bozulmamasi i¢in ,V_ es potansiyeline karsilik gelen

taban durum dalga fonksiyonunun normalize olmasi ve taban durum enerjisinin
Eo(_) = 0 olmas1 gerekir. Bu sistemlerde V=V yazilirsa bulunacak spektrumlar

tam degerlere sahip olur. Bu tiir sistemler i¢in v, (x)=w,(x) olacaktir [36].
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K’ d?
H.y, :(_Z_X-FV(X)}//O =0

yazilir. Buradan
2 2 2
_n —d2+id il (4.8)
2u\ dx" y, dx

olarak ifade edilir. Es.4.7 ve Es.4.8 esitliklerinden, dogrusal islemciler taban durum

dalga fonksiyonlar1 cinsinden

2u\ de oy, dx’
(4.9)

A :L i_LCFWO

N2ulde w, dx’
ile verilir. Stipersimetrik kuantum mekaniginde

d
Wix)=——1| LV (4.10)
N2u\y, dx

ifadesi, sliperpotansiyel olarak bilinir ve

1//0( exp( \/_,[ W(x)dxj
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taban durum dalga fonksiyonu, Es.4.10’daki gibi siiperpotansiyel cinsinden bu
sekilde ifade edilir. Dogrusal islemcileri, siiperpotansiyel cinsinden verip Es.4.9 ve

Es.4.7 esitlikleri g6z Oniine alinirsa, siipersimetrik es potansiyeller

V()= (x) £ —— ' () @1
2p

olarak bulunur.

V. es potansiyeller taban durum enerjisi hari¢ (EO_ = 0) , ayn1 enerji spektrumlar
bulunur. Bundan dolay1 ; ,” ve w,~,sirasiyla E~ ve E,* Ozdeerlerini veren
H_ ve H, es Hamiltonyenlerinin 6zfonksiyonlari ile tanimlanir. Béylece 47y, ,
H, es Hamiltoniyeninin E, 06zdegerli bir 6zfonksiyonu olur [36]. Asagida bu

durum islemci ve 6zfonksiyonlarla anlatilmistir.
Hlay, )=aa (ay, )=aHy, (4.12)
= £, (4y,)

Aym sekilde A"y ,", H_ es Hamiltonyeninin E ~ &zdegerli bir 6zfonksiyonu

n o

olacaktir
H(ay, )=aa gy, )=aHy, (4.13)
£, (v,

Es.4.12 ve Es.4.13 denklemlerinden
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+ T2 _

l//n = [E(/1+1)] A l//n+l
_ -2 L .

v =lE] Ay,
oldugu goriiliir ve n =0,1,2,... 1ile verilir Es.4.3 [36].
4.2. Kuantum Hamilton Jacobi Teorisi ile Siipersimetrinin Birlestirilmesi
Stipersimetrik Kuantum Mekanigi, Schrodinger denkleminin analiz edilmesinde
olduk¢a O6nemli bir yere sahiptir [20]. Buna ek olarak potansiyel bolgelerini
aciklamada da yardimci olmustur. Siipersimetrik kuantum mekanigi bilinen cesitli
potansiyellerin cebirsel ¢ozlimlerini kolaylastirir [21].
Bu boliimde kuantum Hamilton-Jacobi formalizmini siipersimetrik kuantum
mekaniginin metotlarindan biri olan sekil degismezligi ile iliskilendirecegiz. Sekil
degismezligi kullanarak, farkli enerjilere karsi gelen KMF’mn kesirsel dogrusal

dontisiimlerle iligkili olduklarini gésterecegiz.

KHJ yaklagiminda, kuantum mekaniksel sistemin spektrumu denklemin ¢oztimleri ile

tanimlanir
—ip'(x,a)+p2(x,a) =E—V(x,a)z pé(x,a) (4.14)

Burada 7 =2m =1, a potansiyelin dayaniklilik karakteristik katsayisidir. Es.4.14
denklemi Schrodinger denklemi ile iliskilidir [38].

—y"+(V(x,a)-Ey=0 . (4.15)

Es.4.14 ile Es.4.15 6zdeger denklemi arasinda
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e _i(ﬂj (4.16)

Es.4.16 fonksiyonu kullanilarak gegis yapilir [38]. Bu nedenle dalga fonksiyonu

N eiJ.P(x)dx

w(x)
seklinde olacaktir. Es.4.11 ifadesi sirasiyla yazilirsa
V (x,a)=W(x,a)-W'(x,a) (4.17)

e

+

(x,a)=W*(x,a)+W'(x,a) (4.18)

W(x,a) reel bir fonksiyondur ve siiperpotansiyel olarak isimlendirilir [20].
Hamiltonyen H _ (x,a) icin V_ (x,a) potansiyeli secilir, bunun temel durum 6zdegeri

E; =0 dir. Benzer sekilde es Hamiltonyen H+(x,a) i¢cin V+(x,a) kullanilir.

Ozdeger serisi taban durum hari¢ E' = E_, seklinde aynidir.

n+l

Simdi H_ (x,a) Hamiltoniyenine bakarsak, J_nin o6zfonksiyonlarin 1//(_) ile

!

gostermek gerekir ve  p~ =—iy” /y~ kuantum momentum fonksiyonuna kars1

gelir. Es.4.14°de Es.4.17 ifadesi yerine yazilirsa
—ip” (@) +p-" (v, @)= E ~[W*(x,a)-W'(x,a)] (4.19)
elde edilir. E; =0 enerji durumu i¢in E5.4.19’un ¢6ziimii

Pro (x,a) = iW(x,a) (4.20)
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seklindir. Es.4.20 denkleminin baslangi¢c kosulunu saglamasi gerekir. Siipersimetrik

es Hamiltonyen H, (x, a) , benzer sekilde es kuantum momentum fonksiyonu vardir

ve p’(x,a)ile verilir. Bu ise

—ip*l(x,a)+ pP(x,a)=E" - [Wz(x,a)+ W'(x,a)] (4.21)

olarak verilir. Es.4.21’e kars1 gelen Schrodinger denklemi yazilir.

”

H (xaly™ =y + [Wz(x,a)i W(x,oz)]l//i =Ey* (4.22)

Es.4.19 ve Es.4.21 denklemleri Es.4.22 ile iliskilendirilse kuantum momentum

fonksiyonu
p=—i| (4.23)
'

Es.4.23 seklinde bulunur. Es Hamiltonyenleri Es.4.7 seklinde ifade edilirse ve

Es.4.9°daki islemciler yerine yazilirsa

y =C Ay'= C‘(—I//J’ +W1//+j (4.24)

w =C Ay = C+(1//‘ +Wl//_) (4.25)

es dalga fonksiyonlar olmak iizere Es.4.24 ve Es.4.25 elde edilir [38]. Burada C~ ve
C" normalizasyon sabitleridir. p~ ve p* arasinda iligskiyi bulmak i¢in Eg.4.24 ve

Es.4.25 arasinda baglanti kurulur. Buradan Es.4.19 ve Es.4.21 denklemleri

kullanilirsa
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YV —cw-E+imp) (4.26)
W
Vo e (-wr e Evimp') (4.27)
74

seklinde elde edilir. Es.4.26 ve Es.4.27 denklemleri ¢arpilir
—pp =CC W —E+imp )W+ E+imp?) (4.28)

ifadesi elde edilir. p~ ve p* i¢in Es.4.28 denklemi ¢oziiliirse, ilk olarak C~, C*
normalizasyon sabitlerinin ¢arpimina bakilir " =C Ay~ ve y~ =C Ay elde
edilir [38]. Boylece Es.4.28 denklemi

b

AC™ 4"

w*}

y/*> =C'CE(y

W+> _Ct <l//+ A‘w’> _Ct <W+

haline gelir. Hamiltonyen Es.4.7’den yazilir. Béylece C~ C* =1/E olur. Bundan

dolay1

. _iWp +W?-E
P —p +iW

ya da

_—iWpt+W?-E
—p +iW

seklindedir. Bu iki denklemin ayni siiperpotansiyelle W(x,a) baglantili oldugu

aciktir. Hamiltoniyenin ¢oziilebilir olmasi icin siliperpotansiyelin integrallenebilirlik

kosulu olan sekil degismezligi saglamas1 gerekir [38]. KHJ formalizmi {izerinde sekil
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degismezligin etkisini incelenebilir. Sekil degismezlik ya da sekil degismez

potansiyeller arasinda

Vina) =V (xa,)+R(,) (4.29)

gibi bir baginti vardir. Es.4.29°da R(«,) bir sabittir [21]. ki eg KMF arasinda

P pop (X,0,,) = P (x,a,)

oldugu goriiliir. Buradan

iW(x,Ot,-)p; (x,ai)+ Wz(x’ai)_ E(ai)

P X,a,,)= 4.30
Pty (50 —pp(na) +il (x.a) 0
olur ve
iW (X, )P iy () =W (x,a,) + E(a,
PE,_R(ai)(x,ai) _ (x,,)pr R( ,.)( 1) ( ) () 431)

Pr-ra) (x,a,,))+iW(x,a;)

benzer bagintilar1 elde edilir [38]. Es.4.30 ifadesi bir kesirsel dogrusal doniistimdiir

[27]. Genel olarak bu tiirden bir doniisiim

az+b
cz+d

f(2)=

ile verilir. f, ve f, benzer sekilde yazilarak

az+b
cz+d

(fiofo)(2) =

olarak elde edilir. Burada katsayilar arasinda
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a b| la, b||a b
c d| ¢, d,||c d

iliskisi vardir. Es.4.31 formundaki herhangi bir doniisiim £ i¢in bir ters doniisiim

/7' ancak ve ancak ad —bc#0 ise vardir. Bu ise dogrusal kesirsel, dogrusal

dontistimlerin PGL(2,C) grubuna izomorfik olan bir grup kurmasindandir. 2X2’lik
matrislerin izdiigiimsel grubu kompleks durumlart vardir. Bu ylizden Es.4.30 ve

Es.4.31 es KMF ifadeleri ile iliskilendirilirse

. iw(x,a,) W (x,a,)—E
b iW(x,a,)

Ve

. iW(x,a,) W?(x,a,)—E+R(a,)
P iW(x,a,)

olur ve buradan kolayca KMF genellestirilebilir

An+1p7 n (x9 anJrl) + Bn+1
E-Y R(a;)
Pr_gap (X50;) = — (4.32)
' Cn+1p n (‘x’ an+l ) + Dn+1
E—Z R(a;)

Burada katsayilar determinanti

An+l Bn+l _
= mn .mn_l ...ml

ile verilir ve
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k-1
iwx,a,) W (xa)-E+Y R,
m, = = T, k=12,.,n

-1 iv(x,a,)

k-1
seklindedir. Burada £ > ZR(aj) oldugu icin Es.4.32°den dolay1, m, tekil olmayan

J=1

bir matristir [38].
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5. SONUC VE TARTISMA

Bu tezde KHJ formalizmi c¢ergevesinde kuantum mekaniginde bir boyutta tam
coziilebilir modeller c¢alisildi. Tam ¢oziilebilir modellerin  6zdeger ve
Ozfonksiyonlari, kompleks degiskenler teorisi kullanilarak sade bir metot ile elde
edildi. KMF’nun tekil yapisi bu énemli yer tutar. Bunun yani sira, KHJ denklemini
Riccati denklemine doniistiirmek icin degisken degistirmesine ihtiya¢ duyuldu. Bu
durumda, sabit kutuplar ve karsi gelen rezidiileri belirlemek olduk¢a kolaydir.
Zorluk, hareketli kutuplarin sayisi ve konumlandigi bodlgeden kaynaklanir.
Literatiirde c¢alisilan tam ve kismi c¢oziilebilir potansiyeller i¢in hareketli kutup
noktalarinin sayisinin sonlu oldugu gorilmiistiir. Ayrica, KMF’nun bagimsiz
degiskenlerin biiyiik degerleri i¢in davraniglarinin KHJ denkleminden belirlenilmesi
oldukca kolaydir. Bu tezde, boylelikle KMF’ nun uygun degisken degistirmesi

sonucu rasyonel bir fonksiyon oldugu goriilmiistiir.

Leacock and Padgett tarafindan verilen kuantizasyon kosulu bir boyutlu problemlere
indirgenebilecek sistemlere uygulanabilir. Bu tezle birlikte gelecekte daha yiiksek
boyutlarda ama ayirt edilemeyen sistemler i¢in tam kuantizasyon kosulunun
formiilasyonu, yari-klasik sistemlere uygulamalar1 ve hatta kaotik sistemlere olan
uygulamalar olduke¢a ilging olacaktir. Bu tezde, KHJ yaklasgiminin yalnizca bagh
durumlara uygulanabilir oldugu goriilmistiir. Siirekli enerji ¢dziimleri i¢in bu
yaklasim i¢in bir degisiklik yapilmasi gerekir. Metodun Schrdédinger denklemini
¢ozmeksizin ve dalga fonksiyonlarin1 da elde etmeksizin enerji 6zdegerlerine
ulasilmasina olanak vermesi diger bircok metoda gore istiinlik sagladig

goriilmiistiir.

Bagli durumlarla ilgili spektrum hesaplarinin yami sira, KHJ formalizminin
Stipersimetrik kuantum mekanigi ile ilgili iliskisi de incelendi. Dogrusal kesirsel
dontisiimler ile siipersimetrik es potansiyellerin kuantum momentum fonksiyonlar
iligkilendirildi. Matris temsili kullanilarak, herhangi bir sekil degismez potansiyel
icin  kuantum momentum tekrar bagintilart tlretildi. Grup teorisi temeli ile

stipersimetrik KMF’nun baglantist KMF’nun 6zelliklerini daha derin olarak
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anlagilmasina olanak verir. Gelecek ¢alismalarda kesirsel Siipersimetrik kuantum
mekanigi ile kuantum Hamilton Jacobi arasindaki baglantinin gelistirilmesi ile

oldukca verimli ¢alismalar yapilabilmesi miimkiindiir.
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