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SIMGELER

Bu ¢aligmada kullanilmis baz1 simgeler agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler

C[a,b]

C*[a.0]

e, B!
A,f(x)
D,,(f:x)
o(f39)
K(f39)
Lip,, ()

Cla,b]

C*[a.b]

Aciklama

[a,b] kapali araliginda siirekli olan fonksiyonlarin uzay:
/.. /" €C[a,b] olan fonksiyon uzay:

n € N olmak tizere bir fonksiyon dizisi

n € N olmak tizere bir operator dizisi

L, operator dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsakligi
s -inci merkezi moment

0 < g <1olmak iizere bir k£ dogal sayisinin ¢ -analogu

0 < g <1olmak iizere bir k£ dogal sayisiin g -faktoryeli
g -binom katsayis1

0 < g <1olmak iizere ¢* fonksiyonunun ¢ -analogu

0 < g <1olmak tizere f fonksiyonunun g -tiirev operatorii
q -Durrmeyer operatori

f fonksiyonunun stireklilik modiilii

f fonksiyonunun Peetre K-fonksiyoneli

Lipschitz sinifi fonksiyonlar1

C[a,b] uzaymda |.|

= max | ile tanimli norm

Cla.b]  g<x<p

Clas] ile taniml1 norm

”g C?[a.b] - ”g| Cla.b] + ”gl| Cla.b] + ”g”|



1. GIRIS

Yaklagimlar teorisinin en 6nemli ¢alismalarindan biri teorik matematikte ve gercek
hayatta karsilasilan, ¢6zlimlenmesi zor olan fonksiyonlarin, daha basit daha kullanigh
diger fonksiyonlar cinsinden bir gosterimini elde etmektir. Bu amagla yapilan ilk

ciddi ¢alisma 1885 yilinda Alman matematik¢i Weierstarss tarafindan yapilmigtir [1].

Bu ¢alismada sonlu [a,b] araliginda siirekli her /* fonksiyonu i¢in, V& >0 olmak
iizere [a,b] araliginda en az bir p(x) polinomu bulabiliriz ki

max

asx<b

f(x) —p(x)‘ <g
saglanir. Yani [a,b]araliginda siirekli f fonksiyonuna diizgiin yakinsayan en az bir

polinom bulabiliriz. Bu teoremi saglayan p(x) polinomlarmi1 bulma teknikleri
yaklagimlar teorisini ortaya koymustur. Bernstein (1912), Weierstrass teoremini
ispatlamak i¢in [0,1] araliginda siirekli f fonksiyonuna diizgiin yakinsayan p(x)
polinomunu,

< k\(n n—k
B, (f;x) = kof(;](k]xk(l—x)
seklinde tanimlamustir [2]. Ayn1 zaman da B, Bernstein polinomlar: lineer pozitif

operatorlerdir. 1953 yilinda P.P. Korovkin genel bir teorem ispatlamis ve lineer
pozitif operatorleri i¢in yaklasim kosullarimi genellestirmistir [1]. Korovkin teoremi

sayesinde keyfi bir siirekli f fonksiyonuna diizgiin yakinsayan Szasz operatdrleri
[3], Baskakov operatorleri [3], Chlodovsky operatorleri [4] gibi bir¢ok lineer pozitif

operatorler tanimlanmistir. Bunlardan bir bagkas: da [0,1] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar i¢cin Durrmeyer tarafindan,

pn,k — (Z]xk (1 _ x)n—k

olmak iizere,

D, (£35)= (1) 3 s ()] £ () (1)t



seklinde tanimlanan Durrmeyer operatorleridir [5]. Bu operatorler Bernstein
polinomlarmin integral modifikasyonu olarak diisiiniilebilir. Son yillarda ¢ -analogu
olarak bilinen calismayla bir ¢ok matematiksel ifadenin ¢ -analogu elde edilmistir.

Buna paralel olarak 0 < ¢ <1 ve

n

Poi(4:%) = L{l (1)

olmak tizere,
1
(f x)= n+1 ZQ Pnk q;x If P qqt)d
0

biciminde ¢ -Durrmeyer operatorleri tanimlanmistir V. Gupta (2008) [6]. Bu tezde
g -Durrmeyer operatorlerinin yaklasim 6zellikleri incelenecektir. Ama bundan 6nce

bu boliimde lineer pozitif operatorlerinin tanimi ve sahip olduklar1 temel 6zellikler
incelenecektir. Ayrica sonraki boliimde kullanilacak olan bazi tanimlar ve Korovkin

teoremi de bu boliimde verilecektir.



1.1. Temel Kavramlar

1.1.1. Tanim : Fonksiyon uzaylarinda tanimlanan, fonksiyonu fonksiyona doniistiiren

bagintilara operator denir.

1.1.2. Tanim : X ve Y fonksiyon uzaylari olmak iizere

L:X->Y

seklindeki L operatoriinii g6z onlinde bulunduralim. Eger her f,ge X ve a,f R
igin

L(af+pBg)=aL(f)+BL(g)

kosulu saglaniyor ise L operatdriine lineer operator denir.

1.1.3. Tanim : f pozitif bir fonksiyon ve L bir operator olmak ilizere
f =20 iken L(f)ZO

gercekleniyorsa L operatoriine pozitif operatdr denir. Hem lineerlik hem de pozitiflik

ozelliklerini saglayan operatorlere lineer pozitif operator denir.

1.1.1. Lemma : Lineer pozitif operatdrler monoton artandir. Yani

ng:L(f)SL(g)
esitsizligi saglanir.

Ispat : Kabul edelim ki f<g olsun. Bu durumda g— />0 olup L pozitif

oldugundan L(g— /)= 0 saglanir. Ayrica L lineer oldugundan

L(g-s)=L(g)-L(f)
saglandigini biliyoruz. O halde

L(g)-L(f)=0olup L(f)<L(g)

gerceklenir. O halde L operatoriiniin monoton artan oldugu ispatlanmis olur.



1.1.2. Lemma : L lineer pozitif operatdr ise ;

L(=L(sD
esitsizligi saglanir.

Ispat : Herhangi bir f fonksiyonu igin

= r=l/]

oldugu aciktir. L lineer pozitif operatorii Lemma 1.1.1 den monoton artan

oldugundan

L=l =L()=L(f1)

saglanir. L nin lineerliginden,

~L() <L) =L(1)

esitsizligi gergeklenir. O halde

L)< L(1s)
yazabiliriz. Bu da ispat1 tamamlar.

1.1.4. Tanim : Kapal bir [a,b] aralig1 lizerinde tanimly, siirekli ve reel degerli tiim

fonksiyonlarm olusturdugu uzaya C[a,b] fonksiyon uzay: denir. C[a,b] fonksiyon

uzayinda tanimlanan norm;

/(%)

= max
Clab]  4<x<p

|7

seklinde tanimlanir. Bu norm ile birlikte C [a,b] uzay1 bir normlu uzaydir.
1.1.5. Tanim : ne N olmak iizere (£, (x)) dizisine fonksiyon dizisi denir.

1.1.6. Tanim : n €N olmak iizere (L, (/f;x)) dizisine operator dizisi denir.



1.1.7. Tanim : Her x € [a,b] icin

lim||f, = /],,; = limmax |, (x) -/ (x)| =0

n—o a<x<b

kosulu saglaniyorsa (f,) fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna C[a,b] normunda

diizgilin yakinsaktir denir ve

1,37

ile gosterilir.

1.1.8. Tanim: ¢, (x)=L, ((t—x)s ;x), s=0,1,2,...
seklinde tanimlanan ifadeye (Ln ) operator dizisinin s-inci merkezi momenti denir.

1.1.1. Teorem ( P. P. Korovkin Teoremi [3]) : f €C[a,b] ve tiim reel cksende

‘ f (x)‘ < M, olmak iizere her x €[a,b] ve L, lineer pozitif operatdrii igin

i) L,(Lx)=1
i) L (x) =2 x
iii) L, (7:x) = ¥

kosullar1 saglaniyorsa bu durumda a <x <bve her f e C[a,b] i¢in
L (f;x)3 f(x)
saglanir [1].

Ispat : Kabul edelim ki f € C[a,b] olsun. Bu durumda f siirekli olacagindan ve
sirekli fonksiyon tanimindan, her £ >0 i¢in 36 (8)>0 bulabiliriz 6yle ki,

|t —x| <0 i¢in

1f()-f(x)<e

saglanir. Uggen esitsizliginden ve hipotezden,



£ ()= f ()| <] f () +|f (x)| < 2M, (1.1)
yazabiliriz. Eger |t —x| >0 ise |t;_x| > 1 olacagindan

2
(=) (1.2)

52
saglanir. Es. 1.1 ve Es. 1.2 den

yazabiliriz. O halde

t—x <68 igin |£ (1) f(x)| <&

|t —x|>5 igin ‘f(t)—f(x)‘ <2M,

oldugundan her x,7 €[a,b] i¢in,

‘f(t)—f(t)‘ <g+2M, (« ;f) (1.3)

esitsizligini yazabiliriz. Bununla birlikte 1), i1) ve iii) kosullarin1 gergekleyen (Ln)
operator dizisi i¢in

lim =

n—»0

C[a.b]

L,(f(1);x)-f(x)

limitinin gerceklendigini gosterelim.

(S (0):%) = £ () + L, (£ (x)x) = L, ( f (x):%)|
(1):x) =L, (f (x)sx) + L, (f (x):x) = f ()
L, (£ (t)= £ (x)x)+ £ (x)(L, (1) 1)

L (£ (1)ix) =1 (%) = |L. (£ (
L(f




saglanir. Uggen esitsizligi uygulanirsa;

£, (1))~ £ ()< |2, (70 7 (o) [ (| () 1)

gergeklenir. Lemma 1.1.2 den,

12, (£ (0)sx) =1 () < L, (£ (0) = 1 (s L (|2, (150) 1)
olur. Hipotezden |f (x)|< M, oldugunu biliyoruz. O halde

2, (£ (1)) = £ () < 2, (| (0) = £ (fse)+ M, (L, (153) 1)

yazabiliriz. Lemma 1.1.1 den (L,) monoton artan oldugundan ve Es. 1.3 den

L(f():x)-f(x)| <L, [g + 2]?;’ (t—x) ;x] + M, |(L, (1x)-1) (1.4)

olur. Diger taraftan (L, ) lineer oldugundan

M M
L, (3+2 5; (t—x)z;x]:Ln(g;x)+Ln(2 5; (t—x)z;x]

=¢L,(L;x)+2

A;'zf L, (t2 —2xt + xz;x)

=¢L,(1;x) +2Mf [Ln (tz;x) —x = x* +2x°

52

—2xL, (t;x) +x°L, (l;x)}

=¢L,(Lx)+ 2Mf [Ln (tz;x) —x*+2x°

52

—-2xL, (t;x) +x°L, (l;x) - xz}

=¢L, (l;x) + ZA;; [(Ln (tz) - xz)

+ 2x(x -L, (t;x)) +x° (Ln (Lx)- 1)}

seklinde diizenleyebiliriz. Bu elde ettigimiz esitligi Es. 1.4 de yerine yazarsak



‘Ln (f():x) —f(x)‘ <eL,(L;x) +2A;2f [(Ln(ﬁ) —x2) +2x(x- L, (t;x))

+x7 (L, (1x) = 1) |+ M, |L, (1:x) -1

ifadesi elde edilir. Bu son esitsizlikte 1), 11) ve 1i1) kosullar1 kullanilirsa

tim|L, (1)~ /], =limmax|7, (x) - £ (x)| =0

n—w a<x<b

gerceklenip ispat tamamlanir.



2. ¢-ANALIZI

g -Analizi ¢aligmalar1 yaklasik 150 yil 6nce baslamistir. Matematiksel bir ifadenin

g -analogunda ¢ — 1~ ahindiginda tekrar ifadenin kendisi elde edilir. Istatistiksel
mekanikte kesin olarak c¢oziilebilen modellerdeki 6nemi nedeniyle son zamanlarda

ozellikle fonksiyonlarin ¢ -analoglarina ilgi artmistr. Bu boliimde bilinen bazi

fonksiyonlarin ¢ -analoglar1 verilecektir.
2.1. Bazi Matematiksel ifadelerin ¢-Analoglan

2.1.1. Tanim : Bir k& dogal sayisinin g-analogu, 0<g<1 olmak iizere, [k]q

seklinde gosterilir ve

;0<g <l

k ;g =1

bigiminde tanimlanir. Burada [O]q =0 dir. ¢ -faktoriyel ise
(4] !:{ (%], [k =1],-{2],[1], k=123,
q

1 k=0

seklinde tanimlanir. Ayrica yukaridaki tanimlardan,

Loy e )0
[k],1=1], (2], --[K], = (1-¢)(1-q)-.(1-q)

esitligi ve
(1-a),=(1-a )(1-aq )(1-aq’)..(1-aq"")

genel ifadesinde a=gq igin (1- q): =(1- q)(l -q )(1 —~ q") saglanacagindan

(1-4q),
(1-q)

seklinde de yazabiliriz.

[K]1-

2.1)
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2.1.1. Lemma :

(x+y) :i@xn-kyk

k=0

ifadesinin g-analogu,

bi¢imindedir.

fspat :
Sonlu binom teoreminden
I ol (L I n n!
x+ = X ; =
(x+2) ;(k] 4 (k] ri(n—r)!

oldugu bilinmektedir. ¢ bir parametre olmak tiizere,

yX =qxy, xq=qx, ve yq=qy (2.2)

esitlikleri gerceklensin, ayrica

T ol RO R

(x+) :z x""y (2.3)
Skl

olarak tanimlansin.

(x+y)"+l =(x+y) (x+y)

esitligini yazabiliriz. Buradan

n+l 1 n
Z:{n+ } X 22{2} P (x+y)
q q

k=0 k k=0

bulunur. O halde
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{n+l} +z{n+ll ik k{zzlynnzg{k} o y“Z{ } et

bulunur. Ayrica Es. 2.2 den y*x = xy*¢" yazilabilir. Bu esitligi toplamda yazarsak

n +1 n+l | 7 +1 n+l-k | k n +1 n+l
X+ X +
{ 0 l ;{ k l Y n+1 Y

— n xn+]+i n n+] k qu+2 n+l k k+ n yn+l
Oq k=1 kq nq

bulunur. Simdi m ~1 ve H —1 oldugunu kabul edersek,
n
q q

N |:n+1:| xn+]—kyk
k=1 k q k=1

elde edilir. Buradan

n+l _|n . n 24
kq_qu+k—lq 24)

bulunur. Benzer sekilde

Il
=
/_/_\
1
S
L 1
=
LS
=
+
 —
bl
| S
—_
—
H_/
=
=
=
b
<
-

(x+y)"+l=(x+y)(x+y)" ve "M =g""x"y

esitlikleri kullanilirsa,

n+1 _|n k|l 1 55
k q_kq+q k-1], 2:5)

bulunur. O halde Es. 2.4 ve Es. 2.5 den

=—t
k . 1-q° |k-1 .

elde edilir. Bu islem £ -kez uygulanirsa
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|:n:| 1_qn+]—k l_qn+2—k l_qn |:I’l:|

- k . k—] e

k . l-¢g l-¢g 1-¢ |0 .

bulunur. Bu esitligin pay ve paydasmi (l—q )(l—qz)...(l—q"‘k) ile c¢arparsak

{n} _ (l—q )(l—qz)...(l—q""k)(l—q"‘k”) (l—q") (1- q)"
e, (g )= - (=4 ) 1= )1=¢") - (1=4"") (1=a);(1=0); "

olur. Es. (2.1) esitligi géz oniinde bulundurulursa,

H,_( (-9 [7],'(1-q)’ __ [

A (AR R P (v S R CRTaN

gergeklendigi goriiliir. Simdi  Es. 2.3 ile verilen binom esitliginin ¢ -analogunu

bulalim. Bunun i¢in bu esitlikteki y yerine xyyazalim. O halde

(X+xyyz=ji{2}qu*(xyy 2.6)

k=0

yazilir. Burada Es. 2.2 ile verilen esitlikler kullanilarak,

ko k k(k-1)/2

() =x"ytq

elde edilir. Ayrica yine Es. 2.2 esitlikleri kullanilarak,

X

X

WX (1+qy) (1+qy)(1 )

NAAE\/-\/-\
+
B
~
—~
—
+
Q
<
~
,_.‘
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boyle devam ederek

(x+xy): :x"(1+q""]y)...(1+q2y)(1+q y) 2.7)

bagintis1 elde edilir. Bu bagintilar Es. 2.6 da yerine yazilirsa

x" (1 + q""]y) (1 + qzy)(l +q y) — Zn“{ﬂ xn—kxkyqu(k—l)/z
q

k=0

esitligi saglanir. Buradan

elde edilir. Burada y yerine Y yazilirsa
X

(ng(lng...(”q»«-ngjzgmq (2]

n k(k-1)
(x+y)(x+qy)... (x+q""]y)22{n} q *? x"""y" (2.8)

k=0

elde edilir. Bu elde edilen Es. 2.8 ifadesi Es. 2.3 iin bir ¢ -analogunudur.

2.1.2. Tanim : (oz)k =a(a+1)..(a+k-1) ifadesine Pochhammer sembolii denir

ve bu ifadenin ¢ -analogu,

[(oc)kl{ = [a]q [ +1]q otk —l]q

B l_qa 1_qa+l 1_qa+k—]
Cl-q 1-q¢ 7 1-¢
(l—q“)(l—q“q)...(l—q“qk_])

(1-¢)

seklindedir.
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2.1.3. Tanim : 0 < g <1 olmak {izere,

x)—f(gx
Aqf(x):f( )~ /(%)
(1 - q)x
ifadesine f fonksiyonunun ¢ -tiirev operatdrii denir.

2.1.2. Lemma : |x| <1 1¢in,

(l—x)_a _ i(a)k o

i—o k!

esitligi saglanir.

Ispat : Oncelikle

saglanir. O halde,

g.(x) :ai(“ +)1!)"

2 (k Y =ag, ., (x) (2.9

gerceklenir. Ayrica burada



esitligi yazilabilir. Es. 2.9 ve Es. 2.10 dan

g.(¥)_ a

g,(x) 1-x
saglanir. Buradan
g, (x)=c(l-x)"
elde edilir. g, (0)=1 oldugundan ¢ =1 olmak zorundadir. Buna gére
e, () =(1-5)"
bulunur. O halde Lemmanin ispat1 tamamlanir.

Simdi,

() =(1-0) " =3

i— k!

esitliginin ¢ -analogunun

(1— x);a - ki(l -« )qu

= (1-4),

biciminde oldugunu gosterecegiz. Ama bundan 6nce bir teorem verelim.

15

(2.10)



2.1.1. Teorem : (q-binom teoremi) |x| <1,

LAl 100 el
X _x;(l_q)l; x;(l_q)k( q)
N (l_a): k k-1
:kz(;(l—q):(l_q )+

l—qk B l-¢q B

g|<1ve (l—a): :H(l—aqk) olsun.

(l—q)l;_(l—q)(l—qz)...(l—qk) (l—q)(l—qz)...(l—qk_]) (l—q):_]

saglanir. Bu esitlikleri yerlerine yazarsak,

16
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saglanir. Buradan
fo(x)= £, (gx) =(1-a)f,, (x) 2.11)

bulunur. Simdi £ (x)— Jag (x) farkini diisiinelim.

sl s (1-ag),
fa(x)_faq( )—;(l_q): ; (l_q)k
a (1_a):—(1—aq)q .
:; o N (2.12)
olur. Burada
R (G VRl
- {0-a) (- [0~
(1) J(1-ag")~ (10" [ T(1- 00"

yazilabilir. Bu elde edilen ifade Es. 2.12 de yerine yazilirsa,

—a(l - (]k)(l - QQ):_] N
k=1 (l—q)l;

=—axf,, (x) (2.13)

saglanir. O halde Es. 2.11 ve Es. 2.13 dan



- (1-ax)(1- axg)(l - axqz)___(l _ axq"“)
)
(1-ax)’

BT

elde edilir. » — o0 i¢in

(l—ax);o
(%) :Wfa (0)
(1 —ax)oo

(l—x);o

gergeklenir ki bu da ispat1 tamamlar.

2.1.1. Sonug :

(R St

k=0 (1 — q)l;

esitligi saglanir.

Ispat : ¢ —binom teoreminde a = ¢“ alinirsa

18



s (l—q“): k_(l—q”‘x)j
T AT

olur. Ayrica g —binom teoreminden

oldugu agikca goriiliir. Ayrica

(l—qo‘x);o _ (l—q“x)(l—q“”x)...
(l—x)zo (1—x)(l—qzx)...(l—q“x)(l—q'“]x)...
1
(1- x)(l - qzx)...(l - q”‘"'x)

o
(1 —x):

saglanir. O halde

[ kl,k 1

k ! (l—x):

5

elde eldir. Bu ifade, 3"\t 41

k=0

(1-x) " esitliginin bir ¢ -analogudur.

19
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2.1.2. Sonug (Euler Esitlikler1):

R |
! §<l—q>z =

<1

esitlikleri saglanir.

2.1.3. Lemma: 0<g<1 olsun. ¢* fonksiyonunun ¢ -analogu,

veya
Ey=(1+(1-q)x);
seklinde verilir.
Ispat :

Sonu¢ 2.1.2 nin (i) stkkinda x yerine (l—q)x yazilirsa

= (1-g) x" _ 1
0 00,

olur. Es. 2.1 deki ¢ — faktoriyel tanimindan

<N 1
e

ifadesi elde edilir. Burada ¢ — 1" alinirsa
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1
Iim—=e¢

= (1=(1-¢)x)

X

elde edilir. Benzer sekilde Sonug 2.1.2 nin (i1) sikkindan

Ey =Y ——=(1+(1-q)x) (2.15)

bulunur. Es. 2.14 ve Es. 2.15 e, ¢ fonksiyonunun ¢ -analogu denir.

2.1.4. Tamm : x €[0,a] ve 0< g <1 olmak iizere,

0

f(x)dqxza(l—q)Zf(aq")q" (2.16)

n=0

O e

ifadesine f (x) fonksiyonunun ¢ -integrali denir Thomae (1869) [10]. Bu tanim

yardimiyla (0,00) araligindaki ¢ -integrali

[ dx— jf (2.17)

seklinde tanimlanir.

2.1.5. Tamm: t,s >0 ve 0<g<1 ve Eq(x):(1+(1—q)x):olmakﬁzere,

T, ()= [x"E*d,x (2.18)

0

1
B, (t,5)= Ix’"l (1- qx);_l d,x (2.19)
0

seklinde verilen Es. 2.18 ve Es. 2.19 ifadelerine sirasiyla ¢g-Gamma, ¢-Beta

fonksiyonlar1 denir.



2.1.4. Lemma: ne Nve 0<g<1 olmak iizere
r,(n+1)=[n] !

esitligi saglanir.

Ispat : Es. 2.1 den

(
[n], 1=
oldugunu biliniyor. Esitligin sag tarafin (1 —q"" )(1

(1- q)(l — qz)...(l - q")(l —q"" )(1 - q"”)...

_nt2

q

) ile ¢arpip bolersek

(1-9);

22

[n],!= T Y = - 20
‘ (1-q)" (1-¢"")(1-¢"")... (1-q) (l—q"”)q
olur.
I'(n)=(n-1)! oldugunu biliyoruz.
L, (n)= [n—l]q! oldugunu kabul edelim. Es. 2.20 de 7 yerine n—1 almirsa
1_ 0
r,(n)= ( q)‘fw (1-¢)" (2.21)
(1-4"),
elde edilir. Es. 2.21 de n =1 yazilirsa
r (1)=1
bulunur. Es. 2.21 de n yerine n+1 yazarsak
(1-q),
r,(n+1)= 1 —( —q)""Y (2.22)
(1-4""),

elde edilir.



esitligin sag tarafini (1 - q") ile ¢arpip bdlersek

<1—q"+'>i:=(l_q,,)<1—q"><l—q"”><l—q"“)---
—STT0-a)

k=0

~4')
)

1-

olur. O halde bu esitligi Es. 2.22 de yerine yazarsak

(l_q):; (l_q)]—(nH)

l—q")q

1-4"

_(-9), T
_(1_(]) (1 q) (1 q) (1 q)
_(-g), o (1d)

) l—q")j(l ? (1-4)

Fq(n+1):

—

—~

—

esitligi elde edilir. ' (n)=[n— l]q! kabuliinden

L (n+1)=[n- l]q ![n]q = [n]q!

olur. Bu sekilde ispat tamamlanir.

23
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2.1.5. Lemma: a,f >0 ve 0 <g <1 olmak lizere,

£ o, _Ty(a)T,(B)
Bq(a,ﬁ):!:x (l—qx)q dqxzw

esitligi saglanir.
fspat :
Daha énce g —binom teoreminden (1-x)” nin g —analogunun

i(l—q“)fj ,_(1-g),

Sl-gf  (1-x)

oldugunu gdstermistik. Burada x“‘l(l—x)ﬂ ' ifadesinin ¢ —analoguna ihtiyag

duyulmaktadir. Bunun igin (1-x) “ ifadesinin ¢ —analogu

(1— q”‘x)j

(l—x)j

(2.23)

oldugundan, Es. 2.23 de a =1 alinirsa, (1 - x)_l nin ¢ —analogu

olur. Yine Es. 2.23 de « = 8 alnursa, (1- x)_ﬂ nin g —analogu

(1 - qﬂx)j

(1 —x);o

bulunur. Buradan
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(1-gv),

(l—x)ﬂ_l nin g —analogu —
1- B
(1=4"x),

seklinde elde edilir. Buna gore x“~' (1- x)ﬂ " ifadesi yerine,

= x*" —(1 _ qx):
R

ifadesi yazilacaktir. Diger taraftan ¢ —binom teoremi,

(1 —ax):o

2.24
(l—x);o ( )

(-a)
S

n=0 _q)

seklinde ifade edilmisti.

-l ﬁ(l_aq )
- (l—aqk)";"
k=0 g(l_aq )

yazilabilir. Benzer sekilde



bulunur. Buradan

© (l—q"”) (1 ax) (1—(])2o
A ar) (1)

elde edilir. Bu son esitlikte x yerine ¢“, a yerine ise ¢” yazilirsa

— q

N g A 229
A0 ) (e -e)] |

n

bulunur. Ayrica

q
— yazilirsa

1 o (l—q o (1 qn+1
'([x (1 qx) Z(; (1
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elde edilir. Es. 2.25 esitligi dikkate alinirsa

I —ax)” 1-¢)(1-g**) (1-q)”
g 12, ,qx:( 9)( d ), 9, 0.26)
o (1-¢"x), (1-4), (1-4"),

bulunur. Bu bagmnt1

la—l _xﬂ—l x_r(a)r(ﬂ)
!x (1 ) d F(a+ﬂ)

ifadesinin ¢ -analogudur. Ancak Es. 2.26 ifadesini bu formda yazabilmek i¢in gama

fonksiyonunun ¢ -analoguna ihtiya¢ vardir. Es. 2.21 den

=gy

(1-4"),

esitligi g6z oniinde bulundurulursa.

(-q), . (-9
rq(“)rq(ﬁ):(l‘qa)j(l ) 1_qﬁ):’(l q)
r,(a+p) (1_q):>( e

(14",

bu son ifade ile Es. 2.26 karsilastirilirsa

B, (@)= r 1% (T (8)

0 (l_qﬂx)j E Fq(a+ﬂ)

esitligi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.



2.1.6. Lemma :

B, (t:)=(1-4) T, (1)

esitligi saglanir.

Ispat: Lemma 2.1.5, Es. 2.16 ve Es. 2.17 den

0

B, (1) =(1-0)2¢'(¢') (1-¢"")]

Jj=0

(=) X d' (') (1-a");

Jj=

]Ox qu
0

28

yazabiliriz. Ayrica E} =(1+(1 —q)x): esitligini géz oniinde bulundurursak I, (7)

ve B, (7) arasinda bir bagmnt1 bulabiliriz. O halde

yazabiliriz. Simdi x =(1—¢)y degisken degistirmesini yaparsak,

B, (1.%) =(1-q) [ v"'E;"d,»
= (1 - q)t Fq (t)

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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3. ¢-DURRMEYER OPERATORLERININ YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu boliimde once ¢ -Bernstein polinomlar1 tanitilacak ve daha sonra V. Gupta
tarafindan yapilan ¢ -Durrmeyer Operatorlerinin tanimi ifade edilecektir [6]. Yine bu
bolimde Korovkin teoremi yardimiyla ¢-Durrmeyer operatorlerinin yaklasgim

ozellikleri incelenecektir.
3.1. g-Bernstein Polinomlan

3.1.1. Lemma : ¢ -Bernstein polinomlarmnin tanimi olan

B, (fix)= knof[gjz ]{Zl ey

ifadesi kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilir.

i) B,,(1:x)= kz Py (qix) =1
o [K]

ii) Bn’q(t;x)zz Lpoi(@:x)=x

k=0 [" g

]
"no[mq] Pui(@:x)=x"+ x(1-x)

iii) B, (£;x)
dir.
fspat.‘

n
1) LJ , ¢ -binom katsayis1 olmak tlizere
q

n

(x+y) =Zm x'y (3.1

k=0

esitligi verilsin. Burada y yerine 1—x yazilirsa

(x+1-x)" :Zn:{Z} x* (l—x)n_k =1"=1 (3.2)

k=0



elde edilir. Ayrica Es. 2.7 den
(x + xy)n =x" (1 + y)(l + qy)...(l + q""l)

oldugu bilinmektedir. Bu esitlikte y yerine —x yazilirsa,

elde edilir. Burada n yerine n—k yazilirsa

(1- x):_k =(1-x)(1- qx)...(l - q"_k_'x)

bulunur. Bu sonug Es. 3.2 de degerlendirilirse,

zm *(1-x) =1

k=0 q

elde edilir. Dolayisiyla

gﬂ@J)ZE{leql_@jkzl

k=0
bulunur.
i)
n |
B, (1.x)= (K [, (1-x)

2T kL k1] :
= [n _l]q' X n—k
TN OE

30



iii )

(1+q+ +q" )[k]q

( 1+q+ +q"))[k]q
q

(%], [k =1], +[#],

esitligi saglanir. Bu esitlik g6z 6niinde bulundurulursa,

"E m x (1)t

) [k][k Qe bl L
&g e U

B, (7x)=3

k=0

=

R L Gl P ) pRe
_["]q; [n], [n—k], [k]v (1-x),
1 &k, [n])!

+ ["]q O[n]: [n_k]q![k]q!Xk (l—x):_
g 3 [n- 1]!
_[n]q;[k 2], [n— k]!
g1, e [n-2])!

T, EE e O

xf(1- x)z_k +—B, (tx)

2
n=2lp-2

amrae P LCL A e

bulunur. ispat tamamlanar.

31
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3.2. g-Durrmeyer Operatorlerinin Tanimi

3.2.1. Tamm : f e C[0.1], x€[0,1] ve 0< g <1 olmak iizere V.Gupta [6] tarafindan

tanimlanan ¢ -Durrmeyer operatorti;

1 n

Dm(fm)=M+1L§}fﬁaAQMOff0ﬁaAqmﬁdﬁ= A ()i (a:x) (3.3)

0 k=0
seklindedir. Burada

Poi(@3%)= {ﬂ (1-x)

q

seklinde tanimlanir. Dikkat edilirse ¢ =1 durumunda Es. 3.3 esitligi,

D, (£35)= (1) 3 s ()] £ () (1)t

esitligi, yani klasik Durrmeyer operatorii elde edilir.

3.2.1. Lemma : Her s € N olmak iizere asagidaki esitlik saglnir.

\ [n]q ![k + s]q!
[n+s+1] k] 1

1
[tp.i(:at)d,t=q
0
ispat: 0 < g <1 olmak {izere, Tanim 2.1.5 den

1

] — —_
' n +s n—
e P K U A
0 k], 0
- Z quq(k+S+1a n—k+l)
- -9
:_n_ quq(k+s+1)Fq(n_k+1)

k Fq(n+s+2)

L g

. [n]q! [k+s]q![n—k]q!
[k]q ![n —k]q ! [n + s +1]q!

_ [n]q ![k + s]q !
[n+s+1] ![k] 1

=4
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3.3. g-Durrmeyer operatorlerinin Diizgiin Yakinsakhgi

3.3.1. Teorem: Her neN, x€[0,1] ve 0<g<1 i¢in

i) D, (Lx)=1

.. 1+¢p£[n]q
i) D, (t,x) :W
iii ) Dn,q(tz;x): l+g+(1+q) qx[n]q . [n]q([n]q _1)

[n + 2]q [n + S]q
fspat :

1) Her 0 <¢ <1 i¢cin ve Lemma 3.2.1 ve Lemma 3.1.1 kullanilirsa

,, 1
D,,(Lx)=[n+1], 20" P, (@:%) [ P, (a:91)d,t
k=0 0

R URUR

= 1 y . LB
[n + ]q ;pn,k (q,X)q q [I’l +1]q '[k]q '
=D Pui(4:%)
k=0
=1
gergeklenir.

i1) Her 0 < ¢ <1 i¢in Lemma 3.2.1 kullanilirsa

" 1
D, (tx)=[n+1] Ya" P, (@:x)] t p.(g:91)dt
k=0 0

o ] R+

lnetl, Rpna e a0 Lo

n+2] ank q;x k+1]q (3.4)

olur. [k+1] =1+g+..+4" =1+ g(1+q+..+q"")=1+ g[k], esitligi kullanilirsa,
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D, ,(f:%)= [m] > pa(g:x)(1+ 4[]

an c(g5x 1 [K], P (%)

e, £

n+2]

saglanir. Bu esitligin sag tarafindaki ikinci toplami [n]q carprp boler ve Lemma

3.1.1” 1 gbz 6niinde bulundurursak,

D,,(tx)= W;pnk q;x)+ [Zﬂ"] kno m" Poi(@:x)
:[njz] B,,(1;x) +[n+12] a[n], B,., ()
1+qx[n]
[n+2]

elde edilir.

111 ) Lemma 3.2.1 kullanilirsa,

D,,(r.x)=[n+1], :ZOq‘kpn,k(q;X) I t* poi(g:qt)d t

[n], [k +2] !

[n+3] 1[K] !

[n+2] n+3] ank g;x)[k+1] [k+2], (3.5)

bulunur. [k+1] =1+gq[k] ve [k+2]=1+q+¢’[k] esitlikleri kullanilarak,
q q q

~[n+1] ipn,k@;x)q-qu
q

[k+1], [k +2], :(1+q[k]q)(l+q+q2[k]q)
=(1+g+q[k], +24°[k], +4’[+])

:(1+q+(q+2q2)[k]q pe [k]j) (3.6)

esitligini yazabiliriz. Es. 3.6 y1 Es. 3.5 de yerine yazarsak,
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) [n+3] > pclax)(1+a+ (424" )[4], + 4 [4]
1+ ( +2 ) n
_[n+2] Z+3] zp’”‘ q, [ _,_(]2] ;]+3] Z ] Pnk q;x

+[n+2] [n+3] Z R

olur. Burada ikinci toplami [n] , 1le carpip bdler ve tiglinci toplami da [n]j ile carpip

bolersek,
Dn’q(tz’X) [n+2] [n+3] zpnk 7 (1+q+(q+2q2)[k]‘1+q3[k]z)
B I+¢ (q+2q )
[n+2] [n+3] zpnk e ["+2] [”+3] z Pusl 857

q’[n], Z":[k]z Ly (go0)

[n+2] [n+3] = o[n]

+

1+ (‘]+2‘] )[ ]
:[n+2]q[Z+3]qB"’q(;x)+[n+2] [n+3], Bra£5%)
a'[7],

q B 2,
+[n+2]q [n+3], a175%)

elde edilir. Lemma 3.1.1 g6z 6niinde bulundurulursa,

Dn,q(tz;x): ! 1+q+(q+2q2)[n]qx+q3[ ] {[n[]n]—l [1] x]]

[n+ 2]q [n+ 3]q

_ 1+g+q(1+ q)2 x[n]q +qg’x’ ([n]q ([n]q —~ 1))

[n+ 2]q [n+ 3]q

elde edilir. Bu sekilde teoremin tamami ispatlanmais olur.
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3.3.1.Lemma: r21, C,(r)>0 ve k dan bagimsiz olarak j=0,1,2,,...,r olsun.

[n+l]q! r

Dn’q(t’;x):[ ZCj(r)[n]qun,q(tj;x)

n+r+l]q!j:0

saglanir.
Ispat : Bir 6nceki teoremden kolayca goriilebilir ki

1], S lk1] (k2] k5], b (g:0) 3.7)

D,, (t’;x):[

n+r+ﬂ.

saglanir. Burada [k + s]q = [s]q +q° [k]q esitligini kullanarak,

[k+1] [k+2] k4], =T ([s], + €' [K], ) = €, (r)[K], (3.8)

s=1 j=0
yazabiliriz. Bu Es. 3.8 yi1, Es. 3.7 da yerine koyarsak ve C, (r)sayllarlmn k dan
bagimsiz oldugu g6z 6niinde bulundurulursa,

ALY S5 1k o ()

n+r+1] ==

D,, (t’;x) [

S 3,
[n+r+1] 14 Prsla)
[n+1] ! %],

INAGILIEDS

B [n+r+1] e v ["]q

[n+1]' Zr:C (t’ )

[n+r+1] 14

—P,i (4:%)

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

3.3.2. Teorem : 0<g <lolsun. Her f e C[0,1] igin, [0,1] kapali arahi1 iizerinde

D,, (/)3 f diizgiin yakinsaktir ancak ve ancak limg, =1 dir.

n
»qn n—»o
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Ispat : q, € (0,1] icin  limg, =1 olsun. D, ( f )3 f diizgiin yakinsakligini

gosterelim. Bunun i¢in Korovkin teoremi kullamlacaktir. O halde ilk énce D,

operatorlerinin lineer ve pozitif oldugunu gosterelim.

i) Lineerlik : Her o, feR ve f, g€ C[O,l] icin

t)+Bg(1)) p,s (4:91)d,t

0

+B I g(t) P (q;w)dqf]

=a[n+1], iq_kpn,k (@:%)[ £ (1) pos (a:91) 1

0

1
+Bn+1], Zq P (4:3)[ 2(1) P (a:91)d
0

= ",q(f’x)-i-ﬂDn,q(g’ )

gerceklenip (Dn,q) operatorii bir lineer operatordiir.

i ) Pozitiflik : Her x €[0,1] ve 0 <¢ <1 olmak iizere,
" 1
D, (fix)=[n+1], X a7 b (@:)] £ (1) P (a:0t)dyt
k=0 0
operatori i¢in,

n—k

[n+1]q g x* (l—x)q >0 oldugu  agiktr.  Ayrica r€[0,1]  igin

poi(a:q1) = {ﬂ (qt)k (l—qt)"_k >0  ve f20 ise f(£)20 olacagindan,

q

1
J.f(t)pn,k (4:q1)d,t =0 olur. Ohalde D, (f;x)>0 saglanur.
0
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Yani (Dn,q’ ) operatorii pozitif bir operatordiir. O halde Korovkin teoreminden her

fe C[O,l] icin D, , (f;x) :;f(x) diizgiin yakinsak olmasi igin,
D,,(t'x)3x", i=0,1,2 (3.9)

yakinsakhignin saglanmas: gerekir. Eger g, — 1 ise [n]q —> o ve s=1,2,3 i¢cin

[n+s
lim 1

e [n,

=1 saglanir. Buradan Es. 3.9 saglanir. Ger¢ekten Teorem 3.3.1 deki

) D,,(Lx)=1

1+qx[n]q

[n +2]q

1+g+(1+ q)2 qx[n]q +q'x° [n]q ([n]q - 1)
[n + 2]q [n + 3]q

i) D,, (t,x) =

iii) D, , (£:x)=

ifadelerinde g =(g,) alrsa,
i) D, (Lx)=1

ii) D, (x)=x
iii) D, , (¢*;x) = x*

gergeklenir. O halde Korovkin teoreminden D, (f5x) 3 f(x) saglanr. Diger

taraftan her /e C[0,1] igin D, (f;x)3 f(x) diizgiin yakinsakligi saglansin.

limg, =1 oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (qn) dizisinin limitinin 1 olmadigini

n—0

kabul edelim. Yani g, 1 olsun. O halde (g,) dizisinin dyle bir (g, ) alt dizisi

vardir ki g, >4, € (0,1) , (k - oo) saglansin. Buradan (k - oo) icin

1—
! = T, —>(1-¢,), (s=0,1,2,3) saglanwr. Simdi n=n,,q=gq,

[nk +S]an 1—(qn )nnﬂ

secersek;
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D,, (#:x) > x(1-¢,)(1+q,)q, +x’qs # x°, (ko) oldugu goriiliir. Bu

durum hipotezimizle ,yani Dn’qn( f ;x):; f (x) diizgiin yakinsakligiyla ¢eligir. O

halde limg, =1 olmak zorunda. Bu sekilde ispat tamamlanir.

n—0

3.3.3. Teorem : g-Durrmeyer operatorlerinin ilk ii¢ merkezi momentleri;

o, (x) =1
3 1+qx[n]q —x[n+2]q
i1) q)n,l(x) = [n+2]

¢ [n],([n],-1)+a(1+q) x[n], +1+q _ 1+gx[n]
i) ¢,.(x) = [+2] [n1+3] T e

2

seklindedir.

Ispat : Tanim 1.1.8, D, . operatdriiniin lineerliginden ve Teorem 3.3.1 den

i)

0,0(%) =D, ((1-x)"sx)
=D, (Lx)
=1

olur.

i)

0,1(x) =D, ((1=)'5x)
=D, (t:x)-x D, (Lx)
~ I+ qx[n]q ~
B [n + 2]q
~ 1+ qx[n]q - x[n + 2]q
- [n +2]q

olur.
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qg’x [n]q([n]q—1)+q(1+q)2x[n]q+1+q_ x1+qx[n]q
[n + 2]q [n +3]q [n + 2]q

+x’

esitlikleri saglanip teorem ispatlamis olur.

3.3.2 Lemma : n>3 dogal sayis1 verilmis olsun. En az g, =¢,(n)€(0,1) sayst

vardir, dyle ki her g € (% ,1) sayisl i¢in,

g7 -q""-2¢"-2¢"" - ...-2¢’ —¢" +q+2<0

gergeklenir ve

esitsizligi saglanir. Burada x €[0,1]dir.

Ispat : Teorem 3.3.1 den

2 q3x2[n]q([n]q—1)+q(l+q)2x[n]q+1+q legx[n]

Dy (=)' sx)= [1+2] [n+3], T,

e (7], ([n], ~1)-2q[n], [n+3] +[n+2], [n+3],
[n+2][n+3]

q(l+q)2[n]q—2[n+3]q l+q
[n + Z]q [n +3]q [n + 2]q [n +3]q

yazilabilir. n >3 ve her g € (qo,l) sayisl i¢in,
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q(1+q)2[n]q —2[n+3]q :q(1+q)2(1+q+...+q"")—2(1+q+...+q"+2)
:(q+2q2 +q3)(1+q+...+q"“)—2(1+q+...+q”+2)
:(q+q+...+q")+(2q2 +2¢° +...+2q"+‘)
+(q3 +q° +...+q"+2)—2—2q—2q2 —..—2q

n+2

:—q"+2 +q"+' +2q" +2q”"l +...+2q3 +q2 -q-2>0

esitligi gerceklenir. Ayrica g € (qo,l) icin,

q(l+q)2 [n]q —2[n+3]q < 4[n]q —2[n+3]q

:4([n+3]q —q" —q"" —q"+2)—2[n+3]q
<4[n+3] -2[n+3]
:2[n+3]q
olup,
q(l+q)2 [n]q —2[n+3]q S2[n+3]q (3.10)

esitsizligini yazabiliriz. Bunun yaninda

q(1+q)'[n], —2[n+3] +¢'[n], ([n]q —1)—2q[n]q [n+3], +[n+2] [n+3],

:q(l+q)2 [n]q —2(1+q+q2 +q [n]q)+q3 [n]q2 —q3[n]q —2q[n]q (1+q+q2 +q’° [n]q)

:q3(1—q)2 [n] 2—(q—q2 +24° —2q4)[n]q —(1—q3)

q

esitsizligi elde edilir. Buradan
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a(1+q)'[n], ~2[n+3], +¢’[n], ([], ~1) - 24[n], [ +3], +[n+2],[n+3], <0 (3.11)
oldugu goriiliir. Diger taraftan,

q(l+q)2 [n]q —2[n+3]q

D,, ((t—x)z;x): [n+2]q [n+3]q x(1-x)
q(1+q)2 [n]q _2["+3]q . q [”L ([”]q —1)—2q[n]q [n+3]q +[”+2]q [n +3],, p
[n+ 2]q [n+ 3]q [n+ 2]q [n+ 3]q
N I+g¢g
[n+ 2]q [n+ 3]q

yazabiliriz. Sonug olarak Es. 3.10, Es. 3.11 dan ve her x €[0,1] i¢in,

D ((t—x)z'x)<ﬂ x(l—x)+ 2 (3.12)
" aa [n+2] [n+3] [n+2] [n+3], '
q
elde edilir. Buradan xe[0,1] igin  max{x(1-x)}= % olacagindan,

IA

2 2 1 1
D, ((1=x)'5) [n+2] [Z*[Hs]q]

gergeklenir ve ispat tamamlanir.
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4. ¢-DURRMEYER OPERATORLERININ YAKLASIM HIZI

Bu boliimde ¢ -Durrmeyer operatdrlerinin bir f fonksiyonuna yaklagim hizlar:

Stireklilik modiilli, Peetre K-fonksiyoneli ve Lipschitz tipli maksimal fonksiyon

yardimiyla incelenecektir.

4.1. Siireklilik Modiilii

<a,b> , R nin herhangi bir alt aralig1 olmak tlizere V §>0 igin;

w(f:6)= s%p>‘f(t)—f(x)‘ 4.1)
\x’f\gaéb

ile tanimlanan a)( f; 5) ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.

Sireklilik modiilii asagidaki dzelliklere sahiptir.
i) o(f:5)=0

i) 6, <6, ise o(f;68,) <o (f:5,)

iii) m e Nigin o(f;m5) <ma(f;5)

iv) 2eR" i¢in o( f;48) < (A+1)o(f;5)

V) ?L%“’(f;‘s) =0

vi) |£(6)-f(x)| <o(f:

t—x|)

vii) [ £(1)- £ (x)| < [1+t7]w(f;5)
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4.2. g-Durrmeyer Operatorlerinin Siireklilik Modiilii ile Yaklasim Hizi

Bu kisimda Es.3.3 ile verilen ¢-Durrmeyer operatorlerinin bir f fonksiyonuna

yaklasim hizim1 Es. 4.1 ile tanimlanmis olan siireklilik modiiliinii kullanarak

hesaplayacagiz.

4.1.1. Teorem : feCJ[0,1]olsun. 0<g<1 ve VneN i¢in g-Durrmeyer

operatorlerinin siireklilik modiiliiyle bir f* fonksiyonuna yaklasim hizi,

olarak hesaplanir. Burada

2 1 1
o\, [Z+[n+3]q]

seklindedir.

D,, (f;x)—f(x)” | <20(f;6,)

clo.1

Ispat : feC[0,1]olsun. D, (f) operatoriiniin lineer, pozitif ve monotonluk

ozelliginden dolayr Vn e N i¢in,

D,,(fix)=f(x)|=
<D,,(|f(1)-1(x)

D,y (£ (1)= 1 (x):x)

|
®

yazabiliriz. Stireklilik modiiliiniin (vii) inci 6zelliginden

2=+

£ (6)=f(x) = [HTJ“’U;‘S)

oldugunu biliyoruz. Yine operatoriin monoton artan ve lineer 6zelliginden
\D (f~x)—f(x)\ <D (m(f‘é)(Hm}' x]
n,q > n,q s 5 s

elde edilir. D, (/) operatorii lineer oldugundan
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a)(f;S)D ( B
o e

D,, (f;x)—f(x)‘ﬁ ;x)+a)(f;5)Dn’q (1;x) (4.2)

yazabiliriz. Simdi D, , (|t —x|;x) ifadesini hesaplayalm.

;) n+1] ZQ pnk q;x “t x

0

nk(q qt)d

(e

1 1
=[n+1], Zq P (43x flt (i (4:00)) (s (g:91) )2 d t
0
seklinde yazabiliriz. Burada integral {izerinde Cauchy-Schwarz esitsizligini
uygularsak;

1 2

x)<[n+1], Zq Poi(@:x U poi(@:91) dl];(jpnk qqt)dt]

0

D, (|t

(fpnk g qﬂ)dt)2

2

n 1 1
=[n+1], 297 (P (a:%))* ( 2Ut x) p (a9t dt]
k=0 0

elde edilir. Burada toplam iizerinden tekrar Cauchy-Schwarz esitsizligini uygularsak

1

;x) < (n+1] Zq Pos (@:%) [(t=x)" p, ( qqt)dt];

0

D, (|t

(n+1] Zq P (45 jpnk (¢: qt)dt]

1

(D ) ix ) (D,, (X))
(

an 2

esitsizligi elde edilir. Lemma 3.3.1 den

)JLG;J
S [n+2]q 4 [n+3]q

saglanir. Bu esitsizligi Es. 4.2 de degerlendirirsek,

D,, (It
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D, (19 () 2L g, () +0(s:)

1 2 1 1
o ;x){EJ[mL (T[Hﬂq]”]

2
saglanir. Burada 6 =6, = 1 + ! secersek,
[n+ 2]q 4 [n+ 3L

D, (f:9)= 1 (3)], < f;x)[éi 5, + 1]

n

bulunur. Sonug olarak

Dn,q(f;x)—f(x)H ]S 20(f36,)

clo,1

elde edilir ve ispat tamamlanir.
4.3. Lokal Yaklasim

Bu kisimda g-Durrmeyer operatorlerinin Peetre K-fonksiyoneli yardimiyla bir f
fonksiyonuna yaklasim hizi hesaplanacaktir.

431 Tanim : 6>0 ve W?= {g eC[0,1]:g',g" € C[O,l]} olmak iizere K-

fonksiyoneli,
K, (f:8)=inf{|/ - g]+5]g"] - g €W}

seklinde tanimlansin. Burada ||.|| normu, C[0,1]deki diizgiin normdur. Ayrica C >0
K;(/38)< Cay(f:35) (4.3)
saglanir [13, p.177, teorem 2.4]. Burada f e C[0,1] olmak iizere @, (f;5) ifadesi,

a)z(f;\/g): sup  sup ‘f(x+2h)—2f(x+h)+f(x)‘

0<h<~/5 x,x+2he[0,1]

seklindedir.
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43.1. Lemma : g(x) fonksiyonu [0,a] araliginda ikinci basamaktan siirekli

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. O halde
g(1)-g(x)=g'(x)(r=x)+ [(r=s5)g"(s)ds (4.4)

esitligi saglanir.

Ispat : Analizin temel teoreminden ve g fonksiyonu ikinci basamaktan siirekli

tiireve sahip oldugundan,

integraline kismi integrasyon uygulayalim. u = g'(s)dersek du=g"(s)ds olur.

dv=ds dersek v=s olur. Ozel olarak v=s—¢ alabiliriz. Kismi integrasyon

formiilii g6z 6niinde bulundurulursa,

t

J;g'(s)ds:g’(s)(s—t);—j(s_t)g”(s)ds
=—g'(x)(x-1)-
— g (¥)(t-x)+ [(e=5)g"(5)ds

o —

(s—t)g"(s)ds

saglanir. Buradan da
¢(1)-g(x) = g (x)(1—x)+ [(1=5)g" (s)ds

elde edilir. Bu ise ispati1 tamamlar.



4.4.1. Teorem : n>0 olmak iizere ndogal say1 ve g, =q,(n)e(0,1) olsun.

Dn,q(f;x)—f(x)‘<Ca){f; 5,(x) ]+a{f;l_—x}

[n+ 2]q [n+ 2]q
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saglanir. Burada f € C[0,1],¢° (x)=x(1-x),8°(x) = ¢’ (x)++— veq €(q,,1)dir.

Ispat : feC[O,l] olmak {iizere,

Dn,q(f;x)Dn,q(f;x)+f(x)—f{MJ

[n + 2]q

operatoriinii tanimlayalim. Teorem 3.3.1 den

Dn’q(l;x):Dn’q(l;x):l (4.5)

. l+q[n]qx

D,, (t;x):Dn,q (fx)+x———=—=x (4.6)

[n + 2]q
saglanir. Lemma 4.3.1 den

g(t) = g(x)+g’(x)(t—x)+ (t—u)g"(u)du

o C—

saglandigini biliyoruz. Buradan

B, fei) = (o) B o) o)t |

]+q[n]qx

1+q[n]qx

, [n+2]q
Zg(x)"‘Dn,qu(t_“)g”(“)d“;x]_ ! [W u}g”(u)du

bulunur. Buradan
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]+q[n]qx
. L 2 11 4 g[n] x
Dn,q(g;x)—g(x)‘ SDn,q(J.g"(u)(t—u)du ;x]+ I %—u g"(u)du
1+ g[n] -
2 " q n x 14
<D, ,((r=x)"sx)lg’ll+ ﬁ—x} le”l (4.7)

elde edilir. Lemma 3.3.2 den

5 1+q[n]qx ’ 2 , 1
D, (=) ”)*[W‘x} <[n+2]q£q0 (x)+[n+3] ]

_{1—([n+2]q—q[n]q)x}2 8)

bulunur. Diger taraftan

[n+2]q —q[n]q :(l+q+...+q””)—q(l+q+...+q”“) =1+q4""

oldugundan,

1<[n+2] -q[n] <2 (4.9)

saglanir. Burada n=1,2,..., 0< ¢ <1 i¢in [n]q <[n+ 3]q saglanir. O halde

{1—([n+2]q —q[n]q)x}2 52 _ 1—2([n+2]q —q[n]q)x+([n+2]q —q[n]q)z X2

[n+ Z]q [n+ Q]qz
G
[n]qx(l—x)+1
:1—2x+4x2 [”]q 1 3

[e2], [nea], Tl x0-w)e1 [mea]

elde edilir. x €[0,1] dir. Buradan
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Dn,q((t_x)z;x)+[1+q[n]qx x]< 5 52(x) win

[n + 2]q
bulunur. Es. 4.7 den

B, (g:x) - g(x)| s —

S, (x)e (4.12)

saglanir. Diger taraftan

1D, (£ =[n+1], 307 P () |1 () 2y (g:00)d
<A1, (1) =]7]

oldugundan,
- I+¢g|n| x
‘Dn,q (f;x)‘ < ‘Dn,q (f;x)‘ +‘f(x)‘ + f[ £ 4_[2]](, ] <3|7]
saglanir. Boylece
2., (7)) <3071 4.13)

elde edilir. O halde

D, (f32)=f(x)|<

Dn,q<f;x>—f<x>+f[w]—f<x>‘

[n + 2]q

<[D,,(f - g:x)|+|D,, (g:x) = g (x)] +[g (x) = 1 (x)]

+ f[w]—f(ﬂ

[n +2]q

<A/ -sl i 5f<x>||g"||+w[f; (b [2]2]‘1[1)”
T ” .
<5[||f—fJ||+[n+2] 52 (x)|g ||]+w[f; o ]
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saglanir. Es. 4.12, Es. 4.13 ve Es. 4.9 dan

Dn,q(f;X)—f(X)‘<5K{f ;ﬁ‘ﬁ }”"[f [nl+—2]]

saglanir. Es. 4.3 g6z Oniine alinirsa,

Dn,q(f;x)—f(x)‘<Ca){f; 5, ]+a{f;[l;x]

[n+ 2]q n+ 2]q
elde edilir ve bu sekilde ispat tamamlanmis olur.

4.4. Global Yaklasim

4.4.1 Tanim : feC[O,l] ve go(x): x(l—x) olsun. xe[O,l] icin

ot (£:3)= swp sup (s hp(x))-2f (x) + f (xho(x))

0<h<~/5 xthp(x)e[0,1]

ifadesine ikinci Ditzian-Totik diizgiinliik modiilii denir. Ayrica K-fonksiyoneli

K., (1:8)=inf{|f -g|+8|o’g"|+5|e"]: g €W (o)}

seklinde tanimlansm. Burada W’ (¢)= {g eC[0,1]:g'€ AC,.[0,1],9°g" € C[O,l]}

dir. g'e AC,.[0,1] olmasi demek, g' differensiyellenebilir ve g' [a,b]<[0,1]

kapali aralig1 tizerinde kesin siirekli olmas1 demektir. Bununla beraber
K., (f:0)<Cot(f:5) (4.14)
esitsizligi saglandig1 bilinmektedir [13]. Ayrica birinci Ditzian-Totik modiilii,

®,(f:6)=sup  sup ‘f(x+hw(x))—f(x)‘

0<h<s x+hy(x)e[0,1]

bi¢iminde verilir [14]. Burada y , [0,1] iizerindeki basamak-agirlik fonksiyonudur.
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4.4.1 Teorem : n>3 bir dogal ve limg, =1 olsun. Bir C >0 sabit sayist vardir
n—x

oyle ki,

AP L T AP
D, (f:x)- H_Ca) {f ["]q] ”’{f’[n+2]q}

saglanir. Burada f € C[0,1], w(x)=1-x ve x €[0,1] dir. Ayrica burada

@’ (x)=x(1-x), 5, (x)=¢"(x)++—— esitlikleri g5z 6niinde bulundurulacaktir.

[n]

fspat :

Dn,q(f;x)Dn,q(f;x)+f(x)—f{MJ

[n + 2]q

ifadesi tanimlansin. Lemma 4.3.1 den

g(1)=g(x)+g'(x)(t-x)+

o C—

(t—u)g"(u)du

saglandigi biliniyor. Es. (4.5) ve Es. (4.6) burada da g6z tinlinde bulundurulursa,

]+q[n]qx

i ; ) [n+2]q 1+q[n] x ,
Dn,q(g;x):g(x)+Dn,q I(t—u)g (u)du;x - I ——ulg (u)du

! ] [n+2]q
saglanir. Buradan
D, (g:x)-g ‘ [“t u|g" (u)du x]

]+q[n]qx

["],2]‘1 1+q[n]qx ‘d

—_ u

X

[n +2]q
(4.15)
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saglanir. 5, fonksiyonu [0,1] de konkav oldugundan u =7 +7(x—¢), 7 €[0,1] igin,

|t—u| _ r|x—t| < r|x—t| < |t—x|

S2(u) 5f(t+r(x—t)) - 5”2(t)+r(5nz (x)—é‘nz(t)) 5 (x)

saglanir. Es. (4.15) den

on Il
[n+2] -
~ - 2 [n+2]
Dn,q(g;x)—g(x)‘SDn,q(J‘Lz (Z|)d” ;x] 52 rrH+ I 52(;) dullls? u”
<L p ((t—x) ) gH+ 1 1+q[”]qx_x 2 5zg”H
S5/ (x) s ()| 2], '
saglanir. Hipotezden
14 " 1 U 14 14
L (0)[g"(x) =|o* (x)g W*W\g <|6.g H* o, &'l
q
olur.
N . _ 5 2 n L "
D,,(g:x) g(X)\S—[n +2]q{ ; +[n]q||g IIJ (4.16)

saglanir. [n]q <[n+ Z]q, Es. 4.11, Es. 4.13 ve Es. 4.16 dan

D,,(f3x)=f(x)
D,,(f-gx)+D,,(g:x)-g(x)+(f - 2)(x)

+|D,, (&)= ()| +|f (x) =g (x)] +

1+q[n]qx lx
f[ [n+2]q } f( )‘

n
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bulunur. g e W? (go) icin sag tarafin infimumunu alirsak

‘Dn,q (g;x) —f(x)‘ < 5[?2,(/) [f,ﬁ] + ‘J{M] —f(x)‘ (4.17)

[n + 2]q

elde edilir. Es. 4.9 dan

1+q[n]qx s
‘f[ [n+2]q } f( )‘

e

3 " N 1—([n+2]q—q[n]q)x ~

e O R )‘
(2], v (%)

o .1—([n+2]q—q[n]q)x

=% T v ) ]

IA

) 1-x
v f’[n+2]ql//(x)}

IA

o1
v f’[n+2]q}

elde edilir. Es. 4.17 ve Es. 4.14 den

ol o 1| 0
..., (g:%) = 1 (x)| < Cot {f[T]q] e [fm]

bulunur ve ispat tamamlanir.
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4.5. ¢-Durrmeyer Operatorlerinin Bir f Fonksiyonuna Lipschitz Tipli Maximal

Fonksiyon ile Yaklasim Hizi

Bu kisimda Lipschitz smifindaki fonksiyonlar i¢in g-Durrmeyer operatorlerinin bir f

fonksiyonuna yaklasim hizi, B. Lenze [15] tarafindan tanimlanan Lipschitz tipli

maximal fonksiyon yardimiyla hesaplanacaktir.

4.5.1. Tamim : (Lipschitz smifindaki fonksiyonlar) 0 < a <1 olmak iizere

‘f(t)—f(x)‘SM|t—x|a

kosulunu saglayan fonksiyonlara, Lipschitz smifindaki fonksiyonlar denir. Buradaki

M ye Lipschitz sabiti denir. Bu smiftan olan fonksiyonlar 1" € Lip,, (a) ile gosterilir.

4.5.2. Tanim : (Lipschitz tipli maximal fonksiyon) O0<a <1 ve f € Lip,, (a)olsun.

1/ (1)= /(=)

o 9

@,(f;x)=sup xe[0,1]

t€[0,1]

ifadesine Lipschitz tipli maximal fonksiyon denir [15]. Burada

fonksiyonunun sinirliligi, 7 nin Lipschitz smifindan olmasini gerektirir.

4.5.1. Teorem: 0<a <1 ve f € Lip, () olmak iizere,

2 |1 ! :
Dn’q(f;X)_f(x)Hc[o,l] B O{[n+2]q {ZJr [n+3], ]]

olur.

fspat :

" 1
D,,(x)=[n+1] Y ¢ P, (¢:%) [ P, (g0}t =1
k=0 0

oldugu bilinmektedir.

(4.18)

@, (f:x)
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1

(1], 2207 s (6)[ S (1) P (:0)

0

D,,(f:x)=f(x)|=

—f<x>[n+11q/iq-kpnm;x)ipn,k<q;qr>dqr

1

=|[n+1], Zq i (@) [(£( X)) P (@:at)d 1

0

elde edilir. Ayrica

[n + l]q 20, p,. (q;x) s Do (q;qt) >0, ¢g* >0 oldugundan ve iiggen esitsizligini
kullanirsak,
1

Dy (135) = £ () <[ +1], X7 pus (a:0) | ()£ ()

0

po(@qt)d,t  (4.12)

saglanir. f € Lip,, (a) oldugundan

‘f(t)—f(x)‘SM|t—x|a

gergeklendigi biliniyor. Bu esitsizlik Es. 4.12 de kullanilirsa,

D, (f3)= £ () Mn+1], 307 by (a:0) [l =2 b, (g:00)d,0

e 1 1
secilirse, — +—=1o0lup
-a b P

elde edilir. p, = E, D, =
o

|

L (fix)=f| <M [n+1], Zq Poi (@) [l =" (P (4.41))

2-a

(pos(g:qt)) 2 djt

W[ R

f=1

1 @ 2-a

=M[n+1], Zq Pos (@) [(Jt= o P (0.00)) (P (0:01)) 2

0

bi¢iminde yazilabilir. Burada integral lizerinde Holder esitsizligi uygulanirsa
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el
2

Dn,q(f;x)_f( )‘< n+1] zq pnk q;x (.:[ Pk qqt)d t]

2-

| =N
X(jpn,k(q;qf)dqf]
0

a
— 2-a
1 2 —

=M ([n+1],q"pos(@:%)) ([n+1], 4P (:%)) 2

Q(f %) P, (4:4t) dt] (jp,,k qqt)dt]

2-a
2

VR

olur. Bu esitsizligi tekrar diizenlersek

3
(t=x) pos (qsqt)dqu

2—-a
2

Dn,q(f;X)—f(X)\SMg[[nH] q"'p,.(g:%)

S e

1
x [[n +1],¢7"p,(¢:3)[ P (q;qf)dqf]
0

esitsizligi yazilabilir. Burada toplam iizerinde tekrar Holder esitsizligi uygulanirsa,

1

D, (fix)-f(x )\<M([n+1] Zq Pus (4:%) [ (1= %) p,s ( qqt)dtj2

0

2-a

2

n 1
x ([n +1], kzoq*"pn,k (¢:%)[ P (q;qf)dqf]
= 0
a 2-a

1 (00 (1) (0., (50)

bulunur. Lemma 3.3.1 den

2 (1 1 :
D,y (/33) = () < M{[ML {T [n+3] H

olur. Ispat tamamlanr.
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5. Do, OPERATORLERI

Bu bolimde D, , operatorlerinin limit formu olan D, operatérleri tanitilip ve D,

operatérlerinin D, operatorlerine yaklagim hizi hesaplanacaktir.

5.1. Do, Operatorlerinin Tanim

5.1.1 Tanim: g € (0,1), D,, (f;l) = f(l) olmak iizere, x € [0,1] icin D, operatorleri

1 g i 2
Dw,,,(f;x)=—qpr,k(q;x)q T pas(gat)dr =2 A, (f)p.i(a:x)
—Y k=0 0

k=0
seklinde tanimlanir. Burada

k

P (@:%) Zm(l—xﬁ

bi¢imindedir.

5.1.1. Lemma : 0<¢ <1 ve x€[0,1] olmak iizere,
D Pax(4:%)

k=0

saglanir.

Ispat: Es. 2.1 ve Sonug 2.2 den

—~~
—_
|
Q
~—
-

bulunur ve ispat tamamlanir.



5.1.2.Lemma: 0<g<1 ve s =0,1,2,... olmak iizere,

1
t'p, (q:qt)d t=q"(1- o
I peslarandy =a* (-0 Lo

saglanir.

Ispat : Lemma 2.5 den

1

.:[tspw,k(q;qt)dqt:!‘tsm(qt) (1-qt) d,t

q' .
_ k+s
= —'It (1-qt) dt

(1-9)' [£],%5

q
k
:q—kBq(k+S+l,oo)
q :

5.1.3. Lemma : 0 <¢ <1 ve x€[0,1] olmak iizere,

)i D, (1x)=1

i) D, (5x)=1+¢(x~1)

iii) D, (x)=(1-¢) (1+q)+q(1+29)(1-q)x + ¢’ (1-x)x + ¢’
esitlikleri saglanir.

fspat :

Lemma 5.1.2, Lemma 2.1.6 ve Lemma 5.1.1. kullanilirsa,
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i)
1 & 1
D,,(Lx)= I—Zq"‘pw,k (¢:%) [ P.i (@:91)dt
_Qk:O 0
& RN LIR
_q;q P (@:x)d"( q)[k]q!
=D P (4:%)
k=0
=1
olur.
i)
1 & 1
D, (t:x)= I—Zq"‘pw,k (¢:%) [t .. (a:9t)d,t
_Qk:O 0
[k+1] !

1 o0
=—> g p. (g:%)d" (1-q)
Y k=0

q iz [£],!
=(1- q)gpw,k (g:x)[k+1],

olur. Burada [k + l]q =1l+gq [k]q yazilirsa ve Lemma 5.1.1 kullanilirsa

=<1q)kipm;xwquwm;x)[k]qj
~(1-0) 1403 s ,<1x>:[k1q]
=(1-9) 1+q§(1q)kfkl]q!(1X)fJ
~(1-9) 1+q§(lq)iii[k]q!<1x>jj
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iii )

o 1
D,,(f:x)= _qu(‘;q pw,k(q;x)jtzpw,k(q;qf)dqf

bulunur. Es. 3.6 dan [k +1] [k+2]=1+q+(g+2¢°)[k] +q¢’[k], oldugundan

D,,(fx)=(1-¢) :Z;Poo,k(q;x)(H a+(a+247)[k], +¢’ [k]j)

olur. [k]j = q[k]q [k - l]q + [k]q yazilirsa ve sonra Lemma 5.1.1 den kullanilirsa

Dw,q (tz;x): (1 —q)2 gpw,k (q;x)(1+q +(q + 2q2)[k]q + q3[k]q (q[k —l]q + 1))
= l—q zipwk q;x)(l+q+q(1+q)2[k] +q4[k] [k—l] )
= (1+q2 qx +q 1+q prkqx)[k]

'Sk -1

:(1 q) [(1+q +q 1+q ki [k]q! —x);o[k]q
AR 11]

= [1+q +q 1+q z

+qi xlx) ]

q) [k-2],!
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:(1_(])2 (1+q)+q(1+4)21;m+ k:om

2 ©
=(1-¢)’ |1+q+q(1+q) prk q;x (lf—q)zkz;pw,k(q;x)]

. xk+1(1_x):> & k+2(1 x) ]

2
—(1=g) | 1+q+q(1+q) 2+ q*—2~
(I=a)|1+a+a(lva) — e

:(1+q)(1—q)2 +q(1—q)(1+q)2x+q4x2

elde edilir ve ispat tamamlanur.

5.1.1. Teorem : Her [ eC[0,1] ve g —1 igin

(D, (1)= 1

Ispat : D, , operatorleri [0,1] de lineer pozitif operatrlerdir. Lemma 5.1.3 den
D, (f:ix)3x", =012 (g->1)

saglanir. O halde Korovkin teoreminden

(D.,(1)=f

gergeklenir ve ispat tamamlanir.

5.1.2. Teorem : Belirli bir g € (0,1) ve her f e C[O,l] olmak iizere, (Dn,q (f;x))

dizisi, [0,1] aralig1 iizerinde diizgiin olarak D, (f;x) e yaknsar. Ayrica

D,,(f)=D., (1)< Cols:a)
saglanir.
fspat :

Dn’q (l;x) = Dw’q (l;x) =1 oldugu biliniyor. Her x € [0,1] i¢cin
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‘Dn,q(f x) (f x)‘ ; p & qx g“l y: pook qx)
; (=7 )P, (g:x) ki A= F(1) P (g5x)

si\A,,,k(f—fa))—Aw,k(f—f<1> ) Py (4:%)
+Z‘Aook f- f Hp k qx) pook(q x)‘

+ Z‘Aook S- f ‘pwk qx)

k=n+l1

=1, +1,+1,
saglanir. Ayrica, Es. 4.1 deki siireklilik modiiliiniin (iv)-iincii 6zelliginden
o(fi20)<(1+ ) o(f31), 2> 0
saglanir. O halde
£ ()= (D) so(fil-t)<o(fiq")(1+(1-1)/q")

bulunur. Buradan

4. (=7 ()=

1], [ (£(0) £ (1) po (450)d, ¢

<] [o (1) 1)l

<[n+1], jq‘ka)(f,g")(l +(1-1)/q")p,, (a:qt)d,t

o)
L qk+] (1 _qn+]k)]
qn (1 _qn+2)

S‘D(jlqn)(l4_qkﬂ—n)

=o(f.q"

S~

=o(f.q"

S~

saglanir. Benzer sekilde



(0= ). (asan)a

1

< a)(f;q")lq_q J;(1+(1 —t) / q")pw,k(q;qt)dqt

(f;q")(1+(1—(1—qk”))/q")

a)(f;q")(1+ qk+]—n)

-k

I
S

esitligi saglanir. Ayrica

12,4 (4:%) = .. (4

q (l_q)k [k] !
p,k(qx H(l qx)+pwk
qn—k

124 (Poi(@:x)+ Py (4:%))
saglanir. Burada
l—ll[(l—as)szn:as ,(a, ..... ane(O,l)), n=12,....
s=1 =

esitsizligi kullanilmistir. Boylece Es. 5.1 kullanilarak,

4,0 (7 =7 ()= A (=7 (1)
qu"‘\f(f)— (1)

o

E[aH (0= SO s (g:00) - po (200
0

[n+1] D, k(q x)—prk(q x)d

l-¢g

1
n+1] ——quk(q qt)d

64

(5.1)
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I [g |7 ()= r (I +1], % (P (@30)+ P (:00))dt

l-q
Sqnﬂa)(f; n)(l+qk+1_n)+Zlqi_;w(f;qn)(qu_n)
_so(f:q')

l-¢g

esitsizligi elde edilir. $imdi /,, I, degerlerini hesaplayalim.

\

Lzo(fig) X (146" ) p.u(gx) <o(547) X 20, (g:3) < 20( f34")

k=n+1 k=n+1
bulunur. Son olarak

n—k

I,< iw(f;ff)(l + f]k”_")f—q P (@:3) + P (4:)
k=0 -

S

20(f:9") & 4o( 139"
1(_q 2 P (@:%)+ P, (4:%) Sl(fq)

IA

esitsizligi elde edilir. $imdi bulunun /,,7,,7; ifadeleriyle ilgili esitsizlikler yerlerine

yazilirsa,

D,,(f)-D.,(/)=Co(fq")

esitsizligi ger¢eklenmis olur. Buradan ispat tamamlanir.
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