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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

LORENTZ UZAY FORMLARINDA YÜZEYLER ÜZER·INE

Şemsi EKEN

Süleyman Demirel Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. A. Ceylan ÇÖKEN

Tez beş bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde, konunun tarihsel geli̧simi ifade edilmi̧stir.

·Ikinci bölümde konu ile ilgili temel kavramlara yer verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde 3- boyutlu Öklid uzay¬nda ve 3- küre üzerinde helical geodezik-

leri içeren yüzeyler adl¬çal¬̧smalar incelenmi̧stir.

Dördüncü bölümde Lorentz uzay¬nda sabit ortalama e¼grilikli yüzeyler, helical

e¼griler ve geodezikler çal¬̧s¬ld¬. Ayr¬ca E31 Lorentz uzay¬nda helical geodezikleri

içeren yüzeyler ile ilgili s¬n¬�and¬rmalar yap¬ld¬.

Beşinci bölümde iseM3
1 (C) Lorentz uzay formlar¬nda helical geodezikleri içeren

yüzeyler ile ilgili baz¬s¬n¬�and¬rmalar yap¬ld¬.

Anahtar Kelimeler: Lorentz Uzay Formlar¬, Helical E¼griler, Geodezikler, Sabit

Ortalama E¼grilikli Yüzeyler

2010, 59 sayfa
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

ON SURFACE IN LORENTZ SPACE FORMS

Şemsi EKEN

Süleyman Demirel Universitiy

Graduate School of Applied and Natural Sciences

Mathematics Department

Supervisor: Prof. Dr. A. Ceylan ÇÖKEN

This thesis consists of �ve chapters.

In the �rst chapter, the historical background of the subject is considered.

In the two chapter, fundamental de�nitions and theorems related to subject are

given.

In the three chapter, in the Euclidean 3- space E3 and in the 3- sphere, "surfaces

which contain helical geodesics" are examined.

In the four chapter, in Lorentz space constant mean cuvature surfaces, helical

curves and geodesics are studied. Also, several classi�cations related to surfaces

which contain helical geodesics in Lorentz space are obtained.

In the �ve chapter, several classi�cations related to surfaces which contain helical

geodesics inM3
1 (C) Lorentz space forms are obtained.

Key Words: Lorentz Space Forms, Helical Curves, Geodesics, Constant Mean

Curvature Surfaces

2010, 59 pages
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

R Reel say¬lar cismi

V Reel vektör uzay¬

Rn Öklid n� uzay¬

Sn n� küre

Hn n� hiperbolik uzay

M3 (C) reel uzay formu

Rn� �-indeksli semi- Öklid n� uzay

Sn� � � indeksli n� küre

Hn� � � indeksli n� hiperbolik uzay

M3
1 (C) Lorentz uzay formu

g Skalar çarpma

� Semi-Riemann manifoldunun indeksi

� (M) M manifoldu üzerindeki vektör alanlar¬n¬n uzay¬

� M yüzeyinin birim normali

D M3
1 (C) üzerindeki konneksiyon

r M üzerindeki konneksiyon

S � birim normali ile birleştirilmi̧s şekil operatörü

II ·Ikinci temel form

H Ortalama e¼grilik

C Kesit e¼grili¼gi

" � birim normalinin i̧sareti
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1.G·IR·IŞ

Matematik ve �zikte Lorentz uzay formlar¬geni̧s ilgi alan¬oluşturan bir konudur.

Çünkü Lorentz uzay formlar¬nda sabit ortalama e¼grilikli hiperyüzeylerin relativite

teorisinde önemli bir rol oynad¬¼g¬birçok matematikçi taraf¬ndan bilinmektedir.

n� boyutlu, � indeksli ve C sabit e¼grilikliMn
� (C) Lorentz uzay formlar¬nda n; �

ve C de¼gi̧stikçe yeni uzaylar elde edilmektedir. Örne¼gin C =0 ise Minkowski 3-

uzay¬, C >0 ise de Sitter, C <0 ise de anti-de Sitter uzaylar¬ oluşacakt¬r. n�

boyutlu de Sitter uzay¬, Riemann metrikli n� kürenin ve benzer şekilde anti-de

Sitter uzay¬da Riemann metrikli n�hiperbolik uzay¬n Lorentz kaŗs¬l¬¼g¬olarak

ifade edilebilir. Bu uzaylar genel relativitede maksimal simetriktir ve pozitif veya

negatif kozmolojik sabitli Einstein denklemlerinin bir vakum çözümü oldu¼gundan

dolay¬bu uzaylar¬n relativite teorisinde ve astro�zikte büyük önemi vard¬r. De

Sitter ve anti-de Sitter uzaylar¬�ziksel evren için bir kozmolojik model oldu¼gun-

dan burada yap¬lan çal¬̧smalar son derece önemlidir.

Lorentz Uzay formlar¬ile ilgili çal¬̧smalar (Goldman, 1985), (Kamishima, 1985),

(Kulkarni ile F. Raymond, 1985), ( Zuo, 2006), (Cheng, 1994), (Fujimori, 2007),

(Alias ve Pastor, 1999), (De Lima, 2007), (Lopez, 2000) gibi matematikçiler

taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smalar daha çok sabit ortalama e¼grilikli spacelike

ve timelike yüzeyler üzerine yo¼gunlaşm¬̧st¬r. K. Nomizu ise 1981 y¬l¬nda "On

isoparametric hypersurfaces in the Lorentzian Space Forms" adl¬çal¬̧smas¬

ile sabit asli e¼grilikli isoparametric hiperyüzeylerin Lorentz uzay formunda space-

like hiperyüzey olup olmama durumunu incelemi̧stir.

(Zuo, 2006) ise Lorentz uzay formlar¬nda time-like lineer weingarten yüzeylerin

Backlaund dönüşümlerini ve (Fujioka ve Inoguchi, 2003) de bu uzay formlar¬nda

Timelike Bonnet yüzeylerini çal¬̧sm¬̧slard¬r.

Bu çal¬̧smada ise, Lorentz uzay formunda sabit ortalama e¼grilikli, tam, diferen-

siyellenebilir yüzeyler incelenerek E31; S31; H31 uzaylar¬nda helical e¼griler, geodezik-

ler, ortalama ve Gauss e¼grilikleri, şekil operatörü, Gauss dönüşümleri ve temel
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formlar verilerek,M�M3
1 (C) yüzeyinin içerdi¼gi geodezi¼ge göre e¼grilerle ili̧skisi

ele al¬nd¬ve buna ba¼gl¬olarak yüzeyler s¬n¬�and¬r¬ld¬.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde çal¬̧smaya esas olan tan¬m ve teoremler verilecektir.

2.1. Simetrik Bilineer Formlar

Tan¬m 2.1.1. V bir reel vektör uzay¬olsun.

g : V � V ! R

dönüşümü 8 a; b 2 R ve 8 �!u ;�!� ;�!w 2 V için

i) g (�!u ;�!� ) = g (�!� ;�!u )

ii) g (a�!u + b�!� ;�!w ) = ag (�!u ;�!w ) + bg (�!� ;�!w )

g (�!u ; a�!� + b�!w ) = ag (�!u ;�!� ) + bg (�!u ;�!w )

özelliklerine sahip ise g dönüşümüne V reel vektör uzay¬üzerine simetrik bilineer

form denir.(O�Neill, 1983)

Tan¬m 2.1.2. V reel vektör uzay¬üzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

i) 8�!� 2 V ve �!� 6= 0 için g (�!� ;�!� ) > 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif

de�nit,

ii) 8�!� 2 V ve �!� 6= 0 için g (�!� ;�!� ) < 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif

de�nit,

iii) 8�!� 2 V ve �!� 6= 0 için g (�!� ;�!� ) � 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif

semi-de�nit,

iv) 8�!� 2 V ve �!� 6= 0 için g (�!� ;�!� ) � 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif

semi-de�nit,

v) 8�!w 2 V için g (�!� ;�!w ) = 0 iken �!� = 0 olmak zorunda ise g simetrik bilineer

formuna non-degenere aksi halde dejeneredir denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.3. V bir reel vektör uzay¬ve

g : V � V ! R

3



bir simetrik bilineer form olsun.

g jW : W �W ! R

negatif de�nit olacak şekildeki en büyük boyutlu W altuzay¬n¬n boyutuna g

simetrik bilineer formun indeksi denir ve � ile gösterilir (O�Neill, 1983).

Teorem 2.1.4. V bir reel vektör uzay¬ve V üzerinde simetrik bilineer form g

olsun. Bu durumda,

i) g (�i; �j) = 0 , i 6= j;

ii) g (�i; �j) = 1 , 1 � i � 
;

iii) g (�i; �j) = �1 , 
 + 1 � i � 
 + �;

iv) g (�i; �j) = 0 , 
 + � � i � n = 
 + � + �;

olacak şekilde V nin f�1; �2; :::; �ng baz¬vard¬r. (Duggal ve Bejancu, 1996).

Teorem 2.1.5. Bir g simetrik bilineer formun non-dejenere olmas¬için gerek ve

yeter¸̧sart g nin herhangi bir baza göre ters matrisinin olmas¬d¬r. (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.6. Bir V reel vektör uzay¬üzerinde non-dejenere simetrik bilineer

forma V reel vektör uzay¬üzerinde bir skalar çarpma denir. V üzerindeki bir

skalar çarpma g ise (V ; g) ikilisine skalar çarp¬ml¬vektör uzay¬denir.(O�Neill,

1983).

Tan¬m 2.1.7. 8�!� ;�!w 2 V için �!� 6= 0 ve �!w 6= 0 için g (�!� ;�!w ) = 0 ise �!� ve
�!w vektörleri diktir denir ve �!� ?�!w şekline gösterilir. V reel vektör uzay¬n¬n bir

altuzay¬W iseW? = f�!� 2 V j �!v ?Wg olsun. W? altuzay¬na V nin dik altuzay¬

denir. W �W? genellikle V nin tamam¬olmad¬¼g¬ndan W? altuzay¬na W n¬n

ortogonal kompleman¬denilemez. (O�Neill, 1983).

Teorem 2.1.8. W bir V skalar çarp¬m uzay¬n¬n altuzay¬olsun. O zaman

i) boyW + boyW? = boyV

ii)
�
W?�? = W

4



özellikleri vard¬r.(O�Neill, 1983)

Tan¬m 2.1.9. V reel vektör uzay¬üzerinde bir skalar çarpma g veW da V nin bir

altuzay¬olsun. E¼ger g, W üzerinde non-dejenere ise W ya non-dejenere altuzay,

non-dejenere de¼gil ise dejenere altuzayd¬r denir (O�Neill, 1983).

Teorem 2.1.10. V bir skalar çarp¬m uzay¬ ve W , V nin bir altuzay¬ olsun.

W n¬n non-dejenere altuzay olmas¬ için gerek ve yeter şart V = W � W? ol-

mas¬d¬r.(O�Neill, 1983)

Tan¬m 2.1.11. Bir V reel vektör uzay¬üzerindeki skalar çarpma g olsun. Bir
�!v 2 V vektörünün normu

k�!� k =
q
jg (�!� ;�!� )j

olarak tan¬mlan¬r. Normu bir birim olan vektöre birim vektör ve ortogonal birim

vektörlerin cümlesine de ortonormal sistem denir (O�Neill, 1983).

Teorem 2.1.13. V reel vektör uzay¬için bir ortonormal baz fe1; e2; :::; eng olsun.

"i = g (ei; ei) olmak üzere 8�!� 2 V vektörü

�!� =
nX
i=1

"ig (
�!� ; ei) ei

olacak şekilde tek türlü yaz¬labilir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.1.14. V bir skalar çarp¬m uzay¬olsun. V nin indeksi � olmak üzere

� = 1 ve boyV � 2 ise V skalar çarp¬m uzay¬na bir Lorentz uzay¬ denir.

(O�Neill,1983).

Tan¬m 2.1.15. V bir Lorentz uzay¬olsun. �!� 2 V olmak üzere

i) g (�!� ;�!� ) > 0 veya �!� = 0 ise �!� vektörüne spacelike

ii) g (�!� ;�!� ) < 0 ise �!� vektörüne timelike
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iii) g (�!� ;�!� ) = 0; �!� 6= 0 ise �!� vektörüne lightlike (null) denir (O�Neill,

1983).

2.2. Semi-Riemann Manifoldlar

Tan¬m 2.2.1. M bir C1 manifold olsun. 8p 2 M noktas¬ndaki tanjant uzay

TPM olmak üzere,

gP : TPM� TPM ! R

(XP ; YP ) ! gP (XP ; YP )

biçiminde tan¬ml¬sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0, 2) tensörüne

M üzerinde bir metrik tensör denir. (O�Neill, 1983)

Tan¬m 2.2.2. M bir C1 manifold olsun. M bir g metrik tensör ile donat¬lm¬̧ssa,

M ye bir semi-Riemann manifoldu denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.3. Bir M semi-Riemann manifoldu üzerinde g metrik tensörünün

indeksine semi-Riemann manifoldun indeksi denir ve indM ile gösterilir. E¼ger

indeks � ise 0 � � � boyM dir. Özel olarak, � = 0 ise 8p 2M için gP ; TPM üze

rinde pozitif tan¬ml¬bir iç çarp¬m oldu¼gundan,M bir Riemann manifoldu olur.

� = 1 ve n � 2 olmas¬durumunda ise,M ye bir Lorentz manifoldu denir (O�Neill,

1983).

Tan¬m 2.2.4. Rn Öklid n�uzay¬verilsin. 0 � � � n; olmak üzere � tamsay¬s¬

için, Rn üzerinde,

g (XP ; YP ) = �
�X
i=1

xiyi +

nX
i=�+1

xiyi

ile verilen metrik tensör göz önüne al¬n¬rsa, elde edilen uzay semi-Öklid n� uzay

olarak adland¬r¬l¬r ve Rn� ile gösterilir(O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.5. M ve N birer semi-Riemann manifold ve

f :M!N

bir C1 fonksiyon olsun. E¼ger f nin f� jakobiyen matrisi 8p 2 M noktas¬nda

6



regüler ise f ye M den N içine bir immersiyon denir. Başka bir ifade ile

rankf= boyM ise f ye bir immersiyon denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.6. u1; u2; :::; un; Rn� üzerinde do¼gal koordinat fonksiyonlar¬olsunlar.

V ve W =
P
Wi@i; Rn� üzerinde

rVW =
nX
i=1

V (Wi) @i

vektör alan¬naW n¬n V ye göre kovaryant türevi denir. Burada f@i : 1 � i � ng ;

� (Rn� ) vektör alanlar¬uzay¬n¬n standart baz¬d¬r (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.7. M bir C1 manifold olsun. M üzerinde bir r konneksiyonu

i) rVW; V ye göre bir C1 (M;R) lineerdir,

ii) rVW; W ya göre R lineerdir,

iii) rV (fW ) = V (f)W + frVW; 8f 2 C1 (M;R)

olacak şekilde bir

r : � (M)� � (M)! � (M)

fonksiyonudur.(O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.8. 8X; Y 2 � (M)

h : � (M)� � (M) ! � (M)?

X;Y ! h (X;Y ) = norrXY

şekline tan¬ml¬h dönüşümü 2�lineer ve simetriktir. h fonksiyonunaM nin şekil

tensörü veya ikinci temel tensörü denir (O�Neill, 1983).

Teorem 2.2.9. M semi-Riemann manifoldu üzerinde 8X; Y; Z 2 � (M) için

i) [X;Y ] = rXY �rYX;

ii) Xg (Y; Z) = g (rXY; Z) + g (Y;rXZ)

olacak şekilde bir tek r konneksiyonu vard¬r. r yeM nin Levi Civita konnek-

7



siyonu denir ve Levi Civita konneksiyonu,

2 (rXY; Z) = Xg (Y; Z) + Y g (Z;X)� Zg (X; Y )

�g (X; [Y; Z]) + g (Y; [Z;X]) + g (Z; [X; Y ])

Kozsul formulü ile karakterize edilir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.10. M; fM n¬n bir yar¬-Riemann alt manifoldu olsun. er ve r,

s¬ras¬yla fM ve M üzerindeki Levi-Civita konneksiyonlar¬ olmak üzere,

8X; Y 2 �
� fM�

için, erXY = rXY + h (X; Y )

eşitli¼gineM nin Gauss denklemi denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.11. M � fM, M yar¬-Riemann hiperyüzeyinin bir P noktas¬ndaki

şekil operatörü S (P ) olmak üzere

K : M ! R

P ! K (P ) = detS (P )

biçiminde tan¬mlanan fonksiyonaM nin Gauss e¼grilik fonksiyonu, K (P ) de¼gerine

deM nin P noktas¬ndaki Gauss e¼grili¼gi denir (Hac¬saliho¼glu, 2000).

Tan¬m 2.2.12. M; fM n¬n bir yar¬-Riemann alt manifoldu olsun. Bir P 2 M

noktas¬n¬n umbilik nokta olmas¬için

h (X; Y ) = g (X; Y )Z; 8X; Y; Z 2 TPM

olacak şekilde bir Z 2 TPM? normal vektörünün var olmas¬gereklidir. Böylece

elde edilen Z normal vektör alan¬naM nin P noktas¬ndaki normal e¼grilik vektörü

denir. Ayn¬ zamanda her noktas¬nda umbilik olan manifolda total umbiliktir,

denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.13. M bir semi Riemann manifold ve P 2 M noktas¬ndaki X; Y

tanjant vektörlerinin gerdi¼gi TPM tanjant uzay¬n¬n 2-boyutlu bir non-degenere
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altuzay¬� olsun.

K (�) =
g (R (X; Y )Y;X)

g (X;X) g (Y; Y )� g (X; Y )2

şeklinde tan¬mlanan K (�) reel say¬s¬na � nin kesit e¼grili¼gi denir (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.14. M; (n+ 1)-boyutlu, p�indeksli ve c sabit e¼grilikli ba¼glant¬l¬

semi-Riemann manifoldu olsun. bu semi-Riemann manifolduna p�indeksli in-

de�nit uzay formu denir ve p = 0 ise sadece uzay formu denir (Zheng, 1996).

Tan¬m 2.2.15. n � 2 ve 0 � � � n olmak üzere;

i) Sn� (r) = fX 2 Rn+1� : g (X;X) = r2g hiperkuadri¼gine Rn+1� de r > 0 yar¬çapl¬,

n�boyutlu ve ��indeksli pseudo-küre denir.

ii)Hn� (r) =
�
X 2 Rn+1�+1 : g (X;X) = �r2

	
hiperkuadri¼gineRn+1�+1 de r > 0 yar¬çapl¬,

n�boyutlu ve ��indeksli pseudo-hiperbolik uzay denir (O�Neill, 1983).

Teorem 2.2.16. n � 2 ve 0 � � � n olsun.

i) Sn� (r) pseudo-küre, c = 1=r2 sabit pozitif e¼grilikli, tam semi-Riemann mani-

foldudur.

ii) Hn� (r) pseudo-hiperbolik uzay, c = �1=r2 sabit negatif e¼grilikli, tam semi-

Riemann manifoldudur (O�Neill, 1983).

Önerme 2.2.17. 
; Snv � Rn+1� n¬n sabit olmayan bir geodezi¼gi olsun.

i) 
 timelike ise, 
 e¼grisiRn+1� de hiperbol dallar¬ndan birinin parametrelendirilmi̧sidir.

ii) 
 spacelike ise, 
 e¼grisi Rn+1� de elipsin periyodik parametrelendirilmi̧sidir.

iii) 
 null ise, 
 geodezi¼gi Rn+1� de bir do¼grudur (O�Neill, 1983).

Tan¬m 2.2.18. Tam, basit ba¼glant¬l¬ve sabit e¼grilikli bir semi-Riemann mani-

folduna uzay formu denir (O�Neill, 1983).

Önerme 2.2.19. Basit ba¼glant¬l¬uzay formlar¬n¬n izometrik olmas¬için gerek

ve yeter koşul bu uzay formlar¬n¬n boyutlar¬n¬n, indekslerinin ve C e¼griliklerinin

ayn¬olmas¬d¬r (O�Neill, 1983).
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Sonuç 2.2.20. n � 2 için,

M (n; �; C) = f
Snv (r) e¼ger C = 1=r2 ve 0 � � � n� 2;

Rn� e¼ger C = 0;

Hn� (r) e¼ger C = �1=r2 ve 2 � � � n:

(O�Neill, 1983).

Sonuç (Hopf) 2.2.21. Tam, basit ba¼glant¬l¬ve C sabit e¼grilikli n� boyutlu

Riemann manifoldu,

C =1=r2 ise Sn (r) küresine,

C = 0 ise Rn Öklid uzay¬na,

C = �1=r2 ise Hn hiperbolik uzay¬na,

izometriktir (O�Neill, 1983).

Sonuç 2.2.22. n�boyutlu, tam, basit ba¼glant¬l¬ve C sabit e¼grilikli Lorentz man-

ifoldu aşa¼g¬dakilere izometriktir;

Lorentz küresi Sn1 (r) ; e¼ger C = 1=r2 ve n � 3;eS21 (r) ; e¼ger C = 1=r2 ve n = 2

Minkowski uzay¬ Rn1 e¼ger C = 0eHn1 (r) e¼ger C = �1=r2:

:

Relativity teorisinde S41 (r) e de Sitter uzay¬, H41 (r) e ise anti-de Sitter uzay¬

denir.(O�Neill, 1983).
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3: 3- KÜRE ÜZER·INDE HEL·ICAL GEODEZ·IKLER·I ·IÇEREN

YÜZEYLER

Bu k¬s¬mda, 1992 y¬l¬nda, Tamura, M. nin E3 Öklid uzay¬nda "Surfaces Which

Contain Helical Geodesics" ve 2003 y¬l¬ndaki " Surfaces Which Contain Helical

Geodesics In The 3-Sphere" adl¬çal¬̧smalar¬incelendi.

Helical bir e¼gri, E3 Öklid uzay¬nda e¼grili¼gi ve torsiyonu sabit olan bir e¼gridir. Bu

e¼gri genellikle helistir. E¼ger e¼grilik sabit ve torsiyon s¬f¬rsa bu e¼gri bir çembere,

e¼grilikte s¬f¬r ise bir do¼gruya indirgenir. E3 de dairesel silindir, do¼gru, çember ve

helis e¼grilerini geodezik olarak içerir. Ayr¬ca E3 de küre üzerindeki büyük çem-

berler ve düzlem üzerindeki do¼grular geodeziktirler. Ancak E3 de helikoid, helisi

içermesine ra¼gmen helis, helikoidin bir geodezi¼gi de¼gildir, ve E3 de dönel yüzeyler

üzerindeki çemberler de her zaman geodezik de¼gildir. Tüm bunlara dayanarak,

E3 de M yüzeyi üzerindeki bir helical geodezik, E3 de e¼gri olarak helical, M

yüzeyi üzerinde ise geodezik olan bir e¼gridir.

M3 (C) deM yüzeyi üzerindeki bir helical geodezik, M3 (C) de e¼gri olarak heli-

cal,M yüzeyi üzerinde ise geodezik olan bir e¼gridir.

BuradaM3 (C) ; C sabit e¼grilikli, h:; :i metrikli, basit ba¼glant¬l¬, 3- boyutlu Rie-

mann uzay formudur. Burada , C = 0;�1 al¬nacakt¬r. Yani, M3 (0) = E3�
3-boyutlu Öklid uzay¬

�
; M3 (1) = S3 (birim 3-küre) ; M3 (�1) = H3 (birim

hiperbolik 3-uzay) elde edilir.

M;M3 (C) uzay formunda bir yüzey, � (M) ;M nin tüm vektör alanlar¬n¬n bir

kümesi, D, M3 (C) deki Levi-Civita konneksiyonu, r, M deki Levi-Civita kon-

neksiyonu ve �;M üzerindeki birim vektör alan¬olsun. M üzerindeki ikinci temel

formu

II (X; Y ) � = DXY �rXY (3.1)

şeklindedir. S,M nin şekil operatörü olmak üzere,

II (X;Y ) = hS (X) ; Y i

8X; Y 2 � (M) :
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M üzerindeki 8V;W 2 � (M) için Codazzi denklemi hesaplan¬rsa,

S ([V;W ]) = rV S (W )�rWS (V )

S (rVW �rWV ) = (rV S)W + S (rVW )� (rWS)V � S (rWV )

dir. Burada gerekli sadeleştirmeler yap¬l¬rsa,

(rV S)W = (rWS)V (3.2)

bulunur.

M3 (C) deM yüzeyinin K Gauss e¼grili¼gi ve H ortalama e¼grili¼gi aşa¼g¬daki gibidir:

K = C + detS, H =
1

2
izS.

M3 (C) deM nin Gauss-Kronecker e¼grili¼gi Ke ile gösterilir ve

Ke = detS

şeklindedir.


;M3 (C) de yay parametresine ba¼gl¬helical bir e¼gri olsun. O halde 
 boyunca

birim vektörleri X; Y ve e¼grilikleri �; � olmak üzere, Frenet denklemleri:

D
0

0
= �X

D
0X = ��
0 + �Y

D
0Y = ��X

dir. Burada 

0
; 
 n¬n birim te¼get vektör alan¬d¬r.

E¼grili¼gi s¬f¬rdan farkl¬ve torsiyonu s¬f¬r olan helical bir e¼griye "riemann çemberi"

denir. E¼ger � ve � s¬f¬rdan farkl¬ise, bu helical e¼griye " uygun helis" denir.

Örnek 3.1. (S3 de helisler) S3; 4-boyutlu E4 Öklid uzay¬na gömülmüş birim
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3-küre olsun. S3 � E4 deki bir helis,


 (s) = (cos � cos (as) ; cos � sin (as) ; sin � cos (bs) ; sin � sin (bs))

dir, ki burada

a2 cos2 � + b2 sin2 � = 1

şeklindedir. s yay parametresi olmak üzere, ayr¬ca

x21 + x
2
2 = cos

2 �; x23 + x
2
4 = sin

2 �

oldu¼gu aç¬kt¬r. Bunun anlam¬
 n¬n düzlem toru üzerinde olmas¬d¬r.

Burada düzlem torun sabit ortalama e¼grili¼gi

H =cot (2�)

dir. � ve � e¼grilikler olmak üzere,

� =
p
(a2 � 1) (1� b2) ve � = ab

bulunur (Tamura, 2004).

S3 deki her uygun helis, bu helislerden birine kongürüenttir. Aşa¼g¬daki lemma

ileride verece¼gimiz teoremler için önemli bir rol oynamaktad¬r.

Lemma 3.2. M, bir Riemann 2- manifold olsun. E¼ger M üzerindeki her

yerde iki geodezik ailenin arakesiti sabit aç¬yap¬yorsa, o zamanM bir düzlemdir

(Tamura, 2004).

Şimdi ise c � 0 için,M3 (C) de isoparametrik yüzeyler (asli e¼grilikleri sabit olan

yüzeyler) ve E3 de düzlemsel yüzeyler ile ilgili baz¬s¬n¬�and¬rmalar hat¬rlat¬la-

cakt¬r.

Önerme 3.3. M, E3 Öklid uzay¬nda tam, düzlemsel bir yüzey olsun. O halde

M, düzlemsel e¼grileri içeren bir dairesel silindirdir (Tamura, 2004).
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Önerme 3.4. M, E3 de isoparametrik bir yüzey olsun. Bu durumda M, ya

(total geodezik) düzlemdir, ya total umbilik küredir, ya da dairesel silindirdir

(Tamura, 2004).

Önerme 3.5. M, S3 de isoparametrik bir yüzey olsun. Bu durumdaM, total

geodezik 2-küredir, ya total umbilik 2- küredir ya da çemberler içeren bir Hopf

torudur (Tamura, 2004).

Aşa¼g¬da E3 de ve M3 (C) de helical geodezikleri içeren yüzeylerin karakterizas-

yonlar¬ile ilgili teoremler mevcuttur.

Teorem 3.6. M; E3 de sabit ortalama e¼grilikli tam diferansiyellenebilir bir yüzey

olsun. E¼gerM üzerinde umbilik nokta yok ise, o zamanM nin herbir noktas¬n-

dan geçen ve e¼grili¼gi (E3 de e¼gri olarak) s¬f¬rdan farkl¬olan bir helical geodezik

vard¬r. O haldeM; dairesel silindirdir (Tamura, 1992).

Teorem 3.7. M; S3 3- küre üzerinde sabit ortalama e¼grilikli tam diferansiyel-

lenebilir bir yüzey olsun. E¼gerM üzerindeM nin herbir noktas¬ndan geçen iki

helical geodezik var ise o zaman M, ya büyük küre, ya küçük küre ya da çem-

berleri içeren bir Hopf torudur (Tamura, 2004).Bu teoremin ispat¬için aşa¼g¬da

verilecek olan Teorem 3.8 ve Lemma 3.9 un verilmesi gereklidir.

Teorem 3.8. M;M3 (C) uzay formunda sabit ortalama e¼grilikli tam bir yüzey

olsun. E¼ger M nin umbilik noktalar¬ yoksa, M üzerinde M nin herbir nok-

tas¬ndan geçen ve e¼grili¼gi (M3 (C) de e¼gri olarak) s¬f¬rdan farkl¬olan bir helical

geodezik vard¬r. O haldeM, dairesel silindirdir (Tamura, 2004).

BuradaM3 (C) dairesel silindir derken, C 6= 0 için; S3 de çemberleri içeren Hopf

silindiri (tor) ; H3 de geodezikler çevresindeki equdistant tubes lerdir.

Lemma 3.9. M; M3 (C) de sabit ortalama e¼grilikli tam bir yüzey olsun ve U ,

M de bir aç¬k küme olsun. Kabul edelim ki U üzerinde iki asimptotik e¼gri ailesi

ve bu e¼grilerin her ikisi de ambient uzayda geodezik olsunlar. O zaman U , ya

total geodeziktir, ya E3 de dairesel silindirin bir k¬sm¬na kongrüenttir ya da S3

de çemberleri içeren bir Hopf torudur (Tamura, 2004).
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·Ispat. E¼ger U total geodezik ise, o zaman U üzerinde ambient geodezik olan iki

asimptotik e¼gri ailesi vard¬r. Bu yüzden biz U üzerinde total geodezik olmama

durumu incelenecektir.

�1 ve �2, U üzerinde p 2 U noktas¬ndan geçen ve M3 (C) de bir e¼gri olarak

geodezik olan iki asimptotik e¼gri olsunlar.

� ve 2H� �, M nin asli e¼grilikleri ve bunlara kaŗs¬l¬k gelen asli vektör alanlar¬

E1; E2 olsun. Burada H, başlang¬çta kabul edildi¼gi gibi sabittir. �; E1 ile �
0
1

aras¬ndaki aç¬olmak üzere;

�
0
1 = cos �E1 + sin �E2

�
0
2 = � cos �E1 + sin �E2

şeklindedir ki burada �
0
1 ve �

0
2, s¬ras¬yla �1 ve �2 nin birim tanjant vektör

alanlar¬ olsunlar. Ayr¬ca rE1E1 = �E2; rE1E2 = ��E1; rE2E1 = �E2;

rE2E2 = ��E1 eşitlikleri mevcuttur. Codazzi denkleminden,

rE1� = �2� (��H)

rE2� = 2� (��H)
(3.3)

bulunur. M deki �1 ve �2 e¼grileri ayn¬zamanda geodezik olduklar¬ndan,

r�
0
1
� + � cos � + � sin � = 0

r�
0
2
� + � cos � � � sin � = 0

(3.4)

dir. Burada �1 ve �2 e¼grileri için

r�
0
1
� = 0 ve r�

0
2
� = 0

oldu¼gu biliniyor. Ayr¬ca �1 geodezik oldu¼gundan;

r�
0
1
�
0

1 = 0
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d¬r. �
0
1 nin de¼geri yerine yaz¬l¬rsa,

� cos � + � sin � = 0

elde edilir. Benzer şekilde �2 geodezik oldu¼gundan,

r�
0
2
�
0

2 = 0

d¬r. �
0
2 nin de¼geri yerine yaz¬l¬rsa,

� cos � � � sin � = 0

elde edilir.

Burada �1 ve �2 e¼grileri asimptotik e¼griler

II (E1; E1) = � ve II (E2; E2) = 2H� �

şeklindedir.

�1 ve �2 e¼grileriM3 (C) de birer e¼gri olarak geodezik olduklar¬ndan;

D�01�
0

1 = 0 ve D�02�
0

2 = 0

dir. Şimdi ise �
0
1 ve �

0
2 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa her iki durumda da,

� cos2 � + (2H� �) sin2 � = 0 (3.5)

bulunur. Yukar¬daki ifadenin �
0
1 ve �

0
2 ye göre türevi al¬n¬rsa,

r�
0
1

�
� cos2 � + (2H� �) sin2 �

�
= 0
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elde edilir. Yani,

cos2 �r�
0
1
�+ 2� cos � (� sin �)r�

0
1
� + sin2 �r�

0
1
(2H� �)

+2 (2H� �) sin � cos �r�
0
1
� = 0:

Burada
r�

0
1
� = 2 (��H) (� sin � � � cos �)

r�
0
1
(2H��) = 2 (��H) (� cos � � � sin �)

oldu¼gu aç¬kt¬r. O halde tüm bilinenler yerine yaz¬l¬rsa,

� sin �
�
3 cos2 � � sin2 �

�
� � cos �

�
cos2�3 sin2 �

�
= 0

bulunur. Ayn¬i̧slemler benzer şekilde �
0
2 için yap¬l¬rsa,

� sin �
�
3 cos2 � � sin2 �

�
+ � cos �

�
cos2�3 sin2 �

�
= 0

elde edilir.

Burada � veya � s¬f¬r oldu¼gundan,

3 cos2 � = sin2 � veya cos2 � = 3 sin2 �

dir. (3:3) ve (3:5) denklemleri, bu do¼grular¬n U üzerinde geodezik oldu¼gunu gös-

terir. Böylece U total geodezik de¼gildir. Bilindi¼gi gibi iki geodezik do¼gru ailesinin

arakesiti sabit �=2 aç¬s¬d¬r. Böylece Lemma 3.2 dan U düzlemdir (Tamura, 2004).

Teorem 3.10. M; E3 de sabit ortalama e¼grilikli tam diferensiyellenebilir bir

yüzey olsun. E¼ger M üzerinde, M nin herbir noktas¬ndan iki helical geodezik

varsa o zamanM; ya düzlem, ya küre ya da dairesel silindirdir (Tamura, 1992).

Teorem 3.11. M; M3 (C) de negatif omayan ve sabit ortalama e¼grilikli tam

bir yüzey olsun. E¼gerM nin her bir noktas¬ndan geçen iki tane helical geodezik

varsa o zaman M; ya total geodezik bir yüzey, ya total umbilik bir yüzey ya

dairesel silindir (C = 0) ya da Hopf toru (C > 0) dur (Tamura, 2004).
·Ispat. M3 (C) = E3 oldu¼gu durumu (Tamura, 1992) de verilmi̧stir. Burada ise
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M3 (C) = S3 olma durumu incelenecektir.


;M üzerinde helical geodezik ise aşa¼g¬daki üç durum söz konusudur:

1. Durum. � 6= 0 ve � 6= 0 olsun. Bu durumda (3:1) denklemlerinde

D
0

0
= II

�


0
; 


0�
ifadesiM ye normal oldu¼gundan X = � al¬nabilir. O halde,

D
0� = ��

0
+ �Y ve D
0Y = ���:

bulunur.

2. Durum. � 6= 0 ve � = 0 olsun. Burada da (3:2) denklemlerinde X = �

al¬n¬rsa,

D
0� = ��

0
:

bulunur.

3. Durum. � = 0 olsun. Gauss denkleminden,

II
�


0
; 


0
�
= 0

elde edilir.


1 ve 
2 M üzerinde p 2M noktas¬ndan geçen helical geodezik olsunlar. Burada

1-3 durumlar¬göz önüne al¬nd¬¼g¬nda aşa¼g¬daki olas¬l¬klar söz konusudur:

(i) 
1 ve 
2 ambient geodezik,

(ii) 
1 ve 
2 Riemann çemberi,

(iii) 
1 ve 
2 uygun helis,

(iv) 
1 ambient geodezik, 
2 Riemann çember,

(v) 
1 ambient geodezik, 
2 uygun helis,

(vi) 
1 Riemann çemberi, 
2 uygun helis.

·Ilk olarak, K Gauss e¼grili¼gi en az¬ndan bir noktada pozitif olsun. Ve

M1 = fp 2M : Ke (p) > 0g
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olsun. O halde M1; (ii) ; (iii) ; (vi) tiplerinden biridir. M11 ise M1 in tüm

umbilik noktalar¬n¬n kümesi ve,

M12 =M1 �M11

olsun. E¼ger M12 6= ? ise o halde Teorem 3.8 den M12 üzerinde Ke = 0 dir.

Bu ise M12 üzerinde Ke > 0 olmas¬ile çeli̧sir. Dolay¬s¬yla M1, hem aç¬k hem

kapal¬oldu¼gundanM1, total umbilik bir yüzeydir.. BöyleceM; total umbilik bir

yüzeydir.

Şimdi iseM üzerinde Ke� 0 olsun. Ve

M2 = fp 2M : Ke (p) < 0g

O haldeM2; (i)� (vi) tiplerinden biridir.

M21 = fp 2M : p noktas¬ndan geçen Riemann çemberi veya uygun helis varg

ve M22 = M2 � M21 olsun. O halde M2 = M21 [ M22 ,

M2 = ClM21 [ IntM22 ve M2 = ClM22 [ IntM21 oldu¼gu aç¬kt¬r. burada

A kümesi için, ClA, A n¬n kapan¬̧s¬n¬, IntA, A n¬n içini göstermektedir. Böylece

M21 veya M22 iç noktalara sahiptir ya da M21 veya M22, M2 de yo¼gundur.

E¼ger M21 6= ? veya M21; M2 de yo¼gun ise Teorem 3.1 den M2 düzlemdir.

Oysa bu bir çeli̧skidir. Bunun anlam¬M2 üzerinde tüm asimptotik e¼griler, am-

bient geodeziktirler. Böylece, Lemma 3.4. tenM2 üzerinde K = 0 d¬r. O halde

M2 = fp 2M : Ke (p) = �1g dir. BuradanM2 kapal¬d¬r. Ayr¬caM2 hem aç¬k

hem kapal¬oldu¼gundanM bir düzlemdir. Dolay¬s¬ylaM; çemberleri içeren bir

Hopf torudur. ÇünküM; isoparametrik ve tam bir düzlemdir.

Şimdi ise H3 de tam düzlemsel yüzeylerin ve isoparametrik yüzeylerin s¬n¬�and¬r-

malar¬hat¬rlat¬lacakt¬r.

Önerme 3 12. M, H3 hiperbolik 3-uzay¬nda tam düzlemsel bir yüzey ol-

sun. O zaman M, ya total umbilik (horok�ure) ; ya da H3 de bir geodezi¼gin

(equdistant tube)sidir (Tamura, 2004).
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Önerme 3 13. M, H3 hiperbolik 3-uzay¬nda isoparametrik bir yüzey olsun. O

halde M, ya total geodezik 2-hiperbolik uzayd¬r, ya total umbilik yüzey ya da

geodezikler etraf¬ndaki equdistant tube lerdir (Tamura, 2004).

·Ispat. (Teorem 3:8) 
;M üzerinde p 2M noktas¬ndan geçen bir helical geodezik

olsun. O halde Gauss denkleminden

D
0

0
= II

�


0
; 


0
�
�

ifadesiM ye normaldir. Böylece Serret-Frenet formulünde X = � al¬n¬rsa,

II
�


0
; 


0�
= �; ve II

�


0
; Y
�
= �� :

� ve 2H � �; M nin asli e¼grilikleri olsunlar. O halde M nin ortalama e¼grili¼gi

kabul edildi¼gi gibi H dir. E1 ve E2, M üzerinde asli vektör alanlar¬na kaŗs¬l¬k

gelen vektör alanlar¬olsunlar. �; 

0
ile E1 aras¬ndaki aç¬olmak üzere,



0
= cos �E1 + sin �E2

Y = � sin �E1 + cos �E2:

Ayr¬ca burada,

II (E1; E1) = DE1E1 = �

II (E2; E2) = DE2E2 = (2H� �)

dir. Benzer şekilde düşünülürse,

II
�


0
; 


0
�
= D
0


0
= � cos2 � + (2H� �) sin2 � (3.7)

II (Y; Y ) = � sin2 � + (2H� �) cos2 � (3.8)

bulunur. (3:6) ve (3:7) denklemlerinden

� = � cos2 � + (2H� �) sin2 �
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ve (3:8) denkleminden de

II (Y; Y ) = 2H� �

elde edilir. M nin K Gauss e¼grili¼gi

K = c+ II
�


0
; 


0�
:II (Y; Y )�

n
II
�


0
; Y
�2o

;

= c+ � (2H� �)� � 2

şeklindedir. Bu ifade c + � (2H� �) ya eşit olmal¬d¬r. 
 boyunca � ve 2H� �

fonksiyonlar¬sabittirler. Şimdi (3:7) in 

0
ye göre diferansiyeli al¬n¬rsa;

r
0� = 0 (3.9)

bulunur, ÇünküM nin umbilik noktas¬yoktur.

Ayr¬ca rE1E1 = �E2; rE1E2 = ��E1; rE2E1 = �E2; rE2E2 = ��E1 oldu¼gu

aç¬kt¬r. 
 geodezik oldu¼gundan,

r


0 


0
= 0

d¬r. 

0
nin de¼geri yerine yaz¬l¬rsa,

� cos � + � sin � = 0: (3.10)

Ayr¬ca

S( [E1; E2]) = rE1S(E2)�rE2S(E1)

Codazzi denklemi kullan¬l¬rsa,

rE1� = �2� (��H) ve rE2� = 2� (��H) (3.11)

bulunur. Burada D

0 (��) nin normal k¬sm¬ s¬f¬r oldu¼gundan ve (3:8) denkle-
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minden,

r
0 (��) = 0

(r
0�)� + �r
0� = 0

r
0� 6= 0

oldu¼gundan,

r
0� = 0

d¬r. Son ifadede tüm bilinenler yerine yaz¬l¬rsa

� sin � � � cos � = 0 (3.12)

elde edilir.Böylece (3:8) ve (3:10) denklemlerinden,
 boyunca � = � = 0 oldu¼gu

görülür. Bunun anlam¬M üzerindeki tüm do¼grular¬nM nin geodezi¼gi oldu¼gudur.

BöyleceM düzlemdir ve � ve 2H � � asli e¼griliklerine sahiptir. O haldeM ya

total geodezik bir yüzey, ya total umbilik bir yüzey ya da dairesel silindirdir.

Ancak başlang¬çta M nin umbilik noktalar¬yok kabul edilmi̧sti. O halde M,

dairesel silindirdir (Tamura, 2004).
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4: E31 LORENTZ UZAYINDA HEL·ICAL GEODEZ·IKLER·I

·IÇEREN YÜZEYLER

Bu bölümde, Lorentz uzay¬nda sabit ortalama e¼grilikli yüzeyler, helical e¼griler

ve geodezikler çal¬̧s¬ld¬. Ayr¬ca, E31 Lorentz uzay¬nda helical geodezikleri içeren

yüzeyler ile ilgili baz¬s¬n¬�and¬rmalar elde edildi.

E31 Lorentz uzay¬nda bir helical e¼gri, e¼grili¼gi ve torsiyon sabit olan e¼gridir. Bilindi¼gi

gibi bu e¼gri genellikle helis e¼grisidir. E¼ger e¼grilik sabit, torsiyon s¬f¬r ise bu e¼gri

bir Lorentz çemberine, e¼grilikte s¬f¬r ise bu e¼gri bir do¼gruya indirgenir. E31 deki

Lorentz silindirleri ise bu e¼grileri geodezik olarak içerir. E31 de M yüzeyi üz-

erindeki bir helical geodezik, E31 Lorentz uzay¬nda bir e¼gri olarak helical, M

yüzeyi üzerinde ise geodezik olan bir e¼gridir.

Şimdi ise Lorentz uzay¬nda sabit ortalama e¼grilikli yüzeyleri s¬n¬�and¬rmak için

baz¬teoremler verilecektir.

Teorem 4.1. M, E31 Lorentz uzay¬nda tam; diferensiyellenebilir ve sabit orta-

lama e¼grilikli bir yüzey olsun. E¼ger M nin umbilik noktas¬ yok ise, o zaman

e¼grilikleri s¬f¬rdan farkl¬olan veM nin herbir noktas¬ndan geçen iki helical geo-

dezik vard¬r. O zamanM; Lorentz silindirlerinden biridir.

·Ispat. 
, E31 de yay parameresi ile parametrelendirilmi̧s bir helical e¼gri olsun.

Serret-Frenet formüllerinden 
 n¬n X; Y birim vektör alanlar¬ve �; � e¼grilikleri

olsun.

1.Durum. 
0 ; X spacelike, Y timelike olsun. O zaman,

D
0

0
= �X (4.1)

D
0X = ��
0 + �Y

D
0Y = �X
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burada 

0
, 
 n¬n birim te¼get vektör alan¬n¬göstermektedir:


; M üzerinde p 2 M noktas¬ndan geçen bir helical geodezik ve M nin birim

normal vektör alan¬� olsun. Gauss denkleminden,

D
0

0
= II

�


0
; 


0
�

oldu¼gundan,M ye normaldir. Böylece X = � al¬nabilir.

II
�


0
; 


0
�
= ��; II

�


0
; Y
�
= �� (4.2)

Burada � ve c��,M nin asli e¼grilikleri ve E1 ile E2,M nin asli vektör alanlar¬na

kaŗs¬l¬k gelen vektör alanlar¬olsunlar:

1.1.Durum . E1; � spacelike, E2 timelike olsun. �; 

0
ile E1 aras¬ndaki aç¬olmak

üzere,



0
= cosh �E1 + sinh �E2

Y = sinh �E1 + cosh �E2:

şeklindedir. Ayr¬ca burada

S (E1) = �E1 ve S (E2) = � (c� �)E2

ve " = h�; �i = �1 oldu¼gu göz önüne al¬narak,

II (E1; E1) = " hS (E1) ; E1i � = h�E1; E1i �

dir.O halde

II (E1; E1) = DE1E1 = ��

bulunur. Benzer şekilde

II (E2; E2) = " hS (E2) ; E2i � = h� (c� �)E2; E2i �
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dir. O halde

II (E2; E2) = DE2E2 = (c� �) �

elde edilir. 
 geodezik oldu¼gundan,

II
�


0
; 


0
�
= D
0


0

oldu¼gu aç¬kt¬r.

II
�


0
; 


0
�
= D
0


0
=
�
� cosh2 � + (c� �) sinh2 �

	
� (4.3)

II (Y; Y ) = DY Y =
�
� sinh2 � + (c� �) cosh2 �

	
� (4.4)

(4:2) ve (4:3) denklemlerinden,

� = � cosh2 � + (c� �) sinh2 �

elde edilir. Şimdi ise (4:3) denkleminin 

0
ye göre türevini al¬n¬rsa;M nin umbilik

noktas¬olmad¬¼g¬ndan

r
0
�
� cosh2 � + (c� �) sinh2 �

�
� = 0

d¬r. Buradan

r
0
�
� cosh2 � + (c� �) sinh2 �

�
= 0

ve

(2� cosh � + 2 (c� �) sinh �)r

0� = 0

dir. Ayr¬ca,

(2� cosh � + 2 (c� �) sinh �) 6= 0

oldu¼gundan,

r
0� = 0 (4.5)

bulunur. Burada rE1E1 = �E2; rE2E2 = ��E1; ve rE1E2 = �E1; rE2E1 =
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��E2 oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca 
 geodezik oldu¼gundan,

r
0

0
= 0

d¬r. 

0
yerine konulursa

� cosh � � � sinh � = 0 (4.6)

elde edilir. Ayr¬ca

S [E1; E2] = rE1S (E2)�rE2S (E1)

Codazzi denklemi kullan¬l¬rsa,

rE1� = ��c ve rE2� = ��c (4.7)

bulunur. Burada D
0 (��) nin normal k¬sm¬ s¬f¬r oldu¼gundan ve (4:7) denkle-

minden,

r
0 (��) = 0

(r
0�)� + �r
0� = 0

r
0� 6= 0

oldu¼gundan

r
0� = 0

Son ifadede tüm bilinenler yerine yaz¬l¬rsa

� sinh � + � cosh � = 0 (4.8)

elde edilir.Böylece (4:6) ve (4:8) denklemlerinden,
 boyunca � = � = 0 oldu¼gu

görülür. Bunun anlam¬M üzerindeki tüm do¼grular¬nM nin geodezi¼gi oldu¼gudur.

Ayr¬ca buradaM üzerindeki her yerde iki geodezik ailenin arakesiti sabittir. O

halde M Lorentz düzlemidir ve burada M, � ve c � � e¼griliklerine sahiptir.

Dolay¬sylaM ya Lorentz düzlemidir, ya da Lorentz silindirlerinden biridir. Ancak
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başlang¬çta M nin umbilik noktalar¬yok kabul edilmi̧sti. O halde M, Lorentz

silindirlerinden biridir.

1.2.Durum. E2; � spacelike, E1 timelike olsun. �, 

0
ile E1 aras¬ndaki aç¬olmak

üzere



0
= cosh �E1 + sinh �E2

Y = sinh �E1 + cosh �E2:

şeklindedir. Ayr¬ca

S (E1) = ��E1 , S (E2) = (c� �)E2

ve " = h�; �i � 1 oldu¼gu göz önüne al¬narak,

II (E1; E1) = " hS (E1; E1)i � = h��E1; E1i �

den

II (E1; E1) = DE1E1 = ��

bulunur. Benzer şekilde,

II (E2; E2) = " hS (E2; E2)i � = h� (c� �)E2; E2i �

den

II (E2; E2) = DE2E2 = (c� �)�

elde edilir. 
 geodezik oldu¼gundan

II
�


0
; 


0
�
= D
0


0
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oldu¼gu aç¬kt¬r.

II
�


0
; 


0�
= D
0


0
=

�
� cosh2 � + (c� �) sinh2 �

	
�

II (Y; Y ) = DY Y =
�
� sinh2 � + (c� �) cosh2 �

	
�

(4.9)

(4:2) ve (4:9) denklemlerinden

� = � cosh2 � + (c� �) sinh2 �

elde edilir. Şimdi ise (4:9) denkleminin 

0
ye göre türevini al¬rsak;M nin umbilik

noktas¬olmad¬¼g¬ndan,

r
0
�
� cosh2 � + (c� �) sinh2 �

�
� = 0:

oldu¼gundan

(2� cosh � + 2 (c� �) sinh �)r


0 � = 0

dir. Ayr¬ca

2� cosh � + 2 (c� �) sinh � 6= 0

oldu¼gundan

r
0� = 0 (4.10)

bulunur. Burada rE1E1 = �E2; rE2E2 = ��E1; rE1E2 = �E1; rE2E1 = ��E2
oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca 
 geodezik oldu¼gundan,

r

0


0
= 0

d¬r. 

0
yerine konulursa

� cosh � � � sinh � = 0: (4.11)

elde edilir. Öte yandan

S [E1; E2] = rE1S (E2)�rE2S (E1)
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Codazzi denklemi kullan¬l¬rsa,

rE1� = ��c ve rE2� = ��c (4.12)

bulunur. Burada D
0 (��) nin normal k¬sm¬s¬f¬r oldu¼gundan ve (4:12) denkle-

minden,

r
0 (��) = 0

(r
0�)� + �r
0� = 0

r
0� 6= 0

oldu¼gundan

r
0� = 0:

Son ifadede tüm bilinenler yerine yaz¬l¬rsa

� sinh � � � cosh � = 0 (4.13)

elde edilir. Böylece (4:11) ve (4:13) denklemlerinden, 
 boyunca � = � = 0

oldu¼gu görülür. Bunun anlam¬M üzerindeki tüm do¼grular¬n M nin geodezi¼gi

oldu¼gudur. Ayr¬ca buradaM üzerindeki her yerde iki geodezik ailenin arakesiti

sabittir. O halde M Lorentz düzlemidir ve burada M, � ve c � � e¼griliklerine

sahiptir. Dolay¬syla M ya Lorentz düzlemidir ya da Lorentz silindirlerinden

biridir. Ancak başlang¬çtaM nin umbilik noktalar¬yok kabul edilmi̧sti. O halde

M, Lorentz silindirlerinden biridir.

2.Durum. 
0 ; Y spacelike, X timelike olsun. O zaman,

D
0

0
= �X (4.14)

D
0X = �

0
+ �Y

D
0Y = ��X

burada 

0
, 
 n¬n birim te¼get vektör alan¬n¬göstermektedir:
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; M üzerinde p 2 M noktas¬ndan geçen bir helical geodezik ve M nin birim

normal vektör alan¬� olsun. Gauss denkleminden,

D
0

0
= II

�


0
; 


0
�

oldu¼gundan,M ye normaldir. Böylece X = � al¬nabilir. Böylece

II
�


0
; 


0
�
= ��; II

�


0
; Y
�
= ��� (4.15)

dir. Burada � ve c��;M nin asli e¼grilikleri ve E1 ve E2;M üzerinde asli vektör

alanlar¬na kaŗs¬l¬k gelen vektör alanlar¬olsunlar.

Ayr¬ca E1 ve E2 spacelike, � timelike d¬r. �; 

0
ile E1 aras¬ndaki aç¬olmak üzere,



0
= cosh �E1 + sinh �E2

Y = sinh �E1 + cosh �E2:

Ayr¬ca burada

S (E1) = �E1 , S (E2) = (c� �)E2

ve " = h�; �i = �1 oldu¼gu göz önüne al¬narak,

II (E1; E1) = " hS (E1) ; E1i � = �h�E1; E1i �

dir. O halde,

II (E1; E1) = DE1E1 = ���

bulunur. Benzer şekilde

II (E2; E2) = " hS (E2) ; E2i � = �h(c� �)E2; E2i �

dir. Ohalde

II (E2; E2) = DE2E2 = � (c� �) �

30



elde edilir. 
 geodezik oldu¼gunda

II
�


0
; 


0
�
= D
0


0

oldu¼gu aç¬kt¬r..

II
�


0
; 


0�
= D
0


0
= �

�
� cosh2 � + (c� �) sinh2 �

	
�

II (Y; Y ) = DY Y = �
�
� sinh2 � + (c� �) cosh2 �

	
�:

(4.16)

(4:15) ve (4:16) denklemlerinden,

� = � cosh2 � + (c� �) sinh2 �

elde edilir. Şimdi ise (4:16) denkleminin 

0
ye göre türevini al¬rsak;M nin umbilik

noktas¬olmad¬¼g¬ndan

r


0

�
� cosh2 � + (c� �) sinh2 �

	
� = 0:

Buradan

r


0 (� cosh

2 � + (c� �) sinh2 �) = 0

oldu¼gundan

(2� cosh � sinh � + 2 (c� �) sinh � cosh �)r
0� = 0

dir. Ayr¬ca

2� cosh � sinh � + 2 (c� �) sinh � cosh � 6= 0

oldu¼gundan,

r

0� = 0

bulunur. Burada rE1E1 = �E2; rE2E2 = ��E1; rE1E2 = ��E1; rE2E1 = �E2

oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca 
 geodezik oldu¼gundan

r
0

0
= 0
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d¬r. 

0
yerine konulursa,

� cosh � + � sinh � = 0: (4.17)

elde edilir. Öte yandan,

S ([E1; E2]) = rE1S (E2)�rE2S (E1)

Codazzi denklemi kullan¬l¬rsa,

rE1� = � (2�� c) � ve rE2� = (2�� c)� (4.18)

bulunur. Burada D
0 (��) nin normal k¬sm¬s¬f¬r oldu¼gundan ve (4.18) denkle-

minden,

r
0 (��) = 0�
r
0�

�
� + �r
0� = 0

r
0� 6= 0

oldu¼gundan,

r
0� = 0:

Son ifadede tüm bilinenler yerine yaz¬l¬rsa,

� sinh � � � cosh � = 0 (4.19)

elde edilir. Böylece (4:17) ve (4:19) denklemlerinden 
 boyunca � = � = 0

oldu¼gu görülür. Bunun anlam¬M üzerindeki tüm do¼grular¬n M nin geodezi¼gi

oldu¼gudur. Ayr¬ca buradaM üzerindeki her yerde iki geodezik ailenin arakesiti

sabittir. O halde M Lorentz düzlemidir ve burada M, � ve c � � e¼griliklerine

sahiptir. Dolay¬s¬yla M ya Lorentz düzlemidir, ya da Lorentz silindirlerinden

biridir. Ancak başlang¬çtaM nin umbilik noktalar¬yok kabul edilmi̧sti. O halde

M, Lorentz silindirlerinden biridir.
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3.Durum. X; Y spacelike, 
0 timelike olsun. O zaman,

D
0

0
= �X

D
0X = ��
0 + �Y

D
0Y = ��X

(4.20)

burada 

0
, 
 n¬n birim te¼get vektör alan¬n¬göstermektedir:


; M üzerinde p 2 M noktas¬ndan geçen bir helical geodezik ve M nin birim

normal vektör alan¬� olsun. Gauss denkleminden,

D
0

0
= II

�


0
; 


0
�

oldu¼gundan,M ye normaldir. Böylece X = � al¬nabilir. Böylece

II
�


0
; 


0
�
= ��; II

�


0
; Y
�
= ��� (4.21)

d¬r. Burada � ve c � �, M nin asli e¼grilikleri ve E1 ile E2, M nin asli vektör

alanlar¬na kaŗs¬l¬k gelen vektör alanlar¬olsunlar.

3.1.Durum . E1; � spacelike, E2 timelike olsun. �; 

0
ile E1 aras¬ndaki aç¬olmak

üzere,



0
= cosh �E1 + sinh �E2

Y = sinh �E1 + cosh �E2:

şeklindedir. Ayr¬ca burada

S (E1) = �E1 , S (E2) = � (c� �)E2

dir. " = h�; �i = �1 oldu¼gu göz önüne al¬narak,

II (E1; E1) = " hS (E1) ; E1i � = h�E1; E1i �
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dir.O halde,

II (E1; E1) = DE1E1 = ��

bulunur. Benzer şekilde

II (E2; E2) = " hS (E2) ; E2i � = h� (c� �)E2; E2i �

dir. O halde

II (E2; E2) = DE2E2 � (c� �) �

elde edilir. 
 geodezik oldu¼gunda

II
�


0
; 


0
�
= D
0


0

oldu¼gu aç¬kt¬r..

II
�


0
; 


0
�
= D
0


0
=
�
� cosh2 � + (c� �) sinh2 �

	
� (4.22)

II (Y; Y ) = DY Y =
�
� sinh2 � + (c� �) cosh2 �

	
�

(4:21) ve (4:22) denklemlerinden,

� = � cosh2 � + (c� �) sinh2 �

elde edilir. Şimdi ise (4:21) denkleminin 

0
ye göre türevini al¬rsak;M nin umbilik

noktas¬olmad¬¼g¬ndan

r

0
�
� cosh2 � + (c� �) sinh2 �

�
� = 0:

Buradan

r

0
�
� cosh2 � + (c� �) sinh2 �

�
= 0

oldu¼gundan

(2� cosh � sinh � + 2 (c� �) sinh � cosh �)r
0� = 0
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dir. Ayr¬ca

2� cosh � sinh � + 2 (c� �) sinh � cosh � 6= 0

oldu¼gundan

r
0�

bulunur. Burada rE1E1 = �E2; rE2E2 = ��E1; ve rE1E2 = �E1; rE2E1 =

��E2 oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca 
 geodezik oldu¼gundan

r
0

0
= 0

d¬r. 

0
yerine konulursa

� cosh � � � sinh � = 0 (4.23)

elde edilir. Öte yandan

S( [E1; E2]) = rE1S (E2)�rE2S (E1)

Codazzi denklemi kullan¬l¬rsa

rE1� = ��c ve rE2� = ��c (4.24)

bulunur. Burada D
0 (��) nin normal k¬sm¬s¬f¬r oldu¼gundan ve (4:24) denkle-

minden,

r

0 (��) = 0

(r
0�)� + �r
0� = 0

r
0� 6= 0

oldu¼gundan

r
0� = 0

d¬r. Son ifadede tüm bilinenler yerine yaz¬l¬rsa

� sinh � + � cosh � = 0 (4.25)
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elde edilir.Böylece (4:23) ve (4:25) denklemlerinden, 
 boyunca � = � = 0

oldu¼gu görülür. Bunun anlam¬M üzerindeki tüm do¼grular¬n M nin geodezi¼gi

oldu¼gudur. Ayr¬ca buradaM üzerindeki her yerde iki geodezik ailenin arakesiti

sabittir. O halde M Lorentz düzlemidir ve burada M, � ve c � � e¼griliklerine

sahiptir. Dolay¬s¬yla M ya Lorentz düzlemidir, ya da Lorentz silindirlerinden

biridir. Ancak başlang¬çtaM nin umbilik noktalar¬yok kabul edilmi̧sti. O halde

M, Lorentz silindirlerinden biridir.

3.2.Durum . E2; � spacelike, E1 timelike olsun. �, 

0
ile E1 aras¬ndaki aç¬olmak

üzere,



0
= cosh �E1 + sinh �E2

Y = sinh �E1 + cosh �E2:

şeklindedir. Ayr¬ca burada

S (E1) = ��E1 , S (E2) = (c� �)E2

ve " = h�; �i � 1 oldu¼gu göz önüne al¬narak,

II (E1; E1) = " hS (E1; E1)i � = h��E1; E1i �

dir. O halde

II (E1; E1) = DE1E1 = ��

bulunur. Benzer şekilde

II (E2; E2) = " hS (E2; E2)i � = h� (c� �)E2; E2i �

dir. Ohalde

II (E2; E2) = DE2E2 = (c� �)�
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elde edilir. 
 geodezik oldu¼gunda

II
�


0
; 


0
�
= D
0


0

oldu¼gu aç¬kt¬r.

II
�


0
; 


0�
= D
0


0
=

�
� cosh2 � + (c� �) sinh2 �

	
�

II (Y; Y ) = DY Y =
�
� sinh2 � + (c� �) cosh2 �

	
�

(4.26)

(4:21) ve (4:26) denklemlerinden

� = � cosh2 � + (c� �) sinh2 �

elde edilir. Şimdi ise (4:26) denkleminin 

0
ye göre türevini al¬rsak;M nin umbilik

noktas¬olmad¬¼g¬ndan,

r
0
�
� cosh2 � + (c� �) sinh2 �

�
� = 0:

Buradan

r
0
�
� cosh2 � + (c� �) sinh2 �

�
= 0

oldu¼gunda

(2� cosh � sinh � + 2 (c� �) sinh � cosh �)r


0 � = 0

dir. Ayr¬ca

2� cosh � sinh � + 2 (c� �) sinh � cosh � 6= 0

oldu¼gundan

r


0 � = 0

elde edilir.

Burada rE1E1 = �E2; rE2E2 = ��E1; ve rE1E2 = �E1; rE2E1 = ��E2
oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca 
 geodezik oldu¼gundan

r
0

0
= 0
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d¬r. 

0
yerine konulursa

� cosh � � � sinh � = 0 (4.27)

elde edilir. Öte yandan

S [E1; E2] = rE1S (E2)�rE2S (E1)

Codazzi denklemi kullan¬l¬rsa

rE1� = ��c ve rE2� = ��c (4.28)

bulunur. Burada D
0 (��) nin normal k¬sm¬s¬f¬r oldu¼gundan ve (4:28) denkle-

minden,

r
0 (��) = 0

(r
0�)� + �r
0� = 0

r
0� 6= 0

oldu¼gundan

r
0� = 0

Son ifadede tüm bilinenler yerine yaz¬l¬rsa

� sinh � + � cosh � = 0 (4.29)

elde edilir.Böylece (4:27) ve (4:29) denklemlerinden,
 boyunca � = � = 0

oldu¼gu görülür. Bunun anlam¬M üzerindeki tüm do¼grular¬n M nin geodezi¼gi

oldu¼gudur. Ayr¬ca buradaM üzerindeki her yerde iki geodezik ailenin arakesiti

sabittir. O halde M Lorentz düzlemidir ve burada M, � ve c � � e¼griliklerine

sahiptir. Dolay¬s¬yla M ya Lorentz düzlemidir, ya da Lorentz silindirlerinden

biridir. Ancak başlang¬çtaM nin umbilik noktalar¬yok kabul edilmi̧sti. O halde

M, Lorentz silindirlerinden biridir.

E31 Lorentz uzay¬nda M üzerindeki helical geodezikleri içeren yüzeyler ile ilgili

bir di¼ger karakterizasyon aşa¼g¬daki gibidir.
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Teorem 4.2. M; E31 Lorentz uzay¬nda sabit ortalama e¼grilikli tam diferan-

siyellenebilir bir yüzey olsun. E¼ger M nin herbir noktas¬ndan geçen iki helical

geeodezik varsa, o zaman M; ya pseudo-küre, ya pseudo-hiperbolik uzay, ya

Lorentz düzlemi ya da Lorentz silindirlerinden biridir.

·Ispat. Burada 
 e¼grisi için iki farkl¬durum söz konusudur:

1.Durum. 
;M üzerinde bir spacelike helical geodezik olsun. O halde aşa¼g¬daki

durumlar vard¬r:

1.1.Durum. � 6= 0 ve � 6= 0 olsun. Bu durumda, (4:1) ve (4:14) de X = �

al¬nabilir. Çünkü D
0

0
= II

�


0
; 


0�
;M ye normaldir.Bu durumda,

D
0� = ��
0 + �Y ve D
0Y = ��:

veya

D
0� = �

0
+ �Y ve D
0Y = ���:

olacakt¬r.

1.2.Durum. � 6= 0 ve � = 0: Burada (4:1) ve (4:14) de X = � al¬n¬rsa,

D
0� = ��
0

veya

D
0� = �

0

olacakt¬r.

1.3.Durum. � = 0: olsun. O halde Gauss denkleminden,

II
�


0
; 


0
�
= 0

elde edilir.

2.Durum. 
;M üzerinde bir timelike helical geodezik olsun. O halde aşa¼g¬daki

durumlar vard¬r:

2.1.Durum. � 6= 0 ve � 6= 0 olsun. Bu durumda, (4:20) de X = � al¬nabilir.
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Çünkü D
0

0
= II

�


0
; 


0�
;M ye normaldir.Bu durumda,

D
0� = �

0
+ �Y ve D
0Y = ���:

olacakt¬r.

2.2.Durum. � 6= 0 ve � = 0: Burada (4:20) de X = � al¬n¬rsa,

D
0� = ��
0

olacakt¬r.

2.3.Durum. � = 0: olsun. O halde (4:20) deki Gauss denkleminden,

II
�


0
; 


0
�
= 0

elde edilir.


1 ve 
2; M üzerinde p 2 M noktas¬ndan geçen spacelike veya timelike he-

lical geodezikler olsunlar. O halde yukar¬daki 1.1 - 2.3 durumlar¬ göz önüne

al¬nd¬¼g¬nda aşa¼g¬daki olas¬l¬klar söz konusudur:

(i) 
1 ve 
2 do¼gru,

(ii) 
1 ve 
2 Lorentz çemberi,

(iii) 
1 ve 
2 helis,

(iv) 
1 do¼gru, 
2 Lorentz çemberi,

(v) 
1 do¼gru, 
2 helis,

(vi) 
1 Lorentz çemberi, 
2 helis.

·Ilk olarak, kabul edelim ki K Gauss e¼grili¼gi en az¬ndan bir noktada pozitif ve

M1 = fp 2M : K (p) > 0g

olsun. O halde M1; (ii) ; (iii) ; (vi) tiplerinden biridir. M11 ise M1 in tüm
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umbilik noktalar¬n¬n kümesi ve,

M12 =M1 �M11

olsun. E¼gerM12 6= ? ise o halde Teorem 4.1 denM12 üzerinde K = 0 dir. Bu ise

M12 üzerinde K > 0 olmas¬ile çeli̧sir. Dolay¬s¬ylaM1, total umbiliktir. Böylece

M1 pseudo-küredir. O haldeM pseudo-küredir.

Şimdi ise kabul edelim kiM üzerinde K � 0 olsun. Ve

M2 = fp 2M : K (p) < 0g

O haldeM2; (ii) ; (iii) ; (vi) tiplerinden biridir. M22;M2 nin tüm umbilik nok-

talar¬n¬n bir kümesi ve M23 = M2 �M22 olsun. E¼ger M23 6= ? ise o halde

Teorem 4.1 den bu bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬ylaM2 total umbiliktir. BöyleceM22

pseudo hiperbolik uzayd¬r, yaniM pseudo hiperbolik uzayd¬r.

Son olarak ise K Gauss e¼grili¼gi en az¬ndan bir noktada s¬f¬r ve

M2 = fp 2M : K (p) = 0g

olsun. Burada iseM ya Lorentz düzlemidir ya da Lorentz silindirlerinden biridir.
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5: M3
1 (C) LORENTZ UZAY FORMLARINDA HEL·ICAL

GEODEZ·IKLER·I ·IÇEREN YÜZEYLER

Bu bölümde, Lorentz uzay formlar¬nda sabit ortalama e¼grilikli yüzeyler, helical

e¼griler ve geodezikler çal¬̧s¬ld¬. Ayr¬ca, M3
1 (C) Lorentz uzay formlar¬nda helical

geodezikleri içeren yüzeyler ile ilgili baz¬s¬n¬�and¬rmalar elde edildi.

M3
1 (C) ; C e¼grilikli, 3-boyutlu Lorentz uzay formlar¬nda bir helical e¼gri, e¼grili¼gi

ve torsiyon sabit olan e¼gridir. Bir e¼grinin, e¼ger e¼grili¼gi sabit, torsiyonu s¬f¬r ise bu

e¼gri bir Riemann veya Lorentz çemberine, e¼grilikte s¬f¬r ise bu e¼gri bir geodezi¼ge in-

dirgenir.

" 3-küre üzerinde helical geodezikleri içeren yüzeyler" adl¬çal¬̧smay¬inceledi¼gimizde,

S3 deki bir M yüzeyi üzerindeki herbir noktadan geçen iki helical geodezik var

ise bu durumda M nin ya büyük küre, ya küçük küre ya da Hopf toru oldu¼gu

belirtilmi̧s idi.

M3
1 (C) deM yüzeyi üzerindeki bir helical geodezik,M3

1 (C) Lorentz uzay form-

lar¬nda bir e¼gri olarak helical,M yüzeyi üzerinde ise geodezik olan bir e¼gridir.

Bu çal¬̧smadaM3
1 (C) deki tüm yüzeyler diferansiyellenebilir ve ba¼glant¬l¬olarak

kabul edildi.

Şimdi ise Lorentz uzay formlar¬nda sabit ortalama e¼grilikli yüzeyleri s¬n¬�and¬r-

mak için baz¬teoremler verilecektir.

Teorem 5.1. M;M3
1 (C) de sabit ortalama e¼grilikli tam bir yüzey olsun. E¼ger

M nin umbilik noktas¬ yok ise o zaman e¼grilikleri s¬f¬rdan farkl¬ olan ve M

nin herbir noktas¬ndan geçen iki helical geodezik vard¬r. O zaman M, Lorentz

silindirlerinden biridir.

BuradaM3
1 (C) deki Lorentz silindiri, S31 de Lorentz benzeri bir Hopf toru, H31 de

ise Lorentz benzeri boru (tubes) anlam¬ndad¬r.

·Ispat. Bu teoremin ispat¬4. Bölümdeki teorem 4.1 in ispat¬ile ayn¬formdad¬r.
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Lemma 5.2. M;M3
1 (C) de sabit ortalama e¼grilikli bir yüzey olsun ve U ,M de

bir aç¬k küme olsun. U üzerinde iki asimptotik e¼gri ailesi ( bunlar ambient uzayda geodezik)

olsun. Bu durumda U ya total geodeziktir ya E31 de Lorentz si-

lidirinin aç¬k bir k¬sm¬na kongrüenttir ya da S31 de Lorentz benzeri Hopf toru

dur.

·Ispat. E¼ger U total geodezik ise, o halde U üzerinde ambient geodezik olan iki

asimptotik e¼gri ailesi vard¬r. Dolay¬yla biz burada U nun total geodezik olmama

durumunu incelenecektir.

�1 ve �2; U üzerinde p 2 U noktas¬ndan geçen asimptotik e¼griler ayn¬zamanda

M3
1 (C) de geodezik olsun.

� ve 2H� �,M üzerinde E1; E2 asli vektör alanlar¬na kaŗs¬l¬k gelen asli e¼grilikler

olsun. BuradaM nin ortalama e¼grili¼gi H, kabul etti¼gimiz gibi sabittir. �; E1 ile

�
0
1 aras¬ndaki aç¬olmak üzere,

�
0
1 = cosh �E1 + sinh �E2

�
0
2 = cosh �E1 + sinh �E2

şeklindedir ve burada �
0
1 ve �

0
2 s¬ras¬yla �1 ve �2 nin birim tanjant vektör alan-

lar¬d¬r.

1. Durum. 
0 ; X spacelike, Y timelike olsun.

1.1. Durum. E1; � spacelike, E2 timelike olsun.

Bu durumda rE1E1 = �E2; rE2E2 = ��E1; ve rE1E2 = �E1; rE2E1 = ��E2
oldu¼gu aç¬kt¬r. Codazzi denklemi kullan¬l¬rsa,

rE1� = �2�H

rE2� = �2�H
(5.1)

ve
rE1 (2H� �) = 2�H

rE2 (2H� �) = 2�H
(5.2)
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bulunur. Ayn¬zamanda �1 ve �2 e¼grileriM üzerinde geodezik olduklar¬ndan

D�
1
0�

0
1 = 0 ve D�02�

0
2 = 0

dir. Burada �
0
1 ve �

0
2 de¼gerleri yerine yaz¬l¬p gerekli hesaplamalar yap¬l¬rsa

� cosh2 � + (2H� �) sinh2 � = 0 (5.3)

elde edilir. Ayr¬ca

r�
0
1

�
� cosh2 � + (2H� �) sinh2 �

	
= 0

oldu¼gundan dolay¬

r�
0
1
� = 0

bulunur. Benzer hesaplamalar �
0
2 için yap¬l¬rsa

r�
0
2
� = 0

elde edilir. Ayn¬zamanda

r�
0
1
�
0

1 = 0 ve r�
0
2
�
0

2 = 0

şeklindedir. �
0
1 ve �

0
2 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa

� cosh � � � sinh � = 0

bulunur. Dolay¬syla �1 ve �2 asimptotik e¼grileriM üzerinde geodezik olduklar¬n-

dan

r�
0
1
� + � cosh � � � sinh � = 0 (5.4)

r�
0
2
� + � cosh � � � sinh � = 0 (5.5)

eşitlikleri elde edilir.
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Şimdi (5:3) ifadesinin �
0
1 ye ve �

0
2 ye göre türevi al¬n¬rsa

r�
0
1

�
� cosh2 � + (2H� �) sinh2 �

�
= 0

r�
0
2

�
� cosh2 � + (2H� �) sinh2 �

�
= 0

bulunur. S¬ras¬yla (5:1) ve (5:2) eşitlikleri kullan¬larak bu türevler al¬n¬rsa

� sinh �
�
sinh2 � � 3 cosh2 �

�
� � cosh �

�
cosh2 � � 3 sinh2 �

�
= 0

ifadesi bulunur. Buradan � veya � s¬f¬rd¬r. Bu durumda sinh2 � = 3 cosh2 �

veya cosh2 � = 3 sinh2 � d¬r. Burada (5:1), (5:2) ve (5:3) denklemleri do¼grular¬n

U üzerinde geodezik oldu¼gunu gösterir. Ayr¬ca iki geodezik ailenin arakesiti U

üzerinde sabit aç¬yapt¬¼g¬ndan, U Lorentz düzlemidir. Buna göre detS = �C dir.

Böylece detS = �C oldu¼gundan C � 0 d¬r.

1.2. Durum. E2; � spacelike, E1 timelike olsun.

Bu durumda rE1E1 = �E2; rE2E2 = ��E1; ve rE1E2 = �E1; rE2E1 = ��E2
oldu¼gu aç¬kt¬r. Codazzi denklemi kullan¬l¬rsa,

rE1� = �2�H

rE2� = �2�H
(5.6)

ve
rE1 (2H� �) = 2�H

rE2 (2H� �) = 2�H
(5.7)

bulunur. Ayn¬zamanda �1 ve �2 e¼grileriM üzerinde geodezik olduklar¬ndan,

D�01�
0
1 = 0 ve D�02�

0
2 = 0

dir. Burada �
0
1 ve �

0
2 de¼gerleri yerine yaz¬l¬p gerekli hesaplamalar yap¬l¬rsa,

� cosh2 � + (2H� �) sinh2 � = 0 (5.8)
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elde edilir. Ayr¬ca

r�
0
1

�
� cosh2 � + (2H� �) sinh2 �

	
= 0

oldu¼gundan dolay¬

r�
0
1
� = 0

bulunur. Benzer hesaplamalar �
0
2 için yap¬l¬rsa,

r�
0
2
� = 0

elde edilir. Ayn¬zamanda

r�
0
1
�
0

1 = 0 ve r�
0
2
�
0

2 = 0

oldu¼gu aç¬k¬tr. �
0
1 ve �

0
2 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa,

� cosh � � � sinh � = 0

bulunur. Dolay¬s¬yla �1 ve �2 asimptotik e¼grileri M üzerinde geodezik olduk-

lar¬ndan

r�
0
1
� + � cosh � � � sinh � = 0 (5.9)

r�
0
2
� + � cosh � � � sinh � = 0 (5.10)

eşitlikleri elde edilir.

Şimdi (5:8) ifadesinin �
0
1 ye ve �

0
2 ye göre türevi al¬n¬rsa

r�
0
1

�
� cosh2 � + (2H� �) sinh2 �

�
= 0

r�
0
2

�
� cosh2 � + (2H� �) sinh2 �

�
= 0

bulunur. S¬ras¬yla (5:6) ve (5:7) eşitlikleri kullan¬larak bu türevler al¬n¬rsa

� sinh �
�
sinh2 � � 3 cosh2 �

�
� � cosh �

�
cosh2 � � 3 sinh2 �

�
= 0
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ifadesi bulunur. Buradan � veya � s¬f¬rd¬r. Bu durumda sinh2 � = 3 cosh2 �

veya cosh2 � = 3 sinh2 � d¬r. Burada (5:6), (5:7) ve (5:8) denklemleri do¼grular¬n

U üzerinde geodezik oldu¼gunu gösterir. Ayr¬ca iki geodezik ailenin arakesiti U

üzerinde sabit aç¬yapt¬¼g¬ndan, U Lorentz düzlemidir. Buna göre detS = �C dir.

Böylece detS = �C oldu¼gundan C � 0 d¬r.

2. Durum. 
0 ; Y; E1; E2 spacelike, X; � timelike olsun.

Bu durumda rE1E1 = �E2; rE2E2 = ��E1; ve rE1E2 = ��E1; rE2E1 = �E2

oldu¼gu aç¬kt¬r. Codazzi denklemi kullan¬l¬rsa,

rE1� = �2� (��H)

rE2� = 2� (��H)
(5.11)

ve
rE1 (2H� �) = 2� (��H)

rE2 (2H� �) = �2� (��H)
(5.12)

bulunur. Ayn¬zamanda �1 ve �2 e¼grileriM üzerinde geodezik olduklar¬ndan

D�
1
0�10 = 0 ve D�

2
0�20 = 0

dir. Burada �
0
1 ve �

0
2 de¼gerleri yerine yaz¬l¬p gerekli hesaplamalar yap¬l¬rsa

� cosh2 � + (2H� �) sinh2 � = 0 (5.13)

elde edilir. Ayr¬ca

r�
0
1

�
� cosh2 � + (2H� �) sinh2 �

	
= 0

oldu¼gundan dolay¬

r�
0
1
� = 0

bulunur. Benzer hesaplamalar �
0
2 için yap¬l¬rsa

r�
0
2
� = 0
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elde edilir. Ayn¬zamanda

r�
0
1
�
0

1 = 0 ve r�
0
2
�
0

2 = 0

oldu¼gunu biliyoruz. �
0
1 ve �

0
2 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa

� cosh � + � sinh � = 0

bulunur. Dolay¬syla �1 ve �2 asimptotik e¼grileriM üzerinde geodezik olduklar¬n-

dan

r�
0
1
� + � cosh � + � sinh � = 0 (5.14)

r�
0
2
� + � cosh � + � sinh � = 0 (5.15)

eşitlikleri elde edilir.

Şimdi (5:13) ifadesinin �
0
1 ye ve �

0
2 ye göre türevi al¬n¬rsa

r�
0
1

�
� cosh2 � + (2H� �) sinh2 �

�
= 0

r�
0
2

�
� cosh2 � + (2H� �) sinh2 �

�
= 0

bulunur. S¬ras¬yla (5:11) ve (5:12) eşitlikleri kullan¬larak bu türevler al¬n¬rsa

� sinh �
�
sinh2 � � 3 cosh2 �

�
+ � cosh �

�
cosh2 � � 3 sinh2 �

�
= 0

ifadesi bulunur. Buradan � veya � s¬f¬rd¬r. Bu durumda sinh2 � = 3 cosh2 � veya

cosh2 � = 3 sinh2 � d¬r. Burada (5:11), (5:12) ve (5:13) denklemleri do¼grular¬n

U üzerinde geodezik oldu¼gunu gösterir. Ayr¬ca iki geodezik ailenin arakesiti U

üzerinde sabit aç¬yapt¬¼g¬ndan, U Lorentz düzlemidir. Buna göre detS = �C dir.

Böylece detS = �C oldu¼gundan C � 0 d¬r.

3. Durum. 
0 ; X spacelike, Y timelike olsun.

3.1. Durum. E1; � spacelike, E2 timelike olsun.

Bu durumda rE1E1 = �E2; rE2E2 = ��E1; ve rE1E2 = �E1; rE2E1 = ��E2
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oldu¼gu aç¬kt¬r. Codazzi denklemi kullan¬l¬rsa,

rE1� = �2�H

rE2� = �2�H
(5.16)

ve
rE1 (2H� �) = 2�H

rE2 (2H� �) = 2�H
(5.17)

bulunur. Ayn¬zamanda �1 ve �2 e¼grileriM üzerinde geodezik olduklar¬ndan

D�
1
0�10 = 0 ve D�02�20 = 0

dir. Burada �
0
1 ve �

0
2 de¼gerleri yerine yaz¬l¬p gerekli hesaplamalar yap¬l¬rsa

� cosh2 � + (2H� �) sinh2 � = 0 (5.18)

elde edilir. Ayr¬ca

r�
0
1

�
� cosh2 � + (2H� �) sinh2 �

	
= 0

oldu¼gundan dolay¬

r�
0
1
� = 0

bulunur. Benzer hesaplamalar �
0
2 için yap¬l¬rsa

r�
0
2
� = 0

elde edilir. Ayn¬zamanda

r�
0
1
�
0

1 = 0 ve r�
0
2
�
0

2 = 0

oldu¼gunu biliyoruz. �
0
1 ve �

0
2 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa

� cosh � � � sinh � = 0
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bulunur. Dolay¬syla �1 ve �2 asimptotik e¼grileriM üzerinde geodezik olduklar¬n-

dan

r�
0
1
� + � cosh � � � sinh � = 0 (5.19)

r�
0
2
� + � cosh � � � sinh � = 0 (5.20)

eşitlikleri elde edilir.

Şimdi (5:18) ifadesinin �
0
1 ye ve �

0
2 ye göre türevi al¬n¬rsa

r�
0
1

�
� cosh2 � + (2H� �) sinh2 �

�
= 0

r�
0
2

�
� cosh2 � + (2H� �) sinh2 �

�
= 0

bulunur. S¬ras¬yla (5:16) ve (5:17) eşitlikleri kullan¬larak bu türevler al¬n¬rsa

� sinh �
�
sinh2 � � 3 cosh2 �

�
� � cosh �

�
cosh2 � � 3 sinh2 �

�
= 0

ifadesi bulunur. Buradan � veya � s¬f¬rd¬r. Bu durumda sinh2 � = 3 cosh2 � veya

cosh2 � = 3 sinh2 � d¬r. Burada (5:16), (5:17) ve (5:18) denklemleri do¼grular¬n

U üzerinde geodezik oldu¼gunu gösterir. Ayr¬ca iki geodezik ailenin arakesiti U

üzerinde sabit aç¬yapt¬¼g¬ndan, U Lorentz düzlemidir. Buna göre detS = �C dir.

Böylece detS = �C oldu¼gundan C � 0 d¬r.

3.2. Durum. E2; � spacelike, E1 timelike olsun.

Bu durumda rE1E1 = �E2; rE2E2 = ��E1; ve rE1E2 = �E1; rE2E1 = ��E2
oldu¼gu aç¬kt¬r. Codazzi denklemi kullan¬l¬rsa

rE1� = 2�H

rE2� = 2�H
(5.21)

ve
rE1 (2H� �) = �2�H

rE2 (2H� �) = �2�H
(5.22)

bulunur. Ayn¬zamanda �1 ve �2 e¼grileriM üzerinde geodezik olduklar¬ndan

D�01�
0
1 = 0 ve D�02�

0
2 = 0
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dir. Burada �
0
1 ve �

0
2 de¼gerleri yerine yaz¬l¬p gerekli hesaplamalar yap¬l¬rsa

� cosh2 � + (2H� �) sinh2 � = 0 (5.23)

elde edilir. Ayr¬ca

r�
0
1

�
� cosh2 � + (2H� �) sinh2 �

	
= 0

oldu¼gundan dolay¬

r�
0
1
� = 0

bulunur. Benzer hesaplamalar �
0
2 için yap¬l¬rsa

r�
0
2
� = 0

elde edilir. Ayn¬zamanda

r�
0
1
�
0

1 = 0 ve r�
0
2
�
0

2 = 0

oldu¼gunu biliyoruz. �
0
1 ve �

0
2 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa

� cosh � � � sinh � = 0

bulunur. Dolay¬syla �1 ve �2 asimptotik e¼grileriM üzerinde geodezik olduklar¬n-

dan

r�
0
1
� + � cosh � � � sinh � = 0 (5.24)

r�
0
2
� + � cosh � � � sinh � = 0 (5.25)

eşitlikleri elde edilir.

Şimdi (5:23) ifadesinin �
0
1 ye ve �

0
2 ye göre türevi al¬n¬rsa

r�
0
1

�
� cosh2 � + (2H� �) sinh2 �

�
= 0

r�
0
2

�
� cosh2 � + (2H� �) sinh2 �

�
= 0
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bulunur. S¬ras¬yla (5:21) ve (5:22) eşitlikleri kullan¬larak bu türevler al¬n¬rsa

� sinh �
�
sinh2 � � 3 cosh2 �

�
� � cosh �

�
cosh2 � � 3 sinh2 �

�
= 0

ifadesi bulunur. Buradan � veya � s¬f¬rd¬r. Bu durumda sinh2 � = 3 cosh2 � veya

cosh2 � = 3 sinh2 � d¬r. Burada (5:21), (5:22) ve (5:23) denklemleri do¼grular¬n

U üzerinde geodezik oldu¼gunu gösterir. Ayr¬ca iki geodezik ailenin arakesiti U

üzerinde sabit aç¬yapt¬¼g¬ndan, U Lorentz düzlemidir. Buna göre detS = �C dir.

Böylece detS = �C oldu¼gundan C � 0 d¬r.

Teorem 5.3. M;M3
1 (C) de negatif olmayan e¼grilikli, tam, sabit ortalama e¼gri-

likli bir yüzey olsun. E¼gerM üzerindeM nin herbir noktas¬ndan geçen iki helical

geodezik var ise o haldeM; ya total geodezik bir yüzey, ya total umbilik bir yüzey,

ya dairesel silindir ya da Lorentz benzeri Hopf toru dur.

·Ispat. M3
1 (C) = E31 olmas¬ durumunu 4. bölümde vermi̧stik. Şimdi ise

M3
1 (C) = S31 olmas¬durumu göz önüne al¬n¬rsa, 
 e¼grisi için iki farkl¬durum

söz konusudur:

1.Durum. 
;M üzerinde bir spacelike helical geodezik olsun. O halde aşa¼g¬daki

durumlar vard¬r:

1.1.Durum. � 6= 0 ve � 6= 0 olsun. Bu durumda, Serret-Frenet formüllerinde

X = � al¬nabilir. Çünkü D
0

0
= II

�


0
; 


0�
;M ye normaldir.Bu durumda

D
0� = ��
0 + �Y ve D
0Y = ��:

veya

D
0� = ��
0 + �Y ve D
0Y = ��:

olacakt¬r.

1.2.Durum. � 6= 0 ve � = 0: Burada X = � al¬n¬rsa

D
0� = ��
0

veya

D
0� = ��
0
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olacakt¬r.

1.3.Durum. � = 0: olsun. O halde Gauss denkleminden,

II
�


0
; 


0
�
= 0

elde edilir.

2 Durum. 
;M üzerinde bir timelike helical geodezik olsun. O halde aşa¼g¬daki

durumlar vard¬r:

2.1.Durum. � 6= 0 ve � 6= 0 olsun. Bu durumda, Serret-Frenet formüllerinde

X = � al¬nabilir. Çünkü D
0

0
= II

�


0
; 


0�
;M ye normaldir.Bu durumda

D
0� = ��
0 + �Y ve D
0Y = ��:

veya

D
0� = �

0
+ �Y ve D
0Y = ���:

olacakt¬r.

2.2.Durum. � 6= 0 ve � = 0: Burada X = � al¬n¬rsa

D
0� = ��
0

veya

D
0� = �

0

olacakt¬r.

2.3.Durum. � = 0: olsun. O halde Gauss denkleminden,

II
�


0
; 


0
�
= 0

elde edilir.


1 ve 
2; M üzerinde p 2 M noktas¬ndan geçen spacelike veya timelike he-

lical geodezikler olsunlar. O halde yukar¬daki 1.1 - 2.3 durumlar¬ göz önüne
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al¬nd¬¼g¬nda aşa¼g¬daki olas¬l¬klar söz konusudur:

(i) 
1 ve 
2 ambient geodezik,

(ii) 
1 ve 
2 Riemann çemberi veya Lorentz çemberi,

(iii) 
1 ve 
2 uygun helis,

(iv) 
1 ambient geodezik, 
2 Riemann veya Lorentz çemberi,

(v) 
1 ambient geodezik , 
2 uygun helis,

(vi) 
1 Riemann veya Lorentz çemberi, 
2 uygun helis.

·Ilk olarak, K Gauss e¼grili¼gi en az¬ndan bir noktada pozitif ve

M1 = fp 2M : Ke (p) > 0g

olsun. O halde M1; (ii) ; (iii) ; (vi) tiplerinden biridir. M11 ise M1 in tüm

umbilik noktalar¬n¬n kümesi ve,

M12 =M1 �M11

olsun. E¼ger M12 6= ? ise o halde Teorem 5.1 den M12 üzerinde Ke = 0 dir.

Bu ise M12 üzerinde Ke > 0 olmas¬ile çeli̧sir. Dolay¬s¬yla M1, hem aç¬k hem

kapal¬oldu¼gundanM1, total umbilik bir yüzeydir.. BöyleceM; total umbilik bir

yüzeydir.

Şimdi ise kabul edelim kiM üzerinde Ke� 0 ve

M2 = fp 2M : Ke (p) < 0g

olsun. O haldeM2; (i)� (vi) tiplerinden biridir.p 2M :

M21 =

8<: p noktas¬ndan geçen Riemann veya Lorentz çemberi

veya uygun helis var

9=;
veM22 =M2 �M21 olsun. O haldeM2 =M21 [M22 dir veM2 = ClM21 [

IntM22 veM2 = ClM22[IntM21 oldu¼gu aç¬kt¬r. buradaA kümesi için, ClA, A

n¬n kapan¬̧s¬n¬, IntA, A n¬n içini göstermektedir. BöyleceM21 veyaM22 iç nok-
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talara sahiptir ya daM21 veyaM22,M2 de yo¼gundur. E¼gerM21 6= ? veyaM21;

M2 de yo¼gun ise Teorem 5.1 denM2 düzlemdir. Oysa bu bir çeli̧skidir. Bunun

anlam¬M2 üzerinde tüm asimptotik e¼griler, ambient geodeziktirler. Böylece,M2

üzerinde K = 0 d¬r. O halde M2 = fp 2M : Ke (p) = �1g dir. Buradan M2

kapal¬d¬r. Ayr¬caM2 hem aç¬k hem kapal¬oldu¼gundanM bir Lorentz düzlemdir.

Dolay¬s¬yla M; Lorentz benzeri bir Hopf torudur. Çünkü M; isoparametrik ve

tam bir düzlemdir.

Şimdiye kadarM3
1 (C) = S31 de sabit ortalama e¼grilikli yüzeyler ile ilgili s¬n¬�and¬r-

malar verildi. Burada � = 2 al¬narak S32 için de yani S32 � H31 oldu¼gundan H31
Lorentz uzay formu için de benzer s¬n¬�and¬rmalar yap¬labilir. S31 ve H31 ile ilgili

baz¬örnekler de aşa¼g¬daki gibi verilebilir.

Örnek 5.4. (S31 de spacelike helisler) S31, 4-boyutlu birim küre olmak üzere,


 (s) = (q cos (s=k) ; q sin (s=k) ; r sinh (s=k) ; r cosh (s=k))

dir, ki burada

k =
�
1 + 2r2

�1=2
ve q2 � r2 = 1

şeklindedir. Ayr¬ca burada � ve � e¼grilikler olmak üzere,

� = 2r
�
1 + r2=k2

�1=2
ve � = 1=k2

bulunur (Ikawa, 1985).

Örnek 5.5. (S31 de timelike helisler) S31, 4-boyutlu birim küre olmak üzere,


 (s) = (� cos (s=k) ; � sin (s=k) ; � cos (s=k) ; � sinh(s=k)

dir, ki burada

k =
�
2�2 � 1

�1=2
ve �2 + �2 = 1
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şeklindedir. Ayr¬ca burada � ve � e¼grilikler olmak üzere,

� = 2��=k2 ve � = 1=k2

bulunur (Ikawa, 1985).

Örnek 5.6. (H31 de spacelike helisler) H31, 4-boyutlu birim hiperbolik uzay olmak

üzere,


 (s) = (� sinh (s=k) ;� sinh (ms=k) ;� cosh (s=k) ;� cosh (ms=k))

dir, ki burada

k =
�
�2 + �2m2

�1=2
şeklindedir. Ayr¬ca burada � ve � e¼grilikler olmak üzere,

� = ��
�
1�m2

�
=k2 ve � = m=k2

bulunur (Ikawa, 1985).

Örnek 5.7. (H31 de timelike helisler) H31, 4-boyutlu birim hiperbolik uzay olmak

üzere,


 (s) = (� sin (ms=k) ; � cos (ms=k) ; � sin (s=k) ; � cos (s=k))

dir, ki burada

k =
�
�2 � �2m2

�1=2
ve � �2 + �2 = �1

şeklindedir. Ayr¬ca burada � ve � e¼grilikler olmak üzere,

� = ��
�
1�m2

�
=k2 ve � = m=k2

bulunur (Ikawa, 1985).
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