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Fen Bilimleri Enstitiisii
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Damisman: Prof. Dr. A. Ceylan COKEN

Tez beg boliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde, konunun tarihsel geligimi ifade edilmistir.
Ikinci boliimde konu ile ilgili temel kavramlara yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde 3- boyutlu Oklid uzayinda ve 3- kiire iizerinde helical geodezik-

leri igeren yiizeyler adli ¢calismalar incelenmistir.

Doérdiincii boliimde Lorentz uzayinda sabit ortalama egrilikli yiizeyler, helical
egriler ve geodezikler gahsildi. Ayrica E? Lorentz uzaymda helical geodezikleri

iceren yiizeyler ile ilgili stmflandirmalar yapildi.

Besinci boliimde ise M3 (C) Lorentz uzay formlarinda helical geodezikleri igeren

yiizeyler ile ilgili baz1 smflandirmalar yapildi.

Anahtar Kelimeler: Lorentz Uzay Formlari, Helical Egriler, Geodezikler, Sabit
Ortalama Egrilikli Yiizeyler
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This thesis consists of five chapters.
In the first chapter, the historical background of the subject is considered.

In the two chapter, fundamental definitions and theorems related to subject are

given.

In the three chapter, in the Euclidean 3- space E? and in the 3- sphere, "surfaces

which contain helical geodesics" are examined.

In the four chapter, in Lorentz space constant mean cuvature surfaces, helical
curves and geodesics are studied. Also, several classifications related to surfaces

which contain helical geodesics in Lorentz space are obtained.

In the five chapter, several classifications related to surfaces which contain helical

geodesics in M3 (C) Lorentz space forms are obtained.
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SIMGELER DIiZiNi

Reel sayilar cismi

Reel vektor uzay:

Oklid n — uzay1

n — kiire

n — hiperbolik uzay

reel uzay formu

v-indeksli semi- Oklid n — uzay

v — indeksli n — kiire

v — indeksli n — hiperbolik uzay

Lorentz uzay formu

Skalar carpma

Semi-Riemann manifoldunun indeksi

M manifoldu tizerindeki vektor alanlarinin uzayi
M yiizeyinin birim normali

M3 (C) iizerindeki konneksiyon

M iizerindeki konneksiyon

& birim normali ile birlestirilmis sekil operatorii
Ikinci temel form

Ortalama egrilik

Kesit egriligi

¢ birim normalinin igareti



1.GIRIS

Matematik ve fizikte Lorentz uzay formlari genis ilgi alan1 olugturan bir konudur.
(Qiinkii Lorentz uzay formlarinda sabit ortalama egrilikli hiperytizeylerin relativite
teorisinde onemli bir rol oynadig1 bircok matematikci tarafindan bilinmektedir.

n— boyutlu, v indeksli ve C sabit egrilikli M? (C) Lorentz uzay formlarinda n, v
ve C degistikce yeni uzaylar elde edilmektedir. Ornegin C =0 ise Minkowski 3-
uzayr, C >0 ise de Sitter, C <0 ise de anti-de Sitter uzaylar: olusacaktir. n—
boyutlu de Sitter uzayi, Riemann metrikli n— kiirenin ve benzer sekilde anti-de
Sitter uzay1 da Riemann metrikli n—hiperbolik uzayin Lorentz karsiligi olarak
ifade edilebilir. Bu uzaylar genel relativitede maksimal simetriktir ve pozitif veya
negatif kozmolojik sabitli Einstein denklemlerinin bir vakum ¢oziimii oldugundan
dolay1 bu uzaylarin relativite teorisinde ve astrofizikte biiyiik énemi vardir. De
Sitter ve anti-de Sitter uzaylar fiziksel evren i¢in bir kozmolojik model oldugun-

dan burada yapilan caligmalar son derece 6nemlidir.

Lorentz Uzay formlar ile ilgili calismalar (Goldman, 1985), (Kamishima, 1985),
(Kulkarni ile F. Raymond, 1985), ( Zuo, 2006), (Cheng, 1994 ), (Fujimori, 2007),
(Alias ve Pastor, 1999), (De Lima, 2007), (Lopez, 2000) gibi matematikgiler
tarafindan yapilmigtir. Bu caligmalar daha cok sabit ortalama egrilikli spacelike
ve timelike yiizeyler iizerine yogunlagmigtir. K. Nomizu ise 1981 yilinda "On
isoparametric hypersur faces in the Lorentzian Space Forms" adli ¢aligmasi
ile sabit asli egrilikli isoparametric hiperyiizeylerin Lorentz uzay formunda space-

like hiperytiizey olup olmama durumunu incelemistir.

(Zuo, 2006) ise Lorentz uzay formlarinda time-like lineer weingarten yiizeylerin
Backlaund doniigiimlerini ve (Fujioka ve Inoguchi, 2003) de bu uzay formlarinda
Timelike Bonnet ytiizeylerini caligmiglardir.

Bu calismada ise, Lorentz uzay formunda sabit ortalama egrilikli, tam, diferen-
siyellenebilir yiizeyler incelenerek E3, S?, H3 uzaylarinda helical egriler, geodezik-

ler, ortalama ve Gauss egrilikleri, sekil operatorii, Gauss doniigiimleri ve temel



formlar verilerek, M C M? (C) yiizeyinin icerdigi geodezige gore egrilerle iligkisi

ele alind1 ve buna bagl olarak yiizeyler simflandirildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde calismaya esas olan tanim ve teoremler verilecektir.

2.1. Simetrik Bilineer Formlar

Tanim 2.1.1. V bir reel vektor uzay: olsun.

g:VxV—-R
doniisimii V a,b € RveV @, v, w € V icin
i) g, V) = g(v,u)
ii) g(aw +b0, W) = ag(w,w)+bg(V, W)
g(W, a0 +bw) = ag(W,V)+bg (W, w)

ozelliklerine sahip ise g doniisiimiine V' reel vektor uzay tizerine simetrik bilineer

form denir.(O’Neill, 1983)

Tanmim 2.1.2. V reel vektor uzay iizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

i) VU €V ve U # 0icin g(v,v) > 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif
definit,

i) VU €V ve U # 0igin g (v, V) < 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif
definit,

iii) VU € V ve U # 0 icin ¢ (U, ) > 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif
semi-definit,

i) Vo €V ve ¥ # 0igin g (v, v) <0 ise g simetrik bilineer formuna negatif
semi-definit,

v) Vw € Vigin g(7',w) =0 iken ¥ = 0 olmak zorunda ise g simetrik bilineer

formuna non-degenere aksi halde dejeneredir denir (O’Neill, 1983).

Tanmim 2.1.3. V bir reel vektor uzayi ve

g:VxV-—-R



bir simetrik bilineer form olsun.
glw:WxW —-R

negatif definit olacak sekildeki en biiyiikk boyutlu W altuzayimnin boyutuna g

simetrik bilineer formun indeksi denir ve v ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.4. V bir reel vektor uzay1 ve V' iizerinde simetrik bilineer form g
olsun. Bu durumda,

i) g(ci,a;) =0, # ],

i) g(apa;)=1,1<i<4,

i) g (o, o) = =1,y +1<i<vy+v,

w) glan,o) =0, y+v<i<n=~y+v+yu,

olacak gekilde V' nin {ay, as, ..., @, } bazi vardir. (Duggal ve Bejancu, 1996).

Teorem 2.1.5. Bir g simetrik bilineer formun non-dejenere olmasi i¢cin gerek ve

yeter gart ¢ nin herhangi bir baza gore ters matrisinin olmasidir. (O’Neill, 1983).

Tamim 2.1.6. Bir V reel vektor uzay: iizerinde non-dejenere simetrik bilineer
forma V' reel vektor uzay: iizerinde bir skalar carpma denir. V iizerindeki bir
skalar garpma ¢ ise (V ; g) ikilisine skalar garpimh vektor uzayi denir.(O’Neill,
1983).

Tanmim 2.1.7. VU, w € Vigin ¥ # 0 ve w # 0 i¢in g(v,w) = 0 ise U ve
w vektorleri diktir denir ve ¥ Lw sekline gosterilir. V' reel vektor uzaymim bir
altuzay1 Wise W+ = {¥ € V | ¥ LW} olsun. W+ altuzayna V nin dik altuzay:
denir. W @ W+ genellikle V' nin tamami olmadigindan W+ altuzayma W nin

ortogonal komplemani denilemez. (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.8. W bir V skalar ¢arpim uzayimin altuzayi olsun. O zaman
i) boyW + boyW+ = boyV
i) (WH" =w



ozellikleri vardir.(O’Neill, 1983)

Tanim 2.1.9. V reel vektor uzay: iizerinde bir skalar carpma g ve W da V' nin bir
altuzayi olsun. Eger g, W {izerinde non-dejenere ise W ya non-dejenere altuzay,

non-dejenere degil ise dejenere altuzaydir denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.10. V bir skalar carpim uzay1 ve W, V nin bir altuzay1 olsun.
W nin non-dejenere altuzay olmasi icin gerek ve yeter sart V.= W @ W+ ol-

masidir.(O’Neill, 1983)

Tanmim 2.1.11. Bir V reel vektor uzay: tizerindeki skalar carpma ¢ olsun. Bir

v € V vektoriiniin normu
171 =/lg (U, )

olarak tanimlanmir. Normu bir birim olan vektore birim vektor ve ortogonal birim

vektorlerin ciimlesine de ortonormal sistem denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.13. V reel vektor uzayi igin bir ortonormal baz {ey, es, ..., e, } olsun.

&; = g (ei, e;) olmak tizere VU € V vektorii

v = Z eig (V) e
i=1
olacak gekilde tek tiirlii yazilabilir (O’Neill, 1983).

Tanmim 2.1.14. V bir skalar ¢arpim uzay1 olsun. V nin indeksi v olmak {izere
v = 1 ve boyV > 2 ise V skalar carpim uzayimna bir Lorentz uzay: denir.

(O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.15. V bir Lorentz uzay1 olsun. © € V olmak iizere
i) g (U, V) >0veya U =0ise v vektoriine spacelike
ii) g (U, T) < 0ise U vektoriine timelike

5)



iii) g(V, V) = 0, U # 0 ise v vektoriine lightlike (null) denir (O’Neill,
1983).

2.2. Semi-Riemann Manifoldlar

Tanim 2.2.1. M bir C* manifold olsun. Vp € M noktasindaki tanjant uzay

TpM olmak iizere,

gp TPMXTPM - R
(XP>YP) — gp (XP,YP)

bigiminde tanimli sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0, 2) tensériine

M iizerinde bir metrik tensor denir. (O’Neill, 1983)

Tanim 2.2.2. M bir C'*° manifold olsun. M bir g metrik tensor ile donatilmigsa,

M ye bir semi-Riemann manifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.3. Bir M semi-Riemann manifoldu iizerinde g metrik tensoriiniin
indeksine semi-Riemann manifoldun indeksi denir ve ind M ile gosterilir. Eger
indeks v ise 0 < v < boyM dir. Ozel olarak, v = 0 ise Vp € M icin gp, TpM tize
rinde pozitif tanimlh bir i¢ carpim oldugundan, M bir Riemann manifoldu olur.
v =1ven > 2 olmasi durumunda ise, M ye bir Lorentz manifoldu denir (O’Neill,

1983).

Tanim 2.2.4. R" Oklid n—uzay1 verilsin. 0 < v < n, olmak iizere v tamsayis

icin, R™ iizerinde,

g XP7YP szyz+ Z TilYi

i=v+1

ile verilen metrik tensér gtz oniine almirsa, elde edilen uzay semi-Oklid n— uzay

olarak adlandirilir ve R” ile gosterilir(O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.5. M ve N birer semi-Riemann manifold ve
fM—-=N

bir C'*° fonksiyon olsun. Eger f nin f, jakobiyen matrisi Vp € M noktasinda

6



regiiler ise f ye M den N igine bir immersiyon denir. Bagka bir ifade ile

rankf= boyM ise [ ye bir immersiyon denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.2.6. uj,us, ..., u,, R tizerinde dogal koordinat fonksiyonlar: olsunlar.

Vve W =5 W,0;, R iizerinde

VW =) V(W) 0,
i=1
vektor alanina W nin V' ye gore kovaryant tirevi denir. Burada {0; : 1 < i < n},

X (R?) vektor alanlar: uzayimin standart bazidir (O’Neill, 1983).

Tanmim 2.2.7. M bir C'"*° manifold olsun. M iizerinde bir V konneksiyonu
i) VyW, V ye gore bir C* (M, R) lineerdir,

i1) VyW, W ya gore R lineerdir,

iii) Vv (fW) = V()W + [V W, ¥f € C (M,R)

olacak sekilde bir
Vix (M) x x (M) — x (M)

fonksiyonudur.(O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.8. VX, Y € y (M)

he x(M)xx (M) — x(M)*
XY — h(X,Y)=norVxY

sekline taniml & doniisiimii 2—lineer ve simetriktir. h fonksiyonuna M nin gekil

tensori veya ikinci temel tensort denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.2.9. M semi-Riemann manifoldu tizerinde VX, Y, Z € x (M) i¢in

i) [X,)Y]=VxY - VyX,

i) Xg(Y,Z) =g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)

olacak sekilde bir tek V konneksiyonu vardir. V ye M nin Levi Civita konnek-



siyonu denir ve Levi Civita konneksiyonu,

2(VxY,Z) = Xg(Y,2)+Yg(Z,X)— Zg(X,Y)
-9 (X7 [Y7 Z]) +9(Ya [Z? X]) +g(27 [X’ Y])

Kozsul formulii ile karakterize edilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.10. M, M nin bir yari-Riemann alt manifoldu olsun. V ve V,
sirasiyla M ve M iizerindeki Levi-Civita konneksiyonlar1 olmak tizere,
VX,V € x (M) icin,

VxY =VxY +h(X,Y)

esitligine M nin Gauss denklemi denir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.2.11. M C M, M yari-Riemann hiperyiizeyinin bir P noktasindaki

sekil operatorii S (P) olmak iizere

KK : M — R
P — K(P)=detS(P)

bigiminde tanimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu, KC (P) degerine

de M nin P noktasindaki Gauss egriligi denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.2.12. M, M nm bir yari-Riemann alt manifoldu olsun. Bir P € M

noktasiin umbilik nokta olmas i¢in
h(X,)Y)=g(X,Y)Z, VX,Y,Z€TpM

olacak sekilde bir Z € TpM* normal vektoriiniin var olmas: gereklidir. Boylece
elde edilen Z normal vektor alanina M nin P noktasindaki normal egrilik vektori
denir. Ayni zamanda her noktasinda umbilik olan manifolda total umbiliktir,

denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.2.13. M bir semi Riemann manifold ve P € M noktasindaki X,Y

tanjant vektorlerinin gerdigi Tp M tanjant uzayinin 2-boyutlu bir non-degenere



altuzay: II olsun.

g(R(X, Y)Y, X)
g(X,X)g(}/,Y) _g(X7Y)2

K (1) =

seklinde tamimlanan K (IT) reel sayisina II nin kesit egriligi denir (O’Neill, 1983).
Tamim 2.2.14. M, (n+ 1)-boyutlu, p—indeksli ve ¢ sabit egrilikli baglantili
semi-Riemann manifoldu olsun. bu semi-Riemann manifolduna p—indeksli in-

definit uzay formu denir ve p = 0 ise sadece uzay formu denir (Zheng, 1996).

Tanim 2.2.15. n > 2 ve 0 < v < n olmak iizere;
i) S*(r) = {X € R*" . g (X, X) = r?} hiperkuadrigine R**! de r > 0 yaricapl,

n—boyutlu ve v—indeksli pseudo-kiire denir.

@) Hp (r) = {X € R} : g(X, X) = —r?} hiperkuadrigine R}7| de r > 0 yarigapl,

n—boyutlu ve v—indeksli pseudo-hiperbolik uzay denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.2.16. n > 2 ve 0 < v < n olsun.

i) S" (r) pseudo-kiire, ¢ = 1/r? sabit pozitif egrilikli, tam semi-Riemann mani-
foldudur.

i1) H" (r) pseudo-hiperbolik uzay, ¢ = —1/r? sabit negatif egrilikli, tam semi-
Riemann manifoldudur (O’Neill, 1983).

Onerme 2.2.17. v, S € R**! nin sabit olmayan bir geodezigi olsun.
i) v timelike ise, v egrisi R"™! de hiperbol dallarindan birinin parametrelendirilmisidir.
i1) v spacelike ise, v egrisi R"*! de elipsin periyodik parametrelendirilmisidir.

ii1) v null ise, v geodezigi R”™ de bir dogrudur (O’Neill, 1983).

Tamim 2.2.18. Tam, basit baglantili ve sabit egrilikli bir semi-Riemann mani-

folduna uzay formu denir (O’Neill, 1983).

Onerme 2.2.19. Basit baglantili uzay formlarinin izometrik olmasi icin gerek
ve yeter kosul bu uzay formlarinin boyutlarinin, indekslerinin ve C egriliklerinin

aynt olmasidir (O’Neill, 1983).



Sonug 2.2.20. n > 2 icin,

SP(r) eger C=1/r* ve 0<v<n-—2
/\/l(n,l/,C) - {RZ’CL eger C:()?

H? (r) eger C=—1/r*> ve 2<v<n.

(O’Neill, 1983).

Sonu¢ (Hopf) 2.2.21. Tam, basit baglantili ve C sabit egrilikli n— boyutlu

Riemann manifoldu,

C=1/r* ise S"(r) kiiresine,
C=0 ise R™ Oklid uzayma,
C = —1/r* ise H" hiperbolik uzayma,

izometriktir (O’Neill, 1983).

Sonug 2.2.22. n—boyutlu, tam, basit baglantili ve C sabit egrilikli Lorentz man-

ifoldu asagidakilere izometriktir;

Lorentz kiiresi S} (r), eger C=1/r* ve n >3,
S2(r), eger C=1/r> ve n=2
Minkowski uzayr RY eger C=0 .

H? (r) eger C=—1/r2,
Relativity teorisinde S} (r) e de Sitter uzay, H; (r) e ise anti-de Sitter uzay

denir.(O’Neill, 1983).
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3. 3- KURE UZERINDE HELIiCAL GEODEZIKLERI iCEREN
YUZEYLER

Bu kisimda, 1992 yilinda, Tamura, M. nin E? Oklid uzayinda "Surfaces Which
Contain Helical Geodesics" ve 2003 yilindaki " Surfaces Which Contain Helical

Geodesics In The 3-Sphere" adl ¢alismalar: incelendi.

Helical bir egri, E? Oklid uzayimnda egriligi ve torsiyonu sabit olan bir egridir. Bu
egri genellikle helistir. Eger egrilik sabit ve torsiyon sifirsa bu egri bir cembere,
egrilikte sifir ise bir dogruya indirgenir. E?* de dairesel silindir, dogru, cember ve
helis egrilerini geodezik olarak icerir. Ayrica E? de kiire tizerindeki biiyiik cem-
berler ve diizlem tizerindeki dogrular geodeziktirler. Ancak E? de helikoid, helisi
icermesine ragmen helis, helikoidin bir geodezigi degildir, ve E* de donel yiizeyler
tizerindeki cemberler de her zaman geodezik degildir. Tiim bunlara dayanarak,
E? de M yiizeyi iizerindeki bir helical geodezik, E3 de egri olarak helical, M
yiizeyi iizerinde ise geodezik olan bir egridir.

M3 (C) de M yiizeyi tizerindeki bir helical geodezik, M3 (C) de egri olarak heli-
cal, M yiizeyi iizerinde ise geodezik olan bir egridir.

Burada M3 (C), C sabit egrilikli, (.,.) metrikli, basit baglantili, 3- boyutlu Rie-
mann uzay formudur. Burada , C = 0,41 almacaktir. Yani, M3 (0) = E?
(3-boyutlu Oklid uzay1) , M3 (1) = S* (birim 3-kiire), M3 (—1) = H? (birim
hiperbolik 3-uzay) elde edilir.

M, M3 (C) uzay formunda bir yiizey, x (M), M nin tiim vektoér alanlarimm bir
kiimesi, D, M3 (C) deki Levi-Civita konneksiyonu, V, M deki Levi-Civita kon-
neksiyonu ve &, M iizerindeki birim vektor alani olsun. M iizerindeki ikinci temel

formu

I(X,Y)¢ =DyxY — VyY (3.1)

seklindedir. S, M nin sekil operatorii olmak iizere,
I(X,Y) = (S (X),Y)

VX,Y € x (M).
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M iizerindeki VV, W € x (M) igin Codazzi denklemi hesaplanirsa,

S(v.w])

VyS (W) = VwS (V)
S(VyW =VyV) = (VyS)W+S(VyW) = (VS)V =S (VyV)

dir. Burada gerekli sadelegtirmeler yapilirsa,
(VyS)W = (VyS)V (3.2)

bulunur.

M3 (C) de M yiizeyinin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi asagidaki gibidir:
1
K=C+detS, H 25128.
M3 (C) de M nin Gauss-Kronecker egriligi K, ile gosterilir ve
K.=detS

seklindedir.

v, M3(C) de yay parametresine bagh helical bir egri olsun. O halde v boyunca

birim vektorleri X, Y ve egrilikleri s, 7 olmak tizere, Frenet denklemleri:

D,y = kX
D,X = —ky +7Y
DY = —-1X

dir. Burada 7', v nin birim teget vektor alamdar.

Egriligi sifirdan farkl ve torsiyonu sifir olan helical bir egriye "riemann ¢cemberi"

!

denir. Eger x ve 7 sifirdan farkl ise, bu helical egriye " uygun helis" denir.

Ornek 3.1. (S? de helisler) S?, 4-boyutlu E* Oklid uzayna gomiilmiis birim
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3-kiire olsun. S* C E* deki bir helis,
v (s) = (cosf cos (as) , cos O sin (as) ,sin d cos (bs) , sin @ sin (bs))

dir, ki burada

a’cos? 0 + b2sin?h =1

seklindedir. s yay parametresi olmak iizere, ayrica
2, ,2 2 2 2 .2
x7+ x5 =cos” 0, x5+ x;=sin"0

oldugu aciktir. Bunun anlami « nin diizlem toru iizerinde olmasidir.

Burada diizlem torun sabit ortalama egriligi
H = cot (20)

dir. x ve 7 egrilikler olmak iizere,

k=+/(a2—1)(1-0) ve 7=ab

bulunur (Tamura, 2004).

S? deki her uygun helis, bu helislerden birine kongiiriienttir. Asagidaki lemma

ileride verecegimiz teoremler icin 6nemli bir rol oynamaktadir.

Lemma 3.2. M, bir Riemann 2- manifold olsun. Eger M iizerindeki her
yerde iki geodezik ailenin arakesiti sabit ag1 yapiyorsa, o zaman M bir diizlemdir

(Tamura, 2004).

Simdi ise ¢ > 0 i¢in, M3 (C) de isoparametrik yiizeyler (asli egrilikleri sabit olan
yiizeyler) ve E? de diizlemsel yiizeyler ile ilgili baz1 simiflandirmalar hatirlatila-

caktir.

Onerme 3.3. M, E? Oklid uzayinda tam, diizlemsel bir yiizey olsun. O halde

M., diizlemsel egrileri iceren bir dairesel silindirdir (Tamura, 2004).
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Onerme 3.4. M, E? de isoparametrik bir yiizey olsun. Bu durumda M, ya
(total geodezik) diizlemdir, ya total umbilik kiiredir, ya da dairesel silindirdir
(Tamura, 2004).

Onerme 3.5. M, S? de isoparametrik bir yiizey olsun. Bu durumda M, total
geodezik 2-kiiredir, ya total umbilik 2- kiiredir ya da c¢emberler iceren bir Hopf
torudur (Tamura, 2004).

Asagida E? de ve M3 (C) de helical geodezikleri igeren yiizeylerin karakterizas-

yonlari ile ilgili teoremler mevcuttur.

Teorem 3.6. M, E3 de sabit ortalama egrilikli tam diferansiyellenebilir bir yiizey
olsun. Eger M iizerinde umbilik nokta yok ise, o zaman M nin herbir noktasin-
dan gegen ve egriligi (E? de egri olarak) sifirdan farkli olan bir helical geodezik

vardir. O halde M, dairesel silindirdir (Tamura, 1992).

Teorem 3.7. M, S? 3- kiire iizerinde sabit ortalama egrilikli tam diferansiyel-
lenebilir bir yiizey olsun. Eger M iizerinde M nin herbir noktasindan gegen iki
helical geodezik var ise o zaman M, ya biiyiik kiire, ya kiiciik kiire ya da cem-
berleri igeren bir Hopf torudur (Tamura, 2004).Bu teoremin ispat1 i¢in agagida

verilecek olan Teorem 3.8 ve Lemma 3.9 un verilmesi gereklidir.

Teorem 3.8. M, M3 (C) uzay formunda sabit ortalama egrilikli tam bir yiizey
olsun. Eger M nin umbilik noktalar1 yoksa, M iizerinde M nin herbir nok-
tasindan gegen ve egriligi (M3 (C) de egri olarak) sifirdan farklh olan bir helical
geodezik vardir. O halde M, dairesel silindirdir (Tamura, 2004).

Burada M? (C) dairesel silindir derken, C # 0 i¢in; S* de gemberleri igeren Hopf

silindiri (tor), H? de geodezikler ¢evresindeki equdistant tubes lerdir.

Lemma 3.9. M, M3 (C) de sabit ortalama egrilikli tam bir yiizey olsun ve U,
M de bir acik kiime olsun. Kabul edelim ki U/ tizerinde iki asimptotik egri ailesi
ve bu egrilerin her ikisi de ambient uzayda geodezik olsunlar. O zaman U, ya
total geodeziktir, ya E3 de dairesel silindirin bir kismina kongriienttir ya da S*

de gemberleri igeren bir Hopf torudur (Tamura, 2004).
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Ispat. Eger U total geodezik ise, o zaman U tizerinde ambient geodezik olan iki
asimptotik egri ailesi vardir. Bu yiizden biz U iizerinde total geodezik olmama

durumu incelenecektir.

a1 ve ag, U tizerinde p € U noktasindan gegen ve M3 (C) de bir egri olarak
geodezik olan iki asimptotik egri olsunlar.

A ve 2H — A, M nin asli egrilikleri ve bunlara karsilik gelen asli vektor alanlar:
Ey, E, olsun. Burada H, baslangicta kabul edildigi gibi sabittir. 6, F; ile o

arasindaki aci olmak tizere;

oy = cosHFE, +sinbFE,
oy = —cosOF; +sin0F,

. . . ! / . o . . ..
seklindedir ki burada «; ve as, sirasiyla a; ve s nin birim tanjant vektor

alanlar1 olsunlar. Ayrica Vg, Fy = aF,, Vg FEy = —akF,, Vg FE = BE;,
Vg, Fo = —pE; esitlikleri mevcuttur. Codazzi denkleminden,
Ve A = =260 —H

Ve, A = 2a(A—"H)
bulunur. M deki a; ve as egrileri ayn1 zamanda geodezik olduklarindan,

Varlé’ + acosf+ fBsinf = 0
VQIZ@ + «acosf —fBsinf = 0

dir. Burada a; ve aq egrileri i¢in
VO/IQZO ve VQIQ@ =0
oldugu biliniyor. Ayrica a; geodezik oldugundan;

’
Vall()él :O
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dir. o) nin degeri yerine yazihrsa,
acosf 4+ Bsinf =0
elde edilir. Benzer sekilde as geodezik oldugundan,
Va; 04/2 =0
dir. o, nin degeri yerine yazihrsa,
acosf — Bsinf =0

elde edilir.

Burada a4 ve asy egrileri asimptotik egriler
]I]I(E17E1) =X ve I[]I(EQ,EQ) =2H — \

seklindedir.

ay ve ay egrileri M3 (C) de birer egri olarak geodezik olduklaridan;
Daflo/l =0 wve Daéa; =0

dir. Simdi ise o} ve s, degerleri yerine yazilirsa her iki durumda da,
Acos? 0 + (2H — \)sin® 0 = 0

bulunur. Yukaridaki ifadenin o, ve ., ye gore tiirevi alinirsa,

Vi (Acos® 0 + (2H — A) sin®§) =0

16
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elde edilir. Yani,

cos? OV A+ 2Xcos 0 (—sind) Vb + sin? AV (2H —X)
+2 (2H — A) sinf cos AR = 0.

Burada

VA = 2(A—"H) (asinf — Bcosb)
Vi 2H=-A) = 2(A—H)(Bcost — asinb)

oldugu agiktir. O halde tiim bilinenler yerine yazilirsa,

asinf (3 cos? § — sin® (9) — [ cost (0032 —3sin? 9) =0
bulunur. Ayni islemler benzer sekilde o, i¢in yapilirsa,

asin 6 (3 cos® ) — sin® 9) + B cost (cos2 —3sin? 9) =0

elde edilir.

Burada a veya 8 sifir oldugundan,
3cos’f =sin?f veya cos?f = 3sin’@

dir. (3.3) ve (3.5) denklemleri, bu dogrularin U tizerinde geodezik oldugunu gos-
terir. Boylece U total geodezik degildir. Bilindigi gibi iki geodezik dogru ailesinin
arakesiti sabit 7/2 agisidir. Boylece Lemma 3.2 dan U diizlemdir (Tamura, 2004).

Teorem 3.10. M, E3 de sabit ortalama egrilikli tam diferensiyellenebilir bir
yiizey olsun. Eger M iizerinde, M nin herbir noktasindan iki helical geodezik

varsa o zaman M, ya diizlem, ya kiire ya da dairesel silindirdir (Tamura, 1992).

Teorem 3.11. M, M3 (C) de negatif omayan ve sabit ortalama egrilikli tam
bir yiizey olsun. Eger M nin her bir noktasindan gecen iki tane helical geodezik
varsa o zaman M, ya total geodezik bir yiizey, ya total umbilik bir yiizey ya
dairesel silindir (C = 0) ya da Hopf toru (C > 0) dur (Tamura, 2004).

Ispat. M3 (C) = E? oldugu durumu (Tamura, 1992) de verilmistir. Burada ise
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M3 (C) = S? olma durumu incelenecektir.
v, M iizerinde helical geodezik ise agagidaki ii¢ durum stz konusudur:

1. Durum. k # 0 ve 7 # 0 olsun. Bu durumda (3.1) denklemlerinde
D, v =TI (7/, 'y/) ifadesi M ye normal oldugundan X = £ alimabilir. O halde,

D./&=—ky +7Y ve DY = —7¢.

ol

bulunur.

2. Durum. x # 0 ve 7 = 0 olsun. Burada da (3.2) denklemlerinde X = ¢

alinirsa,

!

D,Ylf = —K7Y.

bulunur.

3. Durum. x = 0 olsun. Gauss denkleminden,
i (7'7 v/> =0
elde edilir.

v, ve v, M iizerinde p € M noktasindan gegen helical geodezik olsunlar. Burada

1-3 durumlar goz oniine alindiginda asagidaki olasiliklar soz konusudur:

i) 7, ve 7, ambient geodezik,
1) 7, ve 75 Riemann ¢emberi,
iii) 7y, ve 75 uygun helis,

iv) 7, ambient geodezik, v, Riemann ¢ember,

~—

v) 7y, ambient geodezik, v, uygun helis,

(
(
(
(
(
(

vi) -y, Riemann gemberi, v, uygun helis.

Ik olarak, K Gauss egriligi en azindan bir noktada pozitif olsun. Ve

M, ={pe M:K.(p)>0}
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olsun. O halde My, (i), (éii), (vi) tiplerinden biridir. My, ise M; in tiim

umbilik noktalarmin kiimesi ve,

Mg =My — My

olsun. Eger M5 # & ise o halde Teorem 3.8 den M, iizerinde K, = 0 dir.
Bu ise M, tizerinde K. > 0 olmasi ile geligir. Dolayisiyla My, hem acik hem
kapali oldugundan M, total umbilik bir yiizeydir.. Boylece M, total umbilik bir
yiizeydir.

Simdi ise M tizerinde K. < 0 olsun. Ve

My={pe M:K.(p) <0}

O halde M, (i) — (vi) tiplerinden biridir.

My = {p € M : p noktasindan gecen Riemann gemberi veya uygun helis var}

ve Moy = My — My olsun. O halde My = My U My
My = ClMay U IntMsoy ve My = ClMagy U Int My oldugu agiktir. burada
A kiimesi igin, ClA, A nin kapanmisini, IntA, A nin i¢ini gostermektedir. Boylece
My veya My i¢ noktalara sahiptir ya da My, veya Moy, My de yogundur.
Eger My, # @ veya My, My de yogun ise Teorem 3.1 den M, diizlemdir.
Oysa bu bir celigkidir. Bunun anlami1 M, tizerinde tiim asimptotik egriler, am-
bient geodeziktirler. Boylece, Lemma 3.4. ten Mj iizerinde K = 0 dir. O halde
My ={pe M:K.(p) =—1} dir. Buradan M kapalhdir. Ayrica My hem acik
hem kapali oldugundan M bir diizlemdir. Dolayisiyla M, cemberleri iceren bir

Hopf torudur. Ciinkii M, isoparametrik ve tam bir diizlemdir.

Simdi ise H? de tam diizlemsel yiizeylerin ve isoparametrik yiizeylerin stmiflandir-

malar: hatirlatilacaktir.

Onerme 3 12. M, H? hiperbolik 3-uzayinda tam diizlemsel bir yiizey ol-
sun. O zaman M, ya total umbilik (horokiire), ya da H? de bir geodezigin
(equdistant tube)sidir (Tamura, 2004).
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Onerme 3 13. M, H? hiperbolik 3-uzaymda isoparametrik bir yiizey olsun. O
halde M, ya total geodezik 2-hiperbolik uzaydir, ya total umbilik yiizey ya da
geodezikler etrafindaki equdistant tube lerdir (Tamura, 2004).

Ispat. (Teorem 3.8) vy, M tizerinde p € M noktasindan gecen bir helical geodezik

olsun. O halde Gauss denkleminden
Dy =T (v,7)¢
ifadesi M ye normaldir. Boylece Serret-Frenet formuliinde X = ¢ alinirsa,
IT (’yl,fy/) = K, wve II (fy/, Y) = —T.

A ve 2H — A\, M nin asli egrilikleri olsunlar. O halde M nin ortalama egriligi
kabul edildigi gibi ‘H dir. E; ve E,, M tlizerinde asli vektor alanlarina karsilik

gelen vektor alanlar1 olsunlar. 6, v ile E; arasimndaki aci olmak tizere,

v = cosOFE; +sinfF,

Y = —sinfFE; + cosOF,
Ayrica burada,

(B, Ey) = DpFEr=A\
Il (Ey, ) = DpEsy=(2H —\)

dir. Benzer sekilde diisiiniiliirse,
II (7’, 7’) — D7 = Acos” 0 + (2H — \) sin® (3.7)
II(Y,Y) = Asin® @ + (2H — \) cos® 0 (3.8)
bulunur. (3.6) ve (3.7) denklemlerinden
k= Acos?0 + (2H — ) sin® @
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ve (3.8) denkleminden de
I(Y,Y)=2H — k

elde edilir. M nin K Gauss egriligi

K = c+I1(v,7) .M(Y,Y)—{M(fy’,y)z},
= ¢c+Kk(2H — k) — 72

seklindedir. Bu ifade ¢ + A (2H — \) ya esit olmalidir. v boyunca A ve 2H — A

fonksiyonlar sabittirler. Simdi (3.7) in 7" ye gore diferansiyeli alinirsa;

V.0=0 (3.9)

v

bulunur, Ciinkii M nin umbilik noktasi yoktur.

Ayrlca VElEl = OéEQ, VEIEQ = —OéEl, VE2E1 = /BEQ, VE2E2 = _BEI oldugu
aciktir. v geodezik oldugundan,

dir. 7' nin degeri yerine yazihrsa,
acosf + fsind = 0. (3.10)

Ayrica
S([Ey, Br]) = Vi, S(Es) — VE,S(E1)

Codazzi denklemi kullanilirsa,
Ve A=-28A—H) ve Vg\=2a(A—H) (3.11)

bulunur. Burada D.s (A§) nin normal kismu sifir oldugundan ve (3.8) denkle-
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minden,

V() = 0
(VoNEFAVE = 0
Vi # 0

oldugundan,

VA=0

~

dir. Son ifadede tiim bilinenler yerine yazilirsa

asinf — fcosf =0 (3.12)

elde edilir.Boylece (3.8) ve (3.10) denklemlerinden,y boyunca o = § = 0 oldugu
goriiliir. Bunun anlami M iizerindeki tiim dogrularin M nin geodezigi oldugudur.
Boylece M diizlemdir ve \ ve 2H — A asli egriliklerine sahiptir. O halde M ya
total geodezik bir yiizey, ya total umbilik bir yiizey ya da dairesel silindirdir.
Ancak basglangicta M nin umbilik noktalar1 yok kabul edilmisti. O halde M,
dairesel silindirdir (Tamura, 2004).
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4. E? LORENTZ UZAYINDA HELIiCAL GEODEZIKLERI
iCEREN YUZEYLER

Bu boliimde, Lorentz uzayinda sabit ortalama egrilikli yiizeyler, helical egriler
ve geodezikler galigildi. Ayrica, E3 Lorentz uzayimnda helical geodezikleri igeren

yiizeyler ile ilgili baz1 siniflandirmalar elde edildi.

[E? Lorentz uzayida bir helical egri, egriligi ve torsiyon sabit olan egridir. Bilindigi
gibi bu egri genellikle helis egrisidir. Eger egrilik sabit, torsiyon sifir ise bu egri
bir Lorentz gemberine, egrilikte sifir ise bu egri bir dogruya indirgenir. E$ deki
Lorentz silindirleri ise bu egrileri geodezik olarak igerir. E} de M yiizeyi iiz-
erindeki bir helical geodezik, E? Lorentz uzayinda bir egri olarak helical, M

yiizeyi {izerinde ise geodezik olan bir egridir.

Simdi ise Lorentz uzayinda sabit ortalama egrilikli yiizeyleri sinmiflandirmak igin

baz1 teoremler verilecektir.

Teorem 4.1. M, E? Lorentz uzaymda tam, diferensiyellenebilir ve sabit orta-
lama egrilikli bir yiizey olsun. Eger M nin umbilik noktas1 yok ise, o zaman
egrilikleri sifirdan farkli olan ve M nin herbir noktasindan gegen iki helical geo-

dezik vardir. O zaman M, Lorentz silindirlerinden biridir.

ispat. ~, E? de yay parameresi ile parametrelendirilmig bir helical egri olsun.
Serret-Frenet formiillerinden v nin X, Y birim vektor alanlar: ve k, 7 egrilikleri

olsun.

1.Durum. v, X spacelike, Y timelike olsun. O zaman,

D’y/fy = /ﬁ;X (4.1)
DyX = —ry +7Y
DY = 7X
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burada 7', ¥ nin birim teget vektor alanini gostermektedir.

~v, M iizerinde p € M noktasindan gecen bir helical geodezik ve M nin birim

normal vektor alani € olsun. Gauss denkleminden,

!

Dy =T (7,7)
oldugundan, M ye normaldir. Boylece X = ¢ alinabilir.

il (m') — Rt I (7’,1/) — ¢ (4.2)

Burada A ve c— A\, M nin asli egrilikleri ve E} ile F5, M nin asli vektor alanlarina

karsilik gelen vektor alanlari olsunlar.

1.1.Durum . E, ¢ spacelike, E, timelike olsun. 6, 4 ile F; arasindaki a¢1 olmak

luzere,

v = cosh0F; + sinh0F,

Y = sinh60F; + cosh0Fs.
seklindedir. Ayrica burada
S(E1) =AEy ve S(Ey)=—(c—\)Esy
ve £ = (£,£) = 1 oldugu goz oniine alinarak,
I (Ey, Ey) =e(S(Ey),E) € = (\Ey, Ep) ¢

dir.O halde
II(Ey, Ey) = Dg, By = X

bulunur. Benzer sekilde

H]I (EQ, E2> = £ <S (EQ) ,EQ) 5 = <— (C — /\) E27 E2>§

24



dir. O halde
il (EQ, EQ) = DE2E2 = (C — /\)f

elde edilir. v geodezik oldugundan,
II (7 ,7> — D,y
oldugu aciktar.
I (’Y,,’Y/> =D,y = {Acosh’ + (c — \)sinh® 0} £

II(Y,Y) = DyY = {Asinh®0 + (c — \) cosh® 6} ¢

(4.2) ve (4.3) denklemlerinden,

Kk = Acosh® 0 + (¢ — \)sinh* 0

(4.3)

(4.4)

elde edilir. Simdi ise (4.3) denkleminin v ye gére tiirevini alimirsa, M nin umbilik

noktasi olmadigindan
V. (Acosh?@ + (¢ — A)sinh®0) £ = 0

dir. Buradan

A\ (Acosh? 6 + (c — A)sinh? @) =0

ve
(2Acosh @ + 2 (c — A)sinh 0)V_,0 = 0
dir. Ayrica,
(2Acosh @ + 2 (¢ — A)sinh 0) # 0
oldugundan,

V.0=0

Y

(4.5)

bulunur. Burada Vg, Fy = aFEs, Vg, Ey = —E;, ve Vg, Ey = aEy, Vg, By =
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— B E5 oldugu aciktir. Ayrica v geodezik oldugundan,

Vw/:()

o

! .
dir. v yerine konulursa

acosh® — fsinhf =0 (4.6)

elde edilir. Ayrica

S [El, EQ] = VE'lS (EQ) - VEQS (El)

Codazzi denklemi kullanilirsa,

Vg A=—0c ve Vpg\=—ac (4.7)

bulunur. Burada D./ (A§) nin normal kismi sifir oldugundan ve (4.7) denkle-

minden,
A (X&) = 0
(VV/)\)f—i-)\vaf =0
V,§ # 0
oldugundan
VA=0

~

Son ifadede tiim bilinenler yerine yazilirsa

asinh @ + fcoshf =0 (4.8)

elde edilir.Boylece (4.6) ve (4.8) denklemlerinden,y boyunca o = 3 =0 oldugu
goriiliir. Bunun anlami M iizerindeki tiim dogrularin M nin geodezigi oldugudur.
Ayrica burada M iizerindeki her yerde iki geodezik ailenin arakesiti sabittir. O
halde M Lorentz diizlemidir ve burada M, XA ve ¢ — X\ egriliklerine sahiptir.

Dolayisyla M ya Lorentz diizlemidir, ya da Lorentz silindirlerinden biridir. Ancak
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baglangicta M nin umbilik noktalar1 yok kabul edilmisti. O halde M, Lorentz

silindirlerinden biridir.

1.2.Durum. F,, ¢ spacelike, E; timelike olsun. 6, ~" ile E; arasmdaki a1 olmak

lizere

= cosh0F; + sinh 0F,

N
Y = sinh0F; + cosh0FE,.
seklindedir. Ayrica
S(E1) =—-ME; , S(Es3) =(c—\)E;
ve £ = (£,£) £ 1 oldugu goz oniine alinarak,
I (Ey, Ey) =e(S(E, E))E = (=AE Ey)E

den

I1(E;, Ey) = Dp, By = A

bulunur. Benzer sekilde,
L (Ey, Ep) = € (S (Ea, E)) § = (= (c = A) Bz, E) §

den

I (Eg, EQ) = DE2E2 = (C — )\)5

elde edilir. v geodezik oldugundan

I1 (7', v’) =D,y
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oldugu aciktir.

!

IM(y,7) = Dy = {Acosh®0+ (c— A)sinh® 0} ¢

(4.9)
II(Y,Y) = DyY = {Asinh®0+ (c—\)cosh®0}¢

(4.2) ve (4.9) denklemlerinden
x = Acosh?@ + (c — \) sinh* @

elde edilir. Simdi ise (4.9) denkleminin ' ye gore tiirevini alirsak, M nin umbilik

noktasi olmadigindan,

A (Acosh® 0 + (¢ — A) sinh?6) £ = 0.

oldugundan
(2Acosh @ + 2 (¢ — A\)sinh )V ,0 =0
dir. Ayrica
2Acosh @ + 2 (¢ — X)sinh @ # 0
oldugundan

V.0=0 (4.10)

Y

bulunur. Burada Vg, Fy = als, Vg, Fy = —fE,, Vg, Ey = aFy, Vg, By = —3E,
oldugu agiktir. Ayrica v geodezik oldugundan,

/ .
dir. v yerine konulursa

acosh @ — fsinh 6 = 0. (4.11)

elde edilir. Ote yandan

S[Ev, Bs) = Vi, S (Bs) — Vi, S (1)
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Codazzi denklemi kullanilirsa,

Ve A=—-Bc ve Vg\=—ac (4.12)

bulunur. Burada D_ (A§) nin normal kismi sifir oldugundan ve (4.12) denkle-

minden,
V(A = 0
(VANE+HAVE = 0
vV, # 0
oldugundan
V. A=0.

Son ifadede tiim bilinenler yerine yazilirsa

asinhf — fcoshf =0 (4.13)

elde edilir. Boylece (4.11) ve (4.13) denklemlerinden, v boyunca o = 5 = 0
oldugu goriiliir. Bunun anlami M {izerindeki tiim dogrularimm M nin geodezigi
oldugudur. Ayrica burada M iizerindeki her yerde iki geodezik ailenin arakesiti
sabittir. O halde M Lorentz diizlemidir ve burada M, A\ ve ¢ — A egriliklerine
sahiptir. Dolayisyla M ya Lorentz diizlemidir ya da Lorentz silindirlerinden
biridir. Ancak baslangi¢ta M nin umbilik noktalar1 yok kabul edilmisti. O halde

M, Lorentz silindirlerinden biridir.

2.Durum. 7',Y spacelike, X timelike olsun. O zaman,

Dy = kX (4.14)
D,X = Ky +7Y

DY = —1X

burada 7', ¥ nin birim teget vektor alanini gostermektedir.
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v, M iizerinde p € M noktasindan gecen bir helical geodezik ve M nin birim

normal vektor alani € olsun. Gauss denkleminden,
D,y =1I (v w)
oldugundan, M ye normaldir. Boylece X = £ alinabilir. Boylece

il (m') — ke, I (fy/,Y) — ¢ (4.15)

dir. Burada A ve ¢ — A\, M nin asli egrilikleri ve £ ve E5, M iizerinde asli vektor
alanlarina karsilik gelen vektor alanlar: olsunlar.

Ayrica E; ve E, spacelike, ¢ timelike dir. 0, 4’ ile E; arasindaki a1 olmak iizere,

v = coshfF; + sinhOF,

Y = sinh0F; + cosh0F,.

Ayrica burada
S(El) = AEl y S(Eg) == (C - )\) E2

ve e = (£,£) = 1 oldugu goz oniine alinarak,
I (El, El) =£ <S (E1> ,E1> g = — <>\E17 E1>£

dir. O halde,
Il (Ey, Ey) = Dp, By = —X¢

bulunur. Benzer sekilde
I (Es, Ep) = (S (E2), E2) § = — ((c = M) Ea, E3) €

dir. Ohalde
]I]I (E27 EQ) = DE2E2 = — (C — )\)f
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elde edilir. v geodezik oldugunda
1 (7', 7’) =D,
oldugu aciktir..

!

H(’Y’ﬁl) = D,y = —{)\cosh29+(c—)\)sinh29}£
II(Y,Y) = DyY = —{Asinh®0+ (c—\)cosh’}¢.

(4.15) ve (4.16) denklemlerinden,

x = Acosh?@ + (c — \)sinh* @

(4.16)

elde edilir. Simdji ise (4.16) denkleminin 4 ye gore tiirevini alirsak, M nin umbilik

noktasi olmadigindan

V, {Acosh?@ + (c — \)sinh? 6} £ = 0.

Buradan
V ,(Acosh?§ + (¢ — \) sinh? @) = 0
oldugundan
(2A cosh @sinh 6 + 2 (¢ — A) sinh 6 cosh 0)V_,0 = 0
dir. Ayrica
2A cosh fsinh 6 + 2 (¢ — \) sinh 6 cosh 6 # 0
oldugundan,
V., 0=0

bulunur. Burada Vg, E) = aFsy, Vg, Ey = —fE,, Vg, Fy = —aly, Vi, Ey
oldugu agiktir. Ayrica v geodezik oldugundan

Vq/:O

o
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! .
dir. v yerine konulursa,

acosh§ + Bsinh 6 = 0. (4.17)

elde edilir. Ote yandan,
S([Er, Bs]) = Vi, S (E2) — Vi,S (E)
Codazzi denklemi kullanilirsa,
Ve A==—02 A=) ve VgA=02A\—c)a (4.18)

bulunur. Burada D, (A{) nin normal kismu sifir oldugundan ve (4.18) denkle-

minden,
Vo008 =0
(VV/)\)S—F)\va =0
V€ # 0
oldugundan,
V., A=0.

Son ifadede tiim bilinenler yerine yazilirsa,

asinhf — Bcoshf =0 (4.19)

elde edilir. Boylece (4.17) ve (4.19) denklemlerinden v boyunca o = f = 0
oldugu goriiliir. Bunun anlami1 M {izerindeki tiim dogrularin M nin geodezigi
oldugudur. Ayrica burada M iizerindeki her yerde iki geodezik ailenin arakesiti
sabittir. O halde M Lorentz diizlemidir ve burada M, A ve ¢ — X egriliklerine
sahiptir. Dolayisiyla M ya Lorentz diizlemidir, ya da Lorentz silindirlerinden
biridir. Ancak baglangi¢ta M nin umbilik noktalar1 yok kabul edilmisti. O halde

M, Lorentz silindirlerinden biridir.
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3.Durum. X,Y spacelike, 7' timelike olsun. O zaman,

D,y = kX
D/X = —ry +7Y (4.20)
DY = —1X

burada 7', ¥ nin birim teget vektor alanini gostermektedir.

v, M iizerinde p € M noktasindan gecen bir helical geodezik ve M nin birim

normal vektor alani € olsun. Gauss denkleminden,
D,y =1I (v w)
oldugundan, M ye normaldir. Boylece X = £ alinabilir. Boylece

il (m') — ke, I (fy/,Y) — ¢ (4.21)

dir. Burada A ve ¢ — A\, M nin asli egrilikleri ve F; ile Fy, M nin asli vektor

alanlarina karsilik gelen vektor alanlar: olsunlar.

3.1.Durum . E, ¢ spacelike, F, timelike olsun. @, ~" ile E; arasmdaki ac1 olmak

luzere,

v = coshfF; + sinhF,

Y = sinh0F; + cosh0F,.
seklindedir. Ayrica burada
S(E)) =AE; , S(Ey) =—(c— ) Esy
dir. € = (£,€&) = £1 oldugu goz 6niine alinarak,

I[]I (El, El) =& <S (El) 3 E1>§ = <)\E1, E1>§
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dir.O halde,
Il (Ey, Ey) = Dg, By = X

bulunur. Benzer sekilde

H]I (Eg, EQ) = £ <S (EQ) 7E2> g = <— (C — )\) E27 E2>€

dir. O halde
Jilli (EQ, Ez) = DE2E2 — (C — )\)f

elde edilir. v geodezik oldugunda
IT (7 m) =D,y
oldugu aciktir..
il (f/, 7’) =Dy = {Acosh?0 + (c — A)sinh® 0} ¢ (4.22)

II(Y,Y) = DyY = {Asinh®0 + (c — \) cosh® 0} ¢

(4.21) ve (4.22) denklemlerinden,
Kk = Acosh® 0 + (c — \)sinh* 0

elde edilir. Simdji ise (4.21) denkleminin " ye gore tiirevini alirsak, M nin umbilik

noktasi olmadigindan
vV, (A cosh®d + (¢ — A\)sinh®§) & = 0.

Buradan

A (Acosh? 6 + (¢ — A)sinh?6) =0

oldugundan

(2Acosh @sinh @ 4 2 (¢ — A) sinh 6 cosh 0)V_, 6 = 0
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dir. Ayrica
2A cosh fsinh 6 + 2 (¢ — \) sinh 6 cosh 6 # 0

oldugundan

V.0

Y

bulunur. Burada Vg, Fy = aFs, Vg, FEy = —E;, ve Vg, Ey = aFy, Vg, Ey =
—BFE, oldugu agiktir. Ayrica v geodezik oldugundan

Vv =0

/ .
dir. v yerine konulursa

acoshf — Bsinhf =0 (4.23)

elde edilir. Ote yandan

S([Ey, Bb]) = Vg, S (E2) — VE,S (E1)

Codazzi denklemi kullanilirsa

VA= —-Fc ve Vpg\=—ac (4.24)

bulunur. Burada D_; (A) nin normal kismu sifir oldugundan ve (4.24) denkle-

minden,
V() = 0
(VW//\)§+/\V7/§ =0
vV, # 0
oldugundan
V,A=0

Y

dir. Son ifadede tiim bilinenler yerine yazilirsa

asinhf + Bcoshf =0 (4.25)
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elde edilir.Boylece (4.23) ve (4.25) denklemlerinden, v boyunca a = 5 = 0
oldugu goriiliir. Bunun anlami1 M {izerindeki tiim dogrularin M nin geodezigi
oldugudur. Ayrica burada M iizerindeki her yerde iki geodezik ailenin arakesiti
sabittir. O halde M Lorentz diizlemidir ve burada M, A ve ¢ — \ egriliklerine
sahiptir. Dolayisiyla M ya Lorentz diizlemidir, ya da Lorentz silindirlerinden
biridir. Ancak baglangi¢ta M nin umbilik noktalar1 yok kabul edilmigti. O halde

M, Lorentz silindirlerinden biridir.

3.2.Durum . E,, ¢ spacelike, E; timelike olsun. 6, v ile F; arasidaki ac1 olmak

izere,

v = coshfF; + sinhF,

Y = sinh0F; + cosh0F,.

seklindedir. Ayrica burada

S(El) = —)\El 5 S(Eg) = (C— )\) E2

ve e = (£,€) £ 1 oldugu goz 6niine alinarak,

]I]I (El, E1> =& <S (El,E1)> g = <—)\E1,E1>§

dir. O halde
Il (Ey, Ey) = Dg, Er = \¢

bulunur. Benzer sekilde

H]I (EQ, Eg) =& <S (EQ, E2)> 5 = <— (C — )\) E27 E2>§

dir. Ohalde
il (EQ, Eg) = DE2E2 = (C — )\)f
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elde edilir. v geodezik oldugunda
1 (7', 7’) =D,
oldugu aciktir.

,'y') = Dy = {Acosh29—|—(c—)\)sinh29}§
II(Y,Y) = DyY = {Asinh®@+ (c— \)cosh®@}¢

(4.21) ve (4.26) denklemlerinden

x = Acosh?@ + (c — \)sinh* @

(4.26)

elde edilir. Simdji ise (4.26) denkleminin 4 ye gore tiirevini alirsak, M nin umbilik

noktas1 olmadigindan,

A (Acosh® 0 + (¢ — A) sinh? ) £ = 0.

Buradan
V., (A cosh®f 4 (¢ — \)sinh®#) =0
oldugunda
(2X\cosh @sinh 6 4+ 2 (¢ — A) sinh @ cosh )V ,6 =0
dir. Ayrica
2Acosh@sinh @ + 2 (¢ — A) sinh 6 cosh § # 0
oldugundan

V., ,0=0

~

elde edilir.

Burada VElEl = OJEQ, VE2E2 = —BEl, ve VEIEQ = OéEl, VE2E1 =

oldugu agiktir. Ayrica v geodezik oldugundan

Vq/:O

o
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! .
dir. v yerine konulursa

acoshf — Gsinhf =0 (4.27)

elde edilir. Ote yandan

S [El, EQ] - VElg (EQ) - VEQS (El)

Codazzi denklemi kullanilirsa

Vg A=—0c ve Vpg\=—ac (4.28)

bulunur. Burada D_; (A) nin normal kismu sifir oldugundan ve (4.28) denkle-

minden,
V., (X)) = 0
(VV/)\)f—i-)\vaf =0
vV, # 0
oldugundan
VA=0

~

Son ifadede tiim bilinenler yerine yazilirsa

asinh § + fcoshf =0 (4.29)

elde edilir.Boylece (4.27) ve (4.29) denklemlerinden,y boyunca a = § = 0
oldugu goriiliir. Bunun anlami M {izerindeki tiim dogrularim M nin geodezigi
oldugudur. Ayrica burada M iizerindeki her yerde iki geodezik ailenin arakesiti
sabittir. O halde M Lorentz diizlemidir ve burada M, A ve ¢ — A egriliklerine
sahiptir. Dolayisiyla M ya Lorentz diizlemidir, ya da Lorentz silindirlerinden
biridir. Ancak baglangi¢ta M nin umbilik noktalar1 yok kabul edilmisti. O halde

M, Lorentz silindirlerinden biridir.

E? Lorentz uzaymda M iizerindeki helical geodezikleri igeren yiizeyler ile ilgili

bir diger karakterizasyon agagidaki gibidir.
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Teorem 4.2. M, E} Lorentz uzaymmda sabit ortalama egrilikli tam diferan-
siyellenebilir bir yiizey olsun. Eger M nin herbir noktasindan gegen iki helical
geeodezik varsa, o zaman M, ya pseudo-kiire, ya pseudo-hiperbolik uzay, ya

Lorentz diizlemi ya da Lorentz silindirlerinden biridir.

1.Durum. ~, M iizerinde bir spacelike helical geodezik olsun. O halde agagidaki
durumlar vardir:

1.1.Durum. « # 0 ve 7 # 0 olsun. Bu durumda, (4.1) ve (4.14) de X = ¢
almabilir. Giinkii D,/ v =1I (fy', fy/) , M ye normaldir.Bu durumda,

D,§ = —ky +7Y ve DY = 7€
veya
D, = Ky +7Y ve DY = —7¢

olacaktir.

1.2.Durum. x # 0 ve 7 = 0. Burada (4.1) ve (4.14) de X = ¢ alinirsa,

’

Dvlf = —RY
veya
Dy& = kv

olacaktar.

1.3.Durum. s = 0. olsun. O halde Gauss denkleminden,
m(+,7) =0
elde edilir.

2.Durum. v, M iizerinde bir timelike helical geodezik olsun. O halde agagidaki

durumlar vardir:

2.1.Durum. s # 0 ve 7 # 0 olsun. Bu durumda, (4.20) de X = ¢ alnabilir.
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Ciinkit D, v =11 (7/, 7') , M ye normaldir.Bu durumda,

D& = wy +7Y ve DY = —7¢€.

.
olacaktir.

2.2.Durum. x # 0 ve 7 = 0. Burada (4.20) de X = ¢ aliursa,

D& = —/vy'

.
olacaktir.

2.3.Durum. x = 0. olsun. O halde (4.20) deki Gauss denkleminden,
IT (7'7 v’) =0
elde edilir.

v, ve 74, M ilizerinde p € M noktasindan gecen spacelike veya timelike he-
lical geodezikler olsunlar. O halde yukaridaki 1.1 - 2.3 durumlar1 géz 6niine

alindiginda asagidaki olasiliklar soz konusudur:

i) 7y ve 7y, dogru,

i1) 7, ve 7, Lorentz gemberi,

i91) 7y, ve 7, helis,

iv) v, dogru, v, Lorentz ¢emberi,
v) 7, dogru, v, helis,

vi) ~y; Lorentz gemberi, v, helis.

Ik olarak, kabul edelim ki & Gauss egriligi en azindan bir noktada pozitif ve
My={peM:K(p) >0}

olsun. O halde My, (ii), (iii), (vi) tiplerinden biridir. M;j; ise M; in tiim
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umbilik noktalariin kiimesi ve,

M12 - Ml — Mll

olsun. Eger M, # @ ise o halde Teorem 4.1 den M, iizerinde K = 0 dir. Bu ise
M, iizerinde K > 0 olmas ile geligir. Dolayisiyla My, total umbiliktir. Boylece
M, pseudo-kiiredir. O halde M pseudo-kiiredir.

Simdi ise kabul edelim ki M iizerinde K < 0 olsun. Ve

My ={pe M:K(p) <0}

O halde M., (it), (it3) , (vi) tiplerinden biridir. Mas, My nin tiim umbilik nok-
talarimin bir kiimesi ve Moz = My — Moy olsun. Eger Mss # & ise o halde
Teorem 4.1 den bu bir geligkidir. Dolayisiyla My total umbiliktir. Boylece Moo
pseudo hiperbolik uzaydir, yani M pseudo hiperbolik uzaydir.

Son olarak ise K Gauss egriligi en azindan bir noktada sifir ve

My={peM:K(p) =0}

olsun. Burada ise M ya Lorentz diizlemidir ya da Lorentz silindirlerinden biridir.
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5. M?(C) LORENTZ UZAY FORMLARINDA HELICAL
GEODEZIKLERI iCEREN YUZEYLER

Bu boliimde, Lorentz uzay formlarinda sabit ortalama egrilikli yiizeyler, helical
egriler ve geodezikler galigildi. Ayrica, M3 (C) Lorentz uzay formlarinda helical

geodezikleri igeren yiizeyler ile ilgili baz1 simflandirmalar elde edildi.

M3 (C), C egrilikli, 3-boyutlu Lorentz uzay formlarinda bir helical egri, egriligi
ve torsiyon sabit olan egridir. Bir egrinin, eger egriligi sabit, torsiyonu sifir ise bu
egri bir Riemann veya Lorentz cemberine, egrilikte sifir ise bu egri bir geodezige in-
dirgenir.

" 3-kiire iizerinde helical geodezikleri iceren yiizeyler" adli caligmay: inceledigimizde,
S? deki bir M yiizeyi tizerindeki herbir noktadan gecen iki helical geodezik var
ise bu durumda M nin ya biiyiik kiire, ya kiiciik kiire ya da Hopf toru oldugu
belirtilmis idi.

M3 (C) de M yiizeyi tizerindeki bir helical geodezik, M3 (C) Lorentz uzay form-
larinda bir egri olarak helical, M yiizeyi iizerinde ise geodezik olan bir egridir.

Bu galismada M3 (C) deki tiim yiizeyler diferansiyellenebilir ve baglantil olarak
kabul edildi.

Simdi ise Lorentz uzay formlarinda sabit ortalama egrilikli yiizeyleri sitmflandir-

mak icin baz1 teoremler verilecektir.

Teorem 5.1. M, M3 (C) de sabit ortalama egrilikli tam bir yiizey olsun. Eger
M nin umbilik noktasi yok ise o zaman egrilikleri sifirdan farkli olan ve M
nin herbir noktasindan gegen iki helical geodezik vardir. O zaman M, Lorentz

silindirlerinden biridir.

Burada M3 (C) deki Lorentz silindiri, S? de Lorentz benzeri bir Hopf toru, H? de

ise Lorentz benzeri boru (tubes) anlamindadir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 4. Boliimdeki teorem 4.1 in ispati ile aym formdadir.

42



Lemma 5.2. M, M3 (C) de sabit ortalama egrilikli bir yiizey olsun ve U, M de
bir agik kiime olsun. U iizerinde iki asimptotik egri ailesi ( bunlar ambient uzayda geodezik)
olsun. Bu durumda U ya total geodeziktir ya E3 de Lorentz si-
lidirinin agik bir kismia kongriienttir ya da S? de Lorentz benzeri Hopf toru

dur.

Ispat. Eger U total geodezik ise, o halde U iizerinde ambient geodezik olan iki
asimptotik egri ailesi vardir. Dolayiyla biz burada I nun total geodezik olmama

durumunu incelenecektir.

a1 ve ag, U iizerinde p € U noktasindan gegen asimptotik egriler ayn1 zamanda
M3 (C) de geodezik olsun.

Ave 2H — A\, M iizerinde Ey, F; asli vektor alanlarina karsilik gelen asli egrilikler
olsun. Burada M nin ortalama egriligi H, kabul ettigimiz gibi sabittir. 6, E; ile

’ . P
o, arasindaki ag1 olmak {tizere,

a/l = coshOF; + sinh 0F,
0/2 = coshOF, + sinh 0F,

. . ’ / . . . . .
seklindedir ve burada a; ve a, sirasiyla a; ve as nin birim tanjant vektor alan-

laridir.
1. Durum. +', X spacelike, Y timelike olsun.

1.1. Durum. £y, ¢ spacelike, 5 timelike olsun.
Bu durumda VE1E1 = OéEQ, szEQ = —ﬁEl, ve VElEQ = OéEl, VE2E1 = _/BEQ

oldugu aciktir. Codazzi denklemi kullanilirsa,

Ve A = —28H
v 4 (5.1)
Ve, = —2aH
ve
Vi, (2H - )\) = 28H
i ) & (5.2)

Ve, (2H—)\) = 2aH
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bulunur. Ayn1 zamanda a; ve as egrileri M iizerinde geodezik olduklarindan
Da,, ) =0 ve Da;a; =0
dir. Burada ) ve a, degerleri yerine yazihp gerekli hesaplamalar yapilirsa
Acosh? @ + (2H — A) sinh? 0 = 0 (5.3)
elde edilir. Ayrica
V. {Acosh?§ + (2 — A) sinh® 0} = 0

oldugundan dolay1
Vo/l 0=0

bulunur. Benzer hesaplamalar o, i¢in yapilirsa

V., 0=0

2

elde edilir. Ayni zamanda
Va/lo/l =0 ve VQIZO/Q =0
seklindedir. o) ve o, degerleri yerine yazilirsa
acoshf — Bsinhd =0

bulunur. Dolayisyla oy ve i asimptotik egrileri M iizerinde geodezik olduklarin-

dan

V0 + acoshf —fsinhf = 0 (5.4)
Va;(‘) + «acoshf — fBsinhf = 0 (5.5)

esitlikleri elde edilir.
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Simdi (5.3) ifadesinin o ye ve a, ye gore tiirevi alinirsa

(Acosh?@ + (2H — A)sinh*@) = 0
(Acosh?6 + (2H — A)sinh*¢) = 0

_~

[0}

\Y
\Y

[ORS

[0}

bulunur. Sirasiyla (5.1) ve (5.2) esitlikleri kullanilarak bu tiirevler alinirsa
asinh 0 (sinh2 6 — 3 cosh? 0) — [ coshf ((:osh2 6 — 3sinh? (9) =0

ifadesi bulunur. Buradan o veya § sifirdir. Bu durumda sinh?6 = 3cosh?#
veya cosh?§ = 3sinh?@ dir. Burada (5.1), (5.2) ve (5.3) denklemleri dogrularin
U iizerinde geodezik oldugunu gosterir. Ayrica iki geodezik ailenin arakesiti U
iizerinde sabit ag1 yaptigindan, U Lorentz diizlemidir. Buna gore det S = —C dir.

Boylece det S = —C oldugundan C > 0 dir.

1.2. Durum. FEs, ¢ spacelike, E; timelike olsun.
Bu durumda Vg, Ey = aEy, Vg, Ey = —fF, ve Vg, By = aF,y, Vg, By = —[E)

oldugu agiktir. Codazzi denklemi kullanilirsa,

Ve = —28H
o b (5.6)
VE2/\ = —2aH
ve
Vi, (2H—)) = 28H
B ( ) 3 5.7)

VE2 (2H - )\) = 2aH

bulunur. Ayni zamanda a; ve as egrileri M iizerinde geodezik olduklarindan,
Daflall =0 ve Da/zo/z =0
dir. Burada ] ve ay degerleri yerine yazilip gerekli hesaplamalar yapilirsa,

Acosh? @ + (2H — \) sinh? 0 = 0 (5.8)
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elde edilir. Ayrica
V. {Acosh?§ + (2 — A) sinh® 0} = 0

oldugundan dolay1
Vo/l 0=0

bulunur. Benzer hesaplamalar 0/2 icin yapilirsa,
VQ;H =0
elde edilir. Ayni zamanda
Vaflo/l =0 ve Vafzoz; =0
oldugu acikitr. o) ve a, degerleri yerine yazihirsa,
acoshf — Bsinh§ =0

bulunur. Dolayisiyla a; ve ay asimptotik egrileri M iizerinde geodezik olduk-

larindan

V0 + acoshf —fsinhf = 0 (5.9)
Va;(‘) + «acoshf — fBsinhf = 0 (5.10)

esitlikleri elde edilir.

Simdi (5.8) ifadesinin o, ye ve ay ye gore tiirevi alinirsa

o (Acosh®0 + (2H — A)sinh®d) = 0
o, (Acosh? 0+ (2H — X)sinh?0) = 0

_~

\%
\%
bulunur. Sirasiyla (5.6) ve (5.7) egitlikleri kullanilarak bu tiirevler alinirsa

asinh § (sinh®@ — 3cosh®d) — Bcosh6 (cosh®d — 3sinh®F) = 0

46



ifadesi bulunur. Buradan o« veya (3 sifirdir. Bu durumda sinh®?6 = 3cosh?#
veya cosh? = 3sinh?@ dir. Burada (5.6), (5.7) ve (5.8) denklemleri dogrularin
U iizerinde geodezik oldugunu gosterir. Ayrica iki geodezik ailenin arakesiti U/
iizerinde sabit ac1 yaptigindan, U Lorentz diizlemidir. Buna gére det S = —C dir.

Boylece det S = —C oldugundan C > 0 dur.

2. Durum. +',Y, Ey, E, spacelike, X, ¢ timelike olsun.
Bu durumda VElEl = OzEz, VE2E2 = —ﬂEl, ve vElEg = —OJEl, VE2E1 = /BEQ

oldugu agiktir. Codazzi denklemi kullanilirsa,

Vg A = —20(A-H) (5.11)
VEQ)\ = 2c ()\ - H)
Ve, (2H-X) = 26(A-H) (5.12)
Vi, (QH—)) = —2a(\—H)

bulunur. Aynmi1 zamanda «; ve as egrileri M iizerinde geodezik olduklarindan
Do, 000 =0 ve Dy, ay =0
dir. Burada ) ve a, degerleri yerine yazihp gerekli hesaplamalar yapilirsa
Acosh? @ + (2H — \) sinh? 0 = 0 (5.13)
elde edilir. Ayrica
Vo {Acosh?6 + (2H — A)sinh*6} =0

oldugundan dolay1
\Y o 0=0

bulunur. Benzer hesaplamalar o, i¢in yapilirsa

Vi0=0

Qo
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elde edilir. Ayni zamanda
Vaflo/l =0 ve Vagoz; =0
oldugunu biliyoruz. o) ve ., degerleri yerine yazilirsa
acoshf 4 fsinh§ =0

bulunur. Dolayisyla a; ve ay asimptotik egrileri M iizerinde geodezik olduklarin-

dan

V0 + acoshf+ fsinhd = 0 (5.14)
Va/20 + acoshf+ fsinhfd = 0 (5.15)

esitlikleri elde edilir.

Simdi (5.13) ifadesinin o) ye ve a, ye gore tiirevi alinirsa

(Acosh?@ + (2H — A)sinh*6) = 0
(Acosh®6 + (2H — A)sinh®#) = 0

_~

[0}

\Y
\Y

ORS

[0}

bulunur. Sirasiyla (5.11) ve (5.12) egitlikleri kullanilarak bu tiirevler alinirsa
asinh 6 (s.inh2 6 — 3 cosh? (9) + [coshd (cosh2 6 — 3sinh? 9) =0

ifadesi bulunur. Buradan a veya § sifirdir. Bu durumda sinh? = 3 cosh? § veya
cosh®f = 3sinh®@ dir. Burada (5.11), (5.12) ve (5.13) denklemleri dogrularin
U iizerinde geodezik oldugunu gosterir. Ayrica iki geodezik ailenin arakesiti
tizerinde sabit ag1 yaptigindan, U Lorentz diizlemidir. Buna gore det S = —C dir.

Boylece det S = —C oldugundan C > 0 dur.
3. Durum. 7', X spacelike, Y timelike olsun.

3.1. Durum. Fji,¢ spacelike, 5 timelike olsun.

Bu durumda VElEl = OéEQ, VE2E2 = —ﬁEl, ve VE1E2 = OéEl, VE2E1 = —5E2
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oldugu agiktir. Codazzi denklemi kullanilirsa,

Ve A = —28H
o P (5.16)
VEZ/\ = —2aH
ve
Ve, (QH—)\) = 28H
g ( ) B (517)

Ve, 2H—X) = 2aH

bulunur. Ayni zamanda a; ve s egrileri M iizerinde geodezik olduklarindan

Do,ay =0 ve Dyay =0

dir. Burada ) ve a, degerleri yerine yazihp gerekli hesaplamalar yapilirsa
Acosh? @ + (2H — \) sinh® 0 = 0 (5.18)
elde edilir. Ayrica
Vo, {Acosh? 0 + (2 — A)sinh® 0} = 0

oldugundan dolay1
Va’l 0=0

bulunur. Benzer hesaplamalar o, i¢in yapilirsa
Va;Q =0
elde edilir. Ayni zamanda
Vaflo/l =0 ve VQ’QO‘; =0

V) o1 !/ / v . .
oldugunu biliyoruz. «; ve a, degerleri yerine yazilirsa

acoshf — Bsinhf =0
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bulunur. Dolayisyla a; ve ay asimptotik egrileri M iizerinde geodezik olduklarin-

dan

Va/19 + «acoshf — Bsinhf = 0 (5.19)
Va;ﬁ + «acoshf — fBsinhf = 0 (5.20)
esitlikleri elde edilir.
Simdi (5.18) ifadesinin o ye ve o, ye gore tiirevi alinirsa

o, (Acosh? 0+ (2H — X)sinh?0) = 0

v
V. (Acosh? 0+ (2H — A)sinh®0) = 0

[0}

[ORS

bulunur. Sirasiyla (5.16) ve (5.17) egitlikleri kullanilarak bu tiirevler alinirsa
asinh 0 (sinh2 6 — 3 cosh? 9) — pPcoshd (cosh2 6 — 3 sinh? 9) =0

ifadesi bulunur. Buradan a veya § sifirdir. Bu durumda sinh?® 6 = 3 cosh? § veya
cosh® = 3sinh®@ dir. Burada (5.16), (5.17) ve (5.18) denklemleri dogrularin
U iizerinde geodezik oldugunu gosterir. Ayrica iki geodezik ailenin arakesiti U/
iizerinde sabit ag1 yaptigindan, U Lorentz diizlemidir. Buna gére det S = —C dir.

Boylece det S = —C oldugundan C > 0 dur.

3.2. Durum. F,,¢ spacelike, F; timelike olsun.
Bu durumda VElEl = OéEQ, VE2E2 = —ﬁEl, ve VE1E2 = OéEl, VE2E1 = _/BEQ

oldugu agiktir. Codazzi denklemi kullanilirsa

Ve = 28H
v g (5.21)
VEz)\ = 2aH
ve
Vi, (2H—)\) = —28H
5 (2H =) 5 5
Ve, (QH—)) = —20H

bulunur. Aym zamanda «; ve as egrileri M iizerinde geodezik olduklarindan

’ !
Da/lozl =0 wve DQIQOA2 =0
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dir. Burada ) ve a, degerleri yerine yazihp gerekli hesaplamalar yapilirsa
Acosh? @ + (2H — A) sinh? 0 = 0 (5.23)
elde edilir. Ayrica
V. {Acosh?§ + (2 — A) sinh® 0} = 0

oldugundan dolay1
Vo/l 0=0

bulunur. Benzer hesaplamalar o, i¢in yapilirsa

V., 0=0

2

elde edilir. Ayni zamanda
Vallo/l =0 ve VQIZO/Q =0
oldugunu biliyoruz. o ve ., degerleri yerine yazilirsa
acoshf — Bsinh§ =0

bulunur. Dolayisyla o ve ap asimptotik egrileri M iizerinde geodezik olduklarin-

dan

V0 + acoshf —fsinhf = 0 (5.24)
Va;(‘) + «acoshf — fBsinhf = 0 (5.25)

esitlikleri elde edilir.

Simdi (5.23) ifadesinin o) ye ve a, ye gore tiirevi alinirsa

(Acosh?@ + (2H — A)sinh*¢) = 0
(Acosh®6 + (2H — A)sinh®#) = 0

_~

[0}

\Y
\Y

[0}

N~
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bulunur. Sirasiyla (5.21) ve (5.22) esitlikleri kullanilarak bu tiirevler alinirsa
asinh 0 (sinh2 6 — 3 cosh? 9) — [ coshf (cosh2 6§ — 3sinh? 9) =0

ifadesi bulunur. Buradan a veya § sifirdir. Bu durumda sinh?® § = 3 cosh? § veya
cosh® = 3sinh®@ dir. Burada (5.21), (5.22) ve (5.23) denklemleri dogrularin
U iizerinde geodezik oldugunu gosterir. Ayrica iki geodezik ailenin arakesiti U
iizerinde sabit ac1 yaptigindan, U Lorentz diizlemidir. Buna gére det S = —C dir.

Boylece det S = —C oldugundan C > 0 dur.

Teorem 5.3. M, M3 (C) de negatif olmayan egrilikli, tam, sabit ortalama egri-
likli bir ytizey olsun. Eger M tizerinde M nin herbir noktasindan gegen iki helical
geodezik var ise o halde M, ya total geodezik bir yiizey, ya total umbilik bir yiizey,

ya dairesel silindir ya da Lorentz benzeri Hopf toru dur.

Ispat. M3 (C) = E} olmasi durumunu 4. boliimde vermistik. Simdi ise

soz konusudur:

1.Durum. ~, M iizerinde bir spacelike helical geodezik olsun. O halde agagidaki

durumlar vardir:

1.1.Durum. s # 0 ve 7 # 0 olsun. Bu durumda, Serret-Frenet formiillerinde

X = ¢ almabilir. Ciinkii Dyxfy' =1I (fy', ’y') , M ye normaldir.Bu durumda

D,§ = —ky +7Y ve DY = 7€
veya
D¢ = —ky + 7Y ve DY = 7¢.

olacaktir.

1.2.Durum. k£ # 0 ve 7 =0. Burada X = ¢ alinirsa

’

Dvlf = —KY
veya
D, = —ry
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olacaktir.

1.3.Durum. x = 0. olsun. O halde Gauss denkleminden,
I (7'7 7’) =0
elde edilir.

2 Durum. ~, M iizerinde bir timelike helical geodezik olsun. O halde asagidaki

durumlar vardir:

2.1.Durum. k # 0 ve 7 # 0 olsun. Bu durumda, Serret-Frenet formiillerinde

X = ¢ almabilir. Ciinkii D,/ v =TI (7', ’y/) , M ye normaldir.Bu durumda

D.§ = —kY + 1Y ve D,y = 7¢.
veya
D,§ = Ky +7Y ve DY = —7¢

olacaktir.

2.2.Durum. £ #0 ve 7 =0. Burada X = ¢ alinirsa

’

va = —RvY
veya
Dy§ = ry

olacaktir.

2.3.Durum. s = 0. olsun. O halde Gauss denkleminden,
IT (7'7 7’) =0
elde edilir.

v, ve 74, M ilizerinde p € M noktasindan gecen spacelike veya timelike he-

lical geodezikler olsunlar. O halde yukaridaki 1.1 - 2.3 durumlar1 goz 6niine
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alindiginda asagidaki olasiliklar soz konusudur:

i) 7, ve 7, ambient geodezik,

i1) 7, ve 7, Riemann ¢emberi veya Lorentz gemberi,

iv) v, ambient geodezik, v, Riemann veya Lorentz ¢emberi,

(

(

(7i1) y, ve 5 uygun helis,

(

(v) 7y, ambient geodezik , v, uygun helis,
(

vi) ~y; Riemann veya Lorentz ¢emberi, v, uygun helis.

Ik olarak, K Gauss egriligi en azindan bir noktada pozitif ve
My ={peM:K.(p) >0}

olsun. O halde My, (ii), (ii7), (vi) tiplerinden biridir. M;j; ise M; in tiim

umbilik noktalariin kiimesi ve,
My = My — My

olsun. Eger My # & ise o halde Teorem 5.1 den M, iizerinde K, = 0 dir.
Bu ise Ms tizerinde K. > 0 olmasi ile geligir. Dolayisiyla M7, hem acik hem
kapali oldugundan M, total umbilik bir yiizeydir.. Boylece M, total umbilik bir
yiizeydir.

Simdi ise kabul edelim ki M iizerinde K.< 0 ve

My ={pe M:K.(p) <0}

olsun. O halde My, (i) — (vi) tiplerinden biridir.p € M :

M p noktasindan gegen Riemann veya Lorentz ¢emberi
21 =
veya uygun helis var
ve Mzg = MQ - M21 olsun. O halde M2 = M21 U M22 dir ve MQ = ClMgl U
Int Moy ve My = ClMopUInt Moy oldugu aciktir. burada A kiimesi i¢in, C1A, A

nin kapamigini, IntA, A nin igini géstermektedir. Boylece My, veya Mo i¢ nok-
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talara sahiptir ya da My, veya Moy, My de yogundur. Eger My, # @ veya Moy,
M de yogun ise Teorem 5.1 den M, diizlemdir. Oysa bu bir celigkidir. Bunun
anlami M tizerinde tiim asimptotik egriler, ambient geodeziktirler. Boylece, M,
tizerinde £ = 0 dir. O halde My = {p € M : K. (p) = —1} dir. Buradan M,
kapalidir. Ayrica My hem acik hem kapali oldugundan M bir Lorentz diizlemdir.
Dolayisiyla M, Lorentz benzeri bir Hopf torudur. Ciinkii M, isoparametrik ve

tam bir diizlemdir.

Simdiye kadar M3 (C) = S? de sabit ortalama egrilikli yiizeyler ile ilgili siniflandir-
malar verildi. Burada v = 2 alinarak S3 icin de yani S3 ~ H? oldugundan H?
Lorentz uzay formu i¢in de benzer simflandirmalar yapilabilir. S$ ve H? ile ilgili

bazi ornekler de asagidaki gibi verilebilir.

Ornek 5.4. (S? de spacelike helisler) S?, 4-boyutlu birim kiire olmak {izere,

v(s) = (qcos (s/k),qsin(s/k),rsinh (s/k),rcosh (s/k))

dir, ki burada
k= (1+2r2)1/2 ve ¢¢—r*=1

seklindedir. Ayrica burada s ve 7 egrilikler olmak iizere,
k=2r(1+ 7"2//{2)1/2 ve T=1/k

bulunur (Tkawa, 1985).

Ornek 5.5. (S? de timelike helisler) S3, 4-boyutlu birim kiire olmak iizere,

v (s) = (pcos (s/k), usin (s/k), Acos (s/k), Asinh(s/k)

dir, ki burada
E=(222-1)" ve N4p2=1
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seklindedir. Ayrica burada x ve T egrilikler olmak {izere,
k=2 \u/k* ve 1=1/k

bulunur (Ikawa, 1985).

Ornek 5.6. (H? de spacelike helisler) H?, 4-boyutlu birim hiperbolik uzay olmak

v (s) = (—sinh (s/k), —sinh (ms/k), — cosh (s/k) , — cosh (ms/k))

dir, ki burada
k= (A4 2m?) "

seklindedir. Ayrica burada x ve 7 egrilikler olmak iizere,
k=M (l—m?) /k* ve T=m/k

bulunur (Ikawa, 1985).

Ornek 5.7. (H? de timelike helisler) H2, 4-boyutlu birim hiperbolik uzay olmak
izere,

v (s) = (usin (ms/k), pcos (ms/k), Asin (s/k), Acos (s/k))

dir, ki burada

k::(/\2—u2m2)1/2 ve —AN4put=-1

seklindedir. Ayrica burada x ve 7 egrilikler olmak {izere,
k=M (1—m?) /k* ve T=m/k

bulunur (Ikawa, 1985).
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