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DYNAMICAL RESPONSE TO THE MOVING LOAD OF A PRE-STRAINED
SYSTEM COMPRISING SUBSTRATE AND COVERING LAYERS

Ebru KOC
Mathematical Engineering, Ph.D. Thesis

In the present study , within the framework of the piecewise homogeneous body model by the
use of the TLTEWISB (Three-dimensional Linearized Theory of Elastic Waves in the
Initially Stressed Bodies) the dynamical response of the system consisting of the pre-stretched
covering layers and pre-strained half-plane to the lineal located moving load is investigated. It
is assumed that the materials of the constituents are isotropic and homogeneous. It is also
assumed that the velocity of the moving load which acts on the covering layer is constant. The
investigations carried out for the plane-strain state under subsonic velocity of the moving load
for two types of contact conditions. For various values of the problem parameters the
numerical results on the critical velocity are presented and discussed. The algorithm and
programmes which are used for obtaining numerous new numerical results are composed by
the author in MATLAB. This study consisting of four main section.

The first section, the beginning part of the study, consisting of the four section, namely: the
general information of the present study, the rewiev of the papers related of the present study
,the importance of the present study and the purposes of the present investigation.

The second section consisting of the two different cases, first case is the dynamical response
to the line-located moving load of a pre-strained system comprising substrate and covering
layers has been investigated for two types of contact conditions, namely: complete and
incomplete. Second case is the dynamical response to the distributed (uniform) moving load
of a pre-strained system comprising substrate and covering layers has been investigated for
two types of contact conditions, namely: complete and incomplete.

In the third section consisting of the two different cases, first case is the dynamical response
to the line-located moving load of a pre-strained system comprising substrate, bond and
covering layers has been investigated for two types of contact conditions, namely: complete
and incomplete. Second case is the dynamical response to the distributed (uniform) moving
load of a pre-strained system comprising substrate, bond and covering layers has been
investigated for two types of contact conditions, namely: complete and incomplete.

The fourth chapter include the comments of the conclusions has been carried out for the
present problems.

Keywords: Moving load, critical velocity, initial stress, dynamical response, layered half-
plane, bond layer, covering layer, substrate.
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ON GERILMELI TABAKALARLA ORTULU ON GERILMELI YARI DUZLEMDE
SABIT HIZLA HAREKET EDEN YUKUN DINAMIK ETKIiSI

Ebru KOC
Matematik Miihendisligi, Doktora Tezi

Bu calismada, 6ngerilmeli yar1 diizlem ve onu kaplayan plakalardan olusan sistemin hareketli
yiike dinamik tepkisi, parcali homojen cisim cercevesinde, on gerilmeli sistemlerdeki
UDEDYT (ii¢ boyutlu dogrusallastirilmis dalga yayilim teorisi) kullanilarak incelenmistir.
Sistemi olusturan malzemelerin izotrop ve homojen oldugu kabul edilmistir. Ayn1 zamanda
ortiikk plaka tlizerinde hareket eden yiikiin hiz1 da sabit kabul edilmistir. Arastirma diizlem
gerilme durumunda, hareketli yiikiin sesten yavas durumu igin, iki tip temas kosulunda
gerceklestirilmistir, sirasiyla: ideal ve ideal olmayan temas kosulu. Cesitli problem
parametreleri i¢in, niimerik kritik hiz sonuglar1 elde edilmistir. Cok sayida yeni sayisal
sonuglar1 elde etmek icin gerekli algoritma ve programlar MATLAB’da tarafimizdan
yapilmistir. Bu ¢alisma dort ana boliimden olusmaktadir.

Calismanin birinci boliimii sirasiyla; tez konusuna ait genel bilgiler, tez konusuna ait
arastirmalarin kisa 6zeti, konunun gerekliligi ve giincelligi, yapilan arastirmalarin amaglari
olmak tizere dort kisimdan olusmaktadir.

Ikinci béliimde, iki farkli durum incelenmistir. Birinci durumda &n gerilmeli tabakayla ortiilii
on gerilmeli yar1 diizleme etki eden sabit hizli dogrusal tekil yiikiin dinamik etkisi ideal ve
ideal olmayan temas kosullar1 i¢in incelenmistir. ikinci durumda ise 6n gerilmeli tabakayla
ortiilii 6n gerilmeli yar1 diizleme etki eden sabit hizli diizgiin yayil yiikiin dinamik etkisi ideal
ve ideal olmayan temas kosullari i¢in incelenmistir.

Ucgiincii boliimde ise 6n gerilmeli iki katli tabaka ile 6n gerilmeli yar1 diizlemden olusmus
sisteme etki eden sabit hizla hareket eden dogrusal tekil ve diizgiin yayili yiikiin dinamik
etkisi ideal ve ideal olmayan temas kosullar1 i¢in incelenmistir.

Doérdiincti boliim elde edilen sayisal sonuglarin yorumlarindan olugsmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Hareketli yiik, kritik hiz, 6n gerilme, dinamik etki, plakayla kapl yar1
diizlem, orta plaka, iist plaka, yar1 diizlem.
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SIMGE LISTESI
Do Ox, ekseni yoniinde etki eden hareketli tekil kuvvetin yogunlugu

xX,,X,,x;  Boyutlu global Lagrange koordinatlar1

h, Ortiik levhadaki m (m =1,2) indisli katin kalinhig
5! Kronecker sembolii
ui(’”) m indisli malzemeye ait yerdegistirme vektorii bilesenleri

op m indisli malzemeye ait gerilme tansorii bilesenleri

g;.'”) m indisli malzemeye ait sekil degistirme tansorii bilesenleri
o Diizlem sekil degistirme durumunda hacimsel yer degistirme
o (m=1,2,3)m . malzemenin yogunlugu

E™ (m=1,2,3)m . malzemenin elastisite (Young) modiilii

Am (m=1,2,3)m . malzemenin Lamé sabiti

,u('") (m=1,2,3)m . malzemenin kayma modiilii

) (m=1,2,3)m . malzemenin Poisson orani

e (m=1,2,3)m . malzemedeki enine dalga hiz1

v Hareketli tekil (yayili) yiikiin hareket hizi

v, Hareketli tekil (yayili) yiikiin kritik hiz degeri

Ve Ortiik plaka malzemesinde Rayleigh dalga yayilim hiz1

v
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ON GERILMELI TABAKALARLA ORTULU ON GERILMELIi YARI DUZLEMDE
SABIT HIZLA HAREKET EDEN YUKUN DINAMIK ETKIiSI

OZET

Bu calismada, 6ngerilmeli yar1 diizlem ve onu kaplayan plakalardan olusan sistemin hareketli
yiike dinamik tepkisi, parcali homojen cisim cercevesinde, on gerilmeli sistemlerdeki
UDEDYT (ii¢ boyutlu dogrusallastirilmis dalga yayilim teorisi) kullanilarak incelenmistir.
Sistemi olusturan malzemelerin izotrop ve homojen oldugu kabul edilmistir. Ayn1 zamanda
ortiikk plaka tlizerinde hareket eden yiikiin hiz1 da sabit kabul edilmistir. Arastirma diizlem
gerilme durumunda, hareketli yiikiin sesten yavas durumu i¢in, iki tip temas kosulunda
gerceklestirilmistir, sirasiyla: ideal ve ideal olmayan temas kosulu. Cesitli problem
parametreleri i¢in, niimerik kritik hiz sonuglar1 elde edilmistir. Cok sayida yeni sayisal
sonuglar1 elde etmek icin gerekli algoritma ve programlar MATLAB’da tarafimizdan
yapilmistir. Bu ¢alisma dort ana boliimden olusmaktadir.

Calismanin birinci boliimii sirasiyla; tez konusuna ait genel bilgiler, tez konusuna ait
aragtirmalarin kisa 6zeti, konunun gerekliligi ve giincelligi, yapilan arastirmalarin amaglari
olmak tizere dort kissmdan olusmaktadir.

Ikinci béliimde, iki farkli durum incelenmistir. Birinci durumda &n gerilmeli tabakayla ortiilii
on gerilmeli yar1 diizleme etki eden sabit hizl1 dogrusal tekil yiikiin dinamik etkisi ideal ve
ideal olmayan temas kosullar1 i¢in incelenmistir. Ikinci durumda ise &n gerilmeli tabakayla
ortiilii 6n gerilmeli yar1 diizleme etki eden sabit hizl1 diizgiin yayil yiikiin dinamik etkisi ideal
ve ideal olmayan temas kosullar1 i¢in incelenmistir.

Ugiincii boliimde ise 6n gerilmeli iki katli tabaka ile &n gerilmeli yar1 diizlemden olusmus
sisteme etki eden sabit hizla hareket eden dogrusal tekil ve diizgiin yayil yiikiin dinamik
etkisi ideal ve ideal olmayan temas kosullar1 i¢in incelenmistir.

Doérdiincti boliim elde edilen sayisal sonuglarin yorumlarindan olugsmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Hareketli yiik, kritik hiz, 6n gerilme, dinamik etki, plakayla kapl yar1
diizlem, orta plaka, iist plaka, yar1 diizlem.



DYNAMICAL RESPONSE TO THE MOVING LOAD OF A PRE-STRAINED
SYSTEM COMPRISING SUBSTRATE AND COVERING LAYERS

ABSTRACT

In the present study , within the framework of the piecewise homogeneous body model by the
use of the TLTEWISB (Three-dimensional Linearized Theory of Elastic Waves in the
Initially Stressed Bodies) the dynamical response of the system consisting of the pre-stretched
covering layers and pre-strained half-plane to the lineal located moving load is investigated. It
is assumed that the materials of the constituents are isotropic and homogeneous. It is also
assumed that the velocity of the moving load which acts on the covering layer is constant. The
investigations carried out for the plane-strain state under subsonic velocity of the moving load
for two types of contact conditions. For various values of the problem parameters the
numerical results on the critical velocity are presented and discussed. The algorithm and
programmes which are used for obtaining numerous new numerical results are composed by
the author in MATLAB. This study consisting of four main section.

The first section, the beginning part of the study, consisting of the four section, namely: the
general information of the present study, the rewiev of the papers related of the present study
,the importance of the present study and the purposes of the present investigation.

The second section consisting of the two different cases, first case is the dynamical response
to the line-located moving load of a pre-strained system comprising substrate and covering
layers has been investigated for two types of contact conditions, namely: complete and
incomplete. Second case is the dynamical response to the distributed (uniform) moving load
of a pre-strained system comprising substrate and covering layers has been investigated for
two types of contact conditions, namely: complete and incomplete.

In the third section consisting of the two different cases, first case is the dynamical response
to the line-located moving load of a pre-strained system comprising substrate, bond and
covering layers has been investigated for two types of contact conditions, namely: complete
and incomplete. Second case is the dynamical response to the distributed (uniform) moving
load of a pre-strained system comprising substrate, bond and covering layers has been
investigated for two types of contact conditions, namely: complete and incomplete.

The fourth chapter include the comments of the conclusions has been carried out for the
present problems.

Key words: Moving load, critical velocity, initial stress, dynamical response, layered half-
plane, bond layer, covering layer, substrate.

xi



1. GIRIS

1.1 Tez Konusuna Ait Genel Bilgiler

Cok kath ortamlara etki eden hareketli yiiklerin dinamigine ait problemlerin matematik
modellenmesi ve teorik acgidan incelenmesi, bir¢ok miithendislik dallar1 i¢in ¢ok biiylik 6nem
tasimaktadir. Bu arastirmalarin sonuglari, hizli tren, karayolu yapimi, yliksek hizli metal
kesimleri, manyetik disklere veri kaydi, ugak pistlerinin tasarimi gibi birgok c¢agdas
miihendislik dallarinda uygulanabilmektedir. S6z konusu aragtirmalarin énemli bir kism1 yar1
diizlem ve ortiilii tabakadan olusan sisteme etki eden hareketli yiikiin dinamigine aittir. Yar1
diizlem ve ortiik tabakadan olusmus sistemler, hareketli objelerin etkisine maruz kalmis
bir¢ok arag¢ tasiyict yollarin simiilasyonu gibi ele alinabilmektedir. Bu alandaki ilk teorik
incelemeler Achenbach v. d. tarafindan (1967)’ de ki makale ve bu makalede gdsterilen diger
arastirmalarla baglamistir. Zaman ilerledik¢ce bu aragtirmalar gelistirilmis ve siirekli olarak
pekistirilmistir. Bu yondeki son ¢aligmalara 6rnek olarak, Aursech (2006), Karlstrom (2006),
Bespalova (2007), Madshus, Kaynia (2000), Degrande, Schillemans (2001) ve digerleri

gosterilebilir.

Yukarida ad1 verilen arastirmalar birka¢ agidan siniflandirilabilmektedir. Bu siniflandirmanin

en Snemlilerinden birisi G,/G, ve ¢, /c,, orantilarina gore yapilmaktadir. Burada G,(G,)
ortiik tabakanin(yar1 diizlemin) kayma elsatisite modiiliidiir , ¢, (c,,) oOrtik tabaka(yar:
diizlem) malzemesindeki enine dalga yayilimi hizidir. G,/G, >1 ve ¢,,/c,, 21 durumlarina
kars1 gelen sistemlere sert tabaka ve esnek yar1 diizlemden olugmus sistem denir. G,/G, <1

ve ¢,/c,y, <1 durumlarina karsi gelen sistemlere ise esnek tabaka ve sert yari diizlemden

olusmus sistem denir. Ornegin ucak pistlerinin modellenmesi sert &rtiik tabaka ve esnek
zeminden olusmus sisteme aittir. Esnek tabaka ve sert yar1 diizlemden olusan sistemlere ise
sert zemin lizerine yapilmis asfalt yollarin modellenmesi (simiilasyonu) 6rnek gosterilebilir.
Bahsedilen iki sisteme yani sert tabaka ve esnek yari diizlem ile esnek tabaka ve sert yari
diizlemden olusmus sistemlere etki eden hareketli yiikiin dinamikasi nitelik ve nicelik

bakimindan birbirinden farklidir.

Sert tabaka ve esnek yar1 diizlemden olugsmus sistemlere ait aragtirmalarda iki 6nemli soruyla
karsilagilir: 1. hareketli yiikiin kritik hizinin belirlenmesi; 2. hareketli yiikten dolayr olusmus
gerilme ve yer degistirme durumunun belirlenmesi. Uygun arastirmalar gdstermektedir ki

hareketli yiikiin hiz1 kritik hiza esit oldugunda rezonans tipli olay olugsmaktadir. Esnek tabaka



sert yar1 diizlemden olusmus sistemlere ait arastirmalarda ise sadece yukarida siralanan 2.
soruyla karsilasilir. Bu nedenden dolay1 sert tabaka ve esnek zemine ait arastirmalar uygulama

ve mithendislik tasarimi ac¢isindan daha 6nemli bulunmaktadir.

Yukaridaki aragtirmalarin bir diger siniflandirilmasi ise bu arastirmalarda uygulanan teorilerin
hassasiyeti agisindan yapilmaktadir. Bu aragtirmalarin hemen hemen hepsi klasik lineer
elastodinamik teorisi c¢ercevesinde yapilmis ve Ortiik tabakanin hareket denklemleri
yazildiginda Kirchhof ya da Timoshenko teorileri, yar1 diizlemin hareket denklemlerinin
yazilmasinda ise dogrusal elastik dalgalarm hareket denklemleri kullanilmistir. Ornegin
Hussein, Kunt (2006), Chen, Huang (2000), Suiker v.d. (1998), Accenbach v.d. (1967) v.s
calismalarinda oldugu gibi. Cagdas yiiksek hizli araclara ait miihendislik, s6z konusu
arastirmalarin daha hassas teorilerle yapilmasini ve bu sistemlerin baslangic konum
ozelliklerinin-bu 06zelliklerden en Onemlisi olan 6n gerilmelerin- géz Oniine alinmasini
gerekmektedir. On gerilmeler, ortiik tabaka ve yar diizlemden (yar1 uzay) olusmus sistemlerin
yapim teknolojisi sonucunda olusabilmektedir ve olusan bu 6n gerilmelerin degeri hareketli
yiikiin dinamigine etki edecek derecede biiyiik degerlere ulasabilmektedir. Bundan baska, s6z
konusu On gerilmeler ¢evre kosullarmin (6zellikle 1sinin) keskin bir bigcimde degisimi
sonucunda da ortaya ¢ikar. Bu tiir 1s1 degisimleri demir yollarinda, ugak pistlerinde, kara
yollarinda v.s. onemli biiylikliikklere ulagan gerilmeler olusturabilmektedir. Arnold (1983)
makalesinde gosterildigi gibi s6z konusu sisteme etki eden bu gerilmeler, hareketli yiiklerden

olusan gerilmelere gore 6n gerilme gibi modellenebilmektedir.

Belirli kosullar ¢ercevesinde hareketli ylikiin dinamigine ait yukarida sdylenen tip problemleri
Ug Boyutlu Dogrusallastirilmis Elastik Dalga Yayilimi Teorisi (UDEDYT) gergevesinde
incelemek miimkiindiir. UDEDY T nin alan denklemlerinin olusturulmasi ve dalga yayilimina
(dispersiyonuna) uygulanmasi sirasiyla; Gren v. d. (1952), Biot (1965), Truestell ve Noll
(1965), Guz A. N. (1986a, 1986b, 2004), Akbarov ve Ozisik (2003, 2004), Zhuk ve Guz 1. A.
(2006, 2007), Akbarov, Guz (2004), Eringen, Suhubi (1975a), Ozisik (2003), Ozisik, Akbarov
(2003) kaynaklarinda verilmektedir. Bundan bagka tabakali dngerilmeli ortamlarda zamana
gbre harmonik gerilme durumlarmin UDEDYT ile incelenmesi Akbarov (2006a, b, c, d,
2007a, b), Yahnioglu (2007), Akbarov, Ozaydin (2001a, b), Akbarov v. d. (2004, 2005),
Akbarov, Guler (2005), Akbarov v. d. (2005), Emiroglu v. d. (2004), Guler, Akbarov (2004),
Koshman (1980a, b), Tasci v. d. (2005) kaynaklarinda verilmektedir. Bu arastirmalarin 6zeti
ise Guz A. N. (2002) ve Akbarov (2007b) makalelerinde yer almaktadir. Yukaridaki ozet
makalelerden goriildiigii gibi simdiye kadar UDEDYT cergevesinde, 6n gerilmeli tabakali



ortamlarda ki dalga yayilimlar1 (dispersiyonu) ve zamana goOre harmonik gerilme
yayilimlarina ait sonlu sayida arasgtirmalar gergeklestirilmis ve bunlarin sonuglari
yorumlanmustir. UDEDYT ¢er¢evesinde tez konusuna ait, yani 6n gerilmeli tabakali ortamlara
etki eden hareketli yiikiin dinamigine ait ise ¢ok az sayida arastirma yapilmistir. Simdi bu

arastirmalarin kisa 6zetini ele alalim.

1.2 Tez Konusuna Ait Arastirmalarin Kisa Ozeti

Tezin konusu, 6n gerilmeli sert oOrtiikk tabaka (veya tabakalar) ve on gerilmeli esnek yari
diizlemden olusmus sistemlere etki eden hareketli yiikiin dinamik etkisinin, UDEDYT teorisi
uygulanarak, parcali homojen cisim modeli ger¢evesinde incelenmesine aittir. ilk énce &n
gerilmesiz tabakali(ortiikli) yar1 diizlemler i¢in yapilmis uygun arastirmalarin kisa 6zetini ele
alalim. Bu 6zete plaka ve yar1 diizlemden olusan sistemin, hareketli yiikke dinamik tepkisinin
incelendigi Achenbach v. d. (1967) ile baslayalim. Burada plakaya ait hareket denklemleri
Timoshenko teorisi cergevesinde ele alinmis, yari diizleme ait hareket denklemleri ise
elastodinamigin tam dogrusal teorisi ¢ergevesinde olusturulmustur. Diizlem gerilme durumu
incelenmis ve hareketli yiikiin, hareket dogrultusu boyunca siniisoidal bi¢cimde degisim
gosterdigi durum ele alinmistir. Bununla beraber dogrusal yiik incelenmis, hareketli yiikiin
hizinin sabit oldugu kabul edilmistir. Siniisoidal bigimde degisen hareketli ytikiin etkisindeki
sistemde, yiikiin kesin dalga boyu hizi, aym1 dalga boyunun serbest dalgalarinin hizina esit

oldugu durumda, rezonans tipli hareket meydana gelmektedir. Ciinkii sinusoidal olarak
degisen yiikleme igin aranan degerler (A (c))f1 seklinde ifade edilir. Burada A(c)=0 ifadesi,

¢ dalga yayilim hiz1 olmak iizere, bahsi gecen dalgalarin dispersion denklemidir. Halbuki

hareketli dogrusal yiikiin etkisi altinda aranan degerler J.(O)(A(x))_l dx seklinde ifade
0

edilmistir, rezonans tipteki etkinin varlig1 nedeniyle yayilim denklemi A(x) =0, cift ger¢ek

koke sahip olmalidir, dolayist ile bu kékler, A(x)=0 ve dA(x)/dx=0 ifadelerini ayni anda

saglamalidir. Genelde boyle durumlarda faz hizinin minimumu mevcuttur ve kritik hiz olarak

adlandirilir. Agiktir ki bahsedilen faz hizi grup hizina esittir. Dogrusal yiik i¢in niimerik

inceleme izafi olarak yumusak plaka (yani, (G1 /p, ) / (G/ p) <1.0 durumu icin G, (G) ve
o) ( p) sirasiyla plakanin (yar1 diizlemin) kayma modiilii ve yogunlugudur) ve izafi olarak sert

palaka yani (G1 /p, )/ (G/ p)>1.0 durumu i¢in yapilmistir. Bahsedilen durumlar igin

goriilmiistiir ki kritik hiz yalmizca izafi olarak sert plaka durumunda yani



(G,/p,)/(G/p)>1.0 oldugunda meydana gelmektedir.

Achenbach v. d. (1967) ile baslayan arastirma bugiine kadar siirekli olarak gelistirilmistir, bu
gelisim icindeki en son calismalar i¢inde bizim caligmamiza yakin konular Dieterman v.
d.(1997) ve Metrikine v.d. (2000) makalelerinde ve bu makalelerdeki kaynaklarda yer alan
diger calismalarda goriilmektedir. Belirtilmelidir ki Dieterman v. d.(1997)’deki ¢alismada sert
temele dayali plakanin serbest yiizeyinde, harmonik olarak degisen noktasal yerlestirilmis,
sabit hareket eden yiikiin kritik hizi incelenmistir. Plakanin hareketi Ug Boyutlu
Dogrusallastirilmis Elastik Dalga Yayilimi Teorisi (UDEDYT) kullanilarak tanimlanmustir.
Kritik hiz grup hizina esit olan hiz olarak hesaplanmistir. Bundan baska Dieterman v.
d.(1997)’da, elastik tabakaya raylar1 destekleyen cakil taslar1 model olarak gosterilirken,
harmonik olarak degisen noktasal yerlestirilmis hareketli yiike, tren-travers arasindaki etki
model olarak gosterilmistir. Uygun sinir deger problemi uzaysal koordinatlarda iistel Fourier
doniisiimii kullanilarak ¢oziilmiistiir. Elde edilen niimerik sonuglarin analizine gore hareketli
yiikteki harmonik degisim biri daha diisik degerde, digeri tabaka materyalindeki Rayleigh
dalga hizindan daha biiyiik olmak tizere iki kritik hiza sebep olmaktadir.

Metrikine v.d. (2000)’de iki boyutta zemin ylizey titresimleri diisiik viskoziteye sahip elastik
plaka ve yar1 diizlemin plakanin i¢ yiizeyinde oldugu durumlar igin incelenmistir. Tabaka ve
yar1 diizlemin yatay dogrultuda sonsuz uzunlukta oldugu ve sert zemine bagl oldugu kabul
edilmistir. Yar1 diizlemin hareketi Euler-Bernoulli modeli ¢ergcevesinde yazilmistir. Yapinin
hareketinin sabit sekilde yar1 diizlem boyunca hareket eden ve ii¢ farkli seklinden
bahsedilen(sabit, harmonik olarak degisen ve hareketsiz rasgele yiik) noktasal yliklemeden
kaynaklandig1 kabul edilmistir. Metrikine v.d. (2000)’de gerceklestirilen arastirmalar ayni
zamanda, Vesnitskii v.d. (1991, 1993)’te “kinematik invaryant” olarak adlandirilan, diiz
dogrularin dispersiya egrileri ile kesisiminden hesaplanan kritik hiz bilgilerine dayanmaktadir.
Belirtilmelidir ki yiizeydeki harmonik olarak degisen yiikiin etkisi altinda bahsedilen yayilim
grafigi, pozitif ve negatif dalga sayilariyla ¢izilir, ¢linkii harmonik olarak degisen yiik negatif
fazli hiz ile yayilan dalgalar da meydana getirebilir. Ayn1 zamanda yukarida bahsedilen yiizey
yer degistirme arastirmalarimin hepsinin gerceklestirildigini  belirtmek gerekir. Fakat
bahsedilen sistemin bilesenlerinde ki gerilme yayilimi1 ve ara yiizeyde gerceklesen gerilmeler
heniiz incelenmemistir. Yukarida bahsedilen kaynaklarda, bahsedilen sisteme ait bilesenlerin
on gerilmeli durumlart hesaba katilmamistir. Hareketli yiikiin krittk hiz civarindaki
degerlerinde, 6n gerilmeleri goz 6niine almaya yonelik ilk girisim, buzdan plaka ve sudan yar1

diizlem bilesenlerinden olusmus sistemi model alan Kerr v. d. (1983) ’te gerceklestirilmistir.



Bu durum i¢in plakanin hareket denklemleri Kirchhoff teorisi ¢ercevesinde ele alinmis ve 6n

¢cekme(basing), kritik hiz degeri lizerinde artmaya (azalmaya) yol agmustir.

Aciktir ki, 6n gerilmeli sistemlerle alakali problemler, daha dogru ve kesin sonug elde etmek
icin U¢ Boyutlu Dogrusallastirilmis Elastik Dalga Yayilimi1 Teorisi (UDEDYT) gergevesinde
ele almabilir. UDEDYT alan denklemlerinin yapisi ve bunlarin dalga yayilimina uygulanmasi
Green v.d.(1952) ve Zhuk v.d.(2007)’ de, UDEDYT nin plakali n gerilmeli sistemlerde ki
zaman-harmonik gerilme alanlarina uygulanmasi Akbarov (2006a, c)’te, bu arastirmalara dair

daha detayl bilgiler Guz (2002) ve Akbarov (2007a, b)’de yer almaktadir.

Buna ragmen, UDEDYT gergevesinde 6n gerilmeli plaka, yar1 diizlemdeki hareketli yiikiin

dinamik etkisinin incelenmesiyle ilgili ¢ok az sayida ¢alisma gerceklestirilmistir

Bu arastirmalar esasen Babich v. d. (1986, 1988, 2008a, b) makalelerinde yapilmistir. Simdi
bu makalelerde elde edilen sonuglari kisaca 6zetleyelim. Babich v. d. (1986) makalesinde, 6n
gerilmeli yar1 diizlem ve On gerilmesiz ortiik tabakadan olugmus bir sistemde sabit hizla
hareket eden tekil yiikiin dinamik etkisinin incelenmesi ele alinmistir. Bu makalede yari
diizlemin hareket denklemleri UDEDYT ile yazilmis &rtiik tabakanin hareket denklemleri ise
Timoshenko teorisi uygulanarak ele alimmistir. Arastirmalar diizlem sekil degistirme
durumunda yapilmis, yari diizlem malzemesi sikisabilir malzeme kabul edilmis ve onun
elastisite bagmntilar1 harmonik potansiyel yardimiyla verilmistir. Yar1 diizlemin 6n sekil
degistirmeleri sonlu kabul edilmistir. Ortiik tabakanin elastisite modiilii yar1 diizlemin
elastisite modiiliinden daha biiyiik oldugu farz edilmistir, yani sert tabaka ve esnek zemin
sistemi ele alinmistir. Incelemelere karsi gelen smir deger problemi Fourier integral
dontisiimii yardimiyla ¢oziilmiistlir. Sayisal sonuglar sesten yavas durumlarda (yani yiikiin
hareket hizinin, Ortilk tabaka malzemesinde ve yar1 diizlem malzemesindeki enine dalga
hizlarindan kiiciik oldugu durumlarda) sadece kritik hizlar icin elde edilmistir. Babich v.d.
(1988) makalesinde ise sdz konusu arastirmalar UDEDYT’nin kompleks potansiyelleri

uygulanarak tekrar ele alinmistir.

Babbich v. d. (2008a) makalesinde, Babich v. d. (1986) makalesinde ki arastirmalar yari
diizlem malzemesinin sikismaz malzeme oldugu durumlar igin gelistirilmis ve sayisal
sonuglar Bartenev-Hazanovich potansiyeli i¢in elde edilmistir. Bu makalede sadece sesten
yavas durumlar degil, sesten hizli durumlar da ele alinarak kritik hiz ve gerilme yayilimlarina

ait sayisal sonuglar verilmistir.

Babbich v. d.(2008b)’de Babbich v. d.(1986)’da ki problem tekrar ele alinmis ve sesten hizli



durumlar i¢in de gerilme yayilimlarina ait sonuglar elde edilmistir.

Yukaridaki Ozetlemeden goriildiigii gibi, simdiye kadar tez konusu ile ilgili yapilan
arastirmalarda Ortiik tabakadaki 6n gerilmeler goz Oniine alinmamis ve bu tabakanin (Ortiik
levhanin) hareket denklemleri Timoshenko teorisi ¢ercevesinde ele alinmistir. Bu kisitlamalar
ve kabuller ele alinan problemlerin matematiksel agidan incelenmesini kolaylastirsa da bir¢cok
ger¢ek durumun matematiksel agidan dogru modellenmesine ve teorik olarak incelenmesine
imkan vermemektedir. Yapilan arastirmalardan farkli olarak tez kapsaminda sadece yari
diizlemde degil, ortiik tabaka veya tabakalarda (levhalarda) da 6n gerilmelerin var oldugu
kabul edilmis ve tabakalarin hareket denklemleri de UDEDYT teorisi uygulanarak ele
alinmigtir. Soylenen anlamlarda tezde yapilan arastirmalar sadece UDEDYT  teorisi
cergevesinde degil, klasik elastik dalga yayilimi teorisi cergevesinde de ilk tesebbiisleri

olusturmaktadir.

1.3 Konunun Gerekliligi ve Giincelligi

Parcali homojen cisim modeli ¢ergevesinde ii¢ boyutlu dogrusallagtirilmis dalga yayilimi
teorisi (UDEDYT) uygulanarak &n gerilmeli tek ve 6n gerilmeli gift tabaka ile ortiilii on
gerilmeli yar1 diizlemde sabit hizla hareket eden tekil ve diizgiin yayil serit yiikiin dinamigi
“sesten yavas” durumlar i¢cin incelenmistir. Incelemelerde diizlem sekil degistirme durumu ele
alinmistir. Tabaka ve yar1 diizlem malzemeleri lineer elastik ve izotrop kabul edilmistir.
Hareket eden objelere ait ¢agdas endiistrinin bir¢ok alaninda uygun durumlarin rastlanilmasz,

tez konusunu hem teorik, hem de pratik agidan gerekli ve giincel kilmaktadir.

1.4 Yapilan Arastirmalarin Amaclar

Bu caligmada yapilan arastirmalarin amaglart;

1. Parcali homojen cismin modeli ¢ergevesinde, ii¢ boyutlu dogrusallastirilmis dalga
yayilim teorisi (UDEDYT) uygulanarak 6n gerilmeli tek ve 6n gerilmeli ¢ift
tabakalarla oOrtiilii 6n gerilmeli yar1 diizlemden olusmus sisteme etki gosteren, sabit
hareketli tekil ve diizgiin yayili serit yiikiin kritik hi1z degerlerinin belirlenmesi ve bu
degerlere problem parametrelerinin, 6zellikle ortiikk tabakalarda ki 6n gerilmelerin

etkisinin incelenmesi,

2. Uygun smir deger problemlerinin matematiksel formiilasyonu ve bu problemlerin

analitik-sayisal ¢6zlim yontemlerinin gelistirilmesi,



3. Ele alinan ¢ok-kath ortamlarda hareketli yiik etkisinden olusan gerilme yayilimlarinin

ve bu yayilimlara 6n gerilmelerin etkisinin incelenmesi,
4. Kiritik hiz ve gerilme yayilimlarina ait sayisal sonuglarin yorumlanmast,

olarak Ozetlenebilir.



2. ON GERILMELI TABAKA VE ON GERILMELIi YARI DUZLEMDEN
OLUSMUS SISTEME ETKI EDEN SABIT HIZLA HAREKET EDEN
DOGRUSAL TEKIiL VE DOGRUSAL SERIT YUKUN DINAMIGi

2.1 Problemin Matematiksel Formiilasyonu

Ly

Pollxm —VE . ¥V

Sekil 2. 1 On gerilmeli plakayla kapli n gerilmeli yar1 diizlemden olusmus sistemin

geometrisi ve yiikleme durumu

Sekil 2. 2 On gerilmeli plakayla kapli 6n gerilmeli yar1 diizlemden olusmus sistemin

geometrisi ve yiikkleme durumu

Aciklamalarin kolayligi icin problemin matematiksel formiilasyonu, 6n gerilmeli tabakayla

ortiilii 6n gerilmeli yar1 diizlemden olusmus sisteme etki eden dogrusal tekil kuvvet



dinamigine ait problemin matematiksel formiilasyonu olarak ele alinacak olursa, dncelikle s6z
konusu sistemin sematik goriiniimii Sekil 2. 1°de yer almaktadir. Sekil 2. 1°de gosterildigi gibi

Ox,x,x,; koordinat takiminda ortiik tabaka ve yar1 diizlemin pargaciklarinin konumu, bu
koordinat takiminda Lagrange koordinatlariyla belirtilirse, Ortiikk tabaka ve yarit diizlem
sirastyla {—oo<x; <400, —h<x, <0, —0<x; <40} ve {—00<X; <+, —0<Xx, <—h,
—o<x; <40} alanlarm kapsamaktadir. Sekilden goriildigi gibi Ox; ekseni sekil

diizlemine dik yonde oldugu i¢in sekil {izerinde goriilmemektedir.

Ortiik tabaka ve yar1 diizlemin birlestirilmeden énce Ox, ekseni ydniinde sonsuzda uniform

yayili yiikle etki ettirilerek 6n gerilmelerin olusturuldugu ve daha sonra ortiik tabaka ve yari
diizlemin birlestirildigi farz edilirse, bu yiiklemenin (6n gerilmeyi olusturan yiliklemeler)
ileride arastirilacak olayin olustugu siire boyunca etki edecegi kabul edilmektedir.
Matematiksel ifadelerde oOrtiik tabaka ve yar1 diizleme ait olan gerilmeler, sekil degistirmeler
ve yer degistirmeler sirasiyla {ist (1) ve iist (2) indeksleri ile ifade edilecektir. Bundan baska

on gerilmelere ait biiyiikliikler ek olarak iist (0) indisiyle belirtilecektir.

Ortiik tabaka ve yari diizlem malzemelerinin birbirinden farkli dogrusal elastik, izotrop
malzemeler oldugu, bununla beraber tabaka ve yar1 diizlem malzemelerinin yeterli derecede
sert oldugu ve on yiiklemeden dolay: olusan sekil degistirmelerin kii¢iik oldugu varsayilarak
on gerilmeler Klasik Lineer Elastisite teorisi ¢ergevesinde belirlenecektir. Bilindigi lizere bu
ve benzeri durumlarda ©on gerilmeli ortamlardaki dinamik olaylarin incelenmesine
UDEDYT nin ikinci versiyon kiiciik sekil degistirme teorisi uygulanmaktadir (Guz, (2004)).
Aciktir ki s6z konusu durumda ele alinan sistemde olusan 6n gerilmeler asagida ki bicimde

belirlenir.

Gl(f")o = sabit,, O';’")O =0 ;j7#1 i¢in 2. 1)

S6z konusu durumda 6n sekil degistirmeler kiiciik oldugundan tabaka ve yar1 diizlemin dogal

ve 0n gerilmeli durumlarindaki konumlarinin (koordinatlari) ayni oldugu kabul edilecektir.

Yukarida sdylenenler ¢ercevesinde ele alinan sistemin Ortiik tabakasinin serbest yiizeyine Okx,

ekseni yoniinde sabit V' hiziyla hareket eden dogrusal tekil P kuvveti ekti etmektedir. V

hizinin,

v <min(C, ), " =" [ p™ s m=1,2. (2.2)
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kosulunu sagladig varsayilmaktadir. (2. 2)’de C{”, u'™ ve p" sirasiyla m . malzemedeki

enine dalga hizi, kayma modiilii ve malzeme yogunlugudur. (2. 2) kosulunun bir diger anlami

ise yiikiin hareket hizinin sistemi olusturan malzemelerdeki ses hizindan kiigiik olmasidir.

Hareketli yiikten dolay1 sistem dinamiginin UDEDYT uygulanarak, Ox,x, diizlemindeki

diizlem sekil degistirme durumunda incelenmesi s6z konusudur. Bu incelemeler parcali
homojen cisim g¢ergevesinde yapilacaktir. Bu durumda hem ortiik tabakanin kapsadigi alanda

ve hemde yari diizlemin kapsadigi alanda UDEDYT’nin asagidaki hareket denklemleri

saglanmaktadir.
(m) 2 (m) 2 (m)
9oy, +oy, " Oy = pm O, (2.3)
ox ox,” ot

(2. 3)’te O'U.('”),uj(’”)mramyla m . malzemedeki gerilme tansorii ve yer degistirme vektorii

bilesenlerini gdstermektedir. Ortiik tabaka ve yari diizlemin malzemeleri lineer ve elastik
kabul edildiginden, yer degistirme ve sekil degistirme bagintilar1 genellestirilmis Hooke

kanununa tabi tutularak asagidaki bigimde ele alinir.

O-ii(m) :l(m)g(m)é'l_j + 2/u(M)gij(m) (2.4)
Burada
1{ ou™  out™
O =g 4w o m 2\ M T )5
11 2 ij 3 6xj ax[ ( )

(2. 4) ve (2. 5)’te asagida ki isaretlemeler kabul edilir.

Burada i;j;m=1,2, A", 4™ Lame’s sabitleridir. SU.(’”)’Ier sekil degistirme tansorii

bilesenlerini, 0 ise diizlem sekil degistirme durumunda hacimsel yer degistirmeyi gosterir.

Yukarida sdylenenlerden goriildiigli gibi ortiik tabakanin iist serbest ylizeyinde asagidaki sinir

kosullar1 saglanmaktadir.

ol =0 03| _,=—pé(x-N1) (2.6)
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Burada &(x), Delta Dirac fonksiyonunu gostermektedir. Babich v. d. (1986, 1988, 2008a, b)

arastirmalarinda oldugu gibi ortiik tabaka ve yar1 diizlem arasinda iki tiir temas kosullarinin

olustugu varsayilacaktir. Birinci tiir temas kosullar1 ideal temas kosullardir ve bunlar

cV =o?| L u®

2
—Yi2 i = u( )
Xy=—h Xy==h

1

Li=12 Q2. 7)

Xy=—h Xy=—h

bigiminde verilmektedir. ikinci tip temas kosullar1 ise ideal olmayan temas kosullar1 olarak

adlandirilir ve

— — © —,,(2 M _ ~(2
O =0, oy _ =0, u, =U, ‘x2=,h’o-22 o 02 (2.8)

Xy=—h

Xy=—h

seklinde verilir. Bunlardan bagska yiikiin hareket hiz1 ses hizindan yavas oldugundan

%

, o-;z)‘ —0 ,x, > -0 igin (2.9)

soniim  kosullarmin  saglandig1  varsayilacaktir. Bdylece problemin matematiksel
formiilasyonunun yazilimi tamamlanmis olup ele alinan fiziksel olayin incelenmesi, (2. 3)-(2.
5) denklem takiminin (2. 6) - (2. 9) siir kosullar1 ve (2. 7) veya (2. 8) temas kosullari
cercevesinde incelenmesine (¢Oziilmesine) getirilmistir.  Belirtilmelidir ki (2. 3)

(m),0

denklemlerinde o, =0 kabul edilirse, incelenecek problemin klasik lineer elastodinamik

teorisi cergevesindeki (0n gerilmesiz durum i¢in) matematiksel formiilasyonu elde edilmis

olur.

(2. 6) sinir kosulu tekil dogrusal kuvvet etki ettigi durum i¢in verilmektedir. Dogrusal serit

yiiklemesi durumunda ise (2. 6) kosullarinda ikincisi asagidaki ile yer degistirecektir.

—P
Dy = , —a<x —Vt<a
o = * 24 :

0 , |x1—Vt|>a

2.10)

2.2 Problemin Co6ziim Yontemi

(2. 3)-(2. 5) denklemlerinden, yer degistirmeler cinsinden asagida verilen hareket denklemleri

elde edilir.

o*ut™ o*ut™ O2ut™ oOut™

(m) (m) (m)0 1 (m) 1 (m) (m) 2 Hm 1
(/1 +2u"™ + 0oy ) + U —+(/1 +u )—— —
Ox,0x, ot

i B 2.11
ox’ o) ( )
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aZu(m) aZu(m) 82 (m) 62 (m)
ﬂ,(m)-i- (m) Ly (m)+O.(M)0 2 4 i(m)+2 (m) (m)
(2" )leaxz (s ) o ( “) o %
Yiikle birlikte hareket eden koordinat sistemi doniisiimii, yani
x, =x,, x =x —Vt (2.12)
dontistimii kullanildiginda (2. 11) denklemi
(m) (m)0 2 2, (m) 52, (m) (m) 2, (m)
A L0 O Vv : Gulz +6‘ul2 N A 1 ou, _0
u" p" (CZ('") ) Ox; ox, H" Ox,0x,
(m) 2. (m) (m)0 2 2. (m) (m) 2 (m)
(/1(’”) HJ& " 1+al(1m) T : d uy {z(m) +2Ja . o1
H 0, 0x, H (Cém) ) ox, H ox;

formuna doniisiir. Bu durumda sirasiyla tekil ve yayili yiike ait olan (2. 6) ve (2. 10)’da

verilen siir kosullari,

I
1\
N}

2. 14)

On |, =—po (‘xl ) »O0

= 0 , |xl| >a

ifadeleriyle yer degistirir. (2. 6)-(2. 9)’daki diger kosullar, yeni koordinatlar i¢in de gecerlidir.

(2. 13) denklem sisteminin ¢6ziimiinii ele alalim. Bu amagla x, koordinati i¢in taniml istel

Fourier doniistimii kullanilacaktir, yani,

(s,x,) If X%, Jedx, . (2. 15)

Bu doniisiimiin sonucu olarak (2. 13)’ten,

§2 ( 20m 4o ﬂ(m) 4 Gl(;n)o p(’"’Vz)uf’F") 4 ﬂ( )uf;mzz _ is( 1(»1) T y(”“))ué’;?z _
(,u("’) + O'](I'") o )ué’,? +(ﬂ(m) + 2,u('") )ug";)zz —is(ﬁ,(m) + ,u(m) )”1(?)2 =0 (2.16)

esitlikleri elde edilir. Yukaridaki ifadede
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al(m) =", bl(m) _ —is( 20m ﬂ(m))’ Cl(m) 2 ( A 424" 450 — p(’”)Vz)

Q
N
Il

(A7 2™ ), b = =is (A7) 4 ™), & = =* (1™ + 00 = PV (2.17)

isaretlemeleri kabul edildiginde,(2.16) denklemleri

) duly oy AR )y

a, d—xj‘i'bl d—xz'|'6’1 Uy =0
. d*u'™ . du™ m
{m) dxz; + B >—d£ + "l =0 (2. 18)

2

seklinde yazilabilir. D :i ve D’ :d— olacak sekilde diizenlenirse, (2.18)’in asagidaki

dx, dx;

formu elde edilir.

a,(m)Dzul(,";) + bl('”)Dué";) + cl('")u](;’) =0

(2.19)
agm) D*ul" + bgm)Dul(;f’) + cg"')ué';) =0
Daha sade bir sekilde;
(al('")D2 +c" )uf}” + bl(m)Dug’;) =0

(2.20)

b;m)Dul(;’) + (agm)D2 + cgm) )ué’;) =0

esitlikleri elde edilir. Burada ki sistemin ¢6ziimii i¢in operatorler yontemine uygun gereken

islemler yapilacak olursa;

A+ HD

A= .21)
WD gDt et

A= al("') agm)D4 + (af’”)cg’” + a§’”>cf”) —bf’”>b§’”) >D2 + cf”)cg’”) (2.22)

Al =0, AUl =0; (2.23)

bagintilar1 yazilir. (2. 21)-(2. 23)’deki esitliklerden yararlanilarak
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a"ad"r + (al('”)cgm) +a"c™ —pmp" )rz +c"em =0 (2.24)

ifadesi elde edilir. Burada »* = ¢ déniisiimii yapildiginda (2. 24);

al(m)agm)q2 + (af’”)cg’") + ag’”)cf’") - bf’”)bg"’) ) g+ cf’”)cg’” =0 (2.25)

formuna dontisiir, buradan ¢,, ¢, bulunur.

2 2
r=4q » =4
B _ (2.26)
ho= +\/Z s 134 = +\/Z
(2.26) yardimiyla asagidaki ifade yazilabilir.
u™ =" et +a§m)er2(m)x2 +a3('")e’3( 2 4 al"e A (2.27)

Burada al(m)(s),agm)(s),agm)(s) ve aﬁm)(s) bilinmeyen ve Fourier integral doniisiim

parametresi s *den bagimli katsayilardir. (2. 26)’da ki esitlikler yardimiyla (2. 27);

[, T W
uf}")—al( )e\/T2+a§ )e‘/T2+a3( )e\/T2+a( ) \/7 (2.28)

seklinde yazilir. g,, ¢, i¢in (2. 25) denkleminden faydalanarak;

("l + alt el bl

1 1 1 2

2
) ¥ \/ ( af’")cg’”) + ag’")cf’”) — bl(m)bz(m) ) - 4afm)a§"’)cf'”)c§’")

2al(m) agm)

(m)

o = (2.29)

esitligi yazilir. (2. 20)’de ki bagintidan faydalanarak u. hesaplanir.

b] \/ql(m) \/ql \/qlm \/QI

e | [ e,

(2.4),(2.5) ve (2. 16) ifadelerinden yararlanarak asagidaki bagintilar elde edilir.
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oly) = u (uly, ~isuly)) (2.31)
ol 1)5 —isA" ™+ (/I(m) +2u™ )ug';)z (2.32)

m=1 (oOrtik plaka) icin elde edilen bagintilar diizenlenecek olursa, asagidaki ifadeler elde

edilir.
g U L U A A P 2.33)
1 W 0 O
4 —| N9 } PRUNR s _a(l)e\/;)fz +
2F b(l) b(l) (1) 1 2
1 N4
(2. 34)
g% W 0 0
2 ,_ G oW _ ) 0,
Y [0 L7 !
1 1
1 1) QI(I) o 1 1) —Jax 1) Jgx
ol =u +— is + ql() —al( Je Ve +a§)e R S (2. 35)
BV p0 [0
1 NG ]
O | : 1
+ ! £ G is++q)) —cz3(1)e_\’lq(2_)x2 +ale Vi
BV p0 [0
1 1 2 )
) (2000 @tV o AT T
Op == ls(i +2u >+/"t O a'e +a,’e + (2.36)
1
0 0, 40 B+ (o AT o) il
- is(/l +2u )+l szl (% eV 4, eV 2)
1
1 (1) (1) q(l) +c 1 ) o 1) g«
o). = (l +2u )—1 b(l)l +isA" (0{1( JeVa 2+0{§ JeV¥ 2)+ (2.37)
1
(1)+ 1) \/— \/—)
| (204 2u0) G 50 (am Doy gl )
B0 3
1

m=2 (yar1 diizlem) icin elde edilen bagntilar diizenlenecek olursa, (2. 9) kosuluna gore

2 _ 0

o’ =q

)

=0 olmalidir ve asagidaki ifadeler elde edilir.



P
2 —
u'y :al( Je Ve 4 o

(2) e

2
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MZF -

(2) [\/ﬁ

2) (2) )
G ) 'z 9> 1 (2) N a'x
ot — |a"e + 5] = |%
b N 1 b\ 4,
(2) 2)
4, 1 is + (2) a(z)e‘\)‘h(z)xz
b® e q 1
1 1N Y1
(2) 2)
c . _ @
_ﬂ(z) q, + ) is +[qg®? aPe V%,
b p® \/qu) 2 2
1 2

(2)

2) [, BN
—]J (al(2)e ‘/; 2 oS af)e‘/; 2

— {(/1(2) + 2;1(2) ) L *a +isA® } 0{52)6_‘/"?)962

(2
bl

J

(2.38)

(2. 39)

(2. 40)

(2. 41)

(2. 42)

bagmtilar1 elde edilir. (2.33)-(2.42) ifadelerinden yararlanarak (2.7)’deki ideal temas

kosullarini asagidaki bicimde yazabiliriz.

M) 4 (0

g

g+

A

—|:</1(1)+2,u(1))q] _(';)cl +isah
1 h
oo, e+ w oo, o
(/1 +2[Ll )T_'_ZSA (a3 +a, ):—po
1
2 /u(l) |:q1(1) +cl(1)
bl(l)\/a
(1) (1)
q," t¢ (1) ~Jarh (1) ik
a, e -, e +
N [ ﬂ”v@TJ( i 2 ) L

(2. 43)
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M40 M 4 o0
4 {(ﬂ(luzﬂ(l))% b(l)cl +isd }( (1) g 2@@) {( +2 (1))% J(rl)cl +zs/1“)}(a“) Voo
1 1
() 4 o0 (@) o0
- (,1(2)”#(2))% th)JrlM(z) et _ (,1(2)”/1(2))% +Cf)+ls/1 e
b b

i o _ 0 _ _ @
5. e +a§1)e‘/;h +alle Ve 4 el — oPe ‘/_ Ve Vi

(2. 8)’de verilen ideal olmayan temas kosullarinda da elde edilen bagintilar yerlerine

yazildiginda;
M) 4 0
{(mm)_% 4 +,-M<l>}(a,<l>+ag>)_
1 1
' 04 ()
{(/1(1)+2,u(1))—q2 0 +isA! }(0{3)+a§)>——p0
1
) (0
q c
0 [0 g | () )+
LT e -

s © G is + qg) (—a§1)+a£')):0

0 [
3. ,u(l) El +-G is + ql() (—al(l)e ah +a§1)e o h)+

(1) 1
W[ Xy ol ¢, (_a§l)e Wiy o\Ve qgi)hj:o

(2.44)
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(2) (2)
(2) 4 ¢ . 2 2) Ja@n
—H Ye] > - = [is+4/q] 0‘1( )eF
4 AN b V49 |
i (2) (2) ]
C (2)
_#(2) © oG is +Jqg® a(Z)e\/z:h ~0
p?  p® \/ B) 2|7
AN 1 N2 |
(1) (1) (1) (1)
C (1) _Jm,, c o
oyl GRS e ey vl G
AN B 0 g
5.
’ (2) )
9 G’ @) Ja?n | N9 a? @)
PR [, are e Yo o %
! b7\ q, | b7\q;
6. T 1 , q(1)+c(1) 1 ) o 1 7,
(/1<>+2ﬂ<>)1bT1+M<) (al()e T 4 g ,)Jr
L 1
— o (1) q(l)—i-c(]) ) 1) \/Wh a - 0,
(ﬂ +2y )szl-f-lSﬂ (a3 eV +a,'e 0 j:
L 1
| @4 5 @ @ _
(/1(2> +2 Ma)% w /1(2)} aPe TR0 {( 20 40 #(2)) qzb% s /1(2)}045% )
L 1 )

esitlikleri elde edilir.

Dogrusal serit yiiklemesi

durumu i¢in ideal temas kosullar1 g6z 6niine alindiginda;

™, .0
_[(A(l)+2ﬂ(l))ql 6 +isﬂ(l)}(a(l)+a(l))—
b(l) 1 2
1 1
’ () 4 .0 ;
(A0 4240 420 | (g +a(l)):_£5msa
p0 3 4 a s
1
(OR0) 0, .0
2. 04 T4 (is) ++/g" (—afl)+a§1))+y(l) B T4 (is)++/q" (—a§l)+aﬁl)):0
JAON U [0
NG b\ g,
q|(1)+cl(l) a(l)e T a(l)e T . qgl)"'cl(l) (l)e U a(l)e o B
3 g N 2 B\ )\ 4
C]u(z) +C1(2) aPe W@ qu) +C1(2) o Sy AC) _0
g™ ) B )
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(ORR()) 5 0
_|:(ﬂ(1) +2[u(1))qlb%+isi(l):|(al(l)e ) +a§1)e i ;,)_
1
ORI 5 1
4. {(/1(1) +2ﬂ(1))qzb%+isl(l)}(a§])e_ B | glhe qg)hj:

, (1) (1) ’ (1) (1) (2) (2)
5 1) - h 1 h 1) - h 1 h 2) — h 2) — h
. 0[1()6 a +a§)e a 1+0!§)€ o +a£)e # ——al( )e é +a§ )e o

f2
s

esitlikleri elde edilir. Dogrusal serit yiiklemesi durumunda ideal olmayan temas kosullar icin

asagidaki esitlikler kullanilir.

M4 .0

_ (/‘L(l) +2ﬂ(1)) 49 b-(';)cl +isa0 (al(l) +a£l))+
Loor 1 . 2.46
_ (/1(1) ) (1)) qg') +Cl(]) iAW (a(l) +a(1)) __ P Sinsa ( )
i H B0 e =TTy
(1) (1)

L) I k L— is ++/q" (—al(l)+a§1))+

2. - N
(1) (1)
9 L, G is++q" |(—a" +aV)=0
# p bél) gl) R ( 3 4 )

(1) (1) 0 o
3. ,u(l) a +—G is + ql(l) (—al(l)e ah +a§l)e_ ‘ h)+

I
S

2 (1) 0 T
,u(]) 9> +—& is + qgl) (—ay)e “ h+a£])ef qz)hj




/ (1) (1) (1) (1)
q c O O q c O oy
b(ll) n 5 1 - (al(l)e q agl) j+ b(12) 5 2 - (O{S)@ q Oté(ll)e q )_
5 1 b\ q, 2 b,’\q>
ql(Z) (2) ) z)h QEZ) Céz) (2) qéz)h
b &) / @ N o o |2
1 b 2 bz q,
6. T (1)

) , .
(l(l) +2u(1))—q1 b::)cl +isl(l)}(al(l)e‘/‘ph +ale %"hj+

1

1 1
(27 +24") s )bz)cé_) + isﬁ(l)}[agl)e\/q(z_')" +ale qwh) _
2

2+ @ 4 o2
q . 1(Z)h q ) (Zz)h
(/1 +2u" ) ! bfz) +zs1(2)}al(2)e a0 {(ﬂ +2uC ) 2 b§2> +lsﬂ(2):|0{£2)e q

Elde edilen denklem sistemlerinin ¢oziimiiyle, bilinmeyen a(l)( ),..,af) (s),al(z) (S),aéz) (S)

katsayilar1 bulunur. Bu katsayilar ul(Fm ) ve ij’ﬁ) Fourier doniisiimlerinin ifadelerinde yerine

yazilarak, ul(Fm ), ij’;) ’lerin analitik ifadeleri belirlenmis olur. Daha sonra bu ifadelerin ters

(invers) Fourier doniistimlerinin elde edilmesi islemlerine geg¢ilir. Bu islemlerin analitik
yapilmasimnin imkansiz oldugu aciktir. Bu nedenden dolay1 ters doniisiimler sayisal
hesaplanmak zorundadir. $Simdi bu hesaplamalarin yapilmasina imkan saglayan algoritmanin

acgiklamasini ele alalim.

2.3 Hesaplama Algoritmasi

Aranan bliyiikliiklerin sayisal degerlerinin elde edilmesi ters Fourier doniisiimiine kars1 gelen

f(x,%,)= j S (5., )™ ds (2. 47)

improper integralinin hesaplanmasina indirgenir. Fiziksel ve geometrik simetriler dikkate

alinarak (2. 47) integrali,
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m m
f(x,x,)= ij 5,%, ) cos(sx, )ds , ué’?,(fég’),aﬂ’”,éz), 1(1) i¢in

+00

1 . m m ]
f(x,x,) =— j S (5,x, )sin(sx,)ds , ull, o, el igin (2. 48)

0

integrallerine doniistiiriiliir. Coziim sirasinda kullanilacak niimerik yontem i¢in improper

integraller asagidaki belirli integralle yer degistirir.

o0 *

It )ds~j . (2. 49)

0
olarak kabul edilir. Burada ki S, degeri integrallerin sayisal yakinsama kriterinden hesaplanir.
Niimerik hesaplamalar gostermistir ki, genelde problem parametrelerinin belirli degerlerinde her

bir ¥ hiz1 igin, ul”, f}? fonksiyonlar1 sk ’a bagh olarak tekil noktalara sahiptir. Bilinmeyen

o (s5),a’ (s),a? (s), a5 (s) ifadeleri, (2. 43), (2. 44), (2. 45) ve (2. 46)’dan cebirsel

islemler yardimiyla asagidaki sekilde ifade edilebilir.

geeey

(@ ()0 (5), ™ (5), 247 (s)) =
()

det||f4"0) (s
(S)H( ‘ ) 2. 50)

A (5)] et (5)]

A (S) ’lerin ifadeleri ideal ve ideal olmayan temas kosullar1 i¢in sirasiyla Ek 1 ve Ek 2°de

det

,det‘

nm

verilmektedir. Burada denklem s ’e baglidir ve cebirsel denklem sistemindeki bilinmeyenlerin
a(s) (5)]>--- ()(S) B “(-)(S)

,B:,EZ)(S)(S)H matrisleri, sirasiyla ||A || matrisinden a(l)( ),..,af)(s),al(z’ (S),aéz) (s)

b

katsayilari 4, (s) tir. (2. 50)° deki det

, det‘

det

bilinmeyenlerine karsilik gelen kolonlarin (2. 43), (2. 44) ,(2. 45), (2. 46) ifadelerinin sag

taraflari ile yer degistirmesinden elde edilir.

Aciktir ki, yukarida bahsi gecen integral alt1 ifadelerin tekil noktalar

det ‘

L (8)|=0, nm=1,2,....6 (2.51)
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denklemini saglayan s ’lerdir.

Sonug olarak, integre edilen degerlerin tekil noktalari, (2. 51) denkleminin kdkleriyle ¢akisir.
Aciktir ki bu koklerin mertebesi (bunu 7 ile gosterirsek )0 <7 <1 durumu i¢in, integralin
hesaplanmasinda bilinen algoritmalar kullanilabilir. »=1 durumunda (2. 49) numaral
integral Cauchy’nin temel deger prensibi kullanilarak hesaplanabilir. Fakat » >1 durumunda
integral hicbir anlam ifade etmez ve bu duruma karsilik gelen hiz ‘kritik hiz’ olarak

adlandirilir. Belirtilmelidir ki kritik hiz altinda rezonans tipli durum gerceklesmektedir.

Bu tanima gore kritik hiz, (2.51) ifadesini saglayan V = V(sh) fonksiyonunun yerel minimum

(ya da maksimum) noktasina karsi gelmektedir. Plakayla kapli malzemelerde ki hareketli yiik

problemlerinde sesten yavas durum (2. 2) i¢in 6dnemli sorulardan biri v, ile gosterilen kritik

hizin hesaplanmasi ve problem parametrelerinin bu hiz degerleri iizerindeki etkisinin

incelenmesidir.

2.4 Tekil Yiike Ait Sayisal Sonug¢lar ve Yorumlar

v=—5 v u@, e= FEk n, = FOR = PER notasyonlart  ve

(1) 1 10 (2)0
V C E oo oy
1>
C
2

v =y =03 oldugu kabul edilmistir. EMve v ise sirasiyla m. materyalin Young

modiilii ve Poisson oranidir. Oncelikle v, =1, 7,=n,=0 durumu ele alinarak, (2. 51)
denkleminin ¢dziimiinden elde edilen sonuglarla olusturulmus v =uv(sh) grafikleri analiz
edilmistir. Belirtilmelidir ki, burada yer verilmeyen e<1 durumunda elde edilen v =uv(sh)
grafiklerinde goriilmiistiir ki dv/d(sh)=0 i¢in minimum yoktur. Yalnizca e >1durumunda
minimum ortaya ¢ikmaktadir. Sekil 2. 3, ¢esitli e degerleri i¢in v = U(sh) iligkisini gosteren

grafikler verilmektedir. Bu grafiklerde minimumlar agik¢a goriilmektedir. Burada diiz
(kesikli) cizgiler, ideal (ideal olmayan) temas kosullar1 i¢in bulunan sayisal sonuglari

gostermektedir. Bu grafikten anlasilacagi gibi v, degeri e ’nin artmasiyla azalmaktadir.

Plaka ve yar1 diizlemde ki 6n gerilmenin v, degerine etkisi ( 7, ve 7, parametrelerinin

etkisi). Tablo 2. 1, 2. 2 ve 2. 3’te verilmistir. Bu tablolarda sayisal sonuclara bakildiginda

plaka ve yar1 diizleme etki eden 6n gerilme (¢ekme) degeri arttikca v, degeri de artmaktadir.

Bununla beraber 6n gerilme (basing) degerleri arttikga v, degeri de azalmaktadir.
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v, =+0.5¢ igin, P / p(l) =0.5 durumunu ele alirsak, oncelikle bu durumun Babich v.d.
(1986)’da incelendigini belirtmek gerekir. Yapilan incelemede 7, =77, =0 durumu i¢in elde

edilen sonuglarin bu calismada ki sonuglara uymasi1 gerekmektedir. Tablo 2. 4’te cesitli e
degerleri i¢in verilen sonuglar, kullanilan niimerik yaklagimin ve hazirlanan programin

dogrulugunu kanitlamaktadir.

Tablo 2. 5, 2. 6 ve 2. 7°de v,, =+/0.5¢ durumun i¢in, 6n gerilmenin v, degerine etkisi
verilmektedir. Bu tablolardan 7, ve 7, ’nin, v, iizerindeki etkisinin, v,,=1 durumundaki

etkiyle ayn1 oldugu anlasilmaktadir.

oy (%)=l (x,,—h)= o) (x,,~h) ifadesinde, (0,0,,) arahiginda ve|o,,| > ©,0 > v, i¢in

v ’nin artmastyla o, (xl) ’in kesin degerlerinin de monoton olarak arttigini belirtmek gerekir.

O, (xl) ’in x, ’e bagl kesin maksimumu, x, /4 =0.0 ’da meydana gelir.

v, =+0.5¢ durumunda, x,/h’a baglt o, (x,) yayilimna ait bazi érnekleri ele alalim. Sekil
2. 4 te verilen cesitli e degerleri i¢in 7, =1, =0.0 durumunda elde edilen sonuglar yer
almaktadir. Burada diiz(kesikli) ¢izgi ideal (ideal olmayan) temas kosullarin1 gostermektedir.
Burada e degerlerinin artmasiyla |0'22‘ degerlerinin azaldigi goriilmektedir. Ideal olmayan
temas kosullart i¢in elde edilen |622| degerlerinin, ayni parametrelerde elde edilen temas

kosullarindaki degerlerden daha biiyiik oldugu goriilmektedir.
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| = - - - - TamOIlmayanT. K.
i N L, e=20

0.40 |||||||||||||||||||||||||||||||||Sh
0.00 1.00 2.00 3.00

Sekil 2. 3 17(2 V/ CS)) ve sharasindaki bagimlilik tiirleri

0.00 — 0227
Po

-0.20

-0.40

v=0.3
Th:nzzo

Tam T. K.
_____ Tam Olmayan T. K.

X/
-0.60 IIIIIIIIII|IIIIIIIIII|IIIIIIIIII|IIIIIIIIII| h

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00

Sekil 2. 4 Farkli e degerlerine gore ara yiizeyde o, (x,) ile x, /A iliskisi
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Tablo 2.1 7, =0 ve v, =1 durumunda farkl1 7, degerleri i¢in ideal temas ({istteki say1) ve
ideal olmayan temas(alttaki say1) kosullarinda kritik hiz degerleri

¢ 0 0.005 | 0.01 0.03
e
) 0.8414 | 0.8468 | 0.8521 | 0.8723
0.7093 | 0.7154 | 0.7214 | 0.7442
0 0.5664 | 0.5764 | 0.5863 | 0.6240
0.5016 | 0.5126 | 0.5233 | 0.5640

Tablo 2.2 1, =0 ve v,

ideal olmayan temas(alttaki say1) kosullarinda kritik hiz degerleri

=1 durumunda farkli 77, degerleri icin ideal temas (iistteki say1) ve

& 0 0.005 0.01 0.03
e
: 0.8414 | 0.8437 | 0.8454 | 0.8540
0.7093 | 0.7123 | 0.7153 | 0.7266
o | 05664 | 05677 | 05690 | 0.5741
0.5016 | 0.5034 | 0.5052 | 0.5121

Tablo 2. 3 1, =0 ve v,, =1 durumunda farkl1 77, basing degerleri i¢in ideal temas (listteki
say1) ve ideal olmayan temas(alttaki say1) kosullarinda kritik hiz degerleri

)
e 0 —-0.005 | —-0.01 —0.03
0.8414 | 0.8391 | 0.8367 | 0.8263
) 0.7093 | 0.7062 | 0.7031 | 0.6898
0.5664 | 0.5650 | 0.5637 | 0.5580
10 0.5016 | 0.4998 | 0.4979 | 0.4900
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Tablo 2. 4 v, =+/0.5¢ durumunda 7,=0,7, =0 i¢in ideal ve ideal olmayan temas

kosullarinda kritik hiz degerleri (v,, )

e Ideal temas kosullar1

Ideal olmayan temas kosullar:

0.841(Bu calismada)
0.839(Babich vd (1986))

0.709(Bu ¢alismada)
0.719(Babich vd (1986))

0.428 (Bu (;ahsmada)
0.427(Babich vd (1986))

10

0.373(Bu (;ahsmada)
0.372(Babich vd (1986))

Tablo 2. 5 1, =0 ve v,, =+0.5¢ durumunda farkli 77, degerleri i¢in ideal temas (iistteki sayr)

ve ideal olmayan temas(alttaki say1) kosullarinda kritik hiz degerleri

s
0 0.005

0.01 0.03

0.8414 | 0.8437

0.8454 | 0.8541

0.7093 | 0.7123

0.7153 | 0.7266

0.4284 | 0.4307

0.4329 | 0.4415

0.3730 | 0.3754
10

0.3777 | 0.3868

Tablo 2. 6 7, =0 ve v, =+/0.5¢ durumunda farkl1 7, degerleri i¢in ideal temas (iistteki say1)

ve ideal olmayan temas(alttaki say1) kosullarinda kritik hiz degerleri

yi
e 0 0.005 0.01 0.03
5 0.8414 | 0.8468 | 0.8521 | 0.8723
0.7093 | 0.7154 | 0.7214 | 0.7442
10 0.4284 | 0.4319 | 0.4348 | 0.4358
0.3730 | 0.3784 | 0.3833 | 0.3995
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Tablo 2. 7 , =0 ve v,, =+/0.5¢ durumunda farkl1 77, basing degerleri i¢in ideal temas
(tstteki say1) ve ideal olmayan temas(alttaki say1) kosullarinda kritik hiz degerleri

)
e 0 —-0.005 | —0.01 —0.03
5 0.8414 | 0.8391 | 0.8367 | 0.8263
0.7093 | 0.7062 | 0.7031 | 0.6898
10 0.4284 | 0.4261 | 0.4238 | 0.4141
0.3730 | 0.3706 | 0.3682 | 0.3582

Bu boliimde 6n gerilmeli tabaka ile ortiilii 6n gerilmeli yar1 diizleme etki eden hareketli yiikiin
dinamigi parcali homojen cisim modeli ¢ercevesinde UDETYT kullanilarak incelenmistir.
Ortiik plakanim serbest yiizeyinde hareket eden dogrusal yiikiin hizmin sabit oldugu kabul
edilmistir. Inceleme diizlem gerilme durumunda, sesten yavas hiz icin ideal (2. 7) ve ideal
olmayan (2. 8) temas kosullar1 olmak iizere iki temas kosulu géz 6niinde bulundurularak
yapilmigtir. Algoritma hareketli yiikiin kritik hiz degerlerinin hesaplanmasi i¢in

gelistirilmistir.

Niimerik hesaplamalar gostermistir ki; kritik hiz yalmizca ortiik plaka (yar1 diizlem) Young
modiillerinin e>1 (e= EY / EY ) , oldugu durumda meydana gelmektedir. Diger bir deyisle
kritik hiz ‘sert tabaka+yumusak yar1 diizlem’ durumunda meydana gelmektedir. Kritik hiz
degeri, edegeri arttikca azalmaktadir. Ortiik plaka ve yari diizlemdeki &n gerilme degeri
arttik¢a kritik hiz degeri de artmaktadir. Yar1 diizlemde ki 6n basing degeri arttikca kritik hiz
degeri azalmaktadir ve ideal temas kosullari i¢in elde edilen kritik hiz ideal olmayan temas

kosullar i¢in elde edilen kritik hizdan daha biiytiktiir.

Ayrica ortiilk plaka ve yar diizlem arasindaki ara ylizeyde bulunan gerilme dagilimi da

niimerik hesaplarda g6z 6niinde bulundurulmustur.

Bu sonuglar bahsedilen sistemdeki bilesenlerin 6n gerilmesiz oldugu durumda dogrusal

elastodinamik teorisi i¢in de 6nemlidir.

Bu incelemenin en 6nemli 6zelligi 6n gerilmeli ortiik tabakadaki hareket denklemlerinin
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UDETYT kullanilarak tanimlanmasidir.

2.5 Yayih Yiike Ait Sayisal Sonuclar ve Yorumlar

Aciktir ki yayili yiik durumunda da kritik hiz degerleri bir 6nceki durumda elde edilen kritik
hiz degerleriyle ¢akisacaktir. Bu nedenden dolay1 bu alt boliimde kritik hiz arastirmasina

gerek kalmamustir.

Fiziksel ve mekaniksel Ongoriilere gore a(serit uzunlugu) biiylidikce o,, degerleri

kiigiilmelidir. Bu 6ngoriiniin kanitlanmasi icin asagidaki sayisal sonuglari inceleyelim.

Sekil 2. 5,2. 6 ve 2. 7 E(I)/E(z) =2 durumu, Sekil 2. 8, 2. 9 ve 2. 10 E(l)/E(z) =5 durumu,

Sekil 2. 11, 2. 12 ve 2. 13’de E(I)/ E® =10 durumunun farkh hizlarda sirasiyla
a/h=0.005,1.0,3.0 degerlerinde 77, =7, =0.0 i¢in o,,h/p,’n x, /h’a gore yayilim grafikleri

verilmektedir.

Bu sonuclar karsilagtirildiginda yukarida sdylenen 6n goriinlin kanitlandigi goriilmektedir.
Ayrica bu sonuglarin a/h — 0 kosulunda, bir onceki alt boliimde elde edilen sonuglarla

yakinlagtig1 gortilmektedir. Bu durum tekrar elde edilen sayisal sonuglarin dogrulugunu ve

mekaniksel goriislere uygun oldugunu gdstermektedir.
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06 TAM TEMAS
KOSULLARI
a/h=0.05
n,=n,=0
— EQ/E@=2
Xq/h
N | | | |
0 1 2 3 4

Sekil 2.5 a/h=0.05, n,=n, =0, EY / E? =2 icin, farklt v degerlerine gore ara ylizeyde

o, (x,) ile x, /A iliskisi

0 — Oxhp,
-0.1 —
_02 1
_03 1
B TAM TEMAS
KOSULLARI
0.4 — 05 ath=1
n,=n,=0
EQ/E@=2
Xq/h
s | | | |
0 1 2 3 4

Sekil 2.6 a/h=1, n,=n,=0, Y / E? =2 icin, farkli v degerlerine gore ara ylizeyde
o, (x,) ile x, /A iliskisi



-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

-0.5

Sekil 2.7 a/h =3,

-0.04

-0.08

-0.16

Sekil 2.8 a/h=3,

30

— G,hlp,

TAM TEMAS
KOSULLARI
a/h=3
n,=n,=0
_ EW/EQ@=2

Xq/h

0 1 2 3 4

n=n,=0, " / E® =2 icin, farkli v degerlerine gore ara yiizeyde
o, (x,) ile x, /A iliskisi

— Oyh/p,

TAM TEMAS

KOSULLARI
0.5 a/h=3
— n=n,=0
EQ/E@=5
X1/h
\ \ \ \ \
0 2 4 6 8 10

n=n,=0, " / E? =5 i¢in, farkli v degerlerine gore ara ylizeyde
o, (x,) ile x, /A iliskisi
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0 — Oxhp,
-0.1 —
-0.2 —
TAM TEMAS
KOSULLARI
| /——05 alh=1
n,=1,=0
EQ/E@=5
Xy/h
N | | | | |
0 2 4 6 8

Sekil 2.9 a/h=1, n,=n, =0, EY / E® =5 icin, farklt v degerlerine gore ara ylizeyde
o, (x,) ile x, /A iliskisi

0 — Oxhpy
01 —
02 —
-0.3 — 0.3 TAM TEMAS
KOSULLARI
0.5 a/h=0.05
— n,=n,=0
EQW/EQ@=5
Xg/h
-0.4 ‘ ‘ |
0 2 4 6 8

Sekil 2. 10 a/h=0.05, 1, =1, =0, E(l)/ E? =5 i¢in, farklt v degerlerine gore ara ylizeyde
o, (x,) ile x, /A iliskisi
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0 — Oxhp,
-0.1 —
-0.2 —
TAM TEMAS
KOSULLARI
— 0.5 a/h=0.05
n,=1,=0
EW/E@=10
Xy/h
N | | | | |
0 2 4 6 8

Sekil 2. 11 a/h=0.05, n,=n, =0, Y / E? =10 icin, farklt v degerlerine gore ara ylizeyde
o, (x,) ile x, /A iliskisi

0 — xR,
-0.05 —
.0.1 |
-0.15 —
TAM TEMAS
-0.2 — KOSULLARI
05 a/h=1
M,=n,=0
— EW/E@=10
X1/h
025 \ \ \ \ \
0 2 4 6 8 10

Sekil 2. 12 a/h=1, n,=n,=0, E(l)/ E? =10 i¢in, farklt v degerlerine gore ara yilizeyde
o, (x,) ile x, /A iliskisi
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0 — Sxh/pg
-0.04 —
-0.08 —|
-0.12 — TAM TEMAS
KOSULLARI
alh=3
| 05 071,70
EW/E@=10
Xg/h
-0.16
\ \ \ \ |
0 2 4 6 8 10

Sekil 2. 13 a/h=3, n,=n, =0, E(l)/ E® =10 i¢in, farkli v degerlerine gore ara yiizeyde
o, (x,) ile x, /A iliskisi

Simdi sistemi olusturan tabaka ve yar1 diizlemdeki 6n gerilmelerin s6z konusu gerilme
yayilimina etkisini gdsteren sayisal sonuglari ele alalim. Bu sonuglar Sekil 2. 14, 2. 15, 2. 16,

2.17,2. 18 ve 2. 19°da verilmistir.

Gorildigi tizere a/h degerlerinin degisimi 6n gerilmelerin etkisini sadece sayisal agidan

degil nicelik acisindan da degistirmektedir.
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0.02 —
‘{122
0.016 —
0.012 —
0.05
0.008 — TAM TEMAS
KOSULLARI
i 003 a/h=0.05
0.01 =0
0.004 —| EW/E@=2
v=0.05
- ‘{’22:((;22| n2:07022| n2>0)/ Po
0 |
-0.004 | | | | X/

Sekil 2. 14 a/h=0.05, 1, =0, E(l)/E(z) =2, v=0.05 i¢in, farkl1 77, degerlerine gore ara

ylizeyde v, =((722| —0'22|’72>0 ) / p, ile x,/h iliskisi

7,=0

0.04 —
¥,
1n,=0.005
0 —
0.04 —
! TAM TEMAS
KOSULLARI
0.05 a/h=1
-0.08 — 0.03 n,=0
EW/E@=2
0.005 v=0.05
n,=0.
’ Ll"222((522| nfu_(’zz‘ r|2>0)/ Py
-0.12 | | | ;e
0 2 4 6

Sekil 2. 15 a/h=1, 1, =0, E(l)/ E® = 2, v=0.05 i¢in, farkli 77, degerlerine gore ara
yizeyde v, = (03], 0, , | / p, ile x,/h iliskisi



Sekil 2

Sekil 2.

0.01
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TAM TEMAS
KOSULLARI
a/h=3
n,=0
EW/E@=2
v=0.05
\Pzz:((’n' |]2:0_GZZ‘ 1 Z>0)/ Py

X1/h

10

.16 a/h=3, n, =0, E(l)/E(z) =2, v=0.05 i¢in, farkl 7, degerlerine gore ara

yizeyde v, = (0], 0, | / p, ile x, /A iliskisi

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04

TAM TEMAS
KOSULLARI
a/h=0.05
n,=0
EW/E@=2
v=0.05
"Pzz:(szzl m:o_czz‘ n‘>a)/Po

xq/h

17 a/h=0.05, n, =0, E(])/E(z) =2, v=0.05 icin, farkli 77, degerlerine gore ara

yiizeyde v, =(022 o =Tl o ) / P, ile x, /A iliskisi
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0 —
-0.04 —
TAM TEMAS
-0.08 — KOSULLARI
a/h=1
n,=0
EQ/E@=2
B v=0.05
"Pzz=(gzzl nl:u’czzl n|>o)/ Py
-0.12 | | | XM
0 1 2 3 4

Sekil 2. 18 a/h=1, n, =0, E(l)/E(Z) =2, v=0.05 i¢in, farkl1 77, degerlerine gore ara

yizeyde v, = (0], =0, | / p, ile x, /h iliskisi

0.02 —
\PZZ
0.05
0.01 — .
O —
0.01 —
| TAM TEMAS
KOSULLARI
1’]]=0.005 a/h=3
-0.02 — 0.01 (1‘)1/22(?)
EM/E@=2
0.03 v=0.05
- 0.05 \Pzz:(czzl nl:O_Gzzl n|>o)/P0
003 | | | | |

Sekil 2. 19 a/h=3, n, =0, E(l)/ E? = 2, v=0.05 i¢in, farkli 7, degerlerine gore ara

yizeyde v, = (0], ~ 0l , | / p, ile x,/h iliskisi
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3. ON GERILMELI iKi KATLI TABAKA iLE ON GERILMELI YARI
DUZLEMDEN OLUSMUS SISTEME ETKIi EDEN SABIT HIZLA HAREKET
EDEN DOGRUSAL TEKIL VE DOGRUSAL SERIT YUKUN DINAMIGi

Bu béliimde, bir 6nceki boliimde incelenen problemden farkli olarak indis (2) ile gosterilen
ikinci bir plakanm varlig1 séz konusudur. Onceki béliimde uygulanan ¢dziim yontemlerinin
aynisi bu boliim i¢in de gecgerlidir. Okuma kolaylig1 agisindan 6nceki boliimde verilen ana

denklemler burada da verilecek, ¢6zliim yontemi ayrintili olarak ayn1 sekilde ifade edilecektir.

3.1 Problemin Matematiksel Formiilasyonu

Sekil 3. 1 On gerilmeli iki katli plakayla kapli, on gerilmeli yar1 diizlemin geometrisi ve
yiikleme durumu

Sekil 3. 2 On gerilmeli iki katli plakayla kapli, 6n gerilmeli yar1 diizlemin geometrisi ve
yiikleme durumu
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Aciklamalarin kolayligi icin problemin formiilasyonu, 6n gerilmeli iki kathi tabaka ve 6n
gerilmeli yar1 diizlemden olusmus sisteme etki eden dogrusal tekil kuvvetin dinamigine ait
problemin matematiksel formiilasyonu olarak ele alinirsa, s6z konusu sistemin sematik
goriiniimii Sekil 3. 1°deki gibidir. Seki 3.1°de gosterildigi gibi Ox,x,x, koordinat takiminda,
iki katli tabaka ve yar1 diizlemi olusturan pargaciklarin konumu Lagrange koordinatlariyla

belirtilirse, list plaka, ara plaka ve yar1 diizlem sirasiyla {—oo<x1 <400, —h, <x, <0,
—00 <X, <+oo}, {0 <x, <+o0, —(I +hy) <X, <h,—0<x, <+o} ve  {-00<x <+x,
—0<x, <—(h+h), —0<x;< +oo} bolgelerini kapsar. Sekilden de anlasilacagi gibi Ox,

ekseni sekil diizlemine dik yonde oldugu i¢in goriilmemektedir.

Ortiik tabakalar ve yar1 diizleme birlestirilmeden 6nce Ox, ekseni yoniinde sonsuzda uniform

yayili yiik etki ettirilerek 6n gerilmelerin olusturuldugu, daha sonra Ortiik tabakalar ve yari
diizlemin birlestirildigi varsayilirsa, bu yiiklemenin (6n gerilmeyi olusturan yiliklemeler)
inceleme boyunca siirekli olarak etki ettigi kabul edilecektir. Matematiksel ifadeleri
kolaylastirmak i¢in iist ve orta tabaka ile yar1 diizleme ait olan gerilmeler, sekil degistirmeler
ve yer degistirmeler sirasiyla {ist (1), list (2) ve st (3) indeksleri ile ifade edilecektir. Bundan

baska On gerilmelere ait biiyiiklikler ek olarak list (m)0  indeksiyle belirlenecektir

(m=123).

Ortiik tabakalar ve yar1 diizlem malzemelerinin yeteri derecede sert, homojen ve izotrop
malzemeler oldugu ve 6n yliklemeden dolay1 olusan sekil degistirmelerin kiiciik oldugu
varsayilarak on gerilmeler Klasik Lineer Elastisite teorisi ¢ercevesinde belirlenecektir.
Bilindigi tizere bu ve benzeri durumlarda 6n gerilmeli ortamlarda ki dinamik olaylarin
incelenmesinde UDEDY T nin ikinci mertebe kiiciik sekil degistirme teorisi uygulanmaktadir
(Guz, 2004). Aciktir ki, sz konusu durumda ele alinan sistemde olusan 6n gerilmeler

asagida ki bicimde belirlenir.

oy’ =const,, m=123, o’ =0 atij#11. (3.1

Ayrica bu durumda 6n sekil degistirmeler kiigiik oldugundan tabakalar ve yar1 diizlemin dogal

ve On gerilmeli durumlarinda ki konumlariin (koordinatlar1) ayn1 oldugu kabul edilecektir.

Yukarida soylenenler ¢ergevesinde ele alinan sistemin {ist ortiik tabakasinin serbest yiizeyine

Ox, ekseni yoniinde sabit V hiziyla hareket eden dogrusal tekil P kuvveti ekti etmektedir. V

hizinin;
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V <minfe®’,c®.cO}, = Ju™ /o™ m=123. (3.2)

(m)

kosulunu sagladig varsayilmaktadir. (3. 2)’de C”, u™ ve p" sirasiyla m . malzemedeki

enine dalga hizini, kayma modiilii ve malzeme yogunlugunu géstermektedir. (3. 2) kosulunun
bir diger anlami ise yiikiin hareket hizinin sistemi olusturan malzemelerdeki ses hizindan

kiigiik olmasidir.

Bu hareketli yiikten dolay: sistemin dinamiginin UDEDYT uygulanarak Ox,x, diizlemindeki

diizlem sekil degistirme durumunda incelenmesine getirilir. Bu incelemeler parcali homojen
cisim g¢ercevesinde yapilacaktir. Bu durumda hem Ortiik tabakanin kapsadigi alanda hemde
yar1 diizlemin kapsadig1 alanda UDEDYT’nin asagidaki hareket denklemleri saglanmaktadir.

Inceleme kolayligi agisindan bir dnceki boliimde verilen temel denklemler burada tekrar

verilmistir.

oo™ o*ul™ oS

— o L= p —. (3.3)
ox, ox; ot

(3. 3)’te 0, ,u,"sirastyla m . malzemedeki gerilme tansérii ve yer degistirme vektorii

bilesenlerini gdstermektedir. Ortiik tabakalarin ve yar1 diizlemin malzemeleri lineer ve elastik
kabul edildiginden, yer degistirme ve sekil degistirme bagmtilart genellestirilmis Hooke

kanununa tabi tutularak asagidaki bicimde ele alinir.

Gﬁjm) =7\4(m)9(m)8{ +2H(M)8§j’m) , (3 4)
Burada
g —gm 4 gm  oom _ 1 ou™  ou” (3.95)
=g +&5 , g == ——+—= :
! 22 Ox; ox,

: T T (m) () ) Sarid (m) :
dir. 3. 4) ve (3. 5)te i,j=12;m=123 , A", p™ Lame’s sabitleridir. ¢, ler sekil

degistirme tansorii bilesenlerini, 8 ise diizlem sekil degistirme durumunda hacimsel sekil

degistirmeyi gosterir.

Yukarida sdylenenlerden goriildiigii gibi {ist Ortiik tabakanin {ist serbest yiizeyinde asagidaki

siir kosullart saglanmaktadir.
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=0, o3| =-pd(x—Vi) (3.6)

x,=0

Burada &(x), Delta Dirac fonksiyonunu gostermektedir. Babich v. d. (1986, 1988, 2008a, b)

aragtirmalarinda oldugu gibi iist ortiik tabaka ile alt ortiik tabaka arasinda ve alt ortiik tabaka
ile yar1 diizlem arasinda iki tiir temas kosullarinin olustugu varsayilmistir. Birinci tlir temas

kosullar1 ideal temas kosullardir ve bunlar

M

_ ~(2)
=G, i2

©
i2 u;

1

—y®

Xy=—h

_ ~2
=0

(6]
Gl‘z 5 5 )
Xy=—hy Xy=—h Xy=—h Xy=—(hy+hy) Xy=—(Iy+hy)

u® —y®

xy=—(Iy+hy) !

=12, 3.7)

xy=—(Iy+hy) ’

bigiminde verilmektedir. ikinci tip temas kosullar1 ise ideal olmayan temas kosullar1 olarak

adlandirilir ve

1) _ ~(2) ()] _,,2 1) _ (2) _

=0 =U (e) = 0 (¢} = O
22 Xy=—hy 2 Xy=—h 2 Xy=—h 2 Xy=—h > 2 Xy=—h ’ 12 Xy=—hy ’
@ 3) @) e

=0 =u

2 lg=hrhy) 22 ly=—(hthy) n=—(thy) 2 bo=(h+hy)’
&) _ (3) =0 3.8
12 Ly =—(ly o) PR ey (3.8)

seklinde verilir. Bunlardan bagka yiikiin hareket hiz1 ses hizindan yavas oldugundan

4

O'.(.”‘ —0, x, = —o0 igin. (3.9

’ i

sontim kosullarinin da saglandig1r varsayilacaktir. Verilenlerle problemin matematiksel
formiilasyonu tamamlanmis olur. Béylece ele alinan fiziksel olayin incelenmesi (3. 3)-(3. 5)
denklem takiminmn, (3. 6) , (3. 9) smir kosullart ve (3. 7) veya (3. 8) temas kosullar
cergevesinde incelenmesine (¢Ozlilmesine) indirgenmistir. Belirtilmelidir ki (3. 3)

denklemlerinde o, =0, (m=1,2,3) kabul edilirse incelenecek problemin klasik lineer

elastodinamik teorisi ¢ercevesindeki (6n gerilmesiz durum i¢in) matematiksel formiilasyonu

elde edilmis olur.
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3.2 Problemin Coziim Yontemi

(m)

i

Bir onceki boliimde de verildigi gibi, (3. 3)-(3. 5) denklemlerinden, yer degistirmeler u
cinsinden agagida verilen hareket denklemleri elde edilir.
)quf"’) ™ o’u™

2
X 0ox,

2, (m) 2, (m)
Ouy"” o Oy

+0 e (m))8x18x2 or

(%m) +20 4 g™ , (3. 10)

aZu(m) aZu(m) aZu(m) aZu(m)
(/1(’”) +u(m)) 1 +(ﬂ("’) +Gf1"’)0) 22 +(l(’”) +2u('")) 22 — Hm 22 )
Ox,0x, ox, 0ox; ot

Yiikle birlikte hareket eden koordinat sistemi doniisiimii, yani

x,=x,, x\=x -V, 3.11)

doniistimii kullanildiginda (3. 10) denklemleri

(m) (m)0 2 2, (m) 2,.(m) (m) 2, (m)
LI T Ow™ om”, A Ou _y, (3.12)
p p (c;'")) Oox; 0ox; i Ox,0x,

u

(m) 2 (m) (m)0 2 2. (m) (m) 2 (m)
A 1 0u, Llpeln Vv : 8u22 N A o 6u22 0
u™ ) ox,ox, 1" ( ™ ) ox; u” o, ’
formuna doniisiir. Bu durumda (3. 6)’daki ikinci siir kosulu,

= P3(x,). (3. 13)

(1)
G

X,=0

ifadesiyle yer degistirir. (3. 6)-(3. 9)’daki diger kosullar, yeni koordinatlar i¢in de gecerlidir.

(3. 12) denklem sisteminin ¢6ziimiinii ele alalim. Bu amagla x, koordinati i¢in tanimli iistel

Fourier doniisiimii kullanilacaktir.
fF(Saxz): J.f(xlaxz)eiimdxl (3.14)

Bu doniistimiin sonucu olarak (3. 12)’den,
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—s? (A" 24" + 01" = p 2 Yuly? + "y, —is (A + ™ Jai, = 0
g2 (,U(m) +omO— pmy? )u;? +(/1(m) T 2ﬂ(m) )M%?zz —is(/i(’”) T y("’) )“1(;:)2 =0, (3. 15)

esitlikleri elde edilir. Yukaridaki ifadede

al(m) =", bl(m) _ —is( 20m ﬂ(m))’ Cl(m) 2 ( A 42" 450 — p(’”)Vz)

agm) = (/1("’) +2 ,u(m) ) ,bém) =—is (/1('") + ,u(m) ), cgm) =—s° ( u" + om0 — p(m)Vz) (3.16)

isaretlemeleri kabul edildiginde,

2,,(m) (m)
a” iy +5™ Gk +c"hu™ =0 (3.17)

dx§ dx,

2, (m) (m)
g Ltr | Qe () _
2 dx; 2 dx2 2 2F

2
seklinde yazilabilir. D :di ve D’ =% olacak sekilde diizenlenirse asagidaki form elde
Xy X

edilir.

a,(m)Dzul(}";) + bl('”)Dug";) + cl('")u](;’) =0

(3.18)
agm) D*ul” + bgm)Dul(;f’) + cg'")u;';) =0
(3. 18) daha sade bir sekilde yazilirsa;
(a,('”)D2 + cl('") )uf,’f) + b,('")Dug";) =0

(3.19)

bg'”)Dul(,’f) + (agm)D2 + cgm) )ug";) =0

esitlikleri elde edilir. Burada ki sistemin ¢oziimii i¢in operatorler yontemine uygun gereken

islemler yapilacak olursa;

a"' D? + " b D

A: s
BID D

(3. 20)
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A=a"d"D* +(a"e"” + e ~b" B ) D+, (3.21)
A =0, Al =0 (3.22)

bagmtilari yazilir. (3. 20)-(3. 22)’deki esitliklerden yararlanarak

a™al"myt + (a](m)cg'") + agm)c('") —pmpim )r2 + cl('”)c('") =0 (3.23)

1 2 2

ifadesi elde edilir. Burada »* = ¢ déniisiimii yapilirsa (3. 23);

all(m)agm)q2 + (al('")cgm) + ag'”)cf’”) - b](m)bgm) ) g+ cl('")cgm) =0 (3.24)

formuna dontisiir, buradan ¢,, ¢, belirlenir.

r=q > r=q,
B B (3.25)
Na =+t s By =T,
Olduguna gore asagidaki ifade yazilabilir.
ug) —a(’")e’l " +a(’”) 3" +a(’”) 1" +a(’") " . m=1,2,
( )
ul)) = a(3)e ke +a" (s)e” " (3.26)

Burada " (s), a\" (s), al” (s), al™ (s) ve al (s) bilinmeyen ve Fourier integral doniigiim

parametresi s den bagimli katsayilardir. (3. 25)’te ki esitlikler yardimiyla (3. 26);

U = g M 4 gm e g g m (3.27)
(m
uéi} _a(3) \/=x2 +a(m)( )e \/tzz

seklinde yazilir. ¢,, ¢, i¢in (3. 24)’denkleminden faydalanarak;

2
o e el B )7 (el e B ) el el

ql,Z - 2a1(m)agm) (3 28)
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esitligi yazilir.(3. 19)’da ki bagimtilardan faydalamilarak u.”) hesaplanir.

] [ <>%m (m) 4)ay{] @qﬁ+{4w%may> 4)awq e 2.29)
2F (m) m )
h Ja i Ja' a4l

) el [l Pl g

(3.4), (3. 5) ve (3. 14) ifadelerinden yararlanarak asagidaki bagintilar elde edilir.

+_

oly) = p (ulyy —isuly)) (3.30)
o) = —is A"y (/1('") +2u™ )ug';)2 (3.31)

m=1 (lst ortiik plaka) i¢in elde edilen bagintilar diizenlenecek olursa, asagidaki ifadeler elde

edilir;

(1) 0] N EON 0,
U = a0 4 gDl 4 g 4 G0l (3.32)

O 1
0 | N9 Cl() oM’ _a(l)e\/"Tl)xz 4
" M pm o U ?
b b\ aq
(3.33)
1
qg) N cl(l) Ve Jx, _a(l)e\/q(z_l)xz
p0 o [0 3 4
I b'\q,
o _ 0 g o ) ) e ) i
Opr =M ot oo is+4q,’ || —a,e +a,’e + (3.34)
i b b'\q, |
(a0 9 ] 0 0
+ ({12) + 101 = |is + g (—agl)e@xz +af")eJ;xzj
B B0 g0
| 0o Y g0 @+ V0 T o) i
01(13? =- iS(ﬂ +2,U )+l . b(l) 1 (051 e VI +a,’e A sz"' (3 35)
1

p

1

1 1
{"S(ﬂ“) +24")+ ,1(1{4? +°’1()H(a§ﬂe O JT))
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(1)

(1) D] 0
Oy = {(/1“) +2u" )qlb% +isA" } (al(l)e_ﬁxz + aél)ej;rz ) + (3.36)

1

o, .0 - -
— [(/1(1) +2 ,u(l) )—q2 bj(:)cl +isAW } (agl)e_‘@xz + aﬁl)e\/qg;)xz j

1

m=2 (alt ortiik plaka) icin elde edilen bagintilar diizenlenecek olursa, asagidaki ifadeler

elde edilir:

0 0 _ o 0
u? = aPe Vi +(,‘c'2§2)ej;x2 +alVe VP +a§2)e\/;xz (3.37)

2) (2) 2 2
u”[ o, J(“f”em—af)e )

(3. 38)
(2) (2) ) )
%, G ( e _ o) )
b 5@ [0
1
(2) (2) 8] )
oo = u? ho,_ G is + ql(z) —ozl(z)e_"ljfx2 +a§2)e\’T"z + (3.39)
B? @ [0
AN NG ]
([ 2 | z 5
+ ,u(z) qj +—4 is + §2) (—a3(2)e\/q(7x2 + afﬁ’e@’@j
b ) g0

0) 4 o) 2 2
o2 = —[is (A +242)+ 2 [—ql 4 H (af%w‘z ool ) + (3. 40)

(agz)e_\]q(zz)xz +0{£2)e qu)xz)

b(z)

1

() 4 2 :
{( A0 12 LA s l(z)}(%(z)e@xz N agz)eJqT’xz)

2, .0 B @)
Ohy =— {(/1(2) +2u" )M +isA? } (afz)eﬁ"z + ocf)eJ;x2 ) + (3.41)

b(z)

m=3 ( yart diizlem) i¢in elde edilen bagintilar diizenlenecek olursa, (3. 9) kosuluna gore

a3(3) = af) =0 olmalidir ve asagidaki ifadeler elde edilir:
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u® =aVe il +a§3>e*\/q(2_” & (3. 42)

1F

4 = \/%( (3) 3) i, N \/‘]z (3) (3) x, 3. 43)
2F b® b(3) \/T p® b(” \/T '

(3)
o 0 MV% q J e J MR

GIZF 3
bf) b“’ / (3
(3. 44)
[ G
—ﬂ(3) qu + 01(3) it qf) a§3)e—\/q§_3’x2
TR
3, .0 ; 5
) :_{is(ﬁ(s) +2ﬂ(s))+/1(3) (%M(ape R L ale o mj (3. 45)
1
3 4 ()
G __ (703 3\ 4% () |,0),~a'x
fops {(ﬂ +2u ) bl() +isA } a,’e
&, 0 (3. 46)
—{(Z(S) +2,u( ))—% g +isAC }af)emxz
1

bagintilar1 elde edilir.(3. 30)-(3. 32) ifadelerinden yararlanarak (3. 7)’deki ideal temas
kosullar1 asagidaki bigimde yazilabilir.

0\t |0,
— (Z +2,u )T‘l‘lSi (0[1 +a, )—
1) : (3. 47)
W Nt oo,
(ﬁ, +2u )T‘FZSZ (C¥3 +a, ):—po
1
NP 1 - U
2) L0 1(1) (11 (is)+q" (—al()+a§))+,u (‘ (is)+/q" (a3 +a4) 0
b\ a4 \/ 2
g+ [al(l)e Ah_ e qf”hl) + g+ (agne wh_ e “h)
b o AN
3)

) 2 2
%(2) +Cl( )J(alme fo —agz)e P 1)+ M (agz)e O —af)e_ q(zz)hlj

s
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4 M, .0 5 M4 .0 5
) {(Z(l) +2,u(1)) % b:r)cl +isaAl }( ale ' +ale o’ )J{(/I( +2,u(1))—q 0 )c +isAl }(oé‘) o +ale ' j =
1

1

(2 2) = 2 (2 -
{(/w)”ﬂ(z))% )b;;)cl( H-M(z)}( ORI qf>hlj{(/1<z)+2ﬂ<z>)61§ ;)CI)HM@)}( oDl 4 e qé-)hl)

1 1

T o, W, o @, _ [, @), _ o,
5) el 4 e iy GO 0~ _ 0 iTh A 2l o 2) T

M4 .0 M4 .0 ;
© p DA g g (al e 1 gl J—h) e T8 [gl) (—a§l) w1 g0 "sz
bl(l) ,q( bl(l) qgl)

), 0 2 ), 0 2
] e A (—al(z) Wy oDe "p"‘)+,u(2) $2 TG oy [q? (—oé) By P "g)hlj
b7\ RN

(1(2) +2,u(2)) ql( )b+ cl(z) _|_1'S/1(2) (al(z)e qu)(hlJrhz) +0!£2)67 ql(Z) (h1+h2)j+

@ 4 _Jd® h+
7) (1(2) +2,u(2))q2 b+ G +Z'S/1(2) (a§2)€ gy (+hy) +0!A(‘2)€ 7 (hy hz)J

3 L O 3 O 4@ 3
_ [(/1(3) 20 ) 4 b+ a_ . Z-S/I(s)}al(a)e@wwhz) {(1(3) +24° )) % b(}) + Z-M(3)}a§3)e@(hl+hz>
1

@ —Ad® (b @) (b +h _Jd® n O (b +h G) (b +h
8) al(z)e " (+hy) +a£2)e @ (+hy) +(Z§2)€ 4 (h+hy) +a§2)€ g (h+hy) :a1(3)e a1 (hy+hy) +a§3)e g (hy+hy)

) > >
e (UL C T P g® (—afz)e gt Oy +hy) +ale q$)<hl+hz>j+

I b, b, O] |
(2) I qu) c (2 )_ (2) N (h+hy) | (2) ~a? (+hy)
u +—1 is +4/q; (—O@e‘“ T g e NV 2j:
b b\ 4,
9) - -
() q” c ﬁ(h +hy)
—u + 1 is + q] Ui j+hy) _
by b.q"°
3)
ut © LG s 7o 3) et )

b, b, q2
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(2) (2) 2 2
%) * (2)0 e (“1(2)6W(h‘+h”—af)e_w(hl+h2)j+
b b”\q,
(2) (2) B B
10) %) ’ (z)c e (“gz)e B gPle V" (h]+h2))
b b"\q,
_ %G) 01(3) (3) o> Uy+hy) \/‘153) 01(3) (3) Nas” (h+hy)
| p® ) [, “e " b 5 [ & %€
1 b\ ! b7\

(3. 8)’deki ideal olmayan temas kosullar i¢in asagida ki bagintilar elde edilir.

0 (1
]| NG G ; O {(_,0, 0
1 PN T is +4/q ( aV +al )+
1 1
1) - .
(0 (1
q c .
e (12) - is + qgl) (—0@(,1) + aﬁl)) =0
b p" g\
L ] (3. 48)
I 1 1 q(l) +C(l) 1 d 1 1
(/1()+2y())—1 b(l)l +isA" (af)+a§))+
2 1 -
: 1 1 (](1) + C(l) 1 1 1
(/1()+2,u())—2 0 L i (a§)+a§))=p0
L 1 i
(30 e | o
(ﬂ +2u )le‘ﬂ'si (al eV M oy le V! ‘j+
L 1 i
i (1) ) ] ] ]
(/1(1) _'_2#(1))—6[2 4 +isA a§‘>e@”' +a§1)e7 n) 2
B
i 2 @) ] . .
(/1(2) +2,u(2))q1 ;)cl +isA?) (afz)e W +alle “ )h‘j+
L 1 _
i 2, () ] 5 5
3) (/1(2) +2,u(2))q2 Z)cl +isA) (a@e 4 gDV h‘j
L 1 i
(1) (1) 0 0 (1) (1) i 1
h, (1)01 n J(Oﬂfl)e A _ 0\ hlj S ko (1)01 n (a§1>e B _g0g qmj:
4) b b 1 b b\ 4,
(2) (2) - n (2) (2) 3 2
CU (al(Z)e W _ g0 m) R (agz)e i _ )i %)
LN U N
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e
L 70 4 iea9 g

O] 1 0
e C{f) G is+1/q" ( DRz +ale “ h‘)+
ERTIN O
5) - Z
) g o S 0 ( WNet'h o o0, q(z‘)hl) 0
H 0 L§ 9, —ay’e a, =
Lo g |
(2) () @
e (é) G is+1q"” ( 2) i +aPletd h‘)+
b7 b g
6 - -
() (2) B) B
u q(j) + (2)01 = is + q§) (—Oéz) o hl+a(2) o h‘j:O
L b b\, ]
(30 g e o |( e e e )
(l +2u ) ! (2)1 +isA (al eV T g e N 2j+
L | _
@y o a e | e @) k)
7) (ﬂ, +2u )ZbT)lﬂ'sﬂ. (053 eVt T g e 2)2
L | _
i 3 4 O O
() NGt a0 |3 ol (i) () )\ 42
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Elde edilen denklem sistemlerinin ¢dziimiiyle, bilinmeyen o (s),...a"(s)

(m)

a®(s),..a (s5), e (s),a (s) katsayilari bulunur. Bu katsayilar u) ve o' Fourier

doniistimlerinin ifadelerinde yerine yazilarak, ufF , 5;'5) ’lerin analitik ifadeleri belirlenmis

olur. Buradan sonra bu ifadelerin ters (invers) Fourier doniisiimlerinin elde edilmesi islemleri
yapilir. Bu islemlerin analitik yapilmasmin imkansiz oldugu aciktir. Bu nedenle ters
doniistimler sayisal hesaplanmak zorundadir. Simdi bu hesaplamalarin yapilmasina imkan

saglayan algoritmanin agiklamasini ele alalim.

3.3 Hesaplama Algoritmasi

Bir onceki bolimde de ifade edildigi gibi aranan biiyiikliiklerin sayisal degerlerinin elde

edilmesi ters Fourier doniisiimiine kars1 gelen

f(x,x,)= IfF s,%, )e™ds (3.49)

improper integralinin hesaplanmasina indirgenir. Fiziksel ve geometrik simetriler dikkate
aliarak (3. 49) integrali,

f(x,x,)= ij 5,2, ) cos(sx, )ds , ué"}),aég"),ol(f),5§2),gl(l) i¢in

+00

1 .
f(xl,x2)=; I S (8., )sin(sx) s , w05, 1(2) icin (3.50)

0

integrallerine doniistiirtiliir. Coziim sirasinda kullanilacak nlimerik yontem igin improper
integraller asagidaki belirli integralle yer degistirir.

( )dS~f (3.51)

0

(3.51)’de S, degeri integrallerin sayisal yakinsama kriterinden hesaplanir.

Niimerik hesaplamalar gostermistir ki, genelde problem parametrelerinin belirli degerlerinde

her bir ¥ hiz degeri igin, u."”, l(?) fonksiyonlar1 sh, ’a bagl olarak tekil noktalara sahiptir.

Bilinmeyen al(l)(s),..,af)(s), afz)(s),..,af)(s), af”(s),af)(s) ifadeleri, cebirsel
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islemler yardimiyla asagidaki sekilde ifade edilebilir.

(a“)(s), Lo (s), P (5),a? (). 0 (s),af)(s)):

a‘(‘b N D!l(z) s
o ‘)(S) yeres . ()(s) o ()(s)

)

A4, (s) lerin ifadeleri ideal ve ideal olmayan temas kosullari i¢in sirasiyla Ek 3.ve Ek 4’te

det B O (s)

,det

,...,det‘

— HA 3 (det‘ 3.5

verilmektedir. Burada denklem s ’e baglidir ve cebirsel denklem sistemindeki bilinmeyenlerin
()(S) ()(S)

Bon ¢ H matrisleri, sirasiyla | 4,.( S)” matrisinden

katsayilar1 4,, (s) tir.  (3.52)’deki

nm [

B (s).

0{1(1) (S),.., af) (s),al(z) (s),..,af) (S),a]“) (S),af) (S) bilinmeyenlerine  karsilik  gelen

., det ‘

det ‘

kolonlarin (3. 47)-(3. 48) ifadelerinin sag taraflari ile yer degistirmesinden elde edilmektedir.

Aciktir ki yukarida bahsi gegen integral alt1 ifadelerin tekil noktalari,

det ‘

(s)]=0 . nm=12,..6 (3.53)

nm

denklemini saglayan s ’lerdir.

Sonug olarak, integre edilen degerlerin tekil noktalari, (3. 53) denkleminin kokleriyle gakisir.
Bilinmektedir ki bu koklerin mertebesi (bunu r ile gosterirsek )O<r <1 durumu igin,
integralin hesaplanmasinda bilinen algoritmalar kullanilabilir. » =1 durumunda (3. 51)
numarali integral Cauchy’nin temel deger prensibi kullanilarak hesaplanabilir. Fakat »>1
durumunda integral hi¢bir anlam ifade etmez ve bu duruma karsilik gelen hiz ‘kritik hiz’
olarak adlandirilir. Belirtilmelidir ki krittk hiz altinda, rezonans tipli durum

gerceklesmektedir.

Bu tanima gore kritik hiz, (3. 53) ifadesini saglayan V = V(sh) fonksiyonunun yerel
minimum (ya da maksimum) noktasina denk gelmektedir. Plakayla kapli malzemelerde ki
hareketli yiik problemlerinde sesten yavas durum i¢in 6nemli sorulardan biri V, ile gosterilen

kritik hizin hesaplanmasi ve problem parametrelerinin bu hiz degerleri lizerindeki etkisinin

incelenmesidir.
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3.4 Tekil Yiike Ait Sayisal Sonuclar ve Yorumlar

v EM E® h, s E®
U:_,e:_,e :—’ :—, :—’ == 3.54
) 1T 2T o h, i n® 2(1+v®) ( )
ifadelerinde asagidaki esitlikler kabul edilmistir.
p?/p" =05, p?/p? =0.5, vV =v? =vP =03. (3.55)

v vesh, arasindaki iliskiyi inceledigimizde, H —oco durumu ele alindifinda, iyi bilinen
mekaniksel duruma gore sistem plakayla kapl yari diizlem haline doniisecektir. H —0
kosulunda orta plaka yar1 diizlem konumuna geger, dolayistyla iki katli plaka haline doniisme
s0z konusu olur. Bu 6ngorii Sekil 3.3’te ¢, =2.0, e, =1.5, N, =M, =n; =0.0 durumu icin,
cesitli H degerlerinde ideal (3. 7) (Sekil 3. 3a) ve ideal olmayan (3. 8) (Sekil 3. 3b) temas
kosullarinda ispatlanmistir. Belirtilmelidir ki e, =2.0 durumu icin plakayla kapli yari
diizlemden olusan sistemin incelenmesi Akbarov v.d. (2007c)’de gerceklestirilmistir. Iki katl
plakayla yar1 diizlemden olusan sisteme ait bahsedilen 6zel durumlarda elde edilen sonuglarin
Akbarov v.d. (2007c)’daki sonuglarla g¢akigmasi, niimerik arastirmalar i¢in kullanilan

algoritma ve programlarin dogrulugunu kanitlamaktadir.

v vesh, arasindaki iliskiye e, parametresinin etkisi, H=1.0, e, =2.0, n,=mn,=mn,=0.0

durumu i¢in ideal (3. 7)(diiz ¢izgi) ve ideal olmayan (3. 8)(kesikli ¢izgi) temas kosullar1 i¢in
Sekil 3. 4’te verilmistir. Bu grafikleri, plakayla kapli yari1 diizlemden olusan sistemle
kiyasladigimizda, ikinci plakanin varligi, elastisite modiiliiniin daha biiyiik olmas1 (3. 52)

esitligini saglayan v =uv(sh,) degerinde artmaya sebep olmaktadir.

Yukarida bahsedilen incelemelerde ve burada yer verilmeyen cok sayidaki sayisal
sonuglardan gortilmustiir ki: (1) v=uv(sh) fonksiyonu yerel maksimum ya da minimuma
sahip degildir; (i1) v=wv(sh) fonksiyonu, sh #oo durumu i¢in yalnizca bir tane yerel
maksimum ya da minimuma sahiptir; (iii) v=v(sh,) fonksiyonu, sk #0 ve sh, # o0 i¢in, bir
ya da daha fazla yerel maksimum ve bir ya da daha fazla yerel minimuma sahiptir. (i)
durumunda kritik hiz yoktur, (i1) durumunda kritik hiz vardir ve v=uv(sh) fonksiyonunun

yerel maksimum ya da minimumuna denk gelir, son olarak (iii) durumunda kritik hiz vardir

ve minimallerin arasindan se¢ilmis v ’nin minimumuna karsilik gelir.

Yukarida verilen tanimlamalara gore Sekil 3. 3 ve Sekil 3. 4 te verilen grafiklerden ve burada
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verilmemis benzer bir ¢cok grafikten v, degerini hesaplariz. Ayrica Sekil 3. 3 ve Sekil 3. 4 te

verilen grafiklerden, ikinci plakanin mekanik ve geometrik parametreleri géz Oniinde

bulundurularak v, degerleri kontrol edilebilir. Ozel olarak Sekil 3. 3 ve Sekil 3. 4’ten ve
burada verilmeyen benzer sonuglardan e, >e,; e, >1 durumunda ikinci plakanin kalinliginda
ki artis v, degerinde azalmaya yol agmaktadir, ayrica e, >e,; e, >1 durumunda v, degeri

e, degeri arttik¢a azalmaktadir.

Tablo 3. 1°de ¢esitli (el,ez) ve H degerlerinde 1, =1, =n; =0.0, durumu i¢in yani sistem
bilesenlerinin &ngerilmesiz oldugu durumda ki v, degerleri verilmistir. Ortiik plaka ve yart
diizlem (yada ortiik plaka ve yar1 diizlem konumunda ki ikinci plaka) i¢in elde edilen v,

degerleri Tablo 3. 2’de verilmistir. Bu tabloda ki niimerik sonu¢lar mekanik varsayimlari

dogrulamakta ve baz1 6zel degerler i¢cin Akbarov v.d. (2007¢)’ deki sonuglar1 vermektedir.

Tablo 3. 3, H=1.0, n, =mn, =n; =0.0 durumunda e, ve e, (3. 53) degerlerinin v, degeri
tizerindeki etkisini gostermektedir. Burada ki degerlerden goriilmeketedir ki ikinci plakanin
elastisite modiil degeri arttikga v, degeri artmaktadir. Bu artis e, 25.0 durumu i¢in daha

belirgindir.

Sistem bilesenlerine etki eden on gerilmelerin v, degeri tizerindeki etkisini gosteren,
e =2.0, e, =50, H=1.0 durumunda elde edilmis degerler Tablo 3. 4’te verilmistir. Bu
tabloya gore plakalara ve yari diizleme etki eden 6n gerilme, v, degerlerinde artmaya neden
olmustur. Ayni zamanda iist plakaya uygulanan 6n gerilmenin v, degerleri lizerindeki etkisi,

orta plaka ve yar1 diizleme uygulanan 6n gerilmenin yarattig1 etkiden daha fazladir.

e, =e,<1.0 durumunu ele alalim, e =e,=0.1 i¢in elde edilen sonuclara bakildiginda,

belirtilmlidir ki, Akbarov v.d. (2007c)’de plakayla kapl yar1 diizlemde, bu durum igin kritik
hiz yoktur. Sonug olarak bahsedilen sistemde H — oo soniim kosulu i¢in v ve sh, arasindaki
iligkiyi gosteren grafikte minimum ortaya c¢ikar. Bu durum cesitli H degerleri igin
1, =1, =1, =0 durumunda tam(3. 7) (Sekil 3. 5a) ve ideal olmayan (3. 8) (Sekil 3. 5b) temas
kosullar1 i¢in Sekil 3. 5’te verilmistir. Bu grafikten H —oco durumu igin, Ortiik plaka

malzemesinde Rayleigh dalga yayilim hiz1 V, olmak tizere, sh, — oo iken v — Og) = Ve / CS)

oldugu goriilmektedir. Bununla beraber grafikten, e, =e, <1.0 durumu icin H > H. olacak
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sekilde H (H. ile gosterilen) degerinde, v=wv(sh) grafiginde yerel minimum

kaybolmaktadir.

Son olarak ideal temas kosullarinda (3. 7), x, |h ‘e gore, oh, | P, (x,=—hde) ve o2k | Do
(x,= —(h1 + hz) ’de) gerilme yayilimina ait bazi 6rneklere bakilirsa, bu dagilima ait grafikler,
Sekil 3. 6’da, H=1.0, ¢ =2, e, =5 durumu icin, gesitli 7, degerlerinde verilmistir. Bu
grafikte, x, =0 civarinda o3,k |p, ( Sekil 3. 6a) degeri, o3, |p, (Sekil 3. 6b) degerinden

daha biiyiiktiir. Ayn1 zamanda bu grafikler gostermektedir ki, iist plakaya verilen dngerilme

bahsedilen gerilme degerlerinde belirgin bir diisiise sebep olmaktadir.

Bu béliimde, pargali homojen cisim modeli cercevesinde, UDETYT kullanilarak, iki katl

plakayla kapl yar1 diizlemin dinamigi incelenmistir.

Kritik hiz i¢in elde edilen niimerik sonuglardan goriilmektedir ki, e, >e,, e, >1 durumunda
ortadaki plakanin varlig1 kritik hiz degerlerinde artisa neden olmaktadir; yukarida bahsedilen
kosullarda ortadaki plakanin kalinliginin artmasi kritik hiz degerlerinde azalmaya neden olur;
e <1, e =e,, durumunda H < H, iginkritik hiz vardir, bununla beraber orta plakanin bazi
degerlerinde H > H. durumu i¢in kritik hiz yoktur; Plakalar ve yar1 diizleme etki eden 6n

gerilme kritik hiz degerinde artisa neden olur; Ust plakaya etki eden 6ngerilmenin kritik hiz
degerleri tizerindeki etkisi, orta plaka ve yari diizeleme etki eden 6n gerilmenin kritik hiz

degerleri lizerindeki etkisinden daha fazladir .
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0.92

v plaka
A\ -
\ yari dizlem
_ N 15 (orta plaka)\
;05 0.01 H=0.001
\ / ’ 0.1 / /
/
0.9 — 4 /
/ =
, 7
25~
45 —
/
0.88 — 10
0.86 —
7 / N,;=N,=n,=0
plaka+yari duzlem / e.=2
Akbarov vd (2007c) i1s
— o=2 e,=1.
H=h,/h,
sh
0.84 | | !
0 1 2 3
(a)
L
0.9 —
plaka+yari duzlem
Akbarov vd (2007c)
e=2
laka
H=10 P +
/ yari diizlem
/
08 /(orta plaka)
0.001
0.7
N N 15 e=2
7 35 2.5 €,=1.5
H=h,/h,
sh,
0.6 ‘ ‘
0 1 2 3

(b)

Sekil 3. 3 Farkli H =h,/h, degerleri igin, ideal (a) ve ideal olmayan (b) temas kogullarinda v
ve sh, arasindaki bagimlilik
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05 Sl o4 shy
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(b)

Sekil 3. 5 Farkli H degerleri i¢in, ¢, =e, <1(e, =e, =0.1) olmak lizere, ideal (a) ve ideal
olmayan (b) temas kosullarinda v ve sh, arasindaki bagimlilik
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‘:“ X2: -hl ““ - 0.05 ><2: -(h1+h2)
03 | fJf—— o003 n,=1,=0 n,=n,=0
| - b
EQ/E@=2 0.03 EW/E@=2
-- oo EG/E@=5 1 E®/E@=5
i _ 0.01 v=0.5
v=0.5 — _
— — 0.005 v
. (0,=0.8755) . 0.005 (v,=0.8755)
n,=0 X/, n,=0 X/,
0.4 | 0.3 T
\ \ \ \ \ \
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
(a) (b)

Sekil 3. 6 Farkli 7, (: o’/ ,u(l)) degerlerinde, ideal temas kosullar1 i¢in (3. 7),

@ (2)
oy hy |R)|x2:fhl (a)ve o,,'h, |E)

(hoh) (b) dagilimi ile x, /A arasindaki bagimlilik

K="\

Tablo 3. 1 Farkli ¢, e, ve H degerlerinde, 5 =7, =5, =0 i¢in ideal (iistteki say1) ve ideal

olmayan (alttaki say1) temas kosullarinda kritik hiz (v, ) degerleri

H

(61282) 0.001 0.5 1.5 10 30

(2;4/3) 0.8972 | 0.8732 | 0.8517 | 0.8414 | 0.8414
0.7540 | 0.6970 | 0.6644 | 0.7754 | 0.7093

(5;5/2) 0.8058 | 0.7538 | 0.7100 | 0.6857 | 0.6857
0.6824 | 0.6303 | 0.5839 | 0.5931 | 0.5931

(10;5) 0.6856 | 0.6405 | 0.5976 | 0.5664 | 0.5664
0.5930 | 0.5490 | 0.5041 | 0.5016 | 0.5016
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Tablo 3. 2 Farkli e, degerleri i¢in iki katli plaka ya da yar1 diizlem konumuna ge¢mis orta
plaka durumu i¢in ideal (iistteki say1) ve ideal olmayan (alttaki say1) temas kosullarinda kritik

hiz (v, ) degerleri

€

2 5 10 4/3 5/2
0.8414 ( Akbarov vd 0.6857 | 0.5664 ( Akbarov vd 0.8972 | 0.8059
0.7093 { (2007c) 0.5931 | 0.5016\ (2007c) 0.7542 | 0.6825

Tablo 3. 3 Farkl: ¢, e, degerlerinder, =7, =n, =0 ; H=1.0 i¢in ideal (iistteki say1) ve ideal

olmayan (alttaki say1) temas kosullarinda kritik hiz (v,, ) degerleri

e
: 2 5 10 20

€
) 0.8661 | 0.8756 | 0.8784 | 0.8798
0.6930 | 0.7442 | 0.7649 | 0.7760
5 0.7260 | 0.8669 | 0.8706 | 0.8724
0.5991 | 0.6523 | 0.6742 | 0.6861
0 0.6142 | 0.8253 | 0.8325 | 0.8361
0.5206 | 0.5745 | 0.5973 | 0.6098
20 0.5106 | 0.7777 | 0.7906 | 0.7970
0.4431 | 0.4965 | 0.5198 | 0.5329
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Tablo 3.4 ¢ =2,e, =5, H =1 durumu igin, sistem bilesenlerine uygulanan farkl

degerlerdeki 6n gerilmelerin kritik hiza (v, ) etkisi

YRR

0 0.005 0.01 0.05

n, #0; 0.8756 | 0.8821 | 0.8884 | 0.9353
n,=n,=0 | 0.7442 | 0.7503 | 0.7563 | 0.7994

7, #0; 0.8756 | 0.8764 | 0.8773 | 0.8835
no=n,=0 | 0.7442 | 0.7456 | 0.7469 | 0.7575

7, #0; 0.8756 | 0.8758 | 0.8759 | 0.8767
mo=n,=0 | 0.7442 | 0.7454 | 0.7465 | 0.7536

3.5 Yayih Yiike Ait Sayisal Sonuclar ve Yorumlar

S6z konusu problemin matematiksel formiilasyonu 3. 1 alt boliimiinde yapilan formiilasyonun
aynist olup, sadece (3. 6) sinir kosulunun (2. 10) sinir kosulu ile yer degistirmesinden elde

edilmektedir. Problemin ¢6ziim teknigi Onceki boliimlerde kullanilan teknikle ayni
oldugundan burada onun flizerinde durulmamistir. Levhalar arasinda olusan o©,, normal

gerilmesinin yayilimi ve bu yayilima problem parametrelerinin etkisinin incelenmesine ait

sonuglar Sekil 3. 7-3. 15°te grafiklerle verilmistir.

2. 5 alt bolimiinde de belirtildigi gibi fiziksel ve mekaniksel Oongoriilere gére a (serit
uzunlugu) biiylidiikk¢e o©,, degerleri kiiciilmelidir. Sekil 3. 7-3. 11 grafikleri ile verilen
sonuglar karsilagtirildiginda yukarida sdylenen on gorii kanitlanmaktadir. Ayrica bu
sonuglarin a/h — 0 kosulunda, bir 6nceki alt bolimde elde edilen sonuglarla yakinlagtig:

goriilmektedir. Bu durum tekrar elde edilen sayisal sonuglarin dogrulugunu ve mekaniksel

goriislere uygun oldugunu gostermektedir.

Sistemi olusturan tabakalar ve yar1 diizlemdeki 6n gerilmelerin s6z konusu gerilme yayilimina

etkisini gosteren sayisal sonuclar Sekil 3. 12-3. 15°te verilmistir.

Gorildigi tizere a/h degerlerinin degisimi 6n gerilmelerin etkisini sadece sayisal agidan

degil nicelik agisindan da degistirmektedir.
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0 — xR
01 —
-0.2 —
03 — 0.3
T ‘ T ‘ T ‘ T UST PLAKA
a/h=0.05
— n,=N,=n;=0
EW/E@=2
EO/ER=5
X¢/h
o4 | | | |
0 2 4 6 8

Sekil 3.7 a/h=0.05, ,=1,=1n,=0 ,E(l)/E(z) = 2,E(3)/E(2) =5 icin, farkl1 v degerlerine
gore ara yiizeyde o,,(x,) ile x, /A iliskisi

0 — xR
-0.1 —
-0.2 —
UST PLAKA
| . a/h=1
n,=n,=1;=0
EQ/E@=)
EG/EQ=5
X¢/h
o3 | | | |
0 2 4 6 8

Sekil 3.8 a/h=1,n,=n,=1n,=0 ,E(l)/E(z) = 2,E(3)/E(2) =35 i¢in, farkli v degerlerine gore
ara yiizeyde o,,(x, ) ile x, /A iliskisi



Sekil 3. 9

07

-0.05 —
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G,h/py

-0.1 —
-0.15 —
-0.2 —
UST PLAKA
alh=1
— n,=N,=N,=0
EW/E®@=5
EG/E@=2 xgh
. | | ‘ | |
0 2 4 6
1 2 3 2 . . - . .
alh=1,n=n,=1n,=0 ,E! )/E( ) =5,E' )/E( =2 icin, farkli v degerlerine gore
ara yiizeyde o,,(x, ) ile x, /A iliskisi
0 — Sxh/pg
-0.04 —
-0.08 — i
i = o3
T ‘ T ‘ T ‘ T
-0.12 —
UST PLAKA
| alh=1
n,;=n,=n,=0
EW/E®=10
EG/E@=2 xllh
018 | | | ‘ |
0 2 4 6 8

Sekil 3. 10 a/h=1, n,=n,=1n,=0 ,E(l)/E(z) = 10,E<3)/E(2) =2 i¢in, farkli v degerlerine

gore ara yiizeyde o,,(x,) ile x, /A iliskisi
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0 — Oxhpg
-0.04 —
-0.08 —| —]
s T 03
T
012 —
UST PLAKA
| a/h=3
Mn,=n,=1,=0
EQ/E@=2
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Sekil 3. 11 a/h=3, n,=n,=1n,=0 ,E(l)/E(z) = 2,E(3)/E(2) =5 i¢in, farkli v degerlerine gore
ara yiizeyde o, (x, ) ile x, /A iliskisi

\PH
0.0002 —
0.0001 —
O —
0.0001 —|
0.03 a/h=3
— ’ n,=n,=0
EQ/E@=2
@/E@=
0.0002 —| s
W, =(0l 11 -6=0l 1y 20)/P,
| 005 2 22 T]:O 22 T]ZO 0
-0.0003 | | | | | xy/h

Sekil 3.12 a/h=3, 7,=n,=0, EV/E® =2, E®/E® =5,1=0.05 i¢in, farkl1 7,
degerlerine gore ara ylizeyde y,, = (622 |”2=0 - 0'22|’72> . ) / p, ile x,/h iliskisi
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Sekil 3.13 a/h=1, 5,=n, =0, EV/E® =2, E¥/E® =5,0=0.05 icin, farkli 7,

degerlerine gore ara yiizeyde y,, = (0'22 |,72:0 -~ 0'22|?72>0 ) / P, ile x, /h iliskisi
0.004 —
0.003
0.002

0.001

a/h=0.05
n,=1;=0
EQ/E@=2
EQ®/E@=5
v=0.05
\Pzz:(Gzz‘ T]Z,ofczz‘ ‘r]2>u)/P0

-0.001

0002 | | | | "

Sekil 3. 14 a/h=0.05, n, =5, =0, EV/E® =2, E¥/E® =5,0=0.05 igin, farkli 7,
o), / p, ile x, /h iliskisi

degerlerine gore ara ylizeyde y,, = (U 2 |,,2=0
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0.04 —

a/h=3

0.03
-0.02 —| n,=1,=0
EW/E@=2
EG/E@=5
0.005 v=0.05
LP22=(522‘ n |:u’Gzz‘ n0/Po
008 | | | | -
0 2 4 6 8 10

Sekil 3.15 a/h=3, , =1, =0, EV/E® =2, E?/E® =5,0=0.05 igin, farkh 7,

degerlerine gore ara ylizeyde y,, = (622 |’71=0 — 0'22|77 o ) / p, ile x,/h iliskisi
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4. SONUCLAR VE DEGERLENDIRME

Tez kapsaminda yapilan arastirmalarda elde edilen sayisal sonuglar ve degerlendirmesi

hakkinda asagidakiler sdylenebilir:

1. Tez kapsaminda, par¢ali homojen cisim modeli c¢er¢evesinde 1ii¢ boyutlu
dogrusallastirilmis dalga yayilimi teorisi (UDEDYT) uygulanarak n gerilmeli tek ve 6n
gerilmeli ¢ift tabaka ile oOrtiili 6n gerilmeli yar1 diizlemde sabit hizla hareket eden
dogrusal tekil ve diizgiin yayili serit ylikiin dinamik etkisi “sesten yavas” durumlar igin

incelenmistir.

2. Uygun siir deger problemlerinin matematiksel formiilasyonu yapilmis, inceleme ideal ve

ideal olmayan temas kosullar1 i¢in ayr1 ayr1 gergeklestirilmistir.

3. Formiilasyonu yapilan sinir deger problemlerinin ¢6zlimii, belirli bir asamaya kadar
analitik olarak yapilmis ve daha sonra sayisal sonuclar elde etmek i¢in uygun algoritma

gelistirilmis ve uygulanmastir.

4. Probleme ait ¢esitli parametreler icin kritik hiz degeri hesaplanmis ve bu parametrelerin
ozellikle ortiik tabaka (lar) ve yar1 diizlemdeki 6n gerilmelerin, hareketli yiikiin kritik hiz

degeri lizerindeki etkisi incelenmistir.

5. Her bir problem i¢in yapilan algoritma ve bilgisayar programlarindan elde edilen sayisal
sonuclar biri digeri ile ve 0Ozel durumlarda, literatiirdeki uygun sonuglar ile

karsilastirilarak test edilmistir.
Tezde verilen ¢ok sayidaki sayisal sonucun degerlendirmesi asagidaki sekilde 6zetlenebilir:

1. Kritik hiz, tek plakali durum i¢in bakildiginda yalnizca ortiik plaka (yar1 diizlem) Young
modiillerinin e>1 (e= E(I)/ E® ) oldugu durumda meydana gelmektedir. Diger bir

deyisle kritik hiz ‘sert tabaka+yumusak yar1 diizlem’ durumunda meydana gelmektedir.

2. iki plakali durum igin ¢ >e,, e, >1 durumunda ortadaki plakanin varhigi kritik hiz

degerlerinde artisa neden olmaktadir; ortadaki plakanin kalinliginin artmasi kritik hiz

degerlerinde azalmaya neden olur; e <1, ¢ =e,, durumunda H < H, igin kritik hiz
vardir, bununla beraber orta plakanin bazi degerlerinde H > H, durumu igin kritik hiz

yoktur.

3. Plakalar ve yar diizleme etki eden 6n gerilme kritik hiz degerinde artisa neden olur.
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4. Ust plakaya etki eden dngerilmenin kritik hiz degerleri iizerindeki etkisi, orta plaka ve yar1

diizeleme etki eden 6n gerilmenin kritik hiz degerleri iizerindeki etkisinden daha fazladir
5. Kiritik hiz degeri, e degeri arttik¢a azalmaktadir.

6. Yar diizlemde ki 6n basing degeri arttik¢a kritik hiz degeri azalmaktadir ve ideal temas
kosullar1 i¢in elde edilen kritik hiz ideal olmayan temas kosullar1 i¢in elde edilen kritik

hizdan daha biiyiiktiir.

7. Ayrica ortiik plakalar ile yar diizlem arasindaki ara yiizeyde bulunan gerilme dagilimi o,

ve hareketli yiikiin hizinin ve 6n gerilmelerin bu gerilme dagilimmna olan etkisi

incelenmis, sonuclar grafikler halinde verilmistir.

Tezde elde edilen sonuglarin bir kismi Akbarov v. d. (2007¢) ,Dincsoy v.d. (2009), Giiler ve
Dingsoy (2005) kaynaklarinda gosterilen uluslararasi ve ulusal mekanik kongrelerinde

sunulmustur.



67

KAYNAKLAR

Achenbach J. D, Keskava S. P. , Herrman G. ,(1967), “Moving Load on a Plate Resting on an
Elastic Half Space”, Trans. ASME, Ser. E. , Journel of Appl. Mech. , 34(4):183-189.

Akbarov S. D. and Guz A. N. , (2004), “Axisymmetric Longitudinal Wave Propagation in
Pre-Stressed Compound Circular Cylinders,” Int. J. Eng. Sci. , 42: 769-791.

Akbarov S. D. and Ozaydin O. , (2001a), “The Effect of Initial Stresses on Harmonic Stress
Field Within the Stratified Half Plane,” Eur. J. Mech. A/Solids, 20: 385-396.

Akbarov S. D. and Ozaydin O., (2001b), “Lamb’s Problem for an Initially Stressed Stratified
Half-Plane,” Int. Appl. Mech. , 37(10): 1363—-1367.

Akbarov S. D. and Ozisik M. , (2003), “The Influence of the Third Order Elastic Constants to
the Generalized Rayleigh Wave Dispersion in a Pre-Stressed Stratified Half-Plane,” Int. J.
Eng. Sci., 41: 2047-2061.

Akbarov S. D. and Ozisik M. , (2004), “Dynamic Interaction of a Prestressed Nonlinear
Elastic Layer and a Half-Plane,” Int. Appl. Mech. , 40(9): 137-144.

Akbarov S. D. , Yahnioglu N. , and Yucel A. M. , (2004), “On the Influence of the Initial
Tension of a Strip with a Rectangular Hole on the Stress Concentration Caused by Additional
Loading,” J. Strain Anal. , 39(6): 615-624.

Akbarov S. D. , Emiroglu I. , and Tasci F. , (2005), “The Lamb’s Problem for a Half-Space
Covered with the Pre-Stretched Layer,” Int. J. Mech. Sci. , 45: 1326-1349.

Akbarov S. D. and Guler C., (2005), “Dynamical (Harmonic) Interface Stress Field in the
Half-Plane Covered by the Prestressed Layer under a Strip Load,” J. Strain Anal., 40(3): 225—
235.

Akbarov S. D. , Zamanov A. D., and Suleimanov T. R., (2005), “Forced Vibration of a
Prestretched Two-Layer Slab on a Rigid Foundation,” Mech. Comp. Mater., 41(3): 229-240.

Akbarov S. D. , (2006a), “The Influence of the Third Order Elastic Constants on the
Dynamical Interface Stress Field in a Half-Space Covered with a Pre-Stretched Layer,” Int. J.
Non-Linear Mech. , 41: 417425

Akbarov S. D. , (2006b), “Dynamical (time-harmonic) Axisymmetric Interface Stress Field in
the Finite Pre-Strained Half-Space Covered with the Finite Pre-Stretched Layer,” Int. J. Eng.
Sci., 44: 93—-112.

Akbarov S. D. , (2006c), “On the Dynamical Axisymmetric Stress Field in a Finite Pre-
Stretched Bilayered Slab Resting on a Rigid Foundation,” J. Sound Vibr., 294: 221-237.

Akbarov S. D., (2006d), “Frequency Response of the Axisymmetrically Finite Pre-Stretched
Slab From Incompressible Functionally Graded Material on a Rigid Foundation,” Int. J. Eng.
Sci., 44: 484-500.

Akbarov S. D. , (2007a), “The Axisymmetric Lamb’s Problem for the Finite Pre-Strained
Half-Space Covered with a Finite Prestretched Layer”, Int. Appl. Mech., 43(3): 351-360.

Akbarov S. D. , (2007b), “Resent Investigations on the Dynamical Problems of the Elastic
Body with Initial (Residual) Stresses(review) ”, Int. Appl. Mech. , 43(12):3-27



68

Akbarov S. D. , Guler C. , Dincsoy E. , (2007¢), “The Critical Speed of a Moving Load on a
Prestressed Plate Resting on a Prestressed Half-Plane”, Mech. Comp. Mater. , 43(2):173-182.

Arnold L. ,(1983), “The Critical Velocity of a Load Moving ise Plate that is Subjected to in-
Plane forces”, Cold Region Science and Technology, 6: 267-274.

Auersch L. , (2006), “Ground Vibration due to Railway Traffic-Calculation of the Effects of
Moving Static Loads and their Experimental Verification. ”, Journal of Sound and Vibration,
293:599-610.

Babich S. Yu. , Glukhov Yu. P. , and Guz A. N. , (1986), “Dynamics of a Layered
Compressible Pre-Stressed Half-Space under the Influence of Moving Load,” Int. Appl.
Mech., 22(6): 808-815.

Babich S. Yu., Glukhov Yu. P. , and Guz A. N., (1988), “Toward the Solution of the Problem
of the Action of a Live Load on a Two-Layer Half-Space with Initial Stresses,” Int. Appl.
Mech., 24(8): 775-780.

Babbich S. Yu. ,Glukhov Yu. P. ,Guz A. N. ,(2008a), “Dynamics of Layered Incompressible
Semi-Space with Initial Stresses under Action of a Moving Load”, Int. Appl. Mech., 44(3):
36-54.

Babbich S. Yu. ,Glukhov Yu. P. ,Guz A. N. ,(2008b), “Dynamics of a Pre-Stressed
Incompressible Layered Half-Space Under Moving Load”, Int. Appl. Mech., 44(3): 268-285.

Babbich S. Yu. ,Glukhov Yu. P. ,Guz A. N. ,(2008¢), “To Certain Problem Problem for a
Layered Compressible Semi-Space with Initial Stresses”, Int. Appl. Mech. , 44(4): 35-55.

Babbich S. Yu. ,Glukhov Yu. P. ,Guz A. N. ,(2008d), “Dynamics of a Pre-Stressed
Compressible Layered Half-Space Under Moving Load”, Int. Appl. Mech., 44(4): 388-405.

Bespalova E. 1. , (2007), “Reaction of an Anisotropic Cylindrical Shell to a Moving Load”,
International Applied Mechanics, 43(4):425-431

Biot M. A. ,(1965), Mechanics of Increnental Deformations.,Wiley, New York.

Chakraborty and S. Gopalakrishnan, (2004a), “A Spectrally Formulated Finite Element for
Wave Propagation Analysis in Layered Composite Media,” Int. J. Solids Struct. , 41(18):
5155-5183.

Chakraborty and S. Gopalakrishnan, (2004b), “Thermoelastic Wave Propagation in
Anisotropic Layered Media: a Spectral Element Formulation” , Int. J. Comp. Meth., 1(3):
535-567.

Chen Y. H. , Huang Y. H. , (2000), “Dynamic Stiffness of Infinite Timoshenko Beam on
Viscoelastic Foundation in Moving Co-Ordinate”, Int. Jour. for Num. Meth. in Engi., 48:1-18.

Degrande G. and Schillemans L. , (2001), “Free Fields Vibration During the Passage of a
Thalys High Speed Train at Variable Speed. ”, Journal Sound and Vibration, 247(1):131-144.

Dieterman H. A. , Metrikine A.V. , (1997), “Critical Velocities of a Harmonic Load Moving
Uniformly Along an Elastic Layer.”, Trans. ASME J. of Applied Mechanics, 64:596—600.

Dincsoy E. , Guler C. , Akbarov S. D., (2009), “Dynamical Response of a Prestrained System
Comprising a Substrate and Bond and Covering Layers to a Moving Load”, Mechanics of
Composite Materials, 45(5):527-536.



69

Elishakoff and Guide Z. , (2004), “Analytical Polynomial Solutions for Vibrating Axially
Graded Beams,” Mech. Adv. Mater.Struct., 11: 517-533.

Emiroglu ., Tasci F., and Akbarov S. D., (2004), “Lamb Problem for a Half-Space Covered
with a Two-Axially Prestretched Layer,” Mech. Comp. Mater., 40(5): 379-388.

Engelbrecht, (1997), “Nonlinear wave dynamics: Complexity and simplicity”, Kluwer,
Dortrecht.

Eringen C. and Suhubi E. S. , (1975a), “Elastodynamic, V. 1. Finite Motions”, Academic
Press, New York.

Eringen C. and Suhubi E. S. , (1975b), “Elastodynamic, V. 2. Linear Theory”, Academic
Press, New York.

Gladwell G. M. L., (1968), “The Calculation of Mechanical Impedances Related with the
Surface of a Semi-Infinite Elastic body,” J. Sound Vibr., 8: 215-219.

Green A. E. , Rivlin R. S. , Shield R. T. , (1952) “General Theory of Small Elastic
Deformations Superposed on Finite Elastic Deformations”, Proceeding of the Royal Society
of London A, 211:128-154.

Guler C. and Akbarov S. D. , (2004), “Dynamic (harmonic) Interfacial Stress Field in a half-
Plane Covered with a Prestretched Soft Layer,” Mech. Comp. Mater., 40(5): 379-388.

Giiler C. , Dingsoy E., (2005), “Ongerilmeli Tabaka ile Ortiilii Yar1 Diizleme Etki Eden
Hareketli Nokta_gal Yiikiin Kritik Hizimin Incelenmesi”, 14. Ulusal Mekanik Kongresi,
Mustafa Kemal Universitesi, Antakya, 12-16 Eyliil.

Guz A. N.., (1978), “Linearized Theory of Propagation of Elastic Waves in Bodies with Initial
Stresses,” Int. Appl. Mech., 14(4): 339-362.

Guz A. N.. and Koshman V. P. , (1980), “Nonstationary Problem of the Theory of Elasticity
for an Incompressible Half-Plane with Initial Stresses,” Dokl. AN Ukr. SSR, Ser. A, 8: 39-49.

Guz A. N.., (1986a), Elastic Waves in a Body with Initial Stresses, I. General Theory [in
Russian], Naukova Dumka, Kiev.

Guz A. N., (1986b), Elastic Waves in a Body with Initial Stresses, II. Propagation Laws [in
Russian], Naukova Dumka, Kiev.

Guz A. N. and Makhort F. G. , (2000), “The Physical Fundamentals of the Ultrasonic
Nondestructive Stress Analysis of Solids,” Int. Appl. Mech., 36(9): 1119-1148.

Guz A. N, (2002), Elastic Waves in Bodies with Initial (Residual) Stresses, Int. Appl. Mech.,
38(19): 23-59.

Guz A. N., (2004), Elastic Waves in Bodies with Initial (Residual) Stresses [in Russian],
A.S.K., Kiev.

Guz A. N., Roger A. A., and Guz . A., (2005), “Developing a Compressive Failure Theory
for Nanocomposites”, Int. Appl. Mech. , 41(3): 233-255.

Guz A. N., (2006), “Three-Dimensional theory of Stability of a Carbon Nanotube in a
Matrix,” Int. Appl. Mech., 42(1): 19-31.



70

Guz A. N. and Guz L. A., (2006), “On Models in the Theory of Stability of Multiwalled
Carbon Nanotubes in Matrix”, Int. Appl Mech., 42(6): 617-628.

Hussein M. F. M., Hunt H. E. M. , (2006), “Modelling of Floating-Slab Tracks with
Continuous Slabs under Oscillating Moving Loads”, Journal of Sounds and Vibrations,
297:37-54

Ilschner and Cherradi N. (eds.), (1994), Proc. 3rd Int. Symp. on Structural and Functional
Graded Materials (FGM 94), Presses Polytechniques et Universitaires Romandes, Lausanne,
Switzerland.

Johnson L. , (1985), “Contact Mechanics”, Cambridge University Press, Cambridge.

Kerr A.D. ,(1983),”The Critical Velocities of a Load Moving on a Floating Ice Plate That is
Subjected to in-Plane Forces.”, Cold Region Science and Technology, 6(3):267-274.

Karlstrom A. , (2006), “An Analytical Model for Ground Vibrations from Accelerating
Trains. ”, Journal of Sound and Vibration, 293:587-598.

Koshman V. P. , (1980a), “Dynamics of an Incompressible Half-Plane with Initial Strains,”
Int. Appl. Mech. , 16(9): 817-822.

Koshman V. P. , (1980b), “Lamb’s Plane Problem for a Compressible Half-Space with Initial
Stresses,” Int. Appl. Mech. , 16(10): 912-917.

Madshus C. ,Kaynia A. M. ,(2000), “High Speed Railway Lines on Soft Ground: Dynamic
Behaviour at Critical Train Speed. ”, Journal of Sound and Vibration, 231(3):689-701.

Maugin G. A. , (1999), “Nonlinear waves in elastic crystals”, Oxford University Press, Oxford.

Metrikine A. V. Vrounwenvelder,A.C.W., (2000), “Surface Ground Vibration due to a
Moving Train in a Tunnel:Two Dimensional Model.”, Journal of Sound and Vibration,
234(1):43-66.

Murnaghan F. D. , (1951), “Finite deformation of an elastic solid”, Willey and Sons, New
York.

Ozisik, (2003), “Generalized Rayleigh Waves Dispersion in a Pre-stressed Half-Plane
Covered with a Pre-stressed Layer”, Doctoral Dissertation, Yildiz Technical University,
Istanbul.

Ozisik and Akbarov S. D. , (2003), “Rayleigh-Wave Propagation in a Half-Plane Covered
with a Prestressed Layer under Complete and Incomplete Interfacial Contact,” Mech. Comp.
Mater., 39(2): 177-182.

Piotr K., Cristinel M., Ibrahim E. , (2008), “Wavelet Approach to Vibratory Analysis of
Surface due to Load Moving in the Layer”, Int. Jour. of Solid and Structures, 45: 2140-2159.

Reddy N., (2000), “Analysis of Functionally Graded Plates”, Int. J. Numer. Meth. Eng., 47,
663-684.

Rizzi S. A. and Doyle J. F. , (1992), “A Spectral Element Approach to Wave Motion in
Layered Solids”, J. Vibr. Acoust. , 114: 569-577.

Robertson A. , (1996), “Forced Vertical Vibration of a Rigid Circular Disc on a Semi-Infinite
Solid”, Proc. Cambr. Philosoph. Soc. , 62: 547-557.



71

Shiota and Miyamoto Y. (eds.), (1997), “ FGM 96 Functionally Graded Materials”, Elsevier,
Amsterdam.

Suiker A. S. J., Borst R., Esveld C., (1998), “Critical Behaviour of a Timoshenko Beam- Half
Plane System under a Moving Load”, Appl. Mech., 68:158-168.

Suresh S. and Mortensen A. , (1998), “Fundamentals of Functionally Graded Materials”, IOM
Communications Ltd., London.

Tadeu, Antonio J. , and Godinho L. , (2001), “Green’s Function for Two-and-a-Half
Dimensional Elastodynamics Problems in a Half-Space,” Comp. Mech. , 27: 484-491.

Tasci F. , Emiroglu I. , and Akbarov S. D. , (2005), “On the “Resonance” Values of the
Dynamical Stresses in the System Comprises Two-Axially Pre-Stretched Layer and Half-
Space,” in: 7th Int. Conf. on Vibration Problems, ICOVP-2005, Isik University, Sile,
September 5-9, Abstracts, p. 100.

Timoshenko S. P. and Goodier J. N. , (1975), “Theory of Elasticity, McGraw-Hill”, New
York.

Tolstoy and Usdin E. , (1953), “Dispersive Properties of Stratified Elastic and Liquid Media.
A Ray Theory,” Geophysics, 18: 844—870.

Truestell C. , Noll W. ,(1965), “The Nonlinear Field Theories of Mechanics”, In:E.
Flugge(Ed.), Handbuch der Physic, Springer, Berlin, New York, 3/3.

Vetnitskii A.L, (1991), Wave dynamics of machines (K.V. Frolow, editor) 15:30.
Moscow:Nauka. Wave effects in elastic systems., in Russian.

Vetnitskii A.L, Metrikine A.V., (1993), “Parametric Instability in the Oscillations of a Body
Moving Uniformly in a Periodically Inhomogeneous Elastic System.”, Journal of Applied
Mechanics and Technical Physics., 34:226-271.

Wang Y. and Achenbach J. D., (1996), “Lamb’s Problem for Solids of General Anisotropy,”
Wave Motion, 24: 227-242.

Yahnioglu N. , (2007), “On the Stres Distribution in the Pre-Strained Simply Supported Strip

Containing Two Neighbouring Circular Holes Under Vibration.”, Int. Appl. Mech.
,43(10):135-140.

Zhuk Yu. A. and Guz L. A., (2006), “Influence of Prestress on the Velocities of Plane Waves
Propagating Normally to the Layers of Nanocomposites,” Int. Appl. Mech., 42(7): 729-743.

Zhuk Yu. A. and Guz L. A., (2007), “Feature of Plane Wave propagation Along the Layers of
a Pre- Strained Nanocomposites.” Int. Appl. Mech. , 43(4): 361-379.



72

EKLER

Ek 1 (2.43) ve (2. 45)’deki HAnm (S)H matrisinin bilesenlerinin ideal temas kosullari igin

ifadeleri.
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Tekil yiik i¢in; 8, = p,, 5, =0,8,=0,5,=0,5,=0,5,=0

—p, Sinsa

Yayil yiik i¢in; S, = $5,=0,6,=0,8,=0,5,=0,5=0



74

Ek 2 (2. 44) ve (2. 46)’deki HAnm (s)H matrisinin bilesenlerinin ideal olmayan temas
kosullart i¢in ifadeleri.
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Ek 3 (3.47) ve (3. 48)’deki HAnm (S)H matrisinin bilesenlerinin ideal temas kosullari igin
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Ek 4 (3. 47) ve (3. 48)’deki HAnm (s)” matrisinin bilesenlerinin ideal olmayan temas
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